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Resumen

La Teoria de Juegos es una rama de las matemdticas relativamente
moderna que estudia problemas de decisiéon en los que interaccionan varios
decisores, el punto de partida fue la publicacién del tratado Theory of Games
and Economic Behavior(1944) por el matemdtico Von Newman junto con el
economista Morgenster. La Teoria de Juegos distingue dos modelos de juegos
distintos en su planteamiento. Los juegos no cooperativos o competitivos, en
donde cada jugador busca su mdximo beneficio y los juegos cooperativos, en
donde los jugadores disponen de mecanismos que les permiten tomar acuerdos
vinculantes previos al juego. Esto es, los jugadores pueden cooperar formando
coaliciones de jugadores con el fin de obtener mayores beneficios. En un juego
cooperativo no es necesario analizar las estrategias de los jugadores, puesto
que estos actuardn de la forma que consigan mayor beneficio. El problema
central en un juego cooperativo es el reparto de beneficios entre los jugadores
que forman la coalicién. Dado que los jugadores han cooperado entre si para
obtener el maximo beneficio, el reparto de ese beneficio ha de darse entre to-
dos los jugadores que formaron la coalicién. El objetivo principal de la Teoria
de Juegos Cooperativos es analizar la importancia o influencia que ha tenido
cada jugador en la obtencién de ese beneficio, para proponer un reparto de
beneficios adecuado. Una coalicién puede estar forinada por cualquier gru-
po de jugadores de cualquier tamaio. El pago de esta coalicién, esto es, los
beneficios que la coalicién obtendra del juego, serd funcién de la coalicién,
y debera ser repartido al finalizar el juego entre los jugadores que forman
la coalicién. Este pago serd representado por un mimero. Cuando cualquier
reparto del pago entre los jugadores es posible, hablamos de un juego de
Utilidad Transferible o abreviadamente juego UT.

Un juego cooperativo de utilidad transferible en forma coalicional o en forma
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de funcién caracteristica estd formado por un conjunto finito de jugadores
J y una funcién caracteristica que asocia a cada subconjunto o coalicién un
numero real que sera el valor de la coalicién, siendo el valor del subconjunto
vacio igual a cero.

Un juego cooperativo de utilidad transferible se caracteriza porque cualquier
reparto del beneficio total de la coalicién entre los jugadores que la forman
estd permitido. Por tanto, al analizar un juego cooperativo un objetivo es
conocer las estrategias que deben tomar los diferentes jugadores, y conocer
el beneficio que obtendria cada jugador si decidiese formar una coalicién con
otros jugadores.

A la hora de buscar resultados posibles, debe hacerse un reparto del pago
total v(J) entre los jugadores. El pago a cada jugador puede representarse
mediante una funcién que a cada jugador del conjunto J le asigne un niimero
real que represente el pago que obtendra ese jugador en el juego, esto es el
llamado vector de pagos. Los vectores de pagos que cumplan con el principio
de eficiencia son llamados vectores de pagos de beneficios o preimputaciones,
si ademds de este principio, imponemos que los vectores pagos cumplan con el
principio de individualidad racional, obtenemos el conjunto de imputaciones
de un juego. Existen dos tipos de conceptos de solucién en juegos coope-
rativos: los conceptoé de solucién de tipo conjunto, el Core, que limita un |
conjunto de posibles valores exigiéndole algunas propiedades, y los conceptos
de solucién\c% tipo puntual, que eligen entre todos los posibles vectores de

pago uno solo, donde el més utilizado es el Valor de Shapley.
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Introducciéon

La teoria de las decisiones interactivas clésica (o teoria de juegos cldsi-
ca) analizéi, basicamente, la toma de decisiones racionales en términos de
construcciones competitivas (juegos no cooperativos) y coalicionales_ (juegos
cooperativos) abstraidas de los juegos de salén (péquer, bridge, monopo-
lio, etc.), en los cuales dos o més agentes, considerando las acciones de sus
oponentes, deben tomar decisiones en el esfuerzo por obtener las maximas
ganancias posibles. Esta abstraccién ha abierto el espectro de posibilidades
de aplicacién al mundo real: los “jugadores” pueden ser seres humanos, insti-

tuciones, poblaciones de animales, partidos politicos, agentes de un mercado,



etc., a la vez que las estrategias pueden ser de muy diversa indole. La teoria
de juegos tiene en estos campos una habilidad tdnica: la de ser un sistema de
referencia para el estudio de las interacciones, descrito en términos simples

y universales.

1.1. La Teoria de Von Neumann y Morgens-
tern: una vision general

En 1928 el matemético hiingaro-judio John Von Neumann (1903 — 1957) -
reporté un curioso descubrimiento a la Sociedad Matematica del Gotinga:
habia encontrado una “estrategia racional” al problema al que se enfrentan
dos oponentes a la hora de elegir en el lanzamiento de una moneda al aire.
Y aunque esto, a primera vista, pareciera un pequefio logro, era el comienzo
de una nueva rama de la ciencia: la teoria de juegos.

La prueba de Von Neumann, publicada como Zur Theorie de Gesells-
chaftspiele, se extendia a otros juegos como el ajedrez y las cartas, y mos-
traba que existia, en cada caso, un “mejor método posible”de juego, que
era mateméaticamente determinable. La “mejor estrategia posible” o “estra-
tegia racional” era aquella que le asegura a un jugador la mdzima ventaja,
sin importar lo que los oponentes hicieran. Esta estrategia, obviamente, no
lo aseguraba ni de la ruina ni de hacerse rico; solamente le minimizaba la
méxima pérdida que podria soportar. La estrategia racional indicada por
Von Neumann, desde luego, no siempre es prictica. Basta pensar en el juego
del ajedrez o el péquer para observar que un cdlculo como ese podria tomar
siglos. Sin embargo, al comienzo, estas limitaciones eran de importancia se-
cundaria. Lo sustancial era que existiera una estrategia éptima en cada caso,

v que el juego entonces tuviera “solucién”.



Von Neumann no estaba interesado en ayudarle a alguien en particular a
ganar un juego. Tenia la conjetura que un andlisis de la estructura general de
los juegos seria de importante valor matemgtico, y que la solucién a ciertos
problemas de juegos podria arrojar luz sobre algunas decisiones econémicas y
sociales. Es evidente que los juegos de estrategia comparten ciertos elementos
con la “vida real”: se deben tomar decisiones en cada momento y rara vez
un jugador tiene el control total de las variables que determinan el resultado
final. Por estas similitudes, a falta de otras, el estudio de teorias de inter-
acciones ha venido teniendo una fructifera relacién con la comprensién del
comportarhiento cotidiano. Fue el austriaco Oskar Morgenstern (1902—1977)
el primer economista que clara y explicitamente reconocié que los agentes de-
ben tener en cuenta la naturaleza interactiva de la economia cuando toman
sus decisiones. El y Von Neumann siendo refugiados de Europa, en la épo-
ca de Hitler, se encontraron en una reunién accidental en la Universidad de
Princeton (Estados Unidos) a finales de la década de 1930 y comenzaron
una colaboracion que culmind en el clasico Theory of Games and Economic
Behavior de 1944. Con la publicacién de este monumental trabajo, la teoria
de juegos se recibié como disciplina cientifica.

Todos los juegos que Von Neumann y Morgenstern estudiaron en Theory

of Games and Economic Behavior tenian varios elementos en comin:

1. Un conjunto finito de jugadores (que, como ya dijimos, pueden ser per-
sonas, animales, “entidades”, etc.) y cada jugador tiene a su disposicién

un conjunto finito de reglas (o estrategias) para jugar. .
2. El juego termina después de un ndmero finito de etapas.

3. Luego de que el juego termina, se le asigna un pago numérico a cada

jugador (que, en general, es positivo si se ha ganado en el juego y
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negativo si se ha perdido), que a su vez es una suma ponderada de los

pagos recibidos en cada una de las etapas previas.

4. Existen posibles “movimientos” de la naturaleza; es decir, se permiten

ciertas formas de aleatoriedad en las decisiones de los jugadores.

5. Cada jugador tiene conocimiento completo (simétrico) de las reglas del

juego y de los jugadores.

Von Neumann y Morgenstern dieron en clasificar estos elementos con tres
criterios: nimero de jugadores, caracteriticas de los pagos, y acuerdos antes
de comenzar el juego. En los capitulos III y IV de su libro se concentran en el
estudio de los juegos de dos personas y suma cero (es decir, lo que pierde un
jugador lo recibe el otro). El capitulo V estudia los juegos de tres personas
y suma, cero. Los capitulos VI, VII y VIII estudian los juegos generales de n
personas y suma cero, de cuatro personas y suma cero y ¢inco o mas personas
y suma cero, respectivamente; y, al final, el capitulo XI lo dedican a los juegos
generales de suma diferente de cero.

Veamos un ejemplo donde se ilustra un juego de dos jugadores y suma

Cero.

Ejemplo 1.1 (El juego de las monedas) El juego de lanzar las monedas ..
(matching pennies), originalmente planteado por Von Neumann y Morgens-
tern en 1944.

Los jugadores (1 y 2) extraen de sus bolsillos un nuevo sol cada uno y
los lanzan de manera simultdnea sobre una mesa. St resultan dos caras o dos
sellos, el jugador 2 recoge los dos nuevos soles, mientras que si hay una cara
y un sello, el jugador 1 se lleva los dos nuevos soles.

¢ = cara, s = sello, n = 2 jugadores
S ={c, s}, 82 = {c, 8}, 51 x Sa = {(c,¢), (¢c,8),(s,¢),(s,8)}
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Cuadro 1.1: El juego de las dos monedas.
Se destaca del Cuadro 1.1

1. Fn virtud que hay dos jugadores, y cada uno dispone de dos estrate-
gias, el conjunto de perfiles de estrategias o conjunto de estrategias se

represente en cuadro de 2 X 2

2. Listamos las estrategias del jugador 1 como filas en el cuadro, y las

estrategias del jugador 2 como columnas.

3. Para cada uno de las cuatro (2 x 2) celdas del cuadro, damos el par de
resultados para ambos jugadores; primero el pago del jugador 1 y luego

el pago del jugador 2.

La formalizacidn matemdtica de este juego es como sigue:
Sea: I = conjunto de jugadores (conjunto finito). En nuestro caso I = {1,2}.
Para cada i € I consideremos el conjunto: S; = conjunto de estrategias del
1—ésimo jugador. En este juego:
S, = conjunto de estrategias del jugador 1
= {cara, sello}
S> = conjunto de estrategias del jugador 2
= {cara, sello}

Para cada i € I consideremos una funcidn p; como la funcidn pago del

i—ésimo jugador. p; © Sy X Sy — IR en nuestro juego.
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me,c) = =1 pa(c,c)
m(es) = 1 pafe,s) = -1
ms,c) = +1 pa(s,c)
pm(s,s) = —1 pa(s,s)

Notemos que lo suma de pagos es cero.

1.2. Juegos Coalicionales

Después de analizar el juego de dos jugadores y suma cero, von Neumann
y Morgenstern, pasaron a discutir juegos de tres jugadores y suma cero.
Allf reconocen que necesitan un punto de vista diferente: en un juego de tres
jugadores y suma cero, lo que es en beneficio de uno de los jugadores puede
ser ventajoso para uno de los oponentes y desventajoso para algtn otro, y
los jugadores pueden entonces percibir cierto “paralelismo” de intereses que
requeriria de una teoria que les permitiera decidir si aquel paralelismo era
parcial o total. Es decir, requerian de una teoria de cdmo formar alianzas,
pues el paralelismo de intereses podria hacer de la cooperacidn algo deseable
y , por consiguiente, conducir a acuerdos entre los jugadores involucrados.

Después de haber reducido las alternativas de cada individuo a una des-
cripcién numérica, Von Neumann y Morgenstern estudiaron cierta clase de
juegos en los cuales las oportunidades disponibles para cada coalicidn de
jugadores podia describirse mediante un ndmero: la funcidon caracteristica v
definida sobre todas las posibles coaliciones. Esta v podria interpretarse como
una funcién de “valoracién ex ante” de las coaliciones en términos de cudnta
utilidad podrian dividirse entre los miembros de la coalicién, pero también
podria verse como un indicador de la “fortaleza” de la coalicién en caso de

que llegara a formarse. La tnica restriccién sobre v que imponen Von Neu-
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mann y Morgenstern es que si S y T son dos coaliciones disjuntas, entonces
v(SUT) > v(S) +v(T) (superaditividad). Esto significa que el valor de toda
coalicién es, por lo menos, igual a la suma de los valores de las subcoaliciones
que la integran; es decir que los jugadores actuando juntos pueden conseguir,
por lo menos, lo mismo que consiguen actuando separadamente.

Asumir una funcién caracteristica asi, implica algunas cosas importantes
sobre el juego que estd siendo modelado. Primero, que la utilidad individual
puede medirse en algiin medio de cambio ( “dinero” o “pan”, por ejemplo) que
los jugadores pueden transferir libremente entre ellos en el sentido de que la
reduccién de una unidad de utilidad para alglin jugador representa un incre-

mento de una unidad en la utilidad de alguno otro.

uf lo que nos interesa,
entonces, es el pago que recibe la coalicion, y no como se reparte este pago
entre sus miembros. Segundo, el pago o poder que tiene una coalicién deter-
minada no hace referencia al comportamiento de los miembros que no hacen
parte de la misma. Tercero, una coalicién puede, sin costo, hacer acuerdos
sobre distribuir su valor en cualquier forma que a bien estimen sus miembros,
asi que no es necesario modelar explicitamente las acciones que los jugadores
llevan a cabo para honrar tales acuerdos. Reconociendo la importancia de
la hipdtesis de utilidad transferible, a estos juegos se les acostumbra llamar
Jjuegos de utilidad transferible (TU) ( bor el término en inglés “Transferible
utility”).

Ahora: jqué estindar de comportamiento podriamos esperar observar en.

un juego modelado de esta forma? La respuesta dependers del tipo de “so- . -

lucién” (indicador) que pretendamos implementar a partir de la funcién ca-
racteristica. El hecho de que, en general, un juego tenga multiplicidad de
soluciones muestra que exivsten' factores importantes (por ejemplo, factores

histéricos, sociales o institucionales) que la funcién caracteristica no modela.



Esta complejidad es, hasta cierto punto, una reflexién sobre las dificultades
inherentes a los problemas de interaccién estratégica y, de hecho, buena parte
de la investigacién actual en teoria de juegos cldsica estd en la direccién de

incluir més detalles institucionales (y otros) buscando describir y comprender

mejor estas complejidades.



Preliminares

En este capitulo estableceremos herramientas bdsicas para tratar los si-
guientes capitulos. Revisaremos ciertos conceptos y resultados basicos del

algebra lineal y anilisis convexo.

2.1. Espacios Vectoriales |

Un espacio vectorial real es un conjunto X, en el que se han definido dos
operaciones: una interna + : X x X — X llamada adicidn, la cual a cada

par (z,y) € X x X le asocia un elemento de X denotado por z + y, de tal



forma que satisface:
1. z+y=y+x paratodoz,y € X.
2. (x+y)+2=x+ (y+ 2) para todo z,y,z € X.

3. Existe un unico elemento denotado con 0 tal que z + 0 = x para todo

z € X.

4. A cada elemento z € X le corresponde un tnico elemento —z € X tal

que t+ (—z) =0

y otra operacién externa - : IR x X — X, la cual es llamada multiplicacién
escalar, la cual a cada par (\,z) € IR x X le asocia un elemento de X

denotado por A -z (o simplemente \z), y se satisface:
l. lx =z paratodoz € X
2. oBzx) = B(ax) para todo o, € Ry todoz € X
Esta$ operaciones estan relacionadas por las siguientes leyes distributivas:
Mr+y)=dx+Xdy 'y (A+pB)z= I+ fBz.
para cualquier z,y € X y A, 8 € IR.

Observacién 2.1 Es muy conocido que el conjunto IR = IRx -+ - X IR (con
n, un nimero natural) con las operaciones de suma y multiplicacidn (por

numeros reales), definidas por: + : IR* x IR® - [R* y - : IR x IR"* — IR" tal

que
T " 1+ Y%
Zo 1 Yo T2 + Y2
+ : =
Tn Un Tn + Yn
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A, = ,
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es un espacio vectorial real. A lo largo de esta tesis, trabajaremos con espacios

vectoriales de dimension finita como IR".

2.2. Conceptos de Convexidad
Definiciéon 2.1 Un congunto C C IR" es convexo si y solo si
tr+(l—t)yeC Vr;yeC y Vie[0,1]

Definicién 2.2 Dado z € IR" y C C IR", se dice que x es una combinacion

conveza de elementos de C, si existen: p € N, {t;}}_, C [0,1] y {z:}}., Cc C
p P

tal que x = Ztimi Y Zti =1.
i=1 i=1

Proposicién 2.1 Dado C C IR", C es convezo si y solo si contiene todas

las combinaciones convexas de C.
Demostracién. (Ver (7], pig. 1).

Proposicién 2.2 Si I es un conjunto de indices cualquiera y {C;}icr s una
familia de conjuntos convezos de IR"™, entonces N;e;C; es también un conjunto

converxo.

Demostracién. (Ver (7], pig. 2).
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2.3. Espacios Métricos

Un FEspacio Métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto cualquiera
no vacio y una funcién d : X x X — IR distancia que verifica las siguientes

propiedades:
1. d(z,y) > 0 para todo z,y € X
2. d(z,y) = 0 si y solamente si z =y
3. d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X
4. d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2) para todo z,y,2 € X
Observacion 2.2 Si definimos d : IR x IR" — IR como
d(z,y) = iz —y,z—y),
entonces (IR",d) es un espacio métrico, llamado espacio métrico euclidiano.

Definicién 2.3 Sea (IR™,d) el espacio métrico euclidiano y sea a € IR". Un
subconjunto U C IR™ se llama vecindad de a si existe § > 0 tal que la bola

abierta de centro a y radio §, B(a,8) C U, donde
" B(a,d) = {z € IR" : d(z,a) < §}

Observacién 2.3 Dado x € IR", denotaremos por Ay a la familia de vecin-

dades de .

Definicién 2.4 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Un subconjunto
U C IR es llamado abierto si, para cada x € U, existe un € > 0 tal que

B(z,e) CU.

12



Definicién 2.5 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano y X C IR". Un
congunto U C IR" es llamado abierto (vecindad) relativo a X si, existe un

abierto (vecindad) V en IR" tal que U =V N X.

Definicién 2.6 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Un subconjunto

F de IR" se dice cerrado si IR™\ F es abierto.

Definicién 2.7 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano y X C IR". Un
conjunto R C IR" es llamado cerrado relativo a X si, existe un cerrado C

en IR" tal que R=CnN X.

Observacién 2.4 Fs fdcil ver que: A C IR" es abierto relativo o S C IR" si

y solo si S\ A es cerrado relativo a S.

Definicién 2.8 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Definimos para

cada S C IR" su frontera como sigue:
S ={ze€eX :B(z,e)NS#0 y B(x,e)N(X\S)#0 Ve>0}

Definicién 2.9 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Definimos para

cada S C IR" su interior como sigue:
int(S) = U {U:U C IR" es un subconjunto abierto de S} .

Proposicién 2.3 Sea (IR™,d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C IR".

Entonces tenemos:
nt(S) ={reX:5e€AM}=5\0S

Demostracidn. Sea z € int(S). Entonces existe un subconjunto abierto

U C S conz € U, de modo que S € 4. Para la reciproca, si S € A;,

13



entonces hay un conjunto abierto U de IR con z € U C S, de modo que
z € int(S).

Sea x € int(S), entonces S € A; por lo anterior. Donde, trivialmente,
SN(R"\S) =0 vemos que z ¢ 3S. Para la reciproca, sea x € S\ 9S.
Entdnces, hay un N € A tal que NN(IR™\ S) = 0. Sea U C N un conjunto
abierto en IR" tal que z € U. Se concluye que U N (R"\S) = 0 y por
consiguiente U C S. Por lo tanto, se cumple que z € U C int(S).

Ejemplo 2.1 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, sea zo € IR", y sea

r > 0. La bola cerrada centrada en xo con radio r es definida como
B(wo,r) = {z € R" : d(x,m) < 1}.
B(z, 8) es un conjunto cerrado.

Demostracién. En efecto, sea z € IR™\ B(wo, r), es decir, tal que d(z, zg) > 7.
Ahora tomemos ¢ := d(z, zo)—r > 0,y seay € B(z,€). Como d(z, o) < d(z,y)+d(y, o),

obtenemos que
d(y’ xo) 2 d(.’]), iIIo) - d("E’ y) > d(:l), IL'o) —€= d(iL‘, wO) - (d(.’L‘, :1}'0) - T) =T

Se concluye que B(z,c) C IR™ \ B(xq,7). Por lo tanto, R™ \ B(zo,7) es

| abierto, lo cual implica que B(zq,7) es cerrado.
Proposicién 2.4 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Entonces:
1. § y IR son abiertos;

2. 5t U es una familia de subconjuntos abiertos de IR", entonces:

U{U U e W} es abierto.

8. SilU; y U, son subconjuntos abiertos de IR™, entonces UyNU, es abierto.

14



Demostracién.

1. Por convencién, el conjunto @ es un conjunto abierto y cerrado. Ahora
veamos que JR" es abierto, en efecto, V z € IR", siempre 3¢ > 0, tal

que B(z,¢) C IR™, entonces IR™ es abierto.

2. Sea % una familia de conjuntos abiertosen R*, yseaz € | J{U : U € % }.
Entonces, existe Uy € % con x € Uy, y como Uy es abierto hay une > 0

tales que

B(m,e) Cc Uy C U{U Ue%}.
Por consiguiente, |J{U : U € %} es abierto.
3. Sea Uy, Uy C X abiertos y sea x € U; NU,. Como U; y U, son abiertos,

hay €1, €2 > 0 tales que B(z,¢;) C U, paraj = 1,2. Sea € := min{e, €2}

Entonces es inmediato que B(z,¢) C Uy NUs.

Definicién 2.10 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Para cada S C IR",

la clausura de S es definida como

?::ﬂ{F:FcH{" es cerrado y S C F}.

Proposicién 2.5 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C IR".

Entonces tenemos:

S = {teR":NNnS#0 VN e}
= {ze€R":B(z,)NS#D Ve>0}.

Demostracién. Cada bola abierta es una vecindad de su centro, y cual-
quier vecindad- de un punto contiene una bola abierta centrada en aquel

punto; por lo tanto
{xeR":NNS#0, VNeAM}={zxeR": B(z,e) NS #0D, Ve > 0}
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se cumple. Denotamos este conjunto por cl(S).

Sea x € S, y sea N € #,. Entonces, existe un subconjunto abierto U de
IR" contenido en N con z € U. Supongamos que N NS = @, de modo que
UNS =0 (ie, S C R"\U). Como R"\ U es cerrado, se concluye que
ScRR® \U yasi z € R"\U, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, se
cumple z € cl(S).

Reciprocamente, sea x € cl(S), y supongamos que x ¢ S. Entonces

U := R™\ S es un conjunto abierto conteniendo a z (asi pertenece a .#;)

que tiene interseccién vacia con S. Esto contradice z € cl(S).

2.4. Convergencia y Continuidad

Sea S un conjunto cualquiera. Una aplicacién de los niimeros naturales
a S es llamada una sucesién en S; escribiremos a menudo {z,}, . Si el
dominio de x no son los nimeros naturales pero si un subconjunto de los
nimeros naturales de la forma {n : n > m} para algin m que pertenezca a
los niimeros naturales, todavia hablamos de una sucesién y denotamos esto
por {z,}2 .. Llamamos a una sucesién {y;}$2, una subsucesién de {z,}nen

si existen ny < my < --- en los naturales tal que y; = z,, para k € 4.

Definicién 2.11 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Una sucesién
{Zn}nen en IR" se dice que converge a x € IR" si, para cada € > 0, hay un
ne € N tal que d(z,,,z) < € para todo n > n.. Entonces decimos que x es el

limite de {xn}nen y escribimos x = lim z, 6 z, — .
n—oo

Se verifica directamente que una sucesién {z,}nen en el espacio métrico
euclidiano converge a z si y sélo si, para cada N € 4, hay un ny € N tales

que z, € N para todo n > ny.
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En la siguiente proposicién se verifica que el limite de una sucesién en el

espacio métrico euclidiano (cuando este limite existe) es tnico.

Proposicién 2.6 Sea (IR*,d) el espacio métrico euclidiano, sea {T,}nen
una sucesion en IR", y sea z, ¥’ € IR" tales que {T,}nen converge a T y a

x'. Entonces x y x’' son iguales.

Demostracién. Supongamos que z # z’, de modo que ¢ := 2d(z,z’) > 0.
Como z, — , existe un n; € N tal que d(z,,z) < € para n > n;, y como
también z, — z’, existe un ny € N tal que d(z,,z’) < € para n > ny. Sea

n := max{n;, nz}, de modo que
d(z,z') < d(x,x,) + d(Zn,2') < €+ ¢ = d(z,2'),
lo cudl es absurdo.

Proposicién 2.7 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C IR".
Entonces S consiste de todos los puntos en IR™ que son el limite de una

sucesion en S.

Demostracién. Sea z € IR" el limite de una sucesién (z,),en en S,y sea
¢ > 0. Por la definicién de convergencia, existe un n. € N tal que d(z,, ) < €
para n > n.; es decir, z, € B(z, ¢) para n > n.. En particular, B(z,¢) NS es
no vacfo. Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que z € S por la Proposicién
2.5, |
Reciprocamente, sea & € S. Por la Proposicién 2.5, tenemos B(£,z)NS #

- para cada n € N; existe asi, para cadan € N, algin z, € S con d(xn, ) < %

Es claro que la sucesién (z,).en converge a z.

Corolario 1 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Entonces F C IR"
es cerrado st y solo si cada sucesion en F' que converge en IR™ tiene su limite

en F.
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Ahora definamos la continuidad de funciones de la forma siguiente.

Definicién 2.12 Sean (IR",d,) y (IR™,dn) dos espacios métricos euclidia-
nos, X C IR", y sea o € X. Entonces f : X — IR™ se dice que es continua

en Ty si, para cada sucesion (z,)neny en X convergente a xo, tenemos que

lim f(z,) = f(zo).
n-—oco
Las siguientes caracterizaciones se verifican.

Teorema 2.1 Sean (IR",d,) y (IR™,dy,,) dos espacios métricos euclidianos,
X C IR", y sea xg € X. Entonces las siguientes equivalencias se verifican

para f: X — [R™.
(i) f es continua en zy.

(ii) Para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que d.,(f(x), f(0)) < € para todo

z € X con dy(z,z9) < 4.
(iii) Para cadae > 0, existe un d > 0 tal que (B(z0,8)NX) C f~HB(f (o), €))-

(w) Para cada N € A, tenemos que f~1(N)N X es una vecindad rela-

tiva a X de xy.

Demostracion
(¢) = (21) : Supongamos lo contrario; es decir, existe un ¢; > 0 tal que, para
cada § > 0, existe un z; € X con d, (x5, To) < d, pero dp,,(f(xs), f(z0)) > €o.
Para n € N, sea z;, := 21, de modo que dy(z},%0) < Ly asi 2, = 2.
Donde, sin embargo, dn,(f(z}), f(z0)) = €o se verifica para todo n € N, esto
es imposible puesto que f(z],) — f(zo), pues f es continua en .

(i) = (#44) : es inicamente una repeticién de (7).
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(i) = (iv) : Sea N € Aj,. Por consiguiente, existe un ¢ > 0 tal que
B(f(z0),€) C N. Por (7i), existe un § > 0 tal que

(B(x0,0) N X) C fH(B(f(w0),€)) C f(N).

Esto implica que f~!(N) N X es una vecindad relativa a X de .
(ii1) = (i) : Sea {Zn}nen una sucesién en X con z, — Zo. Sea N € Ay
de modo que f~(N) € Az,. Como z, — o, existe un ny € N tal que

T, € f7}(N) para n > ny; es decir, f(x,) € N para n > ny. Como

N € A}z, fue arbitrario, esto implica que f(x,) = f(2o).

Definicién 2.13 Sean (IR",d,) y (IR™,d,,) dos espacios métricos euclidia-
nos y X C IR". Entonces una funcion f : X — IR™ se dice que es continua

en X, st esta es continua en cada punto de X.

Observacién 2.5 Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano.

'd(:l)’, y) - d(xﬂa yO)I < d($1 .’L'o) + d(y, yO) (33, o, Y, Yo G X)a (2'1)

Demostracién. Fijamos z, g, y, yo € X, luego

d(z,y) < d(=, 20) + d(20, yo) + d(yo, y)
y por lo tanto

d(x,y) — d(z0,0) < d(z, o) + d(yo, y)-
Intercambiando el rol de = por zy, ¥ por y, respectivamente, obtenemos

d(w07 yO) - d(l’, y) S d(CC, "L'O) + d(yOa y)

Como consecuencia de (2.1) obtenemos que (IR")? se convierte en un espacio

métrico con la siguiente métrica

d((z,9), () = d(z,2") + dy,¥)  ((z,2), () € (BR")?).
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Otra consecuencia de (2.1) es la continuidad de d : (IR")i — IR en (IR")?

respecto de d.

Corolario 2 Sean (IR",d,) y (IR™,d,,) dos espacios métricos euclidianos.

Entonces las siguientes equivalencias se verifican para f : IR* — IR™.

(i) f es continua.
(i) f~YU) es abierto en IR™ para cada subconjunto abierto U de IR™.

(iii) f~Y(F) es cerrado en IR" para cada subconjunto cerrado F de IR™.

Demostracién

(i) = (i7) : Sea U C IR™ un conjunto abierto, de modo que U € .4, para cada
yeUyasiU € A, para cada 7 € f~1(U). Por el Teorema 2.1(iv),
concluimos que f~}(U) € A; para cada z € f~1(U); es decir, f~}(U)

es una vecindad de cada uno de sus puntos y asi es abierto. -

(1) = (44i) : Sea F C IR™ cerrado entonces IR™\ F es abierto luego como consecuen-
cia R"\ f~}(F) = f~1(IR™\ F) debe ser abierto. por (ii), se concluye

que f1(F) es cerrado. Anilogamente, se prueba (iii) = (i4).

(#) = (i) - Si f satisface (i), este satisface de manera trivial el Teorema 2.1(iii)

para cada z € IR".
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J uegos Cooperativos

En los juegos cooperativos se parte de que es posible que algunos juga-
dores puedah llegar a acuerdos que los vinculen entre si (a los que dﬁedarian
obligados de manera ineludible), por lo que se trata de estudiar los resultados
que puede obtener cada una de las coaliciones® de jugadores que se pueda
formar. Por lo tanto, se trata de estudiar ¢c6mo pueden actuar grupos de ju-
gadores, interesandonos los comportamientos colectivos y sin que haga falta
detenerse en las acciones individuales de cada uno de los miembros de una

coalicién.
1

unién de varios individuos contra otros
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Sea J = {1,2,...,n}, el conjunto de jugadores. Obsérvese que el conjunto
de jugadores es finito.

Luego 27 es el conjunto potencia de J, que estd formado por cada una
de las posibles coaliciones que se pueden formar (incluyendo la coalicién sin
jugadores que es el @).

Supongamos que las utilidades de los jugadores son transferibles, lo cuai
quiere decir que las ganancias o pérdidas que se obtienen al actuar como

coalicién pueden repartirse entre los jugadores que la componen.

Definicién 3.1 Se llama funcidn caracteristica e una funcion que asigna
a cada coalicién un nimero real, asignando al conjunto vacio el valor cero.

Esto es
v:27 — IR

S — v(9)

tal que verifica v(@) = 0.

Para una coalicién S, a v(S) se le llama el valor de coalicién y es el valor
minimo que puede obtener la coalicién si todos sus miembros se asocian
y juegan en equipo. Se trata por tanto del valor que una coalicién puede

garantizarse que obtendrd si realmente funciona como tal coalicién y toma

sus decisiones de manera adecuada.

Definiciéon 3.2 Un juego en forma coalicional o de funcidn caracteristica
con utilidades transferibles consiste en un conjunto finito J = {1,2,...,n}
de jugadores y una funcion caracteristica v : 2/ — IR con v(@) = 0. Por
lo tanto el par ordenado G = (J,v) es un juego cooperativo si J y v esta’h

especificados.

Consideremos el siguiente ejemplo
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Ejemplo 3.1 Tres ciudades del mismo departamento necesitan un sistema
de tratamiento de aguas residuales. Cada ayuntamiento ha hecho un estudio
de los costes, individuales y colectivos, con los otros ayuntamientos, para ver
la posibilidad de ahorro. El estudio se representa en el cuadro 3.1, donde 1,2

y 3, simbolizan a cada una de las ciudades.

COALICION | COSTE | BENEFICIO |
{1} 150 0
{2} 200 0
{3} 550 0
{1,2} 350 0
{1,3} 610 90
{2,3} 650 100
{1,2,3} 780 120

Cuadro 3.1: Coalicién de 3 ciudades

Esta situacidn se modela mediante un juego cooperativo de utilidad trans-
ferible (J,v), donde J = {1,2,3} y la funcidn caracteristica v del juego viene
dada por »

v({1}) = v({2}) = v({3}) = 0
v({1,2}) = 0, v({1,3}) = 90, v({2,3}) = 100, v({1,2,3}) = 120.

Ejemplo 3.2 Se consideran tres empresas que producen el mismo bien. Da-
das sus tecnologias, la empresa 1 puede producir 0, 8 ¢ 16 unidades de output
al coste unitario de 2 unidades monetarias, la empresa 2 puede producir 0,
4 6 12 unidades al coste unitario de 2 unidades monetarias y la empresa 3
puede producir 0, 8 ¢ 12 unidades al coste unitario de 2 unidades moneta-

rias. La inversa de la funcién de demanda del bien es conocida por las tres
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empresas y tiene la forma siguiente:
p(z) = 35 - 0,75z,

en donde x es la cantidad total de producto del mercado.
Para representar el juego en forma coalicional, en primer lugar vamos a
representar el juego en forma estratégica. Sea J = {1,2,3}, jugadoras que

representan a las empresas 1,2 y 3, y

Sy = {0,8,16}
S, = {0,4,12}
S; = {0,812}

son los respectivos conjuntos de estrategias de las jugadoras. Para las
estrategias T3 € Sy, &3 € Sy, 13 € Sz, la cantidad total de producto que llega
al mercado es © = x; + x2 + x3. Luego, el pago que obtiene cada jugadora i

viene determinado por la funcién de beneficios, del siguiente modo:
ui(Z1, T, 3) = p(x)T; — 273, parai=1,2,3.

La representacion del juego en forma estratégica es la siguiente:

Jugadora 2
0 R 4 12
0 0,0,0 { 0,120,0 | 0,288,0
Jugadora 1 8 216,0,0 | 192,96,0 | 144,216,0
16 | 336,0,0 | 288,72,0 | 192,144,0

Jugadora 3: 23 =0

Obtengamos ahora la forma coalicional del juego. Para ello vamos a ir

calculando el valor de cada coalicidn.
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Jugadora 2

Jugadora 3: z3 = 8
0 4 12
0 0,0,216 0,6,192 10,216,144
Jugadora 1 8 168,0,168 | 144,72,144 | 96,144,96
16 | 240,0,120{ 192,48,96 | 96,72,48
Jugadora 2
Jugadora 3: z3 = 12
0 4 12
0 0,0,288 0,84,252 | 0,180,180
Jugadora 1 8 144,0,216 | 120,60,180 | 72,108,108
16 192,0,144 | 144,36,108 | 48,36,36

Empezamos con la coalicién formada inicamente por la jugadora 1. A la
vista de la representacion del juego en forma estratégica, es claro que si la
jugadora 1 elige su estrategia O obtendrd un pago de 0, hagan lo que hagan las
demds jugadoras. Si elige su estrategia 8 obtendrd alguna de las cantidades
216, 192,144,168, 144, 96, 144, 120, 72, dependiendo de la combinacion de es-
trategias de las jugadoras 2 y 3, por lo que eligiendo tal estrategia, es decir la

estrategia 8, la jugadora 1 puede garantizarse que obtendrd el siguiente pago:

min{216, 192, 144, 168, 144, 96, 144, 120, 72} = 72

rantizarse que obtendrd el sz'gm'enté pago:

De manera andloga, si la jugadora 1 elige su estrategia 16, obtendrd un

pago que dependerd de las estrategias de las jugadoras 2 y 3, pudiendo ga-

min{336, 288, 192, 240, 192, 96, 192, 144, 48} = 48
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el mdximo de los valores garantizados:
maz{0, 72,48} = 72,

valor que tiene asegurado jugando su estrategia x; = 8, por lo que el valor de

la coalicion formada exclusivamente por la jugadora 1 es igual a 72.
v({1)) = 72
Procediendo de manera andloga con las jugadoras 2 y 3 se obtiene que:
u({2}) = 36,
que la jugadora se asequra si juega su estrategia xo = 4 o bien xy =12 y
v({3}) = 48,

que la jugadora 3 tiene asegurado jugando su estrategia x3 = 8.

Consideremos ahora la coalicién formada por las jugadoras 1 y 2. Para
cada combinacidn de estrategias de las jugadoras 1 y 2 la coalicion {1,2}
obtendrd un pago (suma de los pagos de ambas jugadoras) que dependerd de
la estrategia que juegue la jugadora 3.

Sixy = 0,25 = 0, la coalicién {1,.2} obtendrd conjuntamente un pa-
go igual a 0. Si z; = 0,25 = 4, la coalicidon {1,2} se garantiza el pago
min{120, 96,84} = 84.

Procediendo de esta forma, en el cuadro 3.2 se presentan los valores que se
garantiza la coalicidn en funcidén de la combinacidn de estrategias que juegue:

Eligiendo las jugadoras 1 y 2 adecuadamente sus estrategias, la coalicion

{1,2} puede asegurarse el valor:

min{0, 84, 180, 144, 180, 180, 192, 180, 84} = 92
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z1 | z2 | Pago que se garantiza la coalicién {1,2}
0| 0 | min {0,0,0} =0

0 { 4 | min {120,96,84} = 84

0 | 12 [ min {288,216, 180} = 180
8

8

8

0 | min {216,168, 144} = 144
4 | min {288,216, 180} = 180
12 | min {360,240, 180} = 180
16 | 0 | min {336,240,192} = 192
16 | 4 | min {360,240, 180} = 180
16 | 12 | min {336,184, 84} = 84

Cuadro 3.2: Pagos de la coalicién {1, 2}

que es el pago de la coalicion {1,2} se garantiza a s{ misma eligiendo como
estrategias ©y = 16,25 = 0. Debemos observar que no se especifica cdmo se
reparte el valor obtenido por la coalicidn entre las jugadoras que la componen.

Por tanto, se tiene que
v({1,2}) = 192.

Procediendo de manera andloga con las otras dos coaliciones formadas -

por dos jugadoras, se llega a que
v({1,3}) = 192,

que es el pago que la coalicidn {1,3} se garantiza a si misma eligiendo como
estrategias x; = 8, x3 = 8.
Andlogamente,
v({2,3}) = 144,
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que es el pago que la coalicion {2,3} se garantiza a s misma eligiendo como

estrategias xo = 12, 3 = 0, o0 bien x5 = 0, 23 =12, 0 bien zo = 4, 23 = 12.
Por 4dltimo calculemos el valor de la coalicién formada por las tres juga-

doras, y para ello calculemos en primer lugar la suma de pagos que obtienen

las tres jugadoras para cada combinacidn de estrategias.

Jugadora 2

0 4 | 12
0 0 | 120|288
Jugadora 1 8 216 | 288 | 360
16 | 336 | 360 | 336

Jugadora 3: z3 =0

Jugadora 2
0 4 12
0 216 | 288 | 360
Jugadora 1 8 336 | 1360 | 336
16 | 360 | 336 | 216

Jugadora 3: 23 =8

Jugadora 2
0 4 112
0 288 | 336 | 360

Jugadora 1| 8 | 360|360 | 288
16 336 | 288 | 120

Jugadora 3: z3 = 12

Eligiendo las jugadoras 1,2 y 3 adecuadamente sus estrategias, la coalicion

{1,2,3} puede asegurarse el valor:
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0, 120, 288, 216, 288, 360, 336, 360, 336,
maz 4 216, 288, 360, 336, 360, 336, 360, 336, 216, ¢ = 360,
288, 336, 360, 360, 360, 288, 336, 288,120

que es el pago que la coalicion {1,2,3} se garantiza a st misma eligiendo

como estrategias cualquiera de las siguientes:

T =8, Ty = 12, x3 =0,
1 = 16, xy =4, z3 =0,
z1 =90, To = 12, x3 =8,
T = 8, o = 4, T3 =8,
x; = 16, 2 =0, x3 =8,
Ty =0, Ty = 12, T3 =12,
t, =8 1y = 0, r3 =12,

X = 8, g = 4, Iy = 12,
Por tanto,

v({1,2,3}) = 360.

La representacion del juego en forma condicional es G = (J,v), donde el con-
junto de jugadores es J = {1,2,3} yv: 27 — IR es la funcién caracteristica,

definida de la siguiente forma:

S 10 {1} | {2} {3} | {1,2} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
v(S)[0]| 72 | 36 | 48 | 192 192 144 360

Ejemplo 3.3 Supongamos que se plantea la necesidad de abastecer de electri-
cidad a tres poblaciones. Para ello se construird una red de tendidos eléctricos

que conecte dichas poblaciones con la central eléctrica. En la Figura 3.1 se
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presentan los costes de todos los posibles tendidos que inter-conectan las po-

blaciones (1,2,3) y la central eléctrica (0). Representar el juego en forma

coalicional.

1

3

| 0 2
2 3
2 3 3
| Figura 3.1: Red eléctrica para tres poblaciones.

Solucion:

Sea el conjunto de jugadores J = {1,2,3, }.
Si la poblacion 1 va sola y no logra un acuerdo de cooperacidn con ninguna
“otra de las poblaciones (coaljcz'cin {1}), incurrird en un coste igual a 3, ya
que tendrd que cargar con el coste que supone construir un tendido eléctrico
que va de la central eléctrica a la poblacidn 1. Sea c({1}) = 3.

De manera andloga, si la poblacién 2 va sola (coalicion {2} ), incurrird en
un coste de 2. Sea ¢({2}) = 2.

St la poblacion 3 va sola (coalicién {3}), incurrird en un coste de 3. Sea
e({3}) =3.

Si las poblaciones 1 y 2 logran un acuerdo de éoopemcz'o’n y deciden cons-

truir la red de tendidos eléctricos de manera conjunta lo hardn de la forma
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que les suponga un coste menor, que consiste en unir la central con la pobla-
cidn 2 (coste igual a 2) y la poblacidn 2 con la poblacidn 1 (coste igual a 1). El
coste total para la coalicidn {1,2} serd por tanto igual a 3. Sea c({1,2}) = 3.
Sin cooperacion entre 1 y 2 la suma de sus costes seria igual a 5. Definimos

el valor de la coalicion {1,2} de la siguiente forma:

o({1,2}) = c({1}) + c({2}) — c({1,2}) =3+ 2 -3 =2.

Andlogamente

v({L1,3) = o{1})+c({3}) - c({1,3}) =3+3-5=1
o({2.3) = el{2))+e({3)) - c({2,3) =2+3-5=0,

En general, para una coalicion S # O definimos el valor de dicha coalicion

de la siguiente forma:

u(8) =Y c{i}) — <(S)-

€S

De esta forma se obtiene que

v({1}) = v({2}) = v({3}) =0 (3.1)
v({1,2,3}) = c({1}) + ¢({2}) + c({3}) ~ c({1,2,3}) =3 +2+3 -5 =3,
- (3.2)

en donde c({1,2,3}) = 5, que se alcanza uniendo la central eléctrica con la
poblacidn 2 y ésta con la poblacion 1 que a su vez se une con la poblacidn 3.

Por tanto, la representacion del juego en forma coalicional es G(J,v),
donde J = {1,2,3} yv: 2/ = IR, es la funcidn caracteristica, definida de la

siguiente forma:

S oo {1y {2} {3 {12} { {1,3} { {2,3} | {1,2,3}
v(S)|0] 0 | O 0 2 1 0 3
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Ejemplo 3.4 Una finca ristica estd valorada por su actual propietario en
350000 soles. Un empresario le ofrece acondicionarla para su utilizacion como
poligono industrial, con lo que su valor de mercado alcanzaria los 700000
soles. Una empresa constructora le ofrece urbanizar la finca para su posible
subdivision en parcelas destinadas a viviendas para una sola familia. Con esta
urbanizacion el valor de la finca serfa de 775000 soles.

Representemos el juego en forma coalicional (también llamada represen-
tacion en forma de funcién caracteristica). Sea J = {1,2,3} en donde el
jugador 1 es el empresario que ofrece acondicionar la finca como poligono
industrial, la jugadora 2 es la empresa constructora y el jugador 3 es el pro-
pietario actual de la finca.

Obtengamos la funcidn caracteristica para este juego cooperativo. Tanto
el jugador 1 como la jugadora 2 necesitan el acuerdo con el jugador 3 (el
propietario) para poder utilizar la finca. Sin la participacién del jugador 3 no
se puede hacer nada y, por tanto, no se puede obtener ningin beneficio. Por

consiguiente, se tiene que

v({1}) =v({2})) = 0

5% el jugador 3 no coopera con ninguno de los otros dos jugadores man-
tiene la situacion actual, es decir mantiene la finca tal como estd, a la cual
valora en 350000 soles. Si llega a un acuerdo sélo con el jugador 1 para ob-
tener el mayor valor posible, obtendrdn entre los dos 700000 soles. Si llega
a un acuerdo ezclusivamente con la jugadora 2 para obtener el mayor valor .
posible obtendrdn entre los dos 775000 soles. Finalmente si cooperan los tres
jugadores y deciden llevar conjuntamente adelante el pi‘oyecto para tener el

mayor valor del mercado, obtendrdn entre los tres 775000 soles. Es decir,

v({3}) =350, w({1,3}) =700, w({2,3})="775, w({1,2,3}) =775,
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en donde los valores de la funcidn caracteristica vienen exrpresados en miles
de soles.
Por tanto, la representacidn del juego en forma coalicional es G = (J,v)

en donde J = {1,2,3}, v:2/ = IR, con

w(® =0, v({1})=0, v({2})=0, v({3}) =350,
v({1,2) =0, w({1,8})="700, v({2,3})="775, w({1,2,3})="775,

en donde los valores de la funcidn caracteristica vienen expresados en miles

de soles.

Ejemplo 3.5 Marta, Antonio y Luisa han estado participando en un pro-
grama musical en television durante varios meses, habiendo obtenido buena
aceptacion entre el publico. La empresa Global Music les ofrece un contrato
en exclusiva por un ano para promocionarlos como trio, con una cantided de
A soles (conjuntamente para los tres). La empresa Dynamic Music ofrece un
contrato en exclusiva por un ano para promocionar como dio a cualquier par
de cantantes que acepte entre los tres citados, con una cantidad de B soles
(para el dio que pueda formarse). Se cumple que 0 < B < A. Ninguno de
los cantantes recibe oferta de promocion como solista.

La represehtacio’n del juego en forma colicional es J = {1,2,3}, ';sz‘endo
Marta la jugadora 1, Antonio el jugador 2 y Luisa la jugadora 3, y la funcidn
caracteristica es

v:2” 5 IR

@ =0, v({1})=0, v({2})=0, w({3})=0,
v({1,2)) = B, »({1,3})=B, v({2,3))=B, v({1,2,3})=A
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Ejemplo 3.6 (El juego de la bancarrota) Supongamos que una empre-

sa en situacién de quiebra ha dejado un patrimonio que se valora en E uni-

dades monetarias, y ha dejado también unas deudas de dy,dy,...,d, a los
acreedores 1,2, ..., n respectivamente, de manera que se cumple:
0<E<Y d:

i=1
Se define el siguiente conjunto de jugadores: J = {1,2,...,n}.
Cualguier coalicion S C J puede quedarse con el patrimonio de la empresa

pagando las deudas a los acreedores que no forman parte de la coalicién. Por
tanto,

VS €2/, v(S) = maz{0, E~ ) _ di}.
i€J\S
Obsérvese que

v(0) = maxz{0, E — Z d;} =0
ieJ
Por ejemplo, si E = 650,d;, = 200,d, = 150, d; = 350, dy = 250, el juego

de la bancarrota correspondiente es:

J=1{1,2,3,4}
v la funcidn caracteristica viene definida por las expresiones siguientes:

v(0) =0,

v({1}) = maz{0, 650 — (150 + 350 + 250)} = maz{0, 100} = 0
v({2}) = maz{0, 650 — (200 + 350 + 250)} = maz{0, =150} = 0
v({3}) = maz{0, 650 — (200 + 150 + 250)} = maz{0, 50} = 50
v({4}) = maz{0, 650 — (200 + 150 + 350)} = maz{0, ~50} =0
v({1,2}) = maz{0,650 — (350 + 250)} = maz{0, 50} = 50
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Procediendo de manera andloga se obtiene

v({1,3}) = 50, v({1,4}) = 150, v({2, 3}) = 200, v({2, 4}) = 100, v({3, 4}) = 300,
v({1,2,3}) = 400, v({1,2,4}) = 300, v({1, 3, 4}) = 500, v({2, 3,4}) = 450,
v({1,2,3,4}) = 650

3.1. Definiciones

En los juegos cooperativos se trata de estudiar como pueden actuar gru-
pos de jugadores, sin detenernos en las acciones individuales de los mismos.
Vamos a ver cémo puede hacerse una distribucién de pagos entre lbs ju-
gadores que forman una coalicién y han obtenido una ganancia actuando
coordinadamente, de manera cooperativa; para esto se han propuesto diver-
sos conceptos de solucién, entre estos estan el core, el nucleolus y el valor de
Shapley.

Para esto veamos algunas definiciones que vamos a necesitar para el desa-
rrollo de nuestro tema.

También vamos a definir algunas operaciones basicas en juegos coopera-

tivos.

Definicién 3.3 Sean (J,v) y (J,w) dos juegos cooperativos, con J = {1,2,...,n}.
Sea A € IR. Se define:

(v +w)(S) =v(S)+w(S), VS cJ
(Av)(S)
(v-w)(S) = v(S)w(S),vS c J

I

Aw(S)), VS C J

Observacién 3.1 El conjunto de juegos cooperativos con n jugadores, sobre

el cuerpo de los reales, con las operaciones de suma y de producto por un
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escalar, tiene estructura de espacio vectorial de dimensién 2™ — 1, al cual se

le denota por G”.

Observacion 3.2 A partir de ahora usaremos indistintamente las notacio-
nes G = (J,v) ov € G’ para indicar que v es una funcion caracteristica de un
Jjuego en forma coalicional con utilidades transferibles donde J = {1,2,...,n},

es el conjunto de jugadores.

Definicién 3.4 Se dice que un juego v € G’ es monétono si VS, T C J, con
S C T, se verifica que '
v(S) < v(T)

También tenemos el concepto de juego superaditivo, esto es, cuando dos
coaliciones con interseccién vacia se unen, el beneficio o ganancia de la nueva
coalicion es al menos igual a la suma de los beneficios de las coaliciones que

se unen.

Definicién 3.5 Se dice que un juego v € G’ es superaditivo si VS, TC J,

con SNT =0, se verifica que
v(S)+u(T) <v(SUT).
Anélogamente tenemos

Definicién 3.6 Un juego v € G’ es subaditivo si VS, T C J, con SNT =0,
se verifica que '

v(S u T) < v(S) + v(T).

También tenemos unas propiedades més fuertes que las anteriores, donde

la interseccién no necesariamente es vacia.
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Definicién 3.7 Se dice que un juego v € G’ es convexo si VS, T C J, se
verifica que

v(S)+v(T) <v(SUT)+v(SNT)
De manera andloga

Definicién 3.8 Se dice que un juego v € G’ es céncavo si VS, T C J, se
verifica que

v(SUT)+v(SNT) <v(S)+v(T)
Ejemplo 3.7 El juego del Ejemplo 3.2 es convexo, por ejemplo

v({1,2}) + v({1,3}) = 192 + 192 = 384 < v({1,2,3}) + v({1}) = 360 + 72 = 432

v({1,2}) + v({2,3}) = 192 + 144 = 336 < v({1,2,3}) + v({2}) = 360 + 36 = 396.
Veamos un ejemplo de juego no convexo.

Ejemplo 3.8 Un ganadero tiene una vaca que puede vender en el mercado,
obteniendo un beneficio de una unidad. Para poder venderla es imprescindible
que la vaca pase por la finca de uno de sus dos vecinos. Primero vamos a
representar este juego en forma coalicional, para eso tenemos el juego v € G,
en donde J = {1,2,3} es el conjunto de jugadores, siendo el vecino 1 el
jugador 1, el vecino 2 el jugador 2 y el ganadero duefio de la vaca, el jugador
3.

La funcién caracteristica v: 27 — IR, esta definida de la siguiente forma

S |6l {1} | {2} |3} {1,2}|{1,3} | {2,3} | {1,2,3}
v(s8)|o] 0] oo ]| o 1 1| 1

Luego tenemos
v({1,3}) +v({2,3})=1+1=2>v({1,2,3})+v({3}) =14+0=1
Es decir, el juego no es convezxo.
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Definicién 3.9 Se dice que un juego v € G’ es 0-normalizado si se verifica
que

v({i})=0,VieJ

Por ejemplo, el juego del Ejemplo 3.2 no es 0—normalizado, y el del Ejemplo
3.8, si lo es.

Se puede obtener la 0-normalizacién de un juego, definiendo la siguiente
funcién caracteristica

w(S) = v(8) - S u({i}), VS c J
i€s

Definicién 3.10 Se dice que un juego v € G”, es (0,1)-normalizado si se
verifica que '

v({i})) =0,Vie Jyv(J)=1

El juego del Ejemplo 3.8 es (0, 1)-normalizado.

3.2. El conjunto de imputaciones

Sea v € G7 un juego en su forma coalicional, en donde J = {1,2,...,n}
es el conjunto de jugadores y v es la funcién caracteristica. Si en un juego
los jugadores deciden trabajar conjuntamente, es decir cooperar, el problema
que se presenta, consiste en cémo repartir el valor v(J) entre los n jugadores.

Sea x = (®y1,%2,...,2,) € IR™ un vector de distribucién de pagos, en
donde para cada i = 1,2,...,n, z; representa el pago que recibe el jugador
i.

Para cualquier coalicién S, se utilizard la notacién Y. o z;. Luego con

€S

esta notacién tenemos

n
z(J) = Z x;,
i=1
definiendo z(0) = 0.
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Definicién 3.11 El conjunto de preimputaciones de un juego v € G’ es el

conjunto de vectores de pagos definido de la siguiente manera
PI(J,v) = {z = (1,%2,...,2n) € R" : z(J) = v(J)}.

Por el nombre de principio de eficiencia se le conoce a la condicién que
cumplen los vectores de distribucién de pagos que pertenecen al conjunto de
preimputaciones del juego segiin la cual la suma de los pagos que reciben los

jugadores sea igual al valor de la coalicién total.

Observacién 3.3 Para el caso n = 3, grdficamente el conjunto de preimpu-

taciones es un plano que corta a los ejes en los puntos (v(J),0,0), (0,v(J),0)
y (0,0,v(J)). |

Ejemplo 3.9 Consideremos el siguiente juego con tres jugadores:

v(0) = v({1}) = v({2}) = v({3}) =0
v({L,2h) =2 v({1,3}) =3 v({23})=2 v({1,23})=5

Luego se tiene que
PI(J,v) = {(%1, %2, 23) € IR® : z) + 73 + 13 = 5}
Grdficamente tenemos este conjunto representado en la Figura 3.2

Definicién 3.12 El conjunto de imputaciones de un juego v € G’ es el

conjunto de vectores de pagos

I(J,v) = {z = (z1,22,...,2n) € PI(J,v) : 2; > v({i}), parai=1,2,...,n}

={z = (#1,22,...,2a) € R": 2(J) = v(J),z; 2 v({3}), parai=1.2,...,n}

Recibe el nombre de racionalidad individual la condicion de que para cada

jugador i tiene que cumplirse que x; > v({7}).
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XB}

X

Figura 3.2: Representacion gréfica del conjunto de preimputaciones.

Observacién 3.4 Sin = 3 y ademds el juego es 0 — normalizado, grifica-
mente el conjunto de imputaciones es la interseccion del plano de preimpu-
taciones con el octante no negativo, es decir, es un tridngulo cuyos vértices

se encuentran en los puntos (v(J),0,0), (0,v(J),0) y (0,0,v(J)).

Ejemplo 3.10 Para el juego del Ejemplo 3.9, tenemos el conjunto de impu-

taciones:
I(J,v) = {(z1, T2, z3) € Rz +a0+23=>5 21> 0,20 > 0,23 > 0}

Cuando tenemos 3 jugadores se acostumbra a representar el conjunto de
imputaciones directamente en el plano como en la Figura 3.3, para el caso
del Ejemplo 3.10.

Veamos un ejemplo donde el juego no es 0—normalizado.
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©.0,5)

X3=0 X|=O

(5,0,0) (0,5,0)
Xy = 0

Figura 3.3: Representacién grafica del conjunto de imputaciones en el plano.

Ejemplo 3.11 Tenemos el siguiente Juego con tres jugadores:

v(@) =0, v({1})=2, v({2})=0, v({3})=1
v({1,2)) =3, »({1,3})=3, v({2,3}) =2, v({1,23})=5.

Luego tenemos que
I(J,’U) = {$1,$2,$3 € H%a Y +x2+m3 = 5, Ty Z 2, T2 Z 0, I3 Z 1}

Para representar dicho conjunto, partimos de la interseccion del plano
T1+ Ty + 23 = 5 con el octante no negativo (todos los ejes positivos) y a con-
tinuacion afiadimos las restricciones 2, > 2,2 > 0,23 > 1, y ast obtenemos

la Figura 3.4.

Ene le caso de 4 jugadores, el conjunto de imputaciones se acostumbra a
representar como un tetraedro en el plano, guardando analogia con la repre-
sentacién que se ha visto para tres jugadores.

La siguiente proposicién nos da una condicién necesaria y suficiente para

que el conjunto de imputaciones de un juego sea no vacio.
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(0.0,5)

Xz‘O

x=0
4 4
(5‘0,3)4/ - -0\)\ ©,5,0)

Figura 3.4: Conjunto de imputaciones del juego.

Proposicién 3.1 Sea v € G’ un juego, entonces
I(70) £ 0 = 3 v({i}) < o(J) (3.3)
i=1

Demostracion.
=) Supongamos que I(J,v) # @. Entonces existe © = (1, %2, ..., %) € I(J,v).

Por tanto tenemos que
n
Z z; = v(J);
i=1

pero como v({i}) < z;, tenemos que Y ., v({1}) < i, @ = v(J).

<=) Supongamos que Y ..., v({i}) < v(J). |

Veamos que I(J,v) # 0. Para ello consideremos z = (%1, 3, ..., Zn), CON
z=v({i}),¥i=12,...,n— 1,y &, = v(J) = S v({i}).

Pero por hipétesis 3 i, v({i}) < v(J), de donde resulta

n-1

v({n}) < o(J) = Y v({i}) = o

i=1
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Ademas

n n—1

w= Yt 5 = 3 u(hi)) + v(2) - 3 u({i}) = ),

i=1 i=1
y como se trata de una imputacién tenemos que I(J,v) # 0.
Cuando en un juego el conjunto de imputaciones es diferente del vacio se

le llama esencial, como se menciona en la siguiente definicién.

Definicién 3.13 Se dice que el juego v € G’ es esencial si verifica que

1(J,0) #9.

3.3. EIl Core

El principio de racionalidad individual que se recoge en el conjunto de
imputaciones puede extenderse a todas las coaliciones mediante el principio
de racionalidad coalicional. Asi tenemos el concepto de core de un juego

cooperativo.

Definicién 3.14 El core de un juego v € G’ es el siguiente conjunto de

Pagos

z(J) = v(J), z(S) = v(S), |

C(J,v) =z =(x1,%2,...,2,) € R™: o
para todo S € P(J)

Observacién 3.5 El core es un subconjunto del conjunto de imputaciones,
el cual se trata de las asignaciones que podrian constituir acuerdos de dis-
tribucidn estables, en el sentido de que ningin grupo de jugadores podria

impugnar unilateralmente ninguno de esos acuerdos.

Veamos algunas propiedades matematicas del core
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Proposicién 3.2 Sea v € G’ un juego cooperativo. El conjunto C(J,v) es

cerrado, acotado y convexo.

Demostracion.

- Veamos que C(J,v) es cerrado. En efecto

z:;l Ty = 'U(J)v Z{es T 2 U(S),

C(J,v)=Qx=(x1,%2,...,%,) E R™:
para todo S € P(J)

es decir, los elementos del core pertenecen a un hiperplano y a un conjun-
to finito de semiespacios cerrados, por lo tanto es la interseccién finita de
conjuntos cerrados que es cerrado.

Veamos que el core C(J,v) es un conjunto acotado.

Paraesoseaz = (71, %y, ...,%,) € C(J,v), luego tenemos que z; = v({i}),

para i =1,2,...,n. Ademss,
x; = Zx,— - ij =y(J) - ij <v(J) —v(J - {i}).
i=1 it i

Luego, para cada i = 1,2, ...,n se verifica que

v({i}) <@ < o(J) - v(J = {i}),

de donde se obtiene que el conjunto C(J,v) est4 acotado.
Para ver que el conjunto C(J,v) es convexo.
Consideremos = = ($1,$2, e Zn), ¥ = (Y1,Y2,. - -, Yn) € C(J,v), también

consideremos A € [0, 1], luego tenemos

MAL=Ny = ANz, . 0) F (1= N (Y1, Y- Yn)
(Az1+ (1= Ny, Azg + (1= Nz, ..., Az + (1 = AJy).
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Luego

(Az + (1= Ay)(J)

I I

5. 1
M= "
8 8
+ o+
~_~ ~

— —

} I
> >
N S’
M- =
=

= o(J).
Y para cada coalicién S € P(J), tenemos

Az +(1=p)(S) = D (Owi+(1-Ny)

i€s
= A @+ (1= w
i€ s
> )\v(;) + (1= A)v(S)
= ’U(S);

Por lo tanto C(J,v) es convexo.

Veamos algunos ejemplos de como obtener el core de algunos juegos.

Ejemplo 3.12 Obtengamos el core del juego dado en el Ejemplo 3.4. Por
la definicion del core, tenemos que st (z1,2,73) estd en el core, entonces

(x1, 22, x3) satisface las siguientes restricciones.
Ty + X9+ 33 =775 (3.4)
2, > 0,25 > 0,23 > 350
T1+ 29 > 0,21+ 23 > 700,20 + 23 > T75.
Luego despejando, tenemos

T1+2220 & T5—-13>20&823< 775
T +23>700 & 775—%22700<=>£L‘2S75
To+23>775 & T5-13 2752, <0

45



Entonces

w1+m2+x3=775,x1=0,
0<2,<75,350< 23775

G(J, ’U) = ($1,$2,$3) € B3 :

= {(z1,%2,73) € IR} : 1, = 0,0 < 2y < 75,23 = 775 — x5}
= {(0,7,775 = x5) : 0 < 7 < 75}

Las distribuciones de pagos que cumplen la igualdad (3.4) y no pertenecen
al core son inaceptables para alguna coalicion que se pueda formar tal que

consiga mejores resultados de los que obtienen con (zy, Ts, x3), por ejemplo:

= (50,75,650) no interesaria a la coalicidn {2,3}, ya que puede obtener
por st misma 775, que es mayor a 725, cantidad que obtendria con la

distribucidn de pagos (50,75, 650).

s (0,100, 675) no interesaria a la coalicion {1,3}, ya que puede obtener
700 por s misma, que es mayor a 675, que seria lo que obtendria con

la distribucion de pagos dada.

Ejemplo 3.13 Ahora vamos a obtener el core del juego dado en el Ejemplo

3.5. pertenecen al core los puntos que cumplan las siguientes restricciones:

(L‘1+$2+.'L'3=A
1> 0,29 > 0,23 >0

Ty + %2 2 B,z + 23 > B,13+ 23 2 B.
Luego despejando se tiene

.’L‘1+.’L‘QZB e A—fL‘3ZB¢>£C3SA—B
Ty +a23>B & A—-19>Born<A-B
$2+$3ZB i=4 A—$1ZB<=>$1§_A—B.
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Por lo tanto

C(J,v) = {(z1,22,23) €ER3: 2y + @9+ 23=A,0<2;, < A—-B,Vi=1,2,3}

= {(z1,70,A—31—23) €ER*: 021 <A-B,0<2:<A-B,B< 3+ 1z < A}
Luego tenemos los siguientes 3 casos

» Si{A— B)+(A— B) = B, entonces el core es unitario, obteniéndose

que C(J,v) = {(A- B,A—- B,2B - A)}.
« Si (A— B)+ (A - B) < B, entonces el core es vaco.
= Si(A— B)+ (A~ B) > B, entonces el core es no vacio, no unitario.

Veamos un teorema que nos da condiciones necesarias y suficientes para ase-
gurar cuando un juego tiene core no vacio, para eso veamos antes dos defini-

ciones.

Definicién 3.15 Una familia {Sy, Ss, ..., Sm} de subconjuntos de J, distin-

tos y no vacios, es equilibrada sobre J si existen nimeros positivos oy, 0, : . . , G,
denominados pesos, tales que para todo i = 1,2,...,n verifican
E Q5 = 1
{7:¢€5;}

Ejemplo 3.14 Sea J = {1,2, 3}. Entonces tenemos como ejemplos de fami-

lias equilibradas sobre J a los siguientes.

1. Sea %, = {{1},{2}, {3}} Tenemos que Sy = {1}, S, = {2}, 53 = {3},

y existen oy = ap = a3z = 1, que verifican

Para lz 1) Zj:les,- @ = o = 1
Para i = 2, Zj:zes,- o =0g =1

Para i =3, Ej13€Sj aj = oy =1
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2. Sea By = {{1},{2,3}}. Entonces Sy = {1}, 52 = {2,3}, se trata pues

de una familia equilibrada ya que existen o = ag = 1, que verifican

Pargi=1, ) ijes,05=01=1
Pa'ra 1= 2, Zjl?GSj a] =0y = 1

Parai=3, 3 s oj=ap=1

3. Sea %3 = {{1,2},{1,3},{2,3}}. Entonces S; = {1,2},S, = {2,3},
S3 = {2,3}, as? tenemos que es una familia equilibrada ya que existen

o) = ag = a3z = 1/2, que verifican

Parai =1, Zj:les,- aj =01+ a;=1
Para i =2, Zj:2esj agj=otag=1

Parai=3, 3} s aj=ocm+taz=1

Ejemplo 3.15 Sea {Si,S:,...,Sn} una particidn sobre J. Entonces es una

familia equilibrada sobre J, esto es tomando o; = 1,Vj=1,...,m.

Definicién 3.16 Se dice que el juego v € G” es equilibrado si para cualquier

familia equilibrada {Sy, . .., Sm} sobre J, con pesos oy, 0, . . ., Gy, Se verifica
que o

m

> 250(5)) < v(J).

j=1

Teorema 3.1 Un juego v € G’ tiene core no vacio si y sélo siv € G’ es

un juego equilibrado.

Demostracion.

=) Supongamos que v € G” tiene core no vacio, entonces

C(J,v) # 0 =3z = (x1,%9,...,%,) € C(J,v),
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por lo tanto para toda coalicién se verifica que

z(S) = in > v(S).

i€S
Sea # = {S1,85s,...,Sm} una familia equilibrada sobre J, con pesos asocia-
dos ay, @, ..., an. Dado x € C(J,v), se tiene que
m m m
Z aj'U(Sj) S Z aja:(Sj) = Z ; ( Z .’L‘i) = Z a:i< Z OAj)
i=1 =1 j=1 i€S, ieJ {j:i€85)
= Sal) = Ya=a7) = ()
ieJ i€J
es decir
Zajv(Sj) < w(J)
i=1

lo que demuestra que es un juego equilibrado.
<) Supongamos que v € G’ es un juego equilibrado. Por reduccién al ab-
surdo, supongamos que C(J,v) # 0. Veamos que en tal caso el juego no es
equilibrado, lo cual quiere decir que se puede encontrar una familia equili-
brada de coaliciones Sy, Sy, ..., Sy, con pesos respectivos g, a, . . ., Qy, tal
que _ .
m .
> au(S;) > v(J).
j=1
Consideremos los dos conjuntos siguientes:
A={zeR": in =v(J)}
ieJ
B={zeR": in > v(S),VS € P(J), con S # J}
ies K

Luego tenemos que C(J,v) = AN B. Por lo tanto,

CJv) =0 ANB=0.
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El conjunto A es un hiperplano de IR", mientras que el conjunto B es un sub-
conjunto de IR™ cerrado, acotado inferiormente y convexo. Como AN B = §,
entonces A y B pueden ser separados por un hiperplano, verificindose que

v(J) =Zx,~ < Zy,-, Vze A VyeB

ieJ ieJ

En particular para y* € IR™ que es solucién del siguiente problema:

min Z Vi

ieJ (3.5)
say€EB
Como el conjunto B es cerrado, acotado inferiormente y convexo, el problema
(3.5) tiene solucién dptima global en algin punto que cumpla la igualdad
en las restricciones del problema. Por lo tanto dicha solucién éptima viene
caracterizada por las condiciones de Lagrange.
Sea el lagrangiano
LyN=) u+ Y, /\S(U(S) - Zyi)
ieJ Sep(J)-J i€8

En el éptimo (y*, A*) se verifica:

3 £\ %
Y Ses(s)
w(S) = Y =0,YS e P(J) - J
ieS

Tomando A5 = 0, a partir de las condiciones de optimalidad se ve que
{S € P(J): S # 0}, con pesos A%, es una familia equilibrada de coaliciones.
Ademas se verifica que
> )= ¥ (Xu)=Xu( ¥ )=Su>u
SeP(J) SeP(J) \ ieS i€S SeP(J) ieJ
por lo que el juego v € G’ no est4 equilibrado. De esta forma, se llega a una

contradiccién, lo que prueba la implicacién.
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Ejemplo 3.16 (Juegos de produccién lineal.) Sea J = {1,2,...,n} un
conjunto de agentes. Existen g recursos Ry, Rs, ..., Ry, de manera que cada
agente tiene determinada cantidad de cada uno de los recurso. Ast, el jugador
i € J, tiene by unidades del recurso Ry, by unidades del recurso Ry, ... big
unidades del recursé R,. Estos recursos no tienen ningin valor por si mismos.
Sélo sirven para utilizarse en la produccién de r bienes By, B, ..., B,. Se
supone que el proceso de produccidn es lineal, de manera que una unidad del
bien By requiere ay unidades Ry,aq unidades Ry, ... ay unidades Ry, y puede
ser vendido a un precio de p; unidades monetarias.

Cuando se forma una coalicidn S C J, los agentes que la componen unen
sus recursos y producirdn aquel vector de bienes (xy,%s,...,%,) € R" que

resuelva el siguiente problema lineal

v(S) = méxprx1 + pate + - + Prty
5.a.

01171 + @y + -+ + A1, Ty < Zbu

ics
anT1 + Qg% + -+ age %y < E bia
i€s
1Ty + 2Ty + + -+ + Qe Ty < E big
h €8

21 20,2220,...,2, 20
Veremos que el core de este juego es no vacio, viendo que dicho juego es equi-
librada, para eso, sea B = {S,5s,...,Sn} cualgquier familia de coaliciones
equilibrada sobre J, con pesos positivos ay, G, ..., 0w Tespectivamente. Por
tratarse de una familia equilibrada se verifica que
Z o; = 1.
{j:e8s}

Luego par cada Sy € B, seax’ = (x],x}, x7) la solucidn optima del problema
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de programacion lineal que define v(S;). Por lo tanto se verifica que

T
— Jj
=2 _na]
I=1
Sea o* = Y I, a7, y ponemos &* = (23,73, . ..,%y), donde

m
x; :Za,wj,Vl= 1,2,.

j=1
. Para cada k = 1,2,...,q se tiene que
T T m ) m T .
Z(lkl.’lt; = Zakl(Zajx{> = Zaj<2akl:vf)
=1 I=1 i=1 ji=1 I=1
< Zaj(zbzk> szk<zaj)=zbik
j=1 i€8; i€S; i€S; i€8;

luego se tiene que x* es solucidn factible del problema de programacion lineal

que define v(J), lo que implica que

T
Y pai < v(J)
=1

Por lo tanto
m m T r m T .
Y au(8y) = Z%‘(ZPW{) = sz(zaﬂff) =Y paj <v(J)
j=1 j=1 I=1 =1 j i=1

como se queria demostrar.

3.4. EIl nucleolus

" Hemos visto que el core es un concepto de solucién que tiene una dificultad
importante, la cual es, que en algunas ocasiones es un conjunto muy grande y
en otras es un conjunto vacio. El concepto de nucleolus propone una solucién
que, siempre que el conjunto de imputaciones sea no vacio, supera la dificultad

anterior, pues es no vacio y tinico. Ademds pertenece al core si éste es no vacio.
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Consideremos un juégo cooperativo v € G’ y sea una distribucién de
pagos = (Z1,Zs,...,%,) € IR™ eficiente entre los jugadores, es decir, tal

que
n
in = v(J)
i=1

Definiciéon 3.17 El exceso o queja de una coalicion S con respecto a una
distribucion de pagos x es la diferencia entre el valor de la coalicion S y lo

que recibe dicha coalicion por la distribucion x. Esto es,

e(S,z) = v(8) - a(S) = v($) - ) _ =

i€S
Se trata de una medida del grado de insatisfaccién de la coalicién S con la

distribucién z. Cuanto mayor es e(S, z) mayor es la insatisfaccion.
Ejemplo 3.17 Sea el juego (J,v), para J = {1,2,3}, con

v(0) = 0,v({1}) = 5,v({2}) = 8,v({3}) = 4,v({1,2}) = 15,
o({1,3}) = 20,v({2,3}) = 15,v({1,2,3)) = 30,

Se consideran los siguientes vectores de distribucion de pagos
z=(10,10,10), y=(10,12,8),  =z=(11,8,11)

Para cada uno de los vectores dados se verifica que la suma de sus compo-
nentes es igual a v({1,2,3}) = 30. |

En la siguiente tabla se recogen los valores, los excesos o quejas de cada

53



coalicion para cada uno de los vectores dados.

v(S) o(S) y(S) 2(S) e(S,7) e(S,y) e(S2)

p 0o 0 0 0 0 0 0
{1 5 10 10 11 -5 -5 -6
{2} 8 10 12 8 -2 4 0
3 4 10 8 11 -6 -4 -7

{1,22 15 20 22 19 -5 -7 -4
{1,34 20 20 18 22 0 2 )
{2,3} 15 20 20 19 -5 -5 -4
{1,2,3} 30 30 30 30 0 0 0

Definicién 3.18 Para cada z € (J,v), se define el vector de excesos como
el siguiente vector 6(x), con 2" componentes:

0(z) = (e(S, x))sepy = (61(x), 62(x), . . ., On(x))

en donde

ok(m) > 0k+1(a;)’ Vk = 112, . ',2n -1

Ejemplo 3.18 Para el juego del Ejemplo 3.17 tenemos

o(z) = (0,0,0,—2, —5,—5,—5,—86)
6(y) = (2,0,0,—4,—4,-5,-5,-7)
0(z) = (0,0,0,-2,-4,-4,—6,-7)

Vamos a definir el orden lexicografico donde para compa,raf dos vectores,
se observan sdlo las primeras componentes; si la primera componente de un
vector es menor que la primera componente del otro vector, el primer vector
es menor que el segundo segun el orden lexicogréfico definido. Si los dos
vectores tienen iguales sus primera componentes se comparan sus segundas

componentes siendo menor segiin el orden lexicografico aquel vector cuya
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segunda componente sea menor. Si sus segundas componentes son iguales

se comparan sus terceras componentes y asi sucesivamente. Formalmente

tenemos la siguiente definicién.
Definicién 3.19 Sean z,2’ € I(J, ).

01([13) < 01(.73’) 7}
1. 6(z) < 0(z') = para j > 1,0;(z) < 0;(z')
y 0:(z) = 0:;(a'), parai=1,...,5-1
2. 0(z) = 0(2') = 0;(x) = 0;(«'), Vg
3. 0(z) < 6(z') < 0(z) < 6(z') o bien O(z) = 6(x')
Ejemplo 3.19 Para los vectores definidos en el Ejemplo 3.17 se tiene que
» 0(z) <1 O(y) (0<2)
w 0(2) <. 0(y) (0<2)

= O(z) <1 0(2) (las primera cuatro componentes de ambos vectores son -
iguales y la quinta componente del vector 0(z), que es —5, es menor

que la quinta componente del vector 6(z), que es —4).

A continuacién tenemos el concepto fundamental de esta seccidn.

Definicién 3.20 El nucleolus de un juego v € G’ es el conjunto N(J,v)

definido de la siguiente forma:
N(J,v) = {z € I(J,v) : 8(z) < O(y),Yy € I(J,v)}

Se puede decir que el nucleolus contiene aquellas distribuciones de pagos que

son imputaciones, y para las cuales se minimiza el mayor de los grados de

insatisfaccion.
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Teorema 3.2 Sea (J,v) un juego esencial (su conjunto de imputaciones es

no vacio). Entonces se verifica que el nucleolus existe y es wnico.

Proposicion 3.3 Una condicion suficiente para que el nucleolus erista y sea

Unico es que
n

> v({i}) < v(J)

i=1
Demostracion.
Supongamos que > i, v({i}) < v(J). Entonces por la Proposicién 3.1 se
tiene que I(J, v) # B de donde se deduce la existencia y unicidad del nucleolus
por el Teorema 3.2

A continuacién se dan dos definiciones que se van a utilizar en una pro-

posicién que nos permitira calcular el nucleolus en algunos casos.

Definicion 3.21 Se dice que dos jugadores i,7 son simétricos en un juego
v € G’ si realizan aportaciones equivalentes para cada coalicién. Es decir, si

se cumple que
v(SU{i}) = v(SU{j}), para todo S € P(J), coni,j¢ S

Definicién 3.22 Se dice que el jugador i es un jugador pasivo en el juego
(J,v) st no aporta ningun beneficio adicional al resto de jugadores. Es decir,

st se cumple que
v(S) = v(S — {i}) + v({¢}), para toda coalicion S coni € S

Ejemplo 3.20 En el juego del Ejemplo 3.4 no hay ningin par de jugadores
‘simétricos y no hay ningin jugador pasivo.
En el Ejemplo 3.5 cualguier par de jugadores es simétrico. Nz’ngzin Jugador

es pasivo.
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Consideremos el siguiente juego con tres jugadores:

v(@) =0,v({1}) = L,v({2}) = 2,v({3}) = 1,
v({1,2}) = 3,v({1, 3} =2, U({2, 3}) =3, v({1,2, 3}) =4

En este juego, el jugador 1 es jugador pasivo, ya que se cumple:

v({1}) = (@) +v({1}),
v({1,2}) = v({2}) +({1}),
v({1,3}) = v({3}) +v({1}),

v({1,2,3}) = v({2,3}) +({1})

De la misma forma, los jugadores 2 y 3 son jugadores pasivos.
Veamos algunas propiedades del nucleolus en la siguiente proposicién

Proposicién 3.4 Se considera el juego (J,v). El nucleolus N(J,v) verifica

las siguientes propiedades:

1. Si el core del juego es no vacio, entonces el inico elemento del nucleolus

pertenece al core.
2. Siel core del juego es unitario,entonces el core coincide con el nucleolus.

3. Sea N(J,v) = (N1, No, ..., N,,) el nucleolus. Sii, j sonj'dgadores simétri-

cos entonces N; = Nj.

4. Sea N(J,v) = (N1, Na,...,N,) el nucleolus. Si i € J es un jugador

pasivo, entonces N; = v({i}).

Demostracion.
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1. El core del juego (J,v) es el conjunto
C(J,v)={z e R": z(J) = v(J),z(S) > v(S),vS € P(J) - J}

Supongamos que C(J,v) # 0.

Para todo z € C(J,v) es e(S,z) < 0,VS € P(J). Ello implica que 6(z)
tiene todas sus componentes menores o iguales a cero. En particular,
01(x) = 0.

Sea y una imputacién del juego que no pertenezca al core. Existird al
menos una coalicién S € P(J), tal que z(S) < v(S). Por tanto,
e(S,y) = v(S) — z(S) > 0. Por tanto, §(y) tiene al menos una compo-
nente positiva, por lo que 6,(y) > 0.

Por lo tanto, Vx € C(J,v), Vy ¢ C(J,v) es 6(z) < O(y) entonces
N(J,v) € C(J,v).

Como el conjunto de imputaciones es no vacio al ser el core no vacio,
el nucleolus existe y es unico por el por el Teorema 3.2 por lo que el

Unico elemento del nucleolus pertenece al core.

2. A partir de 1. es inmediato que si, en particular, el core es unitario se

verifica que N(J,v) = C(J,v).

3. Demostraremos la propiedad por reduccién al absurdo. - ,
Sea N = N(J,v) = (Ny,...,N;,...,Nj,..., N,;). Supongamos que fue-

ra N; # Nj, siendo 1, j jugadores simétricos. Sea
N= N(J,'U) = (Nl,...,Nj,...,Ni,..‘,Nn),

donde hemos intercambiado N; y Nj.

Al ser N y N’ dos imputaciones del juego e 4, j jugadores simétricos,
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serd O(N) = O(N'). Luego como N es el nucleolus, se cumple que

B(N) <t a(y)’vyel(']’v)a
O(N') <p 6(y),Vy € I(J,v)

Por lo tanto N, N’ pertenecen al nucleolus, lo que contradice la unici-

dad.

4. Vamos a ver dos casos:

a)

Supongamos que el core es no vacio. Entonces por 1. se tiene

N(J,v) € C(J,v). Por lo tanto se cumple que

v({i}) < Ni < o(J) = v(J - {i})

Si i es un jugador pasivo se cumple que v(J) —v(J —{i}) = v({i})
por lo que se deduce que N; = v({i}).
Supongamos que el core es vacio, y supongamos que ¢ es un juga-

dor pasivo. Al ser N(J,v) el nucleolué, es una imputacién por lo

que se verifica que N; > v({i}).

Supongamos que N; > v({:}). Definamos a = N; — v({i}) > 0. Se
considera la imputacién Nj, N}, ..., N! con
| N+ ni—l' v si k#1
Luego si S =0, 0 S = {i}, entonces ¢(S, N') = 0.
Sii¢ S,y S #0, entonces

e(S,N') = v(S) — N'(8) = v(8) — N(S) — — -a < e[S, N)

n -

donde s es el nimero de jugadores que componen la coalicién S.
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Site S,y S #{i}.

e(S,N') = v(S) — N'(S)

v(§ = {i}) + v({i}) = N'(S = {i}) - N'({})
oS = {3}) = N(S — {1}) = Z=2a < o(S — {5}, V)

b

i

Il

Como el core es vacio se verifica que méxs{e(S, N')} < 0, ya que

la imputacién N’ no puede pertenecer al core. Como
méx{e(S, N} < méx{e(S, N)}

resulta que (N’) < 6(N), lo que estd en contra de que N es el

nucleolus.

Veamos unos ejemplos donde se puede utilizar la Proposicién 3.4.

Ejemplo 3.21 Calculemos el nucleolus del siguiente juego con tres jugado-

res.

o(@) = 0,v({1}) = L,u({2}) = 2,v({3}) = 1, (3.6)
v({1,2}) = 3,v({1,3}) = 2,0({2,3}) = 3,v({1,2,3}) = 4. (3.7)

En primer lugar, se cumple la condicidn suficiente de la Proposicion 3.3 para
que el nucleolus exista y sea unico ya que

n

Zv({z}) <v(J), pues 1 +2+1<4.

i=1

Aplicando la propiedad 4 de la Proposicidn 3.4 se tiene que el nucleolus es

N= (Nl, Nz, N3), con N1 = ’U({l}) = ]., N1 = 'U({2}) = 2, .N3 = ’U({3}) =1.
Por lo tanto N = (1,2,1). '
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Ejemplo 3.22 Calculemos el nucleolus del juego dado en el Ejemplo 3.5..
Se cumpla la condicion suficiente dada en la Proposicién 8.8 para la existen-

cia y unicidad del nucleolus ya que

n

Zv({z}) <v(J), pues iv({z}) =0+0+0yv(J)=A>0

i=1 i=1
Sea N = (Ny, Ny, N3) el nucleolus. Hemos visto en el Ejemplo 3.20 que los
jugadores 1 y 2 son simétricos, por lo que aplicando la propiedad 3. de la
Proposicion 3.4 se tiene que N, = N,. También los jugadores 1 y 3 son
simétricos, por lo que Ny = N3. Por lo tanto, Ny = Ny = N3 = a.
Como el nucleolus es una imputacién debe cumplir el pm’ncz’pz‘o de eficien-

cia por lo que debe ser
Ny + Ny + N3 =v({1,2,3}), es decir 3a = A, entonces a = A/3.

Por lo tanto, en nucleolus del juego de los cantantes del Ejemplo 3.5 es
N =(A/3,A/3,A/3).

En el Ejemplo 3.13 se ha estudiado el core de este juego y se ha wvisto
cdmo puede ser vacio o no vacto, unitario o no unitario, depehdz’endo de las
relaciones entre los pardmetros A y B. Hay que observar que el nucleolus de
este juego siempre eziste y es unico, independientemente de que el core sea o
no vacio y sea o no unitario. En particular, hemos visto en el Ejemplo 3.13

que si 2A = 3B el core es unitario, siendo

C(J,v)=(A—B,A— B,2B — A) = (A/3,A/3, A/3)

y coincide con el nucleolus, como no podia ser de otra forma, a la vista de la
propiedad 2. de la Proposicion 3.J.
Si 2A < 3B, el core es vacio y el nucleolus es N = (A/3,A/3,A/3).
Si2A > 3B, el core es no vacio y no um’ta’m’o.y el nucleolus sigue siendo
N = (A/3, A/3, A/3). |
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Ejemplo 3.23 Calculemos el nucleolus del juego dado en el Ejemplo 3.4.

Como en el Ejemplo 3.12 se ha calculado el core, el cual es
C(J,v) = {(0,2,775 — x3) : 0 < 25 £ 75}

Por la propiedad 1. demostrada en la Proposicién 8.4 se sabe que el nu-
cleolus, que existe y es inico, es uno de los puntos del core. Por tanto, el nu-
cleolus es alguno de los puntos de la formaxz = (0,a,775—a), con0 < a < 75.

Apliquemos la definicién de nucleolus. Para cada uno de los puntos can-
didato a nucleolus calculemos el exceso

e(S, z) = v(8) — z(S) = v(S) - in'
i€s

Sabemos que serd e(D, z) = e(J,x) = 0, para todo z. Como queremos com-
parar los vectores de excesos para los distintos candidatos a nucleolus segin
el orden lexicogrdfico, sdélo nos interesan las componentes de los vectores de
excesos que varian con los distintos candidatos.

Los wvalores de e(S,z) para S € P(J), con S # @ y S # J, siendo
z = (0,a,775 — a), con 0 < a < 75, son los siguientes: |

s [mle] o [wa]as|es
e(S;2) | 0 | —a|la—425| —-a |[a-T75| O

Como ahora hay que comparar los vectores de excesos para los distintos
candidatos a nucleolus, nos interesan sélo aquellos excesos que dependan de a.
El nucleolus serd el vector x = (0, a,775—a), con 0 < a < 75, correspondiente

al valor de a que sea solucién dptima del siguiente problema

min {méx{—a,a — 425,a - 75}}

0<a<75
Como es evidente que a—425 < a—75, el problema anterior se puede expresar
como

Ogilsn?s{max{—a, a—T75}}
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Este problema se resuelve fdcilmente con la ayuda de una representacion
grdfica, tal como aparece en la Figura 3.5 En efecto, se representa la variable
a en abscisas y, para los valores de a comprendidos entre 0 y 75 se repre-
sentan las funciones —a y a — 75. A la vista de los grdficos de las dos fun-
ciones representamos con trazo grueso la funcién M(a) = méx{—a, ¢ — 75}.
Finalmente a la vista del grdfico se resuelve el problema ming<,<7s M(a) 0b-
teniéndose que el valor dptimo es a*37.5, por lo que el nucleolus del juego es

N = (0,37,5,737,5).

n
~
hal

M (a)

[EPSRNRRPUNINIPN Srd
N

Figura 3.5: Resolucién gréfica del problema.
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3.4.1. Método para calcular el nucleolus utilizando pro-

gramacion lineal

Para calcular el nucleolus z = (1, T3, . .., 2,) del juego j € G”, se resuelve

el siguiente problema de programacién lineal:

min o
v(8) =Y ies®i < oy, para S € P(J),S#0,S#J
x € I(J,v)

Sea af el minimo de ese problema. Si tal minimo se alcanza en un tnico
punto Z, entonces Z es el nucleolus y el calculo estd completo. Normalmente
dicho minimo no se alcanzara en un tnico punto z sino en un conjunto X?.
En tal caso normalmente habra una familia #; de coaliciones, tal que para
todo S € #1 vz € X! es (S, x) = a;. Entonces se resuelve el problema de

programacion lineal

min oy

v(S)—Y zi <oy paraSeP(J) - F, S#0,S#J
icS
xr € X!
Si el minimo se alcanza en un Gnico x se termina, si no-es asi se sigue como

anteriormente.

Ejemplov 3.24 Calculemos el nucleolus utilizando ei método basado en pro-
gramacion lineal del juego de la bancarrota del Ejemplo 3.6. _ |
Sea el nucleolus © = (x1, T2, T3, x4). Por tratarse de una imputacion debe

cumplirse las siguientes restricciones:

2y >0, 20 >0, 3 > 50, 21 + &3 + 3 + 4 = 650
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Los valores de e(S,z) para S € P(J) con S# 0 y S # J, siendo

= ($1,$2,$3,$4) ;

son los siguientes:

e({1},z) = —a1,

e({3},x) = 50 — x3,
e({1,2}, ) = 50 — &1 — 2,
e({1,4},z) = 150 — z; — x4,

6({2, 4}, :c) =50 — Lo — X4,
e({1,2,3},
e({1, 3,4},

IL‘)=4OO"‘.’I}1—£E2".’E3,

.’L‘)=500“.’I}1—.’I}3—.’I}'4,

e({1,2,4},7) =
e({2,3,4},

65

e({2},z) = —my,
e({4},2) = —m,
e({1,3),) = 250 — a1 - s,
e({2,3},z) = 50 — 75 — w3,

6({3, 4}, m)v= 50 — T3 — T4,
300 — rr — Ty — T4,

.’L‘)=450—£L'2—.’L‘3—.’I)4



Ahora se resuelve el siguiente problema lineal
min o
—r <o
—Z3 <
50 ~ a3 < oy
—z4 < m
50—z -2 <
250 -1 — 23 <
150 —2; — 24 <y
200 — 29 — 13 < m
100 - 25 — 24 < 1
30— 23— 24 <
400 -z — 29— 23 < vy
30—z —29—24 <y
500— 21— 13-4 < g
450 — a9 — 23 — x4 <
120,20 20,23 > 50,24 > 0,21 + 29 + 23 + 24 = 650
Resolvemos el programa lineal utilizando algin software, obteniéndose que

existe solucion wnica.
of = =752} = 125, 2} = 75, 2% = 275,z = 175,
Al ezistir solucidn iinica se ha obtenido ya el nucleolus, el cudl es

N = (125,75,275,175)

3.5. El valor de Shapley

Vamos a estudiar un concepto de solucién para juegos cooperativos que

corresponde a un tipo de andlisis llamado normativo. Se trata de buscar
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una distribucién de pagos entre los jugadores de manera que se cumplan
determinados criterios, llamados axiomas, previamente establecidos. Veremos
que a partir de 4 axiomas se llega a una tinica asignacién entre los jugadores,
al cual llamaremos el valor de Shapley.

Sea v € G’ un juego en forma coalicional, en donde J = {1,2,...,n}. Se

considera la siguiente asignacion de pagos para los n jugadores:

¢(U) = (¢1(U)a ¢2(v)a ey ¢n(v)) € IR'n
La funcién de asignacién de pagos ¢(v) debe cumplir los siguientes axiomas:
Axioma 1: [Eficiencia] La funcién de asignacién ¢(v) debe distribuir el
pago total del juego. Es decir, debe ser

Y ¢iv) = v(J).
i=1

Axioma 2: [Simetria] Para cualquier par de jugadores que realicen apor-
taciones equivalentes para cada coalicién, es decir, tales que cumplan

que
o(SU{i}) = v(SU {j}), para todo S € P(J), con'i,j ¢ S
se tiene
¢i(v) = ¢;(v).

Axioma 3: [Tratamiento del jugador pasivo] Si un jugador no aporta
ningun beneficio adicional al resto de jugadores,no debe recibir ningin
pago adicional. Es decir, para cada jugador ¢ € J, para el cual se verifica

que
v(s) = v(S — {i}) + v({i}), para toda coalicién S con i € §
se tiene |
¢i(v) = v({}).
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Axioma 4: [Aditividad] La funcién de asignacién debe ser invariante a
cualquier descomposicién arbitraria del juego. Formalmente, dados dos

juegos cualesquiera (J,v;) y (J, vs) se debe tener
d(v1 + v2) = p(v1) + B(v2)

El siguiente teorema nos dice que existe una tnica asignacién que verifica

los axiomas 1,2,3 y 4, al cual se le llama el valor de Shapley.

Teorema 3.3 La tnica asignacion ¢(v) = (¢1(v), p2(v), ..., dn(v)) que ve- |

rifica los axiomas 1,2,3 y 4 es

s = Y a&)u(S) - v(S - {i})]

sep(J)

donde
(s = 1)!(n — s)!
nl

q(s) =
siendo s =numero de jugadores que hay en la coalicidn S.
Demostracién.

Para cada coalicién S € P(J) que no contiene al jugador i, se verifica que

S =8 - {i}, por lo que v(S) — v(S — {i}) = 0, y se tiene que

S = Y a(S) - u(S) - {i}] = Y as)(S) —v(S ~ {i}),

SeP(J) SeS()
donde
Si)={S e P(J):ie S}

Veamos que ¢ verifica los axiomas 1,2,3 y 4.

En efecto.
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Axioma 1.

> 4i(v)

ieJ

DI ) — (S - {1})]

ieJ SeP(J)

Yo Do a@)b(S) —v(S - {ih)]

SeP(J) i€S

Y- sq(s)u(S) - Y als) [ZU(S—{i})}
SeP(J) SeP(J) i€s

Y sq(s)u(S) = D a(s)su(S)

SeP(J) SeP(J)-J )

ng(n)v(J)

v(J).

Axioma 2. Se consideran los siguientes conjuntos de P(J):

So =
S; =

{S e P(J):
{SeP(J):

S;={SeP(J):iecSyj¢S}

i¢Syjé¢S}
i¢SyjesS}

Debemos observar que S € S; si y s6lo si S — {i} € Sp. Ademds para

jugadores simétricos se tiene que

v(§—{1}) = v[(S—{i, FHV{s}] = v[(S-{i, sHU{i}] =

(S—{j}),VS € Sy

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones se obtiene

$i(v) = Y a(s)lo(S) = v(S - {i})]

Ses()

= Y as)(S) —v(S - {iH]+ Y_ als)v(S) —v(S = {i})]
SeS;j Ses;

= Y g((S) = v(S—{D+ Y als SUh}—v(N
SeS;; SeSp

= > as)(S) = u(S = ]+ D a(S U {s}) — (8]
SeSi; SeSp

= S ae)(S) - v(S - LN+ 3 a()(S) - v(S - {i})]
S€Sy; SeS;
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- Z q(s)[v(S) —v(S - {j})]

SESj

= ¢;j(v).
Axioma 3. Para todo jugador i para el que se verifique que
v(S) = v(S — {1}) + v({1}), VS € S(3),

se tiene que

$iv) = D a(s)(S) ~ (S — {iP)] = v({1}) {Z Q(S)} = v({i})

SeS() Ses()

=
&

]
=
&,

I
=
=
+
£}

|
=
2
N

+
+
TN

3
I
[oeY
N——
=2
2

= Z(::i)(l(s)

o - 1)

B Z(s—(?)l(n)—s)!q(s) |

_ 2": (n-1)! (s=1)ln—s)
(s

- 1l(n - s)! n!

Axioma 4. Consideremos los juegos (J,v1) v (J, v;). Entonces vy +vp es otra
funcién caracteristica correspondiente a un juego con J jugadores y se

verifica que

VS € P(J), (vi1+v2)(S)=0vi(S)+ v(S)
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Por lo tanto, para cada jugador ¢ € J se tiene que

givitw) = D a(8)[(v+v2)(S) = (vi +va)(S ~ {i})]

SeP(J)
= ) q(s)[e(8) + va(S) = va(S — {}) — va(S — {i})]
SeP(J)
= Z g(s)[v1(S) — vi(S — {i})] +
SeP(J)
> a(s)va(S) = va(S - {i})]
SeP(J)
= ¢i(v1) + di(v2)

Veamos que ¢(v) es dnico. Para ver eso demostraremos la unicidad en
dos etapas, en la primera veremos que los axiomas 1,2 y 3 determinan qS
de manera unica para una familia particular de juegos. En la segunda etapa
veremos que existe una extensién unica para el valor ¢ considerando ahofa

todos los juegos cooperativos con conjunto de jugadores J.

1. Sea T € P(J) cualquiera. Dicho conjunto es coalicién ganadora del
siguiente juego
1, siTCS
VS e P(J),vp(S) =
0,  en otro caso
De manera andloga, para todo @ € IR, el juego avr asigna un pago
conjunto de a a la coaliciéon ganadora y cero a las coaliciones que no

contienen a 7.

Consideremos el juego (J,vr). Veamos que ¢;up es tnico para ca-
da i = 1,2,...,n. En efecto, un jugador i ¢ T es un jugador pa- .
sivo pues VS € S(i), o bien se cumple que T C S, en cuyo caso

vy = vp(S — {i}) = 1, o bien T no estd contenido en S, en cuyo
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caso vr(S) = vp(S — {i}) = 0. Por lo tanto, se cumple que
vr(S) = vr(S = {i}) + vr({i});

y el jugador i es pasivo.

Aplicando el axioma 3, si ¢ ¢ T, se verifica que ¢;(vr) = vr({i}) = 0.
Considerando ahora dos jugadores 7, j € T'. Para cualquier coalicién S,

con i,j ¢ S, se verifica que
vp(SU{i}) = vr(SU{i}) =0

va que T no estd contenido en S U {z} ni en SU {j}.

El axioma 2 asegura que
¢i(vr) = ¢;(vr).
Aplicando ahora el axioma 1, tenemos

L=vp(J) =) ¢ilvr) = > _ di(vr)+>_ dilvr) = > dilvr) = tei(vr)
ieJ ieT igT ieT

donde ¢ es igual al niimero de jugadores que componen la coalicién 7.

Luego, ¢;(vr) es tinico y viene dado por

1/t, siieT
0, sii¢T

¢i(vr) =

donde ¢ es el nimero de jugadores que componen la coalicién T

De la misma forma se demuestra que para todo o € IR se tiene

ajt, siie€T

Plawr) = 0, sitgT

donde ¢ es el nimero de jugadores que componen la coalicién T'.
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2. Veamos que existe una tnica extensién de la familia de juegos consi-
derada en la etapa 1 a la familia de juegos en los que el conjunto de

jugadores es J = {1,2,...,n}.

Cada juego (J,v) estd caracterizado por un vector de nimeros reales
con k = 2™ — 1 componentes, ya que en un conjunto de n jugadores hay
k coaliciones posibles, excluyendo el conjunto vacio que es igual a cero.
Por lo tanto hay tantos juegos con n jugadofes como elementos tiene

el conjunto IR*.

Sea la familia de juegos considerada en la etapa 1
B={vreR":TeP(J)\0}

Como en P(J)\ @ hay k = 2" — 1 elementos, se verifica que el conjunto

B contiene k vectores.

Veamos que los k vectores de B son linealmente independientes. En
efecto, supongamos que fueran linealmente dependientes. Ello quiere
decir que existe un vector A = (Ar)rep(s)-p, cON A # 0y A € R*, tal

que

> Arur=0 ) (3.8)

TeP(J)-0
Sea M € P(J) — § la coalicién con el menor nimero de elementos m
entre las coaliciones que tienen un coeficiente Az # 0 en la igualdad 3.8

correspondiente a la dependencia lineal. Luego tenemos que

UM(M) = ——)\—- Z )\TUT(]W), =1
M\ rep(n-0-M

Por otro lado, debemos tener

Z /\T’UT(]W> =0

TeP(J)-0-M
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pues ninguna coalicion T' # M, con t > m puede estar contenida en
M.

Por lo tanto, si suponemos que B es un conjunto linealmente depen-
diente, llegamos a una contradiccién. Luego, el conjunto B est4 formado
por k vectores de IR* linealmente independientes, por lo que constituye

una base.

Asi, para cualquier juego (J,v) existe un dnico vector
A = (Mr)rep(s)-0 € RY,

tal que

Z /\T'UT

TeP(J)-

Aplicando varias veces el Axioma 4 se llega a que

¢z(v Z ¢1, )\TUT

TeP(J)-0

con lo que queda probada la unicidad y con ello el teorema.

El valor de Shapley puede interpretarse como la contribucién marginal
esperada de cada jugador al entrar en una coalicién al azar. En efecto, el fac-
tor v(S) —v(S ~ {i}) es la contribucién marginal efectiva de 7 al incorporarse
a S — {i}, mientras que el factor ¢(s) es la probabilidad de que a i le toque

incorporarse precisamente a S — {i}.

3.5.1. El valor de Shapley para n =3

Supongamos ahora que tenemos el juego (J,v), en donde J = (1,2, 3).

En este caso,

P(‘]) = {w: {1}’ {2}’ {3}’ {1, 2]” {1’ 3}, {2,3},{1,2, 3}}
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La familia de coaliciones a las que pertenece el jugador 1 es

S(1) = {{1}.{1,2},{1,3},{1,2,3}}

De manera andloga, para los jugadores 2 y 3 se tiene que

5(2) = {{2}’{1a2}’{2’3}7{172,3}}
S3) = {{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

Como en este caso es n = 3, se tiene que

- 13 — $)!
os) = & 1):')’(,?’ ! paral<s<3seN
por lo que
02 1
@) = 3r=3
M 11
1) = =375
200 1
1) = 3r=3

Las expresiones para el valor de Shapley son en este caso

aDPU1}) - o0) + g@o({1,2) - (2]
+a(@)[v({1,3)) ~ v({8D)] + a(3)v({1,2,3)) — o({2,3))
= So({1) + ({1, 2)) — u({2))] + 2l({1,3)) ~ v({3))]

%@({1, 2,3}) - v({2,3})]

¢1(v)

Debemos observar que en este caso los coeficientes son 1/3,1/6,1/6-y 1/3,

los cuales son positivos y la suma de ellos es igual a 1.
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Analogamente hacemos para los jugadores 2 y 3
$2(v) = g()({2}) —v(@)] + ¢(2)[v({1,2}) - v({1})]
+¢(2)[v({2,3}) — v({3})] + a(3)[v({1,2,3}) - v({1,3})]
= Zv({2)) + glo({1,2) — o({1))] + £[0((2,3)) - v({3))]

+30({1,2,3)) = o({1,3})
#s(v) = a)[p((3)) - v(®)] + a@[({1,3)) ~ v({1))]
+a@)[v((2,3)) - o({2})] + a@) ({1 2.3)) — v({1,2))]
= 3(181) + 2 Iu({L3)) — o({1D)] + £1o((2,3)) ~ ({2})
+30({1,2,3)) — v({1,2))
Ejemplo 3.25 Calculemos el valor de Shapley para el juego del Ejemplo 3.4.

Como es un juego con tres jugadores, el valor de Shapley es

- ¢(v) = ($1(v), $2(v), d3(v))

#i) = 3o({1D) + 3h({1,2)) = v({2))] + gl({1,3) ~ o({3})]
+3l0((1,2,3)) ~ o({2,3))

1 1 1 1
= = =[0 - 0] + =[700 — =[775 - 77
3[0]+ 6[0 ]+ 6[700 350] + 3[ 7 5]
350
6

Bav) = 30({2}) + 5lo({1,2)) - v({11)] + £ u({2,3)) - w({3})]
+3({1,2,3) ~ v({L,3))]

1, 1 1 1
= 5[01+ 5[0~ 0] + £[775 — 350) + 5(775 ~ 700]

425 75
-6 3
_ 575
S 6
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(o) = D)+ 500113 — (1)) + g8 3N ~u(izh]

1. 1 1 | ST
= §[350] + 5[700 - 0] + 6[775 - 0] + 5[775 - 0]
3725 o
Por lo vtm.ztc.) el valé‘r de Shapley del juego es o

L /350 875 3725\ .



Conclusiones

Los juegos cooperativos se caracterizan por el hecho de qué los jugadores
pueden cooperar entre ellos para buscar el mximo beneficio comtn. Una
cuestién importante en la Teoria de juegos cooperativos es que en el momen-
to en que varios jugadores deciden cooperar en algin sentido, debe formarse
una coalicién entre estos jugadores. Los jugadores de esta coalicién, en el
momento en que se forma, actuardn buscando el méximo benéficio posible
para la coalicién. Una coalicién puede estar formada por cualquier grupo de
jugadores de cualquier tamafio. El pago de esta coalicién, esto es, los bene-

ficios que la coalicién obtendrs, serd funcién de la coalicién, y es repartido
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al finalizar el juego entre los jugadores que forman la coalicién. Este pago
es representado por un nimero. Cuando cualquier reparto del pago entre los
jugadores es posible, hablamos de un juego con utilidad transferible o abre-
viadamente juego UT.

Como hemos dicho, un juego de utilidad transferible se caracteriza porque
cualquier reparto del beneficio total de la coalicién entre los jugadores que
la forman estd permitido. Por tanto, al analizar un juego cooperativo, un
objetivo es conocer las estrategias que deben tomar los diferentes jugadores,
y conocer el beneficio que obtendrs cada jugador si decidiese formar una
coalicién con otros jugadores. Este objetivo es demasiado ambicioso para
cualquier juego que pretenda modelar un problema de la vida real. En los
problemas que se suelen modelar mediante la teoria de juegos, intervienen
muchos factores en la toma de decisiones, es decir, en la coalicién que se forma
y en como se reparten finalmente los beneficios. Estas decisiones dependen
de variables como la capacidad de negociacién, la habilidad de los jugadores,
o las presiones de tipo social. Por tanto, es muy dificil modelar exactamente
cada relacién, cada afinidad de cada jugador con el resto, para encontrar un
modelo completo de una negociacién. |
Concluimos con dos tipos de conceptos de solucién en juegos cooperativbs.
Lds conceptos de tipo conjunto, que limitan un conjunto. bde posibles valores
exigiéndole algunas propiedades, y los conceptos de solucién de tipo puntual,
que eligen entre todos loé posibles vectores de pago uno solo.

El core es uno de los conceptos méas importantes de la teoria de juegos, por-
que limita el conjunto de posibles soluciones a un conjunto de vectores de
pago que cumplen una serie de restricciones razonables. Sin embargo, en la
practica, nos interesa conocer una solucién concreta, un punto que nos sirva

como posible reparto de pagos de una funcién caracteristica v. Para abordar
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este problema se han definido varias reglas de reparto que eligen un tdnico
reparto de pagos. Por ejemplo, el nucleolus, que es una regla que toma una
solucién incluida dentro del core, siempre que éste no sea vacio. Existen otras
reglas de reparto que son completamente independientes del core, tanto en
su definicién, como en el hecho de que no siempre pertenecen al core. Dentro

de estas reglas la més utilizada es el valor de Shapley.

La teoria de juegos cooperativds tiene por objetivo modelar problemas
de la vida real tomando como referencia un anélisis de la estructura com-
pleta de los juegos de azar, pero como sabemos, en un problema de la vida
real intervienen muchos factores lo cual dificulta mucho el encontrarle una
solucion.

Las aplicaciones de la teoria de juegos se han utilizado en diferentes cam-
pos como en la economia, la biologia, las ciencias politicas, etc. Para el logro
de estas aplicaciones ha sido necesario definir un conjunto finito de jugado-
res, que pueden ser personas, empresas, instituciones, partidos politicos, etc.
y asignar un valor numérico a cada subconjunto, a los cuales se les llama
coaliciones, incluyendo el conjunto vacio al cual se le asignara el valor de
cero, este valor asignado se le conoce como funcién caracteristica o valor de
la coalicién. En lo general se trabaja con juegos de utilidades transferibles,
esto quiere decir que cualquier reparto de utilidades al finalizar el juego es
posible. Para llevar a cabo dicho reparto de utilidades se considera un vector
de distribucién de pagos, en el cual cada elemento representa el pago para
cada componente de la coalicién.

Ahora, el problema central es determinar una solucién o un conjunto de
soluciones para dicho reparto de utilidades, y para ello se han considerado

dos tipos de conceptos de solucién:
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El concepto de solucién de tipo conjunto, en el cual, mediante el principio
de eficiencia se genera el conjunto de preimputaciones, luego se le agrega el
principio de racionalidad individual generando asf el conjunto de imputacio-
nes y con esto vamos restringiendo el conjunto de vectores de solucién.

Si ademds, el principio de racionalidad individual se extiende al principio
de racionalidad coalicional, obtenemos el Core, que es el conjunto de solucién
conjunta mas importante de la teoria de juegos cooperativos.

Si bien es cierto que el core nos da un conjunto admisible de soluciones,
también presenta una dificultad importante, que como conjunto se corre el
riesgo de que sea un conjunto vacio o un conjunto muy grande de soluciones.
Para evitar esta dificultad se genera un conjunto de solucién unitario lla-
mado Nucleolus, el cual utiliza criterios de medicién en funcién al grado de
insatisfaccién de las coaliciones en el reparto para garantizar que existe una
solucién y ademads es tinica, siempre y cuando el conjunto de imputaciones
sea no vacio.

De ello tenemos que si el core es un conjunto convexo, entonces tiene
solucién y es un conjunto unitario, que coincide con el nucleolus.

Por otro lado e independiente del core, se tienen los conceptos de solucién
de tipo puntual o normativos, como el llamado valor de Shapley, que mediante
el establecimiento de los axiomas de eficiencia, simetria, jugador pasivo y
aditividad, asigna un tnico vector de distribucién de vpagos, con el cual no
hay lugar a disconformidades, partiendo que cuando se asume un juego en
forma, coalicional, los integrantes de las coaliciones quedan vinculados para
trabajar en grupo por el méximo beneficio de la coalicién a la que pér’cenecen.

Es importante destacar que no hay una solucién mejor que otra. Ser4 el
contexto, el tipo de juego que queramos estudiar, el que sea mas adecuado

para el valor de Shapley. En muchas ocasiones, la propiedad de eficiencia
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parece natural, por ejemplo cua’ndo- la finalidad del juego es distribuir costes
o repartir beneficios. En este caso el valor de Shapley es el més- adecuado

- como concepto de solucién.
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