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Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN 

1.1. Resumen 

Siendo T = [0, +oo[ y un espacio de probabilidad dado (0, F, P), se define a un 
proceso estocástico indexado por T como a una familia de variables aleatorias (Xt)tET, 
al cual se le llama simplemente proceso estocástico o proceso, denotado como (Xt)tET· 
En la presente investigación se desarrollará propiedades y características de los procesos 
estocásticos, particularmente para martingalas, el cual es un proceso estocástico 
denotado como (Mt)tET, proceso estocástico de variación acotada (At)tET, proceso 
estocástico semimartingala continua (Xt)tET (llamada semimartingala continua), 
estableciendo la integración estocástica bien defiruda entre dos procesos estocásticos, 
dando una aplicación a finanzas referidas a mercados sobre seguros. 
Se comienza estableciendo características de los procesos estocásticos tales como, 
trayectoria de un proceso, proceso estocástico continuo, tiempo opcional (T), 
último elemento, muestra opcional, con ello se define el proceso estocástico 
martingala local (Mt)tET, proceso de variación acotada (At)tET, indicando 
propiedades de estas defiruciones. 
Luego, se establece la integral estocástica para un proceso de variación aco
tada (At)teT con un proceso estocástico (Ht)teT particular, denotandolo como: 
It = J; HtdAt = (H • A)t, que este bien definido como otro proceso 
estocástico It = (H • A)t, el cual inducirá la integral estocástica para una martin
gala local continua (Mt)ter, de una propiedad general, estableciendo, finalmente, la 
integral estocástica para una semimartingala continua (Xt = Mt + At) en la cual esta 
integral este bien definida. 
Seguidamente, examinaremos al movimiento Browniano como un proceso estocástico 
(Wt)ter, que cumplirá algunas características especiales. 
Generalizamos la integral estocástica para procesos estocásticos .JRd-valuadas, donde 
un proceso .JRd-valuado es un vector X = (Xf, X'f, ... , Xf) y cada componente es un 
proceso estocástico X/, así es una martingala .JRd-valuado, si cada componente es una 
martingala y similarmente para los otros procesos. 
Establecemos la notación diferencial referida a la integral estocástica X teniendo en 
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cuenta: 

La integral estocástica para semimartingalas continuas definida y desarrollada en el 
presente trabajo soluciona las ecuaciones de mercado establecidas por Black-Scholes, 
que consta de dos ecuaciones dinámicas: 

dBt = r(t)Btdt, Bo = 1 y 

dSt B; = ¡;,(t)dt + cr(t)dWt, So= x 

sobre el comportamiento de los precios de dos seguros, un bono principal Bt y un Stock 
St, siendo Wt un movimiento Browniano y r, cr: [0, T] -4- IR+ y¡;,: (0, T] -4-lR funciones 
continuas. 
Definimos una estrategia comercial <!>t = (Kt, Ht) como un proceso estocástico IR2-

valuado (proceso bidimensional de valor real) para analizar los bonos (el comporta
miento del precio), estableciendo la conveniencia de inversiones. 
Mostramos, finalmente, el comportamiento del modelo en mercados arbitrados y 
no arbitrados. Obteniéndose que no existe una estrategia comercial acotada inferior
mente (domada) en un mercado arbitrado sobre el modelo establecido por Black
Scholes. 

1.2. Antecedentes 

La teoría de los procesos estocásticos se centra en el estudio y modelación de 
sistemas (fenómenos aleatorios) que evolucionan a lo largo del tiempo, (u otro medio), 
de acuerdo a leyes no determinísticas, sino de carácter aleatorio (probabilístico). 
La forma común de describir la evolución de dichos sistemas, es mediante sucesiones 
o colección de variables aleatorias. De esta manera se estudia cómo evoluciona una 
variable aleatoria a lo largo del tiempo. 

De acuerdo a la complejidad que se observa en el comportamiento de los pre
cios de bienes o bonos en un mercado comercial actual, es necesario modelar dicho 
comportamiento, describiendo cómo es que fluctuan los precios de los bienes o bonos 
en un mercado comercial con cierta incertidumbre. 
El no análisis del comportamiento con incertidumbre de los precios de bienes o bonos 
en un mercado comercial puede acarrear consecuencias que no se podrán solucionar 
fácilmente, como una pérdida de dinero de parte de inversionistas, una no adecuada 
inversión con sus correspondientes efectos en la economía. 

8 



Una de las primeras aplicaciones de procesos estocásticos fue propuesto por 
Louis Bachelier, quien alrededor en 1900 escribió un trabajo sobre el modelamiento de 
los precios de bienes en el mercado de intercambio de París (bolsa de valores de París 
actualmente). 
Bachelier no conocía los trabajos modernos sobre ello, pero el uso una moderna 
terminología, en esa época, así indicó a W(t) como la fluctuación del mercado, 
describió las fluctuaciones del mercado afectando el precio de un bien X(t). 
Bachelier asumió incrementos crecientes infinitesimales de precios dX(t), proporcional 
al incremento dW(t) del proceso W(t), así: 

dX(t) = <idW(t) 

donde O' es una constante positiva y un bien con precio inicial X(O) = x sería: 

X(t) = x + uW(t) 

en el tiempo t. 
Esto fue un avance en tiempos de Bachelier, pero tiene errores, así: para cualquier 
tiempo t >O, el precio X(t) podría ser negativo con probabilidad no cero. Sin embargo, 
para cortos tiempos la ecuación funciona, ya que la probabilidad es pequeña, pero 
siendo t creciente, la probabilidad que X(t) < O se dará y el modelo tendrá un error 
(X(t) < 0). 
Al remediar el error se observó que los inversores trabajan en términos de su potencial 
ganancia o pérdida dX(t), en proporción a la suma invertida X(t) por lo cual será el 
precio relativo de un bien quien será afectado y reaccionará a las fluctuaciones del 
mercado y es de acuerdo a ello que debería ser proporcional a dW(t) y se tendrá lo 
siguiente: 

dX(t) = dW() 
X(t) u t 

dX(t) = uX(t)dW(t) (2) 

donde W(t) será un proceso estocástico (movimiento Browniano). 
¿Cómo se entiende esta ecuación matemática? ¿Cuál es la precisión?, formalmente 

nos da una ecuación diferencial, pero inmediatamente nos guía a una dificultad ya que 
las trayectorias de W(t) no son diferenciables. 
En este contexto una alternativa de solución fue dado por ltó en 1940, quien desa
rrolló la teoría de integración estocástica y ecuación diferencial estocástica; Itó dio un 
riguroso instrumento matemático para solucionar la ecuación tomándolo como ecuación 
integral, que envuelve un nuevo tipo de integral, así la ecuación (2) puede ser escrito 
como integral y podremos escribir: 

X(t) =X+ (1 1t X(t)dW(t) 

en donde la integral con respecto a W(t) es llamado la integral estocástica de Itó y 
será definido en este trabajo más adelante. Una primera solución a esta ecuación es 
xeW(t), pero también podrá ser: 
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el cual es una martingala e:xponencial, introducido más adelante. En el cual claramente 
si x >O, entonces X(t) >O para tódo t 2 O, como se requería. 

El actual, prolongado crecimiento repentino en los Estados Unidos, Europa y resto 
del mundo en el estudio de los mercados financieros, tiene un creciente interés en 
matemática, para poder modelar dichos mercados necesitando para ello estudiar a los 
procesos estocásticos, integración estocástica y ecuación diferencial estocástica. 

Existiendo estudios en temas que se distinguirán en varias clases en una tendre
mos un riguroso estudio en cuentas bancarias el cual desarrolla la teoría en gran 
profundidad sin particular interes en Finanzas, el cual necesita un alto grado en 
conocimiento de matemática. 
En otro caso, el cual es visto en este trabajo, se tendrá un estudio aplicado a Finanzas, 
modelando el comportamiento de seguros, bonos, precios de bienes, derivados en 
el mercado financiero actual, para ello se verá las herramientas matemáticas para 
modelar comportamientos y obtener una solución de lo establecido. 

Así esta investigación empieza con la teoría de martingalas, donde se desarrolla 
todo lo necesario para la construcción de la integral estocástica con respecto a una 
semimartingala local continua general. 
La restricción a integrandos continuos mayores simplifica y provee un razonable grado 
de generalidad. 

Para poder entender este trabajo se necesita un conocimiento básico de teoría 
de la medida, teoría de probabilidades, espacio de Hilbert y un poco de análisis 
funcional. 
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1.3. Objetivo 

• El objetivo principal de esta investigación es modelar situaciones reales que 
involucran decisiones con riesgo (incertidumbre) utilizando para este fin la teoría 
de los procesos estocásticos, integración estocástica y ecuación diferencial 
estocástica con la prioridad de obtener soluciones factibles de los 
modelos, y así realizar predicciones sobre el comportamiento del modelo, obtener 
características e indicadores de la situación real modelada. 

• Dar un inicio al estudio de las ecuaciones diferenciales estocásticas, las cuales 
particularmente involucran modelos y ecuaciones del comportamiento económico 
actual como se puede ver en Finanzas, específicamente el modelo establecido por 
Black-Scholes. 
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Capítulo 2c 

p·RELIMIN ARES 

2.0.1. Relación 

Dados dos conjuntos X, Y su producto cartesiano X x Y es el conjunto de todos 
los pares ordenados formados por un elemento de X seguido de uno de Y, es decir: 

X x Y= {(x, y); x E X, y E Y} 

Una relación binaria de X para Y es un subconjunto R de X x Y, en muchos casos se 
utilizará relaciones definidas en X x X en este caso nosotros hablamos de una relación 
definida en X. Si (x, y) E R, nosotros a menudo escribimos xRy o y E R(x) y decimos 
que y es una imagen de x, y se entenderá a los x como el dominio. 

Definición 2.1. Sea R una relación binaria definida en X. Se dice que R es: 

1. Reflexiva.- Si Vx E X, xRx, 

2. Simétrica.- Si Vx, y E X, xRy-{::::::> yRx, 

3. Antisimétrica.- Si Vx, y E X, (xRy 1\ yRx) =? x =y, 

4. Transitiva.- Si Vx, y, z E X, (xRy 1\ yRz) =? xRz. 

Definición 2.2 .. (Preorden) Una relación binaria 2: definida en el conjunto X es un 
preorden parcial o cuasi ordenado si es reflexiva y transitiva, es decir: 

Vx,y, z E X; x 2:: x 1\ [(x 2:: y 1\ y 2:: z) =? x 2:: z] 

y diremos que X es parcialmente preordenado por 2::. 

Si adicionalmente para cualquier par de elementos x, y de X son comparables sobre 
esta relación, es decir: 

x, y E X; x 2:: y V y 2:: x o ambos 

entonces ;:::: es un preorden total o completo y diremos que X esta _preordenado 
totalmente por 2::. 
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Definición 2.3. Una relación binaria 2:: definida en el conjunto X es parcialmente 
ordenado si es reflexiva, transitiva, antisimétrica, o también si es, un preorden parcial 
y-además; 

Vx, y E X, (x 2:: y 1\ y 2:: x) =? x =y 

entonces diremos que X es parcialmente ordenado por >. 

Adicionalmente para cualquier par de elementos de X si son comparables sobre 
esta relación, entonces es completo o orden total X, y diremos que X está totalmente 
ordenado. 

Definición 2.4. Una familia J de subconjuntos de O es llamado un A-sistema en n, 
si- esta- contiene al conjunto ·vado, es cerrado sobre complementos y uniones disjuntas, 
es decir, si: 

(i} 4> E J, 

(ii} A E J entonces A e = 0/ A E J, 

(iii) Si (An) f.;_ J es cualquier sucesión disjunta, entonces A= UnAn E J. 

Donde todo a-algebra en O es un A-sistema en n. En un espacio de probabilidad 
(H, F, P}, un -subconjunte, .l -~ F-es llamado generador para F, si F es el a-algebr.a 
generado por J (F = a(J)). 

Definición 2.5. Se llama tr-sistema en O a cualquier familia de subconjuntos de O el 
cual es cerrado sobre intersección finita 

1reorenaa 2.0.1. (tr-A-teorema) 
Sea J un 1r~sistema en O y LunA-sistema en O. Si L contiene J, entonces L contiene 
al a-algebra generado por J. 

Prueba: libro [5], pág. 301. 

Definición 2.6. Una familia C de funciones F -medibles no negativas en n es llamada 
A-cono en O, si esta satisface las siguientes condiciones: 

(a) e contiene la función constante l. 

((3) Si J, g E C acotados y f ~ g, entonces g- fE C. 

(r) Si In E e y Ltn 2:: o, para todo n 2:: 1, entonces f = ¿n anfn E C. 

Definición 2.7. Una medida p, sobre un a-algebra F se dice que es completa si y 
solamente si: 

B ~ A, A E F y p,(A) = O =? B E F 

Ver libro:{Bj; pág. 31. 
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Teorema 2.0.2. (Teorema de imagen de medida) Sea (0', F') un espacio de 
medida, donde o' es un conjunto, F' un (j-algebra en O' y X : (0, F, P) -+ (O', F') 
una aplicación -medible,. entonces la .imagen Px de la medida P -sebFe X es ·la medida 
en F' definida por: 

Px(A) = P(X-1(A)) 

A E F' esta medida es llamada también la distribución de X sobre P. 

Sea (0, F, P) un espacio de probabilidad, R = [-oo, +oo) la recta lineal extendida 
y B(R), B(R"') los (j-algebras de Borel en R y Rn, respectivamente. 
Un objeto aleatorio en (0, F, P) es una aplicación medible: 

en el espacio medible (Ot, F¡). 
Siendo Px la distribución de X, si Q es cualquier probabilidad en (Ot, F1 ) escribiremos 
X rv tt para indicar que Px = Q. 
Si (0¡, F¡) = (Rn, B(Rn)) o (Ot, F1 ) = (R, B(R)), X es llamado vector aleatorio o 
variable aleatoria, respectivamente. 

Para numeras reáles extendidos a;b nosotros escribimos a 1\ 'b = mín{ a, b} y 
a V b = máx{a,b}. 
Si X es una variable aleatoria, el conjunto { w E 0/ X ( w) 2: O} es escrito como [X 2: O) 
y la probabilidad denotada por P([X 2: O]) o simplemente P(X 2: 0). 
Luego siendo x+ = X V O= l¡x>o]X y x- = (-X)+, por lo cual x+, x- ~ el, 
x+ x- = o y x = x+ - x-. 
Para una variable aleatoria X no negativo, sea E(X) = f0 XdP y e(P) denota la 
familia de todas las variables aleatorias X tal que al menos uno de los siguientes 
·valores E(X+), E(X-) es·finita. 
Tendremos entonces que E(X) = E(X+) - E(X-) (valor esperado de X). Esta 
cantidad también es denotada como Ep(X) si depende de la medida de probabilidad 
P. 
·Para facilitar la escritura la expresión P-casi~seguramente (casi en todo punto} es 
abreviada por P-as. 
Considerando las variables aleatorias X, Y como valores reales extendidos, la suma 
X + Y no esta definido en general. 
Sin .embargo,.estará definido.en.casi .todo .punto (P..,as.) .si.ambos E(X+) y E(Y+) .son 
finitas, desde que X, Y< +oo P-as, o ambos E(X-) y E(Y-) son finitos. 

· Un evento es un conjunto A E F, que es un subconjunto medible den. Si (An) es una 
sucesión de eventos y se tendrá: 

[An, i.o] = nm Un2'::m An = { w E 0/w E An para infinitos n} 
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Lema 2.0.1. (Borel canteli) 

(a) Si Ln P(An) < oo, entonces P(An, i.o) =O. 

(b) Si los eventos An son independientes y Ln P(An) = oo, entonces P(An, i.o) =l. 

(e) Si P(An) ~ 8, para todo n > 1, entonces P(An, i.o) ~ 8 

Prueba: (a) Sea m ~ 1, entonces O ::=; P(An, i.o) ::=; Ln>m P(An) -t O, m t oo. 
(b) Sea A = [An, i.o], entonces P(Ac) = límm P(nn>mA~) = límm IIn>mP(A~) -
límm Iln;::m(l- P(An)) =O. (e) puesto que P(An, i.of límm P(Un;::mAJ.D 

2.0.2. Convergencía de variables aleatorias 

Formas de convergencia 

Definición 2.8. Sean Xn, X con n ~ 1, variables aleatorias en el espacio de 
probabilidad ( n, F, P) y 1 S p < oo nosotros utilizaremos varias nociones de con
vergencia (Xn_ -t X): 

1. (Convergencia de variables aleatorias en V) Xn -t X en V si IIXn- XII~ = 
E(IXn- XIP) -t O, cuando n-too. 

2. (Convergencia de variables aleatorias en casi todo punto) Xn -t X, casi en todo 
punto (casi seguramente), (p-as), si Xn(w) -t X(w) en R, para todos los w del 
complemento de algún conjunto de probabilidad nula A0 = { w E O 1 P( w) = O} y 
P(Ao) =O 
También Xn -t X casi seguramente si P(Xn -t X, cuando n -t oo) = 1 esto 
indica que el evento Ao = { w 1 Xn ( w) -t X ( w)} tiene probabilidad 1. -

3. (Convergencia de variables aleatorias en probabilidad) Xn -t X en probabilidad; 
en el conjunto A E F, si P([l Xn- X 1> E] nA) -t O, cuando n-too , VE> O. 
Equivalentemente Xn converge a X en probabilidad si V E > O se tiene: 

P(l Xn- X 1~ E) -t O, cuando n-too. 

Aquí las diferencias Xn- X son evaluadas de acuerdo con la regla ( +oo) - ( +oo) = 
( -oo)- ( -oo) =O y 11 Z IIP está permitido asumir el valor +oo. 
Observemos que la finitud de la medida de-probabilidad P implica que IIZIIP creciente 
con p ~ 1 por lo cual Xn -t X en Lr, para todo 1 ::=; r ::=; p. 
Convergencia en L1 es simplemente llamado convergencia en norma, por lo cual Xn -t 
X en norma si solo si IIXn- Xlh = E(IXn- XI) -t O cuando n too. 
Asumiendo la finitud de la medida P. 

Teorema 2.0.3. Luego, se cumplirá lo siguiente: 

l. Convergencia de variables aleatorias en casi todo punto P-as, implica convergen
cia de variables aleatorias en probabilidad. 
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2. Convergencia de variables aleatorias en norma, implica convergencia de variables 
aleatorias en probabilidad. 

Prueba: 
Asumiendo Xn ~X (Xn no converge a X) en probabilidad, debemos mostrar que 

Xn ~ X en un conjunto de medida positiva. Escogemos E > O tal que: 

P([IXn -XI ~ E]) ~ O, n t OO. 

Existe entonces una sucesión estrictamente creciente (kn) de números naturales y un 
número 8 >O tal que: P(IXkn- XI ~E) ~ 8 para todo n ~ 1, sea An = [IXkn- XI ~ €] 
y A = [An., i-o ]., como P(An) ~ .8, para. todo n ~ 1 ., se sigue que P(A) ~ 8 > O, sin 
embargo, si w E A, entonces Xkn(w) ~ X(w) y Xn(w) ~ X(w).O 

Proposición 2.0.4. Convergencia de variables aleatorias en probabilidad, implica con
vergencia de variables aleatorias casi seguramente de una subsucesión. 

Prueba: Asumiendo Xn -+ X, (Xn converge a X) en probabilidad y escogemos 
inductivamente una sucesión de números O < n1 < n2 < ... < tal que P( IXnk - X 1 ~ 
!) ~ 2-k, entonces 

1 
LP0Xnk- x¡ ~k)< oo, 

k 

y el evento A = [IXnk -XI ~ í, i.o] es un conjunto nulo, sin embargo, si w E Ac, 
entonces Xkn(w)-+ X(w), así Xkn -+X, P-as. O 

Así convergencia de· variables aleatorias en norma, implica casi seguramente conver
gencia de una subsucesión. Se sigue que convergencia en V implica casi seguramente 
convergencia de una subsucesión. 

2.0.3. Norma de convergencia y integrabilidad uniforme 

Sea X una variable aleatoria y E(X;A) = E(1AX) = JA XdP, tendremos que: 

Proposición 2.0.5. X es integrable si y solo si límctoo E(IXI; riXI ?:: e]}= o, en este 
caso X satisface límP(A)-tO E(IXI1A) =O. 

Prueba: Asumiendo que X es integrable, entonces IXI1!1XI<cJ t lXI, e t oo, en el 
conjunto (lXI < +oo] y así P-as. el teorema de convergencia monótona implica que: 
E(IXI, (lXI <e]) t E(IXI) < oo y, además: 

E(IXI, [lXI ~e])= E(IXI)- E(IXI, [lXI <e])-+ O, e too. 

Sea E> O arbitrario y escogemos e tal que E(I'Xl, tl·XI <el}< E, si A E F con P(A) < ~ 
en cualquier conjunto, tendremos: 

E(IXI1A) =E( lXI; An(IXI < e])+E(IX!; An[IXI ~e]) ~ eP(A)+E(IXI, [lXI ~e]) < t+t 

así límP(A)-tO E{IXI1A) = O. Si límctoo E(IXI, [lXI ~ e]) = O, escogemos e tal que 
E(!XI, [lXI ~e])~ 1, entonces E( lXI) ~e+ 1 < oo, por lo tanto X es integrable. O 
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Luego, una familia F = {Xi/i E J} de variables aleatorias es llamada uniforme
mente integrable si esta satisface: 

Es decir, límctoo E(IXil; [IXil ~e])= O uniformemente en i E J. La familia Fes llamada 
uniformemente P-continua si esta satisface que: 

con lo cual, límP(A)to E(lAIXil) = O, uniformemente i E J. La familia F es llamada 
L1-acotada si y solo si supiEI IIXill1 < +oo, es decir, F ~ L1(P) es un subconjunto 
acotado. 

Condicionamiento 

Sea ~(P) la familia de variables aleatorias de valor real extendido X en (0, F, P) 
tal que E(X+), E(X-) < oo, (i.e E(X) existe), donde ~(P) no es un espacio vectorial 
puesto que las sumas de elementos en ((P) no esta definido en general. 

Proposición 2.0.6. Tendremos que: 

{a} Si X E ~(P), entonces lAXE ~(P), para todo A E F. 

{b} Si X E ~(P) y a E R, entonces aX E ~(P). 

(e) Si X1, X2 E ~(P) y E(X¡) + E(X2) esta definido, entonces X1 + X2 E ~(P). 

Prueba: Mostramos solo (e) Asumiendo E(X1) ~ E(X2), si E(X1) + E(X2) esta defi
nido, entonces E(X¡) > -oo o E(X2) < oo, asumiendo E(X1) > -oo y E(X2) > -oo, 
entonces X¡, X2 > -oo, P-as. y así mismo X 1 + X2 es definido P-as. además 
E(X¡), E(X2) < oo y, puesto que (X¡+ X2)- < X¡+ X;, E((X1 + X2)-) < oo, 
entonces X1 + X2 E ~(P). D 

Proposición 2.0.7. Sea G e F un sub-a-algebra, DE G y X1 , X2 E ~(P) O-medible 

1. Si E(X1lA) ~ E(X21A), VA e D, A E G, entonces X1 ~ X2 a.s en D. 

2. Si E(X1JA) = E(X2.1A.), VA~ D, A E G, entonces X1_ = X2. a.s en D. 

Prueba: Libro(S}, pág. 8. 

Asumiendo el evento A de probabilidad mayor que cero P(A) >O, definimos P~~)) 
como la probabilidad condicional del evento B E F dado que A tiene que ocurnr, 
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reemplazamos la medida de probabilidad P en F con la probabilidad QA(B) = P~~~f) 
con BE F, y pasamos al espacio de probabilidad (n, F, QA), QA satisface y 

EQA (X) = P(A)-1 E(XlA), para toda variable aleatoria X E e(P). 

Sea X E e(P) y G ~ F un sub-a-algebra, definimos la esperanza condicional 
Z = E(X/G) como un medio riguroso para la noción de la mejor suposición probable 
del valor de X a la luz de la información en el a-algebra G. 
De esto, Z es una variable aleatoria y cumplirá con las siguientes propiedades: 

(i) Z es G-medible (Z no contiene más información que en G). 

(ii) Z E e(P) y E(Z) = E(X). 

Reescribiendo como E(Zln) = E(Xln) y sea A E G. Asumiendo A el cual ocurre y 
P(A) > O, sea el espacio de probabilidad (n, F, QA) y (ii) para este nuevo espacio se 
convierte en EQA (Z) = EQA (X), multiplicando por P(A), 

La igualdad también es verdadera cuando P(A) =O. 

Esperanza Condicional 

Sea G un sub-a-algebra de F y X E e(P). Una esperanza condicional de X dado el 
sub-a-algebra G es una variable aleatoria G-medible, Z E e(P) tal que cumplirá con 
lo siguiente: 

Proposición 2.0.8. La esperanza condicional de X dado G existe casi en todo punto 
únicamente determinado y es denotado como E(X/G) o Ea(X). 
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Capítulo 3 

TEORÍA DE MARTINGALAS 

En el presente capítulo se definirá a un proceso estocástico como una familia de 
variables aleatorias (Xt)teT en un espacio de probabilidad (n, F, P) con T un 
conjunto parcialmente ordenado. Cuando T=N se le llamará suces10n 
estocástica y si T = [O, +oo [ se le llamará proceso estocástico, o simplemente proceso X, 
definimos asimismo una T- filtración (Ft)teT· 
Seguidamente establecemos características y propiedades generales tanto para cuando 
es una sucesión estocástica, como para un proceso estocástico como: T- filtración, 
proceso estocástico adaptado, trayectoria, tiempo opcional, muestra opcional, último 
elemento, convergencia de variables aleatorias. 

·j.' Continuando luego, únicamente, con los procesos estocásticos, (llamado el caso. 
~ .( continuo), del cual establecemos a los siguientes procesos estocásticos llamados: 

proceso continuo, martingala local, de variación acotada, variación cuadrática, cuadra
da integrable, semimartingala. Examinando la convergencia de las variables aleatorias 
en cada caso. Obtendremos que el proceso estocástico llamado variación cuadrática, 
es generado por una martingala, como también por una martingala local. 
Establecemos la integral estocástica para procesos estocásticos de variación acotada 
continua con otro proceso idóneo bien definido siendo la integral estocástica otro 
proceso, y, finalmente, vemos el movimiento Browniano. Cada nuevo tema abordado 
necesita de las definiciones y características anteriores. 

3.1. Submartingalas 

3.1.1. Proceso estocástico adaptado 

Siendo T un conjunto de índices parcialmente ordenado, el cual es usualmente 
tomado como, el conjunto de índices t E T, indicando el tiempo. Definimos un 
proceso estocástico X en el espacio de probabilidad (0, F, P) indexado por T como 
una familia de variables aleatorias X = (Xt)teT· También la podemos definir como 
X(t,w) = Xt(w), t E T, w E n, donde X la podemos ver como una función 
X:Txil----+R 
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Definición 3.1. Una T -filtración del espacio de probabilidad (n, F, P) es definida 
como una familia (Ft)teT de u-algebras Ft ~ F, indexada por T y satisfaciendo: 

s ~ t entonces Fs ~ Ft, Vs, tE T. 

Definición 3.2. Un proceso estocástico X indexado por T es llamado Ft-Adaptado, si 
Xt es Ft-medible, Vt E T. 

Una T- filtración (Ft)ter, es llamada aumentada si cada u-algebra Ft, contiene 
todos los conjuntos de probabilidad nula o vacía. 
Luego, tendremos que si Xt es Ft-medible yt = Xt P-as (indica que es en casi todo 
punto) yt es Ft-medible. 
Si el conjunto de índices parcialmente ordenado T es fijado y claramente de contexto, un 
proceso (Ft)-adaptado X es simplemente llamado adaptado, en ocasiones solo (Xt, Ft) 
para un proceso (Ft)-adaptado Xt. 

Definición 3.3. Un proceso estocástico (Ft)-adaptado X es llamado una (Ft)
submartingala si satisface que: 

E(Xj) < oo y X 8 ~ E(Xt/ F8 ), p- as para todo s ~ t 

Equivalentemente, X es una submartingala si Xt E e(P), es Ft- medible, E(Xt) < oo 
y 

E(XslA) ~ E(XtlA), para todo s ~ t y A E Fs 

Una submartingala es un proceso en el que su esperanza es creciente en todo t 
(tiempo). 
Ahora si la T- filtración ( Gt) satisface Gt ~ Ft Vt E T, si la Ft-submartingala X 
está en ( Gt)-adaptado, entonces X es una Gt-submartingala. Por lo cual, en particular 
para la T- filtración Gt = u(Xs; s ~ t), luego si la filtración no es especificada se 
tomará: 

Ft = u(Xs; s ~ t) 

Si X es una submartingala, entonces Xt < oo P-as, pero Xt = -oo es posible. 
Si X, Y son submartingalas y a un número no negativo, entonces la suma X + Y y 
el producto escalar aX son definidos como (X+ Y)t = Xt. + Yt y (aX)t = aXt. y 
son submartingalas. Consecuentemente, la familia de (Ft)-submartigalas es un cono 
convexo. En otro caso definimos: 

Definición 3.4. Un proceso X es llamado (Ft)-supermartingala si (-X) es una (Ft)
submartingala, es decir, si es (Ft)-adaptado y satisface: 

E(Xt-) < oo y Xs ~ E(Xt/ Fs), p- as para todo s ~ t 

Equivalentemente, X es una (Ft)-supermartingala si Xt E e(P), es Ft-medible y 

E(Xt) > -oo y E(XslA) ~ E(XtlA) Vs < t y A E Fs 
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Se observa que una supermartingala es un proceso en el cual su esperanza es 
decreciente en todo tiempo. 
Luego, con las definiciones anteriores, finalmente, definimos: 

Definición 3.5. Un proceso X es una (Ft)-martingala si es una (Ft)-submartingala y 
una (Ft)-supermartingala, es decir, si Xt E L1(P) es (Ft)-medible y Xs = E(Xtf Fs) 
p-as, equivalentemente: 

Se observa que E(Xt) < oo creciente con tE T, si X es una submartingala, E(Xt) > 
-oo es decreciente con t, si X es una supermartingala, y E(Xt) es finita y constante, si 
X es una martingala. Donde la familia de T -martingalas forman un espacio vectorial, 
y tendremos que X es una martingala si tanto X y -X son submartingalas. 
Luego, asumiendo T el conjunto de índices parcialmente ordenado, (Ft) la Y-filtración 
en (O, F, P), entonces: 

Teorema 3.1.1. . 

1. Si Xt, yt son submartingalas, entonces Zt = Xt V yt también lo es. 

2. Si Xt es una submartingala, entonces también lo es Xi. 

Prueba: Sea Xt, yt submartingalas y Zt = máx{Xt, Yt}, entonces Zt es Ft- medible 
y Zi :::; Xi +~+,entonces E(Zi) :::; E(Xi) +E(~+) < oo; si s, tE T con s :::; t, 
entonces Zt?:: Xt y Ep8 (Zt)?:: EFs(Xt)?:: X 8 • Similarmente 

EF8 (Zt) ?:: EF8 (yt)?:: Ys Y EF8 (Zt)?:: Xt V Yt = Zt, p-as. 
de la misma forma para (2), desde que Xi = Xt V 0.0 

Proposición 3.1.2. Sea <P: R--+ R convexo y asuma que E(<P(Xt)+) < oo, para todo 
tE T 

1. Si (Xt) es una martingala, entonces el proceso <P(Xt) es una submartingala. 

2. Si (Xt) es una submartingala y <P no decreciente, entonces el proceso <P(Xt) es 
una submartingala. 

Prueba: (a) La función convexa </J es continua y medible de Borel. Así, si el proceso 
(Xt) es (Ft)-adaptado, lo mismo es verdad del proceso <P(Xt)· Xt es una martingala y 
s:::; t, entonces <P(Xs) = <P(Ep

8
(Xt)) S EFs(<P(Xt)), por la desigualdad de Jensen para 

esperanza condicional, consecuentemente (<P(Xt)) es una submartingala. 
(b) Si Xt es una submartingala y <P no-decreciente y convexa, entonces 
<P(Xs) < <fJ(EFs(Xt)) < EFs(<P(Xt)), donde la primera desigualdad sigue de la 
condición submartingala Xs :::; EFs(Xt) y de la naturaleza no decreciente de </J. 

Así <P(Xt) es una submartingala. O 

En la práctica, solo los siguientes conjuntos de índices parcialmente ordenado T, 
son de significancia (importancia). 
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(i) Y = {1, 2, 3, ... ,N} con el orden parcial usual (se le llama sucesión estocástica 
finita). 

(ii) Y= {1, 2, 3, ... }=N, con el orden parcial usual (se le llama sucesión estocástica) 
y es denotado por Xn, donde la Y-filtración Fn es creciente en F, en este caso 
la condición de las submartingalas se reduce a: 

E[lA(Xn+l- Xn)] ~O \In~ 1 A E Fn, 

con la igualdad en caso de una martingala. 

(iii) Y= N= {1, 2, 3, ... } con el orden parcial revertido. 

(iv) Y = [0, +oo[= R+ con el orden parcial usual, siendo el caso más importante 
para nosotros. Un Y -proceso X simplemente es llamado proceso estocástico y 
denotado por (Xt), (simplemente llamado proceso X). 

Ejemplo 3.1.1. Sea Z E L1(P), Y un conjunto de índices parcialmente ordenado y 
(Ft) una Y-filtración. Sea Xt = EFt(Z) entonces (Xt) es una (Ft)-martingala. 

Ejemplo 3.1.2. Sea (Xn) una sucesión de variables aleatorias independientemente 
integrables con media cero y 

entonces (Sn) es una (Fn)-martingala, así: 

Sn + E(Xn+l) = Sn 

por la Fn-medibilidad de Sn y independencia de Xn+l en Fn. 

3.1.2. Muestra en tiempo opcional 

Sea Y= N con el orden parcial usual y (Fn) una Y- filtración fijada en (O, F, P), 
Foo = VnFn = u(UnFn) el u-algebra generado por (UnFn) y asumiendo X= (Xn) una 
sucesión estocástica (Fn)-adaptada. 

Definición 3.6. Un tiempo aleatorio T es una función medible tal que: 

T:O~NU{oo} 

(donde oo está permitido). Diremos que un tiempo aleatorio T es, llamado Fn -opcional 
si satisface que: 

[T ~ n] E Fn para cada 1 ~ n < oo 
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Como los cr-algebras Fn son crecientes esto equivale a [T = n] E Fn, 'V1 ~ n < oo, 
y implica que [T = oo) E F00 • 

T puede ser vista como una estrategia del jugador para parar el juego o cuando para 
el juego. Ahora, supondremos que T es un tiempo opcional, luego: 

Definición 3.7. Llamaremos a un evento A E F anterior a T si: 

A n (T ~ n] E Fn para todo 1 ~ n < oo 

y es denotada por FT la familia de todos los eventos A E F los cuales son anteriores a 
T. 

Equivalentemente, A E FT si y solo si A n [T = n] E Fn para todo 1 _::;,; n < oo. 

Definición 3.8. Muestra X en tiempo T 
Asumiendo que X00 variable aleatoria F00 -medible, la variable aleatoria XT es definido 
como sigue: 

xT: n-+ R 

XT(w) = XT(w)(w), w En 
Note que XT = Xn en [T = n] y XT = Xoo en [T = +oo] en caso que límn Xn exista 

casi seguramente en todo punto, la variable aleatoria X00 es a menudo tomado como: 

Xoo = límsupXn 
n 

Donde la variable aleatoria XT representa una muestra de la sucesión estocástica 
Xn en el tiempo aleatorio T. XT es ensamblado de piezas disjuntas de Xn. 

Si Gn, G, 1 ~ n < oo son cr-algebras, decimos que Gn t G, si G1 ~ G2 ~ G3 ~ ... 

y G = VnGn = cr(UnGn)· 

Proposición 3.1.3. Sean S, T,Tn, 1 ~ n < oo, tiempos opcionales, Y una variable 
aleatoria y X= (Xn) un (Fn)-sucesión estocástica adaptada, entonces: 

(a) FT es un sub-a-algebra de F. 

(b) Y es FT - medible {:} Y1[T=n] es Fn - medible, 'Vl ~ n ~ oo. 

(e) T y XT son Fr- medibles. 

( d} S < T, implica Fs ~ FT. 

(e) S 1\ T, S V T tiempos opcionales. 

(f) [S~ T], [S= T] E FsAT· 

(g) A E FT implica A n (T ~S], A n (T =S] E FsAT· 

(h) Si Tn t T < oo, entonces FT .. t FT. 
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(í) Si la filtración Fn es aumentada, entonces Fr contiene a todos los conjuntos con 
probabilidad nula. 

Prueba: (a) O E Fr puesto que Tes opcional. Sea A E Fr, entonces A n [T ~k] E Fk 
y consecuentemente; 

A en [T ~ k] = (O n [T ~ k])\ (A n [T ~k]) E Fk, 

para cada k 2: 1, esto muestra que Ac E Fr 
(b) Sea Yn = Y1[T=nJ para todo 1 ~ n < oo, si Bes un conjunto de Borel no conteniendo 
cero tendremos [Yn E B) = [Y E B) n [T = n] y [Y E B) E Fr si y solo si [Yn E B] E Fn, 
para todo n 2: l. 
(e) Sea 1 ~ m ~ oo, el conjunto A = [T = m) satisface A n [T = n] = ~' si n =f. m 
y An [T = n] = [T = n], si n = m, en cualquier evento A n [T = n] E Fn, para 
todo n 2: 1, es decir, A= [T =m] E Fr y implica que Tes Fr-medible, siendo Xr, 
Fr-medible, note que 1[T=n]XT = 1[T=n]Xn E Fn- medible, para todo 1 ~ n < oo. 
(d) Asumiendo S~ T y [T ~ k] ~ [S~ k], para todo k 2: 1, A E Fs entonces, para 
cada k 2: 1 tendremos A n [S~ k] E Fk y consecuentemente A n [T ~k]= (A n (S~ 
k]) n [T < k] E Fk. Así A E Fr. 
(e), (f) Sea R =S 1\ T y n 2: l. Entonces [R ~ n] =[S~ n] U [T ~ n] E Fn. Así Res 
opcional. [S :$ T] n [R = n] = [S:$. T] n [S= n] = [n ~ T] n [S= n] E Fn para todo 
n 2: l. Así [S~ T] E FR. Por simetría [T <S] E FR y [S= T] E FR. 
(g) Sea R = S 1\ T y A E Fr y n 2: l. Entonces: 

A n [T ~ S] n [R = n] =A n [T ~ S] n [T = n] =(A n [T = n]) n [n ~ S] E Fn, 

Así A n [T ~ S] E FR. 
(h) G = V n Fn tenemos que mostrar Fr = G de acuerdo a (d) Frn ~ Fr, \In 2: 1 y 
G ~ Fr y sea A E Fr y de acuerdo a (e) todos los Tk son G-medibles y límk Tk = T 
así [T = n] E G, \In 2: 1 y también A n [Tk = T] E Frk ~ G, \/k 2: 1 dé acuerdo a (g). 
Como T es finito y Tn valor entero, la convergencia Tn t T implica que Tk = T para 
algún k 2: 1, así A= A n Uk[Tk = T] = UkA n [Tk = T] E G.O 

Tes un tiempo opcional acotado, si T ~ N P-as, si E(X;t) < oo, \In 2: 1, entonces 
E(X:j) < oo también puesto que X:j = L:~=1 1¡r=kJXt P-as, E(X;;) < oo, \In 2: O, 
entonces E(Xi) < oo y Xr E ~(P). La acotación de T también elimina la necesidad 
de especificar Xr en [T = oo), por lo cual no necesitamos a la variable aleatoria X00 • 

Teorema 3.1.4. (Teorema de muestra opcional) 
Sea Xn una submartingala y S, T tiempos opcionales acotados con S ~ T, entonces, 
Xs, Xr E ~(P) y 

E(Xs1A) < E(Xr1A), \lA E Fs, es decir, 

Xs ~ E(Xr / Fs) en particular : 

E(Xs) ~ E(Xr). 
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Prueba: Sea E(X;t;) < oo, V n ~ 1 y E( X%), E(X:f) < oo, así Xs, Xr E e(P), de la 
condición de submartingala para la sucesión estocástica X se puede escribir: 

Asumiendo que S::; T::; N, P-as, donde N es un número natural, para cada w E O 
tal que T(w) < +oo (y así para P-ae, w E O) tendremos: 

T(w)-1 

Xr(w)(w)- Ss(w)(w) = L (Xk+l(w)- Xk(w)) 
k=S(w) 

La acotación de esta suma depende de w. La acotación P([T::; N])= 1 puede ser 
usado reescribiendo, con la independecia acotada de w: 

N 

Xr- Xs = L 1¡s:<:;k<TJ(Xk+l- Xk) 
k=l 

consecuentemente, si A E Fs, es cualquier conjunto, entonces: 

N 

1A(Xr- Xs) = L 1An[S:<:;k<TJ(Xk+l- Xk), P- as 
k=l 

como A E Fs, A n [S~ k] E Fk y el conjunto: 
A n [S ::; k < T] = A n [S ::; k] n [T ::; k]c esta en Fk, por la condición de 

submartingala: 

E(1An(S:$k<TJ(Xk+l- Xk) ~O, Vk = 1,_ 2,3, ... ,N 

tomando la esperanza muestra que E(1A(Xr- Xs)) ~O como deseábamos.O 
Tomando para todo w En tal que T(w) < +oo en casi todo w, se dirá que es p-ae, 

que indicará tOdos los puntos que cumpla lo anterior, luego p-ae indica que se cumple 
en casi todo evento w E O tal que T( w) < +oo. 

Corolario 3.1.1. Sea (Xn, Fn) una submartingala {martingala} y (Tn) sucesión no 
decreciente de tiempos opcionales acotados, entonces (Xrn, Frn) es una submartingala 
(martingala). 

Prueba: La acotación de Tn implica que E(X;fJ < oo y Xrn es Frn-medible, así la 
sucesión (Xrn) y (Frn)-adaptada, para tiempos opcionales acotados Tn ::; Tn+b 
muestra: 

Xrn ::; E(Xrn+l/ Frn) 

por lo tanto, (Xrn, FrJ es una submartingala. Similarmente para el caso de una 
martingala. O 
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3.2. Teoremas de convergencia 

Cruce 
Siendo (0., F, P) un espacio de probabilidad, (Fn)n~l una filtración en (0., F, P), (Xn) 
una (Fn)-submartingala, para w En la sucesión n E N...-+ Xn(w) es llamada trayectoria 
simple asociada con w. Estamos interesados en el comportamiento oscilatorio de las 
trayectorias simples, especialmente en un tiempo tal que la trayectoria cruce fuera de 
un valor Xi(w):::; a a un valor Xk(w) 2:: {3. 

Proposición 3.2.1. Sea N 2:: 1, B conjunto de Borel y S tiempo opcional. 

T(w) =N 1\ ínf{1:::; k< N/k > S(w) y Xk(w) E B} 

entonces T es un tiempo opcional. 

Así ínf(<I>) = +oo, T(w) =N, si no existe k tal que S(w) <k< N y Xk(w) E By 
T( w) es el más pequeño k especialmente T( w) < N si k existe. 
Prueba: Sea, X (Fn)-adaptada, [Xk E B] E Fkl Vk 2:: 1, si Vn 2:: N, [T ~ n] = n E Fn 
sin< N entonces T(w) ~ n si y solo si existe k tal que, S(w) < k:::; n y Xk(w) E B 
necesariamente entonces: S(w) E {1,2,3, ... ,n -1} así: 

Fijando N 2:: 1 y -oo <a< f3 < +oo un segmento (Xi(w),Xi+l(w), ... Xk(w)) 
de la trayectoria simple (Xn(w)) es llamadá cruce del intervalo ]a, {3[ si tenemos que 
Xi ( w) :::; a ,k es el más pequeño índice n > j tal que Xn ( w) ~ f3 y la diferencia k- j es 
máximo. En otras palabras j < k es el más pequeño índice por el cual Xi(w) ~a. El 
cruce (Xi(w), Xi+l(w), ... , Xk(w)) se dice que es ocurrido antes de tiempo N, si k< N, 
los tiempos j, k en el comienzo del cruce y termina definida recursivamente y así w E 0.: 

ásí 

S1(w) =N /\ínf{1 '5:k < N/Xk(w) '5: a} y 

T1(w) =N 1\ ínf{1:::; k< N/Xk(w) ~ f3 y k> S1(w)} 

Sn+l(w) =N 1\ ínf{1 ~k< N/Xk(w) ~a y k> Tn(w)} 

Tn+l(w) =N 1\ ínf{1 '5: k< N/Xk(w) ~ f3 y k> Sn+l(w)} 

S1(w) < T1(w) < S2(w) < T2(w) < ... < {Si(w) =N= Ti(w) = Si+1(w) = ... 

TAw) =N= sj+l(w) = 1j+l(w) = ... 
La sucesión (S1 , T1 , S2 , T2 , ..• ,) es estrictamente creciente hasta un término de va
lor N, cuando se estabiliza en N, claramente S N ( w) = T N ( w) = N. El cruce del 
intervalo ]a, {3[ el cual ocurre antes del tiempo N son exactamente los segmentos 
(X

81
(w)(w), ... , Xr

1
(w)(w), ... , (Xsn(w)(w), ... , XTn(w)(w)) con n 2:: 1 tal que Tn(w) <N. 

Así se tendrá: 

26 



UJa, ,B[(w) = sup{n::::: 1/Tn(w) <N} V O (=O, si no existe tal n::::: 1) 
N 

Proposición 3.2.2. (a) Tn, Sn n::::: 1 son tiempos opcionales acotados. 

{b) UN]a,,B[: n---+ {1,2,3, ... }es medible. 

{e) Xr;(w)(w)- Xsi(w)(w)::::: ,B- a, Vj = 1, 2, 3, ... , UN]a, ,B[(w). 

Prueba: (a) De lo anterior, por inducción, (b) siendo Tn creciente [UN]a, ,B[:s; m] = 
[Tm+l = N] E F, Vm ::::: O y UN]a, ,B[ toma los valores {0, 1, 2, ... }, y así UN]a, ,B[ es 
medible. 
(e) Para k= 1, 2, 3, ... , UN]a, ,B[(w), el segmento (Xsk(w)(w), ... , Xrk(w)(w)) es un cruce 
de ]a, ,B[ en particular Xsk(w)(w) :::; a y Xrk(w)(w)::::: ,B O 

Lema 3.2.1. {Lema de cruce) 

Proposición 3.2.3. (Teorema de convergencia de submartingalas) 
Asumiendo la submartingala (Xn) satisfaciendo K= supn E(X;t) < oo. Entonces: 

{i) X 00 = límn Xn E ~ existe p-as, y satisface E(X!) < oo. 

{ii) Si E(Xn) > -oo, para algún n, entonces Xoo E L 1(P). 

{iii) Tendremos Xn:::; E(Xoo/Fn), para todo n::::: 1, si y solo si la familia {X: jn::::: 1} 
es uniformemente integrable. 

{iv) Asuma que (Xn) ~ L1(P), entonces X 00 E L1(P) y Xn ---+ Xoo E L1(P) si y 
solo si la submartingala (Xn) es uniformemente integrable. 

Prueba: (i) Sea X* = lím infntoo Xn y X* = lím supntoo Xn, entonces X* y X* son 
variables aleatorias de valor real extendido, tendremos que mostrar que P(X,. <X*)= 
O, y como [X,. < X*] es una unión contable de conjuntos A]a,,B[ = [X* < a < ,B < X*] 
sobre todos los números racionales a, ,B con a< ,B, es suficiente ver que P(A]a,,B[) =O 
para todo a, ,B, si w E A]a,,a[, entonces: 

líminf Xn(w) <a< ,B < límsupXn(w) 
ntoo ntoo 

y 

U(]a, ,B[)(w) := lím UJa, ,B[(w) = +oo 
Ntoo N 
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mostramos que esto sucede solo en un conjunto de probabilidad nula, equivalentemente, 
U¡a:,J3[ < oo, P-as. U¡a,¡3[ = límNtoo UNJa, ,8[ es medible no negativo es suficiente que 
E(U¡a:,J31) < oo sea: 

O ::; UJa, ,B[t UJa, ,B[ 
N 

Y E(UN]a, ,8[) t E(U]a, ,8[), N too y luego se tendrá: 

E(UJa, ,8[) S (,8- at1(K + jal), 
N 

para cada N~ 1 y se sigue que E(U]a, ,B[) :::; (,B- a)-1(K + jal) < oo. Así X 00 (w) = 

límntoo Xn(w) E~ existe casi seguramente casi en todo punto. Extendiendo Xoo a todo 
n. Xoo = lím supn Xn, Xoo se convierte en una variable aleatoria (definida y medible 
en n) y usando el lema de Fatou: 

E(X;!) = E(límX:) = E(líminfx:)::; líminf(E(X:) <K< oo, 
n n 

(ii) Sea m ~ 1 y E(Xn) > -oo, E(X) no decreciente si n ~ m, entonces: 
IXnl = X;t +X;; = 2X;t - Xn y E(IXnl) = 2E(X;t) - E(Xn) :::; 2K - E(Xm) por el 
lema de Fatou: 

E(jX00 1) = E(líminf IXnl) S líminf E(IXni) S 2K- E(Xm) < oo.D 
n n 

Corolario 3.2.1. Una sucesión submartingala (Xn) ~ L1(P) es convergente en norma 
a una variable aleatoria integrable Xoo si y solo si es integrable uniformemente. 

Teorema 3.2.4. (Teorema de convergencia de martingalas) 
Sea (Xn) una martingala L1-acotada. Entonces Xoo = límn Xn existe p-as, y es una 
variable aleatoria integrable, además, las siguientes condiciones son equivalentes: 

(ii) Xn ---+ X 00 en L1-norma. 

(iii) (Xn) es integrable uniformemente. 

3.2.1. Muestra opcional y sucesión de submartingalas cerra
das 

Integrabilidad uniforme, último elemento, clausura 

Un último elemento para el conjunto de índices parcialmente ordenado Y es un 
elemento oo E Y, satisfaciendo t :::; oo, para todo t E Y. Tal elemento es 
únicamente determinado, si existe. Una submartingala X = (Xt, Ft)tET es llamado 
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cerrado, si el conjunto de índices T tiene un último elemento. En este caso la variable 
aleatoria Xoo es llamada el último elemento de X y satisface: 

Supermartingalas cerradas, y martingalas cerradas son definidas similarmente. El 
último elemento Xoo de una martingala cerrada X satisface Xt = E(Xoo/ Ft), para 
todo t E T, luego veremos: 

Proposición 3.2.5 . . 

(i) Si la submartingalá X = (Xt) es cerrada, entonces la familia {Xi jt E T} es 
uniformemente integrable. 

(ii) Si la martingala X = (Xt) es cerrada, entonces X asimismo es uniformemente 
integrable. 

Prueba: (i) X= Xt una submartingala con un último elemento entonces para (Xt+) 

O~ Xt ~ E(X!/Ft), tE T 

y la integrabilidad uniforme de la familia { Xi jt E T} sigue de la integrabilidad uni
forme de la familia {EFt(X!)/t E T}. O 

Considerando una submartingala X= (Xt, Ft)tET, donde el conjunto de índices T 
no tiene un último elemento, escogemos oo ~ T y tomando que t :::; oo, para todo 
t E T, T se agranda a el conjunto de índices parcialmente ordenado T U { oo} con el 
último elemento oo, y la familia (Ft) puede ser extendida por: 

Foo = o-(UtETFt) 

Nos preguntamos ahora si la submartingala X puede ser extendida también, es decir, 
si existe una variable Xoo tal que el proceso (Xt, Ft)tETU{oo} es una submartingala, es 
decir, tal que Xoo es F00-medible, y 

E(X~J < oo 

y 
Xt:::; E(Xoo/ Ft), 

para todo tE T. Donde X 00 tiene propiedades por lo cual es llamado el último elemento 
para la submartingala X, luego se puede extender. 
La submartingala X es llamado cerrado si existe un último elemento X 00 para X. 
En este caso (Xt, Ft)tETU{oo} es una submartingala cerrada extendida de X. Un último 
elemento para la supermartingala X no es únicamente determinado, si Xoo es un último 
elemento para X y Z 2: O es F00-medible con E(Z) finita, entonces Xoo + Z también 
es un último elemento para X. 
Supermartingalas y martingalas cerradas son definidas similarmente. En el caso de una 
martinganla X, sería Xoo el último elemento si y solo si Xoo E L1(P) es F00-medible y 
Xt = E(Xoo/ Ft), para todo tE T. 
Equivalentemente Xoo es un último elemento para la martingala X si y solo si este es el 
último elemento para X ambos como una submartingala y como una supermartingala. 
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3.3. Martingala en tiempo continuo 

Filtración, tiempo opcional, muestras 

Ahora veremos martingalas indexadas por el conjunto T = [0, +oo(, con el orden 
parcial usual. Una T- filtración (Ft)t~o en (0, F, P) es llamada continua derecha si 
satisface que: 

Ft = ns>tFs, todo t ~O; 

Equivalentemente, si Bn .J,. t implica que Fsn .J,. Ft, para toda sucesión (sn) ~ R y todo 
t ~O. Recordemos también que la filtración (Ft) es llamada aumentada si F0 (así cada 
0'-algebra Ft) contiene a la familia de conjuntos P-nulos (de probabilidad nula), y 
tomaremos: 

Asumiendo: 

El espacio de probabilidad (0, F, P) completo, y la filtración (Ft)t~o en (0, F, P) 
continua derecha y aumentada. 

Descartando los problemas de medibilidad en conjuntos nulos. Sea X = (Xt), 
Y = (Yt), X(n) = (Xt(n)) procesos estocásticos en (0, F, P) indexados por 
T = [0, +oo[ y t ~ O. Si Xt es Ft-medible y yt = Xt, p-as, entonces yt es Ft-medible. 
Si Xt(n) es Frmedible, para todo n ~ 1 y Xt(n) ~ Xt, P-as. cuando n too entonces 
Xt es Ft-medible. 

Definición 3.9. Ahora si w E O se establece, la función: 

tE [0, +oo[~ Xt(w) E R 
~ . 

llamada la trayectoria de X en el estado w. 

Definición 3.10. El proceso X es llamado continuo {derecho, izquierdo} si X es Ft
adaptado y (para casi todo w E O) P-ae, la trayectoria de X es finitamente valuado y 
continuo (derecho, izquierdo). 

Luego, llamaremos a los procesos X,Y versiones de cada otro y escribiremos X= Y 
si satisfacen que: 

Xt = yt, P- as., para todo t ~O 

Puesto que la filtración (Ft) es aumentada, cada versión de un proceso(Ft)-adaptado 
es otra vez (Ft)-adaptado. 

El conjunto excepcional nulo [Xt =f yt] depende de t, si este conjunto nulo puede 
ser hecho independiente de t ~O, es decir, si hay un conjunto P-nulo N~ n tal que 
Xt(w) = yt(w), para todo w E O\ N y todo t ~ O, entonces nosotros llamamos al 
proceso X e Y indistinguibles. Claramente X y Y son indistinguibles si y solo si las 
trayectorias tE [O,+oo[~ Xt(w) y tE [O,+oo[~ yt(w) son idénticos, por P-ae (para 
casi todo w E 0). 
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Teorema 3.3.1. Asumiendo procesos continuos derechos X y Y versiones de cada 
otro. Entonces ellos son indistinguibles. 

Prueba: Sea un número real r 2:: O, elegimos un conjunto nulo Er ~ n tal que Xr = Yr 
en el complemento E~ y UrEr ~ E es un conjunto nulo tal que la trayectoria t -+ 
Xt(w), t-+ yt(w) son continuas derechas, para cada w E Ec. Si w E Ec entonces las 
trayectorias t-+ Xt(w) y t-+ yt(w) son continuas derechas y satisfacen Xr(w) = Y,.(w) 
para todo rE[~, oo[_nQ y Xt(w) = yt(w), para todo t 2:: O. O 

Definición 3.11. Un tiempo (Ft)-opcional es una función T : n -+ [0, +oo] satisfa
ciendo: 

[T < t] E Ft, O S: t < oo (1) 

El valor T = oo está permitido. La continuidad derecha de la filtración (Ft) implica 
la condición ( 1) que es equivalente con: 

[_T S t) E Ft, 0 S t < oo (2) 

Asumiendo (1), [T S: t] = nr>s>t[T < s] está en Fr, para cada r > t y por lo cual 
[T < t] E Ft. Asumiendo (2), [T < t] = Ut>s[T < s] E Ft. 
Siendo T un tiempo opcional, entonces los conjuntos [T < t], [T > t], [T = t] están en 
Ft, para cada t S: O, y tendremos: 

Fr ={A E Foo/An [T < t) E Ft, VOS: t < oo} ... (3) 

={A E F00 /A n [T < t] E Ft, VOS: t < oo} 

={A~ 0/A n [T S: t] E Ft, VOS: t < oo} 

Definición 3.12. Fr es la familia de eventos los cuales son anteriores a T. 

Proposición 3.3.2. Asumiendo que Tn, n = 1, 2, 3, ... tiempos opcionales, entonces 
cada uno de los siguientes tiempos también lo son: 

(a) SUPn Tn, ínfn Tn, T1 V T2, T11\ T2, T1 + T2. 

{b) lím SUPn Tn , lím infn Tn. 

Prueba: (a) Sea T = SUPn Tn, para cada t 2:: o tendremos [T S: t] = nn[Tn < t] E 
Ft, similarmente, si S = ínfn Tn, entonces [S < T] = Un[Tn < t] E Ft, usando las 
equivalencias (1) y (2), muestra que S y T son tiempos opcionales, la opcionalidad de 
T1 V T2, T1 1\ T2, se sigue como un caso especial, finalmente, para T = T1 + T2, para 
cada t 2:: O, [T < t] = Ur,sEQ,r+s<t[Tl < r] n [T2 < s] E Ft, por lo cual Tes opcional.O 

Proposición 3.3.3. Siendo S, T, Tn, n 2:: 1, tiempos opcionales, T: n-+ (0, oo) y z 
una variable aleatoria, entonces: 

(a) S S: T implica Fs ~Fr. 
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(b) Fr es un a-algebra y T es Fr-medible. 

(e) Z es Fr-medible sii es Zl¡r<tJ es Ft-medible, para cada t ~O. 

{d) [8 < T), [8 = T] E FsAr· 

(e) Si la filtración (Ft) es aumentada, entonces Fr contiene los conjuntos nulos. 

(!)Si Tn .J.. T, entonces Frn .J.. Fr. 

(g) Si Tn t T y Un[Tn = T] = n, entonces Frn t Fr. 

(h} Fr contiene los conjuntos P- nulos. 

(i} Si T = T, p-as, entonces Tes un tiempo opcional y Ff =Fr. 

(j) Si A E Fs entonces A n [S ~ T) E FsAT· 

Prueba: (a) Asuma S:::;; T, entonces [T < t] ~ [S< t] y [T < t] E Ft, para cada t ~O. 
Sea A E Fs y t > O entonces A n [S < t] E Ft, además, 

así A E Fr. 
(b) Es fácil ver qué; 0 E Fr y que Fr es cerrado sobre uniones contables. Sea A E Fr y 
t ~ O. Entonces A en [T < t] = [T < t) \(A n [T < t]) E Ft, por lo tanto, A e E Fr y Fr 
es cerrado sobre complementos. Se verifica que [! < r]_ E Fr, para cada r E R y esto 
muestra que Tes Fr- medible. 
(e)=> Siendo Z Fr-medible, debemos mostrar que Zl¡r<tJ es Frmedible, para cada t ~ 
O, la siguiente extensión procede de funciones indicador. Asumiendo primero que Z = 
lp, donde F E Fr y t ~ O es arbitrario, entonces F n [T < t] E Ft, equivalentemente, 
Zl¡r<tJ = lFn[r<tJ es Frmedible, por la linealidad se sigue que Zl¡r<tJ es Ft-medible. 
Sea Z una función no negativa Fr-medible y t ~ O, escogemos una sucesión (Zn) 
de funciones simples Fr-medibles no negativas tal que Zn t Z. Entonces Znl[r<t] t 
Zl¡r<t]l por los pasos previos Znl[r<tJ es Ft-medible, para cada n ~ 1, y esto sigue que 
Zl¡r<t] es Ft-medible. La extensión a Fr-medible arbitrario Z es con la descomposición 
Z= z+ -z-. 
~ Asumiendo ahora que Zl¡r<tJ es Frmedible, para cada t ~ O, a ver qué Z es Fr
medible, es suficiente mostrar que [Z ~ r] E Fr, para todos los números reales r, 
equivalentemente [Z ~ r] n [T:::;; t] E Ft, Vt ~O y rE R. Para tal r y t tendremos: 

[Z ~ r] n [T < t) = [Zl¡r<tJ ~ r] n [T < t) E Ft 

donde usamos [T < t] E Ft, por optimalidad del tiempo aleatorio T. 
(d) [S < T] n (S 1\ T < t) = [S< T] n [S < t) = U{[S < q < T] : q E Q n [0, t]} E Ft, 
para todo t ~ O. Esto muestra que [S < T] E FsAr, por simetría [T < S] E Fsl\r y 
además (S = T] = ([S < T] U [T < S])c E FsAr· 
(f) Asumiendo TN .¡. T, N t 00 de (a) Fri 2 Fr2 2 Fra 2 ... y Fr ~ nnTrN así nNFrN ~ 
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Fr. Sea A E FrN, para todo N~ 1, entonces An [TN < t] E F't, para todo t >O y todo 
N~ 1, t ~O, TN .J_ T, N too, tendremos [T < t] = UN[TN < t] y 

An [T < t] = UN(An [TN < t]) E Ft, 

así A E Fr, se sigue que Fr = nNFTN· 
(g) Sea G = a(UNFTN ), de (a) se sigue que Fr1 ~ Fr2 ~' ••• , Fr y G ~ Fr así muestra 
que Fr ~ G, si A E Fr AN = A n [T = TN] E FrN, para todo N > 1 puesto que 
[T = TN] E FrATN ~ Fr tendremos AN E Fr, t 2:: O, puesto que T = TN en el 
conjunto AN, AN n [TN < t] = AN n [T < t] E Ft se sigue que AN E FrN ~ G, de 
UN[T = TN] = n se sigue que A= UNAN E G, como se deseaba (h), (i) se sigue. 
(j) Sea A E Fs y r 2:: O al verificar A n [S< T] E FsAT mostramos que: 

A n [S:::; T] n [S A T:::; r] E Fr 

así A n [S :::; r] E Fr, los tiempos opcionales T 1\ r, S 1\ r son Fr-medibles y [S 1\ r :::; 
T A r] E Fr, consecuentemente: 

An[S < T]n[SI\T < r] = An[S:::; T]n[S :Sr]= An[S:::; r]n[SI\r:::; Tl\r] E Fr.D 

La condición Un [Tn = T] = O en (g) menciona que el lím T = lím Tn es finito en 
cadaw E f2. 
Medibilidad con respecto a Fr es interpretado como una variable aleatoria Z Fr
medible, si el valor Z(w) es conocido por T(w), para cada w En. 

3.3.1. Muestra de un proceso X 

Sea X= Xt(w) = X(t, w) cualquier proceso adaptado en el espacio de probabilidad 
filtrado (0, F, (Ft), P) y T : O -t [0, oo) un tiempo aleatorio. 

Definición 3.13. La variable aleatoria Xr, es interpretado como muestra {camino) 
en el tiempo T y es definido como : 

Las previsiones son hechas para el caso T(w) = oo. 
Xr = Xeo en el conjunto [T = oo] donde Xeo es alguna variable aleatoria Feo-medible 
especificada anteriormente (exactamente depende del contexto). 
La más común elección para Xeo es X00 = lím supn Xn en caso límtteo Xt E R existe 
en casi todo punto. Entonces Xeo está bien definido Feo-medible, y satisface Xeo = 
límtteo Xt E R, p-as. En algunas ocasiones se tomará Xeo = O 

Lema 3.3.1. Lema de discretización 
Sea T un tiempo opcional. Para cada N ~ 1 se tendrá que: 

([2NT(w)]+ 1) 
TN(w) = 

2
N (= oo, si T(w) = oo), w E !1 

Entonces cada TN es un tiempo opcional y TN .J_ T, en O, cuando N too. 
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Prueba: Para N~ 1, DN := {k2-N /k= O, 1, 2, ... },los puntos en DN son puntos finales 
del intervalo dyadic ] ~, ~t1 [ de grado N, el cual forma una partición del intervalo 
[0, oo[, para tE [0, oo] sea: 

bN(t) = ínf{,B E DN/,8 > t} 

y aN(t) = bN(t) - 2-N, Así, si t < oo, t E [aN(t), bN(t)[ y [aN(t), bN(t)[ es el único 
intervalo dyadic [~, ~t,l[ de grado N el cual contiene el punto t. Si t = oo, entonces 

· ( ) b ( ) (2N~+l bN t = oo. Uno verifica que N t = 2 y 

Note que t ~ bN(t) ~ t + 2-N y DN ~ DN+l lo cual implica que bN+l(t) ~ bN(t), 
consecuentemente bN(t) .J.. t, N t oo, para cada t E [0, oo] en n. Así TN .J.. T en n, 
muestra que TN es opcional, sea N 2: 1, w En, t ~O, entonces: TN(w) = bN(T(w)) ~ t 
si y solo si el intervalo de Dyadic de grado N contiene al punto t y es equivalente 
aN(t) > T(w) así [TN ~ t] = [T < aN(t)] E FaN(t) ~ Ft. O 

Proposición 3.3.4. Asumiendo que el proceso X= (Xt) tiene tmyectorias continuas 
derechas casi segummente, X00 es cualquier variable aleatoria F00 -medible y T un 
tiempo opcional. Entonces XT es FT-medible. 

Prueba: Sea TN como en el lema anterior, si w En tal que la trayectoria t-+ Xt(w) es 
continua derecha, entonces la convergencia TN(w) .J.. T(w) implica que: 

así tendremos XTN -+ XT, N t oo, P-as. además, el tiempo aleatorio T tiene rango 
contable en el conjunto DN = {k2-N /k = O, 1, 2, ... }, así la variable aleatoria XTN 
puede ser vista como una muestra de proceso (Xk2-N )k~l en tiempo TN. XTN es FTN
medible, para cada N ~ 1 y FTN .J.. FT y 

Y = lím sup XTn = lím sup XTn es FTN - medible 
n n 

para cada N> 1, puesto que FT = nN>lFTN se sigue que Y es FT-medible, finalmente 
XT =Y, p-as, y el a-algebra FT contiene los conjuntos nulos, XT es FT-medible.O 

Teoremas de convergencia 

Teorema 3.3.5. Teorema de convergencia de submartingalas 
Asumiendo la submartingala continua derecha (Xt) satisface K = supt E(Xi) < oo, 
entonces:. 

(i) X00 = límttoo Xt E ~ existe P-as, y satisface E(X;;;J < oo. 

(ii) Si E(Xt) > -oo, para algún t, entonces Xoo E L 1(P). 
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(iii) Xt ~ E(Xoo/ Ft), Vt ~ O si y solo si la familia {Xi jt ~ O} es integrable 
uniformemente. 

(iv) Si (Xt) es integrable uniformemente, entonces Xoo E L1(P) y Xt-+ Xoo en L1(P), 
cuando t too. 

Prueba: 
(i) Sea S~ (0, +oo[ denso contable, para números reales a< ¡3, T ~S y 

UJa, /3[= sup{UJa, /3[/T ~ S finito} 
S T 

y como T está contenido en S n [0, m], m ~ 1, se sigue que Usn¡o,m]]a, f3[t Us]a, ¡3[, 
m too, en cada punto den por la convergencia monótona: 

E(UJa, ¡3[) = 1~ E( U ]a, ¡3[) ~ ~ ~ 1:1 < 00 

S Sn[O,m] 

En particular Us]a, !3[< oo, P-as. Sea ahora w E n tal que f(t) = Xt(w) continua 
derecha pero límttoo Xt ( w) no existe (en R). Escogemos números reales a, ¡3 tal que 

líminf <a< ¡3 < límsupXt(w) 
ttoo ttoo 

f(t) cruza entre a y ¡3. Por la continuidad derecha la restricción f /S decrece entre a 
y ¡3 y implica que Us]a, f3[(w) = oo, el cual es imposible para P-ae, w En y el límite 
X00 (w) = límttoo Xt(w) existe en JR, P-ae, w E 0: Además, por el lema de Fatou: 

E(X!) = E(lím inf X;t) ~ lím inf E(X;t) < K < oo 
n n 

(ii) Notemos E(Xt) t y Xoo = límn Xn, si E(Xt) > -oo para algún t ~ O entonces 
E(Xn) > -oo, para algún n ~ 1, y sigue que como en el caso discreto. 
(iii) Sea Xt ~ E(Xoo/ Ft), Vt ~O y 

O ~ Xt ~ E( X!/ Ft) t > O 

La integrabilidad de {xt+ jt ~ O} sigue de la integrabilidad uniforme de la familia 
{EFt(X~Jt ~. 0)}, asumiendo que la familia {Xi jt ~.O} es integrable uniformemente 
entonces E(X~J < oo, de acuerdo a (i) y mostramos que Xt ~ E(Xoo/ Ft), equivalen
temente: 

E(Xt1A) ~ E(Xoo1A), Vt ~O, A E Fo (O) 

Fijando r <O, Xt(r) = Xt V r, entonces (Xt(r))t_ es una submartingala. Fijando t ~-O 
y A E Ft y m ~ t. Entonces E(Xt(r)1A) ~ E(Xm(r)1A), m t oo y observando la 
integrabilidad uniforme de {X;!/ m ~ 1} implica que la integrabilidad uniforme de 
{Xm(r)/m ~ 1}, obtenemos: 

35 



r -1- -oo ahora (O) por convergencia decreciente, {Xt(r)jr ~ 1} y {X00 (r)jr ~O} son 
acotados y por la función, x: y x;;;; respectivamente. 
(iv) Note que Xt -t Xoo en L1(P), t too si y solo si Xtn -t Xoo en L1(P), n too, para 
cada sucesión tn t oo.D 

Teorema de convergencia de martingalas 

Teorema 3.3.6. Sea X = (Xt)t~o martingala continua derecha L1-acotada enton
ces Xoo = límttoo Xt existe P-as, y es una variable aleatoria integrable. Además, las 
siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) Xt = E(Xoo/ Ft), Vt 2:: O. 

(ii) (Xt) es integrable uniformemente. 

(iii) Xt -t X 00 en L1-norma, cuando t t oo. 

Prueba: (i) => (ii). 
( ii) => ( iii) Sea Xt -t Xoo en L1~norma, t t oo si solo si Xtn -t X 00 en L1-norma 
cuando n t oo, para cada sucesión tn t oo 
( iii) => ( i) Asumiendo que Xt -t Xoo en L1-norma t t oo, fijando t ~ O. mostraremos 
que Xt = E(Xoo/ Ft), o E(XtlA) = E(XoolA), VA E Ft, así sea el conjunto A, entonces 
E(XtlA) = E(XnlA) Vn ~ t por la propiedad de martingala, sea n t oo entonces 
E(XnlA) -t E(XoolA), por convergencia de norma Xn -t Xoo y sigue que E(XtlA) = 
E(XoolA) O 

Corolario 3.3.1. Sea Z E L1(P) y X = (Xt) una versión continua derecha de la 
martingala E(Z/ Ft) t ~O, entonces Xt -t E(Z/ Foo) t too casi seguramente y en L1 

Corolario 3.3.2. Para una martingala continua derecha X = (Xt)t~o, las siguientes 
condiciones son equivalentes: 

(i) X es cerrado. 

(ii} X es integrable uniformemente. 

(iii) Xt -t Z en L1-norma, cuando t t oo, para alguna variable aleatoria integrable 
z. 

Prueba: ( i) -t ( ii) Si Xoo E L1 (P) es un último elemento para X, entonces Xt = 
E(Xoo/ Ft), para todo t >O, y la integrabilidad uniforme de X es dada. 
(ii) -t (iii) Se entiende de los anteriores teoremas. 
(iii) -t (i) Asumiendo que Xt -t Z E L1(P), en L1-norma,tt oo, Xoo = E(Z/ Foo) es 
un último elemento para X, puesto que Xoo es F00-medible y satisface E(Xoo/ Ft) = 
E(Z/ Ft), t ~O y es suficiente mostrar que Xt = E(ZJ Ft), t 2:: O. O 

Teorema 3.3.7. Teorema de muestra opcional 
Sea (Xt)o<t<oo submartingala cerrada continua derecha. Entonces tendremos 
E(Xt), E(Xt) < oo y 

Xs ~ E(XT/Fs) 

para tiempos opcionales S~ T(no necesariamente finitamente valuado). 
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Similarmente para supermartingalas y la igualdad en caso de una martingala. 
Prueba: 

Sea S, T tiempos opcionales satisfaciendo S ~ T, 
(i) Sea E(Xo) > -oo (Xt ~ L1(P)) así: 

Sn,Tn: n-+ {k2-n/k ~O} U {oo} 

y satisfacerá Sn ~ Tn, Bn -l. S y Tn -l. T así Xsn, Xrn pueden ser vistas como muestras 
de la submartingala (Xk2-n)o$k$oo así: 

E(X~J, E(XjJ < oo 

y 

además: 
Fsn -l. Fs y Xsn -+ Xs, y Xrn -+ Xr 

por la continuidad derecha de X, cuando n too en (1) necesitamos la convergencia, 
así mostramos que (Xsn), (XrJ son integrables uniformemente, (Xk2-n )osoo con O~ Sn 
implica que E(Xsn) ~ E(Xo) > -oo, además, (Fsn) es no-decreciente y Sn+l ~ Sn 
implica que: 

Xsn+l ~ E(Xsn/ Fsn+l) 
(Xsn) es una submartingala revertida con: 

E(Xsn) ~ E(Xo) > -oo 
(Xsn) es uniformemente integrable y lo mismo para (Xrn), así Xsn-+ Xs y Xrn-+ Xr 
implica Xs, Xr E L1(P) y sigue que: 

E(Xrn/ Fsn)-+E(XT/Fs) en L 1 (P) 

n too (1) sigue que Xs ~ E(Xr/ Fs) como deseábamos.D 

Corolario 3.3.3. Sea X= (Xt, Ft)o<t<oo una submartingala continua derecha cerrada 
y sea (Tt)o<t<oo una familia no decreciente de tiempos opcionales. Entonces la familia 
(Xrtl Frt)o~t~oo es una submartingala. 

Prueba: libro(5], pág. 63. 
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3.3.2. Martingala local 

Asumiendo la filtración (.Ft)t~o en (n, F, P) continua derecha, aumentada y 
satisfaciendo PrXJ = VtFt ~ F. Enseguida veremos el proceso de localización que es 
descrito líneas abajo, (se dirá parada). 

Localización 

Proposición 3.3.8. Sea X= Xt(w) un proceso adaptado y T: n--+ [0, oo] un tiempo 
opcional {el valor de oo está permitido}. Definimos el proceso xr, por X[ := Xt/\T, 
t ~O, es llamado proceso de parada en tiempo T. Si w En, entonces: 

xr(w) = { Xt(w) , si t-;; T(w) 
t Xr(w)(w) , si t > T(w) 

y esto quiere decir que las trayectorias t --+ Xt(w) son paradas en t = T(w), 
cuando cambia constantemente. Esto justifica la terminología y muestra que el proceso 
xr adquiere todas las propiedades de continuidad del proceso X. Claramente si la 
trayectoria t --+ Xt ( w) es continua( derecha, izquierda) entonces lo mismo es para t --+ 
xr ( w) y también: 

(XS)T = XS/\T 

y en particular (XTl = XT 

Parada X en una constante de tiempo T =a es equivalente a redefinir Xt := Xa, 
para t ~ a equivalentemente, Xf = Xa, para todo t ~ a. 

Teorema 3.3.9. La filtración (Ft/\T )t es continua derecha también. Si X es una 
submartingala continua derecha, entonces lo mismo es verdad para xr relativo a la 
filtración ( Ft/\T )t. 

Prueba: Primero mostraremos que la filtración (Ft/\T )t es continua derecha. Para ello 
se tiene que mostrar que ns>tFs/\T ~ Ft/\T, para todo t ~ 0 y A E ns>tFs/\T· También 
mostramos que A E Ft/\T, es decir, A n [t 1\ T < r] E Fr para todo r >O. Sea r ~ O, 
desde que A E Fs/\T, tenemos A n [s 1\ T < r] E Fr, para todo s > t. Elegimos una 
sucesión (sn) tal que Sn > t y Sn ..j.. t, cuando n too. Entonces sn 1\ T ..j.. t 1\ T y conse
cuentemente [sn 1\ T < r] t [t 1\ T < r], An [sn 1\ T < r] tAn [t 1\ T < r], cuando n too, 
por lo tanto A n [sn 1\ T < r] E Fr, para todo n ~ 1, se sigue que A n [t 1\ T < r] E Fr, 
esto muestra la continuidad derecha de (Ft/\r)t· 
El proceso xr = (Xt/\T )tes adaptado para la filtración (Ft/\T )t, la continuidad derecha 
la adquiere del proceso X .O 
Sea A E F un subconjunto de n. Si X = (Xt) proceso estocástico, definimos el 
proceso estocástico Y= lAX como yt(w) = lA(w)Xt(w), t ~ 0, w E n, por lo tanto, 
la multiplicación de X por lA afecta la trayectoria de X en un camino muy simple. 
Las trayectorias de t--+ Yt(w), están de acuerdo con t--+ Xt(w), si w E A, y es cero en 
otro caso. 
Si X es (Ft)-adaptado y A E Fo, entonces Y = lAX es Fradaptado también. Siendo 
ahora T un tiempo opcional, entonces A= [T >O]_ E F0 , por lo cual, si X es un proceso 
adaptado entonces también es el proceso l¡r>o]X. 
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Definición 3.14. Un tiempo opcional T se dice que reduce al proceso X, si el proceso 
l¡r>o]XT es una FtAr-martingala. El proceso X es llamado una martingala local si 
existe una sucesión de tiempos opcionales Tn tal que: 

(a) Tn t oo,p-as. 

(b) Tn reduce X, para cada n 2::: l. 

en este caso decimos que la sucesión (Tn) reduce X. 

Observamos que la definición de martingala local depende de la filtración (Ft) y 
debería llamarse más propiamente (Ft)-martingala local, sin embargo, se le llamará 
simplemente martingala local. 
Si el proceso X es adaptado continuo a la derecha, entonces el proceso l¡r>oJXT es 
adaptado para la filtración (FtAT ). Asumiendo X continuo derecho y (Tn) sucesión 
reducida de tiempos opcionales para X. Fijando t 2::: O, l¡Tn>OJX[n es Ft-medible, para 
cada n 2::: 1, p-as n t oo se sigue que Xt es Ft-medible, por lo tanto, una martingala local 
continua derecha es automáticamente ( Ft )-adaptado. Ahora, si X es una martingala, 
entonces E(IXtl) < oo y sigue que IXtl p-as para cada t 2::: O. Ahora es fácil de ver que 
martingala local tiene la misma propiedad. En consecuencia martingalas locales X, Y 
pueden ser medibles y (X + Y)t = Xt + yt. 

Proposición 3.3.10. Sean Xt, yt procesos adaptados, continuos derechos y S, T tiem
pos opcionales entonces: 

(a) Sea Yt = xr o Yt = l[T>O)xr Entonces Yt es una (Fti\T)-martingala si y solo si 
es una (Ft)-martíngala. 

(b} Si X es una (Ft)-martingala, entonces también lo es xr y lAX, para cada con
junto A E F0 • En particular X es una martingala local. 

(e) Si X es una martingala local, entonces lo son xr, lA X y Yt = Xt- X0 , para cada 
conjunto A E Fo. 

( d} Si Xi es una martingala, entonces T reduce X, así X0 es integrable y T reduce 
X, entonces Xi es una martingala. 

(e) Si T reduce X y S ::;; T, entonces S reduce X. 

(f) Sea X una martingala local. Entonces existe una sucesión reducida (Tn) para X 
tal que Tn too en cada punto de O y (l¡Tn>OJX[n)t es una martingala uniformemente 
integrable, para cada n 2::: l. 

Observación X continuo derecho y adaptado, el proceso X'{ es (Fti\T )-adaptado y 
así mismo el proceso Yt = l¡r>oJXT. 

Prueba: (a) {= La filtración (Fti\T )t satisface FtAT ~ Ft, Vt 2::: O, sin embargo, Yt es una 
martingala con respecto a la filtración ( Ft), entonces es una martingala con respecto a 
cualquier filtración ( Gt) el cual satisface Gt ~ Ft, t 2::: O y es adaptado. Para ver esto 
notemos que para O ::::; s < t la esperanza condicional E(Yt/ Ft) = Ys es en realidad 
G8-medible y Ys = E(Yt/ Fs) = E(Yt/Gs) como deseábamos. 
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=>Asumiendo que Yt es una martingala relativo a la filtración (Fti\T )t, con la filtración 
( Ft) mostramos que: 

E(Yt,A) = E(Ys,A) o~ S~ t 

Para todos los conjuntos A E FsAT, asumiendo que O ~ s ~ t y A E Fs y sea A = 
(A n [T ~ s}) U (A n [T > s]), el conjunto B = A n [T > s] está en FsAT y 

E(Yt; A n [T > s]) = E(Ys; A n [T > s]) ... (2) 

en el conjunto A n [T ~ s] tendremos XtAT = Xr = XsAT y Yt = Ys así: 

E(Yt; A n [T ~ s}) = E(Y8 ; A n [T ~ s]) ... (3) 

(b) Sea X una (Ft)-martingala, entonces X[ es una (FtAr)-martingala. De (a) se 
sigue que es una (Ft)-martingala. Sea A E F0 , el proceso Y = lAX es definida por 
Yt(w) = lA(w)Xt(w). Así la integrabilidad de Yt sigue de la integrabilidad de Xt. Sea 
O~ s < t puesto que la función lA es acotado y F8 -medible, tendremos que: 

E(Yt/ Fs) = E(lAXt/ Fs) = lAE(Xt/ Fs) = lAXs = Ys 

así Yt es una (Ft)-martingala. 
(e) Sea (Tn) sucesión reducida de tiempos opcionales para X, fijando n 2: 1 usando 
(a) l[Tn>O]XTn es una (Ft)-martingala, en particular l[Tn>O]Xo = l[Tn>O]XTn E L1(P), 
así l¡rn>OJ ~Tn = l¡rn>OJX[n -l¡rn>o]Xo es una martingala consecuentemente la sucesión 
(Tn) reduce Y. 
l[Tn>O](XTfn = (l[Tn>O]XTn)T es una (Ft)-martingala así la sucesión (Tn) reduce XT. 
Sea A E F0 para cada tiempo opcional T se tendrá (lAX)T = lAXT y l[Tn>O](lAXfn = 

lA(l¡rn>olXTn) el cual es una (Ft)-martingala, de acuerdo a (e) la sucesión Tn reduce 
lAX. 
(d) X[ es una martingala, entonces es l¡r>o¡X[, es decir, T reduce X, asumiendo Xo 
integrable y T reduce X' es decir' l[T>O] xr es una martingala. Entonces: 

X[= l[T>O]X[ + l[T=O]X[ = l[T>O]X[ + l[T=O]Xo 

es una martingala también. 
(e) Si T reduce X y S < T, entonces Mt = l¡r>o]XtAT es una martingala y [S > 
O] ~ [T >O] y así l¡s>o] = l¡s>o]l[T>OJ, aplicando tiempos opcionales Tt = t A. S y (e) 
l¡s>o]XtAS = l¡s>o]MtAS es una martingala, así S reduce X. 
(!) Sea Rn sucesión reducida para X y escogemos N~ f2 (nulo), tal que Tn(w) too, 
para todo w E Nc' Sn = nlN+RnlNc entonces Sn t 00 en cada punto den y Sn = Rn, 
P-as, (Ft) es aumentada, así Sn es un tiempo opcional. n 2: 1, entonces l¡sn>OJxfn = 
l[Rn>OJxfn, P-as. para cada t 2: O y sigue que l¡sn>OJXfn es una martingala así (Sn) 
reduce X. Sea Tn = Sn A. n entonces Tn too, de acuerdo a (e), la sucesión (Tn) reduce 
X, fijando n 2: 1 Yt = l¡sn>OJXfn es una martingala, podemos escribir l¡rn>o]X[n = 
l¡rn>O] Yt"n' puesto que ftAn es una martingala con un último elemento Yn integrable 
uniformemente, lo mismo es para l¡rn>o]X[n .O 

Para cada a > o sea Ta la clase de todos los tiempos opcionales T : n -+ [0, a]. El 
proceso continuo derecho y adaptado X se dice que es de clase D L, si la familia de 
variables aleatorias (Xr)TETa' es uniformemente integrable para cada a> O. 
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Proposición 3.3.11. Una martingala local continua derecha es una martingala si y 
solo si es de clase D L 

Prueba: libro[5], pág. 68. 

Proposición 3.3.12. Una martingala local continua derecha X es uniformemente 
acotado o satisface E(supt$a IXtl) < oo, paro cada a > O, entonces es una 
martingala. 

Prueba: libro [5], pág. 69. 

Lo siguiente muestra que siempre hay una sucesión reducida canónica para una 
·martingala local continua. 

Proposición 3.3.13. Sea X una martingala local continua. Entonces Tn := ínf{t ~ 
0/ 1 Xt 1> n} define una sucesión reducida (Tn) de tiempos opcionales para X. En 
realidad, cualquier sucesión (Sn) de tiempos opcionales el cual satisface Sn t oo y 
Sn :::; Tn reduce a X y satisface: 

Así la martingala (l¡sn>o]Xfn )t es uniformemente acotado y asímismo uniformemente 
integrable, para cada n ~ l. 

Prueba: Mostramos primero que Tn es un tiempo opcional, para cada n ~ l. Sea t ~O, 
entonces Tn(w) < t si y solo si IXq(w)l > n, para algún número racional q <t. Así: 

Sea (Sn) sucesión de tiempos opcionales tal que Sn :::; Tn, para todo n > 1, fijando 
n ~ 1 la continuidad izquierda del proceso X implica que IXfn 1 :::; n, as. en el 
conjunto [Tn > O] y es subconjunto [Sn > 0], implica (5) el proceso (1¡sn>OJXfn)t es 
una martingala local, el cual es uniformemente acotada y asimismo una martingala. 
Así la sucesión (Sn) reduce X. O 

41 



3.3.3. Martingala cuadrada integrable 

Una martingala (Mt) es llamada cuadrada integrable si esta satisface que: 

E(Mt2) < oo, 

es decir, Mt E L2(P), para todo t 2: O. 
En este caso Ml es una submartingala y así mismo la función t -+ E( Mf) no decre
ciente. 
La martingala Mt es llamada L2-acotada si esta es cuadrada integrable y satisface 

En este caso la martingala Mt es uniformemente integrable y consecuentemente tiene 
un último elemento Moo el cual satisface, M00 = límttoo Mt, casi en todo punto(p-as), 
y por el lema de Fatou se tendrá lo siguiente: 

E(M!J ~ E(líminf M~)~ líminf E(M~) 
n n 

y usando la desigualdad de Jensen para esperanza condicional se tendrá: 

Integrando sobre f!, se obtiene: 

Combinando con lo anterior vemos que: 

especialmente Moo E L 2(f!, F00 , P). 
1í2 denota el espacio de todas las martingalas continuas derechas L2 - acotadas y 

M E 1-l2 vemos que ll·lb es una norma en 1-l2 y la aplicación 

M-+ Moo E L2(f!, F00 , P) 

que es una isometría. Es también suryectiva, si fE L2(f!, F00 , P), entonces la martinga
la Mt =E(! 1Ft) tiene una versión continua derecha. De la desigualdad de Jensen para 
esperanza condicional: 

Mt2 ~ E(P 1Ft) 

Integrando sobren obtenemos E(Mf) ~ E(F2
). Tomando el supremo sobre todo t 2: O 

se sigue que: 
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por lo tanto, M E 1l2
, además, Moo = f, consecuentemente el espacio 1l2 es isométrica

mente isomorfo al espacio de Hilbert L2 (0, F00 , P) y, además, es un espacio de Hilbert 
el mismo, de esto se sigue: 
que el producto interno en 1l2 es dado por: 

M, N E 1l2 . 

Para M E 1l2
, M~= supt~o IMtl, la continuidad derecha de M implica que M~ es una 

variable aleatoria no negativa medible. M~ es llamada la función maximal del proceso 
M. Luego: 

IIMib ~ IIM~IIL2 ~ 2IIMII2 

Puesto que Ml < (M~?, tomando el supremo sobre todo t :;:::: O. Fijando n :;:::: 1 y 
M~= supt:=;n IMtlluego,-tendremos: 

cuando n too, y siguiendo será: 

E[(M~)2) ~ 411 M 11~ 

Consecuentemente, para M E 1l2 , la función maximal M~ es cuadrada integrable y 
IIMII = IIM~IIL2 define una norma equivalente en 1l2

. Sin embargo, con respecto a 
esta norma 1l2 no es un espacio de Hibert grande. H2 denota el espacio de martingalas 
continuas L2

- acotadas y H5 ={M E H2 1Mo =O} claramente H5 ~ H2 ~ 1l2 son 
subespacios de 1l2• 

Proposición 3.3.14. Los subespacios H 2
, H5 son cerrados en 1l2 . 

U na martingala Mt es llamada uniformemente acotada, si esta satisface 1 Mt 1 ~ K < 
oo, P-as, para todo t :;:::: O y alguna contante K, claramente tal martingala estará en 
1l2 con IIMII2 ~K. 

3.3.4. Variación cuadrática 

Definición 3.15. Un proceso A es llamado proceso de variacwn acotada, si la 
trayectoria (camino) t 2: O -+ At( w) es de variación acotada en intervalos finitos, 
para casi todo w, P-ae, w E O. 

Claramente cada proceso creciente A tiene esta propiedad. Considerando una 
martingala cuadrada integrable continua M, entonces Mf es una submartingala, 
pero no una martingala si no es constante en el tiempo. Veremos que Ml difiere de 
una martingala por un único proceso creciente únicamente determinado continuo At 
con A0 = O, llamado la variación cuadrática de M. 

Proposición 3.3.15. Sea Mt una martingala cuadrada integrable. Entonces: 
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Prueba: Sea O :5 a~ s :5 t, entonces E[Ms(Mt- Ms)/ Fs] = MsE[Mt- Ms/ F8 ] =O, 
condicionando en Fa, obtenemos E[Ms(Mt - Ms)/ Fa] = O, y observando que 
(Ml- M;) - (Mt- M 8 )

2 = 2M8 (Mt- Ms) y terminamos tomando la esperanza 
condicional. O 

Sea O :5 a :5 b :5 s :5 t, mostramos que E[Ma(Mt- Ms)/ Fa] =O integrando sobre 
O obtenemos E[Ma(Mt- Ms)] =O, i.e, Ma j_ Mt- Ms en el espacio de Hilbert L2(P) 
de esto Mb- Ma j_ Mt- Ms. 

Proposición 3.3.16. Asumiendo que la martingala local continua M es también un 
proceso de variación acotada. Entonces M es constante {tiempo}, es decir, Mt = Mo, 
P-as, para cada t 2:: O. 

Prueba: Reemplazando Mt con la martingala local continua Mt- M0 asumiendo M0 = O 
se prueba que Mt = O, P-as, para cada t 2:: O. Sea ltt( w) la variación total de la 

··trayectorias--+ M8 (w) en [0, t], la función creciente t--+ ltt(w) es continua siempre que 
la trayectoria t --+ Mt ( w) es continua y de variación acotada en intervalos finitos y por 
p-ae. w E 0, 
(A) Asumimos M una martingala satisfaciendo lvtl :5 K, P-as, para todo t 2:: O y 
alguna constante K. De Mo =O tenemos !Mtl = !Mt- Mol :5 vt :5 K, P-as, Vt 2:: O 
Fijando t > O sea ~. = {O = to < t1 <, ... , < tn = t} una partición de [0, t) sea 
11~11 = máxj<n !ti+l- ti! y integrando sobre 0: 

n n 

E[Mt2] = E[Mt2 - M~]= E[L(Mt~ - Mt:_J] = E[L(Mtj- Mtj_1 ?] 
j=l j=l 

con 11~11 --+ O, entonces vt supj !Mti - Mti_ 1 ! converge a cero en todo w E n para el 
cual Vt(w) < oo y la trayectorias E [0, t] --+ Mt(w) es continua en el intervalo [0, t] 
y así mismo P,...ae, w E n, este integrando es uniformemente acotado por 2K2 , por el 
teorema de convergencia dominada: 

E[vt sup !Mtj - Mti_1 1) --+ O 
j 

así E(Ml) = O, y Mt = O P-as, como se quería. 
(B) Sea ahora Mt martingala local continua, para cada n 2:: 1, 

Tn = ínf{ t 2:: 0/vt > n} ( = oo en [vt :5 n, Vt 2:: O]) 

Tn es un tiempo opcional, la finitud de vt implica Tn too, P-as, n too, fijando n 2:: 1, 
el proceso Mtn es una martingala local con Mg'n = O y es un proceso de variación 
v; ( MTn), y satisface: 

Así M'{nes una martingala local acotada uniformemente y así mismo una martingala y 
se sigue de (A) que Mtn = O, P-as, Vt 2:: O, n t oo así Mt = O, P-as, Vt ~ 0.0 
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Corolario 3.3.4. Sea Xt cualquier proceso. Entonces hay al menos un proceso de 
variación acotada continua At tal que Ao = O y la diferencia Xt - At es una martingala 
local. 

Prueba: Si At, Bt son procesos de variación acotada continua tal que A0 = B0 = O y 
ambos Xt-At y Xt- Bt son martingalas locales, entonces Bt-At es una martingala local 
continua el cual es también un proceso de variación acotada por lo anterior así Bt-At = 

B0 - A0 = O, P-as, para cada t ~ O. O 

3.3.5. El proceso de variación cuadrática 

Sea X un proceso y O :=:; a < b, para una partición 6. = {a = t0 < ... < tn = b} del 
intervalo [a, b] sea 116.11 = máxi<n lti+l- til definimos la variable aleatoria: 

n 

Qb.(X) = I:)xtj - Xtj-1)2 (1) 
j=l 

Más generalmente, si 6. = {O = to < ... < tn < ... } cualquier partición del intervalo 
[0, oo[, y definimos el proceso Qf(X): 

k(t) 

Qf(X) = (Xt- Xtk) 2 + L)Xtj- Xtj-1?, t ~O 
j=l 

Donde el índice es definido por k(t) = máx{k ~ O!tk ::; t}, por lo tanto: 

b. . 
Qt (X) = Q b.(t) (X) 

Donde D.(t) es la partición 6.(t) = (6. U { t}) n [0, t] del intervalo [0, t]. Si la partición 
6. contiene el punto t, entonces se simplificará lo anterior como: 

n 

Qf(X) = l)Xtj- Xti_1 )
2 

j=l 

Donde el índice n es definido por t = tn. Este es el caso en particular si 6. es una 
partición del intervalo [0, t], el cual puede ser considerado como una partición de [0, oo[ 
conteniendo el punto t. En este caso Qf(X) = Qb.(X). 

Teorema 3.3.17. Sea M una martingala continua uniformemente acotada. Entonces 
existe un único proceso de variación acotada continua A tal que A0 = O y la diferencia 
Ml - At es una martingala. El proceso A es llamado la variación cuadrática de M 
denotada como (M). La variación cuadrática (M) es un proceso adaptado creciente y 
tendremos que (M)t E L2 (P) y: 

(M)t = lím Q,dM) E L2(P), para cada t >O 
llb.ll-+0 

Donde el límite es tomado sobre todas las particiones 6. del intervalo [0, t]. 
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Prueba: 
La unicidad del proceso A ya fue vista anteriormente, así si Ml - At es una 

martingala adaptada, el proceso At = M? - (Ml - At) es también adaptada. 
Escogemos un K < oo constante tal que: 

!Mt!::S:K, P-as Vt>O 

(a) Motivación.-
Fijando t > O y considerando cualquier partición ~ = {O = t0 < t1 < ... < tn = t} de 
[0, t]. Si el proceso M? - At es una martingala, un reordenamiento de términos en la 
ecuación martingala muestra que: 

Asumiendo el incremento r- s pequeño. La continuidad del proceso A, M y la continui
dad derecha de la filtración (Ft), el incremento Ar- A 8 y Mr- M8 son casi F8-medibles 
y con la esperanza condicional resulta una igualdad aproximada. 

Así, si 11 ~ 11 es pequeño, entonces: 

Ati- Ati_1 ~ (Mtj- Mti_ 1? 
asumiendo sobre j = 1, 2, 3, ... n, Ao =O y con la propiedad telescópica tendremos: 

n 

At ~ l:(Mtj - Mtj_1 )
2 = Qa(M) 

j=l 

11~11-+0. 

(b) Sea ~ = {O = t0 < t¡ < t2 ... < tn < ... } cualquier partición del intervalo [0, oo[ 
el cual tiene puntos finitos en cada intervalo finito. Entonces el proceso Ml- Qf(M) 
es una martingala continua. 
Claramente el proceso Ht = Ml- Q~(M) es continua y satisface que Ht E L 1 (P) para 
todo t ~ O, reordenando se tendrá: 

E[Q~(M)- Q~(M)/ Fs] =E[ M[- M;/ Fs] 

para todo O$_ s < t, considerando as, t y m= k(s) = máx{k/tk < s} y n = k(t), y 
tendremos m< n, 

n 

Q~(M) = (Mt- Mtn) 2 + L(Mtj- Mtj_ 1 )
2

, 

j=l 

m 

Q~(M) = (Ms- Mtm) 2 + L(Mtj- Mtj_1 )
2

, 

j=l 
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n 

Qf(M)- Q~(M) = -(Ms- Mtm)2 + L (Mtj- Mtj-1? + (Mt- Mtn?, 
j=m+1 

y con la propiedad telescópica, se tendrá: 
n 

E[Qf(M)-Q~(M)/Fs] = EpJ(Mfm -M;)+ L (Mt~-Mf;_J+(M[-M~J] = E[M[-M;/Fs]· 
j=m+1 

como se deseaba. 
(e) Para r > O el límite: 

Ar = lím Q~(M) existe en L2(P), 
11~11--+0 

donde una partición~ de [0, r] puede ser vista como una partición de [0, oo[ conteniendo 
el punto r. Consecuentemente: 

n 

Q~(X) = Q~(X) = L(Xtj- Xtj_¡} 2
, 

j=1 

donde tn = r. Fijando r >O, por la completitud de L2(P) es suficiente mostrar que: 

IIQ~1 (M)- Q~2 (M)IIL2-+ O, cuando ll~1ll + ll~2ll-+ O 

Sea ahora ~t, ~2 cualquiera de las particiones de [0, r] y sea ~ = {O = s0 < ... < 
Sm = r} denota el común refinamiento. De acuerdo a (b), el proceso M{ - MtLl1 (M) y 
M{ - Qf2 (M) son ambas martingalas. Tomando la diferencia vemos que el proceso: 

Xt = Qf1 (M)- Qf2 (M) 

es una martingala, también el cual es uniformemente acotada y continua. Aplicando 
(b) X'f- Qf'(X) es una martingala y tiene una media constante, puesto que X0 =O, 
el proceso termina en cero (t =O) y la media constante es cero, así: 

y sea yt = Qf1 (M) y Zt = Qf2 (M) entonces Xt = yt - Zt y así Q~ (X) es una suma de 
la forma: [(Ysj- YsJ_J + (ZsJ- Z8J_ 1 )]

2 , usando (a- b)2 ~ 2(a2 - b2
) en cada sumando 

vemos que Q~(X) ~ 2[Q~(Y) + Q~(Z)] y por simetría es suficiente mostrar que: 

E(Q~(Y))-+ O cuando ll~1ll + ll~2ll -+O 

note que: 
m 

Q~(Y) = L(Ysk- Ysk_J 2 

k=1 

y denota los puntos de la partición ~1 por tj con tn = r. Al dar un estimado para 
Q~(Y), k< m y la elección del índice j, tal que ti ~Sk-i< sk ~ tj+l· Esto es posible 
puesto que ~refina ~1 . De la definición anterior se sigue: 

Yak- Ysk_ 1 = Q!1(M)- Q!~1 (M)= (Msk- Mtj) 2
- (Msk- 1 - Mt3 )

2 
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y, además: 

donde, para 6 > 0: 
C(6) = sup IMs + Mq- 2Mtl2 

y el supremo es tomado sobre todos los números s, q, t E [0, r] tal que t $ q < s y 
s- t < 6. De la continuidad de M podemos restringir nosotros mismos a números 
racionales t, q, s sigue que C(6) es medible y variable aleatoria no negativa. 
Observamos que IMI $ K así IC(6)1 $ 16K2

• Si w E n es tal que la trayectoria 
tE [0, r]-+ Mt(w) es continua y uniformemente continua, tendremos: 

C(6)(w)-+ O, cuando 6 .!-O (12) 

sumando la desigualdad en lo anterior sobre todos los intervalos de ..ó. obtendremos: 

La desigualdad de Cauchy-Schwartz ahora implica que: 

cuando ll..ó.1ll -+ O tendremos E[C2 (II..ó.tll)] -+ O, por acotación, casi seguramente la 
convergencia del integrando. Al verificar lo anterior es suficiente mostrar que el segun
do factor en la derecha de la ecuación anterior permanece acotada por la constante 
independiente de ..ó.1 y ..ó., escribiremos: Qf = Qf'(M), siendo r = sm tendremos: 

m 

Q~ = :2)Msk - Msk-1? 
k=l 

y también se puede escribir: 

L: (Msk - Msk_J 2(Msi - M8i_J2 

l~k<j~m 

m m 

= L(Msk- Msk_J 2 L (Msj - M8 j_¡} 2 

k=l j=k+l 

m m 

= L(Msk- Msk_J2(Q~- Q~) = L(Q~- Q~_)(Q~- Q~) 
k=l k=l 

se sigue que: 

m m 

Q~(M)2 = 2 2)Q~- Q~_-1)(Q~- Q~) + L(Msk- Msk_1)4 

k=l k=l 
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tomando esperanza, de la propiedad martingala de Ml - Q~ (M): 

Puesto que el factor Q~- Q~_1 es acotado F8 k-medible 

E[(Q!- Q!_1 )(Q~- Q!)/Fsk] = E[(Q!- Q!_1 )(Mr- Msk?/Fsk] 

Integrando sobren y observando que (Mt- Ms?::; 4K2 

E[(Q!- Q!_)(Q~- Q!))] = B[(Q!- Q!_
1
)(Mr- Msk) 2

] 

::; E[4K2(Q!- Q!_
1
)], 

donde usamos que Q~- Q~_1 ~O, así tomando esperanza y la propiedad telescópica 
se tendrá· QA - QA a el valor QA - Q0A = QA y 

• Bk Bk-1 r r 

m 

E[Q~(M)2] ::; E[8K2Q~ + L)Msk- Msk_¡) 4
] 

k=l 

usando que: 

se convierte: 

Puesto que el proceso Ml - Q~ (M) es una martingala y así tiene una media cons
tante, tendremos que E[Q~(M)] = E(M;- MJ) ~ E(M;) < K 2 , esto sigue que 
E[Q~(M)2] ~ 12K4 , como deseábamos, esto prueba lo anterior. 
Tendremos la existencia del límite At = límiiAII:-+O Q~(M) E L2(P), para cada t ~ O, 
pero esto no provee todavía al proceso t-+ At, las variables aleatorias At que puedan 
ser escogidas consistentemente con la clase de equivalencia At en L2 que el proceso 
resultante t -+ At tiene las propiedades deseadas, y el proceso A es construido por 
trayeCtorias. 
Fijando r > O y ~n una sucesión de particiones de [0, r] tal que ~n ~ ~n+l y Un.Ó.n 

es denso en [0, r]. Necesariamente entonces ll.ó.nll -+ O, cuando n t oo , escribimos 
Qtn = Qtn(M). Entonces la sucesión Q~n converge en L 2(P) y, reemplazando ~n con 
una subsucesión idónea si es necesario asumimos q_ue: 

L IIQ~n+l- Q~n~~L2 < 00 

n 

fijando n ~ 1, observamos que II!IIL1 ::; llfllp y aplicando la desigualdad Doobls - L 2 

con (p = 2) a la martingala Qtn+l - Qtn, obtenemos: 
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n 

Y En SUPt<r IQtn+I - Qtn 1 < 00, P-as. 
Sea w E ff donde la suma es finita, cuando n t oo la trayectoria continua t E [0, r] -+ 
Qtn(w) converge uniformemente a alguna trayectoria t E [0, r] -+ At(w), el cual es 
continua. Así, en particular Qfn -+ At, P-as, para cada tE [0, r], para tal t: 

E(M;- Q~n/Ft) = Mf- Qt", \In?. 1 n too 

En la izquierda Q~n -+ An P-as, puesto que la sucesión Q~n converge en L2(P), de 
esto se sigue que ArE L2(P) y Q~n -+ Ar en L2(P) y esta en L1(P), así 

E( M; - Q~n / Ft) -+ E( M; - Ar/ Ft) 

en L1(P) y P-as, si b.n es reemplazado con una subsucesión idónea, en la derecha 
Qtn -+ At, P-as, así de lo anterior implica: 

E(M;- Ar/Fr) = Mf- At , P- as. 

Así mismo el proceso M?- At es una martingala en el intervalo [0, r]. Finalmente, 
establecemos la naturaleza creciente de la trayectoria t E [0, r] -t At(w). El proceso 
Q~ no es creciente en el último término, sin embargo, si s, tE b. y s < t, entonces: 

Q.ó. < Q.ó. 
8 - t 

Si ahora s, t E D := Unb.n ~ [0, r] con s < t, entonces existe un índice n0 tal que 
s, t E b.n, para todo n ~ no, para tal n tendremos Q~n ~ Qtn y n t oo, As ~ At, 
P-as. Aquí el conjunto excepcional puede depender en s y t puesto que el conjunto D 
es contable, de esto se sigue que: 

As< At, 

para todos, tE D, con s < t, P-as, es decir, P-ae, toda trayectoria tE [0, r]_-t At(w) 
es creciente en el subconjunto D ~ [0, r], por continuidad y densidad de Des creciente 
en el intervalo [0, r], y así fijando t E [0, r], B = L2 

- límll.ó.ll~o Q.ó.(M) existe, si 
este límite es tomado sobre todas las particiones b. de [0, t]. Para la construcción, 
Qfn -+ At, P-as, donde Qtn = Q.ó.n(t)(M), donde b.n(t) = (b.n U {t}) n [0, t]) y es una 
sucesión de particiones de (0, t] con 11 b.n(t) 11-+ O. De esto sigue que Qtn -+ B en L2

. 

Consecuentemente: 

At = B = L2
- lím Q.ó.(M), P- as 

ll.ó.ll-+0 

Esto nos da el proceso deseado Aten cada intervalo finito [0, r]. De la unicidad en cada 
intervalo, se puede extender At a un único proceso definido en el intervalo [0, oo] con 
las propiedades deseadas. O 
Esto es extendido a martingala local continua. 

Proposición 3.3.18. Sea (Mt) una martingala uniformemente acotada continua y T 
un tiempo opcional. Entonces: 
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(a) E[(M)t] = E[(Mt- Mo)2], para todo t ~O. 

(b) MT es una martingala uniformemente acotada continua y (MT) = (M)T. 

Prueba: (a) la martingala M? - (M}t tiene media constante, así E(M[ - {M)t) -
E[M~ - (M)0] = E[M~] y se sigue de lo anterior que E[(M)t] = E[M[ - M~] -
E[(Mt- Mo)2] 
{b) MT es (Ft}-martingala uniformemente acotada, así la variación cuadrática (MT) 
es definida y es el proceso de variación acotada único continuo A tal que ( MT)2 - A 
es una martingala parada, M2 - (M) en tiempo T, sea (uT)2 - (M)T y puesto que 
(M)T es variación acotada continuo, se sigue que (M)T =A= (MT). O 

Teorema 3.3.19. Sea X una martingala local continua. Entonces existe un único 
proceso de variación acotada continua A tal que A0 = O y X2 - A es una martingala 
local. El proceso A es llamado la variación cuadrática de X denotada como (X). La 
variación cuadrática (X) es un proceso adaptado creciente y será de la forma: 

(X)t = lím Q6(X) en probabilidad, para cada t >O 
11611--+0 

Donde el límite es tomado sobre todas las particiones h. del intervalo [0, t]. 

Prueba: libro[5], pág. 82. 

Proposición 3.3.20. Sea X una martingala local continua y T un tiempo opcional. 
entonces: 

(a) (X) es un proceso creciente continuo con (X)o = O, especialmente (X) ~ O. 

(b) (XT) = (X)T. 

(e) (X) =O si y solo si X es constante (en el tiempo). 

(d) Si A E F0 entonces (lAX) = lA(X). 

Prueba: libro[5], pág. 83. 

Definido (X), X2 es otra vez una martingala local si y solo si (X) , así X 2 

es otra vez una marti11gala local sii X es constante. Introducimos la notación 
(X)~= (X)b- (X)a, siempre que a< b se sigue que: 

(X):= lím Qll.(X) en probabilidad, 
llll.ll--+0 

donde el límite es tomado sobre todas las particiones~ de [a, b]. 

Proposición 3.3.21. Sea X una martingala local continua. Entonces, P-ae w E !1 
tenemos, que para todo O~ a< b, (X}~(w) =O{::? Xt(w) = Xa(w.), V't E .[a,~]. 

Prueba: librof5], pág. 84. 
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Si M es una martingala acotada continua uniformemente (asimismo una mar
tingala local), entonces la variación cuadrática de M, como una martingala de acuerdo 
con la variación cuadrática de M vista como una martingala local, de esto se sigue 
que: 

(M)t = lím Qf(M) 
11~11-+0 

donde la convergencia en L2 implica la convergencia en probabilidad única. 

Ejemplo 3.3.1. Hallaremos la variación cuadrática de un movimiento Browniano uno 
dimensional B = (Bt) con la filtración asociada (Ft), con las siguientes propiedades 
para el movimiento Browniano: 

(a) B es una martingala cuadrada integrable continua. 

(b) El incremento Bt- Bs es independiente de F8 , para todo O~ s <t. 

(e) Bt- B s es una variable normal con media cero y varianza t- s, para todo O ~ s < t. 

Necesitamos que el proceso Bl- t sea una martingala, para ello necesitamos que E[ Bl
t/Fs] = n;- s, equivalentemente E[Bl- n;¡Fs] = t- s, para todo o~ S< t, para S 
y t tendremos: 

y (B)t = t, 'r/t ~ O, así fijando t ~ O, y para cada n ~ 1, An una partición de [0, t], 

t (j- 1)t jt (n- 1)t 
An ={O<-<, ... ,< <- <, ... ,< < t}, 

n n n n 

mostramos que Q~JB)-+ t en L2(P), n too, sea Hi = Bi!- Bu-lJt y Q~JB)- t = 
n n "n (H2 t) '· L...Jj=l i - ñ , y as2. 

n n 

E[(Q~JB)- t?] = E[(L)H]- ~)?] = E[(L Zj)2
], 

j=l j=l 

donde Zi = HJ- fi, para todo j = 1, 2, 3, ... , n donde los Zi son independientes, de 
media cero y ortogonal en L 2(P) así: 

.n n 

E[(Q~JB)- t)2
] = E[(L Zj)2J = L E(ZJ), 

j=l j=l 

donde: 

E(Z~) = E[(H~- _!_?] = E[H~- 2
t H~ + !_] 

3 3 n 3 n 3 n 2 

y el incremento Hi = B i!-B U-l)t tiene media cero, variable normal y varianza (J
2 = fi, 

n n 

tal que el momento será M Hj ( s) = exp( rr~s
2

), donde claramente E( HJ) = (J
2 = ~ y el 
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momento E(Hj) puede ser fijado como la derivada Mjij(O) = 3o-4 = ~: consecuente
mente: 

y 

E[(Q~..(B)- t)2
] = t E(ZJ) = 

2~
2 

-t O, n too 
j=l 

y así (B)t = límntoo Q ~n (B) = t p-as, para todo t 2: O es correcta ( (B)t = t, P - as). 
o 

3.3.6. El proceso de covariación 

Definición y propiedades elementales 

Siendo X,Y martingalas locales continuas. Entonces el producto XY en 
g~neral no es una martingala local. Sin embargo, usando la identidad de 
polarización: 

vemos que: 

1 
(X, Y):= ¡[(X+ Y)- (X- Y)] 

Es un proceso de variación acotada continua tal que (X, Y)0 = O y el proceso 
XY- (X, Y) es una martingala local. Donde (X, Y) es el único proceso de variación 
acotada continua con esta propiedad. Sin embargo, el producto XY es una martingala 
local si y solo si (X, Y) = O. Note que (X, X) = (X) es el proceso de variación 
cuadrática de X. 

n 

Q~(X, Y) = L_(Xt;- Xt;_J(ytj - Yt;_ 1 ), 

j=l 

para cada t > O y cada partición A = {O = t0 < ... < tn = t} del intervalo [0, t], la 
identidad de polarización muestra: 

se sigue que: 

Q~(X, Y) -t (X, Y)t, en probabilidad, con 11 A ll-t O 

El límite es tomado sobre todas las particiones A del intervalo [0, t], si X, Y son 
martingalas uniformemente acotados, entonces la convergencia está también en L2(P). 
Esta representación del límite muestra que el proceso de covariación (X, Y) no es 
afectado si la filtración (Ft) es reemplazado con alguna otra filtración Gt con respecto 
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al cual X, Y son martingalas locales. 
(X, Y) tiene muchas propiedades de un producto interno: Es simétrico, bilineal no 
negativo y satisface (X)= O=> X= O, si restringimos a el proceso X con X0 =O. 
La bilinealidad de (X, Y) es fácilmente establecida de la propiedad universal. 
Puesto que el proceso a(X, Y) es un proceso de variación acotada continuo terminando 
en cero y (aX, Y) es un proceso de variación acotado continuo único A terminando en 
cero tal que (aX)Y- A es una martingala local. Esto sigue que a(X, Y)= (aX, Y). 

Proposición 3.3.22. Sea X, Y martingalas locales continuas y T un tiempo opcional. 
Entonces: 

3.3. 7. Integración estocástica con respecto a procesos de va
riación acotada continua 

Siendo (0, F, P, (Ft)) un espacio de probabilidad filtrado completo. Sea A un proceso 
de variación acotada continua, el cual es adaptado para la filtración ( Ft), para cada 
t ;:::: O, sea !Ait el cual denota la variación total de A en el intervalo [0, t] definido en la 
trayectoria, es decir, IA!t(w) es la variación total de la trayectorias E [O,t]-+ A8 (w), 
para cada w E 0. 
Entonces !Ait es un proceso creciente continuo Ft-adaptado y lo mismo ocurre para 
el proceso IAit- At. Por lo tanto At = !Ait- (!Ait- At) provee una descomposición 
canónica de A como una diferencia de procesos crecientes continuos ( Ft )-adaptado. 
Sea w E n y si la trayectoria Aw : s E [0, oo[-+ A8 (w) es continua y de variación 
acotada en intervalos finitos, entonces esta induce una única medida signo de Borel 
J-t~ en cada intervalo finito 1 = [0, t] tal que J-t~([a, b]) = Aw(b) - Aw(a), para todo 
[a,b] ~l. 
Aw en general no induce una medida de Borel en todo [0, oo[ pero satisface que J-t~ = 
J-t~l¡o,r¡, para todo O< r :'S t. 
Tratando de no depender de t denotaremos simplemente J-tw y escribiremos, J-tw( ds) = 
dA8 (w), es decir, tendremos: 

¡t f(s)dA8 (w) = ¡t f(s)J-tw(ds), 

siempre que la integral exista. Si la trayectoria Aw es no-decreciente, entonces 
induce una única medida de Borel 1:-lw en [0, +oo[ satisfaciendo 1:-lw([a, b]) = Aw(b) -
Aw(a), para todo intervalo finito [a, b] ~ [0, +oo[. 
Este es el caso particular para P- ae, s E [0, +oo[-+ IAis( w) del proceso de variación 
!Al. La correspondiente medida es la variación total !J-twl de la medida J-tw· Nosotros 
usamos la notación iJ-tw!(ds) = idAsl(w), y escribimos: 

¡t f(s)ldAsl(w) = ¡t f(s)!J-tw!(ds) 

siempre que la integral exista. 
Asumiendo ahora que H8 es un proceso con trayectorias medible s -+ H8 (w) 
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satisfaciendo: 

1t IHs(w)ildAsl(w) < oo, P- as, para cada t 2:: O (O) 

entonces, para cada t 2:: O, la integral estocástica lt = J~ H8 dA8 es definida en la 
trayectoria como: 

para P-ae, w E !1. 
Sea B,Bt los a-algebras de Borel en [0, oo[, [0, t] respectivamente. Llamaremos al proce
so H = H(s, w) : R+ x n-+ R medible( conjuntamente), si es medible para el producto 
a-algebra B X F en R+ X n. 
Llamamos aH progresivamente medible, si la restricción de H para [0, t] x n es Bt x Fr 
medible, para todo t 2:: O. 
Puesto que la medibilidad con respecto al producto a-algebra implica la medibilidad de 
todas las secciones, de esto se sigue que un proceso medible H tiene trayectoria medible 
de Borel s -+ H8 (w) y que un proceso progresivamente medible Ht es adaptado para 
la filtración (Ft)· 
Claramente un proceso progresivamente medible H es medible. 
Sea Ltoc(A), denotando la familia de todos los procesos H conjuntamente medibles, de 
valores reales satisfaciendo lo anterior(O). 
Para H E LloAA), t 2:: O, la integral lt = J: H8 dAs es una función definida para casi 
todo punto en n, P-as. 

Proposición 3.3.23. Sea H E Lloc.(A), entonces lt = J~ H8 dA8 es una variable alea
toria, es medible en n, para cada t 2:: O. Si H es progresivamente medible, entonces lt 
es Ft-medible para cada t 2:: O, es decir, el proceso lt = J~ H8 dA8 es Ft-adaptado. 

Prueba: 
Primero vemos que ft es medible. Siendo el proceso A escrito como una diferencia de 

procesos crecientes continuos Ft-adaptado, asumimos que A es asimismo creciente y la 
medida asociada J.Lw positiva. Es suficiente la prueba para H no negativa, la linealidad 
y la usual aproximación de H como el límite creciente de una función simple B x F
medible en R+ x n muestra que podemos restringir a el caso H = lr, donde r ~ 
R+ x n es un conjunto B x F-medible. Aplicando el teorema, II-.A-teorema muestra 
que podemos limitar a rectángulos medibles r de la forma r = [a, b] X F, donde 
O~ a< b < oo y F ~ F, sin embargo, si H = l¡a,b]xF, muestra que lt = lF(Atl\b-Atl\a), 
P-as, para todo t ;:::: O, el cual es medible en n. 
Asumiendo que H es progresivamente medible y fijando t ;:::: O, desarrollando lt = 
¡; HsdAs asiendo uso de la restricción H l¡o,t]xn el cual es Bt x Ft-medible. Así, podemos 
parar la filtración Fs y el proceso As en el tiempo t y reemplazar el a-algebra F con 
Frmedible.O 

Asumiendo que HE Lloc(A), entonces el proceso lt = J; H8 dA8 es también deno
tado como H • A, es decir: 
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El proceso integral H • A es un proceso de variación acotado continuo. 
Si H es progresivamente medible, entonces este proceso es también adaptado. La familia 
de todos los procesos conjuntamente medibles H satisfaciendo la condición fuerte. 

Loo IHs(w)ildAsl(w) < 00 P- as (1) 

es denotado por L1(A). Donde L1(A) ~ Ltoc(A), para H E L1(A) la integral es
tocástica J0

00 H8 dA8 es definido como el límite J0
00 H8 dA8 = límttoo ¡; H8 (w)dA8 (w) por 

P-ae, w E O la existencia del límite es asegurado por (1). 
La variable aleatoria J; H8 dA8 es también denotado (H • A)oo 
Para un tiempo opcional T definimos el intervalo estocástico [(0, T]] como: 

[[0, T]] = {(t, w) E R+ X n;o:::; t:::; T(w)} ~ R+ X n. 

Así X= l[[o,T]] es un proceso estocástico satisfaciendo Xt(w) = l¡¡o,T(w)J](t). De esto se 
sigue que el proceso Z = l¡¡o,T]]H es dado por Zt(w) = l¡¡o,T(w)J](t)Ht(w). 

Y acontinuación damos unas propiedades del proceso integral. 

Proposición 3.3.24. Sea A un proceso de variación acotada continuo, HE Ltoc(A) y 
T un tiempo opcional, entonces: 

(a) H • A = ¡; H8 dA8 es un proceso de variación acotada continuo, si H es progresi-
vamente medible, entonces el proceso H • A es adaptado. 

(b) H • A es bilineal en H y A. 

(e) H • (AT) = (l¡¡o,T]]H) • A= (H • Af. 

(d) Lfoc(A) = Ltac(A- Ao) y H • A= H • (A- Ao), para todo HE Ltoc(A). 

(e) AT = A0 + l[[o,T]] • A, especialmente A= A0 + l• A0 • 

Prueba: (e) Notemos que la correspondiente medida de Lebesgue-Stieltjes, a la tra
yectoria s -t A;(w) no cambia en el intervalo ]T(w), oo[~ R, consecuentemente el 
proceso H • AT constante en este intervalo, lo mismo es obviamente igual de el proceso 
(l¡¡o,TJJH) • A y (H • Af, los tres procesos son correctos en el intervalo [[0, T]]. 
( d) Donde la medida trayectoria probable Lebesgue-Stieltjes correspondiente a A y 
A - A0 coincide. 
(e) Para t 2::: O 

(Ao + l¡¡o,T]] • A)t(w) = Ao(w) + 1t l¡o,T(w)j(s)dAs(w) 

t/\T(w) 

= Ao(w) +Jo ldAs(w) = At/\T(w)(w) O 

acontinuación se verá la siguiente propiedad asociativa: 

Proposición 3.3.25. Si K E Ltoc(A) y HE Lfoc(K • A), entonces HK E Ltoc(A) y 
tendremos H • (K • A)= (HK) • A 
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Prueba: La igualdad (K • A)t(w) = J; K8 (w)dA 8 (w) implica que: 

d(K • A)t(w) = Kt(w)dAt(w) ... (2) 

Para P-ae w E O, esta igualdad se interpreta como: para P-ae. w E O la función 
t -+ Kt( w) es la derivada de Radon-Nikodin de la medida de Lebesgue-Stieltjes corres
pondiente a la trayectoria t -+ (K • A)t(w), así la misma relación ld(K • A)tl(w) = 

IKt(w)lldAtl(w), por la variación total asociada. Así para t 2:. O, tenemos: 

Puesto que HE Lfoc(K • A), se sigue que H K E Ljqc(A). Además, usando (2) 

((HK)•A)t = ¡t HsKsdAs = ¡t Hsd(K•A)s = (H•(K•A))t, P-as en O. O 

Considerando: si el integrador A es un proceso creciente continuo, y asimismo se 
le asocia una medida no negativa Lebesgue-Stieltjes, entonces la integral estocástica 
J0

00 H8 dA8 es definida para cada proceso conjuntamente medible H 2:: O y es una 
variable aleatoria, es decir, es medible, H • A esta definida. 

Desigualdad de Kunita-Watanabe 

Sea M, N martingalas locales continuas y t > O, los procesos de variación aco
tada continua A = (M, N), (M), (N) para w E n, sea J.Lw, Vw, <7w las medidas de 
Lebesgue-Stieltjes: 

J.Lw(ds) = d(M, N)s(w), Vw(ds) = d(M)s(w) y <7w(ds) = d(N) 8 (w) 

en los subconjuntos de Borel de intervalos finitos [0, t], y veremos la relación 
de estas medidas J.Lw, Vw, aw, así la trayectorias-+ As(w) es continua para todo A. 

IJ.Lwl denota la variación absoluta de la medida signo J.Lw· 

Proposición 3.3.26. Para P-ae. w E !1 tendremos: 

1 1 
IJ.Lwl([a, b]) ~ Vw([a, b])2<7w([a, b])2 

para todo subintervalo [a, b] ~ [0, t]. 

Prueba: libro[5], pág. 95. 

Proposición 3.3.27. Para P-ae, w E !1 tendremos: 

para todo conjunto de Borel A e [0, t]. 
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Proposición 3.3.28. Para P-ae w E O tendremos: 

para toda función medible no-negativa de Borel f, g : [0, t] -+ R. 

Prueba: libro[5], pág. 96. 

Proposición 3.3.29. Desigualdad de Kunita Watanabe 
Sea M, N martingalas locales continuas U, V procesos B x F-medibles y t > O. 
Entonces: 

¡t 1 Us Vs 11 d(M, N)s 1< {¡t u;d(M)s}~ {¡t V';;2d(N)s}~ P- as. 

Prueba: libro[5J, pág. 97. 

En un caso particular U = V = 1 muestra que: 

l l 

1 (M, N)t 1 ~ (M)f (N)f, P - as, Vt 2:: O. 

3.3.8. Semimartingalas 

Siendo (0, F, P, (Ft)) un espacio de probabilidad filtrado con la filtración (Ft) 
continua derecha y aumentada. La familia de martingalas locales continuas con respec
to al espacio de probabilidad es un espacio vectorial real, pero no es cerrado respecto a 
la multiplicación. Si X, Y son martingalas locales continuas, entonces el cuadrado X 2 

es una martingala local solo si X es una constante (Xt = X 0 ). Sin embargo, el proceso 
X 2 y XY difieren de una martingala local solo por un proceso de variación acotada 
continua. Donde: 

X 2 =M+A y XY=N+B, 

donde M = X 2
- (X) y N = XY- (X, Y) son martingalas locales continuas y A = (X), 

B = {X, Y) son procesos de variación acotada continua, definimos entonces: 

Definición 3.16. Un proceso X es llamado semimartingala continua si esta se puede 
representar como una suma Xt = Mt + At, t 2: O, donde M es una martingala local 
continua y A es un proceso (adaptado) de variación acotada continua satisfaciendo 
Ao =0. 

Equivalentemente, X es una semimartingala continua si y solo si existe un proceso 
de variación acotada continua A tal que X - A es una martingala local. La condición 
A0 =O puede siempre ser satisfecha y reemplazar A con At- A0 • 

La condición A0 = O asegura que la descomposición X = M + A es única. Donde A 
es un proceso de variación acotada continua único tal que A0 = O y X - A es una 
martingala local, y M= X- A. La descomposición X= M+ A es referida como la 
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semimartingala descomposición de X, el proceso M es llamado martingala local parte 
de X y el proceso A el compensador de X, denotado: 

A=ux 

Notaremos que cada proceso de variación acotada continua A es una semimartingala 
con martingala local parte Mt = Ao y el compensador uA(t) = At- A0, más precisa
mente, una semimartingala continua X es un proceso de variación acotada continua 
si y solo si el compensador satisface ux(t) = Xt- X0 • Si X0 =O, entonces X es un 
proceso de variación acotada si y solo si ux =X y X es una martingala local si y solo 
si ux =O. 
S denotará a la familia de todas las semimartingalas continuas con respecto a 
(0, F, P, (Ft)). Es fácil ver que S es un espacio vectorial real. Pero no es claro aún 
que sea cerrado con la multiplicación. 

Variación cuadrática y covariación 

Si X, Y son semimartingalas continuas, definimos acontinuación el proceso de 
covariación (X, Y) como: 

(X, Y)= (M,N) 

Donde M y N son martigalas locales partes de X y de Y, respectivamente. 
En particular, si A es un proceso de variación acotada continua, entonces A es una 
semimartingala continua, con martingala constante parte. De esto se sigue fácilmente 
que (X, A)= O, para cada semimartingala continua X. 

Si X es una semimartingala continua y X = M + A la descomposición semi
martingala de X. Si T es cualquier tiempo opcional, XT es una semimartingala 
continua con descomposición semimartingala XT = MT + AT. 

3.4. Proceso gaussiano 

Sea (0, F, P) un espacio de probabilidad completo. Los elementos del espacio 
euclidiano Rk son vistos como vectores columnas y denotamos el producto en Rk como 
(t, x) o t.x, es decir: 

k 

(t, x) = t.x = L tj.Xj 
j=l 

para todo vector t - (t11 t2, ... , tk)', x = (x1, x2, ... , Xk)' E Rk donde (') denota la 
transposición. 

Variable aleatoria gaussina 

La distribución normal N = N(J-L, c:r2) en R con media Jl y varianza c:r2 es 
definido por: 

N(dx) = )m exp(- (x; ;? )dx 
(J' 211 (J' 
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la función característica (transformada de Fourier) de esta distribución es dada por: 

N(t) = L eitx.N(dx) = exp(ip,t- ~a2t2 ), tE R. 

En el caso de una distribución normal media cero N= N(O, a 2
) esto se convierte en: 

1 -x2 

N(dx) = e? dx 
aJill ' 

y 
-<T2t2 

N(t) = e-2-, tER 

Y la distribución normal estándar N(O, 1) satisface: 

y 

1 -x2 

N(O, 1)(dx) = r;rr;e-2 dx 
v2II 

t2 

N(O, 1)(t) = e-2 tE R 

para a2 = O la distribución N(O, a 2
) = N(O, O) no esta definida, pero es interpretada 

como N(O, O) = e0 concentrado en un punto (0). 

Proposición 3.4.1. Si Xi : O-+ R, j = 1, 2, 3, ... , k son variables normales indepen-
dientes, entonces el vector aleatorio X= (Xll X2 , ... , Xk)k es Gaussiano. 

Proposición 3.4.2. (Teorema de Correlación Normal). Sea X1, X2, ... Xk : O -+ R 
variables aleatorias. Si la distribución conjunta de los Xi es gauss.iana ( i.e si X = 
(X1, X2 , ... , Xk)') es (una variable aleatoria gaussiana), entonces los Xi son indepen
dientes si y solo si ellos son descorrelacionados. 
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3.5. Movimiento Browniano uno dimensional 

En determinadas ocasiones una gota de agua puede quedar atrapada en un 
fragmento de roca ígnea durante la solidificación de esta. A principios del siglo XIX, 
el botánico escoses Robert Brown descubrió una gota de estas en un trozo de cuarzo. 
El agua pensó Brown, debía haber permanecido inaccesible durante siglos al polen 
y las esporas transportadas por el viento o la lluvia. Al enfocar dicha gota en un 
microscopio, observo trazas de minúsculas partículas suspendidas en la misma que 
oscilaban sin cesar con un movimiento completamente irregular. Este movimiento 
le resultaba familiar a Brown: había observado antes semejante tipo de oscilaciones 
en sus estudios de granos de polen en agua. El nuevo experimento, sin embargo, 
invalidaba la explicación que hasta entonces había propuesto: "la vitalidad se mantiene 
por largo tiempo después de la muerte". Brown concluyó con razón que la agitación 
de las partículas atrapadas en el interior del cuarzo debía ser un fenómeno físico y no 
biológico, pero no pudo llegar a mayores precisiones. 
La explicación del movimiento Browniano hoy se encuentra muy bien asentada. Un 
grano de polen o de polvo suspendido en un fluido se ve sometido al bombardeo 
continuo de las moléculas de éste. 
Una sola molécula difícilmente podría tener suficiente ímpetu para que su efecto sobre 
la partícula en suspensión lo recogiera el microscopio. Ahora bien, cuando muchas 
moléculas chocan con la partícula en la misma dirección, y simultáneamente, producen 
una deflexión observable de su trayectoria. 
El movimiento Browniano es, por consiguiente, un efecto doblemente aleatorio: 
La trayectoria de la partícula en suspensión deviene imprevisible en razón de las 
fluctuaciones arbitrarias de la velocidad de las moléculas circundantes. Por otro 
lado, como el microscopio es esencialmente un filtro que solo pone de manifiesto 
los efectos de fluctuaciones de cierta magnitud en el entorno molecular local, el 
movimiento observado solo insinúa la complejidad de la trayectoria real. Si el poder de 
resolución del microscopio se incrementará en un factor de 10, 100,1000 se detectaría 
los efectos del bombardeo por grupos progresivamente menores de moléculas. A un 
mayor aumento, partes de la trayectoria de la partícula que inicialmente habían apa
recido como rectas se observarían ahora dotadas de una estructura quebrada e irregular. 

En fechas recientes, el estudio del movimiento Browniano ha conducido a la in
vención de importantes técnicas matemáticas para la investigación general de procesos 
probabilísticos. Dichas técnicas se han aplicado al control de "ruido", electromagnético, 
la evolución de ecosistemas, y el comportamiento de los precios de mercado. 
El aparato matemático desarrollado para abordar las fluctuaciones reflejadas en el 
movimiento Browniano puede aplicarse, en líneas generales, a cualquier disciplina en la 
que se pretenda evaluar los efectos de una variable aleatoria. Estas magnitudes suelen 
presentarse en la descripción de muchos fenómenos naturales, por la razón principal: 
los valores de sus variables aleatorias no se conocen o son difíciles de determinar. 
En economía se han utilizado tales técnicas para justificar el comportamiento de 
precios de mercado, tasas de inflación, los intereses. En este contexto, el precio de una 
partida es controlada en parte por opciones de comercio, que son contratos que dan 
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derechos a comprar o vender la partida en un periodo especificado, se espera que el 
precio de la partida fluctue según el número y el precio de las opciones negociadas; 
dicha fluctuación se superpone al precio que presumiblemente determinarían las 
puras fuerzas de mercado en ausencia de opciones. El objetivo es, como siempre, la 
predicción del precio futuro de la partida con la mayor fiabilidad posible. U na vez 
estimados los efectos de una fluctuación aleatoria, lo que se pretendería a continuación 
sería la posibilidad de controlarlos. 

3.5.1. Movimiento Browniano comenzando en cero 

Sea (0, F, P) un espacio de probabilidad completo y sea B = (Bt)tEI: (0, F, P)--+ 
(R1 , B 1 ) es un proceso estocástico real-valuado con índice I = [0, oo[. Entonces Bes 
un movimiento Browniano (comenzando en cero) si: 

(a) B es un proceso gaussiano. 

((3) B0 = O casi seguramente. 

('y) E(Bt) =O y Cov(B8 , Bt) = E(BsBt) = s 1\ t, para todos, t ~O, y · 

(<5) Para cada w E O la trayectoria tE [0, oo[-+ Bt(w) ERes continua. 

La condición ((3) es redundante. El movimiento Browniano puede ser caracterizado por 
un conjunto equivalente de condiciones: 

Proposición 3.5.1. El proceso B = (Bt)t?::.O es un movimiento Browniano si y solo si: 

(a) B0 = O casi seguramente. 

(b) Para O:::; s < t el incremento Bt- Bs es normal con medida cero y varianza t- s; 
Bt- Bs r-v N(O, t- s). 

(e) Para todo O :::; t1 < t2 <, ... , < tn las variables Bt11Bt2 - Bt1 ... Btn - Btn-l son 
independientes. 

(d) Para todo w E O la trayectoria tE [0, oo[-+ Bt(w) E R es continua. 

Prueba: Asumiendo B un movimiento Browniano comenzando en cero de ((3) y ( <5) se 
prueba (a) y (d), faltaría (e) y (b). 
Sea O:::; s < t de acuerdo a/, E(Bs) = E(Bt) =O 

similarmente para E(B¡) = t y, finalmente, E(B8 Bt) = s, sin embargo, (B8 , Bt) es una 
variable aleatoria gaussiana 2 dimensional y, además, es imagen lineal Bt- Bs es una 
variable normal uno dimensional con media E(Bt)- E(Bs) =O y varianza: 
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así Bt- Bs rv N(O, t- s), muestra (b). 
(e) Sea O::::; t1 < t2 < ... < tn, por (a) el vector aleatorio (Bt¡, Bt2 , ••• , Btn) es gaussiano 
y asimismo (Bt1 , Bt2 - Bt1 , ••. , Btn- Btn_1 ) la independencia de las variables Btt, Bt2 -

Btt, ... , Btn - Btn-1 , si: 

y 
E[(Btj - Btj_1 )(Btk- Btk_J] =O, 

para todo j =/:-k, asumiendo k< j y asi tk-1 < tk ::::; ti_1 <ti, sigue que: 

y similarmente: 

E[(Btj - Bti_1 )(Btk - Btk_1 )] = tk- tk- tk-1 + tk-1 =O 

.;:::: Asumiendo ahora (a)-( d) satisfechas, necesitamos verificar (a) y ( 6), notemos 
primero que Bt = Bt- Bo es una variable normal de acuerdo a (a) y (b), sea ahora 
O::::; t1 < t2 < ... < tn, de acuerdo a (b) y (e) Btu Bt2 - Btu ... , Bin- Btn_ 1 son variables 
aleatorias independientes normales. Se sigue que (Btu Bt2 - Btu ... , Btn- Btn_ 1 ) es un 
vector Gaussiano, y la imagen lineal (Btll Bt2 , ... , BtJ , a.Sí Bes un proceso gaussiano, 
esto muestra a. 
Para ( 7) note que (a) y (b) con s =O implica que Bt rv N(O, t) y E(Bt) =O y E(Bl) = t, 
O ::::; s < t entonces E(BsBt) = E[Bs(Bt- Bs)] + E(B;) = E(Bs)E(Bt- Bs) + s = s 
donde usamos la independencia de Bs y Bt- Bs de acuerdo a e.D 
La condición (b) implica que el incremento Bt - Bs son estacionarios, es decir, la 
distribución de este incremento depende des, t a través de t- s. 

) 

' 
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Capítulo 4 

INTEGRACIÓN ESTOCÁSTICA 

En el siguiente capítulo estudiaremos la integral estocástica para dos procesos 
estocásticos llamados integrando (Ht) y integrador (Mt), la integral (Jt = (H • M)t) 
será otro proceso, donde Mt es un proceso estocástico martingala local continua o 
simplemente martingala local continua. 
Se comienza dando los espacios donde podrá ser posible esta integral (Jt = (H • M)t), 
deduciendo la integral (Jt = (H • M)t) de una propiedad en la integral estocástica para 
un proceso de variación acotada continua definida anteriormente. 
Enseguida damos los espacios L[oc(M), A2(M), Ab de procesos progresivamente 
medibles H con características diferentes, en donde la integral ( H • M)t este bien 
definida. De acuerdo a ello se establece la integral estocástica para semimartingala 
continua (X = M+ A) como ( H • X = H • M+ H • A) ya que la integral para martin
gala local continua (M) y proceso de variación acotada (A) fue definido anteriormente. 
Damos la integral general para procesos .JRd_ valuado en este contexto damos la no
tación diferencial dZ = H dX de los procesos Z, H. Luego, la integral de It6 para 

. procesos .JRd-valuado y, finalmente, cambio localmente de medida y la martingala local 
exponencial. 

4.1. Propiedades medibles de procesos estocásticos 

Siendo (0, F, (Ft), P) un espacio de probabilidad filtrado completo, siendo la filtra
ción· 
continua derecha y aumentada (Ft), con Foo = o-(UtFt) y el conjunto TI= [0, +oo[ xn. 
Donde un proceso estocástico X será como una función X : TI ~ R dado como 
X(t, w) = Xt(w), para todo tE (0, +oo[ y w E O. 

Asumiendo: 

El o--algebra F0 , el trivial (consiste de conjuntos nulos y su complemento). 
En consecuencia la variable aleatoria X0 es constante, P-casi seguramente, para todo 
proceso adaptado Xt· 
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4.1.1. Los a- algebras progresivos y predeicibles en I1 

Sean Bt, By B los o--algebras de Borel en [0, t], [0, oo[ y R, respectivamente, para 
cada t ~O. El o--algebra producto B x Fes el o--algebra fuerte que es considerado en II. 
Entonces el proceso X es llamado conjuntamente medible, si es medible con respecto 
aB xF. 
Al proceso X lo llamaremos progresivamente medible, si la restricción de X al conjunto 
[0, t] X n es Bt X Ft-medible, para cada t ~ o. 
Un subconjunto A ~ II es llamado progresivo si lll es un proceso progresivamente 
medible. Esto es equivalente con el requerimiento A n ([0, t] X n) E Bt X Ft, para todo 
t ~o. 
La familia de todos los subconjuntos progresivos de II, P9 forman un o--algebra, el 
o--algebra progresivo en Il. 
Si B ~ R y t ~O, entonces (XI¡o,t]xn)-1(B) = x-1(B) n ([0, t] x n). De esto se sigue 
que X es progresivamente medible si y solo si X es medible con respecto al o--algebra 
progresivo. 
Cada proceso progresivamente medible X es (Ft)-adaptado, esto se sigue del hecho que 
medibilidad con respecto a un producto o--algebra implica medibilidad de todas las 
secciones. 

Proposición 4.1.1. Sea X un proceso progresivamente medible y T un tiempo 
( Ft) -opcional. Entonces el proceso XT es progresivamente medible y la variable 
aleatoria Xr es Fr-medible. 

Prueba: Fijando t ~o, las aplicaciones (s, w) E ([0, t) X n, Bt X Ft) --tu= T(w) A S E 
([0, t], Bt) y (s, w) E ([0, t] x n, Bt x Ft) --t w E (0, Ft) son medibles, y además: 

(s, w) E ((0, t) X 0, Bt x Ft) --t (u, w) = (T(w) As, w) E ((0, t) X 0, Bt x Ft) 

La aplicación (u, w) E ([0, t] x n, Bt x Ft) --t X(u, w) E (R, B) es medible por la 
progresividad medible de X y por la composición: 

(s, w) E ((0, t) x n, Bt x Ft) --t X(T(w) As, w) = XI(w) E (R, B) 

Esto muestra que el proceso xr es progresivamente medible y así mismo en particular 
adaptada, para ver que Xr es Fr-medible. B ~ R es un conjunto de Borel, mostramos 
que [Xr E B] E Fr, equivalentemente [Xr E B] n [T ~ t] E Ft, para todo o ~ t ~ OO. 

Si t < oo, entonces [Xr E B] n [T ~ tl = [XtAT E B] n [T ~ t] E Ft, como [T ~ t] E Ft 
y el proceso XT es adaptado. Esto implica que: 

[Xr E B] n (T < oo] E Foo 

y, además, puesto que [Xr E B] n [T = oo] E F00 , por F00-medibilidad de X 00 , sigue 
que [Xr E B] n [T ~ t] E Ft, para t = oo. 0 

Un conjunto R de la forma R = {O} x F donde F E F0 , o R =]s, t] x F, 
O ~ s < t < oo y F E F8 , es llamado rectángulo predicible. Entonces el o--algebra 
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predicible P es el a- algebra generado por rectángulos predicibles en el conjunto II. 
Los conjuntos en P son llamados conjuntos predicibles. 
El proceso X es llamado predicible (X : II -+ R), si es medible relativo al a-algebra 
predicible P. 
Los procesos X son llamados predicibles simples si es una suma finita de procesos de 
la forma: 

Zo(w)l{o}(t), Z(w)l¡a,bj(t) (O) 

Donde O < a < b, Z0 es F0-medible y Z es variable aleatoria Fa-medible. Si, por 
ejemplo, R es un rectángulo predicible, entonces X = lR es un proceso predicible 
simple. 

Proposición 4.1.2 . . 

(a) Un proceso predicible simple X es predicible. 

{b) Un proceso continuo izquierdo {adaptado) X es predicible. 

Prueba: La suma de funciones medibles es medible, es suficiente considerar X como 
en (0). Sea X = Z(w)l¡a,b¡(t), donde Z es Fa-medible. Si B ~ R en un conjunto de 
Borel con O r¡. B, entonces [X E B] = {(t, w)ft E]a, b] y Z(w) E B} =]a, b] x z-1(B). 
Aquí z-1(B) E Fa, y [X E B] es un rectángulo predicible. Así X es predicible, el caso 
X= Z0(w)l{o}(t) es sostenido similarmente. 
(b) Usando (a) es suficiente representar X como un límite puntual del proceso predicible 
simple XN. Para cada N~ 1 sea DN = {{N/k ~O} y escribimos rN(t) =O, si t =O y 

rN(t) = máx{r E DN fr < t}, si t >O 

Así rN(t) = ~'para todo t E] 2';., ;tl], puesto que DN ~ DN+l, se sigue que 
rN(t) ~ rN+l(t), y es fácil ver que rN(t) t t cuando N too 

Xf" (w) = l¡o,N¡(t)XrN(t)(w), Vt E (0, oo(, w E 0 

como rN(t) t t la continuidad izquierda de X implica que XN-+ X punto probable en 
cada punto (t, w) E II, cuando N too, además: 

N2N-1 
Xf"(w) = l{o}(t)Xo(w) + """ 1¡ k k+t¡(t)Xk2-N(w) ~ 2N'2N" 

k=O 

puesto que X es adaptado sigue que XN es predicible simple.O 

Proposición 4.1.3. Todo proceso predicible X es progresivamente medible. 

Prueba: Sea la familia x de procesos progresivamente medibles no-negativos X -
X(t, w) : II = [0, oo[ xn -+ ~un A-cono en (II, P

9
). x contendrá a todos los procesos 

predicibles no-negativos. como los rectángulos predicibles R forman un TI-sistema ge
nerando el a-algebra predicible, es suficiente ver que x contiene al proceso X = lR, 
para cada rectángulo predicible R. 
Sea X= lR, donde R =]a, b] x F, con FE Fa, si t S a, entonces Xl¡o,t]xn =O Bt x Ft
medible, si t >a, entonces Xl¡o,t]xn = l¡a,bAt]xF, donde ]a, b/\t] X FE Bt x Ft y Xl¡o,t]xn 
es Bt x Frmedible. Así X es progresivarrienté medible para el caso R = {O} x F, F E F0 , 

similarmente.O 
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4.1.2. Intervalo estocástico y a- algebra opcional 

Sean los tiempos opcionales S, T : n --+ [0, oo], definimos el intervalo estocástico 
[[S, T]], como: 

[[S,T]] = {(t,w) E 11/S(w) < t < T(w)} 

Los intervalos estocásticos ]]S, T]], ]]S, T[[ y [[S, T[[ son definidos similarmente y son 
Bx F-medibles. Un intervalo estocástico es un subconjunto de 11 y no contiene un punto 
de la forma (oo, w), incluso si T(w) = oo. No se asume que S~ T, .si S(w) > T(w) 
entonces las w-secciones de cualquiera de los intervalos estocásticos es vacío. También 
tendremos que: 

l¡¡s,T]](t, w) = l¡s(w),T(w)J(t), 

y similarmente para los, demás intervalos estocásticos. 

Para números reales s, t con O ~ s < t se puede interpretar como tiempos op
cionales constante, entonces el intervalo estocástico [[s, t]] es el conjunto (s, t] x n ~ 11. 

Todo rectángulo predicible R es un intervalo estocástico, para ver esto asumi
mos primero que Res de la forma R =]s, t] x F con F E F8 , O :S s < t, entonces 
podemos escribir R =]]S, T]], donde S = s y T = slpc + tlp. Note que la represen
tación R =]]S, T[[, donde S= slp y T = tlp no es trabajado puesto que en general 
ninguno de los dos es un tiempo opcional. Similarmente un rectángulo R de la forma 
R ={O} x F con FE F0 , puede ser escrito como R =[[S, T]] con T =O y S= lpc. S 
es opcional donde F E F0 • 

El a-algebra opcional O en 11 es el a--algebra generado por la familia de todos los 
intervalos estocásticos. Los conjuntos en O son llamados conjuntos opcionales. De esto 
se sigue que: 

P~O~BxF. 

Un proceso X : 11 --+ R es llamado opcional si es medible relativo al a--algebra opcional 
O en 11. Por lo cual, todo proceso predicible es opcional. 

Proposición 4.1.4. . 

(a) Todo proceso opcional es progresivamente medible. 

{b) Todo proceso continuo derecho es opcional. 

Proposición 4.1.5. Sea S,T tiempos opcionales. Entonces los intervalos estocásticos 
[[0, T]], ]]S, T]] son conjuntos predicibles.O 
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4.1.3. Integración estocástica con respecto a martingala local 
continua 

Sea M una martingala local continua. Para procesos idóneos H y t ~ O nosotros 
definimos la integral estocástica lt = J~ H8 dM8 , H es llamado el integrando, y M el 
integrador. 
Puesto que las trayectorias t -+ Mt ( w) no son todas grandes de variación acotada, una 
definición probable trayectoria sería: 

no es posible y tenemos que usar una definición global. 
En su lugar se define la variable aleatoria lt, t ~ O uno por uno, y usamos una 
definición que introduce el proceso (Jt)r?o a través de una propiedad universal. Para 
ello, primero, es necesario definir el espacio de integrandos idóneos. 

Medidas Doleans JlM y Espacio L2(M) 

Siendo TI = [0, oo[ xO y B el u-algebra de Borel en [0, oo[. Para cada conjunto 
~E B x F, la función no-negativa fs:ooo lA(s, w)d(M)s(w) en O es medible y así: 

J-LM(f:).) = Ep[¡00 

lA(s, w)d(M)s(w)] 

Claramente J-LM es una medida positiva en B x F. La extensión usual procede de 
funcionesindicadores a funciones simples no negativas, muestra que para cada proceso 
conjuntamente medible K ~ O, se tendrá: 

In K.dJ-LM = Ep[100 

K(s, w)d(M) 8 (w)] 

Aunque J-LM es definido en el u-algebra grande B x F, trabajaremos con la restricción 
a el CJ-algebra-progresivo P9 , siendo ahora: 

L2 (M) = L2 (IT, P9 , J-LM) 

En vista de ello medibilidad progresiva es equivalente con medibilidad con respecto 
al u-algebra progresivo, L2(M) es el espacio de todos los procesos progresivamente 
medibles H los cuales satisfacen lo siguiente: 

Siendo T un tiempo opcional, K un proceso progresivamente medible no-negativo y 
t ~O, t too en la igualdad: 

(K • (MT) )t = ((l¡¡o,T]JK) • (M) )t 
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¡
00 

K 8d(MT)s = ¡
00 

l¡¡o,r]J(s)Ksd(M)s = ¡T Ksd(M)s, 

Por lo tanto, para cualquier proceso progresivamente medible H: 

IIH1Jl2(MT) = lll¡¡o,T])HIIl2(M) = Ep[¡T H;d(M)s] 

Proposición 4.1.6. Sea T un tiempo opcional. Entonces Jl.MT(b.) = J-LM([[O, T]] n b.), 
para cada conjunto b. E B x F y 

IIHII~2(MT) = lll¡¡o,T]JHIIl2(M) 

y, además, HE L2(MT) {::=:::} 1[[o,rnH E L2(M), para cada proceso medible H. 

En particular L2 (M) ~ L 2(W). 

Notamos que J-LM(IT) = Ep[ft 1d(M)s] = Ep[(M) 00), sigue que la medida J-LM es 
finita si y solo si M E H 2

, en general J-LM es a- finita. 
Para ver esto notamos que M es indistinguible de un proceso para la trayectoria de 
el cual es continua y asumimos que M tiene esta propiedad, entonces la sucesión 
reducida Tn de tiempos opcionales satisface MTn E H 2

, n ~ 1 y Tn t oo para cada 
punto de n, consecuentemente [_[O, Tn]]_ t n cuando n t OO. Además: 

J.LM([[O, Tn]]) = J.LMTn (IT) < oo, para cada n ~ 1 

Donde H 2 denota el espacio de Hilbert de martingalas L 2-acotadas continuas N con 
norma JINib = IINooiiL2(P) y producto interno (J, N)H2 = Ep[l00 N00], donde Noo = 
límttoo Nt denota el último elemento de la martingala N E H2 y (N)oo = límttoo(N)t 
es integrable. 
Siendo HJ = {N E H2 / N0 = O} ~ H2 y es un subespacio cerrado, espacio de Hilbert 
sobre sí mismo. En HJ la norma puede ser escrito como: 

Proposición 4.1. 7. Sea H E L 2 (M), entonces H E L1 ((M, N)) y así mismo el proceso 
H • (M, N) es definido y es un proceso de variación acotada continua, para todo N E 
H2. 

Prueba: Sea N E H 2, entonces (M, N) es un proceso de variación acotada continua y el 
proceso creciente (N) es integrable, es decir, Ep[(N) 00] < oo en particular tendremos 
(N)oo < oo, P-as. similarmente, de HE L2 (M) sigue que Jt H'¡d(M) 8 < oo, P-as, por 
la desigualdad de Kunita-Watanabe muestra que: 

¡
00 

IHsJJd(M, N)sl :S (¡
00 

H;d(M)s)~(¡
00 

12d(N)s)~ 

= (N)i(fo
00 

H;d(M)s)~ < oo, P- as 
-o 

Así HE L1((M, N)). O 
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Teorema 4.1.8. Sea M una martingala local continua y HE L2(M). Entonces existe 
una única martingala local continua 1 terminando en cero, el cual satisface : 

(J, N) = H • (M, N), (5) 

para toda martingala local continua N. El proceso 1 es llamada la integral de H con 
respecto a M y es denotado como 1 = H • M = ¡; H8 dMs, donde realmente 1 E HJ y 
la aplicación HE L2(M)-+ H • M E H5 es una isometría lineal. 

Así: 
(H • M)o =O 

y 
(H • M, N) = H • (M, N) para toda martingala local continua N 

Prueba: Unicidad 
Asumiendo que 1, L, son martingalas locales continuas satisfaciendo (5) y 10 =Lo= O, 
entonces (J- L, N) = (J, N) - (L, N) = O, para toda martingala local continua N. 
N= 1- L vemos que (1- L) =O. Así 1- Les constante y 1- L =O. 
Existencia 
Sea N E HJ y T un tiempo opcional, entonces HE L1

( (M, N)), y el proceso H •(M, N) 
y la variable aleatoria (H • (M, N))oo = J0

00 Hsd(M, N)s son definidas, y tendremos: 

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz: 

II(H • (M, N) )rllu(P) ~ (Ep[(N)oo])~ (Ep[¡
00 

H;d(M)s])~ 

= IINibiiHIIL2(M) 

la igualdad IINII2 = (Ep[(N)oo])~ usa que N E HJ combinando la igualdad 1 E(!) 1~11 
f 11 u para T = oo muestra: 

define una funcional lineal en el espacio de Hilbert HJ, consecuentemente existe un 
único elemento 1 E HJ satisfaciendo: 

El proceso 1 satisface lo del enunciado del teorema, primero, verificamos para 
N E HJ. A = H • (M, N), entonces A es un proceso de variación acotada continuo 
adaptado terminando en cero. La progresividad medible de H asegura la adaptación 
del proceso A. Restringimos a proceso de progresividad medible H en la construcción 
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de la integral estocástica. Tenemos que mostrar que (J, N) = A, por la definición de 
(J, N) es suficiente mostrar que: 

X = 1 N- A = 1 N - H • (M, N) 

es una martingala local. X es una martingala. Es suficiente mostrar que Xr E L1(P) 
y Ep(Xr) = Ep(X0 ) =O, equivalentemente: 

Ep[lrNr] = Ep[(H • (M, N) )r], 

para cada tiempo opcional acotado T. Luego (H • (M, N) )rE L1(P) y la integrabilidad 
cuadrada de la función maximalJ:.O, N:.O, implica que lrNr E L1(P). Así Xr E L 1(P). 
NT es otra martingala en H5 y consecuentemente tiene un último elemento el cual 
claramente satisface NJo = Nr, así: 

Ep[JrNr] = Ep(Ep[loo/ Fr]Nr] = Ep[looNr] = Ep[looN~] 

= ~H(NT) = Ep((H • (M, NT) )oo] = Ep[(H • (M, N)r)oo] 

= Ep[(H • (M, N));:,] = Ep[(H • (M, N) )r] 

Donde tenemos que usar la Fr-medibilidad de Nr. Así 1 E H5 satisface (5) para todo 
N E H5. Sea ahora N cualquier martingala local continua con N0 = O, según lo visto 
anteriormente, existe tiempos opcionales Tn t oo tal que NTn E HJ, para todo n ~ l. 
Entonces tendremos: 

Para todo n ~ l. n t oo obtenemos (J, N) = H • (M, N). Finalmente, reemplazando 
N con N- N0 no cambia, esto sigue (5) sostiene para todo martingala local continua 
N y fija la existencia del proceso J. O 

Como 1 = H • M E H5 es una martingala L2-acotada y tiene un último elemento 
loo: 

Proposición 4.1.9. Sean M, N martingalas locales continuas, H E L2 (M), K E 

L2 (N) y T cualquier tiempo opcional. Entonces H • M, K • N E H5 y: 

(a) 11 fo
00 

HsdMs IIP(P)=II H • M lb=ll H IIL2(M)· 

(b) H • M es bilineal en H y M. 

(e) MT = M0 + l¡¡o,T]] • M, especialmente M= Mo + 1• M. 

(d) Hr • Mr = H • (Mr) = (luo,rnH) • M= (H • M)T. 

(e) (H • M, N)t = f~ Hsd(M, N)s, t ~O. 

(J) (H • M, K • N)t = f~ HsKsd(M, N)s, t ~O. 

(g) (H • M)t = f~ H;d(M)s, t ~O. 
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(h} 11 J: HsdMs IIL2(P)=IIl¡¡o,T]]H IIL2(M)· 

Prueba: (a) El último elemento loo = f0
00 

HsdMs de 1 satisface IIIooiiL2(P) = IIIII2; (b) 
De la bilinealidad de la covariación, la unicidad de I = H • M; 
(e) Claramente l¡¡o,T]] E L 2(M); puesto que MT- Mo es una martingala local continua 
el cual termina en cero y necesitamos que (MT - Mo, N) = l¡¡o,T]] • (M, N), para toda 
martingala local continua N. Así 

(MT- M0 , N) = (MT, N) = (M, N)T = l¡¡o,T]J • (M, N) 

(d) Muestra que H • (MT) = (H • M)T así I = (H • M)T EH~ y N es una martingala 
local continua, y de la definición de H • M tendremos: 

(J,N) = ((H•Mf,N) = (H•M,NT) = H• (M,NT) = H• (Mr,N) 

Fijando J = H • MT, la prueba de HT • MT = (H • M)T es similar y la igualdad 
(l¡¡o,T]¡H) • M= (H • Mf es reducida a la correspondiente igualdad cuando M es un 
proceso de variación acotada. 
(e) Esta es la propiedad definida (H •M, N)= H • (M, N), del proceso (H •M). (f) La 
desigualdad de Kunita-Watanabe implica que HK E L1((M,N)), además, de acuerdo 
a (e) en la forma diferencial, 

d(H • M, N)t = Htd(M, N)t 

así usando (e) 

(H • M, K • N)t = ¡t Ksd(H • M, N)s = ¡t HsKsd(M, N)s 

(g) Sea K= H y N= M en (e) (h) reemplazando H con l¡¡o,r]]H en (a).O 

Proposición 4.1.10. Sea M una martingala local continua, K E L2(M) y HE L2 (K • 
M) entonces HK E L2 (M) y tendremos: 

H•(K•M)=(HK)•M. 

Prueba: Tendremos (K • M) = K 2 • (M) y d(K • M)s(w) = K;(w)d(M)s(w), para 
P-ae, w E n Así: 

11 HK lli2(M)= Ep[¡oo n;K;d(M)s] = Ep[¡
00 

H;d(K • M)s] 

=11 H lli2(K•M)< 00 

consecuentemente H K E L2 (M), I = ( H K)• M E H2 es definida, para cada martingala 
local continua N, tendremos: 

(J, N)= (HK) • (M, N)= H • (K • (M, N))= H • (K • M, N) 

y I = H • (K • M), es como deseábamos.O 
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Definición 4.1. Proceso M-Integrable 
Sea M una martingala local continua, definiremos un espacio grande de integrandos 

H como sigue: 
Un proceso H es llamado M-1 ntegrable si existe una sucesión de tiempos opcionales 
(Tn) tal que Tn too P-as. (casi en todo punto) y HE L2(MTn), para todo n >l. 

Sea entonces Ltoc(M) el espacio de todos los procesos M -Integrables, H. 

OBSERVACIONES 

(1) Se cumple que L2 (M) ·~ Ltoc(M). 

(2) La sucesión de tiempos opcionales (Tn), puede ser siempre escogido satisfaciendo 
Tn(w) too, cuando n too en cada w En. 
Dado un Tn como se indica anteriormente y un E ~ n conjunto nulo tal que 
Tn(w) t oo en cada punto w E Ec, sea Tn = Tn1Ec + n1E, n ~ 1, entonces 
rn too, siendo n 2:: 1, luego rn = Tn, P-as. y la filtración (Ft) es aumentada y rn 
es un tiempo opcional, finalmente, Mrn es indistinguible de MTn y L2(Mrn) = 
L2(MTn). 

{3) Si HE Ltoc(M) entonces H, es progresivamente medible y HE L2(MTn ), es decir: 
1¡¡o,Tn]]H E L2(M), n ~ 1 para una sucesión (Tn)· 

Proposición 4.1.11. Para un proceso progresivamente medible H, los siguientes 
enunciados son equivalentes: 

(a) HE Lfoc(M). 

(b) Existen tiempos opcionales Tn too tal que 1¡¡o,Tn]]H E L2(M) Vn ~ l. 

(e) ¡; H;d(M)s < oo, P-as, para cada t ~O. 

Prueba: (a)=> (b) Puesto que HE L2(MT) <=> 1¡¡o,TJJH E L2(M) 
( b) => (e) Sea Tn una sucesión de tiempos opcionales como en (b), entonces: 

Sea t 2:: O y w E O es tal que esta igualdad es simultáneamente para todo n 2:: 1 tal 
que Tn ( w) > t. Entonces: 

(e) => (a) Como el proceso H 2 
• (M) es continuo y terminando en cero el tiempo 

opcional: 

satisface Tn t oo y 

¡Tn 
· H;d(M)s::; n P- as. 

o 
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Paran> !Mol, MTn es una martingala local continua con ¡Mrn¡ ~ n de esto se sigue 
que MTn es una martingala y 

Así 
¡Tn 

IIHIIi,2(MTn) = Ep[J
0 

H;d(M)s] $ n 

y consecuentemente HE L 2(MTn) para todo n ~.1, esto muestra que HE Lrac(M).D 

Proposición 4.1.12. Sea X(n) una sucesión de martingalas continuas y Tn una 
sucesión de tiempos opcionales tal que (a) Tn too, P- as y (b) X(n + l)Tn = X(n) , 
n ~l. 
Entonces existe un único proceso adaptado X tal que xrn = X (n), para todo n ~ l. 
X es una martingala local continua. 

Prueba: libro[5], pág. 141. 

Teorema 4.1.13. Sea M una martingala local continua y HE Lf
0
c(M). Entonces HE 

Ltoc( (M, N)), para cada martingala local continua N, y existe una única martingala 
local continua H • M terminando en cero tal que (H • M, N)= H • (M, N), para toda 
martingala local continua N. 

Prueba: libro[5], pág. 142. 

Observación 
Sea J~ H8 dM8 = (H • M)t, H E L'foc(M), t ~ O, como en el caso de integrandos 
HE L2(M), el proceso integral(H • M) es también denotado como¡; H8 dM8 • 

Propiedades de la integral estocástica con respecto a martingala local 
continua 
Sea M, N martingalas locales continuas, H E Lfoc(M), K E Lfoc(N) y T un tiempo 
opcional entonces: 

(a)H • M=¡; H8 dM8 es una martingala local continua con (H • M)o =O. 

(b) H • M es bilineal en H y M. 

(e) MT = Mo + l¡¡o,TJ] • M, especialmente M= Mo + 1• M. 

( d) HT • MT = H • (MT) = (l¡¡o,rnH) • M = (H • M)T. 

(e) (H • M, N)t = ¡; H8 d(M, N)s, t 2 O. 

(f) (H • M, K • N)t = ¡; HsKsd(M, N)s, t 2 O. 

(g) (H • M)t = f~ H;d(M)s, t 2 O. 
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Observación 
Sea HE Lfoc(M) y reescribimos la ecuación (l¡¡o,r]]H • M)= (H • Mf. Si 

Y = H • M, yt = 1t HsdMs, t > O 

y 

entonces: 

luego: 

yt = 1t H
8
dMs => Y'ti\T = 1ti\T H

8
dM

8
• 

Proposición 4.1.14. ( Asociatividad) Sea M una martingala local continua. Si K E 
Lfoc(M) y HE Lfoc(K • M), entonces H K E Lfoc(M) y 

H • (K • M) = ( H K) • M. 

Prueba: Sea 

(K • M)= K 2 
• (M) y d(K • M)s(w) = K;(w)d(M) 8 (w) 

para P-ae w E O y H E Lfoc(K • M) tendremos: 

1t H;K;d(M)s = 1t H;d(K • M)s < 00, P- as, para cada t ~O 

así H K E Lfoc(M) y consecuentemente el proceso 1 = (H K) • M es definido y es una 
martingala local continua, para cada martingala local continua N tendremos: 

(1, N) = (H K) • (M, N) = H • (K • (M, N))= H • (K • M, N) 

y 1 = H • (K • M) como deseábamos. O 

Revisión de espacios de integrandos 

Sea M una martingala local continua. El espacio grande de procesos H para el cual 
el proceso integral 1 = H • M es definido es el espacio Lfoc(M). 
Dos procesos H, K E Lfoc (M) son identificados si ellos satisfacen H = K, u M -as, esto 
no es equivalente con la usual identificación de procesos los cuales s9n versiones de cada 
otro o indistinguibles. Lo cual implica que: H • M = K • M note que ( ( (H- K) • M)t = 
J; IHs- Ksl 2d(M)s) 
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Si H E L~oc (M), entonces el proceso 1 es una martingala local continua con variación 
cuadrática: 

Así: 

(1)t = (H • M)t = 1t H;d(M)s, t ~O. 

(1)oo =loo H;d(M)s· 

si ahora HE L2(M), entonces: 

y 
1 = H • M E H5 con ll1lb = Ep( (1)oo) = IIHII~2(M) 

con la condición E( (J)t) < oo, O < t < oo lo cual implica que 1 es una martingala 
cuadrada integrable. 

Esto sugiere que introduzcamos el espacio intermedio A2 (M) de todos los procesos 
progresivamente medibles H satisfaciendo: 

rr;(H) = Ep[1n H;d(M)s] = lll¡¡o,nnHIIi2(M) < oo para todo n ~ 1 

Así, por lo tanto, A2 (M) es el espacio de todos los procesos progresivamente medibles 
H tal que: 

1¡¡o,n]]H E L 2(M) para todo n ~ 1 

Si HE A2 (M), entonces 1¡¡o,n]]H E L2(M), y además: 

(H • Mt = (1¡¡o,n]]H) • M E H5, para todo n ~ 1 

De esto se sigue que H • M es una martingala cuadrada integrable. Dos procesos 
H, K E L2(M) son identificados si ellos satisfacen 11 H-K IIL2(M)= O, equivalentemente 
H =K, UM- as, y dos procesos H, K E A2 (M) son idénticos si ITn(H- K)= O para 
todo n ~ 1 y se cumplirá entonces lo siguiente: 

Proposición 4.1.15. Sea M una martingala local continua 

(a) Si HE L2(M), entonces el proceso creciente (H • M) es integrable, H • M es una 
martingala en H3 y la aplicación HE L2(M)-+ H • M E H5 una ísometría: 
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(b) Si H E A 2 (M), entonces H • M es una martingala cuadrada integtable 
satisfaciendo: 

Ejemplo 4.1.1. Si Bes un movimiento Browniano uno dimensional, entonces (B)s = 
s y consecuentemente el espacio L2(B) consiste de todos los procesos progresivarrtente 
medibles H satisfaciendo Ep[ft s;ds] <OO. 

Luego, enseguida se verá para semimartingalas: 

4.1.4. Integración respecto a semimartingalas continuas 

Se desarrollará la integral estocástica a integrandos los cuales son semimartingalas 
continuas. Así S denota la familia de todas las semimartingalas continuas (de valor 
real) en (0, F, (Ft), P) y X E S con descomposición X = M+ A, donde M es· una 
martingala local continua, A un proceso de variación acotada continua terminando en 
cero. Definimos el espacio L(X) de procesos X- integrables como L(X) = L~c(M) n 
Ltoc(A). Así L(X) es el espacio de todos los procesos progresivamente medibles H 
satisfaciendo: 

1t s;d(M)s + 1t IHslldAsl < oo, p- as' Vt ~o 
Para H E L(X), H • X = H • M+ H • A y f~ H8 dXs = (H • X)t con: 

1t HsdXs = 1t HsdMs + 1t H8 dA8 , t ~ O 
.0. O. O 

Así el caso de un integrador general X E S puede ser reducido al caso X = M a una 
martingala local y X = A a un proceso de variación acotada. 
Puesto que H • M es una martingala local y H • A es un proceso de variación acotada 
continuo terminando en cero, de esto se sigJ.Ie que H •X es una semimartingala continua 
con descomposición H • X = H • M+ H • A en particular JlH•X = H • A = H • J-Lx y 
H • X es una martingala local si y solo si H • A = O, y similarmente a las propiedades 
anteriores: 

Proposición 4.1.16. Sea X, Y E S, H, H' E L(X), K E L(Y), S < T, tiempos 
opcionales, W variable aleatoria Fs-medible, a ~ O y Z una variable aleatoria Fa
medible entonces: 

(a) H • X=¡; H8 dX8 es una semimartingala continua con (H • X)o =O. 

(b} H • X es bilineal en H y X. 

(e} XT = X 0 + l¡o,T] • X, especialmente X= Xo + 1• X. 

{d} HT • XT = H • (XT) = (l¡¡o,T]JH) • X= (H • Xf. 
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(e) (H • X, Y)t = f~ H8 d(X, Y)s, t 2:: O. 

(f) (H • X, K • Y)t = f~ HsKsd(X, Y)s, t 2:: O. 

(g) (H. X)t = I~ n:d(X)s, t 2:: o. 
(h} H(t, w) = l{a}(t)Z(w) E L(X), y H • X= O. 

(i} H = Wlns,T)J E L(X), y H • X= W(Xr- X 5
). 

(j) Si H y H' son indistinguibles, entonces lo son los procesos H • X y H' • X. 

Prueba: libro[5], pág. 147. 

Proposición 4.1.17. Sea X E S, si K E L(X) y HE L(K •X), entonces H K E L(X) 
y H • (K • X)= (HK) • X. 

Proposición 4.1.18. Sea X E S y H E L(X), entonces para casi todo w E n la 
trayectoria t ---t ( H • X)t ( w) es constante en cualquier intervalo [a, b] en el cual: 

(a) Ht(w) =O, para todo tE [a, b] ó 

(b} Xt(w) = Xa(w), para todo tE [a, b]. 

Prueba: libro[5], pág. 148. 

El espacio Ab de integrandos localmente acotados 

El espacio L(X) de procesos X-integrables depende de la semimartingala X. 
Introducimos un espacio Ab de integrandos el cual es independiente del integrador X. 
Llamamos a un proceso H localmente acotado, si existe una sucesión Tn t oo 
de tiempos opcionales tal que ¡nrn¡ ~ Cn < 00 en II = R+ X n, para todo n 2:: 1 
donde Cn son constantes, Ab denota el espacio de todos los procesos progresivamente 
medibles y localmente acotados H. 
Así si toda trayectoria t ---+ Ht ( w) del proceso adaptado H es continua, entonces H es 
localmente acotado. Así Tn = ínf{t > 0/IHtl > n} es una sucesión de tiempos opcio
nales Tn too tal que ¡Hrn¡ ~ n, para todo n > IHol donde H0 es una constante. 
Si H es cualquier proceso adaptado continuo, entonces H es indistinguible de un pro
ceso K para el cual la trayectoria es continua. Reemplazando H con K no afectará la 
integral estocástica H • X. 

Proposición 4.1.19. Ab ~ L(X), para cada semimartingala continua X. 

Prueba: libro[5], pág. 149. 

Proposición 4.1.20. X, Y E S y H, K E Ab, entonces para casi todo w E n (p
ae), la diferencia (H • X)t(w)- (K • Y)t(w). es constante en cualquier intervazo;[a, b] 
satisfaciendo: 

(a} Ht(w) = Kt(w), para todo tE [a, b] y 

(b) Xt(w) = yt(w), para todo tE [a, b]_ 
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En particular (H • X)b(w) = (K • Y)b(w), p-ae w E n tal que Ht(w) = Kt(ip) y 
Xt(w) = Yt(w) para todo tE [0, b].D · 

La integral estocástica como límite de una suma tipo Riemann 

Sea X, Y E S y H un proceso adaptado continuo. H E Ab ~ L(X), pqr la 
continuidad. , 
Fijando t > O, sea D. = {O = to < t1 < t2 < ... < tn = t} una partición del intetvalo 
[0, t], y sea IID.II = máx1$j$n(tj- tj-1) y: 

n 

Sa(H, X) = L Htj-l (Xtj - Xtj_J 
j=l 

Así Sa(H, X) es la suma D.- Riemann para la integral¡; HdX, el cual evalúa el inte
grando H siempre como el punto final izquierdo de la partición D. y también podemos 
escribirlo como: 

donde Ra ( H) es el siguiente proceso predicible : 

n 

Ra(H, X) = l{o}Ho + L Htj_ 1 1Jlti-btilJ 
j=l 

En lo siguiente se verá que la integral estocástica ¡; H8 dX8 es el límite en probabilidad 
de la suma de Riemann. 

Proposición 4.1.21. Sea X E S y H un proceso adaptado continuo. Entonces 
¡; H8 dX8 = límntoo San ( H, X) en probabilidad, para cada sucesión D.n de particiones 
de el intervalo [0, t] tal que IID.nll ~O, cuando n too. 

Prueba: Reemplazando H con una versión idónea del cual H es indistinguible, asumi
mos que todas las trayectorias de H son continuas. 
(a) Asumo primero IHI ~ e < oo, para alguna constante e y sea D.n una sucesión 
de particiones de [O.t]. Entonces Ran(H) ~ H punto probable en II = R+ X n y 
IRan(H) 1 ~ e, para cada n 2: l. El teorema de convergencia dominada implica que 
San (H, X) = (Ran (H) • X)t ~ (H • X)t en probabilidad, cuando n too. 
(b) En general existe una sucesión Tm too de tiempos opcionales con jJPm¡ <m, para 
todo m >1 Ha 1 (recalcamos que Ha es una constante). Para tal m, acorde a (a) 

San (HTm, X) ~ (HTm • X)t en probabilidad, cuando n t 00 

En el conjunto [Tm 2: t] tendremos San(HTm,X) = San(H,X) y (JPm • X)t = (H • 
X)f"' = (H•X)t. Así San(H,X) ~ (H•X)t en probabilidad en el conjunto [Tm 2: t]. 
Puesto que Um[Tm ~ t] = n, de esto sigue que San (H, X) ~ (H • X)t en probabilidad 
en n.o 
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Proposición 4.1.22. Sea O~ a< b, Z una variable aleatoria real Fa-medible, H un 
proceso continuo adaptado y X E S. Entonces J: ZHsdXs = Z J: H8 dX8 • 

Para una partición .L\ ={O= to < t1 < ... < tn = t} del intervalo (0, t] sea: 

n 

SQ~(H,X,Y) = LHt;-1(Xt; -Xt;-1)(Yt;- Yt;_J 
j=l 

Similarmente SQ~(H,X) = Q~(H,X,X), es decir: 

n 

SQ~(H, X)= L Htj-1 (Xt;- Xt;-1) 2 

j=l 

multiplicando la igualdad: 

4(Xt; - Xt;-1) (Yt; - Yt;-1) 

= ((Xt; + Yt;)- (Xt;- 1 + Yt;_1))2
- ((Xt;- Yt;)- (Xt;_1- Yt;_J?, 

con Ht;_ 1 y sumando para j = 1, 2, 3, ... n muestra: 

1 
SQ~(H, X, Y) = ¡[SQ~(H, X+ Y)- SQ~(H, X- Y)] 

Proposición 4.1.23. Regla del producto estocástico 
Sea X, Y E S. Entonces: 

XtYt = XoYo + ¡t XsdYs + ¡t YsdXs + (X, Y)t, para todo t ~ O. 

Prueba: Sea .L\ = {O = t0 < t1 < t2 < ... < tn = t} cualquier partición del intervalo 
(0, t], sumando las igualdades: 

+Yt;_1(Xt- Xt;_1 ) 

sobre j = 1, 2, 3 ... , n para obtener: 

con Q~(X, Y) como anteriormente, ahora II.L\II -+ 0.0 
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4.1.5. Integración con respecto a vector valuado 
semimartingala continua 

Los vectores en Rd son vistas como vectores columnas y escribimos x = 
(x1, x2 , ••• , xd)', x E Rd donde ' (prima) denota la transposición. Sea x.y = l:i xi .yi 
denota el producto interno en Rd. 
Un proceso Rd-valuado Xt = (Xf, x;, ... Xf)' es llamado continuo, martingala lo
cal, semimartingala, si cada proceso componente X/, j = 1, 2, 3, .... , d tiene la 
respectiva propiedad. Así Sd denotará la familia de todas las semimartingalas 
continuas Rd-valuado en (0, F, (Ft), P). 
Para X E Sd definimos la variación cuadrática (X) como, (X) = 2:;=1 (Xi). Si X es 
una martingala local, entonces (X) es el único proceso de variación acotada continuo 
A terminando en cero (A0 =O) tal que IIXII2 - A es una martingala local. En realidad 
(X) es un proceso creciente. 
Llamamos al proceso X cuadrado integrable si esta satisface E(IIXtll 2

) < oo, Vt ~ O, 
es decir, si todos los procesos componentes X/, son cuadrados integrables. 
Si X es una martingala cuadrada integrable continua, entonces IIXII2 - (X) es una 
martingala, en analogía al caso uno dimensional, para X, Y E Sd difinimos el proceso 
de covariación (X, Y) como: 

d 

(X, Y)= L(Xi, Yi). 
j=1 

Si X, Y son martingalas locales, entonces (X, Y) es el único proceso de variación aco
tada continua A terminando en cero tal que X. Y - A es una martingala local. Si X, 
Y son martingalas cuadradas integrables, entonces X.Y- A es una martingala. 
Sea Xi = Mi+ Ai, la descomposición de Xi (Ai = ux; ), para j = 1, 2, 3, ... , d, defi
nimos el compensador ux de X a el proceso Rd-valuado ux =(Al, A2 , ... , Ad)', ux es 
el único proceso de variación acotado Rd-valuado continuo A, terminando en cero tal 
que X - A es una martingala local. 
Si Z es una semimartingala escalar continua, entonces el producto Z X es la semimar
tingala Rd-valuado : 

( 
1 2 d 1 

ZX= ZX ,ZX , ... ,ZX) 

y definimos la covariación (Z, X) como el proceso Rd-valuado: 

Si Z, X son martingalas locales, entonces (Z, X) es otra vez un único proceso de varia
ción acotado continuo A terminando en cero tal que Z X - A es una martingala local 
(Rd-valuado). 
Definimos el espacio L(X) de procesos X-integrables como el espacio de todos los pro
cesos progresivamente medibles Rd-valuado H = (Hl, H 2, .•. Hd)' tal que, Hi E L(Xi), 
para j = 1, 2, .... , d, es decir, L(X) = L(X1

) x ... x L(Xd) .Ai = ux;, L(X) consiste de 
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todos los procesos progresivamente medibles Rd-valuado H = (H1, H2 , ••• Hd)' tal que: 

Para HE L(X) H • X= ¿;=1 Hi • Xi y escribimos (H • X)t = J~ HsdXs entonces: 

Así la diferencial estocástica dX como vector dX = (dXl, dX2 , .•• , dXd)' y consecuen
temente H.dX = ¿;=1 Hi .dXi. Luego, la variación cuadrática (X) la covariación 
(X, Y) y el proceso integral H • X son procesos escalares. 
Si X es una martingala local, entonces L(Xi) = Lfoc(Xi) , 1 s j s d y 
L(X) = Lfoc(X1

) x Lfoc(X2
) x ... x Lfoc(Xd), el cual es también denotado como 

Lfoc(X). 

Proposición 4.1.24. Sea Z E S, X, Y E Sd, H, H' E L(X), K E L(Y) y T un tiempo 
opcional, entonces: 

(a) H • X= J~ H8 .dXs es una semimarlingala escalar continua con (H • X)0 =O. 

(b) H • X es bilineal en H y X. 

(e) xr= X 0 + lno,T]J•X, especialmente X= X 0 + l•X. 

(d) H • (XT) = (luo,r]]H) • X= (H • Xf. 

(e) (Z, H • X)t = f~ H8 .d(Z, X) 8 , t ~O. 

(!) (H • X, K • Y)t ~ "E~i=1 f~ H!Ktd(Xi, Yi)s, t ~O. 
(g) Si H y H' son indistinguibles, también lo son los procesos H • X y H' • X 

Prueba: libro[5], pág. 154. 

Proposición 4.1.25. Asociatividad 
Sea X E Sd, si K E L(X) y HE L(K • X), entonces HK E L(X) y tendremos: 

H • (K • X) = ( H K) • X 

Prueba: para cada proceso componente, similarmente a las anteriores 
demostraciones.O 
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Para una martingala local continua Rd-valuada M = (Ml, M 2, •.. , Md)' L2(M) 
y A2(M) denota el espacio de todos los procesos progresivamente medibles Rd-valuado 
H = (Hl,H2 , ••• ,Hd)' satisfaciendo Hi E L2(Mi) y Hi E A2 (Mi), paraj = 1,2, ... ,d, 
asi L2(M) es el espacio producto directo L2(M) = L2(M1) x L2(M2) x ... x L2(Md) y 
es un espacio de Hilbert con norma: 

Similarmente A2(M) es el espacio producto A2(M) = A2(M1) x A2(M2 ) x ... x A2(Md) 
como en el caso uno dimensional A2(M) consiste de todos los procesos Rd-valuado H 
tal que l¡¡o,t]]H E L2 (M), para todo t 2:: O, que es todo proceso progresivamente medible 
Rd-valuado H tal que: 

Los subespacios de procesos predicibles H en L2 (M), respectivamente A2 (M) son ce
rrados y tendremos la inclución: 

Donde H • M = L.1=l Hi • Mi, es decir, J: HsdM8 = L-1=1 J: H1 dM1 para todo 
HE L[0c{M) y t 2::. O. 

4.2. Fórmula de Itó 

Sea X = (X1 , X 2 , . .. Xd) un proceso Rd-valuado con trayectorias continuamente 
diferenciales y consideremos el proceso }j = f(Xj), donde fE C2(Rd) y escribimos: 

El proceso Y tiene trayectorias continuamente diferenciables con: 

Fijando w y integrando: 

d ¡t d 
f(Xt(w))- f(Xo(w)) = L Dif(Xs(w))-d X1(w)ds 

. 1 O S 
J= 
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donde la integral es interpretada trayectoria probable. Escribimos como: 

esta ecuación sigue siendo cierto si X es un proceso de variación acotada continua. La 
situación se convierte más complicada si el proceso X es una semimartingala continua, 
y además, no tiene trayectorias las cuales sean de variación acotada en intervalos finitos 
en general. 

Proposición 4.2.1. Sea G ~ Rd un conjunto abierto. X = (X1 , X 2 , ... Xd) una semi
martingala continua con valores en G y f E C2 

( G). Entonces: 

P-as, para cada t 2: O. Escribiendo f(X) la notación del proceso f(Xt) podemos rees
cribir como: 

d d 

f(X)- f(Xo) = 'EDJf(X) • Xi +~'E DiJf(X) • (Xi, Xi) 
j=l i,j=l 

Prueba: libro [5], pág. 158. 

Notación diferencial 

Si X E S escribimos dZt = HtdXt o dZ = HdX si y solo si H E L(X) y 
Zt = Z0 + ¡; H8 dX8 , para todo t 2: O, equivalentemente si HE L(X) y Z = Z0 + H •X 
La ecuación dZ = O es interpretado como dZ = OdX, para algún X E S, claramente 
entonces dZ =O si y solo si Zt = Z0 , t 2: O, es decir, Z es una constante estocástica. 
Por la ley asociativa: 

dZ = H dX y dX = K dY '* dZ = H K dY 

con HE L(X), K E L(Y), Z = H • X y W =K • Y implica que HK E Lfoc((X, Y)) 
y (H • X, K • Y)t = J; H8 K 8 d(X, Y) 8 , t 2: O en notación diferencial: 

dZ = HdX, y dW = KdY '* d(Z, W) = HKd(X, Y) 

Si definimos el producto dZ dW de la diferencial estocástica dZ y dW como: 

dZdW = d(Z, W), 

entonces se asume que dZ = H dX, dW = K dY '* dZ dW = H K dX dY. En particular 
dZ = HdX '* d(Z) = (dZ) 2 = H 2d(X). 
No es análogo para el producto diferencial dXdY en teoría integral clásica: Si X y Y 
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son localmente de variación acotada entonces (X, Y) = O. 
Lo siguiente puede ser generalizado a integrandos vectores valuados X. 

Si X E Sd se puede escribir dZ = HdX si y solo si HE L(X) y Z = Z0 + H • X, 
es decir, Zt = Z0 + r:;=l ¡; H~dX~, para todo t ~O, ahora si Z es una semimartingala 
escalar la ley asociativa ahora asume que: 

dY = KdZ y dZ = HdX =* dY = (KH)dX 

siempre que X E Sd, HE L(X), K E L(Z) = L(H • X) donde X y H son procesos 
Rd-valuado Z, K procesos escalares. Así K Hes un proceso Rd-valuado 

Proposición 4.2.2. Sea Z E S, X, Y E Sd, H E L(X), K E L(Y) y T un tiempo 
opcional, entonces: 

(a) d(H •X) = HdX. 

(b) dXT = l¡¡o,T]]dX. 

(e) d(Z, H • X)= H.d(Z, X). 

(d) d(H • X, K • Y)= ¿~i=l HiKid(Xi, Yi). 

Proposición 4.2.3. 
"'d ) j 1 "'d ) i . (a) df(Xt) = Lti=l Dif(Xt dXt + 2 Lti,i=l Di,if(Xt d(X , X 3 )t 

~ "'d ( ) j 1 "'d ) i . (b) df(t,Xt) = at (t, Xt)dt + Lti=l Dif t, Xt dXt + 2 Lti,i=l Di,if(t, Xt d(X, X 3 )t.D 
Un caso especial, donde X E S, es una semimartingala escalar ( d = 1). 

Proposición 4.2.4. Será: 

(a) df(Xt) = ¡' (Xt)dXt + ~f" (Xt)d(X)t. 

(b)df(t, Xt) = ~(t, Xt)dt + (~)(t, Xt)dXt + ~(~:{)(t, Xt)d(X)t· 

Ejemplo 4.2.1. Sea St el precio del Stock en un tiempo t ~ O, en un modelo simple 
vemos S como una semimartingala continua satisfaciendo la dinámica: 

donde B es un movimiento Browniano (uno dimensional), ¡.t y (J son constantes. de 
acuerdo a nuestra convención consideremos diferencial estocástico, ecuación (O) y es 
interpretado como: 

lo describimos más formalmente: 

sugerimos la siguiente interpretación: J-t es la tasa de retorno media instantánea y (J
2 

es la tasa de retorno de varianza instantánea del stock S. Tomando una solución St de 

85 



(O) de la forma St = f(t, Bt), para alguna función f = .f(t, x) E e2(R2) aquí queremos 
que f(O, B0 ) =So, es decir, f(O, O)= So, (O) puede ser reescrito como: 

dj(t, Bt) = p,f(t, Bt)dt + a}(t, Bt)dBt (1) 

por la fórmula de Ito: 

puesto que (B)t = 1, es decir: 

una comparación muestra que la función f satisface: 

y 

(A) 

(B) 

&f 
-=af 
&x 

De (A) se sigue que f(t,x) = e(t)eux y en (B) 

2 a 2 

es decir, e' (t) = (J.t- ~ )e(t), con solución: e(t) = ee(¡1---;¡-)t, así f(t, x) = e(t)eux = 
a2 

ee(J.t--;¡- )t+ux, de j(O, O) = So obtenemos e = So : 

(72 
f(t, x) =So exp{(¡.t- 2 )t + ax} 

y 
a2 

St = f(t, Bt) = Soexp{(¡.t- 2 )t + aBt}.O 

esta prueba produce una solución, pero no investiga la unicidad de la solución. 

Caracterización de Levi de un movimiento Browniano 

Proposición 4.2.5. Sea Bt=(Bj, Bf, Bl, ... Bf) un movimiento Browniano en 
(n, F, (Ft), P), entonces: 

(a) B:Bl es una martingala, para todo i =/= j. 

(b) (Bi, Bj) =O, para todo i =!= j.O 
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Proposición 4.2.6. Sea B = (B\ B 2
, ... , Bd) una martingala local continua, Rd~ 

val-uada. Entonces B es nn movimiento Browniano en (D, F, (Ft), P) si y solo si satis
face: 

(Bi)t = t y (B;, Bi)t =O 

para todo t 2:: O y i, j E {1, ... , d} con i =1- j. Pmeba: libro(5j. pág. 161. 

Cambio de medida 

Cambio localmente equivalente de probabilidad 

Siendo (D, F, (Ft), P) espacio de probabilidad filtrado con la filtración continua 
derecha (Ft) y F0 consiste de todos los conjuntos nulos y sus complementos. Una medida 
de probabilidad Q en Foo = a(Ut:;::oFt) es llamada localmente equivalente a P, si la 
restricción Q / Ft es equivalente a la restricción P / Ft, para cada t 2:: O, esto no implica 
que P y Q sean equivalentes en F00 , ellos son mutuamente singulares en este a-algebra 
grande: Para fE U(P), g E U(Q) 

Mt = ~~~;~:? Ei(f) = Ep(ffFt) y E~(g) = EQ(g/Ft) t 2:: O 

y con el teorema de Bayes: 

(a) Mt es una P-.nwrtingala estrictamente positiva con M0 = l. 

(b) Para .f E U(Q, FT), tendremos E~(f) = E{' (!Vh .f) / l'vl T = 
Ef'(MT.f)/E{(MT) O::; t <T. 

(e) El proceso adaptado ( Zt) es una Q-ma,rtinga,la ( Q-m.artingal local) si y solo si el 
proceso (MtZt) es una ?-martingala (P-mar·tingala local). 

El proceso M es ·u amado densidad proceso asociado con la medida P y Q. 

Asumiremos a la densidad proceso M continua: 

Proposición 4.2. 7. (Teorema de Girsanov) Asumiendo qne Q es localmente equi
valente a P y X v.na P-semimartingala continua. Entonces X es también nna Q
senúmaTtingala cont?:nna y el compensador u~ con Tespecto a Q es dado por: 

u~ =u&+ (X, log(M)) 

Así la integral estocástica es invariante sobre cambio a medida de probabilidad 
localmente equivalente. Con P, Q y Mt = ~~~/~!i, t :2: O como anteriormente. 

Proposición 4.2.8. La integral estocástica 1 = (H • X)P es la P-semimartingala 
continua única satisfaciendo: 
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(a) lo =O, uf = H • ufc y 

(b) (I, Y)= H • (X, Y), para cada P-semimartingala continua Y. 

Prueba: libro[5], pág. 171. 

Proposición 4.2.9. Sean P, Q y X, como anteriormente, entonces: 

(a) El espacio L(X) es el mismo respecto a P y Q. 

{b) Para HE L(X) tendremos (H • X)P = (H • X)Q 

Prueba: libro[5], pág. 172. 

Proposición 4.2.10. Sea X E S+, entonces U~= U~exp((log(X),log(M))) 

4.2.1. La exponencial martingala local 

Sea Luna martingala local continua con Lo= O, la exponencial Doleans Z = e:(L) 
de L es -definida como: 

1 
Zt = ct(L) = exp(Lt- 2(L)t) 

y tendremos una ecuación integral estocástica para Z. 

Proposición 4.2.11. El proceso Z = e:(L) satisface Zt = 1 + ¡; Z8 dL8 y Z0 = l. 
Así Z es una martingala local no negativa y asimismo una supermartingala. Conse
cuentemente Z es una martingala si y solo si E(Zt) = 1, para todo t ~ l. 

Prueba: Sea (t = Lt- ~(L)t. Entonces (o= O y (es una semimartingala continua con 
martingala local parte L. Así (() = (L). Aplicando la fórmula de It6 a Z = exp((), 
implica que: 

Puesto que Z0 = 1, esto sigue que Zt = 1 + J; Z8 dL8 , y además, Z es una martingala 
local. .O 

En forma diferencial la ecuación para Z se lee dZt = ZtdLt que es análogo a la 
ecuación diferencial dx(t) = x(t)dt con solución única x(t) = x(O)ef. 

Proposición 4.2.12. Sea Luna martingala local continua con Lo= O y Et = é:t(L) = 
exp(Lt- ~(L)t)· Entonces cada solución X E S de la ecuación diferencial estocástica 
exponencial dX8 = X 8 dL8 tiene la forma Xt = XoEt~ para todo t ~O. 

Prueba: Asumiendo que X E S satisfaciendo dX8 = X 8 dL8 • Entonces Ut = XtE¡1 

una semimartingala continua. Puesto que Eo = 1, tendremos U0 = X 0 y muestra que 
Ut = U0 , t ~ O. Puesto que U es una semimartingala continua, es equivalente con 
dUt =O, por la regla del producto estocástico: 
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De dEt = EtdLt y dXt = XtdLt, es decir, E= 1 +E • L, X= X 0 +X • L y con lo 
anterior inferimos que: 

y 
d(X, E-1)t = -E¡2d(X, E)t = -E¡-2 XtEtd(L, L)t = -XtE¡1d(L)t 

usando la fórmula de It6 y dEt = EtdLt, 

consecuentemente el término XtdE¡ 1 anteriormente se convierte en -XtE¡1dLt + 
XtE¡1d(L)t, ya que de dXt = XtdLt, el término E¡1dXt se convierte XtE¡ 1dLt así to
dos los términos anteriores se cancelan y dUt = O, como deseábamos. O 

Proposición 4.2.13. Sea V una martingala local continua Rd-valuada y 'Y E L(V). 
Entonces la solución general X E S de la ecuación diferencial estocástica exponencial: 

tiene la forma Xt = Xoct('Y • V). 

Prueba: Reescribiendo dXt = Xt.d( 'Y • V)t y usando las proposiciones anteriores con 
L ='Y • V. 

Proposición 4.2.14. Sea L una martingala local continua con Lo = O, si (L)t ::=; 
e(t) < oo en O, para alguna función no decreciente (determinística) e : [0, oo[-+ 
[0, oo(, entonces la exponencial Doleans Z = c(L) es una martingala con Ep(Zl) ::=; 
4ec(t) si (L)t :::; e, para todo t ~ 0, donde la constante e no depende de t, entonces la 
martingala Z es L2 -acotada 

Prueba: libro[5], pág. 17 4. 

Ejemplo 4.2.2. Sea W un movimiento Browniano uno dimensional, JL una constante y 
L = J.L•W, es decir, Lt = ¡; ¡.LdWs = J.LWt, entonces (L)t = (J.L2 •(W))t = ¡; ¡.L2ds = ¡.L2t 
y satisface la anterior proposición, consecuentemente: 

Zt = ét(L) = exp(Lt- ~(L)t) = exp(J.LWt- ~J.L2t), 
t ~O es una martingala.O 

Proposición 4.2.15. Condición Novikov 
Sea M una martingala local continua con M0 =O y asumiendo que Ep[exp(~(M)t)] < 
oo, O·::=; t < oo, entonces Z =e( M) es una martingala. 

Teorema De Girsanov's 

Sea Q medida de probabilidad localmente equivalente a P y Mt = ~~~j ~~ , sea W un 
movimiento Browniano d-dimensional en (0, F, (Ft), P), W no puede esperarse que sea 

89 



un movimiento Browniano con respecto a Q. Sin embargo, W difiere de un movimiento 
Q-Browniano (un movimiento Browniano en (!1, F, (Ft), Q) ) solo por un proceso de 
variación acotado. Sea W una P-semimartingala (Rd-valuado) y consecuentemente es 
una Q-semimartingala. Así: 

WQ :=W-u~ 

es una martingala Q-local y puesto que el compensador ua, es un proceso de variación 
acotado (Rd-valuado) tenemos que: ((Wi)Q)t = (Wi)t = t y 

((Wi)Q, (Wj)Q)t = (Wi, Wj)t =O 

\:fi,j = {1,2, ... ,d} con i =Jj. 
de la caracterización de levi d-dimensional, se sigue que WQ es un movimiento Brow
niano con respecto a Q. Puesto que W es una P-martingala, tendremos u~ = O y 
usando la fórmula de Girsanov's: 

ua, =u~+ (W, log(M)) = (W, log(M)) 

M continua: 

(W, log(M)) = ( (Wl, log(M)), (W2
, log(M)), ... (Wd, log(M))) 

El movimiento Q-Browniano WQ asume la forma: 

WQ = W- (W, log(M)) 

y asumiendo M = e( 'Y • W) 
dMt 
Mt = !'(t).dWt 

para algún proceso /' E L(W). /'j, Wj denotan componentes del proceso Rd-valuado /' 
y W. M es continua y log( M) = 'Y • W - A = í:~=l 'Yi • Wi -A, donde A es un proceso 
de variación acotado continuo A = ~ ( ')' • W) así: 

d 

(Wj, log(M)) = (Wj, L f'i • Wi) 
i=l 

se sigue que: 

(W, log(M))t = 1t f'(s)ds 

así el movimiento Q-Browniano WQ asume la forma: 
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Proposición 4.2.16. Sea W un movimiento Browniano d-dimensional en 
(0, F, (Ft), P), Q una medida de probabilidad localmente equivalente a P y asumiendo 

M d(Q/Ft) t· ,.f • d M ( W) d . que t = d(P/Ft) sa 'tS;ac'ten o =e 'Y • , es ec'tr: 

t 2::: O, para algún 'Y E L(W). Entonces el proceso WtQ = Wt- f~ "f(s)ds es un movi
miento Browniano en (0, F, (Ft), Q). 

Volatilidad 

Sea T > O y S una semimartingala continua estrictamente positiva en [0, T] sea 
Zt = log(St) y : 

V(t, T) = .j(S)T- (S)t = /(S)f 
L)t, T) = V(Z)r- (Z)t = /(i)f, tE [0, T] 

representación como límite en probabilidad: 

y 

(Z)f = lím L(Ztk- Ztk_1 )
2 = lím L(log(

8
Stk )) 2 

IIAII-tO IIAII-tO tk-1 

donde el límite es tomado sobre todas las particiones .6. = { tk} de [t, T], es claro 
que (S)f y (Z)f = (log(Y)).f son medidas de la volatilidad porcentual respectiva del 
proceso St sobre el intervalo [t, T]. 
Esta variación cuadrática no cambia con otra medida de probabilidad equivalente. 
Sea (St) el precio de un seguro, las trayectorias de S son gobernadas por la probabilidad 
del mercado P, con la medida de probabilidad equivalente Q. Es usual_pensar que la 
volatilidad de S respecto a la medida coinciden con la volatilidad de S respecto a la 
probabilidad P, y podemos asi estimar la tasa de mercado. Así S satisface 

dSt = _¡..t(t)dt + v(t)dWt, t E [0, T] 

donde Wt = (W/, lV?, ... Wtd) movimiento Browniano d-dimensional en (0, F, (Ft), P) 
y vE L(W) entonces d(S)t = llv(t)ll2 y 

V2(t, T) = iT 1Jv(t)ll2ds 

y 
dV2(0, t) = llv(t)ll2dt 

así llv(t)11 2 es una densidad para V2 (0, t). Se refiere a el proceso v(t) como el proceso 
volatilidad de S. 
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Capítulo 5 

APLICACIÓN A FINANZAS 

En este capítulo, con lo desarrollado anteriormente, se soluciona las ecuaciones 
dinámicas de mercado comercial establecidas por Black-Scholes para un bono 
principal (Bt) y para un Stock (St)· Se obtendrá características especiales deducidas 
de la solución, tanto para el bono principal como para el stock, tales como las tasas 
de retorno, ( r) y (J-t) dadas en la ecuación original. Cuando cambiamos la probabilidad 
(P) por otra localmente equivalente, cambian las ecuaciones dinámicas, buscamos que 
con la probabilidad nueva Q sean también dinámicas las nuevas ecuaciones tanto para 
el stock como para el bono. 
Luego, definimos una estrategia comercial <!>t = (Kt, Ht) como un proceso JR2-valuado 
predicible, sin arbitraje y con arbitraje, cuando es llamado financiamiento-asimismo, 
estrategia comercial acotada inferiormente (o domada). 
La estrategia comercial ayuda a dar una interpretación del comportamiento de pre
cios de un bono principal y Stock a semejanza con lo que sucede realmente en un 
mercado actual, finalmente, damos un ejemplo donde existe una estrategia comercial 
<Pt = (Kt, Ht) en un mercado arbitrado, pero este no es acotada inferiormente (o no 
domada) 

5.0.2. El modelo 

Considerando un mercado comercial con solo dos seguros un bono principal y un 
Stock. Identificamos estos seguros con sus procesos de precios Bt y St los cuales deno
tan el precio del bono y stock en el tiempo t E (0, T], respectivamente. Aquí T denota 
el horizonte de tiempo finito. 
Donde todo el comercio es asumido parado en el tiempo T. Y asumimos varias asun
ciones sobre el mercado: 

(a) Los seguros pueden ser comprados y vendidos en una cantidad ilimitada y son 
infinitamente divisibles (es decir, cualquier fracción del seguro puede ser 
comprado o vendido). 

(b) No hay transacción de costos. 

(e) El bono y el stock satisfacen: 
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dBt = T(t)Btdt, Bo = 1 y 

dSt 
st' = p,(t)dt + cr(t)dliVt, So =X 

donde r, cr [O, T] --+ :IR+ y p, [O, T] --+ :IR son funciones continuas 
(procesos determinísticos), VV es un movimiento Browniano en el espacio de 
probabilidad filtrado (n, F, (Ft), P) y (Ft) la filtración es aumentada generada por 
Hl donde esta filtración es continua derecha, 
Donde Bt = exp(J;r(s)ds), en el modelo el bono es no estocástico, Bt es constante 
para todo t E [O, T], de la naturaleza no decreciente de Bt, no está sujeta a riesgo. 
Una inversión en el bono puede ser liquidada en cualquier tiempo más aún sin incurrir 
en perdida. Consecuentemente r es llamado tasa de retorno riesgo-libre. 
La ecuación para el precio del Stock, puede ser solucionada, con cr(t)díi\ft = d(cr • W)t 
y reescribiendo 

dSt- p,(t)Stdt = Std(cr • Ti\f)t 

multiplicando con m(t) = exp(- ¡; p,(s)ds), Xt = m(t)St y usando la regla del 
producto estocástico obtenemos: 

con solución única 
Xt = XoEt(cr • Hl), 

observando que X 0 = S0 y multiplicando con m(t)-1 = exp(J; p,(s)ds) esto se convierte 
en: 

St = S0exp(1tp,(s)ds)Et(cr • W) 

= Soexp(1t (p,(s) -1cr(s) 2)ds + 1t cr(s)dli\18 ) 

Puesto que aquí Et ( cr • H!). es una martingala con una media constante, S0 = x una 
constante, tomando esperanza tendremos 

y podemos así considerar p,(t) como la tasa de retorno esperada instantáneamente, en 
el stock S en el tiempo t, también tendremos la igualdad d(log(S)) 1. = cr(t) 2dt, viendo 
cr(t) como el volatilidad porcentual instántanea de S en el tiempo t. 

Una inversión de lt dólares en el bono en tiempo cero crece a un dólar en tiempo 
t en riesgo menor y representa el valor en tiempo cero de un dólar a ser recibido en 
tiempo t. 
Así lt es el factor discontinuo, expresando los precios constantes, tiempo cero dólares. 
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Por ejemplo Sf = t- es el proceso de precios Stock expresado en dólares constantes. 
Esta discontinuidad elimina un flujo inflacionario en precios, el cual es consecuencia 
del hecho que el dinero es guardado por intereses, y es un necesario primer paso hacia 
transformar el proceso de precios Bt, St en martingalas con respecto a alguna otra 
medida de probabilidad equivalente idóneo PB en FT. 
La discontinuidad del bono Bf = t = 1 es ya una martingala en cualquier medida 
de probabilidad. Un corto desarrollo que envuelve la regla del producto estocástico 
muestra que: 

dSf = a(t)Sf[a(t)-1 (p,(t)- r(t))dt + dWt] ... (2) 

5.0.3. Medida martingala equivalente 

Al eliminar el flujo (p,- r)Sf de la ecuación anterior (2), tendríamos: 

wtB = it 'Y(s)ds + Wt, 

donde 'Y= J.t~r (o- es asumida estrictamente positiva) entonces: 

y (2) se podrá reescribir: 
dSf = a(t)SfdWtB ... (0) 

La tasa esperada de retorno p, en el stock desaparece y la ecuación (O) se soluciona con: 

Sf = SoE:t(a• WB). 

Luego es deseable fijar una medida de probabilidad PB en el cual wp sea un movi
miento Browniano, para que la ecuación (O) pueda ser considerada como la dinámica 
del proceso Sf, sobre la probabilidad PB y sea Sf una PE-martingala 
La probabilidad PB es fácilmente fijada. Como: 

wtB = Wt + it 'Y(s)ds 

es suficiente determinar PB, tal que, el proceso de densidad Mt = dY(;/~)) satisface: 
dMt = -!(t)MtdWt, equivalentemente Mt = E:t( -1 • M), para todo tE [0, T], puesto 
que M y E:(-~ • W) son ambas martingalas en [0, T] es suficiente tener: 

~ f 1 f 
d; = E:T( -1 • W) = exp(- lo 1(s)dW8 - 2 lo 'Y(s?ds) 

y esto define una medida de probabilidad idónea PB en FT. La condición 1 E L(W) 
es satisfecha puesto que 1 es continua. 

La propiedad crucial es el hecho que dJ¡ > O y así la medida de probabilidad 
PB es actualmente equivalente a la medida de probabilidad original P. 
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Proposición 5.0.17. Los procesos de precios discontinuos Bf = 1, Sf son martinga
las con respecto a la probabilidad PB. 

Por esto PB es llamado la medida martingala equivalente, y como St = BtSf (O) 
implica que: 

d~t = r(t)dt + a(t)dWtB 

Puesto que WtB es un movimiento Browniano con respecto a PB, esta ecuación es 
la dinámica de St sobre PB. 
Notamos que con el cambio a la medida de probabilidad martingala equivalente PB se 
reemplaza la tasa de retorno esperado J.1 de S sobre P con la tasa de retorno riesgo
libre r en el bono. Con respecto a PB, cuando al inversor le corresponde riesgo neutral. 
La posibilidad de mayor ganancia es compensada a un riesgo-neutral del inversor que 
no espera retorno mayor que el retorno riesgo-libre demandado de cualquier bien. 
En consecuencia PB es también llamado probabilidad riesgo neutral. Por contraste a 
la probabilidad original P es ahora llamado la probabilidad mercado. 
La naturaleza no estocástica de '/ implica que el movimiento Browniano wp = Wt + 
¡; '!(s)ds genera la misma filtración aumentada (Ft) como el movimiento Browniano 
original W. 

5.0.4. Estrategia comercial y ausencia de arbitraje 

U na estrategia comercial (dinámica de portafolio) es un proceso R 2 -val u a do 
predicible: 

<Pt = (Kt, Ht), 

t E [0, T], satisfaciendo K E L(B) y H E L(S). Este requerimiento asegura que la 
diferencial estocástica K dE y H dS estan definidas. Ya que la naturaleza especial de 
nuestro proceso B y S es fácilmente vista equivalente con la condición: 

1T IKtldt + 1T Hfdt < oo P- as, 

El proceso <P es interpretado como un portafolio cambiando continuamente sostenido 
sobre Kt unidades del Bono y Ht unidades del Stock en el tiempo t. Los coeficientes 
K y H son llamados pesos del portafolio, así: 

vt(<P) = KtBt + HtSt 

es el precio de este portafolio en el tiempo t. 
Tal que un portafolio es llamado domado (acotado inferiormente), si el proceso de 
precios vt ( <P) es acotado inferiormente, es decir: 

vt(<P) 2: e> -oo, 

para todo O ~ t ~ T y alguna constante e. 
Consideremos un portafolio <Pt = (Kt, Ht) el cual sostiene un número constante de 
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acciones (movimientos), del bono ( Bt) y el stock ( St), excepto para un solo re balanceo 
del portafolio en el tiempo t 0 , en otras palabras asumiremos lo siguiente: 

Kt = { a_ , si t Sto 
a+ , si t > to 

y 

H- { b_ , si t Sto 
t- b+ , si t > to 

donde a_, a+, b_, b+, son constantes. El reajuste en el tiempo t0 es llamado 
financiamiento-asimismo, en otras palabras la posición en el tiempo t0 es vender 
y proceder a invertir inmediatamente dentro de la nueva posición. Esto es equivalente 
con el requerimiento vt0 ( 4>) = a+Bt0 + b+St0 el cual es equivalente con la siguiente 
igualdad: 

y esto nos dará la siguiente definición general. 

Definición 5.1. La estrategia comercial <Pt = (Kt, Ht) es llamada financiamiento
asimismo si está satisface: 

tal estrategia comercial 4> es interpretada como un portafolio el cual es continuamente 
reequilibrado (reajustado), sin inyección o retiro de fondos. Una transferencia de fondos 
se da en el tiempo de esta inyección. La condición de financiamiento-asimismo puede 
también ser escrito ,como: 

El proceso de precios discontinuos Vt(<l>) = v~~) de una estrategia comercial 4> = 
(K, H), tiene la forma: 

Proposición 5.0.18. Sea <Pt = (Kt, Ht) una estrategia comercial domada (acotada 
inferíormente). Entonces 4> es financiamiento-asimismo si y solo si el proceso de 
precios portafolio discontinuo satisface: 

Prueba: Sea vt = vt(</J), '\'t8 = Kt + HtSf y por la regla del producto estocástico, se 
sigue que: 

(1) 

Observando que: 
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y podemos escribir: 

donde A es un proceso de variación acotada continuo. Consecuentemente: 

(H, SB) = (H, B-1 
• S) = B-1 

• (H, S), 

en otras palabras: 
d(H, SB)t = B¡-1d(H, S)t, 

así (1) se puede reescribir como: 

Similarmente de vt = KtBt + HtSt, por la regla del producto estocástico y la propiedad 
de variación acotada de B: 

dvt = KtdBt + BtdKt + HtdSt + StdHt + d(H, S)t 

= KtdBt + HtdSt + [StdHt + BtdKt + d(H, S)t} 

= KtdBt + HtdSt + Bt[SfdHt + dKt + B¡-1d(H, S)t] 

usando (2) se puede reescribir como: dV/ - HtdSf, consecuentemente: 

Observación 
Llamaremos, a una estrategia comercial <P estática si esta es constante, es decir, los 
coeficientes Kt = K0 y Ht = H0 no depende de t, entonces, obviamente: 

es decir, <Pes financiamiento-asimismo. 

Proposición 5.0.19. Sea <P una estrategia comercial financiamiento-asimismo en
tonces: 

(a) ~B(<P) es una Ps-martingala local. 

(b) Si <jJ es domada (acotada inferiormente), entonces ~ B ( </J) es una Ps
supermartingala. 

(e) Si Vt ( </J) es un proceso de variación acotada, entonces: 

dvt(<P) = r(t)Vt(<P)dt. 
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Prueba: (a) De d~E(qy) = HtdSf, se concluye que VE(qy) = V0 (qy) + H • SE. 
(b) Una martingala local, el cual es acotada inferiormente es una supermartingala. 
(e) Si ll¡,(qy) es un proceso de variación acotada, lo mismo es verdad del proceso ~E(qy), 
el cual es una PE-martingala-local, y es constante en el tiempo y d\~E = O, y sigue 
que: 

d\~ = d(Bt~E) = ~EdBt + Btd~E = T(t)Bt\~Edt = T(t)V¡,dt.D 

Observaciones 
Una estrategia comercial domada qy es una estrategia el cual no tolera pérdidas sin 
una acotación. En otras palabras una máxima pérdida es conocida en adelante. 
Si el proceso de precios V ( qy) tiene trayectorias de variación acotada entonces la 
estrategia qy es llamada riesgo menor. 
En el modelo d\1¡, = KtdBt + HtdSt = KtdBt + f-l(t)HtStdt + O"(t)HtStdH!t y así mismo 
la propiedad de Tiesgo-libTe puede solo suceder en el caso O" FI = O. 

Estrategia arbitrada 

Una estrategia comercial qy es llamada estrategia arbitrada si es financiamiento
asimismo y satisface: 

Vo(qy) =O, Vr(4Y)?:: O y P(Vr(<P) >O)> O 

tal que una estrategia puede ser originada y mantenida hasta el tiempo T sin fon
dos, con llevando no riesgo (Vr(4Y) ?:: O) y guía a un juego final positivo con 
probabilidad positiva. 
En general se cree que la estrategia arbitrada no existe en un mercado financiero real. 
Esta creencia es basada en la convicción que la aparición de una estrategia arbitrada 
direcciona (guía) el mercado de jugadores a tratar de explotarla en una escala muy 
grande. Esta estrategia mueve el camino y hace desaparecer la oportunidad. 
El siguiente ejemplo mostrará que la estrategia arbitrada existe en nuestro modelo. 
Sin embargo, también mostraremos que no existe una estrategia arbitrada domada. 
Este hecho es una consecuencia inmediata de la existencia de la medida martingala 
equivalente PE. 

Ejemplo 5.0.3. Incluso cuando vamos en contra, pagaT la apuesta, la estrategia 
ganadora puede seT fijada por crecimiento suficiente al jugarse en cada apuesta. To
mando en el resultado Xn = +1 de un lanzamiento de una moneda, +1/- 1 con 
probabilidad P(Xn = 1) = p, P(Xn = -1) = q, n ?:: l. Donde 2n = 1 + 2::~:6 2k 
apostamos 2n-l dólares a través de .la moneda en el n-enésimo tiTo (jugada}. Ganando 
de a 1 dólar en tiempo T = ínf { n ?:: 1/ Xn = 1}, donde: 

00 00 1 1 
E(T) = L nP(T = n) = L nqn-lp = p . 

2 
= -- < oo 

n=O n=O ( 1 - q) 1 - q 

Nuestra ganancia de a 1 es finito, el tiempo de parada T no es acotada y tenemos por 
lo que debemos estar preparados a una apuesta arbitraria larga. 
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En una situación continua tal estrategia puede ser implementada en intervalos de tiem
po finito [0, T]. Considerando nuestro modelo, {mercado simple de Black-Scholes}, con 
r = p, =O y a= l. En este caso: 

y 

Bt = 1, 

dSt = StdWt 

t 
St = exp(Wt- 2), 

tE [0, T]. Donde los bienes B, S son martingalas con respecto a la probabilidad mercado 
(original} P. La integral estocástica 

I(t) = ¡t ksdWs, Jo T-s 

es una martingala local en [0, T[ con variación cuadrática 

¡t 1 T 
(I)t = -T ds = log( -T ), 

O -S - t 

dondes= log(TI(T- t)) si y solo si t = t(s) = T(l- e-s) con crecimiento t(s) : 
[0, oo[-+ [0_, T[, sigue que J(s) = J(t(s)) es una martingala local continua en JO, oo[ con 
variación cuadrática (J)s = (J)t(s) = s y así mismo es un movimiento Browniano en 
[O,oo[. 
En particular Pa = ínf { s > O 1 J ( s) = a} < oo casi seguramente, para cada número real 
a. Muestra que: 

70 = ínf { t > O 11 ( t) = a} < T 

y J(T 1\ Ta) =a casi seguramente. Y 4> = (K, H) es una estrategia comercial satisfa
ciendo Kt = I(t 1\ Ta)- HtSt, entonces: 

vt(4>) = Kt + HtSt = I(t 1\ Ta) = ¡t (T- s) -.} 1¡s::;ra]dWs, 

especialmente Vo(4>) =O, VT(4>) =a y 

de dBt =O y dSt = StdWt sigue que la condición financiamiento-asimismo asume la 
forma: 

1 
HtStdWt = KtdBt + HtdSt = d~(4>) = JT=tl¡t::;r"JdWt 

y esto puede ser considerado satisfaciendo Ht = (St\/T - t)-11¡t::;ral· Con Kt definida, 
4> es una estrategia financiamiento-asimismo que nos alcanza una cantidad arbitraria 
de a dólares en el !iempo T casi seguramente con no inversión inicial en el tiempo cero. 
Esta estrategia no es domada. 
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Proposición 5.0.20. En el modelo (mercado simple de Black-Scholes), la estrategia 
arbitrada (acotada inferiormente) domada no existe. 

Prueba: Sea </> una estrategia comercial financiamiento-asimismo domada con 
Vf(<l>) 2: O y Vrf(<l>) = O. Entonces ~B(</>) es una PB-supermartingala, en particu
lar EpB(Vf(<l>)) :::; EpB(VoB(</>)) = O. Por lo tanto, V/(<1>) = O, PB-as y asimismo 
también P-as, consecuentemente</> no puede ser una estrategia arbitrada.D 

Proposición 5.0.21. Sea </> una estrategia comercial financiamiento-asimismo. Si 
Vr(</>) =o y IVí(</>)1 :::; e, tE (0, T], para alguna constante e, entonces Ví(<l>) =o, para 
todo tE [0, T]. 

Prueba: Escribimos ~B = ~B(</>) = v~~)· Entonces ~Bes una PE-martingala local el 
cual es uniformemente acotada y así mismo una martingala. De V f = O y la propiedad 
de martingala se sigue que ~B-:- O, PB-as y así mismo P-as, para todo tE [0, T]. O 

Proposición 5.0.22. Sea '1/J, x estrategias comercial financiamiento-asimismo y asu
miendo que Vr('I/J) = VT(X)· Si !Vr('I/J)- VT(X)! :::; e, tE [0, T], para alguna constante 
e, entonces vt('I/J) = vt(X) para todo tE [0, T].O 
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Capítulo 6 

CONCLUSIONES 

Las conclusiones del presente trabajo son las siguientes: 

• La integral estocástica para semimartingalas continuas definida y 
desarrollada en el presente trabajo nos ayuda a dar solución, a las ecuaciones del 
modelo de mercado establecidas por Black-Scholes, que modela en dos ecuaciones 
dinámicas el comportamiento de dos seguros un bono principal y un stock, en 
un mercado comercial (como los mercados actuales), en el cual las soluciones 
nos darán información del comportamiento de las tasas, llamándolas tasas de 
retorno esperada, riesgo libre y tasa de retorno esperada instantáneamente. 

• Cambiando la medida a medida martingala equivalente, variaran las ecuaciones, 
y se solucionaran similarmente, cambiando las posiciones de las tasas, siendo el 
nuevo modelo parecido al anterior. 

• Siendo· el mercado comercial de dos seguros se define una estrategia 
comercial de los dos como un proceso estocástico R2-valuado predicible, para 
poder ver la conveniencia de las inversiones en el mercado. Viendo la estrategia 
comercial en un mercado arbitrado y no arbitrado, definimos la estrategia 
comercial financiamiento-asimismo, y domada. Concluyendo que no existe una 
estrategia comercial domada en un mercado arbitrado. 

• La teoría de martingalas y de integración estocástica nos dan un valioso 
medio (instrumento) para poder modelar, interpretar y solucionar, problemas 
económicos en mercados comerciales, comportamientos financieros de los precios 
de bienes, bonos, derivados. 
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