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RESUMEN

Las aplicaciones holomorfas de P! en P! se pueden expresar en coor-
denadas homogéneas como [p(z,y) : ¢(z,y)], donde p,q son polinomios ho-
mogéneos del mismo grado y sin factores comunes, que en coordenadas afines
se puede expresar como :%%, razon por la cual estudiar la dindmica de una
aplicacién holomorfa R de P! en P! es estudiar la dindmica de una aplicacién
racional.

El comportamiento dindmico de la familia { R"} de aplicaciones racionales se
hace a través de dos conjuntos.

El conjunto de Fatou, que es el méximo abierto donde la familia {R"} es
equicontinua o normal, y el conjunto de Julia definido como el complemento
del conjunto de Fatou. Para el caso de una variable tenemos el Teorema de
Montel, que nos da un criterio para afirmar cuando una familia de aplicacio-
nes es normal. Para el caso de varias variables también podemos expresar
una aplicacién holomorfa en la forma [pg : p; : p2 : ... : pp); donde los
p; € Clzg, Z1, ..., Tn| son polinomios homogéneos del mismo grado y sin fac-
tores comunes, y podemos definir los conjuntos de Fatou y Julia de modo
analogo al caso unidimensional, sin embargo no tenemos una herramienta
anéloga al Teorema de Montel, esta dificultad es salvada introduciendo la
Geometria Hiperbdlica de Kobayashi, la cual permite definir las variedades
hiperbélicas en el sentido de Kobayashi la importancia de estas variedades
radica en que las aplicaciones holomorfas definidas en estas variedades con-
traen distancia.

Un concepto mas fuerte que hiperbolicidad y que también veremos es el
llamado encaje hiperbdlico, ademaés ultilizando Teoremas debido a Borel ve-
remos que el complemento de 2n + 1 hiperplanos en posicién general, esté
hiperbélicamente encajado en P".

Uno de los resultados centrales en esta monografia, es que genericamente las
aplicaciones holomorfas f : P2 — P2, tienen la propiedad que el comple-
mento de sus cinco primeras iteraciones de su conjunto de puntos criticos
estd hiperbélicamente encajado en P2,



INTRODUCCION

Esta monografia trata del estudio de la dindmica de aplicaciones holomorfas
sobre los espacios proyectivos (llamados también endomorfismos); a lo largo
de estas notas usaremos indistintamente los términos funcién, aplicacién o
mapeo.

El inicio de la dindmica de aplicaciones holomorfas tuvo su origen con Fa-
tou en 1906 especificamente estudié la iteracién de la funcién racional de
grado dos, z;’% la cual es una representacion local de la aplicacién holomorfa
[z : y] = [2? : 2? + 2y?); paralelamente en la misma época Julia también
estudiaba el comportamiento de las érbitas de funciones racionales. Antes
de 1990 ya existian algunos trabajos de dindmica compleja de aplicaciones
holomorfas en més de una variable, después de ese afio el estudio de ese tipo
de dindmica se ha intensificado ver ([Si] y su bibliografia).

El estudio de la dindmica de los endomorfismos sobre espacios proyectivos
de dimensién mayor a uno comienza con el articulo Sibony y Fornaess [FS1],
posteriormente se han realizado muchas investigaciones sobre los endomor-
fisinos. Este trabajo esta inspirado en el articulo {FS1], empazaremos dando
los prerequisitos necesarios para comprender los resultados alli tratados.

Se usardn importantes resultados tanto en una como varias variables com-
plejas, a continuacién pasamos a describir el contenido de cada capitulo.

En el primer capitulo empezaremos dando algunas propiedades algebrai-
cas y geométricas del espacio proyectivo P”, la topologia a usar es la de
Zariski que es la topologia natural desde un punto de vista algebraico, desde
el punto de vista diferenciable esta topologia es muy tosca, pues todos los
abiertos son densos en la topologia heredada por la estructura diferenciable,
esta propiedad daré un sentido de generalidad a las propiedades que estudie-
mos, luego veremos los conjuntos analiticos y algebraicos y enunciaremos el
Teorema de Chow que nos permitird utilizar indistintamente ambos conjun-
tos, también describiremos el nimero de interseccién de n hipersuperficies
del espacio proyectivo P™ en un punto dado y enunciamos el importante Teo-
rema de Bezout. La dltima seccién de este capitulo estard dedicado a familias
normales sobre espacios métricos, donde enunciamos el Teorema de Ascoli-
Arzela y el Teorema de Montel.

En el segundo capitulo, hacemos una recopilaciéon de algunos resultados
de dindmica holomorfa unidimensional. En la primera seccion caracteriza-



mos las aplicaciones holomorfas y definimos los conjuntos de Fatou y Julia
de estas aplicaciones, sobre ellos recae toda la complejidad de la dindmica de
ese tipo de aplicaciones. En la siguiente seccién estudiamos los puntos fijos y
periddicos de ese tipo de aplicaciones holomorfas, en la Ultima seccién estu-
diaremos las propiedades de los conjuntos invariantes y relacionaremos estas
propiedades con las de su conjunto de Julia. Acabaremos con un ejemplo de
aplicacién racional cuyo conjunto de Julia es todo PL. En todo este capitulo
se pondra atencién a la utilidad del Teorema de Montel.

En el tercer capitulo, comenzaremos probando que las aplicaciones holo-
morfas del espacio proyectivo P™ en si mismo, son polinomiales, este resul-
tado es conocido como el Teorema de Weierstrass-Hurwitz, esta descripcion
serd consecuencia del Teorema Extensiéon de Levi. Por medio de este re-
sultado también analizaremos las aplicaciones meromorfas. Luego veremos
los conjuntos de Fatou y Julia para endomorfismos del espacio proyectivo
de dimensién arbitraria, de manera anéloga al caso unidimensional, y dare-
mos una topologia al espacio de aplicaciones holomorfas, usando para esto el
Teorema de la Aplicacién Propia, luego estudiaremos los puntos periédicos
de funciones holomorfas, y calcularemos explicitamente el niimero de puntos
periddicos de un cierto orden (ver Corolario 4). En el resto de este capitulo
se estudiara los conjuntos excepcionales y veremos que genéricamente las
aplicaciones holomorfas no poseen este tipo de conjuntos. Para el caso de
aplicaciones holomorfas sobre el plano proyectivo serdn descritas completa-
mente las variedades excepcionales.

En el cuarto capitulo, introduciremos la Geometria de Kobayashi sobre
variedades complejas, mediante la cual toda aplicacién holomorfa contraers
distancia. Comenzamos la primera seccién estudiando la métrica de Poincaré
y sus consecuencias. Luego definimos la semimétrica de Kobayashi y vere-
mos sus principales propiedades, cuando esta semimétrica es una métrica
el espacio es llamado Hiperbdlico en sentido de Kobayashi o simplemente
hiperbélico, luego pasamos a estudiar las variedades hiperbdlicamente enca-
jadas, y el criterio de hiperbolicidad en el sentido de Brody que es muy util
para decidir cuando una variedad es hiperbdlica en el sentido de Kobayashi,
esto es precisamente el Teorema de Brody sobre variedades compactas. Con-
cluimos este Capitulo revisando los Teoremas de Green [Grl], {Gr2] que es
consecuencia del estudio de encaje hiperbdlico y del Teorema de Brody.



En el quinto capitulo usaremos los Teoremas de Green para probar que
genéricamente las aplicaciones holomorfas de grado (d > 2) en el plano
proyectivo cumplen las siguientes propiedades:
¢ Para uma aplicacién holomorfa f com conjunto de puntos criticos C se
cumple de que los conjuntos f*(C), 0 < n < 4 no tienen interseccién triple.
o P2\(Ui_,f™(C)) es hiperbélico Kobayashi.
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Notaciones:
C: El cuerpo de los nimeros complejos.
C*=C - {0}.
IR: El cuerpo de los ntimeros reales.
D,={zeC:|z| <r}.
D={z€C:|z| <1}.
D* =D - {0}.
Pt . Espacio proyectivo k-dimensional complejo.
Ky : Métrica de Kobayashi.
K Métrica infinitesimal de Kobayashi-Royden.
ds2: Métrica de Poincaré en el disco D).
ds?: Métrica de Poincaré en el disco unitario ID.
ds?,: Métrica hermitiana de la variedad compleja M.
F(f): Conjunto de Fatou de f.
J(f): Conjunto de Julia de f.
H: Espacio de las aplicaciones holomorfas en el espacio proyectivo.
Hy: Espacio de las aplicaciones holomorfas de grado d en el espacio proyec-
tivo.
M: Espacio de las aplicaciones meromorfas de grado d y de rango méximo
en el espacio proyectivo.
OA: Frontera del conjunto A.
A: Clausura del conjunto A.
ft=fo...0f: Composicién de f, n-veces.
O: El anillo local de funciones holomorfas.
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Capitulo 1

Espacio Proyectivo

1.1 Estructura holomorfa de P"

Definicién 1. Un atlas holomorfo de dimensién m € IN sobre un espacio
topoldgico M es una familia de homeomorfismos ¢; : U; — ¢;(U;) ¢ C™,
definidas en abiertos U; tal que:

2. Si Wy, = Ug N U; # 0 entonces ¢;(Wik),y or(Wji) son abiertos de
C™, y la aplicacién  ¢x 0 ;" : ;(Wjx) = ¢r(Wji) es holomorfa.

Las ¢; son llamadas parametrizaciones. .
Una variedad holomorfa de dimensién m € IN es un espacio topoldgico Haus-
dorff y segundo contable, el cual admite un atlas holomorfo de dimensién m.

La dindmica que estudiaremos se desarrollara sobre uh ambiente que tiene
estructura de variedad holomorfa, con abundantes propiedades topolégicas y
algebraicas.

En C**1-{0} consideremos los rayos [ag : - -  : a,] determinados por el punto
(ag, - - -,a,) € C*"1 —{0} y el origen de C"** el conjunto de todos estos rayos
es denotado por P" y es llamado el espacio proyectivo n dimensional complejo.

Observaciéon 1. Cuando n = 1 es llamado linea proyectiva, .
Cuando n = 2 es llamado plano proyectivo, para n > 3 es llamado espacio
proyectivo.

11



12 CAPITULO 1. ESPACIO PROYECTIVO

Veamos ahora la definicién formal de P". Diremos que (ag,...,as) ¥
(bo, .. .,bn) en C**! — {0} son equivalentes si existe o € C* tal que:
(ag, ..., an) = afby,-..,b,) y denotaremos esta relacién por ~.
Es claro que esta relacién es de equivalencia y denotaremos a la clase que
contiene a (ao, . ..,an) POr [ag: - - - : ay)-

Proposicién 1. El espacio proyectivo de dimensién n tiene estructura de
variedad compleja n dimensional.

Prueba. Por medio de la aplicacién H : C"*! — {0} — P" definida como
(%0, .- yZn) = [To : -+ : T,], podemos inducir una topologia en P* diciendo
que un conjunto A C IP" es abierto en P" si H~'(A) es abierto de C**! — {0}.
La aplicacién H es sobreyectiva y abierta, pues para todo abierto U se tiene
que:

HH({U) = Uee—ay(U),

donde ¢; : C™*1 — {0} — C™** — {0}, ¢(2) = tz. Por tanto P* adquiere la
estructura segundo contable de C**! — {0}.

Consideremos ahora [ag,- - ,an] # {bo, - ,bs] y dos abiertos disjuntos
Uy V en C**! — {0} conteniendo los puntos (ag, - ,an) y (o, ,ba),
luego consideramos los abiertos disjuntos CU = Utec_{o}cpt(U )y CV =
Utec—{0y¢(V), generados por los conjuntos U y V' los cuales por definicién
contienen a las direcciones dadas por los vectores (ag, - ,0n) ¥ (bo, - ,bn)
de este modo tenemos dos abiertos disjuntos H(CU) y H(CV), teniendo los
puntos [ag, -+ ,an] ¥ [bo, - - , bn) respectivamente. Por tanto P™ es Hausdorff.

Ahora, para cada ¢ = 0,1,...,n consideremos los abiertos U; = {[ap :
-+ 1 @y) : a; # 0} y las aplicaciones ¢; : U; — C™ definidas como:

d)i[ao Lt aln] = (G'O/a"b DEREE) a’i—l/a‘ia a’i+1/a'z'a v :a’n/a'i)

las cuales resultan ser homeomorfismos, con inversas ¢;* : C* = U; definidas
como:

7 a0, - -+, Qim1, Qitty -, 8n) =00 1o 0 1 @—1 1@ e Gy,
De donde

¢ibi (T, - - -, Tn) = (Zo/Zj, ..., 1/Tj, .., Ta]T5).
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Por lo tanto las aplicaciones ¢;¢; " son holomorfas, asf tenemos que P"
tiene estructura de variedad compleja n dimensional, siendo las ¢; sus para-
metrizaciones. a

Definicién 2. Sean M y N variedades holomorfas de dimensiones m y n
respectivamente. Una aplicacién f : M — N es holomorfa en p € M si
existen parametrizaciones p; : U; - C™ y ¢, : V; - C* conp € U; y
f(U;) € V; tal que 9ifw;" : ;(U;) = %(V;) es holomorfa en ¢;(p).

Si la funcién f es holomorfa en cada punto de M se dird simplemente que es
holomorfa.

Si f es holomorfa con inversa holomorfa, esta aplicacién serd llamada biho-
lomorfa.

Las parametrizaciones ¢; : U; — C™ | son biholomorfismos, con lo cual
podemos identificar a, C™ con abiertos del espacio proyectivo .

Ejemplo 1. La aplicacién natural H : C**! — {0} — P" definida como

(%o, .-, Tn) = [To : - - - i Zp) es holomorfa.
En efecto, supongamos que z; # 0, entonces la imagen est4 en U;.
Asi QS,; o H(xo, oo ,IL'n) = (CEo/IEi, ceey xi_l/xi,$i+1/$,;, cey zn/xz)

Observacién 2. P* = C*U P L,

En efecto P* — Up consiste precisamente del subespacio lineal L = {z €
Cn+1 = 0}
y su subconjunto:

L0 (C* —{0}) = {(20,21,-- -, 2a) € C*! — {0} : 2o = 0}

es identificado con C™ — {0}. Luego el cociente de L por la relacién de equi-
valencia en C"*! — {0} es igual al cociente de C" — {0} por la relacién de
equivalencia que define a P*~1 asf la restriccién a LNU; j = 1,...,n de
las aplicaciones coordenadas son vistas como las aplicaciones coordenadas en
P!, por lo tanto el complemento de C* en P™ es P"~1.

Observacidén 3.

1.- Para el caso especial que n = 1 el espacio P coincide con la compactifi-
cacién usual de C por adjuncién de un punto co.

2.- P* — U, puede ser expresado como zy = 0 , lo llamaremos el hiperplano
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infinito, y serd denotado por He,.
3.-En general un hiperplano en Uy = C" puede ser expresado como ag+a; 23 +
-+ 4+ op2, =0 en las coordenadas (zi,.. ., 2,) € C", usando la identificacién

podemos definir el hiperplano en P™ como : apzo+ - - - + anZn = 0, que no es
otra cosa que la compactificacién de op + 127 + - - - + @2z, = 0 . Nosotros
Hamaremos a la n-tpla (#, ..., z,) coordenadas afines.

1.2 Transformaciones Proyectivas

Para cada matriz cuadrada no singular de orden n+ 1, A = (a; ;)
tenemos una transformacién proyectiva definida por :

n n
PA:[mO::clz---:a:n] — [Zaumi:---:Zanixi]

1=0 =0

resulta claro de la definicién que para un nimero complejo no nulo o tenemos
que P4 = P,4, y también que P4 o Pg = P4p una consecuencia directa de
esta wltima propiedad es que la inversa de Py es Py’ = Py-1.

Para cualquier @ = (ay, . .., a,) € C**! — {0} consideremos el hiperplano

H, : oo+ +apz, =0

podemos hallar una matriz (b;;) de orden n x (n + 1), tal que la matriz

Qo N Oy,
A= b%o cen bln
| bnO e bnn |

es no singular. Un célculo directo nos da que Hy, = P4(H,), donde:

PA[GO Leee an] = [Zajaj : Zbljaj Ll anjaj]
j=0 j=0 j=0

de esto se -deduce que para todo [ag : --- : an] € H, se tiene Palag : -+ :

an) = [0: 3 5 obigag -+ 1 2050 bujagl.
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Ast Po(H,) € He, por otro lado para cualquier [0 : b : -+ : b,] € Hy
definimos [ag : - - - : an) por

ag 0

a1 — A1 b

an bn

Es facil verificar que apag + - -+ + ana, = 0, y entonces tenemos que
Ps-1(Hy) C H,, que equivale a decir Hy, C Pa(H,), asf vemos que cualquier
hiperplano puede ser aplicado por una transformacién proyectiva a H,,. Por
tanto todo hiperplano es isomorfo a P!,

Definicién 3. Diremos que las aplicaciones holomorfas f,g : P* — P* son
conjugadas si existe una transformacién proyectiva h tal que f = h logoh.

Observacién 4. Como f™ = h™! 0 g" o h vemos que la dindmica de ambas
es la misma.

1.3 Conjuntos Analiticos y Algebraicos

Definicién 4. Un conjunto analitico de una variedad holomorfa M de di-
mensién m es un subconjunto V C M, con la propiedad de que para cada
punto p € M existe una vecindad abierta U, de p en M y un nimero finito
de funciones holomorfas f; : U, > Ci=1,...,rtalque VNU,= {2 € U :
fiz) = - = £,(z) = 0}.

Definicién 5. Sean P, € Clz,...,2,), ¢ = 1,...,7 polinomios homogéneos.
El conjunto

V={2€P": P(z)=---= P(z) =0}
es llamado variedad algebraica en el espacio proyectivo.
Observacién 5. Para cada abierto afin U; = {{20 : - - - : 25} : 2; = 1} tenemos
VoaUi={{zo: - :2za) €U : Pilzg: -t 2im1: 1zt 1 z] =0 5 € {1,

luego V es un conjunto analitico de P".

Teorema 1 (Chow). Todo conjunto analitico de P* es una variedad alge-
braica.

T}
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Por el Teorema de Chow podemos definir una variedad algebraica como
un conjunto analitico de algin espacio proyectivo.
Para la demostracién de este Teorema, vea [G] pégina 150.

Una definicién conveniente a tomar en cuenta es la de cono holomorfo en
C™*!, el cual es un conjunto analitico C con la propiedad de que si z =
(20, --.,2,) € C cualquier tz = (t2,...,t2,) € C para t € C. Es claro, que
cualquier conjunto formado por los ceros de un niimero finito de polinomios
homogéneos en Clz, ..., 2,] es un cono en C**1, la parte anterior muestra
que cualquier cono en C"*! es el conjunto de ceros de un ndmero finito de
polinomios homogéneos, asi el Teorema de Chow nos dice que los conjuntos
analiticos de IP* son las proyecciones de los conos holomorfos en Ck+1,

Veamos algunos teoremas importantes cuyas demostraciones pueden ser
vistas en [S] (130 — 131).

Teorema 2. Un conjunto analitico V en un dominio D con V # D es cerrado
nunca denso en D y no separable en D.

Definicién 6. Sea V un conjunto analitico. Un punto 2z € V es llamado
reqular si existe una vecindad U de 2z, y aplicaciones holomorfas f;, i =
l...,kenUtalque VNU ={2€ U : fi(z) =--- = fu(z) =0} y el rango de
la matriz (Q%u@l) es igual a k. Caso contrario, el punto z; es llamado punto
singular .

Denotaremos con RV al conjunto de los puntos regulares de V.

Teorema 3. SiV es analitico entonces RV es abierto en V' y sus componentes
conexas son variedades complejas.

Teorema 4. El conjunto V¢ de puntos criticos de un conjunto analitico es
un conjunto analitico distinto de V.

De estos resultados tenemos que el conjunto de puntos regulares es una
variedad compleja. Como cualquier punto critico es el limite de puntos re-
gulares, es natural definir la dimensién para cualquier punto del conjunto
analitico por un proceso de limite.

Sea zg € RV denotaremos por dim,,V la dimensién de la componente de RV
que contiene a 2g.
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Definicién 7. Sean V un conjunto analitico, y ¢ un punto de V.
Definimos la dimensién de V en el punto a por dim,V = lim supgy5,_,, dim, V.
La dimensién del conjunto analitico V' es dada por:

dimV = sup{dim,V : a € V'}.

Observacién 6. Debido a la densidad de los valores regulares es ficil darse
cuenta que si todos los puntos regulares tienen la misma dimensién, digamos
m, entonces la dimensién en cada punto del conjunto analitico sers m.

Ejemplo 2. Sea A = {2 = (21,22,23) € C3/212223 = 0}

Si f(2) = 212023 entonces Vf = (2223, 2123, 2122), asi tenemos que el con-
junto de puntos criticos es dado por los ejes coordenados (21,0, 0), (0, 22, 0)
y (0,0, 23), por tanto tenemos de que dim,A = 2 para todo a valor regular,

entonces dimA = 2 .

Observacién 7. Un conjunto analitico A es dicho de dimensién pura m, si
dimyA = m para todo a € A. El espacio P, y el conjunto A del ejemplo
anterior son espacios puros dimensionales.

Un teorema importante en Varias Variables Complejas que serd utilizado
en los préximos capitulos es el Teorema de Remmert, o también conocido
como el Teorema de la Aplicacién Propia. Una prueba puede ser encontrada
en [G] pagina 152.

Teorema 5. Si f: V — W es una aplicacién holomorfa propia ! entre dos
variedades holomorfas, entonces la imagen de un conjunto analftico de V por
f es un conjunto analitico de W.

Observacién 8. Una aplicacién importante del Teorema de la Aplicacién
Propia es que cualquier conjunto analitico compacto A en C" es dado por un
numero finito de puntos. Para el caso de una variable esto es directo, pues
debido a la compacidad tenemos que A es cubierto por un ndmero finito de
bolas acotadas B;, i = 1,...,7. En cada una de las cuales hay definida una
funcién holomorfa f; tal que ANB; = f;7*(0), por el Teorema de la Identidad
cada A N B; esta constituido por un ndmero finito de puntos.

Para el caso de mas variables consideramos las proyecciones m; : C* — C de-
finidas como m;(21,...,2;,-..,2,) = 2;, ¥ su restriccién al conjunto A es una

1Una aplicacién es propia si la imagen inversa de G4n conjunto compacto es compacto.



18 CAPITULO 1. ESPACIO PROYECTIVO

funcién propia por ser A compacto, luego por el Teorema de la Aplicacién
Propia los 7;(A) son conjuntos analiticos compactos. Por tanto consta de un
ndmero finito de puntos, asi A es dado por un niimero finito de puntos. O

Definicién 8. Sean V una variedad y U un abierto con U C V, una
correspondencia ? f : U --» C es dicha meromorfa si existe un abierto denso
Uy C U donde f es bien definida; ademés para todo a € U existen funciones
holomorfas f', f" definidas en una vecindad U, C V tal que f(z) = i,;((%
para todo z € U, U.

Para el caso de aplicaciones definidas entre dos variedades, diremos que
una aplicacién es meromorfa si la composicién con las funciones coordenadas
tiene componentes que son meromorfas en el sentido anterior.

Ejemplo 3. Sean P,Q € C[zo,z;] polinomios homogéneos de grado d sin
factores comunes y f : P! --» P! donde f(p) = [P(p) : Q(»)] en Uy =
{lzo : 1] € P* : zy # 0} la aplicacién f puede ser expresada como fll :

) ={1: q“—"“—”g—w”—“] donde P(zg : 7;) = 2i+j=dpija:3z{ v Qzo : ;) =

Pdo%y++Pod
D i4j=a %5 %51, Por tanto la aplicacién es meromorfa. Veamos ahora que esta
aplicacién se puede extender a PL.
Por el Teorema Fundamental del Algebra pg,z8+- - -+pog = (z1—~r1)™ ... (21—
Ty )™ Y QaoTd+ - -+ Goa = (T1—81)™ ... (T1 — 8,)™2 donde ny +- - -+ =
my + --- +my = d. Luego la aplicacién f se puede escribir

. (.’121 —_ ’l"l)ﬂ1 R ({El - Tk )nkl ]
Tz = s)™ L (T — 8g,) ™2

flliz)=01

donde el numerador y el denominador no tienen factores comunes, como la
funcién anterior es la restriccién de

(1 — zos1)™ ... (21 — ToSky)™2 ¢ (1 — ToT1)™ . .. (%1 — ToTk, )™1]

podemos definir f[1 : ;] = [0 : 1], ademés f[0 : 1] estd bien definida pues
caso contrario implicarfa que P y @ tienen a zy como un factor comtin. O

2Utilizamos la flecha punteada para indicar una correspondencia, esto es, una funcién
que no esta definida en todo punto.
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Ejemplo 4. Sean P,Q € C[zg,z1, z2] polinomios homogéneos de grado d y
f : P? —-» P! donde f(p) = [P(p) : Q(p)] podemos factorizar los factores
comunes de P(zg,Z),%2) ¥ Q(zo,1,Z2), luego podemos suponer que ellos
son primos. Sin embargo atn siendo primos por el Teorema de Bezout 8,
A= {[zy: 71 : T3] € P?: P(x9, 21, %) = Q(20,21,23) = 0} # 0. Luego f no
es definido en A.

Tomemos un punto p € A y veamos como podemos expresar f en una vecin-
dad de p en coordenadas locales.

Sean Up = {[z0 : @1 : 7o) € P2 : zp # 0}, Vo = {[wo : v1] € P* : 4 # 0},
$o : Up = C?y @y : Vo — C definidas por ¢p(s,t) = [1 : s : #] y
w5 (1) = [1 : 4], considerando p € Up, tenemos que f puede ser expresado

localmente como (1,50
-1 3 } b] 37

. t R M A

(P0f¢0 (S: ) Q(l, 5, t)

luego f es meromorfa.

Lo que sucede en realidad es que no hay funcién holomorfa de P? en P'.
En cambio si hay funciones holomorfas de P* en P*, esto sera probado en el
Capitulo 3, Teorema 32.

1.4 Topologia de Zariski

Sea F € Clzg, 1, - - ., ) un polinomio homogéneo, el subconjunto de P™.
V(F)={[ao: - :an) €P*: F(ay,...,a,) =0}

es llamado hipersuperficie de grado m, donde m es el grado del polinomio.

Sean Fy,...,F, € Clzg,2y,-..,Zy,} son polinomios homogéneos. Denota-
mos por V(Fy,..., F;) al conjunto compuesto por todos los puntos en P",
que son ceros de los F; y seran llamados conjuntos proyectivos.

Ejemplo 5 (Cidbica Torcida). Sea
o: P o P3
[ag: a1] = [} : aday : apa? : ad]
Los puntos de ¢(P!) satisfacen las ecuaciones:

F(zg,1,%2,%3) = 0 = ToT3 — T1Z2.
— 2
G(.‘E(), Ty, Ta, ZE3) =0= Ty — TpZa.
_ ) = 2
H(I07$11m27x3) =0= 5 = T1%3.
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De donde ¢(P') C V(F,G, H), veamos que podemos identificar V(F,G, H)
con P! por medio de ¢. Para ello probaremos que:

1. ¢(P*) = V(F,G, H).
En efecto, sea [by : by : by : b3) € V(F, G, H).

(a) Si bp = O entonces by = 0y by = 0 de donde [by : b : by :
bs) =[0:0:0:1], ycomo¢l0:1 =[0:0:0: 1] se tiene
[0:0:0:1] € ¢(P).

(b) Sibp#0yb =0resultaque by =0yb3=0y¢[1:0]=[1:0:
0: 0], entonces [1: 0:0: 0] € ¢(P).

(c) Por dltimo si bp,b; # 0 entonces de la ecuacién G = 0 tenemos
2 . ]
que by = %, y de las ecuaciones H =0y F = 0 tenemos bz = %;
0
Luego ¢[1 : ] = [b : by : by : by,

De todos estos casos V(F, H,G) = ¢(P?).

2. Veamos ahora que ¢ es inyectiva, para ello supongamos que ¢fag : a;] =
¢lbo : b1, tenemos las siguientes posibilidades:

(a) Siag=0entonces by =0y [ag:a;]=[0:1] =1bo: by].
(b) Si ao # 0 entonces by # 0y [1: % (@) (2P =[1:8:(B)2:
(£)%] de donde 2 = & con lo cual ¢ resulta inyectiva.

De esta manera podemos identificar P! con la variedad proyectiva
V(F,G, H), la cual ser4 llamada cibica torcida.

Definicién 9. Un conjunto proyectivo V es dicho irreducible si no es unién
de subconjuntos proyectivos propios, y es dicho reducible en caso contrario.
Un conjunto proyectivo irreducible es llamado variedad proyectiva.

Ejemplo 6. Sean FF G y H como en el ejemplo anterior 5. Veremos a
continuacién que V(H, G) es un conjunto proyectivo reducible.

Primero, es facil verificar que V(F, G, H) C V(G, H).

Si (cg, €1,¢2,¢3) € V(G, H) entonces ¢Z —coc; =0y 2 — ¢;c3 = 0y de estas
relaciones (cic3)? — cpeicacs = 0, luego tenemos las siguientes posibilidades:
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1. Si ¢ciey # 0 entonces tenemos que cico — coez = 0, esto es, satisface la
ecuacién F = 0.

2. Si ¢icp = 0 entonces tenemos que ¢; = 0 o bien ¢; = 0 y ¢, ¢3 son
arbitrarios.

De estos casos concluimos V(G, H) = V(G, H, F)|J Ly 3 donde Loz = {{z, :
Ty : Ty : 23] € PP 1 29z5 = 0} que es la unién de dos hiperplanos. Por lo
tanto V(H, G) es reducible.

Observacién 9. Si consideramos Fy, ..., F} polinomios homogéneos en las
variables zy, . . . , T, y luego el polinomio H = Y F;G; donde G; € Clxy, . . ., Zn)
resulta que V(F,...,R) =V(RA,..., R, H).

Definicién 10. Un ideal a C C[zy, ..., z,) es dicho un ideal homogéneo si
l. z,yca—=z+y,z—y€a.
2. zH € a para todo H € Clxy,...,z,], para todo z € a.
3. Si H € a entonces cada componente homogénea H; € a.

Sea b un ideal homogéneo de Czo, . .., z,] definimos.
V(b) = {{ao, -.-a,] € P*(C) : H(ay, ...,an) = 0 para todo H € b}.

Dado una familia {a,},c; de ideales podemos determinar un ideal tomando
sumas finitas de elementos de ideales de esta familia.

k
Zaj={ZFji 2’€€Nyﬂj ECL,;}.
el =1
Proposicién 2. Sean a, b, {a;};cs ideales homogéneos. Entonces

1. V(@) UV(b) =V(anhb).

2. V(Z ax) = MaesV(ay).

3. V(0) =P~
4. V(Clzo, ..., zn)) = ¢.
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Observacion 10. La Proposicién anterior nos dice que dichos conjuntos
determinan una topologia, llamada topologia de Zariski.

El siguiente teorema permite una representacién mas simple de esté to-
pologia.

Teorema 6 (Base de Hilbert). El anillo C[xy, ..., z,] es noetheriano, esto
es, todo ideal de Clzy, ..., z,) es finitamente generado.

Para una demostracién de este Teorema ver [F].

Observacion 11.

1.- Todo abierto de Zariski de P" es denso en este espacio proyectivo con la
topologia inducida por su estructura holomorfa.

2.- La topologia de Zariski es no Hausdorft.

A todo cerrado de Zariski V' (a) estd naturalmente asociado un ideal ho-
mogéneo en Clzy, . .., z,] dado por.

I(V(a)) = {G : cada componente homogénea de G se anula en V(a)}.

El conjunto:
va={G | G* € a para algiin k € Z}

es un ideal y es llamado el radical de a .

Teorema 7 (Ceros de Hilbert). Para todo ideal homogéneo a tenemos que

I(V(a)) = Va

Para una demostracién de este Teorema, vea [L1] para el caso affn, para
el caso proyectivo ver [F].

Observacién 12. V(a) C V(b) si v/a D Vb.

1.5 Multiplicidad de Interseccion

Denotemos por F}' el conjunto de las funciones analiticas definidas en una
vecindad U, C C" de p y con valores en C.

En F, diremos que f : U, = Cy g:V, — C estén relacionadas si existe una
vecindad W, € U, NV, tal que flw, = glw,, es claro que la relacién es de



1.5. MULTIPLICIDAD DE INTERSECCION 23

equivalencia.
Denotemos por Oy el espacio cociente definido por la relacién anterior y los
elementos de este espacio son llamados gérmenes de una funcién analitica.
En realidad este un formalismo para decir que dada una funcién definida en
una vecindad de p lo unico que importa es el punto y no que tan grande o
pequeiia sea la vecindad.
Sean gy, ..., gn € Op, ellos inducen un ideal (g1,...,g,) en O} y
_ 9%
(91, sty gn)

es un espacio vectorial sobre C, ademés es de dimensién finita si el dnico
punto de donde se interceptan las ecuaciones g; = 0 es en el punto p.

Definicién 11. Definimos la multiplicidad de interseccion I,(gy, ..., gn) de
J1,--.,9n €n p como la dimensién del espacio vectorial
On
L(g1,...,gn) = dimg—-+F—r
p( ’ ’ 'n) (gla“'agn)

Observacién 13. Una propiedad que debemos destacar es la siguiente:
I(zy,...,2,) = 1.

En efecto, tomemos f € O, entonces por el desarrollo de Taylor de f tenemos
que f(Zo,- - Tn) = 0.0 + Doi 1 tinn1 Bir.in®y - Ty, donde f(0,...,0) =
ag..o- Ahora como z; =0 en ('E{-Lz'n—) se tiene que f = ag._¢ en (ITOPT;) En
conclusién este espacio vectorial es identificado con C.

Definicién 12. Sea f = (f1, ..., fu) : U = V una funcién holomorfa definida
entre los abiertos U ¢ C™ y V c C*. La multiplicidad de una funcién f en
un punto p € U es

k£,
multpf:-min{keﬂ\f: aax{;'(p) # 0 para alginj = 1,...,n}.

Sea f € O con multiplicidad k, entonces por el desarrollo de Taylor |
podemos escribir f como f = Py + Pit1 + --- donde los P; son polinomios
homogéneos de grado j, de la definicién de multiplicidad tenemos que Py # 0
en este caso P, = 0 es llamado el cono tangente de f en p. El nombre de
cono tangente es debido a que si mult,f = 1 entonces S : - f = 0 define un
hipersuperficie regular en p y en este caso 7,5 : P =0.
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‘Observacién 14. Una férmula importante que usaremos més adelante es:

L(fr, ..., fa) = (mult,fi) ... (mult, f,,).

La férmula es valida si los conos tangentes de los f; son diferentes dos a dos.
Esta observacién es una generalizacién de la observacién 13.

Una de las razones por la que se trabaja en el espacio proyectivo P" es
que n hipersuperficies siempre se interceptan.

Teorema 8. Sean F, . .., F, polinomios homogéneos en el espacio proyectivo
P* de grados dy,...,d, respectivamente. Supongamos que Fy,...,F, no
tienen componentes comunes entonces el nimero de puntos de interseccién
contando multiplicidad es dy.ds .. . .d,.

Para ver mas detalles de multiplicidad de interseccién y la demostracién
de este Teorema vea [Sh| pagina 237.

1.6 Normalidad de Funciones

Al hablar de iteraciones de funciones se determina naturalmente una familia
{f"} de funciones, para nuestro propdsito bastaré definir equicontinuidad
y normalidad de una familia funciones sobre espacios métricos compactos.
El teorema central sobre una familia de funciones es el Teorema de Arzela
Ascoli, que serd fundamental en la definicién de los conjuntos de Fatou y
Julia.

Sean M; y M, espacios topoldgicos. Denotamos por C(M;, M,) el espacio
de las funciones continuas de M; en M,.

Definicién 13. Sean (M;,d;) y (Ms,d;) espacios métricos.
Una familia de funciones § € C(M;, My) es llamada equicontinua en zg si
para todo € > 0 existe § > 0, tal que para todo z con d;(z,zp) < 8 y todo
f € § se tiene

da(f (o), f(2)) < €.

La familia § es equicontinua sobre M, si es equicontinua en cada punto de
M.

Definicién 14. Una familia de funciones § entre los espacios métricos M y
N, es llamada normal si de toda sucesién de elementos de § se puede extraer
una subsucesién uniformemente convergente en compactos.
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Teorema 9 (Arzela-Ascoli). Sea M; espacio métrico separable, localmente
compacto y M; localmente compacto. La familia § € C(M;, M) es normal
si y solo si es equicontinua y para todo z € M; el conjunto {f(z) : f € §F} es
relativamente compacto en M.

Definicién 15. Una semimétrica es una funcién d : M x M — IR que
cumple todas las propiedades de métrica, excepto que si d(z,y) = 0, entonces
no necesariamente z = y. El par (M, d) es llamado espacio semimétrico.

Sean (Mi,d;) y (Ma,ds) espacios semimétricos localmente compactos y
separables. Denotemos por D(M;, M) C C(My, My) al espacio de las fun-
ciones que contraen distancias, esto es si f € D(M;, M,) entonces

dao(f(2), f(y)) < du(z,y) para todo z,y € M.

De la propiedad de contraer distancias se tiene que D(M,, M;) es cerrado en

C(M,, My).

~Corolario 1. Sean (M;,d;) y (Ma,dy) espacios semimétricos como en el
Teorema de Arzela-Ascoli. Entonces § € D(M;, M2) es normal si y solo si
para todo z € M, el conjunto {f(z) : f € F} es relativamente compacto en
M,.

Observacién 15. Por el teorema de Arzela-Ascoli existe una estrecha co-
nexién entre las familias normales y la equicontinuidad, gracias a que el
eéspacio ambiente en el que nos encontramos es P* | hablar de normalidad es
equivalente que hablar de equicontinuidad.

Un teorema importante en dindmica unidimensional es debido a Montel.

Teorema 10. Si D; es un dominio de P! y a,b,c € P! distintos entonces
cualquier familia de funciones holomorfas de D; en D, C P! — {a,b,c} es
normal.

Para este resultado ver por ejemplo [N] 169 -170.
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Capitulo 2

Dinamica de aplicaciones
holomorfas sobre P!

En este capitulo no haremos un estudio exhaustivo de la dindmica de las
aplicaciones racionales en P!, sélo mencionaremos algunas de sus propieda-
des, que en los préximos capitulos trataremos de extender a P*, seguiremos
de cerca el tratamiento de Beardon [B], comenzaremos con unos ejemplos
acerca del comportamiento de las iteraciones de algunas aplicaciones racio-
nales, luego definiremos la métrica a usar, que serd la métrica cordal, para
luego pasar a definir formalmente los conjuntos de Fatou y Julia a través de
las familias normales de aplicaciones, y a continuacién mostraremos algunas
de sus propiedades, culminando con un ejemplo en el que el conjunto de Ju-
lia es P!. Cabe mencionar que en este capitulo usaremos frecuentemente la
identificacién de P! con Co.

2.1 Ejemplos

Vamos a dividir P! en dos conjuntos a partir de las iteraciones de una apli-
cacidén racional R. Por ahora vamos a considerar sélo la idea intuitiva, la
definicién formal ser4 dada en la seccién 3. Vamos a denotar por F al con-
junto de puntos para los cuales los valores R*(w) y R"(z) se mantienen cerca
si los valores de w estdn préximos a los de 2, y denotaremos por J al com-
plemento del conjunto F.

Ejemplo 7 (Transformaciones de Mobius). Estudiaremos las aplicaciones de

27
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+b

= z tiene a lo

N . . ., Q
Mobius mediante sus puntos fijos; como la ecuacién

mas dos soluciones, tenemos que f puede tener a lo mas 2 puntos fijos.

1. Supongamos que f tiene exactamente un punto fijo y que dicho punto
es 00, entonces f(z) = z+bcon b # 0 luego f*(2) = z+nb, porlo que
f*(2) = oo. En general toda aplicacién de M6bius con exactamente
un punto fijo b € P* puede ser llevado a la misma situacién por medio
de go(z) = -L;, pues f(z) = gyo f 0 g; '(2) tiene a co como tnico punto
fijo. Luego f*(z) — b de donde deducimos que el conjunto J es el
vacio.

2. Supongamos ahora que f tenga dos puntos fijos y que ellos sean 0 y
00, entonces existe k € C tal que f(z) = kz de donde tenemos de que:
a.- f*(z) = 0si k| < 1, por tanto el conjunto J es el vacio.

b.-f"(z) — oo si |k| > 1, por tanto el conjunto J es el vacio.
c-|f*(2)| = |2 si |k| = 1. En este ltimo caso tendremos de que :

Si k raiz enésima de la unidad entonces f* = I.

Si k no es raiz de la unidad entonces el conjunto f(z) serd denso en
Ci;) = {w € C: |w| = |2|}. En efecto, basta tomar la exponencial con
exponente irracional y aplicar f", como cerca de un punto periédico
podemos escoger uno con exponente irracional deducimos que ninguna
vecindad del punto periédico tendra el mismo comportamiento, y pues-
to que el conjunto de puntos periédicos es denso en el circulo, tenemos
que el conjunto F es el vacio.

Para el caso que los puntos fijos sean otros a, b € P* mediante una transfor-
macién de Mdobius llevamos estos puntos a 0 y oo.

Por lo descrito en este ejemplo en adelante cuando hablemos de apli-
caciones racionales estaremos suponiendo que su grado es mayor o igual a
dos.

Ejemplo 8 (Transformacién Cuadritica). Para la aplicacién f(z) = 22 el
punto 0 es fijo atractor y 1 es fijo repulsor ademas:

i) f*(2) >0 sifz] <1

i) fM(z) > o0 silz| > 1.

Resta analizar la dindmica de f en el circulo unitario C = {z,]z| = 1}.
Si z € C tendremos que su 6rbita permanece en C.
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Para puntos de la forma z = exp(2mir/2™), con r,m € Z se tiene que

f™(z) = 1 para todo n > m, es claro que estos puntos son densos en C y
siempre convergen a 1.
Por el contrario si z no es de esta forma también es denso en C, y la sucesién
generada por este punto no converge, de donde tenemos que el conjunto J es
C. Obsérvese que para cualquier arco I C C de longitud positiva las itera-
ciones duplican el d4ngulo central, asi para algin n tendremos que f*(I) = C.
Esto es un resultado general que sucede para los conjuntos 7. Otro modo
de ver como actiia 22 en el circulo, es a través del sistema binario, para esto
consideremos z € C de la forma z = exp(27i6), donde 8 € [0,1] luego f(2) =
exp(2mi20), por tanto podemos ignorar la parte entera de 26 dado que el
periodo de la exponencial es 274, asi nosotros podemos analizar la accién de f
en C analizando la accién de 8 — 20 médulo 1. En el intervalo [0, 1[ cualquier
0 se puede escribir en representacién binaria como 8 = 0.a;a,4a3...; entonces
es claro que 26 = 0.aga3... y también que se puede construir un 25 € C con la
propiedad que f™(z) sea denso en el circulo. Basta por ejemplo considerar
2o = 0.0100011011000001010011100101110111...., de la observacién anterior
es facil ver que evaluar es correr a la derecha el punto decimal, luego podemos
aproximar zp a cualquier cantidad tomando n suficientemente grande, luego
a partir de la continuidad de la aplicacién exponencial se concluye.

Ejemplo 9 (Polinomios de Tchebychev). El valor cos kz puede ser expresado
por un polinomio T}, en cos z, por ejemplo si Ty(z) = 222 — 1, se cumple que
Ts(cosz) = cos(2z).

Un polinomio T} de grado al menos 2, es llamado polinomio de Tcheby-
chev si Tx(cosz) = cos(kz).

.En el caso anterior tendremos que T (cosz) = cos(k™z), por tanto nosotros
podemos estudiar las iteraciones de T} estudiando simplemente las iteracio-
nes de z — zk.

Sea T}, = T, examinaremos las iteraciones de T sobre el intervalo [-1,1] = I,
para ello tomemos z € I el cual puede ser expresado como z = cosz para
algin = € IR entonces T'(cosz) = coskz, esto es I es invariante hacia ade-
lante por T'. Sea ahora J cualquier subintervalo de I es claro que existe n
tal que T™(J) = I, por tanto I es candidato a ser el conjunto J de T. Sean
A={E2:m,reZ}y B={:m,r €Z}, es claro que Ay B son densos
en JR. Luego cos(A) cos(B) serdn densos en I, para los puntos de A las
iteraciones se hacen constantes, y para los puntos de B no, luego el conjunto
J contiene a I.
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Sea €2 el complemento del segmento [—1, 1], veremos que T™(z) — oo en 2.
Para esto consideremos w € €2 por la sobreyectividad de la funcién cosz tene-
mos que w = €05z, siendo z = z + iy, como w € € resulta de que y # 0, por
otro lado |cos(z+iy)|> = cos®(z)+senh?(y) > senh?(y); por tanto tendremos
que |T™(w)| = | cos(k™z)| > |senh(k™y)|, de donde F = Qy J =[-1,1].

Ejemplo 10 (P(z) = 22 — 1). Este es un ejemplo tipico donde el conjunto
J no es una curva simple o un segmento como vimos en los ejemplos ante-
riores. En este caso el conjunto F tiene infinitas componentes; nosotros sélo
mencionaremos algunas de las propiedades de F.

Denotemos por F, la componente no acotada y tomemos 2 € F,, en este
caso P"(z) — oo, esto podemos comprobarlo facilmente cuando |z| es sufi-
cientemente grande.

En efecto los puntos fijos de P son %2 y 1—‘—2—‘@, considerando z € R y
h(z) = 22 — 1 — z tenemos h'(z) = 2z — 1 de donde A'(z) > 0 si z > 3, asf
tenemos que P(z) >z siz > %3 entonces h(p(z)) > p(z), continuando

este proceso tenemos que P™(z) — oo si z > Y5 en particular si |2| >

L%@ tendremos de que P"(|z|) — o0, ademds |P(2)| > P(|z]) > |z| para
|2] > 1%\/_5’ por tanto |P™(z)| > P"(|z|); de lo anterior resulta que si |z| >
-14“5‘/—"_’ entonces z € Fo.

Otras de las particularidades de este conjunto es que hay dos componentes
de F que en cierta forma representan a todas las componentes.
La que tiene a —1 designada por F_1, y la que tiene a 0 designada por JFo;
si C es cualquier otra componente resulta que la sucesién P*(C) a partir de
cierto n sers reiterativa, estoes : C,--- , P¥(C), -+ , F—1,F0,F-1 Fo, -

Definicién 16. En el caso de los polinomios P.(z) = 22 + ¢ definimos el
siguiente conjunto: M = {c¢ € C|P?(0), es acotado }, el cual es llamado el
conjunto de Mandelbrot.

Teorema 11. El conjunto de Mandelbrot es un conjunto compacto contenido
en el disco cerrado de radio 2, y su interseccién con el eje real es [—2, Z].

Prueba. Sea ¢, = P™(0), un cdlculo nos muestra que ¢, — 0o cuando el
médulo de ¢ es mayor a 2.

En efecto, sabemos que |P*(2)| = oo cuando |z| > 1 44/3 + |¢], por tanto si
|c| > 2 tenemos que 2|c| > 1/ + |, lo cual es cierto pues 9|c|* > 4+16|c],
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por tanto |P™(0)| — oo, ademds si ¢ > 1 entonces ¢, > n(c— ) por tanto
Z4c2n?c—3)2+c>(n+1)(c—4)siyslosin®(c—3)2>n(c—1) yes
claro que existe ng tal que si n > ny entonces tendremos que n(c — %) > 1,
por tanto M NR C [-2,1/4].

Si0 < ¢ < 1/4 tenemos que P, lleva [0, o] en si mismo, en efecto 0 < z < a
equivale aque 0 < 224+c < a?+c= o, estoes 0 < P.(2) < o, as{[0,1/4] ¢ M
del mismo modo se ve que si =2 < ¢ < 0 entonces P, lleva {—f3, 5] en si
mismo por lo cual tenemos que las iteraciones de estos intervalos son acotadas
teniendo asf el resultado.

2.2 Aplicaciones Racionales

Sea 0o un punto cualquiera que no esta en C denotaremos por C,, = CU
{oo} = PL. Una idea geométrica de C,, se obtiene por la conocida proyeccién
estereografica 7 la cual nos permite definir la métrica cordal o en Ce,.

Definicién 17. La métrica cordal o es dada por:

o(z,w) = 20z vl + ;z,weC
’ (L4 [z + jwP)e
2
O'(Z,OO) = m, z€C

Definicién 18. Una métrica alternativa es la métrica esférica oo(z,w) de-
finida como la distancia mas corta en la esfera unitaria C,, entre los puntos
7(2) y m(w), la cual se puede obtener como la menor longitud de arco del
circulo maximo pasando por dichos puntos.

Si 8 es el angulo central del segmento mas corto entre dichos puntos, entonces
tendremos ogo(z,w) = 6.

Observaciéon 16. Las métricas o y 09 son equivalentes. En efecto por tri-
gonometria elemental tenemos de que: o(z,w) = ZSeng, resultando asi que:
o(z,w) = 2sen3‘i;’—’”1. '

Ahora a partir de la relacién conocida: 2¢ < senf < § para 0 < 6 < %,
tendremos que :

;r—ao(z,w) < o(z,w) < go(z, w).
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Definicién 19. Una funcién racional es una aplicacién de la forma f(z) =
P(2)

Q(2)
grados de P y Q seré por definicién el grado de f.

donde P y Q son polinomios sin ceros comunes. El méximo de los

Debido a que sélo con dos cartas podemos parametrizar C,, tenemos la
siguiente forma particular de definir una aplicacién holomorfa de C, en C,,.

Definicién 20. Diremos que f : Co, — C,, es holomorfa en p si sucede
cualquiera de las afirmaciones siguientes:

1. Sip#£ oo, f(p) #00o,pe U CC. Entonces f : U — C es holomorfa
en p.

2. Sip# o0, f(p)=00,pe U C Cy considerando g = % La aplicacién
go f:U — C es holomorfa p.

3. Sip=o00, f(p) #00,0€ U C C. Entonces fog: U — C es holomorfa
en 0.

4. Si p=o00, f(p) = 0o. Entonces la aplicacién g o f o g es holomorfa en

Observacién 17. Los polos de f son los puntos w tal qué f(w) = o0, en

una vecindad de tales puntos la funcién —— es holomorfa con valor cero en

f()

dichos puntos. La funcién f es continua segin o en los polos, en efecto —— 7 (z)

continua en w en la métrica euclidiana por tanto lo sera en la cordal o y

Ccomo 1 1

o(f(2), fw) = o(7 7 T =S
resulta de que lim,_,,, o(f(2), f(w)) = 0.

0)

Ejemplo 11. Sea p(2) = a, +a12+ - - - + a,2", con a, # 0.
Como p(o0) = oo, entonces estamos en el caso 4 de la definicién. La
n

aplicacién —< = z es holomorfa en una vecindad del cero,
p(2)  ant -t a2

entonces las aplicaciones polinomiales son holomorfas en co.

Teorema 12. Sea f : Co,, — Cq analitica no constante si f~'(o0) =
entonces f resulta un polinomio.
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Prueba. Del Teorema de la Identidad f~'(0) es un conjunto discreto dado
que no es la funcion constante. Como C,, es compacto resulta que dichos pun-

tos son finitos digamos 2y, ..., 2; los cuales han de estar en C por hipdtesis;
asf tenemos de que f(z2) = (2 — 2;)™h;(2) con h;(2) # 0, por tanto
f(z
O r— L —
(z_zl) 1...(z_.zk) k

resulta analitica y como g(2;) # 0 tenemos que g no es sobreyectiva, de donde
resulta constante por ser Co, compacto, asf g(z) = A # 0 por tanto f resulta
un polinomio.

Un hecho importante de las aplicaciones racionales es que caracterizan las
aplicaciones analiticas en C,,. Veremos esto desde la perspectiva de variedad
es decir utilizando cartas.

Teorema 13. Si f : P! — P! es una funcién analftica entonces existen poli-
nomios P, Q € C[zo, 7] homogéneos del mismo grado y sin factores comunes
tal que:

[1zo : z1] = [P(zo, 21) : Q(z0, 71)]-

Prueba. Sea f : P! — P! una aplicaciéon holomorfa. Consideremos la pa-
rametrizacién ¢;' : C = Uy = {[zo : z1] : o # 0} definida por ¢5i(z;) =
[1 : 7], vy fijemos el punto co = [0 : 1], es claro que P! — {00} = Uy,
debido a la compacidad de P' tenemos que f~*(00) = {pi,...,pn}, asi

fo=¢doof : P —{p1,...,pn} 5p - {o0} % c. Luego los puntos p;
son puntos singulares de fy que gracias a la compacidad de P! no son singu-
laridades esenciales. Luego f, es una aplicacién meromorfa con polos en los
puntos p;. Sean ¢; donde j = 0,1 las parametrizaciones de P* y ¢;(p;) = 2,
consideremos ademas
_ Gmy a1
U CE R R

las partes principales de foo¢; !, Ordenando podemos suponer 10s 21, . . ., Zn,
Y Zpg+1;---,2n Preimigenes de p; por medio de ¢o y ¢ respectivamente.
Luego la aplicacién fo — g1 0dg — -+ — Gng ©P0 — Gno+1 ©P1 — -+ — gn OP1 :
P! — C es holomorfa. Entonces por el Principio del Méximo esta aplicacién
es constante. Por lo tanto fy es una aplicacién racional, esto es existen dos
polinomios P,Q € Clzo,z1] tal que folzo : z1] = Plzoizi]l  para, que f, sea

. ! Qlzoszy}” g
bien definido es necesario que ambos polinomios P y @ sean homogéneos,
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del mismo grado y sin factores comunes. Ahora utilizando la definicién de
¢o llegamos a que

flzo : z1]) = [P(zo,z1) : Q(z0,21)].
0

Observacién 18. De la prueba del Teorema, 13 tenemos que en las coorde-
nadas_Uo.
P(1,2)

T Q0,2)

y es por eso que las aplicaciones holomorfas en P! son llamadas aplicacioneé
racionales.

dof 5 (2)

Debemos recalcar que las aplicaciones holomorfas f : P — P* se pueden
aun escribir de esta manera aunque los argumentos empleados aqui para con-
seguir este resultado ya no funcionan, pues los polos no son necesariamente
un numero finito de puntos.

Corolario 2. Los automorfismos de P! en algin sistema coordenado son las
transformaciones de Mobius.

Prueba. Por el Teorema 13 todo automorfismo f se debe escribir como.
flzo, 21] = [@11%0 + 41221 : A1 T0 + a1

donde la matriz (a;;) es una matriz inversible. Luego tenemos

a9z + a2
a2z + Qi1

doo f5'(z) =

que es una transformacién de Mobius.
Observacién 19. Una ecuacién racional R(z) = w de grado d > 0 tiene d
soluciones en C,, contando multiplicidad.
P
En efecto, sea R = a, donde el grado de P esny el de Q es m.

¢ Si m = n, todos los ceros y polos estardn en C, por tanto esto se odtiene
del Teorema Fundamental del Algebra.
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e Sin > m, la aplicacién racional R tiene n ceros y m polos en C y

R(o0) = 00 el nimero de polos en oo es el nimero de ceros de m en
0, considerando P = a@o + - + 4p2" y Q = by + - -+ + bp2™ notamos que
1 n_mbozm+"’+bm .

T =72 por tanto tiene n — m ceros en 0.

RO " ° et ta,

Anilogamente si n < m. Entonces R tiene d ceros y d polos en C,, ahora
si w € P! — {00,0} tenemos de que el niimero de soluciones de R(z) = w es
el nimero de ceros de P — @Q(z)w = 0 los cuales no suceden en los ceros y

polos de R, luego por el caso anterior se concluye.

Definicién 21. Sean f y h aplicaciones racionales, diremos que son conju-
gadas si existe g de Mobius tal que f = gohog™t.

Si f y h son aplicaciones racionales conjugadas, entonces f® = goh™og™?!,
asf tenemos que la dindmica es preservada, en particular se preservan los pun-
tos fijos.

Como una aplicacién simple podemos hacer uso de la conjugacién para ca-
racterizar los polinomios.

En efecto, sabemos que una aplicacién racional no constante es un poli-
nomio si su unico polo es el co, mas generalmente tenemos el teorema.

Teorema 14. Una aplicacién racional no constante f es conjugada a un
polinomio si y solo si existe algin w en P* con f~}(w) = w.

Prueba. Si f es conjugada a un polinomio P por una aplicacién de Mobius
g, tenemos que P = g1 o f o g, puesto que el inico polo de P es oo se tiene

que P(o0) = oo luego f(g(o0)) = g(oo). Para el reciproco sea g(z) = 2=

z2=—w?

esta aplicacién de Mobius tiene la propiedad de que g(o0) = w. Luego
g7 o f o g(co0) = oo, entonces go f o g~! es un polinomio.

2.2.1 Condicion de Lipschitz

Veremos ahora que las aplicaciones racionales cumplen la condicién de Lips-
chitz con la métrica esférica.

Teorema 15. Una aplicacién racional R satisface

0.(R(2), R(w)) < Mo,(z,w).
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Prueba. Como

/R(w) 2ds| _ v 2R/(s)|(1+]s]%)|ds|
Rz L+IsP? o L+ [R(SPA+[s?)

|R'(2)|(1 + |2%)
1+ |R(2)?

ver el valor de esta funcién cerca de los polos de R y de co.

Para los polos, si 2; € C es un polo de orden k resulta,

R(z) = )

= G-aF

Bastara ver que

es acotado en la esfera, para lo cual basta

donde h(z;) # 0 por tanto tenemos

W(2)(z — 2)F — k(z — z)* " h(2)

R’(z) = (z — zi)%

reemplazando esta expresion en

[R'(2)I( + |2
1+ |R(2)P

resulta

R+ 27 _
1 = 0.
mITRGR D
Para z = oo, tendremos que
'y / 2
lim P'Q— PQ 1+ |z

2—00 Q2 PlngQ 2

eC

pues el grado del denominador siempre es mayor o igual al del numerador.
[R'(2)I(L +12%)

1% RGP es acotada en C. O

Resultando asi que la expresién

2.2.2 Topologia de Aplicaciones Racionales

Consideremos los siguientes conjuntos:

C={f:Csx — Cy tal que { es continua}.



2.2. APLICACIONES RACIONALES 37

R={f:C, — C tal que f es racional}.
R, ={f € R tal que f es de gradon }.

En C definimos:
p(f,9) = sup go(f(2),9(2))-

Esta métrica p es la métrica de convergencia uniforme en C,,, algunos resul-
tados importantes con respecto a p que sélo mencionaremos son:

1. Si la sucesién (f,) es analitica en D y (f,) converge uniformemente a
f en D entonces f analitica en D.

2. La aplicacion grado definida en R es continua.
3. Las componentes conexas de R son R, con n € IN.
Ver [B] péginas 46,47.

Definicién 22. Sea -y una curva cerrada en la esfera, su complemento es la
unién de dominios mutuamente disjuntos llamados componentes, suponiendo
que v esta en alguno de los hemisferios entonces una de las componentes
contiene un hemisferio, llamaremos a esta la componente exterior de v y sera
denotada por E(7).

Observacion 20. Si R es una aplicacién racional y W un dominio entonces
OR(W) C R(8W). En efecto sea z, € OR(W) entonces existe una sucecién
R(z,), con R(z,) = 2z donde 2z, € W C C,, considerando una subsucesién
si es necesario podemos suponer z, — z € W UJW. Si z' € W entonces
29 € R(W), €l cual como es abierto implicaria que 2 no est4 en OR(W), asi
tenemos de que 2 € W por tanto 2 € R(O(W)).

Teorema 16. Sea R una aplicacién racional, existe § > 0 tal que si -y es una
curva cerrada con o didmetro menor a d, entonces las curvas v y Ry estardn
contenidas en algiin hemisferio y la imagen R(£2) de una componente interior
2 de la curva < no intersecta a la componente exterior E(R(7)) .

Prueba. En principio tomando 4 suficientemente pequefio la curva 7y estara
en algin hemisferio, y ademé4s por la condicién de Lipschitz para R podemos
garantizar que la curva Ry también ha de encontrarse en un hemisferio; asf
tendr4 sentido de hablar de sus componentes interiores y exteriores de ambas
curvas. Sea M la constante de Lipschitz de R y €2 una componente interior
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de v entonces.

diam(R(Q)) < Mdiam(Q) < Mdiam-y.

Agregemos ahora a las condiciones de § la propiedad de que Mé < 7; entonces
R(€) no contiene a E(R(y))-- - *.

Por otro lado aplicando la observacién anterior a € tendremos que (R(Q)) C
R(0Y) C Ry. De esto concluimos de que E(R7) es disjunto de 8(R(Q)) por
lo tanto E(Ry)NR(Y) = & o bien E(Ry) C R(), finalmente de * tendremos
de que E(RY)N R(N) = @.

2.2.3 Valencia y Puntos Fijos

Sea f no constante y holomorfa en z, € C.
Entonces admite desarrollo de Taylor f(z) = a,+ax(z—2,)¥+-- - , de donde
tenemos de que:

limM=ak€C—{O}.

220 (22— 2,)F

El entero & es llamado la valencia o el orden de f en z, denotado por vy (2,).
Otro modo de definir la valencia es como la multiplicidad de zy como solucién
de la ecuacién f — f(20) = 0.

Observacion 21. La valencia verifica la regla de la cadena es decir

V54(2,) = v5(9(20))vg(20)

donde Zo,g(Zo), fg(zo) € (C
En efecto basta notar de que

f9(2) — f9(z) _ fe(2) — f9(z) (9(2) - g(zo))q

(z=z) (9(2) — 9(2))7 \ (2 — 20)*

donde g = v54(20) ¥ k = v4(2,)- O

Del Teorema de la. Funcién Inversa tenemos de que f inyectiva en alguna
vecindad de z, si v¢(2,) = 1, de esto y la observacién anterior tenemos que
la valencia se preserva bajo una pre y post aplicacién inyectiva lo que nos
permite extender la definicién para el caso z, = 00 0 f(2,) = 0o para esto
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escogemos transformaciones de Maobius g, h las cuales lleven 2, y f(2,) en C
en estas condiciones definimos:

vf(Zo) = Vnfg-1 (g(zo))'

Observacion 22. De la definicién tenemos que en los puntos singulares la
valencia a de ser mayor que uno y por la compacidad de P! tenemos que el
nimero de puntos singulares a de ser finito, por tanto la suma ) [vs(2) — 1]
es finita.

Teorema 17 (Riemann Hurwitz). Para cualquier aplicacién holomorfa f de
P! en P! de grado d tenemos :

Sl -1n=2-2

Para una demostracién de este Teorema vea {B] pagina 43.
Definicién 23. Un punto w € P! es llamado punto fijo de f si f(w) = w.

Sea zy € Cy f*(2) = 2z, € C supongamos que z, — w, entonces w es un
punto fijo pues Hm f*+1(z) = lim f"(zp).
Sea w € C un punto fijo de f, diremos que w es:

1. Es punto fijo atractor si |f'(w)| < 1.
2. Es punto fijo repulsor si |f'(w)| > 1.
3. Es punto fijo indiferente si | f'(w)| = 1.

Ahora veamos los puntos fijos de una funcién racional f = g donde P es un
polinomio de grado m y @ de grado n.

Sim > n entonces la aplicacifon f fija co.

Si p € C es un punto fijo entonces Q(p) # 0, por tanto los puntos fijos son
soluciones de

z2Q(2) — P(z) = 0.
Es decir los puntos fijos en C son las soluciones de la ecuacién anterior.
Lema 1. Si z € C es un punto fijo de f y ¢ cualquier funcién inyectiva

entonces ofoyy~! tiene en +(z) el mismo nimero de puntos fijos que f en
z.
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En particular si p es un punto fijo de una aplicacién racional f y ¢ una
~ transformacién de Mébius entonces go fog™" tiene en g(p) el mismo nimero
de puntos fijos que f en p.

Teorema 18. Sea f una aplicacién racional de grado d, entonces f tiene a
lo mas d + 1 puntos fijos en P!

Prueba. Por el Lema 1 podemos suponer que los puntos fijos de f estédn en
C. Supongamos f = g y sea p es un punto fijo de f, por la forma de f tene-
mos que el nimero de ceros de f(z) —z en p es el mismo que de P(z) —2Q(z)
en p, ahora como f no fija co tenemos grado(P) < grado(Q), asi el grado de
P(2) — 2Q(z) es d + 1. O

2.3 Conjuntos de Fatou y Julia

Definicion 24. Sea R una aplicacién racional el conjunto de Fatou de R
es el abierto méximo donde la familia {R"} es normal y serd denotado por
F = F(R), el complemento de este conjunto serd llamado el conjunto de
Julia de Ry es denotado por J = J(R).

Observacién 23. De la definién J es un conjunto compacto, ademas como
Cy es un conjunto compacto resultard indistinto hablar de normalidad y
equicontinuidad.

Proposiciéon 3. Sean g una transformaciéon de Moébius, f una funcién
racional y h = go f o g”*. Entonces F(h) = g(F(f)) del mismo modo
JI(h) = g(T(f))-

Prueba. El resultado es consecuencia de las definiciones de los conjuntos de
Fatou y Julia.

Proposicién 4. Para cualquier aplicacién racional no constante f yn € IN

se cumple que F(f") = F(f) y J(f™) = T(f).

Prueba. Sea g = fP como g" es una subfamilia de f* entonces F(f) C F(g),
como cada f* satisface la condicién de Lipchitz la familia §x = {f*¢" : n >
0} es equicontinua, donde {¢g™ : n > 1} es equicontinua, entonces J§j es
equicontinua en F(g) por tanto lo es la unién finita Uz;isk. Como esta
unién es {f* : n > 0} entonces la familia {f™ : n > 1} es equicontinua en
F(g), de donde F(g) = F(f), la otra afirmacién es anéloga.
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2.3.1 Conjuntos Completamente Invariantes

Sea g : M — M una aplicacién y E C M.
Diremos que E es invariante hacia atrds si g~}(E) = E y invariante hacia
adelante si g(E) = E.

Diremos que es completamente invariante si lo es hacia adelante y atras.

Observacidn 24. Si g es sobreyectiva, la definicién de completamente inva-
riante coincide con la de invariante hacia atras.

Teorema 19. Si f es un aplicacién racional de grado al menos 2 y E es
un conjunto finito completamente invariante entonces E tiene a lo mas dos
elementos.

Prueba. Supongamos que E tiene k elementos, entonces f actia como una
permutacién de F en E, luego existe ¢ € IN tal que f9|g = I|p. Si el grado
de f? es d para todo w € F la ecuacién f9(z) = w tiene d soluciones las
cuales todas estin en E, del Teorema de Riemann-Hurwitz aplicado a f?
tenemos k(d — 1) < 2d — 2, de esto y del hecho que d > 2 concluimos de que
E<2.

En lo que resta de este capitulo asumiremos que g : X — X es sobreyec-
tiva, asi completamente invariante e invariante hacia atras serd lo mismo.
Si E es completamente invariante bajo ¢, y h una biyeccién de X en X en-
tonces h(E) es completamente invariante bajo hogoh™. Como ¢g~! conmuta
con N es facil ver que la interseccién de conjuntos completamente invariantes
es completamente invariante; asi dado un conjunto Fjy nosotros podremos
hablar del menor conjunto completamente invariante que contiene a Ey, de-
finiendolo como la interseccién de los conjuntos completamente invariantes
que contienen a FEy, si ese conjunto es F nosotros decimos que Ey genera E.
Ahora introduciremos una relacién de equivalencia, la cual facilitara el estu-
dio de los conjuntos completamente invariantes.

Definicién 25. Diremos que = ~ y si existen n,m € IN tal que g*(z) =
g™(y). La clase de equivalencia que contiene a z la denotaremos por [z] y la
llamaremos la érbita de z.

Teorema 20. Si g : X — X entonces [z] es completamente invariante.

Prueba. Si <z> denota el conjunto invariante generado por z, no es dificil
observar que [r] C<z>. Por la minimalidad de <z>, s6lo resta probar que
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[z] es invariante. Como y ~ ¢(y) tenemos que y € [z] si y solo si g(y) € [z}
por tanto [z] es completamente invariante. a

Teorema 21. Los conjuntos de Julia J = J(f) y Fatou F = F(f) son
completamente invariantes por f.

Prueba. Es suficientemente probar que F es completamente invariante. Sea
20 € fUF), y wo = f(z) € F, de la definicién de F tendremos que dado
€ > 0 existe § > 0 tal que si

o(z,20) < 0 entonces a(f"(2), f"(2)) < € para todo n.
Por la continuidad tenemos que para é > 0 existe &' > 0 tal que si
o(z,z9) < & entonces o(f(z), wo) < §

por tanto o(f™(2), f"*'(2)) < ¢, esto muestra que {f"™ : n > 1} es
equicontinua en zp, asi {f™ : n > 1} es equicontinua en zy. Por tanto esta
familia serd equicontinua en f~}(F) y como f~1(F) es abierto deducimos
que fYF) C F.

Reciprocamente, si zp € F como {f**! : n > 1} es equicontinua en 2,
entonces {f™ : n > 1} resulta equicontinua en f(zp) = wp, de donde 2z, €
F~Y(F), concluimos asf que F = f~1(F) .

Proposicién 5. Si f es un polinomio de grado al menos 2 entonces co € F(f)
y la componente conexa F., de F(f) que contiene a oo es completamente
invariante bajo f.

Prueba. Por ser f un polinomio, existe una vecindad W de oo sobre la cual
{f™ : n > 1} converge uniformemente a oo, de donde tenemos que co € F.
Veamos ahora que F,, es completamente invariante.

Como o0 € f(Foo) y es conexo tenemos f(Fe) C Foo. Reciprocamente si
z € f71(Fw) entonces por el Teorema 21 z estard en alguna componente de
F, sea JF, esta componente conexa entonces por minimalidad F; C [~} (Fy).
Si f(F1) # Feo entonces existiria algin punto ¢ en 8(F1) con f(¢) € F lo
cual es absurdo pues ( estd en el conjunto de Julia, luego F; = f~Y(Fo) asi
existe w € F; tal que f(w) = oo.

Luego por la caracterizacién de polinomios tenemos que w = oo, de esto
dltimo podemos concluir F; = F, . O
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En nuestra definicién de conjuntos completamente invariantes hemos de-
notado por [z] el menor conjunto totalmente invariante que contiene a z;
veremos a continuacién cuando este conjunto es finito.

Definicién 26. Un punto z es dicho ezcepcional para la aplicacién racional
f : P - P! cuando [2] es finito. El conjunto de tales puntos sers denotado

por E(j).

Observacién 25. Es suficiente que la érbita hacia atrds O~ (2) = Upx>oR™™{2}
sea finita para que z sea un punto excepcional, mejor atin tenemos que
[2] = O~ (2).

En efecto definamos los conjuntos B,, de la siguiente manera:

Bp = U,p>n B~™(2) tenemos que R7}(B,) = B y ademias {z] D 07 (z) =
B,CB, CHB,... '

Si O~ (2) fuese finito entonces cada B, serfa finito, luego la cadena B, serd
estacionaria es decir B,, = Bpn41, por tanto B,, es completamente invariante.
Asi B,, = [z], con lo cual tenemos la afirmacién. a

Teorema 22. Una aplicacién racional f de grado d > 2 tiene a lo més dos
puntos ezcepcionales.

Si E(f) = {¢}, entonces f resulta conjugado a un polinomio.

Si E(f) = {¢1, (2}, entonces f resulta conjugado a 2% con d € Z.

Prueba. Como E(f) es invariante por el Teorema 19 el conjunto E(f) tendrd
a lo més dos elementos, por tanto se presentan cuatro posibles casos:

1. B(f) = ¢.
2. B(f) = {00} = [od].

3. B(f) = {0,00}, [0] = {0}  oo] = {oo}.
4. B(f) = {0,00}, [0] = {00} y loo] = {0}.

En el caso 1 no hay nada que hacer, en al caso 2 es claro que resulta
un polinomio, en el caso 3 es un polinomio de la forma az? y para el caso 4
vemos que f tiene todos los ceros y todos los polos en {0, 00} por lo tanto
ha de ser de la forma az? para algiin entero negativo. O
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A partir del teorema anterior la mayoria de las funciones racionales no
tienen puntos excepcionales.

Veamos ahora algunas propiedades del conjunto de Julia.
Corolario 3. El conjunto de Julia no contiene puntos excepcionales.

Prueba. Del Teorema 22 la aplicacién debe ser conjugada a un polinomio,
y como el conjunto de Julia permanece invariante bajo una conjugacién, ver
Proposicién 3, tendremos que basta reducirnos al caso de un sélo elemento
excepcional, el cual lo podemos considerar como oo, finalmente de la Propo-
sicién 5 , 0o € F que es un punto excepcional.

Teorema 23. Si el grado de una aplicacién racional f es al menos 2, entonces
el conjunto de Julia J(f) es infinito.

Prueba. Supongamos que el conjunto de Julia es el vacio, esto equivale decir
que F = P!, asf la familia {f* : n > 1} ser4 equicontinua en P!, luego ten-
dremos una subsucesién que converge uniformemente, pues por el Teorema 9
tenemos que en un compacto la equicontinuidad es equivalente a normalidad,
ahora por la convergencia uniforme este limite es una funcién holomorfa y
por la caracterizacién dada en el Teorema 13, resulta una aplicacién racional
de grado finito cual es absurdo, por hecho que el grado de la subsucesién
crece indefinidamente debido a que d > 2.
Supongamos ahora que J es no vacio y finito como el conjunto de Julia es
completamente invariante este conjunto estara constituido de puntos excep-
cionales, luego-del Corolario 3 este conjunto debe estar contenido en F lo
cual es un absurdo. ’

Veremos ahora que el conjunto completamente invariante, cerrado y infi-
nito mas pequefio es el de Julia.

Teorema 24. Si f es un aplicacién racional de grado al menos 2y F un
conjunto cerrado completamente invariante entonces:

1. Si E es finito, entonces tendrd a lo mas dos elementos y E C E(f) C

F(f) -

2. Si E es infinito entonces contiene al conjunto de Julia.
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Prueba. Si E es finito de el Teorema 19, F no ha tener mas de dos elementos
los cuales serdn excepcionales. Luego del Corolario 3 tendremos que F C
E(f) C F(f).

Si E es infinito = P! — E es completamente invariante y la familia
{f™: n > 1} evita mas de tres puntos, por tanto del Teorema 10 esa familia
es normal en 2, asi tenemos la parte 2 del teorema.

Observacién 26. De lo anterior tenemos que si un conjunto totalmente inva-
riante tiene al menos 3 elementos, entonces es infinito y contiene al conjunto

JI(f).
Teorema 25. J =P! o int(J) = 0.

Prueba. Como P! = int(J)|J8(J)UF, y cada uno es completamente in-
variante tendremos que:

Si F = {0 entonces J = PL

Si F # 0 entonces 8(J)|J F es infinito, cerrado e invariante y como el con-
junto de Julia es el minimo con estas propiedades, entonces tendremos de
que J C 8(J)UF y de aqui J C 8(J), por tanto tiene interior vaclo. O

Teorema 26. El conjunto [ es un conjunto perfecto.

Prueba. Sea J’ el derivado de J si JJ infinito entonces J’ # § y cerrado,
luego por continuidad f(J') C J'.

Sean z € J'y (2,) una sucesién en J que converge a 2 luego f(z,) € J y por
continuidad f(2) € J, asi tenemos f(J') C J, y como f es una aplicacién
abierta tenemos que f~*(J’) € J, luego J' es completamente invariante y
por tanto J = J'. O

Teorema 27. Si f es una aplicacién racional de grado al menos dos y W un
abierto que intercepta al conjunto de Julia en un conjunto no vacio entonces:

L Uf(w)o>P - E(f).
2. Para n suficientemente grande tenemos que f*(W) O J.

Prueba.
1. Sean Wy = |J /(W) y K = P! — W, si K tiene tres puntos excepcionales
de el Teorema. 10 la familia {f™ : n > 1} resulta normal en W, luego W C F
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lo cual es absurdo. Asi Wy contiene a lo mas dos puntos excepcionales. To-
memos z € P*— E(f) entonces O~(z) es infinita y O~ (2) (YW # 0, sea w un
punto de esta interseccién, de donde obtenemos p,q € IN tal que fP(w) = =
y w € fYW), es decir z € fP*4(W) por lo tanto P! — E(f) C 50 fM(W).
2.Sean W;, W,, W3 abiertos que cortan J y con distancia cordal positiva uno
del otro, veamos que alguna imagen de W; cubre W;, para algin k. Supon-
gamos que esto no ocurre entonces para algin j, f(W;) no cubre Wy, Wy, Ws.
Entonces nuevamente por el Teorema 10 la familia resulta normal en W; y
esto no puede suceder puesto que W; N7 # 0.

Hemos mostrado que para cada j existe un k tal que f*(W;) D W; asi po-
demos definir la permutacién ¢ que lleva {1,2,3} en si mismo, luegoi para
alguna iteracién tenemos la permutacién identidad, es decir f™(W;) > W;,
luego por la parte uno tenemos que {J f™"(W;) cubre el compacto J enton-
ces existe ng € IV tal que f™°(W;) O J pues la sucesién (f™"(W;)), es
creciente. 0

Teorema 28. Si f es una aplicacién racional de grado al menos 2 entonces
se cumple que:

1. Si z no es excepcional J C O~ (z).
2. Si z € J entonces J = 0~ (z).

Prueba. Sea z un punto no excepcional y W # 0, tal que W J # 0.

De el Teorema 27 se tiene que existe n tal que 2z € f*(W) entonces O~ (2) N
W # 0 y esto prueba 1.

Sea 2z € J entonces como J es completamente invariante tenemos que
0~ (2) c J y usando 1 tenemos de que O~ (2) = J. O

Teorema 29. Si f y g son aplicaciones de grado al menos 2 verificando

fog=go f entonces J(f) = T(g).

Prueba. Como las aplicaciones holomorfas en P! son lipchitzianas entonces
existe M € R* tal que o(g(w),g(z)) < Mo(z,w), para todo z,w € P
Ahora tomemos w € F(f), por la equicontinuidad de {f* : n > 1} en w
existen ¢ > 0 y 4 > 0 tal que para todo n dlam(f”(D(w 4))) < 4, donde
D(w, d) es el o-disco ademds

diam(f"g(D(w, 9))) = diam(gf™(D(w, §))) < Mdiam(f*(D(w,d))) < €
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entonces la familia {f* : n > 1} es normal en g(D(w, 6)), luego g(w) € F(f),
por tanto g y ¢" llevan elementos de F( f) en si mismo, entonces {g" : n > 1}
es normal en F(f), por tanto F(g) C F(f), la otra inclusién se obtiene de
modo anélogo.

Veremos ahora un ejemplo de una aplicacién racional cuyo conjunto de
Julia es P*.

Ejemplo 12. Sean py,A € Ctal que § € Ry A = {mA+nu m,n € Z} el
reticulo determinado por u y .
Un paralelogramo es cualquier conjunto de la forma:

P={z2+sA+tu ;donde ,0<s,t <1z €C}.

Una aplicacién eliptica respecto a A es por definicién una aplicacién me-
romorfa de C en P! tal que cada w € A es un periodo de f, es decir
f(z +w) = f(2) Vz € C, en particular f(C) = f(P) y asi f(C) es com-
pacto en P!. Nuestros argumentos son basados en las propiedades de la
aplicacién eliptica de Weierstrass.

1 1 1
P =5+ D Gy
weA-{0}

La aplicacién p satisface la identidad p(2z) = R(p(2)), para una aplicacién
racional R, para mayores detalles ver [B] pg 77-79.

Ses ahora D un disco , U = p~1(D) y ¢(2) = 22. Es claro que existe un n tal
que ¢"(U) D Py R¥D) = R*(p(U)) = p(2~(U)) = P*, entonces F(R) =0
y J(R) = PL.
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Capitulo 3

Conjuntos de Fatou y de Julia
en PF

Empezaremos este capitulo caracterizando las aplicaciones holomorfas de P*
en P¥, para esto utilizaremos dos resultados centrales en la teorfa de Varias
Variables Complejas como son los Teorema de Weierstrass-Hurwitz y el Teo-
rema de Levi.

Definimos los conjuntos de Fatou y de Julia de manera andloga al caso uni-
dimensional, luego veremos en el Teorema 34 que las aplicaciones holomorfas
y meromorfas son abundantes; en el mismo Teorema damos una cota para, el
grado del conjunto de los puntos criticos de una aplicacién holomorfa. Pos-
teriormente, pasamos ha estudiar los puntos periédicos de las aplicaciones
holomorfas y mostramos que una aplicacién holomorfa de grado d > 2 sobre
P* tiene exactamente & Z“:_l)l‘l puntos periédicos de orden n, también vere-
mos que las aplicaciones holomorfas de grado d > 2 sobre P? tienen infinitas
orbitas periddicas; estudiamos también las variedades excepcionales de forma,
anéloga al caso unidimensional y probamos que el grado de ellas no superan
la dimensién mas uno del espacio proyectivo donde esté definida la aplicacién
holomorfa, ademas verificamos la abundancia de aplicaciones holomorfas sin
hipersuperficies excepcionales similar al caso de dimensién uno, ver el Teo-
rema 22.

Por 1ltimo hacemos un estudio completo de las variedades excepcionales de
las aplicaciones holomorfas en el plano proyectivo, observaremos ademds, que
al contrario del caso unidimensional el conjunto excepcional puede estar en
el conjunto de Julia.

49
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3.1 Aplicaciones Holomorfas y Meromorfas
en P*

Teorema 30 (Levi). Sea W un conjunto analitico de un conjunto abierto
D c C" de dimensién dim(W) < n— 2. Si f es una funcién meromorfa
en D — W entonces existe una tnica funcién meromorfa F en D tal que

Flp-w = f.
Una demostracién de este teorema puede ser encontrado en [G] pg 168.

Teorema 31 (Weierstrass-Hurwitz). Las funciones meromorfas de P* son
las funciones racionales.

Prueba. Sea H : C**! — {0} — P" la proyeccién natural (2o, ..., 2,) = (20 :
: zpn|, entonces la composicién f = foH es una funcién meromorfa en

C™*+! — {0}. Por el Teorema de Levi f se extiende a una funcién meromorfa

en el origen, para ello basta considerar W = {0} en el Teorema 30. Por tanto

esta funcién puede ser expresada como f(z) = }4’,(2—)) para algunas funciones

holomorfas f’ y f” en una vecindad del origen, esas funciones pueden ser

escritas en sumas
(o] (o o]
' 1" 1
=Xt =X 1,

=0 v=0

donde las funciones f, son polinomios homogéneos de grado v. Por estar
definidas las funciones f’ y f” sobre P* deben de satisfacer

ft2) = f(2),
dondet e D={t e C:t| <1} yze€ Df= {2z € C"* : f'(z) # 0}.

Escribiendo esta tltima expresion en términos de sus polinomios homogéneos
tenemos :

S L@ =3 FRf e

¥y puesto que esta identidad es verdadera para todo |{| < 1y z € Dy, igua-
lando los coeficientes de la serie en la variable ¢, se debe cumplir que

() = F(2) /o (2)
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para todo z € Dy, por otro lado debe existir al menos alguin vo para el cual
f:o = 0 de lo contrario f = 0, asf f(z) ?,’, Z;

v

Veamos ahora una caracterizacién de aplicaciones holomorfas en P*.

Teorema 32. Sea f una aplicacién holomorfa no constante de P* en P*
entonces f es dado en coordenadas homogéneas por [fy : - - - : fi] donde cada
/; es un polinomio homogéneo de grado d, y los f; no tienen ceros comunes
excepto el origen.

Prueba. Si [z : --- : z] son las coordenadas homogéneas de f pode-
mos suponer que f (P*) no est4 contenida en algin hiperplano de la forma
{[20 : --+ : zx] : 2; = 0} considerando un cambio de coordenadas lineales,
vea la seccién 1.2, podemos suponer que f(P*¥) ¢ {[zp: - : 2] : 20 = 0},

luego del Teorema de Weierstrass-Hurwitz tenemos que cada componente
de la funcién meromorfa £ f es dada por el cociente de dos polinomios del

mismo grado EoGF= (Fo, Fk) donde cada uno de los polinomios son

del mismo grado y se han obtemdo al dividir los factores comunes de los

polinomios gl [1 G, entonces por definicién las componentes de F' no tienen
7

factores comunes, asi sélo resta demostrar que F es un levantamiento de f
a C**1, para esto sélo necesitamos verificar que los F; no tienen ceros co-
munes excepto el origen, pues tenemos que [ﬁo D fk] =[fo:-: fi)-
Supongamos lo contrario que existe p € C*¥*! — {0} un cero comiin de los
polinomios f}, y escojamos un levantamiento local f~= (fo, -, fx) de f,en
una. vecindad de p nosotros podemos asumir que fo = 1, entonces f’] = ﬁo f;
lo cual implica que el conjunto de ceros comunes es una hipersuperficie, esto
contradice el Teorema de Bezout debido a que los F} se estan tomando sin
factores comunes. O

e El espacio de las aplicaciones holomorfas en P* ser denotado por H.
e El espacio de las aplicaciones holomorfas en P* donde las coordenadas
son polinomios homogéneos de grado d sera denotado por H,.

Ejemplo 13. De el Teorema 32 es claro que la aplicacién f : P* — P*
[z0: -+ :2,) = [2&: - : z%] es una aplicacién holomorfa, pues las funciones
fi(20, ..., 21) = 22 no tienen ceros comunes.

Es facil darse cuenta que H es estable bajo la composicidén de aplicaciones
holomorfas, por otro lado si permitimos que tengan ceros comunes podemos
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identificar con el espacio PV donde N = (k + 1)(‘3}3)! — 1, esto se obtiene

identificando los polinomios homogéneos con sus respectivos coeficientes, y el
uno de la diferencia es simplemente porque estamos en el espacio proyectivo.
Nosotros consideraremos el espacio My de funciones meromorfas, las cuales
tienen rango maximal en algun abierto no vacio.

Existen aplicaciones meromorfas que no estdn en H, ni en M.

Ejemplo 14. La aplicacién f: P2 > P? [z:y:2] 5 [y:z—2:2— 2] noes
holomorfa pues tiene a {1 : 0 : 1] como cero comin, ademas f ¢ My, pues el
jacobiano es nulo en todo punto.

Observacién 27. Sea f € Hgy, en todo valor regular de f el jacobiano de su
imagen tendra rango maximo entonces Hy C M.

3.2 Conjuntos de Julia y Fatou

Como el caso de una variable, podemos definir en P* los conjuntos de Fatou
y Julia. '

Definicién 27. Sea f : P* - P en H; 0 <1 < k— 1 un punto p € P*
pertenece al conjunto de Fatou JF si existe una vecindad U(p) tal que para
todo ¢ en U(p) existe una variedad compleja X, de codimensién [, tal que
{f"|x,} resulta equicontinua.

De la definicién tenemos que F; D F; si ¢ < j, ademds podemos dar-
nos cuenta que Fy es el mas grande abierto donde la familia {f™} resulta
equicontinua y tal conjunto es llamado el conjunto de Fatou de f.

Definicién 28. A cada abierto F* le corresponde el conjunto J; = P¥ — F;.
Nosotros llamaremos a Jy €l conjunto de Julia de f.

Teorema 33. El conjunto de Julia de una aplicacién holomorfa f € H4 con
d > 2 es siempre no vacio.

Prueba. Supongamos que el conjunto de Fatou sea P* y sea h el limite de
una subsucesién {f™}, entonces h tendria grado finito, lo cual es absurdo.
Veamos ahora la topologia del espacio de aplicaciones holomorfas.

Teorema 34. Respecto al espacio de las aplicaciones holomorfas y mero-
morfas sobre P*¥ tenemos las siguientes afirmaciones:
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1. Los conjuntos Hy y M, son abiertos en la topologia de Zariski, en
particular son conexos.

2. Si f € Hq entonces el conjunto de puntos criticos de f es una variedad
algebraica de grado (k + 1)(d — 1).

Observacién 28. Antes de probar este resultado es necesario recordar que
IP* con la topologia de Zariski es un espacio topoldgico irreducible, esto sig-
nifica que cualquier par de abiertos se interceptan .

Prueba. 1.- Consideremos la siguiente identificaciéon
PY ={[fo:---: fi] : f; es polinomio homogeneo de grado d},

donde N = (k + 1)(‘%:“!—)—! — 1. Esta identificacién tiene sentido, pues algin
coeficiente de unos de los polinomios f; es no cero, ademds tengamos pre-
sente que cualquier elemento de PV no es una funcién definida en todo P*.

Consideremos ahora el conjunto analitico
£ = {(f,2) € P x P*: () = 0}.

Sean m : ¥ — PV la proyeccién n(f,z) = f, y g = 7 }(PN). Entonces
Yy = PN —Hg4, puessi f estd en Hy entonces sus componentes no tienen ceros
comunes en P*, luego por el Teorema de la Aplicacién Propia 5 la proyeccién
de un conjunto analitico es analitico, asi X4 es un conjunto analitico en
particular es cerrado por tanto Hy es abierto.

Por dltimo veamos que M, es un abierto Zariski. Para ello observemos
que

PV — My = N,epe{f : J(f,2) =0}

My =U{f : J(f,2) # 0 algin 2z € P*} donde J(f,z) es el jacobiano del
levantamiento de f a Ck+1,

2-Sea f=|fo: - : fx] € Hay F el leventamiento de f , consideremos la
proyeccién usual 7 : CE*1 — P* del conjunto critico de F' = (fq, ..., fx)

C(F) = {z € C¥1 ;. J(F,z) = 0},

como C(F') es un conjunto que tiene grado menor o igual que (d — 1)(k +1),
entonces por la conexidad de H4 basta encontrar un elemento de g € H4 con
grado (d—1)(k+1), por ejemplo podemos considerar g = [28 : - -+ : 2¢] € Hq.
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3.3 Puntos Periddicos

En esta seccién mostraremos que el conjunto de puntos fijos de f € Hy es
discreto.

Debemos recordar que las 1nicas variedades compactas M C C™ son los
conjuntos finitos, esto puede deducirse si aplicamos el Teorema del Médulo
Maéximo a las proyecciones 7; : C* — C n(z1, ..., T,) = z; restringidas a M.

Teorema 35. Sea f : P* — P* es una aplicacién holomorfa de grado d > 2,
y sea g : P¥ --» P* una aplicacién meromorfa de grado d’ con d’ < d. Si Q
es un conjunto abierto denso de Zariski donde g es holomorfa entonces no
puede existir una curva algebraica compacta Z tal que f = gen ZNQ con
ZNQ #0. En el caso que g es holomorfa el nimero de puntos donde f = g
- g+l _grk+1 c 1
sera igual a —=5— contando multiplicidad.
Prueba. Supongamos que f = g en una subvariedad algebraica compacta
uno dimensional Z’ C Z.
Sean f = {(fo: - : fu)vyg=1I[9 : - : g&], donde los f; son polinomios
de grado d y los g; son polinomios de grado d' con d' < d; tomemos los
levantamientos F' = (fo,..., fx) vy G = (90,-..,9x) de f y g, la variedad Z’
también es levantada en una superficie X en Ck+1 1a cual serd de dimensién
2. Introduscamos ahora la variable ¢ y consideremos las k& + 1 ecuaciones
homogéneas

fi—t7%g, =0

ellas son ecuaciones homogéneas de grado d, este sistema forma un cono Y
en Ck*2. Consideremos ahora la proyeccién de Y a P**! la cual seguiremos
lamando Y, considerando las intersecciones con el hiperplano ¢t = 0, las
ecuaciones se reducen a

fo==fi=0

puesto f estd bien definida en P* tenemos que Y no intercepta el hiper-
plano t = 0, por lo tanto tendra que ser una subvariedad compacta en C**1,
entonces serd un conjunto finito en C**1, esto significa que Y consiste de
un nuimero finito de lineas que pasan por el origen en C**2. Supongamos
que p € ZNNQ, con f(p) = g(p), considerando un ¢ con t*% = 1 tene-
mos de que f;(p) = t4%g;(p), donde p = [z : --- : z), entonces el punto
(20,-..,2k,t) €Y por lo cual tendriamos que Y es dos dimensional en Ck+2,
por tanto tal Z no existe.
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En el caso de que g es holomorfa podemos contar el nimero de puntos
de interseccién. Consideremos el sistema f; — t%%g; = 0, por lo anterior
tenemos que los polinomios homogeneos no pueden tener factores comunes,
entonces del Teorema de Bezout 8 el sistema tendra d**! soluciones, de estas
algunas ocurren en el punto [0: 0: --- : 1], estd solucién no tendrd no serd
considerada en IP¥, entonces consideremos la interseccién de dicho punto. En
la coordenada t = 1 el sistema resulta f; — g; = 0, el cual tiene cono tangente
g; pues d’ < d, ademds como ¢ holomorfa no habra conos tangentes comunes,
asi el nimero de interseccién coincide con el producto de las multiplicidades
(vea la Observacién 14) el cual para cada uno es d , por tanto la interseccién
en dicho punto es d’**! esto nos da d**! — d’**1 soluciones, pero esto se ha
hecho para cada una de las d — d’ raices de la unidad, asi sélo tendremos

kb1 qrh41 .
% soluciones en P*.

Definicién 29. Sea p un punto periédico de la funcién f : P¥ — Pk,
El orden de periodicidad de un punto p es el menor entero k tal que f*(p) = p.

Corolario 4. Si f : P* — P* f € Hy con d > 2 entonces el nimero de

sy . “ . n{k+41) _
puntos periddicos de orden n contando sus multiplicidades es 4—:1—,;—_'1—-1

Prueba. La prueba de este resultado es inmediato si tomamos f* e Ipx (la
funcién identidad de P*) como las funciones f y g en el Teorema anterior.

Ejemplo 15. Considérese la aplicacién [z : y : 2] — [x%: 92 : 22].

Los puntos fijos [z : y : z] de orden 2 satisfacen la ecuacién (z
que equivale a la ecuacién z(2® — 1) = 0, de ahi z = 0 0 z raiz cubica de
la unidad. Lo mismo pasa para z e y. Haciendo las cuentas estos seran:
0:0:1,[0:1:0,,[0:1:1,[0:1:w],[0:1:w?, donde 1, w,w? son las
raices cubicas de la unidad. Cuando la primera coordenada homogénea es 1
no habra repeticiones, por tanto habran 16 elementos con primera coordenada
homogénea 1, asi-en total tendremos que existen 21 puntos periédicos de
orden 2.

22 = g,

Aplicado el corolario en el ejemplo anterior, tenemos que los puntos periédicos
2V3

de orden 2 son %_Lll = 21.

El resultado anterior no es valido para aplicaciones meromorfas .

Ejemplo 16. Consideremos la aplicacién f : P2 — P? definida por f[z :
2z : 23] = [azzy '+ 2§ P(2) : 225 " + 2§ : 2§], donde P es un polinomio
de grado d y aff # 0, esta es una aplicaciéon meromorfa y no tiene punto
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periddicos, en efecto en coordenadas afines z3 = 1 tenemos f[z; : 25 : 1] =
oz + P(z2) : 22 + B : 1], asi siendo una traslacién una de las componentes,
la aplicacién no tendrd puntos periédicos en esta parte de P?, sélo faltaria
ver si en la recta del infinito L, : 23 = 0 tiene puntos periddicos, pero ahi f
no es definida.

Veremos ahora acerca de la abundancia de las drbitas periddicas, para lo
cual serd nccesaria la desigualdad de Lojasicwicz.

Teorema 36. Sea () abierto de R™ y f : @ — IR analitica, si £ = {z €
Q/f(z) = 0} entonces para todo compacto K C (2, existen ¢, > 0 tal que
para todo z € K se tiene que | f(z) |> c(d(z, E))°.

Esta prueba es muy técnica, y no es relevante para nuestro objetivo, se
puede encontrar por ejemplo en [M] pg 59 — 62.

Teorema 37. Sea f : P? — P? una aplicacién holomorfa con grado d > 2
entonces existen infinitas érbitas periddicas.

Para probar este Teorema necesitaremos el siguiente Lema.

Lema 2. Sean U, V C C? vecindades de 0 y f : U — V una aplicacién
holomorfa tal que f(0) = 0. Si 0 es un punto aislado del conjunto de puntos
periédicos de f, entonces existe un entero N tal que para todo n € IN
podemos hallar una vecindad U, C C? de 0 y un ¢, > 0 que verifiquen la
inecuacién

I f"(z,w) = (z,w) |2 ca || (z,0) I

para todo (z,w) € U,.

Prueba. Sean a ,y los autovalores de f’(0) luego por el desarrollo de Taylor,
podemos considerar

f=(az+ puw+ P(z,w), yw + Q(z,w))

donde P y @ se anulan al menos de orden dos, ademés si & # <y podemos
considerar 8 = 0 pues se podria diagonalizar f'(0)
consideremos « # [ entonces

fn = (anz + Pm hI'nw + Qn)
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donde P, ,@Q, se anulan al menos de orden dos luego tendriamos.

(2, w) ~ (2,w)] =] (" = 1)z+ P, (77— D+ Q] 2] (0 —1)2, (4"~ 1w |
- (P,Q) =] z,w| —€|zwl|, donde r =min{| o™ —1 || y* — 1|} luego
el argumento es valido con N = 1, por otro lado si consideramos | a [# 1
y | 7 |= 1 bastarfa con tomar « s vy sino por un cambio de coordenadas
tendriamos de que | |=1y | v |=1.

Veamos ahora el caso | v |= 1 | & |# 1 entonces 8 = 0 y seria equivalente
al caso con a y B invertidos, sea v = ¥ con § € I, si 8 fuese irracio-
nal seria equivalente al caso con o # f, si § = g en este caso también es
véalido para n con NV = 1 si n # mg, para el caso faltante reemplazando
f™ por f bastaria considerar v = 1 asi f = (az + P,w + @), nosotros ve-
remos el caso mas general a # 1. De la ecuacién oz + P(z,w) = z la
variable z se puede resolver impicitamente en torno a 0 desde que o # 1
obteniendo z = h(w) donde h se anula al menos de orden dos, luego por el
desarrollo de Taylor, podemos obtener funciones P’, @’ anuldndose al me-
nos de orden uno y @” anuldndose para un orden finito £ > 1 de modo
que: f = (a(z — h(w) + h(w) + (z — H(w))P',w+ Q" — (z — h{(w)Q"); sea
(20, wp) un punto cercano a cero y (z,, wy) = (2o, wo) denotemos (z,, wy,) =
(h(we)+ An, wo +6,) veamos el error (A, 8,,) donde Ag = zg—h(z) y 6o =0
(Znt1, Wny1) = (a(h(wo)+Ap—h(we+05))+h(wo+d, )+ (h(wo) +An—h(we+
0n) )P’ (h(wp) + Ap, wo + 6n), wo + 6, + Q" (wo + 05) + (A{wo) + A — h{wg +
6,) Q' (h(wo) + Ap, wo + 6,)) = o(h(wo) + A, wo + 6, + Q" (wp)) de donde se
tiene que (A, 8,) = (Do + 0(] Ao || 0n |), 0n + Q" (wo) +0(] Do |,| 6n |) de
lo anterior usando induccién se tiene que

(B, 62) = (@B + o] Do, Q"(ws) 1),nQ"(wo) + ol Do, Q"(wg) ), asi
tendriamos de que :

(" = D(z010) |=] Bn = 20,6, > (0" = 1) || Agngriwe) | (] Lo, Q" (o |)
luego para todo n tal que o™ # 1 tendremos de que:

| (£ = D)(z0,w0) |2 nll %0 — h(wo) | + | @"(wp) |) y por continuidad
| (ff = D(z,w) |> (] z— h(w) | + | Q"(w) |) en alguna vecindad del
cero, si consideramos los puntos (z,w) cerca al origen con la condicién de
que | z |>| w | y debido a que Q" es de orden & la desigualdad es valida con
N = k.

Para el caso de los puntos de la forma | w |>| z | la desigualdad serd vilida
con N =1y como k > 1 el cualquier caso serd valida con N = k.

Para concluir la prueba faltaria el caso | z |=| w |= 1, supongamos que
o = <y, primero consideremos que « y <y son rotaciones irracionales con-
siderando % f(0) estarfamos en el caso | a |= 1 v # 1 del mismo modo
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para el caso de rotaciones racionales o = v = e?™?/4 donde p y ¢ coprimos
la iteracién es vélida cuando n no es multiplo de ¢, para el caso restante
se reduce a considerar ¢ = v = 1 y 3 arbitrario veamos primero el caso
B # 0 por un cambio de coordenadas podemos suponer que 8 = 1 luego
f=(F+w+Pw+ Q) donde Py @ se anulan al menos de orden 2, P
y @ ambos no se pueden anular en los z ejes sino f(z,0) = (z,0), lo cual
es absurdo por hipdtesis, supongamos ahora que P se anule y @ no es decir
P(z,w) = wP' y Q(2,0) = az'+... donde a # 0 ] > 2, usando induccién se ti-
ene que f"(z,w) = (z+nw(1+0(] z,w |))+O(] 2 |), w+ Npaz'+o(] (z,w') |)
por tanto f*—1I = (nw(1+0(] z,w |))+O(| ' |), Nnaz' +o(] (z,w') |)). Para
el caso | w |<| 2z |' a segunda componente de f™ — I es N,yaz' + o] (2,w') |)
en este caso tenemos que |f* — I| > [ Naz!| — ¢ | (z,w') |> ¢, | (z,w) |1
Para el caso de que |w| > |2!| veamos la primera componente de f* — I que
es nw(l+o(| z,w |)) + o(] 2! |) aqui tendriamos que |f™ — I| >

Inw(l+ o] z,w |)) + o(] 2 [)| = nblw| — c|z!| donde b,c € IRT y tomando
n suficientemente grande bajo la consideracién de que |w| > |2!| tenemos de
que [f*—I| > bu|w| > cu|(z, w)!|. Consideremos el caso que P no se anula en
el eje 2 v Q si es decir P(z,0) = az® + - -+ para algin k > 2 Q = w@ (2, w)
como la derivada de w + P no se anula respecto a w tenemos que existe
h holomorfa al menos de orden 2 en el origen tal que w = h(z) ahora ha-
ciendo el cambio de coordenadas w' = w — h(z) y 2 = z tenemos de que
f(',0) = (2, h(z)Q' (2, h(z')), observamos que la segunda componente es
de orden finito en el origen, sino tendriamos de que f(z',0) = (2’,0) lo cual
es absurdo, como f(z',0) = (2, h(z)Q' (2, h(z)) tendriamos que en este sis-
tema de coordenadas P se anula y @ no, caso que ya fue visto anteriormente
consideremos ahora el caso de que P y @ no se anulan en el z eje es decir
P(2,0) = azF +--- |y Q(2,0) = bz! + ... haciendo el mismo cambio de
variable estaremos en el caso de que P se anula en el z eje.

Consideremos ahora el caso de que f = 0 en este caso tenemos de que
f=(+Pw+ Q) donde Py @ se anulan al menos de orden 2 inducti-
vamente tenemos de que f™ = (z + nP + o({(P, Q)]), w + nQ + o(|(P, Q)]))
por tanto tenemos de que |f* — I| > |[(P,Q)| ahora como el 0 es un punto
fijo aislado de (P, @) usando la desigualdad de Lojasicwicz tendremos de que
I(P,Q)] > |(z,w)|" en alguna vecindad del 0 para algin N entero positivo.
Finalmente consideremos el caso a %  y ambos de médulo uno en este caso
podriamos diagonalizar f (0) y luego considerando 1 £(0) estariamos en el
caso a # 1 y |y} = 1 el cual ya fue visto anteriormente. (]
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Veamos a continuacién la prueba del Teorema.

Prueba. Supongamos que hay finitas drbitas periddicas, generadas por la
iteracién de los puntos periédicos py, ..., p,, €sto es, existen n; € IV tal que
f™(p;) = p;. Luego los puntos p; son ceros de f™ — Id, entonces existe
un punto p tal que la multiplicidad de f* — Id en p puede ser arbitraria-
mente grande tomando n suficientemente grande; pues por el Corolario 4
una funcién holomorfa f de grado d tiene 55:_"11 puntos periddicos contando
multiplicidad, es decir, para n grande el nimero de puntos periédicos puede
ser tan grande como se quiera, por un cambio de coordenadas podemos su-
poner que p = 0 es un cero de f; ahora como la cantidad de ceros de f™*— Id
es finita por la hipétesis auxiliar resulta que p = 0 es un punto periédico
aislado de f, asi por el Lema 2 existe NV € IN tal que para todo n € IV existe
una vecindad U, de 0 y ¢, > 0 con

e |l (2,w) V< £ (2, w) = (2,w) || - (3.1)

Considerando el polinomio de Taylor Py de orden N de f™ — Id, se cumple
de 3.1 que:

b
I f*—Id~Pyll<all Pva IS b 1d V< - 1d]

en una vecindad de 0 que podemos suponer contenida en U,, donde @ > 0
b > 0, asi por el Teorema de Rouche ([L1] pégina 520), tenemos que la
multiplicidad de f® — Id es a lo mas N?, que es el nimero de puntos de
P;1(0), lo cual es una contradiccién, pues la multiplicidad de f™ — Id es
arbitrariamente grande.

3.4 Variedades Excepcionales

Definicién 30. Sea f : P* — P* | f ¢ H,y. Una variedad algebraica V C P*
es llamada variedad ezcepcional si f~H(V) =V .

En esta seccién veremos el caso en que V' es una hiperficie.

Observacion 29. Supongamos que se tenga una hipersuperficie excepcional
V, como V tiene un numero finito de componentes irreducibles y cada com-
ponente irreducible es llevada en una componente irreducible tenemos que
existe n tal que f™ lleva cada componente en si misma, entonces cualquier
componente irreducible es una variedad excepcional de alguna f" .
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Teorema 38. Sean V; i = 1,2,...,r las componentes irreducibles de una
variedad excepcional de la aplicacién holomorfa f : P¥ — P* de grado
al menos dos, si los V; son ceros de polinomios irreducibles h; entonces
> grado(h;) < k+ 1. En particular existen a lo mis k + 1 componentes
irreducibles del conjunto excepcional, y si existen k + 1 todos los h; han de
ser lineales.

La prueba de este Teorema requeriréd del siguiente Lema.

Lema 3. Sea X es una hipersuperficie excepcional de f € Hg,.

Si X ={z € P¥: h(z) = 0} donde h es un polinomio homogéneo irreducible
entonces existe una constante c tal que h, f satisfacen la ecuacién funcional
de Bottcher ho f = ch?.

Prueba. Puesto que X es totalmente invariante el polinomio A o f sélo se
anula en X la preimagen de X en Ck+1, por medio de la aplicacién natural
7 : C*1 — {0} — P* y como el grado de la composicién es deg(h)d, entonces
la ecuacién es valida.

Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema. _
Prueba. Sea 7 : CF*! — P* la proyeccién natural, denotaremos por V; la
hipersuperficie compleja homogénea irreducible que es la preimagen de V;
por medio de 7, nosotros podemos escribir

V, = {hi(20,...,2¢) =0}

donde h; es un polinomio irreducible. Ahora un conjunto excepcional dado
por h = hy---h, = 0 es parte del conjunto de puntos criticos de f, esto se
obtiene derivando la relacién ho f = ch® obtenida en el Lema. 3, tenemos asf
que el Jacobiano de f tiene como factor a ([ 4;)¢~!, y por el Teorema 34
sabemos que el conjunto de puntos criticos tiene grado a lo més (k+1)(d—1).
Por lo tanto ) grado(h;) < k + 1.

Teorema 39. El conjunto de aplicaciones holomorfas sin hipersuperficies
excepcionales es abierto en la topologia de Zariski de H,.

Prueba. Identificando los polinomios homogéneos h de grado [ < k+ 1 con
el espacio proyectivo asociado a sus coeficientes PV, nosotros definimos la
subvariedad algebraica

2= {(f h) € Hg x PM'/h o f = ch?, para algin ¢ € C}.
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De el Lema 3, observamos que si f tiene una variedad excepcional entonces
el par (f, h) estd en &; para alguna h y para algin | < k+ 1, por el Teorema
de la Aplicacién Propia la proyeccién de ¥; en Hy es un conjunto analitico
en particular un conjunto cerrado, entonces el cojunto de las aplicaciones
que no tienen a h = O como hipersuperficie excepcional es abierto, y como la
unién arbitraria de abiertos es abierto se concluye.

3.5 Conjuntos Excepcionales en P?

Ahora discutiremos las diferentes posibilidades del conjunto excepcional en
el plano proyectivo P2

Teorema 40. Sea f : P? — P2 una aplicacién holomorfa de grado d, y sea
E su conjunto excepcional. '

1. Si el £ contiene 1 linea compleja excepcional entonces existen coorde-
nadas homogéneas [z : w : t] de P? tal que

flz:w:t) =[follz:w:t]): fi([z:w: 1)) : t9]

donde fo([z : w : 0]) y fi([z : w : 0]) tienen términos de grado d no
degenerados.

2. Si el E contiene 2 lineas complejas excepcionales entonces existen co-
ordenadas homogéneas [z : w : t] de P? tal que

flz:w:t]) = [fol[z:w:t]) : w?: 19
donde fy3([z : 0: 0]) = 2%

3. Si el E contiene 3 lineas complejas excepcionales entonces existen co-
ordenadas homogéneas [z : w : t] de P? tal que

flz:w:t]) = [2%: w?:tY.

Prueba. 1.- Primero supongamos que el conjunto excepcional es dado por
una linea, esta linea por un cambio de coordenadas lineales podemos suponer
que es dada por Ly, = {[z : w : t] € P? : t = 0} que es la linea infinito, si
escribimos f en coordenadas homogéneas

fllz:w:t) =[follz:w:t]): fillz:w:t]): fo([z: w:t])]
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entonces fo([z : w : 0]) = 0, de ahi fo([z: w: t]) = t"g([z : w : ¢]), donde
9([z : w : t]) es un polinomio de grado d—r > 0. Si g[z : w : 0] # 0 se tendria
T Lle) ={lz:w:t] €P?: g([z: w:t]) =0} ULc, luego L no serfa un
conjunto excepcional, asi la Unica posibilidad es que f3([z : w : t]) = ¢2.

Nuevamente puesto que f(Ly) = L, se tiene que fy y f1 en las coorde-
nadas afines ¢ = 1 son polinomios, escribamos

d
j=0

donde FP;; son polinomios homogéneos de grado j en las variables (z,y).
Veamos que P,y # 0 para ello cambiemos las coordenadas u = % yv=~1
Entonces tenemos

d
fi= Z u I P;(1,v)
=0

Pero como Ly, = {(u,v) € C? : u = 0} es invariante por f y f;(0,v) =
P,4(0,v) debe cumplirse que P;; debe ser no nulo, asf ambos P,; tienen que
ser no nulos, sino existiria otra recta en la imagen de L., por medio de f,
luego la aplicacién tendra la forma [z : w : ¢] = [fo : f1 : t%] donde los
polinomios fo(z, w,0) y fi(2, w,0) tienen términos de grado d.

2.- Para el caso que la variedad excepcional tenga dos lineas que por un
cambio de coordenadas lineales podemos suponer que son dadas justamente
por ¢t =0, w = 0 y razonando como en la parte 1, f; tendrd la forma w? asf
la funcién ser4 [fo : w® : 4], donde fo tiene término de grado d no nulo.

3.- Por ultimo consideremos el caso cuando las variedades excepcionales
contienen tres lineas, dos de esas rectas pueden ser descritas por las ecuacio-
nes t = 0 w = 0. Veamos que no es posible que las tres rectas se interceptan
en un punto. Supongamos que las tres rectas se interceptan en un punto
y sea este punto (1 : 0 : 0], escribamos la tercera linea en coordenadas ho-
mogéneas a.z + b.w + c.t = 0 como el punto [1 : 0: 0] esta en la linea resulta
que a = 0 por tanto la ecuacién de esta linea en la coordenada afin ¢t = 1 es
dada por w = «, (a = 3) esto contradice que la linea es excepcional, dado
que todas las raices de w? = o definen lineas en la preimagen tendriamos
que la linea no serfa excepcional, asi las lineas s6lo se interceptan en pares,
por tanto podemos asumir que las lineas son : z =0, w =0y ¢t = 0, de aqui

se tiene que la funcién fy = 2%
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Teorema 41. Para d > 2 el conjunto 'ﬁd de aplicaciones holomorfas f de
P* — P* que no tienen conjunto excepcional finito es abierto no vacio en la
topologia de Zariski del conjunto abierto H4.

Prueba. Veamos para el caso E = {a}. Sea f € H, que tiene a E como
conjunto excepcional, entonces {z € P* : f(2) = a} = {a}, asi

&i(E)={f € Ha: f(a) =a}

#:(F) es el conjunto de funciones que tienen a £ como conjunto excepcional,
este conjunto es claramente es cerrado en H4 y no puede ser todo, pues
tenemos que la funcién [z% : y¢ : 2¢] no tiene un Wnico punto excepcional.
En efecto, si consideramos a = [a, : a1 : a2} como purito excepcional tenemos
las ecuaciones z¢ = a;, para que estas ecuaciones tengan una unica solucién
debe cumplirse a; = 0; luego el complemento del conjunto anterior es abierto
y no vacio en la topologia de Zariski.

Este razonamiento puede ser hecho para todo E C P* finito.

Observacién 30. En P! los conjuntos excepcionales de una aplicacién ho-
lomorfa f : P! — P! siempre est4n en el conjunto de Fatou; sin embargo
para aplicaciones holomorfas definidas en espacios proyectivos de dimensién
mayor o igual a 2 esto no es verdad, como serd apreciado en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 17. Sea f([z : w: t]) = [w?+ A2t? 1 : 2% t¢+ P(z,w)] donde P es
un polinomio homogéneo de grado d, tenemos que p = [0: 0 : 1] es un punto
excepcional pues f~}(p) = p.

Si |A] > 1 entonces p esta en el conjunto de Julia de f, puesto que los
autovalores de f'(p) son Ay 0.

Existe una cota para el nimero de elementos de un conjunto excepcional
finito de las aplicaciones dadas en H,.

Teorema 42. Existe una constante c(d) € IN, tal que para cualquier f :
P2 — P2, f € H4 con conjunto excepcional finito, entonces dicho conjunto
excepcional tendrd a lo mas c¢(d) elementos.

Prueba. Podemos suponer que d > 3, en efectosi f : P2 - P2y f € H,
cuyas coordenadas homogéneas son [fy : f1 : fa] con conjunto excepcional
finito E, entonces g = f o f tiene conjunto excepcional conteniendo el de
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f, por tanto si es que existe ¢(4) tendrd que ser mayor a c¢(2). El grado
topolégico de f es d® y un punto excepcional tiene una sola preimagen por
esta razén todo punto excepcional esta en el conjunto critico.

Consideremos primero el caso en que el punto excepcional p es un punto
regular del conjunto critico C, y f(p) es un punto regular de f(C) como el
conjunto de valores regulares forma una variedad podemos tomar dos pa-
rametrizaciones locales ¢ = (p1,¢2) = (z,w) ¢ = (¢1, ¢2) = (u,v) tal que
o(p) = (0,0), p(f(p) = (0,0), C: w =10, f(C): v =10y f en esas

coordenadas se escribe

o fop(z,w) = (zu)

para algin { > 0.

Del Teorema 34 el grado del conjunto critico es 3(d — 1) de donde tenemos
quel—1<3(d-1), luego I < d? si es que d > 3. Por lo tanto p no podra ser
excepcional en consecuencia p es un punto singular de C o f(p) es un valor
singular de f(C). Como el grado de f(C) es a lo més 3d(d—1), para cualquier
f el mimero de puntos singulares de C o de f(C) es acotado, luego por el
Teorema de Bezout y lo anterior concluye la demostracién del Teorema.



Capitulo 4

Hiperbolicidad en el sentido de
Kobayashi

Caratheodory en 1926 define una métrica (vea la definicién 35) que generaliza
la Hiperbdlicidad de las superficies de Riemann de género mayor o igual a 2.
Para dimensién mayor esta definicién estd basada en el espacio O(M, D). El
problema de este espacio se hacia evidente cuando M es compacto pues en
este caso aquel espacio se reducia a las funciones constantes.

Ahlfors en 1938 generaliza el Lema de Schwarz-Pick :

Toda funcién holomorfa f del disco unitario D( con la métrica de Poin-
caré) sobre una superficie de Riemann S con una métrica hermitiana ds% de
curvatura negativa decrece en distancia, esto es f*ds% < ds3.

Aproximadamente en 1967, Kobayashi inspirado en el trabajo de Ahl-
fors propone modificar la métrica de Caratheodory basado en el espacio de
funciones O(D, M). EI motivo principal de este concepto es generalizar el
Pequefio Teorema de Picard (toda funcién holomorfa f : C — P! — {0, 1, 0o}
es constante). La utilidad de la Hiperbolicidad de Kobayashi en dinédmica
de iteraciones de aplicaciones holomorfas es recuperar en cierta forma el Te-
orema, de Montel, y es la forma como lo utilizan Fornaess y Sibony.

Empezaremos definiendo la métrica hermitiana, luego recordaremos la
métrica de Lobachevski y sus principales propiedades, después definimos la
semimétrica de Kobayashi y la variedad es Hiperbdlica kobayashi, estudia-
remos ademads las principales propiedades de esta métrica y daremos varios
ejemplos.

Enfatizamos la Hiperbdlicidad en el sentido de Brody por ser un problema
de actualidad y una fuente de ejemplos de variedades hiperbdlicas.

65
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Posteriormente definimos el encaje hiperbdlico de una variedad, este con-
cepto es mucho mas fuerte que la Hiperbdlicidad como veremos por medio de
propiedades y ejemplos. Terminamos el Capitulo estudiando los principales
resultados que utilizaremos en el capitulo 5, ellos son los Teoremas de Green
que daran condiciones suficientes para garantizar que el complemento de una
unién de hipersuperficies bajo algunas condiciones geométricas, es un espacio
hiperbdlico completo.

Todo el contenido de este Capitulo sigue de cerca los tratamientos segui-
dos en los excelentes textos de Espacios Hiperbdlicos [K1], {K2], Lang [L2] y
Shabat [S].

4.1 Kobayashi Hiperbdlicidad
Comencemos esta seccién definiendo y dando las primeras nociones de métrica

hermitiana.

Definiciéon 31. Sea V un espacio vectorial complejo, un producto interno
hermitiano es una aplicacion H : V x V. — C que satisface las siguientes
propiedades:

1. H es lineal respecto a la primera variable.
2. H(v,w) = H(w,v) para todo v,w € V.
3. H(v,v) > 0 para todo v eV — {0}.

Sea {ej,...,e,} una base de V, luego para v = Y vje;, W = Y wier ¥
hjr = H(ex, e;) tenemos que H(v, w) Z kv Wy, = Z hjkdz; ® dZ.(v, w)

H=>Y" hjdz; ® dz.
ik

Si escribimos H = f 4 ig de la condicién 2, se tiene que
f(’U, ’U)) = f("LU,’U) y g('I),UJ) = —g(’LU, ’U)-
Como g = %(H — H)

g(v,w) = Zhi’“ v Wy, — WyTg) = Zhjkdzj N dZ (v, w)
J’k ]’»
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1 -

g= Z Z hjkdzj A de
7.k

es una (1,1) forma.

Por otro lado f = 2(H + H) es un producto interno euclidiano.

Ejemplo 18. La métrica Hermitiana usual en el espacio C” es definida como
H:C"xC*— Cdonde H(z,w) = Y z;w; = y_dz; @ dz;(v,w) o simple-
mente H (v, w) =Y dz;dZ;(v, w), descomponiendo H = f + ig tenemos que

1
g-———ZZdzj/\de y gt =gA...Ng=kQ,
gk

donde 2 es la forma de volumen usual en C* y k£ € C es una constante
adecuada.

Sea. M una variedad compleja n dimensional sabemos que 7'M, es un espa-
cio vectorial de dimensién real 2n con base {9z, 0%, ..., 0%, OY1, . .., OYn }
Considerando la base {(9z1,0), (0z2,0), ..., (0z,, 0), (Oy1,0), . .., (Oyn, 0)} que
seguiremos denotando por:

{0z1,0%a,...,0%n, OY1,-..,0Un}

obtenemos una estructura vectorial compleja de dimensién 2n denotada por
T'M;, una base alternativa y mas usada es dada por:

1 .
aZj = 5(81'3 - zc’?yj).

1
an = —2*(8.’13] + zayj)

denotaremos por dz;,dz; sus respectivas funcionales lineales y por TM)° y
TMJ" los espacios vectoriales generados por (0z;) y (9%;) respectivamente.
El espacio vectorial complejo 2n dimensional TMS = TM}°* @ TM>" es
llamado el complezificado de T'M,, para el caso de una variedad compleja el
mismo T'M,, tiene estructura compleja, considerando la aplicacién J como el
producto por i = v/—1. Existe un isomorfismo natural entre TM, y T M,
dado por:
(9.'231' — 821.
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Definicién 32. Sea M una variedad compleja, una métrica hermitiana en
M es una aplicacién que a cada punto p € M le asigna un producto in-
terno hermitiano en T'M,, que localmente se puede expresar como H(p) =
S~ hii(p)dz; ® dz;, donde h, ;(p) es una matriz hermitiana definida positiva
y ademés h; ; es diferenciable en una vecindad de p.

Proposicién 6. Toda variedad compleja admite métrica hermitiana.

Prueba. Sea M una variedad compleja n dimensional p € M y conside-
remos una parametrizacién (f;, U;) .

En C™ tenemos la métrica hermitiana usual <, > esto nos permite definir una
métrica en U; dada por:

Hi(p)(u’ U) =< le(p)u, fz/(p)v >

donde u,v € T M, consideremos ahora una particién de la unidad {);} su-
bordinada al cubrimiento (U;, f;) y definimos ®;(p) = X\;H;(p) esta aplicacién
es una métrica hermitiana en el interior del soporte de \; y fuera de el se
anula.
A partir de esto obtenemos una métrica global dada por ¢(p) = 2;®,(p), de
la definicién tenemos que ¢ es antisimétrica y lineal respecto a la primera
variable, ademas si p € M entonces estaria en el soporte de algin A; asi
tenemos que ®;(p)(v,v) > 0, por tanto ¢(p)(v,v) > 0.

Es costumbre denotar la forma cuadratica definida por la métrica hermi-
tiana por:

dsis(p)(v) = H(p)(v,v).

La métrica hermitiana define una distancia. Sean p,q € M definimos
d(p,q) = inf{l(a) : @ es una curva que une p a q}

donde a : [0,1) = M es regular a trozos en la particién: 0 =tg <t; < --- <
t, = 1 definimos:

le) =Y /t i) b

Ejemplo 19. Sobre el disco D, = {z € C: |z| < r} tenemos definida la

métrica de Poincaré. )
4redzdz

ds;(p) = 2 = [pl)e
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La distancia inducida por esta métrica hermitiana es llamada la distancia
hiperbolica o de Lobachevski dada por:

1+ 2| + |2 — w|
1 +wz| ~ |z — w|

p(z,w) =In , donde z, w € D,.

Mediante el biholomorfismo z — Rz podemos definir una metrlca en un disco
de radio R.

Debemos recalcar también que a partir de la forma cuadratlca ds?(z)(v) =
E(z)v} + F(z)v3, donde v = (v,1) € ,Dy E =G = —;Q——EI—Q)—Q podemos
calcular la curvatura

w0~ (), ().}

Veamos un par de propiedades fundamentales de la distancia de Lobachevski.

Proposicion 7. La distancia p verifica las siguientes propiedades:

1. Toda funcién holomorfa g : D — I contrae distancia, esto es

p(9(2), g(w)) < p(z, w).
En particular si g es un biholomorfismo entonces preserva distancia.
2. El espacio métrico (ID, p) es completo.

Prueba. La primera parte es consecuencia del Teorema de Schwarz-Pick [L2]

pagina 13.
Para la segunda afirmacién empezaremos viendo que una sucesiéon con-
verge en la métrica p si y sélo si converge en la métrica euclidiana |.| de

IR?. En efecto de la definicién de p tenemos que ella es continua, luego si
|z, — a| — 0, entonces p(z,,a) — 0, esto prueba una implicacién.

Para el otro caso supongamos que p(z,,a) — 0, por una conjugacién pode-
mos suponer que a es 0, por lo tanto tenemos log Hj”: — 0 y esto implica
que |z,| = 0.

Finalmente consideremos la sucecién z, la cual es de Cauchy en el disco
con respecto a la métrica p, esto es, dado ¢ > 0 existe un ng € IN tal que
0(Zn, 2m) < € para todo n, m > ng, en particular tenemos que p(2zn, 2,) < €
para n > ng, por tanto la sucesién p(0, z,) esta acotada, consideremos S el
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supremo del conjunto de los términos de esta sucesién de la definicién de p
tenemos que:

ed—1

eS+1

Por lo tanto existe una subsucesién z,, la cual converge en |.| a un punto
a€CenD,s_, CDy por la parte (1) existe ko tal que k > ko implica que

S+
p(2n,,a) < € para k > kg, consideramdo ny > ng tenemos que

|2 < < 1.

P(2n, a) < p(zn, Zn,) + p2n,, a) < 2€.
O

Ejemplo 20. Para construir una métrica hermitiana sobre P*, es natural
pensar inducir una métrica de C*** en P™ por la proyeccidn.

Cr+t — {0}
I
Ipm

En C™*! tenemos la métrica H = Y dz; ® dz; para llevarla a P™ necesitamos
que no dependa del representante de la clase a la cual pertenece, para esto
adaptamos la métrica anterior para que tenga esta propiedad.

La forma mas simple de expresar dicha métrica, a la cual continuaremos
denotando por H es:

1
H(Z) = Z Wdzj' ® dEj.
Asi, H(Az) = H(z), para todo A € C*, donde
H=f+ig:P" — (TP")* @ (TP")*.

En coordenadas ug = 1, esto es en la carta wo(l,uy, ..., up) = [L:uy:...:
U, tendremos que:

wbg = ddln(l+|u|>+ -+ |[un|?)

Yoduj Adu; (O wdus) A QD uiti;)

(L4 > uyuy)? (14 D uits)?

Esta métrica es llamada métrica de Study-Fubini.
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4.2 Semidistancia de Kobayashi

Definiciéon 33. Fijemos dos puntos p,qg € M.
1. Una cadena en M de p a ¢ es una familia o = {f7, (5;,5;-')}, donde
je{l,..,m},melN, ffe OD,M)y (5;,51-”) € D x D son tales que.
&) =p fME)=a v FE) =)
paraj=1,...,m—1.

2. La longitud de una cadena o = {7, (5;-, 5;')} es por definicién el niimero

=Y pl£,€)
i=1
donde p es la distancia de Lobachevski en D.

3. La semidistancia de Kobayashi entre los puntos p,q € M es dada por
Ku(p,q) = inf{l(c) : 0 = {7, (f;,f;')} es una cadena de p a g}.

Ejemplo 21. En D se cumple que Kp(z,y) = p(z,y). En efecto tomando
la identidad de D tenemos que Kp < p, por otro lado si consideramos una
cadena {f7, (5;, §'~')} cualquiera en D de z a y tendremos que.

Zp (&), Fi(&)) <Zp¢;,5

La primera desigualdad es la desigualdad trlangular, mientras que la segunda
desigualdad es consecuencia del Teorema Schwarz-Pick. 0

Ejemplo 22. En el plano tenemos que K¢(z,y) = 0 para todo z,y € C.
En efecto, si-z # y considere un ng € IN de modo que ng > |z|+]|y| claramente
D,, contiene z y y — z. Ahora considere para todo n € IN las aplicaciones
holomorfas
fD B D, C
z = nz — nz+zo

por la definicién de los f, tenemos RO =zy fu(£5) =y

e £
Como K¢(z,y) € p(£%,0) =

——‘—E—' tenemos que Kc(z,y) =0. O
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Veamos algunos resultados bésicos de esta semimétrica.

Teorema 43. En cualquier variedad compleja M la semidistancia de Ko-
bayashi posee las propiedades de semimétrica.

Prueba. Que K, sea positiva es consecuencia directa de su definicién; para
la desigualdad triangular tenemos que si o; es una cadena de p a ¢ y oz es
una cadena de ¢ a r entonces la unién de ambas cadenas ¢ serd. una cadena
de p a r, luego por la desigualdad triangular de p y propiedades del infimo
se tiene la desigualdad triangular de K. O

Veamos ahora uno de los principales motivos por el cual se define esta se-
mimeétrica.

Teorema 44. Toda aplicacién holomorfa f : M — N contrae semidistancia
de Kobayashi, esto es:

Kn(f(p), f(g)) < Km(p,q).

Prueba. Basta ver que la aplicacidon f induce por medio de la composicién
una aplicacién O(D, M) - O(D, N) . O

Proposicion 8. La semimétrica de Kobayashi es continua.

Esta prueba es bien técnica, una demostracién puede ser encontrada en
[L2] pagina 17.

Observacién 31. Algunas consecuencias inmediatas del Teorema 44 son:

1. La semidistancia de Kobayashi es invariante bajo aplicaciones biholo-
morfas.

2. Si M y N son variedades holomorfas con M C N entonces Ky < K.
Para esto tome la inclusién 2 : M — N en el Teorema.

3. Si f: D — M entonces tenemos que Ky (f(z), f(y)) < p(z,y)-
Veamos ahora que K, es la mayor semimétrica con esta propiedad.

Proposicién 9. Si d es una semimétrica en M tal que d(f(¢), f(€)) <
p(€',€") para todas las aplicaciones holomorfas f : D — M entonces

d(p,q) < Ku(p,q)

para todo p,qg € M.
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Prueba. Sea o = {f7, (f;-, fj'-')} una cadena en M de p a ¢ por la desigualdad

"

triangular tenemos que d(p, q¢) < Z d(f? (f;.), f? (€;)) y por hipétesis tenemos
j=1
que f7 no incrementa, la distancia, es decir

d(F(€), F(€)) < p(€;, &)

para todo j, luego tomando el infimo a las desigualdades anteriores se tiene
la afirmacién. 0

Se puede extender la definicién de semidistancia de Kobayashi de modo na-
tural al producto de variedades.

Definicién 34. Sean M y N variedades complejas, definimos

Kuxn((z,v), (z',9)) = max{Ku(z,y), Kn(z',v')}

Definicion 35. Dados dos puntos p,q € M la semidistancia de Caratheo-
dory entre p y q es definido por

Cum(p,q) = sup p(o(p), d(q)),
$€O(M,D)

donde p es la distancia de Lobachevsksi.
Tenemos que esta semimétrica estd relacionada con la de Kobayashi por.

Proposiciéon 10. En cualquier variedad compleja la semidistancia de
Caratheodory no excede a la semidistancia de Kobayashi.

Prueba. Como en la definicién de la semimétrica Ky, elegimos puntos p =
P0,P1,---,Pk—1,Pk = qen M, ay,...,04,by,...,b puntos en D y funciones
fi : D — M con la condicién de que fi(a;) = pi-1 ¥y fi(b;) = ps, si f es una
aplicacién holomorfa de M en D entonces tenemos que:

Y plasb) =Y p(fofilai), fofi(b:)) > p(fofi(ar), fofu(br) = a(f(p), £(2))

de donde Cp(p, q) < Kum(p,q). O
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Definicién 36. Una variedad compleja es Hiperbdlica en el sentido de Ko-
bayashi si la semimétrica de Kobayashi es realmente una métrica, esto es

Ku(p,q) >0sip#q.

Observacion 32. Toda subvariedad M de una variedad hiperbdlica N he-
reda esta propiedad. En efecto sean p,q € M tal que Kp(p,q) = 0. De la
Observacién (31) tenemos que 0 < Ky < K)s lo que implica Kn(p,q) = 0.
Entonces por ser N hiperbdlica tenemos p = g.

La propiedad de hiperbolicidad es invariante por biholomorfismos.

Ejemplo 23. Todo disco D, es hiperbdlico en el sentido de Kobayashi, esto
es consecuencia del Ejemplo (21).

Ejemplo 24. El plano complejo C no es hiperbédlico Kobayashi, esto es
consecuencia del Ejemplo (22).

Ejemplo 25. El plano complejo menos un punto C — {p} no es hiperbdlico.
Por una traslacién podemos suponer que C— {p} es C— {0} pero ahi tenemos
la aplicacién exp : C — C — {0} holomorfa y sobreyectiva que relaciona el
espacio en mencién con el Ejemplo (24). Tome z,y € C — {0} entonces
existen z’,y’ € C tal que exp(z’) = z y exp(y’) = y y por el Teorema 44
0 < Ke—qoy(z,y) < Ke(z',y') = 0.

En cambio si quitamos dos puntos a C veremos que si es hiperbdlico, pues
su cubrimiento seria el disco unidad y mas adelante veremos que un espacio
es hiperbdlico si y solo si su cubrimiento tiene esta propiedad.

Ejemplo 26. El espacio proyectivo unidimensional P* no es hiperbélico. En
efecto, si fuese hiperbélico de la observacién (32) el conjunto {[z : 1] € P*:
z) € C} seria hiperbélico, y como este espacio es biholomorfo a C tendriamos
que C seria hiperbdlico.

Ejemplo 27. Procediendo como en el Ejemplo (26) tendremos que si a
P? le quitamos hasta 3 rectas linealmente independientes (ver la Definicién
39 para precisar este concepto) tendremos que los conjuntos resultantes no
serfan hiperbélicos, ya que tienen dentro una copia de C — {0}, si no fue-
sen linealmente independientes podriamos quitar infinitas rectas por ejemplo
L, ={[z1: z: 1] € P2 : 2z, = n} y el espacio resultante continuaria siendo
no hiperbélico, dado que P? — UL, tiene una copia de C.
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Observacién 33. De la definicién de semimétrica producto tenemos que
el producto de variedades hiperbdlicas es hiperbdlica, de esto y del hecho
que D es Kobayashi hiperbdlico tenemos que todo dominio acotado de C™ es
Kobayashi hiperbdlico.

De los ejemplos anteriores el complementar de uno o dos puntos en P! no
es hiperbdlico, lo mismo pasa con el complementar en P? de tres rectas en po-
sicién general; que pasaria si quitamos mas de dos puntos a P!, y si quitamos
mas de tres rectas en posicién general a P2. M3s adelante responderemos
esta preguntas.

4.3 Invariancia por Cubrimientos

Definicién 37. Sean M y N espacios topoldgicos. Diremos que M es un
cubrimiento de N si existe una aplicacién continua 7 : M — N tal que para
cada abierto U en N tendremos que 7~ *(U) = U;U; y ademés wly, : U; —» U
es un. homeomorfismo.

Se debe tener presente que este concepto es mucho mas fuerte que el
homeomorfismo local, ademds de la propia definicién todo recubrimiento es
necesariamente sobreyectivo.

Debemos recalcar que si un espacio N es localmente conexo por caminos
entonces siempre tiene cubrimiento ver {Ot] pagina 32.

Definiciéon 38. Sean M, N y X espacios topolégicos y f : M — N una
aplicacién continua. La aplicacién continua F': M — X es un levantamiento
de f por medio del recubrimiento 7 : X —+ N siysolosi f=mo F.

Teorema 45. Sea f : U — V continua, U simplemente conexo, conexo
por caminos y localmente conexo por caminos y sea g : M — V aplicacién
recubridora.

Dados p € U, ¢ € M tal que f(p) = g(g) existe un dnico levantamiento
F:U — M tal que F(p) = g. ‘

Para una referencia ver [Ot] paginas 26-27

A continuacién veremos que desde el punto de vista de la Hiperbdlicidad
en el sentido de Kobayashi existe una estrecha relacién entre una variedad y
su cubrimiento.
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Lema 4. Si M es una variedad compleja y 7 : M — M un cubrimiento de
M entonces para todo p,qg € M

Ku(p,q) = inf( )Kﬁ('ﬁ, q), donde p € n}(p) es arbitrario.
“1g

Prueba. Como 7 : M — M es un cubrimiento podemos dotar de una es-
tructura holomorfa al espacio recubridor M de modo que la aplicacién de
recubrimiento 7 se torna holomorfa. Por el Principio de contraccién y la
sobreyectividad de 7 tenemos que K (p, q) < inf K7(p, 9).

Supongamos ahora que se cumpla la desigualdad estricta, asf existe € > 0 tal
que K (p, q) + € < inf K77(P, §) entonces existe una cadena. {f7, (£},£;)} en
M de p a g tal que

m

> p&,&) < Ku(p,q) +¢

. j=1

denotemos por f7 el levantamiento de f7 via 7 tal que )77 (¢,) = p donde p

"es un punto fijado y ﬁfl(g;ﬂ) = ﬁ(é;’) con j € {1,...,m — 1} entonces
7= f™() € m(q); asf tenemos una cadena & en M desde 7 hasta g, luego
por definicién de la métrica de Kobayashi tenemos que

K33 <> pl&,&) < Kulp,q) +e¢

j=1

lo cual es absurdo. d

Teorema 46. M es hiperbdlica si y sélo si su cubrimiento M es hiperbdlico.

Prueba. Supongamos que M es hiperbélico y que K3;(p, ) = 0 entonces por
el Lema 4 tendriamos que K (7 (p), 7(¢q)) = 0 en vista de la-hiperbolicidad
de K tenemos que 7(p) = 7(q), nosotros denotaremos este punto por p.
Sea B={p € M : Ky(p,p) <ety B la vecindad de P suficientemente -
pequefia tal que 7|5 : B — B resulta un biholomorfismo, debido a que
K+#(P,q) = 0 para todo € > 0 podemos escoger una cadena & = {7, (£;,£;)}
de 7'a g tal que {(5) < €. La cadena & induce una cadena o = {mo f7, (¢, 5;.')}
en M. Por el Principio de Contraccién (o) < I(6) < € y por definicién de la
métrica de Kobayashi en M podemos suponer que la cadena o estard en B.
Pero el origen p de la cadena levantada & estard en B, y puesto que 7|5 es
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un biholomorfismo tenemos que la cadena levantada & estd en B entonces
qge B. Por la inyectividad en B habr4 un sélo punto que es proyectado a p
luego p = ¢ probando asi que M es hiperbdlico.

Supongamos ahora que M es hiperbdlico y que Kp(p,q) = 0 tomemos
p € 7 Y(p) por el Lema (4) tenemos que existe una sucesién g, € 7 *(q)
tal que K37(qn,p) — 0, entonces por la hiperbolicidad tenemos que g, — p,
luego por continuidad tenemos que g = lim7(gq,) = 7(p) = p, asi M es hi-
perbdlica. il

Observacion 34. Usando la prueba del Teorema anterior se puede probar
que. 3
K5(p,q) = Kg(w(p),n(q)), donde B y B son como en la prueba del Teorema.

Ejemplo 28. El Teorema de Uniformacién de Riemann [N] pégina 156 nos
dice que toda componente conexa de P! menos tres puntos puede ser recu-
bierta por D. Entonces del Teorema 46 y Ejemplo 21 resulta que dichas
componentes tienen que ser hiperbdlicas en el sentido de Kobayashi.

Definicién 39 (Independencia Lineal). Sea k < n + 1 diremos que k hi-
perplanos H; : X7 _ga;;7; = 0 en P*, donde i € {0,..., k}, son linealmente
independientes si los espacios vectoriales en C"*! que definen dichos hiper-
planos son linealmente independientes, es decir los vectores v; = (a;, ....Gin)
son linealmente independientes en C™"*!, o equivalentemente los funcionales
lineales que definen los vectores v; son linealmente independientes.

Definicién 40 (Posicién General). Sean Hi, ..., H, con m > n + 1 hiper-
planos en P*, diremos que estdn en posicion general si cualquier grupo de
n+ 1 de ellos son linealmente independientes.

Ejemplo 29. En P? consideremos los hiperplanos :

SEOZO.
.’IJ1=O.
IQZO.

Lo+ 1+ Zg = 0.
Est4dn en posicién general pues considerando la combinacién lineal:

[0 %51 +IB7T2 + /\(7(1 +7T2 +7T3) = 0,

donde los #; son las proyecciones candnicas resulta que o« = =X =0y es
claro que los tres primeros son linealmente independientes entre ellos.
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A este caso particular de posicién general de hiperplanos se le suele llamar
posicion standar.

Observacion 35. De lo anterior tenemos que si n + 1 hiperplanos en P"
estan en posicion general ellos no tienen un punto en comin en P".

En efecto, que estos hiperplanos estdn en posicion general se traduce en
la condicién: det(a;;) # 0, donde (a;;) es la matriz dada por el sistema
de hiperplanos H; = 0. A su vez esta condicién implicaria que el sistema
homogéneo H; = 0, 0 < 2 < n sélo tiene solucién trivial, esta observaciéon
ser usada para dar un ejemplo de variedad hiperbélica en P2

Ejemplo 30. Consideremos en P? cuatro lineas complejas L;, j = 1,...,4
en posicién general y sean A = Ly N Ly, B = L3N L,y Ly la linea compleja
que pasa por los puntos Ay B.

La variedad M = P? — U!_,L; es hiperbélica. En efecto como dos lineas
cualquiera son biholomorfas podemos asumir que Lq es la linea infinito, asi
tenemos que P? — Ly = C? y M = C? — UL, L; como A y B son puntos del
infinito entonces Ly es paralelo a Ly y L3 es paralelo a L, en C?, ahora por el
hecho de estar en posicién general de la observacién anterior tenemos que L;
no es paralelo a L3 por tanto por un cambio de coordenadas podemos asumir
que las cuatro rectas son dadas por las ecuaciones Ly : z1 =0; Ly : z; = 1;
Ly: zg=0y Ly: zp=1. Porlocual M = (C—-{0,1}) x (C-{0,1}) y
como el cubrimiento de C — {0, 1} es el disco unitario tenemos que C— {0, 1}
es hiperbdlico por tanto M es hiperbdlico.

Sean M una variedad compleja, p € M y z = (z,..., z,) coordenadas
locales en M tal que z(p) = 0. Denotemos por B, ={g € M : |z(¢)| <7}y
B; = B vecindades de p, cabe resaltar que las B, son variedades hiperbdlicas

pues son biholomorfas a bolas abiertas acotadas de C™, sigamos denotando
Ds={teC: |t| <} yD; =D los discos de radio § y 1 en C.

Lema 5. Seanr > 0y 1> 4 > 0 tal que para todas las funciones holomorfas
f: D — M que verifican la condicién f(0) = p € B,, se tiene que f(D;) C B.
Entonces para todo ¢ € M — B la distancia de Kobayashi K/(p,q) > 0.

Prueba. Sea g € M — By consideremos la cadena o = {f7, (£;,£;)}7-, en M

desde p a ¢q. Por una conjugacion en el disco D podemos suponer que todos

¢; = 0, por tanto sélo necesitamos mostrar que la suma |o| = > ey (0, &)

sea acotada inferiormente por una constante positiva. Si en la cadena existe
5

un punto f;' que no esta en Dy entonces lo} > p(0,5) > 0y ya estaria
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probado; por tanto es suficiente considerar cadenas tal que todos los 5;' ebD ;-

Consideremos p; = f¥(¢;) = fi**(0), existe un nimero 1 < I < m tal que
Pis.--,Pi—1 € B, y pp no esta en B,, esto se tiene porque ¢ no esta en B.
Puesto que f'(0) = pi_1 € B, y & € D;s entonces por la hipdtesis del lema
tenemos que p; € B — B,, escojamos ahora una constante A tal que para todo
e ]D)% se tenga que p(0,&) > Aps(0,€), luego por el principio de contraccién
y la desigualdad triangular tenemos que:

> p(0,8) = A ps(0,€) =AY Kp(pj—1,p5) > AKp(p,p)

=1 =1 =1
como Kp es métrica (B es hiperbdlica) y p; € B — B, tenemos lo deseado.

Definicién 41. Diremos que una variedad hiperbdlica M es completa si es
completa como espacio métrico con la métrica de Kobayashi.

Proposicién 11. Sea M una variedad compleja, entonces M es hiperbélica
completa si y sélo si su cubrimiento M lo es.

Prueba. Supongamos M es hiperbélico completo y consideremos
By ={3e€ M/dy(5,q) <r}.

B, = {q € M/du(p,q) <}.

con 7(p) = p, como du(p,q) = inf;d(p,§) con § € m7*(g) resulta que
B, C W(B.,_Hs) donde § > 0, como B, .4 es compacto y B, es cerrado resulta
que B, es compacto, por tanto M completo.
Sea. M es hiperbélico completo y #; una sucesién de Cauchy en M, puesto
que dp(7(p), 7(§)) < dy(D,q) la sucesién {n(p;)} es de Cauchy en M por
tanto converge a algin punto p € M, tomemos € > 0 y U una 2¢ vecindad de
pen M tal que en 7~(U) 7 resulta un homeomorfismo. Sea N tal que para
i > N se tiene que 7(p;) estd en la € vecindad de p, luego cualquier punto
fuera de U estd al menos a una e distancia de 7 (p;) para i > N, si U, es una
componente conexa de ~1(U) conteniendo p; vemos que la ¢ vecindad de p;
esta en U; parai > N. Sean g € M [di(Pid) < €y 03,02, -0k .ag, by, ..by € D,
f1, f2, . fx € O(D, M) tal que Sp(a;, b;) < €, consideremos aj, b la geodésica
de a; a b; y C como la curva de § a § obtenida adjuntando fl(cg,-\ b;) en M.
Sea C = w(C), por construccién C ests contenida en la e vecindad de
7(;) por tanto C C U, asi C esté en U; si p € U es tal que 7(5) = p, resulta
asi que {p;} converge a p.
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Ejemplo 31. D* =D — {0} es completo pues su cubrimiento

27iz

zZ—Ee

es la mitad del plano superior el cual es biholomorfo a I .

Observaciéon 36. 1. Si M y N son variedades hiperbdlicas completas
entonces de la Definicidn 34 resulta que M x N es también hiperbdlica
completa.

2. Si N es hiperbdlico completo y M C N es cerrado entonces de la Ob-
servacion 32-1 y del hecho topolégico que todo conjunto cerrado dentro
de un espacio métrico completo es completo con la métrica inducida se
tiene que M es también es hiperbdlico completo.

Proposicion 12. Sean M y N variedades complejasy f : M — N aplicacién
holomorfa, N’ C N es un subespacio hiperbélico completo y M’ = f~1(N').
Si M es hiperbdlico completo entonces M’ es hiperbdlico completo.

Prueba. Denote por G el grifico de la aplicacién f : M — N, que es un
subconjunto cerrado de M x N. Sea f' = f|u y G’ su gréfico, entonces
Gt = Gy N (M x N’) por lo tanto G’; es cerrado en M x N’ ahora por el

Teorema 34 y la observacién anterior G es hiperbélico completo y puesto
™

que la proyeccién (z,y) € M x N' = z € M induce un biholomorfismo entre
' y M’ concluimos que M’ es hiperbélico completo. 0

Corolario 5. Sea M una variedad hiperbdlica completa y f: M — C una
aplicacién holomorfa acotada, entonces el abierto

M ={peM: f(p)#0} =M-V(f)
es hiperbdlico completo.

Prueba. Por ser acotada podemos considerar f(M) C D entonces el resul-
tado es consecuencia de la proposicién 12 aplicado a N =D, N' =D — {0}
y M.

Definicién 42. Sea N una variedad, M C N es dicho localmente hiperbdlico
completo en N si para todo p € M existe una vecindad V,, de p en N tal que
Vp, M M es hiperbélico completo.
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Proposicién 13. Sean X, Y variedades complejas, # : X — Y una apli-
cacion holomorfa, si Y es hiperbdlico completo, y para y € Y existe U vecin-
dad tal que 77*(U) es completo, entonces X es hiperbélico completo.

Para una referencia de este resultado ver [L2] pag 26-27.
En particular si Y hiperbdlica completa y X C Y tal que X es localmente
hipebdlico y completo tenemos que X hiperbélico completo.

Corolario 6. Sea M una variedad compleja y X un conjunto analitico en-
tonces:

1. M — X es localmente Hiperbdlico completo en M.
2. Si M hiperbélico completo entonces M — X es hiperbdlico completo.

Prueba. Seap € X y V, una vecindad si f, : V}, = C es un funcién holomorfa
tal que V,N X : f, = 0, entonces V, — (V,, N X) es hiperbdlico completo por
tanto M — X es localmente completo, la segunda afirmacién es consecuencia
de la Proposicién 13.

Un concepto importante en estas notas es el de encaje hiperbdélico.

4.4 Encaje Hiperbdlico

Segin Royden(ver [N1] pag 5-6) la semimétrica. de Kobayashi se puede in-
troducir del modo siguiente.

Definicién 43. Fijemos p € M y un vector v € T,M. Definimos I?M(p).v =
inf{r > 0, existe ¢ : D — M holomorfa con ¢(0) =p y r¢ (0) = v}.

Observacién 37. Lo anterior también se puede definir del modo siguiente.
Kun(p)w = inf{1/r : existe ¢ : D, — Mholomorfap(0) = pyy (0) = v}.

En efecto si ¢ : D — M con ¢(0) = p y r¢'(0) = v considerando
la funcién v = ¢r : D1 — M tenemos que v(0) = p y 7v(0) = v por
tanto r es un clemento del segundo conjunto, del mismo modo si ¢ : D, —

1
M holomorfa, ¢(0) = py ¢'(0) = v considerando X = v resulta que ~es

un elemento del primer conjunto.
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Observacion 38. 1. De la definicién se tiene que
K (p)(cv) = |c|Kar(p).(v) donde ¢ € C.

Basta considerar el caso ¢ # 0,sea f : D — M tal que f(0) =py
rf'(0)(e1) = v por la linealidad de f'(0) tenemos que f'(0)(rce;) = cv,

considerando la funcién rcf definida en D i resulta que Ky (p)(cv) <
[rc| de donde tomando infimo tenemos que K m(p)(cv) < c|K m(p)(v).
Del mismo modo K (p)(v) = Ku(p)(£v) < HEKum(p)(ev), asi || Kp(p)(v) <

= e

K(p)(cv), por tanto K (p)(cv) = |c| K (p) ().

2. Si Uy C U, entonces Ky, (p)v > Ky,(p)v para todo punto p € U y
vector tangente v € T,,U;.

3. Sim: M — N es un recubrimiento y sean U C N y V C M tal que
7|y : V = U es un biholomorfismo entonces

Kv(p)v = Ky(n(p))n'(p)v.
Podemos introducir la semidistancia entre dos puntos del modo estandar

1
Km(pg) = dg,,(p,q) = inf{ / K (v(2))y (t)dt}.
0
donde el infimo es tomado sobre todos los caminos de clase C! por partes.
Un resultado importante debido a Royden es el siguiente Teorema.
Teorema 47. Se cumple de que: Ky (p, q) = K (v, q)-
Para una prueba ver [N1] pg 16 - 18.

Lema 6. Sea M una variedad hiperbélica y K abierto tal que X es compacto,
son equivalentes:

1. Para todo p € K y toda vecindad U de p existe V vecindad de p tal
queVcUyKg(VNK,K—-U)>0.

2. Para todos p,g € K con p # q existen vecindades U,, U, en M tal que
K]((Upﬂ I(, Uq N K) > 0.

3. Para todos p,q € K con p # ¢ Y P, ¢n Sucesiones convergiendo a p y g
respectivamente se tiene que K (pn, gn) - 0.
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Prueba. Sean p,q € K con p # g por 1 tenemos que para toda vecindad U
de p existe V vecindad de ptal que V c Uy Kx(VN K, K —U) > 0, como
p # q y U arbitrario podemos tomar Uq CK-Uy —U—p =V y se tendrs la
afirmacion.

Para ver (3) a partir de (2) tomemos p, = p y ¢, — ¢ podemos suponer
pn € U, ¥ gn € U, de donde se obtiene la conclusién.

Finalmente para ver la parte (1) a partir de (3) supondremos existen p € K
.y U vecindad de p tal que para toda vecindad V C U de p se tiene Kx(V N
K,K —U) =0, por definicién de distancia existen sucesiones p, € VN K y
¢, € K —U tal que K¢(pn,gn) = 0y como K es compacto podemos suponer
pn—=p €EKyag,—q €K con Ki(pn,g,) — 0 lo cual contradice (3).

Definicién 44. Sea M una variedad compleja y K C N un subconjunto
abierto tal que K es compacto. Diremos que K estd hiperbdlicamente enca-
jado en M si se cumple cualquiera de las afirmaciones equivalentes del Lema.
anterior.

Observacion 39. 1. Si M es hiperbdlico entonces es un encaje hiperbdlico
en si mismo. ' ' ' '

2. Es claro que si M es un encaje hiperbdlico entonces es hiperbdlico, mas
el reciproco no es cierto como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 32. En P? = {{2 : 2; : z9] : (20,21, 22) € C* — {0}} consideramos
los siguientes conjuntos.

Lo={[z:21:2) €P?:20=0, zp=1}.
L1={[Z0321222]€1P21Z0=1, 22=1}.
Loo = {[z0: 21 : 20) € P? : 25 = 0}.

H, ={l20:21: 20 € P?: 2120 = 22}
H_={[z0:21:2) €P?: 21290 = —22}.

Sea M = P? — (Lo U Ly U L, U Hy U H_). Todos los conjuntos pueden ser
visto en coordenadas afines: z; = 1 salvo Loo, asf en las coordenadas (2, 2;)
podemos definir el biholomorfismo.

©: M - (C-{0,1}) x (C—-{-1,1}).
(20,21) — ’ (20, 2021)

Asi M es hiperbdlica segin el Ejemplo 28; sin embargo M no es encajado
hiperbdlico. En efecto consideremos en las coordenadas (z, z;) los puntos
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(0,0) y (0,1). Para todo k € IN considere las aplicaciones holomorfas

fkl ]D)k - M
E oo (Y

y los puntos pr = fx(0) = (3,0) y ¢ = fe(1) = (3,1), tenemos que py —
0,0) y &« — (0,1) y Knm(pr, ) < Kp,(0,1) = Kp(0,+) — 0 por tanto
Kar(pr, qx) — 0, por tanto M no es encajado hiperbélico en P2,

Proposicion 14. Sea N una variedad hiperbélica y M C N un subcon-
junto abierto de N tal que M es compacto. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. M esté hiperboélicamente encajado en N.

2. Si ds es la métrica de Poincaré en D, entonces dado una métrica her-
mitiana ds% en N, existe una constante ¢ > 0 tal que:

Fr(2ds3) < ds?
para todo f € O(D, M).

Prueba.
Supongamos que (2) no se cumple, esto es existe una sucesién (f,)nen €n
O(D, M) y puntos (p,) € D tal que

F(ds%)(pn) > nds®*(pn), - - - - (%)

como ds? es una métrica invariante por biholomorfismos en ID podemos asu-
mir que p, = 0 para todo n € IN, si v € TpD es tal que ds*(0)(v) = 1
entonces de la inecuacién () tenemos ds% (£(0))(f'(0).v) > n, ahora puesto
que (f.(0)) es una sucesién en M y M es compacto, entonces tendremos un
punto p € M tal que f,(0) — p, consideremos U una vecindad de p biho-
lomorfa a D x --- x D y supongamos que exista 7 < 1 tal que f,(D,) C U
para todo n > ng; como f,(0) € M tenemos que f,(0) estd en una vecin-
dad compacta de p en U por tanto tendriamos {f,|p, € O(D,,U)} y como
{fn(0)} es relativamente compacto, entonces la familia {f,|p,} es relativa-
mente compacta en O(D,, U) por tanto existe una subsucesién que converge
en O(D,, U); esto no es posible pues ds3,(0)(f'(0).v) > n, por tanto un tal r
no existe, esto significa que para cada k € IN existe zx € D y un entero n
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tal que |zg| < £ ¥ fa.(2%) € U, considerando ahora sucesiones px = fn, (0) y
Gk = fn,(2), y considerando de ser necesario una subsucesién que podemos
asumir que (gx) converge a un punto ¢ ¢ U, ahora puesto que

K (pr: qx) < Kp(0, 2)

tendriamos de que Kp(pk,qx) — 0, cuando k — oo y esto contradice el
hecho que M es hiperbdlicamente encajado en N. Para (2) implica (1) con-
sideremos d la aplicacién distancia inducida por la métrica hermitiana c’ds%
entonces de (2) tenemos

d(f(p), f(a)) < p(p,q)

para f € O(D, M), luego por el Teorema 9 tenemos que d < Ky en M, asi
si damos dos puntos p #q € M — M y p,, ¢, convergiendo a p y g respec-
tivamente como d(pn; ¢n) < Kunr(Pn, gn) v ademés d(p,q) # 0, tendremos de

que Kur(pn,gn) = 0.

Observaciéon 40. Considerando las notaciones del Teorema 42 para todo
punto p € M tendremos que existe una vecindad U de p y una constante
b > 0 tal que para todo g € U N M se cumple:

bds% (q)v < Ki(g)o.

En efecto, sear > 0y f : D — M tal que f(0) = gy rf'(0)e = v
e = 0z € TyD, del Teorema 42 tenemos f*(c*ds%)(p) < ds?(p), haciendo
p = 0 y evaluando en re tenemos c2ds% (f(0))rf'(0)e < r2ds?(0)e por tanto
tendremos de que c2ds% (f(0))rf'(0)e < r2ds*(0)e es decir

b2ds% (q)v < r’ds®(0).

luego tomando el infimo sobre 7 en esta ultima desigualdad obtenemos nues-
tra observacion.

Teorema 48. Sea M un abierto hiperbdlicamente encajado en N. Si N es
localmente hiperbélico completo, entonces M hiperbélico completo.

El Teorema es consecuencia del siguiente lema.

Lema 7. Sean M y N como en el Teorema, consideremos p € M y una
vecindad V,, de p en N, se W, C V,, es otra vecindad de p tal que:

§ = Ky(Won\ M, M —V,) >0



86CAPITULO 4. HIPERBOLICIDAD EN EL SENTIDO DE KOBAYASHI

yun ¢’ < g; entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

Kulg,q") > cKv,amla, q)
para todo q,q € W, " M con Kp(q,q') < ?'.

Prueba. Sean ¢,¢' € W, N M tal que Kp(q,q') < &, considere una cadena
o={f7,(0, z;-/)} de g a ¢ tal que I(0) < ¢'; ahora denotemos ¢ = pg = fo(0)

pr = f1(0) = folz),- - Pr-1 = fil0) = fuma(ze1) ¥ @ = px = fu(2y)-
Puesto que ¢ € W, y I(0) < ¢ tendremos que:

kv (Wy, pi1) = Tlef‘l/‘g Kum(r,pi1) < K(g,pi-1) < (o) < ¢
p
Sean r y r’ nimeros positivos tal que:

4 / !
/)(O,'/') = 5 Yy p(oa'r) =0

entonces por hipétesis f;(D,) C {r € M : Kp(r,p;-1) < -g-} C V,, considere-
mos ahora una constante ¢ verificando:

p(0,2) <ep(0,2) ze€D,.

como [(0) < &', tenemos que z;, €D, y

S 00,2) 23 0.00,2) 2 ¢ Kvyow(£50), £5(2)) = Ky (a,4)

como esta desigualdad es valida para toda cadena o de ¢ a ¢’ de longitud
menor que &' tenemos K (q,q") > cKv,am(a,¢) -

Prueba del Teorema 48: Del Lema toda sucesién de puntos de W, M
que es de Cauchy con respecto a Kjs serd de Cauchy respecto la métrica
Kv,nu, por tanto la sucesién serd convergente asi M sera completo.

Corolario 7. Si M es una variedad compleja compacta y X un conjunto
analitico entonces si M — X es hiperbdlicamente encajado en M entonces es

hiperbdlico completo.

Este resultado sigue del Teorema 48 y el Corolario 6.
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4.5 Brody Hiperbdlico

Definicién 45. Diremos que X es Brody hiperbdlico si cualquier aplicacién
holomorfa f : C — X es constante.

Observacién 41. Si M es una variedad hiperbdlica y f : C — M es una
aplicacién holomorfa, entonces de el Ejemplo (24) tenemos la desigualdad
Ku(f(p), f(9)) < Kclp,q) = 0. Luego f es constante, asi tenemos que si
una variedad es hiperbdlica entonces es Brody hiperbdlica mas el reciproco
no es cierto como lo veremos en el siguiente ejemplo.

Ejerﬁplo 33. La variedad M = {(z,2) € C|n| < 1,|z1z| < 1} -
{(0, z3)/|z2| > 1} es Brody hiperbélica més no hiperbdlica.

Prueba. Consideremos la aplicacién
h: M -— {(wi,ws), lwi| <1 |we| <1}

donde h(z;, z2) = (21, z129) tenemos que h es inyectivo si z; # 0. Counside-
remos ahora una funcién holomorfa f : C — M del Teorema de Lioville
tenemos que h o f es constante por tanto f es constante o bien toma valores
en M ({z; = 0} el cual se identifica con {2z, € C/|2| < 1} por tanto f seréd
constante y M es Brody hiperbdlico.

Sea p = (0,b) € M conb # 0y p, = (1/n,b) € M, de la continuidad
de Ky tenemos de que Kp(0,p) = lim K (0, p,) consideremos la aplicacién
f(z) = (anz/n, anbz) donde |an| = min{n, , /5 }.

Si z < 1 tenemos que f(z) € M y f(1/a,) = p. luego del principio de
contraccién tenemos que:

|+ 1
Ko 0,n) 2 (0,1/a0) = log 2
de donde Kjs(0,p) = 0.
Nuestro objetivo es ahora ver que sobre las variedades compactas Brody
hiperbdlico equivale a Kobayashi hiperbdlico.

Observacién 42. Si ds2, es métrica de M tal que ds3, < K}, es facil ver
de que M es hiperbdlico, ahora si M fuese relativamente compacto en una
variedad compleja N, tendremos que ademads esta- encajado.
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En efecto de la definicién de Ky v la condicién, tenemos de que:
dsi(F(0)f'(0)v < K3, (f(0))J(0)v < 4ds>(0)v

parav € oDy f € O(D, M), luego de la Proposicién 14 tendremos de que
M esta hiperbdlicamente encajada.

Ahora centremos nuestra atencién en el Teorema de Brody. Previo a este
teorema probaremos un lema importarte de por si.

Lema 8. Sea M una variedad compleja con una métrica ds?,. Dado f €
O(D,, M) definamos ,
u frdsi,
A 72ds2
sobre D, tal que u(0) > ¢ > 0 en estas condiciones podemos encontrar una
aplicacién g € O(D,., M) tal que:

.. *ds? ;.
1. La funcién ‘%—MQ 4 es acotada por c¢ sobre D, y alcanza el méximo valor
T

c en el origen.

2. g = f o, oy donde ¢ es un automorfismo de D, y p,(z) = rz con
O<r<1.
Prueba. Para cadat € [0, 1] definamos f; € O(D,, M) donde f;(z) = fou, =
* 7.2 *

f(tz) para z € D,, también u; = ’22‘355%4 = C;I;Z)szd s

Entonces tenemos

o VLA st P )

CUp(rtds?) ds2 T (- e

Considere también

£2(r? — |2]2)?
U(t) félng us(2) zs;g)r u(tz) e

De la definicién de u; tenemos que para cada t € [0, 1] u(z) se aproxima a

cero en el borde dD,, luego el sup,p,_u:(z) es alcanzado en el interior de D,.
Se puede verificar sin mucha dificultad que U(t) es continua en [0,1] y

puesto que U(t) > u;(0) = u(0)t®> > 7 > c para algin r > 0, entonces

tomando limite tenemos que lim,_,;- U(t) > c.

Por tanto U(t) > c para t préximo de 1. Por otro lado U(0) = 0 , asf

tenemos que ¢ = U(ty) para algiin g €]0,1[. Sea 2y € D, un punto tal que

¢ = SUpP,cp, Uty (2) = Usy(2p) y considere ¢ una automorfismo de I, tal que

¢(20) = 0. Entonces g = f o py, o  es la funcién buscada.



4.5. BRODY HIPERBOLICO 89

Observaciéon 43. Como t; < 1 tenemos de que g(D,, ) C f(D,,).

Teorema 49 (Brody). Sea X espacio complejo compacto entonces X es
Brody hiperbdlico si y sélo si es Kobayashi hiperbélico.

Prueba. El regreso ya fue visto, supongamos ahora de que M no es hi-
perbdlico y consideremos ds%, una métrica sobre M. Si existe un a > 0 tal
que ads?, < K2, entonces por la Observacién 42 M, deberfa ser hiperbélico,
por tanto existe un p € M y una sucesién (v,) en T,M tal que ds};(p).v, = 1
y K2(p).un < 2.

De la definicién de K tenemos que existe una sucesién (r,) de nimeros re-
ales positivos tal que lim r, = oo y una sucesién de funciones f, en O(D,, , M)
tal que df,.(0)e = v,, como ds? (e) = 2—7% tendremos que:

_dsi(p).df(0)e  dsi(p)vn 1

Up = = = _.

" rZds? (0)e 2 2
Luego aplicando el Lema 8 a cada f, y constante 0 < ¢ < %, obtenemos una
sucesién g, en O(D,,, M) tal que:

1. grdst, < crlds? y laigualdad vale en el origen.

2. gn(D"”n) C fn(DT">'

Por 1 la familia de aplicaciones g, € O(D,,, M) es equicontinua. Mejor atn
grds; < crids? < crldsl | paran>m

la familia §,» = {gn|p,,, : » > m} es equicontinua para cada m fijado. Puesto
que la familia §; = {gnlprn :n > 1} es equicontinua del Teorema de Ascoli-
Arzela (M es compacta) por tanto existe una subsucesién que seguiremos
llamando g, que converge a una aplicacién h, € O(D,,, M) razonando de la
misma manera para §o respecto a la subsucesicién anterior tenemos de que
existe una subsucesion de g, que seguiremos llamando g, convergiendo a hg
en O(D,,, M) y ademds hy = hy en I, de este modo para cada F,, tenemos
una subsucesién h,, donde h,, € O(D,,,, M) tal que h,, = h,,—1. Por lo tanto
tenemos una funcién holomorfa h € O(C, M) que es extensién de todos los
h, dada por h = limh,, ademds como g:dsi, < gidsi(0) = cr2ds? (0) =
4cdzdz tenemos que:

h*ds3;(0) = lim g*ds3,(0) = 4cdzdz # 0

esto es h no es constante de donde M no es Brody hiperbdlico.
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Observacién 44. De la prueba del teorema anterior tenemos de que h*ds%, <
4cdzdz.

Definicién 46. Sea h : C — M una curva entera no constante sobre una,
variedad compleja M. Si existe una métrica ds3, y una constante ¢ > 0 que
satisface la propiedad:

h*dss, < cdzdz (4.1)
h serd llamada linea compleja.

Observacion 45. De la observacién del Teorema de Brody tenemos que si
una variedad compacta no es Brody hiperbdlico entonces existe una linea
compleja.

Teorema 50. Sea M una variedad compleja compacta. Dada una curva
entera f : C — M, existe una linea compleja h : C — M, tal que h(C) C

F(©).

Prueba. Sea (r,) una sucesién de nimeros reales positivos con lim,_,q 7, =
© Yy fn = flp,, sin perdida de generalidad podemos suponer que f'(0) # 0.
Considere ¢ € TyD y v = df(0)e, multiplicando ds%, por una constante
podemos suponer que ds2,(f(0))v = 1, considerando v = v, tenemos de que
ds3 fn(0)vn
r2ds? (e)
8 tenemos de que existe una sucesién g, satisfaciendo :

= %, entonces si consideramos ¢ tal que 0 < ¢ < %, por el Lema,

2 2.2
1. gndsy < crids; .

2. gn(]D)rn) - fn(Drn)-

Pues g, = fn o pr, © 9, y siguiendo el argumento del Teorema anterior
obtenemos h : C — M como el limite de los g, y de la parte 2 tenemos de

que h(C) C f(C).

Definicion 47. Sea h : C — M una linea compleja sobre una variedad M y
S C M, h es llamada linea compleja limite de S si para cada disco D, C C
la restriccion h|p, es el limite de una sucesién en O(D;, S).

Observacién 46. De la definicién tenemos h(C) C S.
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Teorema 51. Sea N una variedad compleja y M C N relativamente com-
pacto. M no es hiperbdlicamente encajado en N si y sélo si existe una linea
compleja h : C — N limite de M.

Prueba. Considere una métrica ds3 en N y supongamos que M no es hi-
perbélicamente encajado en N, entonces no existe una métrica ds' ?\, en N
tal que ds'% < K%, en M. Por lo tanto no existe a > 0 tal que ads? < K3;.
Procediendo andlogamente como en el Teorema de Brody tenemos que existe
una linea compleja h : C — M . Reciprocamente si existe una linea compleja
h:C — N limite de M entonces para todo par de puntos p,q € h(C) ¢ M
con p = h(z) y ¢ = h(w) tendremos que existe 7 > 0 tal que z,w € D, por
tanto tenemos sucesiones z, = f,,(2) y wn, = fo(w) tal que z, = py w, = ¢
como K contrae distancias tenemos K (fn(2), fu(w)) < Kc(z,w) = 0y esto
contradice el hecho que M es hiperbdlicamente encajado. :
Recordemos el Teorema de Hurwitz en una variable compleja.

Teorema 52. Sea D C C un dominio y f, una sucesiéon de O(D,C) de
funciones nunca nulas. Si la sucesién converge a f € O(D, C) entonces f es
idénticamente nula o nunca nula.

El siguiente resultado es una generalizacién de este Teorema.

Teorema 53. Sea M una variedad compleja y X = U2, X, una unién de
conjuntos analiticos en M, donde cada X; es irreducible.

Sea D C C un dominio y h,, una sucesién en O(D, M — X) que converge a
h € O(D,M). Entonces h(D) C M — X o h(D) C MyerX; — Ujes X, donde
I={i:h(0) € X;} v J = {j : b(0) & X;}.

Prueba. Suponga que h(0) € X , U una vecindad de 0 y Xy : f =
fi-- fm = 0 donde los Xi|yy : fi = 0. Sea ¢ tal que f;(h(0)) = 0. Por
hipétesis (f; o h,) es nunca cero, luego del Teorema de Hurwitz f; o h es
idénticamente cero, ya que f;(h(0)) = 0. Por lo tanto h(D) C X;,.

Teorema 54 (Green). Sea X la unién de un nimero finito conjuntos analiticos
irreducibles Xi, . .., X,, de una variedad compleja compacta M. Si se cumple
que :

1. M — X no tiene linea compleja.

2. Para cada particién {41,...,5} U {Jj1,...,Jr} = {1,...,m} el espacio
Xy N...0X;, — (X;,U,...UX, ) no tiene linea compleja.
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entonces M — X es completo hiperbdlico e hiperbdlico encajado en M.

Prueba. Suponga que M — X no es hiperbélicamente encajado en M. Por
el Teorema 51 existe una linea compleja limite h € (C, M) de M — X. Por
lo tanto del Teorema 53 h(C) C M — X o h(C) C Nier X; — Ujes X, donde
I'={i:h(0) e X}yJ=1{:h(0) ¢ X,} esto es una contradiccién
con la hipétesis (2) lo que agota todas las posibilidades, asi M — X es hi-
perbdlicamente encajado en M. Si aplicamos el Corolario 7 concluimos que
M — X es también completo hiperbélico.

4.6 Los Teoremas de Green

Sean hg,...,h, : € — C funciones enteras sin ceros estas son llamadas
unidades en el anillo de funciones holomorfas O(C,C). Supongamos que
ellas satisfagan la ecuacién:

ho+hy+---+ h, =0. (4.2)

Podemos facilmente conseguir soluciones del modo siguiente.
Consideremos una unidad h € O(C,C) y sean ¢y, ¢y, Ca; - - -, ¢, constantes no
T —
cero con ) 7 _qc; = 0.
Definiendo h; = ¢;h tendremos que estas cumplen la ecuacién
ho+"’+hr=0.

Definicién 48. Sean h; con i € {0,1,...n} una familia de unidades que
verifican hg + hy + -+ + h, = 0.
Diremos que % « j si existe una constante no nula ¢ tal que h; = ch; *

Teorema 55. Si hg + -+ h, = 0, y {S;} es una particién de {0,...,n}
segin la clase de equivalencia anterior, entonces Ziesj h; = 0, ademas si
n < 2 entonces s6lo existe una clase de equivalencia.

Este resultado muy técnico requiere fundamentalmente de la Teoria de
Nevalina. El método empleado para la demostracién no serd usado para este
trabajo, por lo cual sélo haremos uso de ella, para mayores detalles ver [L2].

Teorema 56. Sea f : C — P" es una aplicacién holomorfa. Asumamos que
la imagen de f estd en el complemento de n+2 hiperplanos en posicién general

Ha relacién anterior forma las lamadas clases de equivalencia de Borel
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entonces la imagen de f esta contenida en un subespacio lineal de dimensién
< 3. Mas generalmente si la imagen esta contenida en el complemento de
n + p hiperplanos en posicién general, entonces esta imagen esta contenida
en un subespacio lineal de dimensién < %.

Prueba. Consideraremos primero el caso p = 2 y los hiperplanos en forma
standar (ver Ejemplo 28). Sea la particién S;U...US;UK de {0,...,n} en
clases de equivalencia de Borel ¢ ~ j si Z_; es constante, donde K es la clase de
las aplicaciones constantes. Dada una clase S # K fijemos i € S, para j € S
y J 7 ¢ tenemos la relacién lineal z; —c;z; = 0. Sea s, el nimero de elementos
de Sy con s, = card(K). Entonces relacionando el primer elemento con los
restantes, obtendremos al menos el siguiente nimero de relaciones lineales
independientes:

(51 1)+ (sg =Dt (o) =n+1=(g+1) =n—g <

NS

la tltima relacién se obtiene desde que n > 2¢, esto probaria la primera parte.
Para el caso general el argumento es el mismo ya que si Hy (%), ..., Hoyp()
son hiperplanos con coordenadas homogéneas [z : ... : ], cualquiera n + 1
de esas son linealmente independientes y n+ 2 satisfacen la relacion lineal con
coeficientes no todos nulos, de otro modo n+ 1 de ellos serfan linealmente in-
dependientes. Si f = (fo, ..., fn) donde las f; son funciones enteras sin ceros
comunes. Nosotros obtenemos n + p funciones Hy(f) = hx k=1,...,n+p
las cuales son unidades. Particionamos el conjunto de indices de acuerdo a
la relacién de equivalencia la relacién ¢ ~ j si h, = ch; para alguna constante
c,asi {1,...,n+p} =US =5U...,US, donde S denota una clase de
equivalencia.

Nosotros primero exigimos que el complemento de S tenga a lo méas n
elementos, de otro modo habria al menos n + 1 elementos que estarian en
el complemento, escogemos n + 1 de tales elementos y un elemento en S asi
obtenemos el conjunto de n+ 2 indices y lo denotaremos por J as{ JNS tiene
exactamente un elemento; existe una relacién ) . ;a;H; = 0 con a; # 0 para
todo j € J entonces tenemos la relacién ). ;ajh; = 0 esto contradice el
Teorema de Borel entonces {1,...,n+p} — S tiene a lo mas n elementos por
tanto S tiene al menos p elementos. Si g es el nimero de clases de equivalencia
de los indices es consecuencia que ¢ < (n+p)/p. SiT es cualquier subconjunto
de {1,...,n + p} consistiendo de n + 1 elementos entonces las formas H;
(i € T) son linealmente independientes, escribimos T'= T |J...|J T, donde
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T, =T NSk si ty = card(Ty) cada T}, da ¢, — 1 ecuaciones, asi se obtienen
al menos t; — 1+ ...¢; — 1 ecuaciones linealmente independientes entonces
gn+1—qg>n+1- -g +p=n-— % entonces la dimensién de la interseccién
es < I,

- q
Corolario 8. Sea f : C — P™ una funcién holomorfa tal que la imagen
esta contenida en el complemento de 2n + 1 hiperplanos en posicién general
entonces f es constante.

Prueba. Tomando p = n+1 en el Teorema de Fujimoto-Green tenemos que
la dimensién de la imagen es cero.

Teorema 57. Si X,. , Xony1 son 2n + 1 hiperplanos en P™ en posicién
general. Si X = X; U...U X5, entonces:

1. P* — X es Brody hiperbdlico.

2. Para cada particién {i1,..., 4% U{j, .-, jr} ={1,...,2n+ 1} el espa-
cio complejo X;,N,...NX;, — (X;,U,...,UX;,) es Brody hiperbélico.

3. P* — X es hiperbdlico completo y hiperbdlicamente encajado en P™.

Prueba. Si I = {iy,...,i} y sea X; = NMye; X; nosotros podemos identificar
X con el espacio proyectivo de dimensién n — k, la interseccién de los hiper-
planos X; con X; para j € I son hiperplanos en posicién general en X, esto
es consecuencia de la definicién de posicién general. Luego el caso primero
y segundo es una caso especial del Corolario anterior y el tercer caso es el
Teorema de Green 54.

Definicion 49. Sean X una subvariedad algebraica irreducible de P* y
Py, ..., P, polinomios homogéneos definiendo las secciones de hipersuperfi-
cies Y; = X N (P, = 0) de X. Diremos que esas secciones son no redundantes
si ninguna de ellas esta contenida en la unién de las otras.

Teorema 58 (Green). Si f : C — X C P" es una funcién holomorfa omi-
tiendo dimX + 2 secciones de hipersuperficies de subvariedad algebraica no
redundantes entonces la imagen de f esta en un subconjunto algebraico pro-
pio de X.
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Prueba. Sea d = dimX y P,,..., Pys los polinomios homogéneos que defi-
nen las secciones de hipersuperficies podemos suponer que cada uno de esos
polinomios es del mismo grado multiplicando por factores convenientes, los
cocientes % definen aplicaciones racionales en X y puesto que X tiene di-
mensién d este serd el grado de trascendencia del cuerpo de funciones (vea
[Sh] pagina 67) en consecuencia existe un polinomio homogéneo @ no nulo
en d + 2 variables tal que Q(Py,...,Pyyo) = 0en X. Sea f = (fo,..., fn)
donde los f; son funciones enteras sin ceros comunes entonces Fi(f) = h;
i€ {1,...,d+ 2} son d + 2 funciones enteras ademéds Q(hy, ..., hg42) = 0.
Expresemos () como una suma de monomios Q(t1,...,ta42) = >, M(L)
donde M (t) es un monomio dado por M(t) = t7 ...} y los coeficientes son
constantes no todas cero. Cada M (h) es una funcién entera sin ceros, por el
Teorema de Borel existe una relacion lineal entre dos distintos monomios esto
es A, ... a2 = chf .. hi? con alguna constante ¢ con algin k; # m,.
Si my; > k; dividimos por h'fl y similarmente los otros indices, obtenemos
asf la relacién [[;¢; hi* = c[];q; hi* con potencias r; > 0 y un adecuado con-
junto de indices . Esto implica que el polinomio R = [].., P/* — cHi¢ 1 P
se anula en la imagen de f. Por otro lado R no se anula en X, de otro modo

una de las secciones seria redundante con lo cual se tiene el resultado.
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Capitulo 5
Hiperbodlicidad y Dinamica

El objetivo de la Geometria de Kobayashi es obtener sobre ciertos espacios
una métrica donde toda funcién holomorfa contrae esta distancia. Conse-
cuencia de ello es que sobre estos espacios la iteracién de una funcién holo-
morfa determina una familia equicontinua y por lo tanto normal. En este
Capitulo probaremos dos resultados los cuales relacionan fuertemente la Ge-
ometria Hiperbdlica con la dindmica de los endomorfismos. El primero de
ellos nos da un criterio de hiperbdlicidad y el otro nos muestra la influencia
de la propiedad de encaje hiperbdlico en el complemento de la iteraciéon de
los puntos criticos sobre el endomorfismo.

5.1 Generacion de Espacios Hiperbdlicos

El siguiente teorema nos muestra como a partir de funciones holomorfas en
H4 se pueden generar espacios Hiperbdlicos encajados y completos en el plano
proyectivo.

Teorema 59. Sea d > 2 existe un subconjunto abierto Zariski H' C Hy
con la siguiente propiedad: Si f € H' y C su conjunto critico, entonces se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1. No hay puntos en P? dados en f*(C) para tres diferentes n, 0 < n < 4.

2. P2 — (s f*(C)) es hiperbélico completo e hiperbélicamente encajado
en P2,

97
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Para la demostracién de este Teorema serd fundamental el siguiente Lema
ademads hay que recordar el Teorema Pequeno de Picard. No existe funcién
holomorfa no constante en P* que omita tres puntos( ver [N] pg 167).

Lema 9. Sea f = [2¢ : w? : t%] entonces existe una perturbacién arbitraria-
mente pequefia g de f tal que las cinco variedades g"(C), n € {0,...,4} no
tienen interseccién triple.

Prueba. Encontraremos una perturbaciéon de g escogiendo una matriz A
cercana a la identidad. Definimos g = Af, por la Regla de la Cadena vemos
que el conjunto critico C de f es el mismo que de g. El conjunto critico C
tiene tres componentes

Ci:z2=0, Co:w=0 y C3:t=0

y consideremos 0 < m; < ny < n3 < 4y m; € {1,2,3} denotemos con
A, m aquellas matrices A para las cuales ¢™(C,,,) tiene interseccién triple.
Denotaremos

Vi = {(A,p1,02,p3)[A™ f(p1) = A" f(p2) = A™ f(p3); pi € UC;}

el cual es una subvariedad algebraica de G x P? x P? x P2, donde G denota,
el conjunto de las matrices complejas e inversibles de orden 3 x 3. Luego
por el Teorema de la Aplicacién Propia aplicado a la funcién proyeccion = :
G xP?xP?xP? — G se tiene que la imagen A,, ,, es una subvariedad. Ahora
si todos los m; fuesen diferentes para A = I tendriamos que V,, serfa vacio
luego por continuidad debe serlo cerca de la identidad supongamos por tanto
quem; = 1y que2 < my < mg < 3. Considerando g = [z¢+¢t? : wi+et? : t9]
y h(z) = 2% + e tendremos que

glw =0) = [2% + et : et? : 1Y)
g'w=0) = ["(3) : hA"(0) : 1

g (z=0)=[":€": 1]

se observa que si algin m; = 2 no habré triple interseccién si e es sufi-
cientemente pequenio . Resta considerar el caso cuando todos los m; = 1
primero veremos que nq > 0 consideremos la familia g, = [2¢ + ew? : w? : 9]
entonces g?(C;) son lineas de la forma z = n;w en la coordenada (¢t = 1)
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lo cual se ve rapidamente al reemplazar en z = 0, ahora si ¢ = 0 tendre-
mos que ng = 0, seguidamente consideremos para e fijo las aplicaciones
ges = [2% + ew? + 6t% : w? : t9] por induccién se puede ver que las itera-
ciones de C; en t = 1 son de la forma

g (C1) = [nw® +0) (w, ..., w" ") 4+ 6+ 0(6%) : w?¥ : 1]

donde O(8)(w, ..., w? ~9) representa una expresién de orden § por un poli-
nomio de grado d"” — d interceptando con C] tendremos que
nw® + O(8)(w, ..., w?" %) + § + O(8?) = 0, resolviendo esta ecuacién po-

linomial en w resulta que w es del orden O(d Elﬁ), por tanto tendremos de

que
w = (22)7* (1 4+ O(67))@", entonces su coordenada w sers, dada por

Nn
—;—f(l +0(6 Elﬁ)), asi podemos ver que la interseccién de C; con las diferentes
imagenes de (] tiene diferente mddulo, asi nos reducimos al caso cuando
1 < ny < nyg < ng, observe que en el caso previo podemos asumir de que las
intersecciones de C con las iméagenes de C; tienen diferente médulo, para el
caso n; = 1 m9,m3 como arriba si p esta en la triple interseccién existen a.
lo mas d preimégenes de p todas en C; con el mismo valor |w| como uno de
estos puntos a de estar en ¢g"271(C;) N C; y uno de estos puntos también a
de estar en g™ ~%(C;) N C}, asf tendremos una contradiccién por tener puntos
con diferente maédulo, por tanto sélo veremos el caso ny = 2,ny = 3,n3 = 4
y consideremos A = I entonces g = f luego la 6rbita de C; seréd CiaCsa
(3 a C por lo que no tendréan interseccién triple completando asi la prueba.
Volvamos ahora al teorema.

Prueba. Para la parte 1 del Teorema recordemos que Hy podemos verlo
como un subconjunto de el espacio proyectivo PV. Definimos el subconjunto
algebraico de PV x P? x P2 x P? como

F = {(f,p1,p2,p3) € PVxP*xP>xP? : f™(p;) = f™(p2) = f™(p3),pi € Cy}

esto claramente es un conjunto analitico por tanto por el Teorema de la
Aplicaciéon Propia su proyeccion m1(F) = Fj es un conjunto analitico, el
complemento que seria el conjunto de todas las holomorfas de grado d que
no tienen interseccion triple en las cinco primeras imédgenes de sus conjuntos
criticos, esto es de n; € {0,...,4} luego este conjunto a de ser abierto en
la topologia de Zariski y no vacio por el lema anterior. En particular, sera
denso y lo denotaremos por H/,.
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Paralaparte 2, sea f € H’, consideremos el conjunto 2 = Pz—Uizo f*(C).
Sea ¢ : C — , como (2 satisface la condicién del Teorema de Green 58, su
imagen est4 contenida en una hipersuperficie compleja compacta X, y asi su
imagen estard en X — Ui:o f™(C), por lo tanto omite al menos tres puntos en
X. Luego por el Teorema de Picard tenemos que ¢ es constante, del mismo
modo se prueba la segunda condicién del Teorema de Green 54 con lo cual
se concluye la prueba.

5.2 Expansion e Hiperbdlicidad de Kobayashi

Mostraremos que las drbitas peridédicas de funciones holomorfas no pueden
ser atractoras bajo la hipétesis de hiperbolicidad.

Lema 10. Sea M conexo localmente compacto separable con semimétrica dps
y N conexo, localmente compacto y completo con métrica dy, F' el conjunto
de funciones holomorfas de M en N con distancia decreciente es decir

F={f:M— N holomorfa [dn(f(z), f(v)) < dm(z,v)},

si p es un punto de M y K un compacto contenido en N entonces el conjunto
F(p,K)={f € F: f(p) € K} es compacto.

Prueba. Sea f, una sucesién en F(p, K), veamos que existe una subsucecién
convergiendo a un elemento de F(p, K). Como M es separable consideremos
{p;} denso en M y el conjunto

K;={q€ N: dn(q,K) < dy(p,p:)},

el cual por ser una vecindad cerrada de K y a una distancia dp(p, p;) del
borde de K, resulta que K; es compacto. Ahora como los f,, € F tenemos
que son decrecientes en distancia de donde

An{(falps, K) < dn(fu(®i), 12 (P)) < dum(pi, ), por tanto los f,.(p;) € K;
para todo n. Como los K; son compactos existe una subsucesién f;,(p;) que
converge en p; considerando la subsucesiéon diagonal tenemos de que existe
una subsucesién la cual seguiremos llamando por f,, con la propiedad de que
fn(p;) converge para todo p;.

Afirmacién f,(q) converge para todo g € M.
En efecto, como dn (fn(q), fm(9)) < dn(fa(q), fa(p:)) + dn(fulps), fm(pi)) +
AN(fm(i), fm(9)) < 2dar(q, i) + dn(fu(pi), fn(p3))-
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Sea ¢ > 0, de la densidad de {p;} tomemos p; tal que 2dn(g,p;) < §
y como f,(p;) es de cauchy, resulta que existe ng tal que si n,m = ng

dn(fn(pi), fm(pi)) < §, entonces
fn(q) es una sucesién de cauchy por tanto convergente, asi definimos

f(g) = lim fn(q)

como cada f, es decreciente resulta que f lo es y como f,(p) € K com-

pacto f(p) € K. Finalmente para ver que f es holomorfa veamos la con-

vergencia uniforme en compactos de M. Sea C un compacto de M y e > 0
. €

para cada ¢ € C escojamos n, tal que dn(fn(q), f(g)) < 7 para n > ny

sea U, una § vecindad de ¢ € M para x € U; y n > n, tenemos de

que dy(F(x), £al®)) < du(fal2), £()) + du (fula), £(0)) + dn(f(q), f(2)) <
2dpm(z, q) + dn(fna(g), f(g)) < € considerando el cubrimiento {U,}sec de C
podemos extraer un subcubrimiento finito U, 1 < i < n tomando m el
méximo de tales n,, resulta de que si n > m entonces dy(fn(z), f(z)) < €
para todo z € C.

Teorema 60. Si M es una variedad compleja hiperbdlicay 0 € M.
Si f: M — M es una funcién holomorfa tal que f(0) = 0, entonces se
cumple que:

1. Los autovalores de df (0) tienen médulo no mayor a 1.

2. Si df(0) es la transformacién lineal identidad entonces f es la transfor-
macién identidad de M.

3. Si |det(df(0))] = 1 entonces f es un biholomorfismo.

Prueba. Si d es la distancia dada por la métrica hiperbdlica, consideremos
r > 0 tal que B,(0) = {p € M : d(p,0) < r} sea compacta. Ahora considere-
mos Fy como las funciones de B,.(0) en si mismo fijando al 0 y que decrecen
la distancia. El lema anterior implica que Fy es compacto.

1- Dado f: M — M con f(0) = 0 y sea A un autovalor de df(0), como f
es decreciente en distancia de Kobayashi tenemos que f(B,(0)) C B,(0), por
tanto f¥|p, forma una sucesién en Fy, el cual por ser compacto tendra una
subsucesién convergente en Fy en particular como (df(0))* tiene autovalor
X esta sucesién de autovalores a de tener una subsuceién convergente por
tanto necesariamente |\ <1
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2.- Denotemos por d™ f(0) todas las derivadas parciales hasta orden m en
0 de f, de la férmula de Taylor y del hecho que f'(0) = I tenemos que para
mostrar f es la identidad es suficiente ver que d™f(0) = 0 para todo m > 2.

Sea m > 2 el menor entero tal que d™f(0) # 0. Entonces d™f*(0) =
kd™ f(0) para todo k, de donde (d™f*(0)) no converge contradiciendo nue-
vamente la compacidad de Fj.
3.- Por la parte 1 tenemos que si |det(df(0))] = 1 entonces |X;| = 1 donde X
es autovalor de df(0), considerando la forma candnica de Jordan si es nece-
sario podemos suponer que df (0) es diagonal caso contrario tendré al menos
un bloque de la forma

A1 .-
A=10 X 1
A

el correspondiente a este bloque para la matriz df (0)* sers

AE AR 0
A= 0 Xe kX1 0
. . \k

de donde tendriamos de que df (0)* diverge lo cual serd absurdo pues Fj es
compacto, asf tenemos que df (0) es una matriz diagonal, ahora como |A;| = 1
tendremos \; = € del hecho de ser convergente tendremos necesariamente
de que ¢ € Q, por tanto podemos encontrar una subsucesién df (0)™ con-
vergiendo a la matriz identidad, en adelante cuando hagamos referencia una
sucesién nos estaremos refiriendo a esta sucesién f,,. Denotemos ahora por
Eq el conjunto de funciones holomorfos de M en M fijando el 0.
Supongamos primeramente que M es completo por el lema anterior tendre-
mos de que E, es compacto asi existe una subsucesién de f™ que podemos
considerarla ella misma convergiendo a un funcién holomorfa h € Ey por
tanto dh(0) = limdf*~(0) = I, luego por la parte 2 tenemos de que h = I
nuevamente como Fy es compacto podemos encontrar una subsucesiéon de
f™~1 denotada por ella misma convergiendo a g € Ey de donde tendremos
de que
fog = flim f*! = lim f™ = I,

del mismo modo se obtiene que gof = I por tanto f biholomorfismo.
Si M no es completo consideremos r > 0 de modo que la bola B.(0) = B,
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sea compacta denotemos nuevamente por Fy el conjunto de funciones de B,
en B, con 0 como punto fijo y que sean decrecientes en ds, es decir como
en el caso 1 por el lema tendremos de que Fy es compacto asi obtendre-
mos una, subsucesiéon de f™ convergiendo a h € B, ademis de la conver-
gencia uniforme resulta que h es holomorfa en el interior de la bola B, y
dh(0) = lim df*(0) = I, luego de la parte 2 h serd la identidad en B,, por
tanto podemos considerar W el mas grande conjunto abierto de M con la
propiedad de que alguna subsucesion de f™ converge a la identidad para ello
basta considerar W como la unién de los abiertos By, = W; con esta propi-
edad, como en cada fi, existe una subsucesién convergiendo a la identidad
en W, y como familia W; puede ser considerada numerable por ser el espacio
separable, podemos considerar la subsucecién diagonal f™ que la denotare-
mos por f" obteniendo asi una sucesién convergiendo en W a la identidad,
ademads como el interior de B, esta contenido en W resulta de que W # ¢.
Veamos ahora que W cerrado sea p € W y U una vecindad de p tal que U sea
compacta de la continuidad de los f" y del hecho que en W es la identidad
resulta de lim f*(p) = p, ahora como cada f™ es decreciente en distancia ten-
dremos de que existe V vecindad de p de modo que f*(V) C U si denotamos
con F' el conjunto de todos los funciones con distancia decreciente de V' en
U fijando al punto p del lema tendremos de que F serd compacto, asi existe
una subsucesién de f™ que podemos considerarla ella misma la cual converge
en V y como en W[V converge a la identidad, del Teorema de la Identi-
dad, tendremos que en realidad converge a la identidad en V', considerando
M conexo; sino haceamos lo mismo para cada componente y tendremos que
W = M con todo lo dicho tendremos una subsucecién f" convergiendo a
la identidad en M como la familia f" estd contenida en un compacto por el
lema tendremos de que existe una subsucesién de f*~! considerada como ella
misma convergiendo a g asi tendremos de que fog = folim f* ! =lim f* = I
andlogamente tendremos de que gof = I por tanto f biholomorfismo.
Teorema 61. Si f : P* — P* es una aplicacién holomorfa con conjunto
critico C y C = j__‘fg fi(C), supongamos que P* \ C este encajado hi-
perbélicamente en P*. Si p es un punto periédico de f con f!(p) = p, y auto-
valores \; 1< i< kyp¢C entonces |\;| > 1, ademds o bien |Ay--- Ag| > 1,
o f es un automorfismo de la componente de P* \ C que contiene a p.

Prueba. Mostraremos primero que los autovalores de la derivada de la
l-ésima iteracion de todos los puntos periédicos tienen todos médulo al me-
nos uno. Consideremos U = P* — C y si U; = U — f~1(C) se observa que
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U; € U. De la definicién de U; tenemos que f : U; — U es un recu-
brimiento debido a que justamente le estamos quitando los puntos criticos
y sabemos que ahi la funciones son localmente biholomorfismos. Como la
métrica de Kobayashi es invariante por funciones recubridoras (Observacion
38), tenemos Ky (f(z)).f (z)v = Ky,(z).v y como U; C U resulta que
Ky, (z).v > Ky(z).v, de donde

Ky(f(z)).f (z)v> Ky(z)v z €U, veT,U (5.1)

Si v; es el autovector correspondiente para A; tendremos de que (f') (p)v; =
Mw; aplicando esto a la ecuacién (5.1) tendremos de que

il Ku(p)v: = Ko (f'(0))(fY) ()vi 2 ... > Ku(p)ui > 0.

como consecuencia de esta desigualdad obtenemos que |\;| > 1.
Sea € una componente de U conteniendo p y si {; C {2 es la componente
conexa de f~'(2) que contiene a p. Consideremos M el cubrimiento uni-
versal de )y y m : M — (; la aplicaciéon de recubrimiento, como £ C U
tendremos que es hiperbdlicamente encajado por tanto se tiene que M es hi-
perbdlicamente encajado (la Hiperbdlicidad es invariante por recubrimiento),
también de lo definido anteriormente tenemos que 7 = flom : M — ) serd
una. funcién recubrimiento.

Debemos recalcar para uso posterior en esta prueba que los automorfismos
de M dejan invariante K,. Escojamos una k-forma holomorfa o no nula en p
luego fijemos una métrica hermitiana del fibrado tangente TM. Sea || . || una
forma de volumen en el espacio de las (0, k) formas tal que los automorfismos
holomorfos preservan el volumen. Fijemos un punto ¢ € M con la condicién
de que 7(q) = p.
A partir de esto definamos:

E{(p,q, @) = inf{||7||%; g(q) = p, 9:(7) = o,

donde g recorre a lo largo de todas funciones holomorfas con jacobiano no
nula de M a Q con la condicién de que g(g) = p, del mismo modo definimos

EY (p,q,0) = nf{|7[I%; 9(q) = p, n(q) = p, 9.(7) = o},

donde g recorre a lo largo de todas funciones holomorfas con jacobiano no
nulo de M a € con la condicién de que g(¢) = p, para continuar con la
prueba necesitamos del siguiente lema.
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Lema 11. Las funciones extremales existen y son sobreyectivas.

Prueba. Nosotros probaremos el lema para E} para el caso EY es de modo
andlogo. Por definicién de infimo sea g, una sucesién minimizante de M a
Pt — C el cual por hipétesis es hiperbélicamente encajado entonces por la
Observacién 40 la familia {g, : n € IN} es equicontinua con
respecto a la métrica en P*, asi por el Teorema de Arzeld-Ascoli existe una
subsucesion g,, — gy g(p) = p. El limite g serd la funcién minimizante y
ademds det(g’) # 0 esto es debido a la convergencia uniforme. Si g cumple
con la condicién de que 7' o g = g y g(q) = ¢ por el Teorema 60 tendre-
mos |det(d’(g))] > 1. Si |det(d’(g))| > 1 de la Regla de la Cadena tene-
mos |det(7)||det(")| < |det(g’)| en p y esto contradice la minimalidad de
g. Entonces |det(¢’(q))] = 1, as{ g es un automorfismo en particular g es
sobreyectiva.

Continuamos ahora con la prueba del teorema.
Puesto que f! es recubrimiento de §); sobre Q, y fi(p) =p

Eg: (p, g, @) = Eg (f'(p), 9, £, (p) (). (5.2)

Si ©, = € la identidad (5.2) implicaria que |det(f')'(p)| = 1, entonces del
Teorema 60 la aplicacién f' sera un automorfismo de . Si €; es un subcon-
junto propio de €) del Lema 11 tenemos que el elemento que minimiza Eé{
no minimiza a EY pues no serfa sobreyectivo sobre ), por tantoE{‘{f > EM
luego la ecuacién 5.2 nos dird de que |det(f')(p)| > 1, teniendo as{ que el
producto de sus autovalores tiene médulo mayor a 1.

Observaciéon 47. Como una forma de volumen es invariante por automor-
fismos tenemos de que podemos denotar EY (p, ¢, o) por EY (p, ).

Proposicion 15. Si C denota el conjunto critico de una funcién holomorfa
f : P¢ — P de grado al menos dos tal que P¥ — | J77, f~"(C) esta hi-
perbdlicamente encajado entonces

‘ Jc () U e =3©0).

N>0n>N

Prueba. Supongamos existe p que no esta en J(C), entonces de la definicién
tenemos que existe NV tal que B(p,7) no intercepta a (J,»y f(C), por

tanto para todo n > N tendremos f™(B(p,7)) (Upeo f*(C) = 0, y como
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por hipédtesis P* — {J32, f~(C) estd hiperbdlicamente encajado, entonces
de la Observacién 40 la familia (f*),ew de B(p,7) en P* con la métrica de
este espacio es equicontinua, luego del Teorema de Arzela-Ascoli (f™)nemv s
normal. Por lo tanto p € F(f).
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