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Resumen

El presente trabajo se centra especificamente en la formulacién e implementacién de un
modelo matemético para el control virtual de la forma geométrica de un fluido en movi-
miento, basado en la aplicacién de fotogramas claves y la transformada wavelet para esta
simulacién controlada de fluidos.

Para ello se realiza una formulacién lagrangiana de un problema de contorno y condiciones
iniciales asociado a un sistema de Ecuaciones en Derivadas Parciales del tipo Navier-
Stokes de flujo incomprensible. Este problema se resuelve numéricamente mediante el
método de las particulas o SPH ( de Smoothed Particle Hydrodynamics) considerando un
ntimero minimo de particulas dentro de un cubo. Una vez resuelto el sistema se procede
a disefiar el control. El mecanismo de control estd basado en un sistema de particulas
_externo, denominadas particulas de control, las cuales ejercen fuerzas sobre el fluido, junto
a superficies triangulizadas que serviran como fotogramas claves de la simulacién. Las
fuerzas de las particulas de control dependen de la distancia entre éstas particulas y las
particulas del fluido, asi como también de un cierto radio de influencia con origen en el
punto de control. Los fotogramas claves y el método de coordenadas promedio de Ju,
Schaefer y Warren nos permiten definir posiciones espaciales y temporales para estas
particulas de control.

Otro aporte de la Tesis es optimizar la calidad y el costo computacional para visualizar
la simulacién 3D de modo fotorealista. Para esto se considera una funcién de turbulencia
basada en la funcién de ruido de Cook y DeRose. Esta funcién de ruido es disefiada a
partir de un An4lisis Multirresolucién con B-splines cuadraticas uniformes como funciones

de escala. Los resultados computacionales del modelo se han realizado usando el software
Blender. ’
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Introduccién

En los ultimos aifios, la animacién basada en ecuaciones de la fisica se ha convertido en
un tema recurrente en Computacién Grafica, produciendo animaciones con sorprendente
realismo. En particular, significativos avances en el modelado de la dindmica de liquidos y
gases han dado impresionantes animaciones que nunca podrian haber sido creadas a mano.
Desafortunadamente, la animacién basada en la solucién de ecuaciones fisicas, no permite
al animador disefiar libremente la animacién, ya que editar directamente los pardmetros
de simulacién afecta a la dindmica de formas complejas e impredecibles. Por lo tanto,
los investigadores en Computacién Grafica han comenzado la biisqueda de métodos de
control de alto nivel para controlar dindmicas complejas.

No obstante, el control fino de simulaciones basadas en fisica se mantuvo fuera del alcance
hasta hace pocos afios. Tal control detallado, desde un punto de vista clasico, requeria
de cientos de miles de variables libres, incluso en ciertos sistemas previos requeria la -
aproximacion de la derivada para cada variable, haciendo el control factible sdlo a esca-
las relativamente groseras. Para hacer el control factible para simulaciones grandes, se
necesitaba de técnicas que no desbordaran el niimero de parametros de control.

Los trabajos en el control de fluidos orientado a Computacién Grafica fueron iniciados por
Foster y sus colaboradores. Foster y Metaxas en 1997 propusieron controles de usuarios
sobre los pardmetros de fluidos. Més tarde, Foster y Fedkiw en el 2001 controlaron el
movimiento de flujo de agua ajustando el campo de flujo de velocidad exactamente en
lugares especificos. Sin embargo, ninguno de estos enfoques permiti6é al usuario cumplir
objetivos de alto nivel para una simulacién. Recientemente, Treuille y otros 2003 propu-
sieron un nuevo paradigma para controlar simulaciones de humo a través de fotogramas
claves definidos por el usuario. Este enfoque guia la simulacién hacia las restricciones
6 fotogramas claves utilizando un conjunto de fuerzas de control, cuyos parametros se
calculan utilizando una optimizacién no lineal. El principio de los fotogramas claves se
continué en trabajos posteriores como en McNamara y otros 2004 y Wojtan y otros 2006.

Por otro lado, en lo referente a la mejora de los métodos de simulacién, los métodos maés
recientes para simular fluidos resuelven directamente las ecuaciones de Navier-Stokes o
las ecuaciones de Euler sobre una malla. Por lo que, si se requieren-caracteristicas finas
més pequefias que un elemento de malla, como es comiin cuando simulamos fenémenos a
gran escala como las explosiones o las erupciones volcanicas, la malla debe ser refinada
de alguna manera. Esto resulta en un aumento lineal en el uso de memoria y un mas que
aumento lineal en el tiempo de ejecucion. En vez de seguir esa linea, nosotros seguimos
las ideas de Kim y otros 2008 que proponen un algoritmo que genera detalles de fluido



de pequeiia escala que se insertan pos-simulacién. Bajo esta perspectiva, en esta tesis se
pretende captar estas necesidades y fundamentar resultados de control de fluidos segin
los avances recientes en Computaciéon Grafica, situdndonos en la linea del modelamiento
matematico para simulacion y visualizacién realista de fluidos.

Tanto los métodos de control como los de simulacién que hemos tomado en cuenta no
dependen del método numérico usado en la solucién de la ecuaciones de Navier-Stokes.
Por esa razén trabajamos con el método SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) que
es el estado del arte actual en simulacién de fluidos. Fujisawa y otros 2011 recogen este
método junto con la turbulencia wavelet y particula.s—shbparticulas de control.

Para los resultados usamos el software libre Blender de animacién 3D que implementa

~ estos algoritmos bajo un entorno de disefio asistido por computador con capacidad de

render fotorealista. Este software nos permitié concentrarnos en el disefio especifico de
nuestras escenas 3D en una interfaz flexible, evitando ingresar matrices y otros datos
numeéricos propios de una programacién en consola. No est4 de m4s mencionar que la base’
cientifica de Blender es mantenida por una gran cantidad de colaboraciones de muchos
. investigadores en Computacion Grafica alrededor del mundo.

Pasamos a describir brevemente lo que veremos en cada capitulo de la presente tesis. En
el capitulo 1 desarrollamos los conceptos y teoremas matematicos que necesitaremos para,
abordar nuestro problema. Basicamente los teoremas importantes de anélisis de Fourier,
wavelets, filtros, las ecuaciones que gobiernan la dindmica de fluidos y el concepto de tur-
bulencia segiin la teoria de Kolmogorov. En el capitulo 2 planteamos nuestras hipétesis y
el problema que desarrollaremos. En el capitulo 3 se describe la metodologia de solucién
de nuestro problema planteado. Comenzamos con el método SPH, luego desarrollamos el
mecanismo de control de fluidos y la insercién de detalles finos pos-simulacién. En el ca-
pitulo 4 se muestran algunos resultados obtenidos seglin esta metodologia implementadas
en Blender. ' :
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Capitulo 1

Marco tedrico y fundamentos
matematicos

Definicién 1. Sea f una funcién real o compleja. Se define el soporte de f como la
clausura del conjunto donde f es diferente de cero, que denotamos como sop(f). Es decir,

sop(f) = {z € Dom(f) tal que J(z) # 0}

Definiciéon 2. Sea X un espacio de medida con medida positiva p, QC X medible y p
un nimero real tal que 1 < p < 0o. Definimos LP(2) como el conjunto,

P ={f:Q2——C /fes medible y LIf|”du<oo}

L?(Q) es un espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones. Provista con la
norma i

[flze(@) = (/ﬂ |f|”d,u>5

es un espacio de Banach. Para el caso p = 2, es un espacio de Hilbert separable con el
producto escalar definido por:

(u,0) @ = [ u(zyol@)de

para todo u,v € L*(Q2) En especial, cuando 2 = R; u € L*(R) es llamada una funcién de
energia finita o sefial.



Definicion 3. Sea X un espacio de medida, 2 C X medible. Definimos

00 ()} = . : / fes m.edz'ble y existe una constante C ‘
== { f:—= tal que |f(z)| < C c.t.p sobre Q S (1.1)

'Teorema 1 (Convergencia Monétana,[24]). Sea X un espacio de medida, Q@ C X medible
y (fn) una secuencia de funciones medibles que satisfacen:

) 0L i fo< - < fa < fapr <-o- < o0 sobre

b) falz) — f(z) sobre Q.

Entonces, f es medible y

| = [

Teorema 2 (Convergencia Dominada, [24]). Sea X un eépacz’o de medida, Q C X medible,
y (fn) una secuencia de funciones medibles que satisfacen:

a) fo(z) — f(x) sobre Q

" b) Egiste una funcién g € LY(Q) tal que para todomn, |fn(a:)| < g(z) sobre Q

Entonces f € L*(Q) y ||fn — flh — 0

Teorema 3 (Lema de Fatou, [24]). Sea X un espacio de medida, Q@ C X medible y
fn 1 Q +— [0, 00] una secuencia de funciones medibles. Entonces,

[Gimint £2)du < limint [ fad
Teorema 4 (Fubini, [24]). Si F € L}(Q; x Q). Entonces, para c.t.p t € Oy, F(z,y) €

Ly () y Jo, F(z,y)dps € LL(Q). Similarmente, para c.t.p y € Qz,F(m y) € L1() v
Jo, F(z,y)du, € Ll(Qg) Ademds, se cumple también:

d/F,dz/d/F,dz// F(z,y)dud
-y [ P = [ dua [ Pl = [f, o Fndidun

Definicién 4 (Convolucién). Sean f,g € L'(R), luego se define la convolucién de f y g
como:

(f*9)(z)= /_ 4: f(z—y)g(y)dy
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Definicion 5 (Transformada de Fourier en L}(R)). Sea f : R — C una funcidn en
LY(R), la Transformada de Fourier de f se define como:

FNO=F0)= [T e a2

Sin embargo, aunque se garantiza que la transformada de Fourier de una funcién integrable
existe, ésta puede ser no integrable, por esta razén trataremos de extender esta definicién
al espacio L?(R) que es un espacio més rico en estructura.

Proposicién 1 (Propiedades algebraicas de la Transformada en L'(R)).
Sean f,g € L}(R),a, B, A\, h reales.

1. Linealided: (af + Bg)= O‘f + 8§
2. Conjugacion: (f)(§) = f (=€)
3. Traslacion: (TrfY(s) = f (s)eths

4. Modulacion: si g(z) = f (z)eh=, entonces §(s) = (Tnf)(s)

5. Dilatacién: si g(z) = A"Lf(A"1z) y A > 0, entonces §(s) = f(As)

Demostracion. La primera se deduce inmediatamente de la linealidad de la integral; la
segunda, de las propiedades de la conjugacidén; para-las demas hay que hacer los cambios
de variable adecuados. Véase [1] y [6]. ]

Proposicién 2 (Propiedades analiticas de la transformada en L'(R)).
Sean f,g € L'(R)

1. f € L*(R) con ||flleo < 111

2. f es uniformemente continua sobre R.

3. Sila derivada f' de f existe y estd en L*(R) y f se anula cuando |x| — oo, luego
F(s) =isf(s) - (1.3)

4. Lema de Riemann-Lebesque: lim oo flsy=0

11



5. Si f y g son integrables, '
[1a= 1

Demostracion.

L |fe) < S22 1 e du = [ |l |du = || f]lh = f € L°®) y [fllw < 11k

2. Sea 0 y s arbitrarios y consideremos |
ry ry oo —isz ¢ _—ibT
|F(s +8) - fls)| = |/_m e 7(¢7%% — 1) f()da
+o0 .
» 5'/_00 le=%2 — 1||(z)|dz

Note que el término de la derecha no depende de s. Ahora, desde que |e~% —
1]f(z)] < 2|f(z)] € L*R) y |e® — 1| — 0 cuando § — 0, el teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue implica que la diferencia inicial tiende a cero
cuando § — 0. Pues, para cualquier secuencia h, — 0, f,(t) = f(t)(e”** - 1) = 0,
luego, ' '

+00 ] , ~+00 . .
lim /_ _ f()e (e nt — 1)dt = / _ lim [f()e (et —1)] dt =0

y desde que (h,) fue una secuencia arbitraria se sigue lo dicho.

Luego,

o~ ~

lim [ f(s +6) — f(s)| =0
que implica la continuidad uniforme.

3. Existen sucesiones a, y b, que tienden respectivamente a —oo y +00, tales que
limy oo f(an) = limp 00 f(b,) = 0. Integrando por partes se tiene

b

/ N fl(z)e #dz = f(bn)e ™ — fan)e ™ +is / f(x)e *dx

an
Haciendo tender n al infinito y teniendo en cuenta que f y f’ son integrables, se
tiene el resultado.

4. Primero supongamos que f(z) = X(q,5)(z).Luego:
e—isa — e—isb

- ~ 0 cuando s — 0
8 :

+00 . b
/ f(u)e™*du = / e du =

12



Luego, la afirmacién vale para funciones caracteristicas sobre intervalos. Como una
funcién simple es una combinacién lineal de funciones caracteristicas, un argumento
similar muestra que la afirmacién vale también para funciones simples.

Sea € > 0, como el conjunto de funciones simples sobre R es denso en L'(R), sea
gn(z) una funcién simple tal que [T |f — gn| < /2.

Luego,

| /_ j fu)e™** du| < /_ :'° |£ () — gw (u)|du + | [ :° gn(w)e ™ du| < e/2+e/2=¢

para un N suficientemente grande. Como ¢ fue arbitrario, se sigue lo requerido.

5. Se escribe ~

1@ [ gwedydz

y se aplica el teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion.

[ @@z = [

—00 —_

Observacién. La funcion
1,t>0
f(@) = euo(z), wuo(z) = {
esté en L'(R) , pero su transformada de Fourier

7(5) = —

1+1is

no estd en L'(R).
En efecto,
f(s)= /-oo et(e™*)dt
0
o /°° e~ (1+is)t gy
0 .

y desde que lim,_,o "1+ = 0

1
Y

~ 1

. 1 -~
Para s grande, |f(s)| = g ~ |_s!’ por lo tanto, f ¢ L*(R)

13



Proposicién 3. Sean f,g € L}(R), luego,
F(f % g)(s) = F(f)(s) * F(g)(s) (1.4)

Demostracion. Una aplicacién del teorema de Fubini. O

Lema 1. Si f y g estdn en L*(R) su convolucién define una funcidn continua.

Demostracién. La funcién |f(z — y)9()| es integrable porque se mayora puntualmente
por |f(z — y)|* + |9(¥)|* , de modo que la convolucién estd bien definida. Ademas, por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz,

Fxg@+h) = fro@l< [ If@+h—y) - fz—vllgw)ldy

<(["iswem- ) ([ lowra)

que tiende a cero con h por la continuidad respecto a las traslaciones de la norma de
L2(R). a

Proposiciéon 4 (Identidad de Parseval[l]). Sea f una funcion en L'(R)NL*(R) (es
decir, f y f* son integrables). Entonces, f estd en L>(R) y satisface

1/2

1 -
fllze = ““\/2*—7;“f||L2 (1.5)

Para extender nuestra definicién de transformada de Fourier al espacio L?(R) necesitare-
mos del siguiente lema :

Lema 2.

I'R) N L*(R) = L*(R)

Demostracion. Sea f € L?(R), la sucesi6n de funciones :

fa(t) = F(O)L-nm(t)n €N

estd en L?(R). También, para cada n € N podembs aplicar la desigualdad de Holder,
obteniendo -

1/2 1/2
— — : 2 2 ‘
W= [ tl= [ s (L se) ([, 00)

< (2n)"2||fullz

14



Luego, como (f,) C L*(R), entonces Vn € N, ||f,]|2 < oo y entonces Vn € N, f,, € L}(R).
Luego, fa, € L}(R) N L?(R) para todo n € N. Finalmente, es claro que f, — f € L*(R) y

adema3s:
: : 1/2
_ _ 2
=1l = ([, )

luego, cuando n — oo, |f|? se integra sobre un conjunto de medida nula, de donde
1fo = fllz — 0.

-
Dada una funcién f € L?(R), por el lema 2 existe una sucesién (f,) en LI(IR) N L3(R)

que converge a f en L*(R); por la Proposicién 4 cada f, € L*(R). Mostraremos que esta
es una sucesiéon de Cauchy en L?(R). Aplicando Proposicién 4 nuevamente.

1 = Fall3 = 1 fom = Fall2 = 27l — Ful 2 (1.6)
En la ecuacién 1.6, para m > n, el lado derecho se puede descomponer como: -
1fm = Sl = [ 1£@Pat+ [T 1FOPet

El lado derecho tiende a 0 cuando m,n — 0. Lo que implica que la sucesion {ﬁ} también
es de Cauchy en L?(R). Como L2(R) es un espacio completo, la sucesién {f,} converge,
de modo que existe una funcién h de L*(R) tal que lim,_,o0 Hﬁ — hl|z = 0. Diremos que
h es la Transformada de Fourier de f, que seguiremos escribiendo f.

Necesitamos comprobar que la definicién anterior no depende de la sucesién escogida. Asi
es, porque si {f,} ¥ {gn} son dos sucesiones de L!(R) N L%(R) que convergen en L*(R) a
f , su diferencia converge a 0; por la Proposicién 4

| fm = Fall3 = 271l fn — fall3

desde.que :
”fn —gn”2 < ”f'n - f”Z + ||gn - f”2 -0

se sigue que Hﬁ; - };Hg — 0 por tanto f estd bien definida.

Por otra parte, esta claro que si la funcién ya estaba en LI(R) la nueva definicién no
cambia la Transformada de Fourier porque se puede tomar f, = f para todo n.

El siguiente teorema resume la teoria de Fourier para L2(R) y es en este espacio en el qué
se trabaja en la practica.

15



Teorema 5 (Teorema de Plancherel, [1]). La transformacion
F: [*(R) — L*(R)
f—f

donde , n
. iy — ¢ —its
fo) = Jim [ fee

‘tiene las siguientes propiedades:

1. F es una biyeccidn lineal continua. ‘
2. (Identidades de Parseval)<f, §> =27 (f,9) 6 [|fll2 = vV27||f]l2

3. 8i f € LNR)NL?(R) entonces la transformacion de Fourier f es la misma calculada
como una funcién de L*(R) o una funcién de L*(R).

4. (Inversién)

F&)=tim [ fle)eds

- Las identidades algebraicas de la transformacion de Fourier en L!(R) valen también para
L%(R) desde que el limite es lineal. A continuacién analizaremos la relacién de la trans- .
formada de Fourier con la teoria de muestreo. Esta relacién es muy importante y sera
explotado en varias partes de la propuesta de esta tesis. -

1.1. Transformacién de Fourier y Muestreo

1.1.1. La sefial impulso

No todas las sefiales del universo fisico pueden representarse mediante una funcién y un
ejemplo de ello es justamente la sefial impulso. Esta sefial es caracterizada por tener una
variacion instantdnea en magnitud, una intensidad muy grande y energfa finita. Se puede:
intentar representar ésta sefial mediante una “funcién” con las siguientes propiedades:

1. 3ty € R con f(to) # 0, y f(t) = 0sit +# to (variacién instanténea)

2. f(to) = oo(una gran intensidad en o)

16
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Figura 1.1: Secuencia de sefiales pulsos convergiendo hacia un impulso en el origen
3. [*% | f(t)dt < oo (energia finita)

Claramente, la propiedad 2 significa que f, no es, de hecho, una funcién. Se puede utilizar
una extensién adecuada de la nocién de una funcién para modelar dichas sehales: eso
es hecho de modo satisfactorio con la teoria de distribuciones formalizada por Laurent
Schwartz. :

Sin embargo, para los fines de esta tesis no serd necesario abordar la teoria de distribu-
ciones, bastara definir la distribucidn delta de Dirac por sus propiedades y caracterizarla
como el limite de una familia de funciones llamadas funciones delta nascientes o también
llamados nicleos de Dirac.

Esta distribuciéon delta de Dirac, comunmente llamada funcién delta de Dirac puede ser
definida como la “funcién” que tiene las siguientes propiedades:

5(z) = {0 siz#0 (17)

+o0 siz=0

/ > (@) = 1 (1.8)

-0
Al comparar esta dos propiedades con las propiedades de una sefial impulso es claro por
que la funcién delta de dirac es también conocida como la funcién impulso unitario.

Para conceptualizar la funcién delta de Dirac, consideremos un rectangulo con un lado
a lo largo de el eje X centrado alrededor de z = x; tal que el area del rectangulo sea

17



1 (esto es equivalente a una distribucién de probabilidad uniforme). Obviamente hay
muchos rectangulos que cumplen esto, como se muestra Figura 1.1. Se puede construir
una funcién delta de Dirac, comenzando con un cuadrado de alto y la ancho igual a 1. Si
reducimos a la mitad la anchura y el doble de la altura, el 4rea permanecera constante.
Podemos repetir este proceso tantas veces como se desee. Como la anchura va a cero, la
altura sera infinito, pero el 4rea permanecers igual a 1. Cualquier rectdngulo de 4rea uno,
centrado en zy, se puede expresar como:

0 si |z — zo| > €/2
si |z — zp| < /2

bc(x — x0) = {

o=

La funcién delta de Dirac, localizada en = = x;, puede ser definida como el limite de
d.(x — xp) cuando € — 0.

d(z — o) = 21_5% 0. (z — o) _ (1.9)

La funcion 4. es llamada una funcién delta nasciente. Existen muchas funciones delta
nascientes, por ejemplo el pulso gaussiano y el lorentziano entre los mas conocidos.

1 (z—= )2
oz —z9) = lim e e 5t (pulso gaussz’ano )
0z — zp) = lim»1 ° (pulso lorentziano)
" asor |(z— 20)? + o2 P ,

Existe otra forma de definir la distribucién delta de Dirac y es mediante la siguiente
ecuacion.

18



Figura 1.2: Aproximacién Gaussiana(izquierda) y Loretziana(derecha) de la funcién delta
de Dirac. o

Proposicién 5 (Propiedad de filtrado). Sea ¢ € C§°(R), es decir, una funcién en C*(R)
con soporte compacto, la distribucidn 6 es definida via: '

[ v@ptaa = 90 oo

entendiendo la integral arriba como
+00 +o0
/_ w(m)é(m)dz = li_%/_m P(z)0(x)dz
Se comprueba que si f es continua en R se tiene:

+oc
£(t) = /_  f(t —w)du (1.11)

Asi, al realizar la integral, la delta selecciona entre todos los valores posibles de una
funcién arbitraria continua f(z) su valor en z = z,. Esta propiedad es la aniloga, en el
continuo, a la ecuacién }; a;d;; = a; que selecciona una sola componente del vector a.

1.1.2. Filtros

Definicion 6. Se define un filiro como una funcién L : L*(R) — L2(R); el filtro es
llamado lineal si el operador L es lineal y se denomina espacio-invariante( o invariante
en el tiempo) si un retardo del tiempo puede ser aplicado tanto antes como después del
filtrado, con el mismo resultado, es decir,

L(f(t — to)) = (LF)(t — to)
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- Ademds, se denominarespuesta impulsiva del filtro L a la imagen LS de la sefial impulso
bajo el filtro. ’

Teorema 6. Sea L un filtro lineal y espacio-invariante y f | una sefial, entonces
O Lf®) =hxf | (1.12)
donde h = Lé

Demostracion. En efecto, la espacio-invarianza de L da:

L(6(t —u)) = h(t — u)

Por tanto, .
L(f®) = L [ 5@t~ t)du = L/R Fu)o(t — w)du o)
= [ f@htt—w) = [ h@f(t—w)du= (hx ) (1.14)
. 3 O

Por tanto, los filtros lineales y tiempo-invariantes son simples de estudiar ya que ellos
estdn completamente determinados por sus valores sobre la sefial impulso h = L(t).

Aplicando el filtro L del teorema anterior a e, tenemos:

L(eist) —_ / h(u)eis(t—u)du
R
et / h(u)e™**du
R
— FL( s) eist
Esto muestra que cada exponencial _ei“ es un autovector del filtro L, y el correspondiente
autovalor es el valor h(s) de la transformada de Fourier de la respuesta impulsiva h de L.

Este resultado es de suma importancia. Es el enlace entre la teoria de filtros y el andlisis
de Fourier. De hecho, como una consecuencia inmediata, esto nos da una idea de la accién
de un filtro sobre las frecuencias de una sefial f como mostraremos abajo.

Del ecuacién de la transformada inversa de Fourier tenemos, si f es una sefial:
1) = [ Fawedu
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F(f) F(h) F(h* f)

Figura 1.3: Diagrama del efecto de los filtros lineales y espacio-invariantes segiin la ecua-
cién 1.16. I

Aplicando L a f obtenemos: _
L) = | Flw)L(e™)dw = [ Fw)hw)edu (1.15)

Ecuacién arriba muestra que el filtro L modula los componentes sinusoidales €™ de f,
amplificindolos o atenuandolos. Desde que Lf = h* f, por la unicidad de la transformada
inversa de fourier y la ecuacién (1.15) tenemos:

Plhxf)=F®F() (116)

Donde F es la transformada de Fourier, y en el lado de're_cho tenemos un producto de
dos funciones. La transformada de Fourier F(h) de la respuesta impulsiva es llamada
la funcién de transferencia del filtro. La ecuacién (1.16) serd usada para dar una mejor
idea acerca de la. operacién de filtrado. Para una sefial f, los filtros lineales y espacio-
invariantes se clasifican de acuerdo con su forma de modificar las frecuencias de la sefial.
Esta clasificacién incluye cuatro tipos bésicos:
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Definicién 7. Se define:

= Filtro lowpass : Filtro que atenia las frecuencias altas de la sefial sin cambiar
la frecuencias bajas. De la ecuacion (1.16) se sigue que el grifico de la funcién de
transferencia de un filtro ideal lowpass es como en la Figura 1.4.

Figura 1.4: Funcién de transferencia de un filtro ideal lowpass.

» Filtro highpass : Filtro tiene un comportamiento complementario al del filtro de
paso bajo. Este atenia las frecuencias bajas y no cambia las frecuencias altas. De
la ecuacion (1.16) se sigue que el grifico de la funcién de transferencia de un filtro
ideal highpass es como en la Figura 1.5.

Figura 1.5: Funcién de transferencia de un filtro ideal highpass.

» Filtro bandpass : Filtro cambia tanto las frecuencias altas y bajas de la sefial, pero
no cambia las frecuencias en algin intervalo del espectro. El grifico de la funcion
de transferencia de un filtro ideal bandpass se muestra en la Figura 1.6.

Figura 1.6: Funcién de transferencia de un filtro ideal bandpass.
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» Filtro bandstop : Complementario del filtro bandpass. Este filtro afecta las fre-
cuencias sobre un intervalo(banda) del espectro. Frecuencias fuera de la banda de
frecuencia no son afectadas. El grifico de la funcidén de transferencia de un filtro
ideal bandstop se muestra en la Figura 1.7.

Figura 1.7: Funcién de transferencia de un filtro ideal bandstop.

'1.1.3. La transformada de Fourier y el muestreo de puntos

Existe una forma muy interesante de analizar el muestreo por puntos y es usando un tren
de impulsos asociado a la red de muestreo. En un caso unidimensional un tren de impulsos
es dado por '
! oo
Oar = Z 5(t - nAt)
n=--00

Como se ilustra la Figura 1.8.

La longitud del intervalo At es llamado periodo de muestreo, y w = 2m /At es la frecuencia
de muestreo. La discretizacién de la sefial es un proceso de 2 pasos. Primero obtenemos
la senal

falt) = fom= 3 F(ndR)S(E - nAd) (1.17)

n=—oo

multiplicando la sefial y el tren impulsos. Esto es ilustrado en la Figura (1.9a).
Del “tren de sefial” fa = f.0a, la sefal discretizada es obtenida reemplazando §(t) por el
impulso unitario discreto
1 , 8t n=0
d[n] = o
0 ,sin#0
Y cambiando la variable a n. Esto es ilustrado en la Figura (1.9b).

El impulso unitario discreto juega el rol de la delta de Dirac cuando trabajamos con
senales en dominio discreto. Ahora usaremos la transformada de Fourier para. entender el
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Figura 1.8: Tren de impulsos unidimensional

problema, de la reconstruccién de una. funcmn a part1r de una representacién por muestreo
de puntos.

Un importante paso en esta direccién es comprender el espectro de una sefial muestreada
por puntos. Més precisamente, supongamos que tenemos una latice de muestreo uniforme
de los niimeros reales con distancia de intervalo At. La sefial discretizada viene dada por
la ecuacion (1 17). La relacién entre la transformada de Fourier f de f y la transfomada
de Fourier f; de la sefial discretizada f1 es dada por:

fa(s) = Ath( ﬁt) (1 18)

keZ

Una clara interpretaciéon de la ecuacién (1. 18) es muy importante: a parte del factor de -
escala 1/ At, esto dice que el espectro de la sefial muestreada f; es obtenida a partir del
espectro f de la sefial continua f trasladdndolo por multiplos de 1/At, y sumando sobre
todo el espectro trasladado. Esto es ilustrados en la Flgura 1.10.

Es importante remarcar que la distancia trasladada varia inversamente con el periodo
de muestreo: El periodo de muestreo es At y la distancia trasladada es 1/At. Por lo
tanto, muestreos mas cercanos producen traslaciones mas espaciadas y viceversa. Note
que, en particular, frecuencias muy altas se introdujeron en el proceso de muestreo por
la traslacién infinita del espectro. La ecuacién (1.18) es el punto clave para entender
el problema de la reconstruccién cuando usamos un muestreo uniforme de puntos para
representar una funcién. Este hecho se explica en base al teorema siguiente.
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Figura 1.9: Muestreo de una funcion

Teorema 7 (Teorema de Shannon-Whittaker, [28]). Considere una funcién f : R — R
con soporte compacto, sop(f) C [, 9, y una particion uniforme t;,i € Z de los nimeros
reales tal que At < 1/2Q. Entonces f puede ser reconstruide (exactamente) o partir de su
representacidn por muestreo de puntos (f(t;))iez- Lo ecuacion de reconstruccion es dada

por:
> 1, senw(20t — k)
0 = _—_ySenmiait — %) 1.19
Definiciéon 8. Sea una funcién f tal que su f tiene soporte compacto. Entonces se dice
que f es una funcion banda limitada, yo que sus frecuencias se encuentran dentro de un
intervalo limitado (banda) del dominio de frecuencias.

La tasa limite de muestreo 1/2Q es llamada el limite Nyquist. Intuitivamente hablando,
a mayor valor de frecuencias presentes en la sefial, mayor debe ser la tasa de muestreo si
se quiere tener una reconstruccién fiel.
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Dominio espacial " Dominio de frecuencias
/\J\ fo F(f)
\ [ | -

Y bt 1. Taw

Figura 1.10: Muestreo y el espectro de Fourier: a) Mostramos el grafico de la funcién f; =
en b) el grifico de la transformacién de Fourier f ; en c) el grafico de la representacién
de muestreo por puntos (f;) de f y en d) mostramos la transformacién de Fourier de la
funcién muestreada f;
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1.2. La Transformada Wavelet

Definicién 9 (Transformada Continua Wavelet). Sea ¢ € L2(R) y sean a # 0,b niimeros
reales. La transformada continua wavelet(CWT) de f € L?(R) es dada por:

wunen =l [ row (e (1.20)

—00

y llamamos a v la wavelet madre. Las funciones

Yap(t) = la| ™2y (t - b) | | (1.21)

son llamadas wavelets y los términos

(Wef)(a,b) = (f, Yap) (1.22)

son, llamados los coeficientes wavelets continuos de f
Proposicién 6 ([1]).
1. (Linearidad) Para f,g € I*(R) yc,d € C .
| (Wylef + dgl)(a, b) = c(W[f])(a,b) + d(W{g])(a,b)
2. ( Traslacién) Para f € L*(R) yc€ C
(Wylf(t = O)(a,b) = (Wyf)(a,b+0)
3. (Escalado) Para f € L*(R) y d > 0,

(W [a21(dt)]) (a,5) = (Wi £)(da, db)

La expresién 1.20 en la Definicién 9 es coherente si simplemente pedimos que ¢ € L2(R),
sin embargo, para obtener férmulas de reconstruccion se necesita de la siguiente condicion,
llamada condicion de admisibilidad:

| c¢=/_;°° WA'(—;"I)Edw@o | (1.23)

y por esta razon es que viene el nombre de Transformada Wavelet, ya que una funcién
¥ € L?(R) que satisface la condicién de admisibilidad (1.23) es llamada una wavelet.

27



Teorema 8 (Relacién de Parseval para la Transformada Wavelet). Sea la funcidn ¢ €
L2(R) que satisface la condicién (1.23), entonces para cualquier f,g € L*(R), se cumple:

=gz [ [ Wolla Do (1.24)

Demostracion. Antes de demostrar la igualdad, caracterizaremos los multiplicandos de la
integral, para ello notemos que:

")bab (s) = / st \/—

» . . t - dt z .
haciendo €l cambio de varaible z = entonces dz = —, asi tenemos:
a'

a

Ja\b(s) =a /m e—is(““"”)\/—-l:@b(z)dz
| 4
='%/Re—isaze~i8b¢(z)dz
\/__ —zsb/

= me‘“bzp(as) (1.25)

—zsaz,w z) dz

Por otra parte, de la indentidad de Parseval obtenemos:

W"/)f(a’7 b) (fa ¢a blo = 5 <f "pa b / f(l')'wa b(ZE (126)
Rﬁemplézando (1.25) en (1.26) tenemos:

Wof(a,b) = /fU

e ~izby)(az)da

= f z) e””qu;(ax) dz
21r\/|;| /R

- —=F{fele}  am

2m4/lal

Anslogamente obtenemos

Wog(a,b) = ——=F {5(=)P(aa) | (- o)

2m4/|a|
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Con estas consideraciones demostraremos la relacién (1.24), para lo cual denotamos:

= [ [ W0 b yg(a B g

Usando las relaciones (1.27) y (1.28) obtenemos:
+00 p+too a ~ — o = dadb
=[" " " F{F(@)dlaz)} (-5)F {a(@)b(aa) } (-b)

a?

- /_:o /_oo 4Tz|;|F {f (x)m} (=b)F {ﬁ(x)m} (—b)dadb
= [T e (T@ien)| 0 {§@ )} 6)ddo

La dltima igualdad viene de la propiedad de conjugacion de la Proposicién 1 que vale
también para funciones en L2(R). De la identidad de Parseval:

I= /+w/oo 27r|a]_f:_ (ax)g(x)w(ax)dxda
=" 27r|a| F@)Pan)a@)d(az)dada
- / [ e @@ibtas) Paeda
=5 [ [ F@i@liben) Paaty

utilizando el teorema de Fubini (4) obtenemos

_ L e vy laz)?
1= [" f(rv)g(z)(/_oo o de) do
Luego hacemos el cambio de variable u = ax para la integral en paréntesis, obteniendo
_ 1 oo~ —— I"p( )l
1= [ i@ ([ ’ du) da
1 TOO o e ~
=5y [ Fa)g@iis = 24 (F.3),

aplicando nuevamente la identidad de Parseval tenemos que:
1 /.. 1
(fi9)2= 5= <f,9>2 =z 1

Lo cual termina la demostracién. O
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Teorema 9. Si ¢ satisface la condicidn (1.23), entonces para cualquier f € L*(R) se
cumplen las siguientes relaciones:

1) Formula de inversion

= [ T Wt bieslty B2 (1.29)
¥

it) Isometria

+oo dadb
IO / " Wese P (1.30)
Demostracion. Para la prueba de (1.30) basta tomar g = f en (1.24), asi tenemos:

+o0 1 [too oo dadb
[ 1i@Pde= =g [ [ Wt @bl

Para probar (1.29), sean f,g € L?(R) y v una wavelet, de (1.24) tenemos:

o= [ [ Wer(a Oaah g

& [ [T Wt [ aiteay
& [ [T Wasta) [ st

oo dad
=G [ [ Wt e b)aBasd)
utilizando el teorema de Fubini
L froof e dadb\ ——
f:9he = 7[ o o) s

- [T [T wisa b)wab(t)d“fb,g>2

Asi podemos concluir que
dadb
Cotala = ([ [ Worta st 50) =0
2
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es decir, para todo g € L2(R), se cumple

(oot = [ [T warte b)w.,b<t)"“§”,§> -0

luego; como L?*(R) es de Hilbert separable:

ot - [ Wol @ 0¥l

de donde se deduce lo requerido. f -

dadb

Podemos leer ecuacién (1.29) de la transformada wavelet inversa de dos maneras distintas:

» La funcién f puede ser recuperada a partir de su transformada wavelet;

s La funcién f se puede descomponer como una superposicién de sus coeficientes
tiempo-frecuencia 1, 4(t).

1.2.1. Comentarios sobre la transformaciéon wavelet

La ecuacién (1.20) que define la transformacién Wavelet puede ser - escrita como un pro-
ducto convolusién. :

(Wyf)(a,b) = (f * 1) (b)
donde

Yalw) = la] (=) | (L31)

Por tanto la transformacién wavelet es un filtro lineal espacio-invariante. Ademas, si esco-
gemos las waveltes de la ecuacién 1.21 como siendo ortogonormales entonces obtenemos
una base(ortonormal) de L%(R). De esta manera, se suele definir una wavelet ortogonal
como: :

Deﬁmcién 10. Sea ¢ € L*(R) una funcidn tal que la familia de funciones
Wik = 2%p(27t — k)

donde j y k son enteros arbitrarios, es una base ortonormal para el espacio L*(R). En-
tonces se dice que ¥ es una wavelet ortogonal.
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Finalmente, podemos obtener la transformacién wavelet a partir de la transformacién de
Fourier de una sefial dada, simplemente usando (1.22) junto a la identidad de Parseval.

(W,pf)((];, b) = (f, ")ba,b) = % <f7 @>
= g /_ :o f(w)&;(aw)eiwbdw (1.32)

1.3. Analisis Multirresolucion

Un ejemplo claro y bien conocido de la utilizacién de escalas o “niveles de resolucién” se
produce en los mapas. Utilizando una escala pequefia se puede observar sélo los detalles
macroscopicos de las regiones asignadas, mientras al cambiar la escala se puede observar
o representar mas detalles sobre el objeto representado en el mapa.

La representacién multirresoluciéon o Analisis Multirresolucién (AMR) es un modelo ma-
tematico adecuado para formalizar la representacion de la escala en el universo fisico.
Como veremos, este problema esta intrinsecamente relacionado a los wavelets.

Definicién 11 (Andlisis Multirresolucién ). Se define una representacién multirresolucion
en L*(R) como una sucesidn de subespacios cerrados V;, j € Z, de L*(R), satisfaciendo
las siguientes propiedades:

Vi C Vi (1.33)
f(u) € V; si, y solo si, f(2u) € Vju1. - (1.34)
N Vv;={o}. (1.35)
jez A 4

UV, = L*(R). | (1.36)
j€z '

f(z) € Vo sty sélo si f(x —m) € V, para todom € Z (1.37)
FEziste una funcién ¢ € Vy tal que el conjunto {$(u — k); k € Z}

base ortonormal de Vp. (1.38)

La funcion ¢ se llama la funcion escala de la representacion multirresolucion. Cada uno
de los espacios V; se llama espacios escala.

Note que las condiciones (1.33),(1.36),(1.35) significan que toda funcién en L*(R) puede
ser aproximada por elementos de los subespacios V; y cuando j — oo la precisién de la
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aproximacién crece. Las condiciones (1.34), (1.37) expresan la invarianza del sistema de
" de subespacios (V});jez con respecto a las traslaciones y dilataciones.

Es inmediatamente claro que podemos adoptar dos formas de ver un AMR .

» Tomamos los subespacios {V},cz como nuestros objetos bésicos. Ellos tienen que
satisfacer las condiciones (1.33)-(1.37)que por lo general son bastante ficiles de
comprobar. Luego tenemos que encontrar una funcién de escala que satisfaga (1.38).
Esto usualmente no es tan obvio.

» Empezamos con funcién ¢. Definimos V; como span{®(t — m)},,cz y los otros es-
pacios V; se definen por la condicién (1.34). Condicién (1.37) es automaticamente
satisfecha y s6lo tenemos que comprobar las condiciones (1.33)-(1.35) y (1.38).

Ejemplo 1 (Analisis Multirresolucién Haar). .Considere la funcién

0 si z<00t2>1
¢(t)=X[o,1l={ 1 si z€[0,1)

Se comprueba que ¢ es una funcién de escala de una represehtacién multirresolucién. En
este caso, : ' .
V; = {f € L*(R); f|[27k, 2 (k + 1)].= constante, k € Z}.

Es decir, la proyeccién de una funcién f en el espacio escala V; estd dada por una funcién
que es constante en los intervalos [27k, 2/(k+1)]. Esta es la representacion multiresolucién
de Haar. Para una demostracién detallada véase [18]. '

1.3.1. Comentarios sobre el Anilisis Multirresolucion

Supongamos que tenemos un AMR (V}),ez en L*(R) con funciéri de escalamiento .
Introducimes los subespacios W; de L?*(R) definidos por la condicién:

VoW, =Via - (1.39)

Sea J; el operador dilatacién diddica(J; f(z) = f(2’z)). Es sencillo comprobar que 2//2J;
es un operador unitario, luego por definicion de AMR (1.34), J;(V;) = Vj41. Por tanto
tenemos:

Vit = J;(Vo ® Wo) = J;(Vo) ® J;(Wo) = V; @ J;(Wp)

Esto da :
W; = J;(W,) para todo j € Z (1.40)
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" De las condiciones (1.33), (1.35) y (1.36) de la Definicién 11 obtenemos una descomposi-
cién ortogonal ,
' PR)=a) W, ' (1.41)

. jEL.

Por tanto si encontramos una funcién ¥ € W, tal que {®(t — m)}mez es una base orto-
normal en Wy, esta serd una wavelet( esto es claro de (1.40) , (1.41) y de la definicién 10)
y se dice que estd asociada con el analisis multirresolucion.

1.4. Analisis Multirresolucion y Filtrado

Se puede conseguir una visualizacién muy informativa de la sucesion de espacios escala
V; trabajando en el dominio de la frecuencia. Para marcar las ideas trabajemos en la
particiéon diddica, donde el espacio V; tiene frecuecia de muestreo 27.

La proyeccién ortogonal de una funcién f € L?(R) en V; se obtiene usando una operacién
de filtrado de f con los diferentes miicleos de ¢;x, k¥ € Z que definen filtros de paso bajo.
Se indica la frecuencia de corte de estos filtros por o; (véase la Figura 1.11), llegamos a la
conclusién de que cada espacio V; est4 constituido por funciones cuyas frecuencias estin
contenidos en el intervalo [—ay, ¢;], a; > 0. ' A

Cuando se pasa del espacio V; al espacio Vj41 cambiamos de la escala 277 a una escala
més fina 27771, Por lo tanto la banda de frecuencia aumenta a un intervalo [—a;41, @j41].
El grafico del espectro de ¢;,;x es la curva de puntos en la Figura 1.11. El espacio
escala Vj; consiste en el conjunto de todas las funciones cuyo espectro esté contenido en

[—0y41, ).

Figura 1.11: Espectro de la funcién de escala.
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Para cada espacio Vj, con escala 277, tenemos el operador representacion R;: L*(R) - V;
dada por la proyeccién ortogonal sobre V;

By(f) = Proy(f) = Y (£, ¢3) b

J k

De la condicién (1.36) de la definicién de una representacién multiresolucién, tenemos
JmR()=1 | (142

esto es, con una escala més fina es con la que se consigue obtener una mejor representacién
de la funcién f. Esto se ilustra en la Figura 1.12 que muestran una funcién f, y su
representacion en los espacios de escala Vy y Vi de la representacién multirresolucién de

Haar. .
/——-mx)
—rr'—._,_._ _,_l”\""—\_LL'_‘k\_Vl ‘

—] -'—‘I_L_._‘_VO

0

Figura 1.12: Aproximaciones a escala de una funcién.

Hay otra manera de interpretar la ecuacién (1.42). En la Figura 1.13 vemos que el espacio
Vj+1 se obtiene a partir del espacio V; mediante la adicién de todas las funciones de L*(R)
con frecuencias en la banda [¢;, a;1] del espectro. Este “espacio de detalle” es justamente
el espacio W; de la ecuacién 1.39. '
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Figura 1.13: Banda de frecuencias entre Vi y Vi

El espacio W; contiene los detalles de la sefial en la escala V. La ecuacién 1.39 dice que
una funcién representada en una espacio escala mds fino V;,, se obtiene a partir de la
representacion en una escala més gruesa del espacio V;, mediante la adicion de los detalles.
Estos detalles se pueden obtener mediante un filtrado de paso de banda, cuya banda de
* paso es exactamente el intervalo [, o;41). '

Finalmente describimos un ejemplo del uso practico de las wavelets.

Ejemplo 2 (Ruido Wavelet). Las funciones de ruido son blogues esenciales en la construc-
cion de shaders en computacion grifica. El ruido Wavelet, diseriado por Cook y DeRose,
es la funcidn de ruido N(z) construida de la siguiente manera:

1.

Se construye un Andlisis Multirresolucion de subespacios V; de dimensidn finita con

las funciones base B-spline cuadrdticas uniformes B(x) como generador para Vy.

Similar a como se hizo en el taller de prdcticas profesionales(véase [19]).

Se construye la funcion R(z) = ¥;7:B(2x — i) donde r; son nimeros aleatorios
(pseudoaleatorios) generados en cada paso e i varia entre los nodos de la particién
del dominio. R(z) € V). '

Se calcula el submuestreo R*(z) € V; de R(z).
R'@) = Y B 1)

Vo
Y= Qr-2iTk
k

Los coeficientes ay_q; son elementos de la matriz de andlisis A segin las notaciones
1
usuales".

'Puede revisarse la seccién de banco de filtros de cualquier libro de wavelets
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4. Se calcula R¥'(z) sobremuestreando R*(z)
R(z) =) T B(x - z)
Tz‘” = Zpi—zkrt |
P

R’LT(IE) € Vl.

5. Se calcula N(zx) sustrayendo R*'(z) de R(x)
N(z) =) rB(2z — i) — Zri“B(Q:v —1)
=Y "n;B(2z - 1)
donde n =r; — r*'.

Esta funcién de ruido fue desarrollado como un reemplazo para el ruido de Perlin. Se
prueba que este ruido existe sélo en una banda espectral estrecha, lo que hace posible un
filtrado més sofisticado. Usaremos esta propiedad de banda limite como un primer paso en
la construccién de una funcién de turbulencia incompresible. En la Figural.14 se muestra
el proceso de construccién de la funcién N(x).

Figﬁra 1.14: a)Imagen R de ruido aleatorio, b) Imagen submuestrada a la mitad R,
c)Imagen a mitad de resolucién RY', d) Imagen de ruido N. Figura tomada de [7}.

37



1.5. Las eéuaciones de los fluidos

Esta seccién estd dedicada a presentar los conceptos basicos y los resultados matematlcos
de la dindmica de fluidos.

La mecénica de ﬂuidos se rige por tres ecuaciones fundamentales: La ecuacién de conti-
nuidad, la ecuacién de cantidad de movimiento, y la ecuacién de conservacién de energia.
Estas ecuaciones son derivadas de los principios de conservacién de la mecénica y termo-
dinadmica, aplicada a fluidos. Este conjunto de ecuaciones, en su forma diferencial, se les
llama ecuaciones de Navier-Stokes.

1.5.1. Principios basicos y supuestos

Para modelar matematicamente el fenémeno fisico del movimiento de un fluido, es nece-
sario hacer algunas suposiciones basicas acerca de nuestros objetos de estudio.

e La ley de la conservacion de la masa: también conocida como la ley Lomonosov-
Lavoisier, dice que:

“La masa de un sistema cerrado de sustancias deben permanecer constante,
independientemente de los procesos que actiian en el interior del sistema.”

De hecho, esta ley es sélo aproximadamente cierta. Dado que, segin la relatividad
especial, la masa relativista (m) depende del propio marco de referencia. Sin em-
bargo, para velocidades bajas (mucho més bajas que la luz), la variacién en la masa
aparente es insignificante. Para nuestro modelamiento matematico de la dinamica

dm
de fluidos, se supone que “la masa no se crea ni se destruye”(— prai = 0).

o Leyes del movimiento de Newton: las tres leyes fisicas que proporcionan relaciones
entre las fuerzas que actiian sobre un cuerpo y el movimiento del mismo. Forman
la base de la mecdnica cldsica, de la cual la mecénica de fluidos continuos es una
subdisciplina. Una formulacién moderna de las tres leyes de Newton es:

Primera ley “Si ninguna fuerza externa acta sobre una particula, entonces es posible se-
leccionar un conjunto de marcos de referencia, lamados marcos de referencia
inerciales, de los cuales se observa de que la particula se mueve sin ningin
cambio en la velocidad.” '
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Segunda ley “Observado sobre un marco de referencia inercial, la fuerza neta(?) sobre una -
particula es igual a la tasa de cambio de su momento lineal(7 = m7)”. Esta
2 . d : .
ley también puede ser escrita como F = el md.
Tercera ley “Siempre que A ejerce una fuerza sobre B, B al mismo tiempo ejerce una. fuerza
sobre A con la misma magnitud y en la direccién opuesta.”

e La primera ley de la termodindmica, la cual dice que

“El aumento de la energfa interna (U) de un sistema termodindmico es igual a la
cantidad de energia afiadida al sistema como resultado de un calentamiento (Q)
menos la cantidad de energia perdida como el resultado del trabajo reahzado por

el sistema sobre el entorno(W).”

en ecuaciones esto significa que dU = 6Q — dW. En palabras s1mples representa el
supesto de que “la energia no se crea ni se destruye”.

e La hipdtesis del continuo: Aunque los fluidos estdn compuestos de moléculas que
chocan unas con otras, a gran escala, pueden ser considerados como un continuo, es
decir, sus propiedades se puede asumir funciones continuas definidas sobre subcon-
juntos de R™, n = 2, 3. Esta suposicién nos proporciona una muy buena aproxima-
cién para los fenémenos macroscépicos de interés.

Ademaés de los principios generales de la mecdnica de fluidos continuos, para facilitar la
presentacién, se supone una convencién esténdar de suavidad (5] “Las propiedades de
los fluidos (por ejemplo, velocidad, densidad, tensién, etc) son suaves( de clase C*°) con
respecto a la posicién y el tiempo sobre el cierre del dominio del fluido, de tal forma que
las operaciones estandares del calculo se puede realizar sin inconvenientes.

1.5.2. Visién lagrangiana y euleriana

Queremos describir matematicamente el movimiento de una regiéon de fluido durante un
intervalo de tiempo dado. Tal descripcién puede estar basada en la idea de estudiar la tra-
yectoria tomada por cada una de las “particulas infinitesimales” que componen el fluido.
Esta idea nos lleva a asociar el movimiento del fluido con una transformacién geométrica
que va desde la configuracién que este fluido presenta en un instante de tiempo de re-
ferencia hacia la configuracién que presenta en otro instante de tiempo. Formalizaremos
estos conceptos y la intuicién fisica.
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" Definicién 12 (Regién de fluido). Sea D C R™ un conjunto abierto y acotado tal que la
frontera 8D es suave 2. Si D es supuesto “lleno con un fluido”, decimos que D es una
region de fluido. :

Definicién 13 (Configuracién de Referencia y tiempo instantdneo). La configuracidn de
referencia es una region de fluido y fijado en un instante de tiempo de referencia ty € I,
donde T es un intervalo (de tiempo) durante el cual estamos interesado en estudiar la -
dindmica del fluido.

'Definicién 14 (Movimiento del fluido y mapa de flujo).- El movimiento del fluido es la
familia {@:}iez de mapas continuos p; : Qg —> R™ cuyos ¢;, para cada t € I, lleva la
posicion To € Qy de una particula del fluido (en la configuracidn de referencia) hacia su
posicidn de particula en el tiempo t. Con esto definimos el mapa de flujo de fluido como
la funcion ¢ : Qo x T — R™ tal que (o, t) = @i(T0), VZo € Qp.

La idea intuitiva de que dos cuerpos diferentes no pueden ocupar simultineamente la
misma porcién de espacio puede ser expresada como una propiedad para nuestra definicién
de movimiento del fluido: “para cada t € Z, ¢, |q, es suave y tiene inversa suave sobre ; =
©4(£29)”. Otra propiedad intuitiva es asegurar la continuidad de ¢(zo,.) : T — R™, para
cada Ty € Q®. Intuitivamente, esto significa que “ ninguna particula puede desaparecer
y reaparecer bruscamente en otra posicién”, es decir, la trayectoria de una particula de
fluido es (al menos) continua.

Definicion 15 (Trayectoria). La trayectoria = : T <+— R™ de una particula del fluido
inicialmente localizada en el punto xo € Qo puede ser definida por z(t) = @(zo,t) y, de
nuestra convencién de suavidad, x describe una curva suave en R™.

Esta descripcién del movimiento de un fluido a través del mapa de flujo de fluido y las
trayectorias de las particulas con respecto a una configuracién de referencia es la también
llamada descripcion lagrangiane y los puntos en {}y son conocidos como coordenadas

materiales. '

Otro enfoque para describir el movimiento de particulas es a través de la definicion de un
campo vectorial suave u : D xZ +— R definido en una region de fluido fijo D. Definimos
u(x, t) como la velocidad de la particula de fluido que pasa a través de x € D en el tiempo
tel:

2Aqui usamos nuestra convencién de suavidad. En este caso la convencién fue usada para evitar los
requerimientos técnicos que nos permitan invocar €l Teorema de la divergencia en cilculos posteriores.

3De hecho, nosotros sélo necesitamos que ¢ sea diferenciable sobre 0y x I y sus derivadas temporales(al
menos la primera y la segunda) son continuas sobre Qo xT
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Oy -
u(p(xo, 1), t) = - (%0, 1), %0 = ;" (X)
Esta es la también llamada descripcién Euleriana y los puntos en D son conocidos como

coordenadas espactales.

Definicién 16 (Derivada material y derivacién a través de trayectorias).

1. La derivada material con respecto al campo u es es operador — : — + (u.V).

Dt ot
2. La derivada de f a través de la trayectoria pasando por el punto x en el tiempo t es

Df
dado por —=(x,t
Fisicamente la derivada material representa la variacion instantanea de una cantldad fisica
en relacion al tiempo de un elemento de fluido que se mueve en el espacio.

Teorema 10 (Teorema de transporte de Reynolds, [5]). Sea f : D x T — R suficiente-
mente suave y U = ©(Qo,t) C D para cadat € T y Oy C D, donde D es una region de

fluido, entonces:
Df :
dt f /m (Bt— + fdw(u)) dv

donde dV denota un elemento de volumen.
El siguiente corolario del teorema de transporte establece una conexién entre las visiones
lagrangiana y euleriana (en una forma integral).

Corolario 1. Con ), y f como en el teorema de transporte, sea 0y C R™ fijo que coincide
con i ent =ty, luego, en el tiempo t,:

d

= [ gav == / fdv + / fundA (1.43)

donde n es el vector unitario normal y dA un elemento de superficie sobre 08

D
Demostracion. De la identidad div(fu) = V fu+ fdiv(u), es suficiente notar que —- Dt
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f dw(u) —= + div(fu). De los teorema de transporte y de la divergencia tenemos:

(dt/ de) |, —/ (g{ +fdw( )) dV=/Ql (%—:+dw(fu)> dv

—] dv+f dzv(fu)dV—--—/ de+/ fundA

-a

El lado izquierdo de la expresién (1.43) denota la tasa de cambio de el “contenido de
f” de un fluido ocupando la regiéon Q; C D en el tiempo ¢;. El primer término del lado
derecho es la tasa de cambio del “contenido de f” de este dominio espacial fijo. Y el Gltimo
término es la tasa de salida de f a través de la frontera. fija de 3 (“flujo de f a través de
o).

. 1.5.3. Conservacion de la masa e incomprensibilidad
En esta seccién trataremos con el primero de nuestros principios basicos, la ley de la
conservacion de la masa, y su relacion con la. incomprensibilidad en fluidos. El supuesto

que asegura la conservacién de la masa de una regién de fluido en movimiento puede ser
expresada matematicamente como: '

Definicién 17 (Masa y densidad). Sea 2y una regién de fluido. Eziste una funcion suave
p(x, t) tal que, para cualqmer subregidn de ﬂmdo WCQyytodoteT

0 < m(W,t) =/ p(x, t)dV Yy —m(W, t)=0
: e(Wit) dt

donde m(W,t) es la masa del fluido en (W, t) y la funcién p(x,t) definida de esta forma
es llamada densidad de masa.

De esta definicion, la conservacién de la masa puede ser expresada en términos de p y u
como una aplicacién del teorema del transporte de Reynolds:

0= ——m(W == / o, )V - /¢ - (g 2+ pdw(u)) (x, £)dV
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De esta forma, de la suavidad de p, tenemos la equivalencia

Dp Dp |
/<p(w,t) (Dt +p dw(u)) (x,t)dV <— Di + p div(u) = (L44)

En la cual el lado izquierdo es llamado la forma integral de la ley de la conservacién de
la masa, mientras que el lado derecho que es llamado la forma diferencial de la ley de la
conservacidn de la masa (o la ecuacién de continuidad). De estas formas de la conservacién
de la masa, y aplicando una vez mas el teorema de transporte, podemos probar el siguiente
resultado.

Corolario 2. Sea D una regién de fluido, T un intervalo, f : D x T — R suave y
= p(Qo,t) C D. Entonces:

& foprav =], B

Demostracion. Por el teorema de transporte de Reynolds tenemos:

& | osav = [ (5eh) +(ofdin(w) av

usando la-forma integral de la ley de la conservacion de la masa:

- (p_ +f (__ +p dw(u))) = p—dV

O

Aunque los fluidos reales cambian de volumen, la mayoria de fluidos de “interés” pueden
ser aproximados, con un alto grado de que se exactitud, por flujos incomprensibles. Esto
significa que, para muchas aplicaciones pricticas(por ejemplo, la simulacién de fluidos
para animacién por computadora), podemos asumir la incomprensibilidad de nuestros
flujos de fluidos*.

Definicién 18 (Flujo incomprensible). Decimos que ¢ es un flujo incomprensible cuando,
para cualquier region de fluido W C Qg ytodot € I

volumen(W) = volumen(tp(W t)) & / dv = / o, t) gf / we dV =0
oW,

“Tenga en cuenta que esto no se cumple para simulaciones en alta velocidad, como flujos supersénicos
y las ondas de choque. El estudio de cémo se comportan los fluidos en estas situaciones es generalmente
Hlamado “flujo compresible”.
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De esta definicién y del teorema de transporte, tenemos que, pa,rd flujos incomprensibles,

d dVv = div(u)dV <= div(u) =0

O —
dt e(W,t) e(W,t)

donde el lado derecho es frecuentemente conocido como la condicién de incomprensibilidad.

De la ecuacién de continuidad (1.44) , y como p > 0, un fluido es incomprensible si

D .
s6lo si —l—)g = 0, esto es, la densidad de masa es constante siguiendo el fluido. Si el

fluido es homogéneo, es decir, p constante en el espacio, se sigue también que el flujo es
incomprensible si y solo si p es constante en el tiempo. Luego, para fluidos homogeneos
incomprensibles, p(x,t) = p > 0.

1.5.4. Fluidos viscosos newtonianos

En esta seccién incorporamos a nuestro modelo el principio de las leyes de movimiento
de Newton. Comenzaremos definiendo una segunda ley del movimiento de Newton en el
contexto de la mecanica de fluidos continuos.

Definicién 19 (Momentum lineal). El momentum(lz’neal) de una region de fluido Q; es
dada por la integral ‘ - . : .

| plx, yux, 1)V
Con esta definicién de momentum, la segunda ley de Newton puede ser escrita como

{Fuerza neta sobre 4} = f pudV = / p—dV

Donde la segunda igualdad vale por el corolario 2. La fuerza neta sobre (; es debido a la
contribucién de fuerzas externas y fuerzas internas.

El ejemplo cldsico de fuerza externa es la gravedad. El campo gravitatorio actia sobre el
fluido por unidad de volumen. Luego pueden ser modeladas por el producto pb : Q;XxZ —
R™ (donde b : Q; xZ — R™ es un campo vectorial denotando el campo de fuerzas externas
por unidad de masa, abusando de la nomenclatura comunmente llamado body force field).

Un ejemplo de fuerza interna es la fuerza de presion hidrostdtica que es la que uno siente
cuando bucea. Esta fuerza. es debida al peso del fluido y aumenta con la profundidad.
Estas fuerzas son modeladas como un campo 7 : § x Z x S*™! — R", que depende de
la posicién x en la frontera de la regién del fluido, el instante de tiempo ¢ y la normal
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n(hacia afuera) en el punto x sobre la frontera 8. De esto, la fuerza neta sobre €, es
dada por:

 {fuerza neta sobre O} = {fuerzas internas} + {fuerzas externas)
| = / 7(x,¢,n)dA + / p(x, £)b(x, t)dV
7N Q4 .

- A partir de aqui se puede seguir varios calculos para obtener diversas relaciones mate-
méticas(Véase [5]). Los detalles de este modelaje escapan a los fines esta tesis, razén por
la cual no los abordaremos. Sin embargo, mencionamos el siguiente resultado que funda-
menta posteriores definiciones. Forma diferencial de la ley del balance de momentum.

Du

D = = DivT + pb | ‘ (1.45)

donde T: Q, x T — R"™X™ es un campo tensorial tal que 7(x,t,n) = T(x,t).ny T(x,t)
es simétrico (V(x,t) € ) x T).

‘Definicién 20 (Fluidos ideales). Un flujo de fluido es llamado ideal si sus fuerzas internas
son dadas por un campo de tensién tal que T(x,t,n) = —p(x,t)n, dondep : Y xZ — R
es llamada la funcidén presion. :

Esta definicién es una simplificacién de las ecuaciones considerando que T'(x,t).n es pa-
ralelo a n, es decir, se asume la inexistencia de fuerzas tangenciales sobre una superficie
del dominio del fluido, que aproxima una omisién de los efectos de la friccion viscosa,
es por eso que los flujos ideales son llamados también no viscosos. Esta simplificacién
es razonable para flujos gaseosos, pero es muy restrictiva para muchos otros flujos(agua,
leche, miel, etc).

La ley del balance de momentum para fluidos ideales quedé como

Elt-l- =-=Vp+pb ' (1.46)
Junto con la ley de conservacién de la masa, las ecuaciones arriba forman un sistema de
n + 2 incégnitas (u,p ¥y p) y n + 1 ecuaciones (n del balance de momentum y 1 de la
conservacion de la masa). Una forma de “cerrar” este sistema de ecuaciones es relacionar
p y p mediante una ecuacion de estado®, que especifica la presién como una funcién de
la densidad. De esta forma se impone p(x,t) = f(p(x,t)) donde f: Ry — R es suave.
Ejemplos comunes de ecuaciones de estado usadas en computacion grafica son:

SPara una discusién detallada de la interpretacion fisica de las ecuaciones de estado revise [2]

45



e p(p) = c*(p—po) donde c es la velocidad del sonido en el fluido(la méxima velocidad
alcanzada por una onda de propagacion) y po es una densidad de referencia.

e p(p) =mo [(;}%) - 1], donde py y po son densidad y presidon de referencia, respec-

tivamente, y 7y es una constante (usualmente escogida como y = 7).

Otra forma de completar el sistema es asumir incomprensibilidad, eso se vera para el caso
de las ecuaciones de Navier-Stokes. :

Si en vez de asumlr T(x,t) = —p(x, t)I, asuminos que T(x,t) = —p(x, t)I+0(x, t), donde
o es tal que(Véase [5]):

1. o depende linealmente de los gradientes de velocidad Vu.
2. 0 es invariante bajo una rotacién de cuerpo rigido.

3. o es simétrica.

entonces podemos tomar
o = Xtr(D)I+2uD

donde A(x,t) y u(x,t) son coeficientes de viscosidad no negativos y D = 3 [Vu + (Vu)T]
es la parte simétrica de Vu. Asumiendo viscosidad constante, incomprensibilidad y la
ley del balance del momentum (1.45), resulta en un sistema de EDP’s para modelar la
dindmica de fluidos , Hamado las ecuaciones de Navier-Stokes(para fluidos newtonianos
viscosos homogéneos e incomprensibles)

Du

Ez—Vp+VAu+b

div(w) =0

(1.47)

' 1 1
donde p = —p, v = —u es conocida como la viscosidad cinemdtica. A este sistema hay que

agregarle condiciones de frontera y/o iniciales con el fin de obtener una solucién numérica
particular. Esto se realizara en el capitulo de resultados.

En el dltimo siglo y medio, estas ecuaciones han pasado el test de la aplicacién siendo-
utilizadas por fisicos e ingenieros con notable éxito en muy diversos campos, entre ellos la
hidraulica, la meteorologia y la aeronautica, y su rango de validez esta bien establecido.
Pertenecen ya, junto a las ecuaciones de Newton, Schrodinger y Maxwell, a las ecuaciones
basicas de la fisica aplicada. ' '
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1.5.5. Acerca de la existencia de soluciones de las ecuaciones
Navier-Stokes |

El término no lineal u.Vu de la derivada material en la ecuacién (1.47) se llama término
convectivo o de transporte y en la coordenada 7 vale:

(w.Vu); = iui“— (1.48)
’ L j=1 ]ij . )

Puede parecer una simple complicacién técnica pero no es sélo eso: su nolinealidad, aunque
sea solo cuadratica, es la razén de que las soluciones de la ecuacién puedan en principio
desarrollar singularidades y los matematicos no han logrado decidir si este fendmeno ocurre
0 no tras incesantes esfuerzos tedricos y computacionales durante todo el siglo pasado.

Algunos de los resultados parciales conocidos son los siguientes([9])

= Existencia local (Leray, 1933—34). El problema esta bien propuesto. Existe un tiempo
T que depende del dato inicial tal que hay soluciones regulares para todo ¢ en [0, T].
En particular para v > 0

w e ¢([o,T], HY (N L*([0,T), Hi)

» Existencia global para n = 2 (Leray, Wolibner, Kato, Yudovich, Ladyzhenskaya)
con v > 0. '

s Existencia de soluciones débiles. En 1934 Leray introdujo la nocién de solucion débil
y probé la existencia de soluciones débiles para las ecuaciones de Navier-Stokes.

= Resultados de dato pequefio para n = 3 y con respecto a la viscosidad v > 0 (Leray,
Fujita y Kato, Giga y Miyakawa, Kato, Weissler): Si la norma ”UOHH% (o la norma
L? ) es suficientemente pequefia, entonces existe solucién global.

» Criterios de singularidades (blow-up):
Siv>0,

T
/ l|u||%-dt = 0o < singularidad en el tiempo T,
0

donde r, k verifican 2 + % =1, para 3 < r < oo(Leray,Giga, Ladyzhenskaya, Prodi

r
y Serrin ). El caso critico k = 3 y r = oo lo establecieron Escauriaza, Seregin y
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Sverak
Si v =0, (Beale, Kato y Majda)

T _ :
/ |V X u|peodt = 00 & singularidad en el tiempo T
S v o

Combinando técnicas analiticas de integrales singulares con argumentos geométricos,
Constantm Fefferman y Majda probaron que si la direcciéon del vector vorticidad
&(z) = )l se mantiene lisa en regiones donde la vorticidad es alta, entonces no
* puede producn‘se una singularidad.

s En el caso v > 0, la existencia de una singularidad es equivalente a que la presién
se haga —oo en el punto de singularidad (Sverak y Seregin, 2002).

Hiperviscosidad (Ladyzhenskaya): Para .a > 2 , cambiando —A por (—=A)* , hay
existencia de soluciones globales. ‘

Existencia global de datos iniciales particulares: Recientemente Chemin, Gallagher
y Paicu prueban que en dimensién 3 (con v > 0) existen soluciones globales en el
tiempo con dato inicial que no es pequeio.

El problema del Instituto Clay([11]). Este es el problema de Caﬁchy para el
sistema Navier-Stokes. Consideramos el fluido viscoso, homogéneo e incomprensible:

uw; +uVu=—-Vp+rvAu+ f, (v>0,z€R3t>0)
Vu=0 - (1.49)
u(z,0) = '

donde ug(z) es un campo vectorial de clase C® y divergencia nula sobre R3. El
campo f , también regular, representa la accion de las fuerzas externas. Para obtener
soluciones fisicamente razonables se requiere que u(z,t) no crezca indefinidamente
cuando |z] —> oo. Por tanto se restringe la atencién a fuerzas f y condiciones
iniciales uy que satisfacen:

|8%ug (x) | < Cax(1+ x])7%, sobre R3,Va, K>0 (1.50)
y
1020 f(z,t)| < Caxem(1+ x| +8)7%, sobre R® x [0, 00), Va,m, K > 0 (1.51)

Declaramos admisibles las soluciones clasicas (u,p) € C*(R3 x [0, 00)) con

/1;3 lu(x, t)|%dx < 00,  V£>0
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o bien soluciones (u,p) € C*(R? x [0, 00)) periédicas(asumiendo ug y f también
peribdicas) satisfaciendo:

uy suave (1.52)
16207 F(z,1)| < Cakm(L+ t)7%,  sobre R®x [0,00),Va,m, K >0 (1.53)

El problema fundamental consiste en determinar si las ecuaciones de Navier-Stokes
admiten o no soluciones suaves, fisicamente razonables. Para dar un margen razo-
‘nable de resolucién sin perder la esencia del problema, se pide una prueba de una-
de las siguientes cuatro afirmaciones.:

A: Existencia y suavidad de las soluciones de Navier-Stokes sobre R3 :.
Tomamos v constante positiva y f = 0 y suponemos que ug es suave, de
divergencia nula y satisface (1.50). Demostrar que existen funciones u,p €
C™(R? x [0, 00)), u de energia finita, que resuelven el sistema (1.49).

B: Existenciay suavidad de las soluciones de Navier-Stokes sobre R3/Z? .
Tomamos v constante positiva y f = 0 y suponemos que ug es suave, de di-
vergencia nula y periédica. Demostrar que existen funciones u,p € C®(R3 x
[0, 00}), u periddica, que resuelven el sistema (1.49).

C: Colapso de las soluciones sobre R3: Tomamos v constante positiva. En-
contrar un dato inicial ugy y una funcién f con las condiciones (1.50) y (1.51),
tales que no existe una solucién clésica (u,p) € C®(R?® x [0,00)) de energia
finita del sistema (1.49).

D: Colapso de las soluciones sobre R3/ Z3: Tomamos v constante positiva.
Encontrar un dato inicial up y una funcién f periédicas con la condicién (1.53),
tales que no existe una solucién clasica (u,p) € C°(R3 x [0, 00)) periédica del
sistema (1.49).

Este problema forma parte de los siete problemas del milenio del Tnstituto Clay de .
Matematicas.

1.6. La teoria de turbulencia de Kolmogorov

El comportamiento turbulento y rotacional de los fluidos tiene vital influencia en la per-
cepcidn visual del movimiento de un fluido.
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Figura 1.15: Flujo turbulento
1.6.1. Turbulencia

En un flujo de fluido el niimero de Reynolds, el cual es definido comb:

Re=1¥

14

donde L y V son la escala y velocidad caracteristicas del fluido, y v es la viscosi-
dad(cinemdtica), establece una relacion entre la fuerza inercial y la fuerza de la viscosidad.
Por debajo de un determinado nimero de Reynolds se habla de flujos laminares que tienen
soluciones analiticas y numéricas sencillas modelando con una formulacién matemaética
como la de las ecuaciones de Navier-Stokes1.47. A partir de un nimero de Reynolds critico
el flujo se vuelve inestable y si sigue creciendo dando lugar a un flujo turbulento. En la
Figura 1.15 se observa como un flujo laminar debido a una inestabilidad se hace inestable
produciéndose la transicién a un flujo turbulento. Resulta complicado, a pesar de que se
tiene una idea intuitiva, definir la turbulencia. Vamos a expresar en cambio alguna de sus
propiedades

= Tiene una distribucién espacial de las variables fluidas muy irregular. Ademés, su
evolucién temporal también lo es.

s Es muy disipativa necesitando de un aporte de energia exterior para mantenerse en
el tiempo. '

» Es un proceso caédtico, de forma que para poder predecir la evolucién de los siste-
mas seria necesario una precision en las condiciones iniciales imposible de obtener
experimental o numéricamente. :
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s Esta gran sensibilidad a las condiciones iniciales y su irregularidad hacen que estos
flujos sean casi aleatorios y que su simulacién directa con las ecuaciones de Navier-
Stokes sea extremadamente costosa.

A consecuencia de estas caracteristicas, para analizar los flujos turbulentos se recurre ge-
neralmente a la estadistica. Dada una variable fluida, si se promedia en un intervalo de
tiempo suficiente, los valores medios locales obtenidos se comportan de forma determinis-
ta, variando en el espacio y tiempo mucho més suavemente que los valores instantaneos.
Por tanto, el objetivo principal de los métodos analiticos y numéricos empleados en tur-
bulencia es el calculo de las magnitudes medias del flujo. De este planteamiento surge el
problema de cierre de la turbulencia que, a pesar del esfuerzo realizado en més de medio
siglo, no se ha resuelto atn.

1.6.2. Cascada de Kolmogorov

A partir de los trabajos de Kolmogorov aparece el modelo de cascada de energia, en el
que se postula que la turbulencia estd formada por torbellinos de diferentes tamafios.
Los torbellinos mas grandes, que tienen una longitud caracteristica del orden del dominio
fluido, se vuelven inestables y van transfiriendo energia a torbellinos méas pequefios que a
su vez también la van transmitiendo a torbellinos ain mas pequefios creando la llamada
cascada de energia. Esta cascada de energia va creando torbellinos pequeifios a partir de
los mas grandes hasta llegar a una escala en la que los efectos de la viscosidad la disi-
pan. Se puede comprobar que en las escalas grandes, el tiempo caracteristico de variacién
del movimiento de los torbellinos, puede estimarse a partir de su longitud caracteristi-
ca (L) y la velocidad caracteristica (V) de las fluctuaciones turbulentas de velocidad,
determinadas por las condiciones de contorno impuestas al sistema (caudal, diferencias
de presiones, etc.). Las escalas grandes tienen una gran dependencia de las condiciones
iniciales y de contorno, pero como en un flujo turbulento el nimero de Reynolds es muy
alto, los valores caracteristicos asociados a los torbellinos pequefios son mucho menores
que los de los grandes, por este motivo el movimiento asociado a las escalas pequenas
resulta estadisticamente independiente de las condiciones de iniciales y de contorno. El
principal aporte del modelo de Kolmogorov es que predice adecuadamente la distribucién
de energia entre las diferentes escalas, esto es, en estado estacionario la transferencia de
energia entre todos los tamafios de torbellinos tiene que ser la misma e igual a la que se
inyecta a través de los mayores. A continuacién se presentan los tres resultados principales
proporcionados por Kolmogorov en 1941 (conocida como la teoria K41).
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1.6.3. Principales resultados de la teoria K41

Existen tres resultados principales de la teoria K41, la tasa de disipacién finita, la ley 2/3
y la ley 4/5. Los primeros dos de éstos se derivan de un anélisis dimensional y observacio-
nes experimentales. El tercer resultado, por otro lado, es un resultado matematicamente.
demostrable a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Disipasién finita: Si, en un experimento de flujo turbulento, todos los parametros
de control se mantienen constantes excepto para la viscosidad, que se reduce tanto
como sea posible, la disipacién de energia por unidad de masa de/dt ~ ¢ se comporta
de una manera consistente con un limite positivo finito.

Ley 2/3 de Kolmogorov: En un flujo turbulento con nimero de Reynolds muy
alto, el incremento de la velocidad media cuadratica (§u(l)?) entre dos puntos se-
parados por una distancia ! se comporta aproximadamente como la potencia dos
tercios de la distancia. Esto se puede expresar como:

Sa(l) = (du(l)?) = Ce3123 (1.54)
donde C es una constante y € es la tasa media de disipacion.

El k5/3 espectro de energia: Ahora podemos usar la ecuacién (1.54) pa-
ra derivar el ampliamente citado rango inercial k%3 del espectro de energia
turbulenta. Para hacer esto, primero observamos que S; en la ecuacién (1.54)
expresa energia. Lo denotamos como € como recordatorio de que se trata de
energia. Asi, se escribe

€= (éu(l)zj _ ce2ppl (1.55)

Pero lo que se necesita es una funcién del nimero de onda k. En {12] justi-
fica fisicamente expresar una parte incremental de € en el espacio de Fourier
como de = dE(k)dk. De esto se sigue que la pequefia escala de energia co-
rrespondiente a todos los nimeros de onda superiores a un arbitrario k debe

. e(k) = /k  de = /’c ~ E(k)dk

Se realiza la aproximacién

E(k)~k™ 1<n<3 (1.56)
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y la sustitucién de esto en la integral del lado derecho lleva a

e(k) :/:o k™"dk
1
1-n
1
- -i_—nE(k)dk

—_ k—n+1

24

Ahora hay que observar que el rango de n dado anteriormente garantiza que:

1
C, = —n_-i >0 |
y puesto que k es arbitrario podemos escribir E(k) = C,E(k)k para cualquier
k. A partir de la ecuacién (1.55) obtenemos:

CoE(k)k = CePk™/*

donde se ha tomado k = 1/I® y una reordenacién lleva al conocido resultado
de Kolmogorov para el espectro de energia:

E(k) = Ce¥3k—53 . (1.57)

Ley 4/5 de Kolmogorov: En el limite infinito del niimero de Reynolds, la funcién
longitudinal de tercer orden de una turbulencia isotrépica homogénea, evaluada para
incrementos pequefios [ en comparados con la integral escala, estd dada en términos
de la tasa de disipaciéon media de energia por unidad de masa como:

4
S3“(l) = —gal

La derivacién de la ley 4/5 es larga y no trivial, y no ser4 desarrollada aqui, para més
detalle revise [12]. Esta seccién tiene como fin presentar los fundamentos conceptuales
de la turbulencia. En la siguiente seccién usaremos el espectro de energia k=53 para el
modelaje de la turbulencia.

6Véase [12]
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Capitulo 2

Planteamiento del Problema

2.1. Antecedentes

La Computacién Grafica es una rama de la matemdtica aplicada cuyo problema funda-
mental es la transformacion de datos en imdgenes. Uno de los problemas actuales en ese
campo es el control fino de simulaciones basadas en ecuaciones fisicas, especificamente
aquellas que modelan el control del flujo de agua, gas(p.e humo) y fuego. Esta necesi- -
dad viene principalmente del campo de la cinematografia, donde se requiere crear efectos
visuales involucrando dichos fluidos, deseando siempre que la simulacién se comporte al
maximo de realismo posible, tanto en el fendmeno como en apariencia visual. Junto a
esta necesidad esté la exigencia de algoritmos computacionalmente rapidos, razén por la
cual este tipo de simulacién se diferencia de una simulacién fisica de fluidos aplicada a
problemas reales. ‘ '

Permitir al usuario un control de simulaciones basadas en leyes fisicas es sumamente
interesante, lo cual amerita investigar. Este estudio también esta relacionado a otras apli-
caciones tales como la ensefianza de fenémenos virtuales en educacién y en la investigacion
forense para la reconstruccién de escenas.

En la dindmica de fluidos para Computacion Grafica , la solucién de los problemas estd
directamente relacionada con la construccién de nuevos modelos matematicos basados en
las ecuaciones en derivadas parciales del tipo Navier-Stokes y técnicas de dinamica de
fluidos computacional. Por esta razén, la brecha divisoria entre los problemas abiertos y
resueltos se va reduciendo con la contribucién del desarrollo de estos conocimientos.
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2.2. Hipétesis
Hipétesis 1:

Asumiendo que el flujo es incompresible y es gobernado por las ecuaciones de Navier-
Stokes no lineal y transitorio; es posible simular dicho desplazamiento mediante el método
Hidrodindmico de Particulas Suavizadas(SPH) para flujos cuasi-incomprensibles.

Hipotesis 2:

Es posible controlar la dinimica del desplazamiento de un fluido incomprensible, asu-
miendo la variacién del término de las fuerzas externas de la ecuacién (1.47) bajo la
técnica de manipulacién de agentes externos proveedores de fuerzas de atraccién basadas
en fotogramas claves. ' ' :

Hipétesis 3:

Es posible mejorar la rapidez del proceso computacional de los algoritmos matemati-
cos fundamentado en la idea bdsica de que a menor cantidad de puntos de la malla de
discretizacién(nimero de particulas del fluido) menor sera el tiempo de célculo compu-
tacional. Trabajando de este modo, se obtiene una respuesta rapida pero no éptima. Para
la optimizacién del resultado es posible agregar detalles finos pos-simulacién usando la
teoria de Kolmogorov con wavelets. .

2.3. Planteamiento del Probléma

Asumiendo las hipétesis 1,2 y 3 para un flujo dado de cierto fluido, nuestro fluido tiene
una viscosidad uniforme y la presién obedece a una ecuacidn de estado del tipo p(x,t) =
f(p(x,1)). Bajo estos supuestos, las ecuaciones que rigen tal flujo de fluidos son:

Ecuacién de continuidad: Flt) = —p(V.u) , (2.1)
Ecuacién del momentum: p% =-Vp+ A+ u)V(V.u)-+ pAu+pb (22

Aunque una ecuacién de estado que garantice un aumento grande de.la presién con la
densidad simula un comportamiento incomprensible, el uso explicito de esta ecuacién de
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estado no implica la condicién de incompresibilidad V.u = 0. Por lo tanto, es concep-
tualmente incorrecto adoptar una ecuacién de estado y asumir V.u = 0 para simplificar
las ecuaciones que gobiernan el movimiento, aunque esta ecuacién de estado sea disefiada
para dirigir el sistema a un estado cuasi-incompresible. Esto fue hecho por Miiller y otros

D
en [22], cuando adoptaron p-ﬁltl = —Vp+ p A u+ pb como su ecuacion del momentum y

p = c*(p — po) como su ecuacién de estado.

Contrario a Miiller y otros nosotros adoptamos la forma diferencial de la ecuaciéon del
momentum (1.45) como fue derivada en la seccién 1.5.4 con T = —pI+0 y 0 = Air(D)I+
2uD. De esta forma, tenemos la siguiente ecuacion:

Du_ ——le + }-Div(a) +b, cono=Ar(D)I+2uD (2.3)
Dt p p

que, asumiendo incomprensibilidad, garantiza A y p constantes, dando lugar, en esa asun-
cibn, al sistema (1.47). Usamos esta forma de la ecuacién del momentum con el fin de
evitar el cdlculo numérico de derivadas de segundo orden. Ademéas, dado que usamos el
método SPH y éste tiene mejores resultados simulando fluidos cuasi-incomprensibles me-
diante una ecuacién de estado que exprese un comportamlento incomprensible, tenemos
los siguientes problemas a resolver:

PROBLEMA 1: Para simular el fluido

Suponiendo que tenemos un fluido cuasi-incomprensible dentro de un cubo [~ N, NJ? en R?
con N entero suficientemente grande y sea C C [N, NJ? el cubo unitario [0, 1]*x[N—1, N]
centrado en la parte superior de [N, NJ3, el problema consiste en hallar numéricamente
la velocidad u y la presién p tales que satisfacen lo siguiente:
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1 1
u; +uVu= ——;Vp + ;Dz’v(a) +g, (x € (=N,N)3,t > 0)

%)
L u.Vp=—p(V.u)

ot
p(o) = po [(pﬁ) - 1]

u(x,0)=0, x¢€[~N,NpP? (2.4)
p(x,0) =0, x € [-N,NP-C
p(x,0) =1, xecC
u(x,t) =0, x €l =3[-N,NP,t>0
o = Atr(D)I +2uD
v\ p>0,g = (0,0,~10), po = 1

PROBLEMA 2: Para controlar el fluido

Para controlar el flujo se propone modificar el término de las fuerzas externas del sistema
2.4 de manera no explicita mediante un sistema de particulas.

Sea S una superficie triangulizada en R3(m4és adelante la denominaremos fotograma cla-
ve), L : R3 x I — R? con I intervalo compacto, una funcién tal que L(S,t) describird

la. evolucién en el tiempo t de esta superficie S y P, un muestreo de puntos de L(S,t)

en cada instante ¢t € I. Sea un sistema de particulas p; sin masa con radio de influencia

h cuyas posiciones para cada t € I son F;. Cada particula posee fuerzas de atraccién y

de empuje f; y £, respectivamente. El problema consiste en encontrar una expresion para

‘estas fuerzas que dependa de la particula p; de control y de las particulas de fluido.

PROBLEMA 3: Para optimizar la visualizacién del fluido

Para aumentar la resolucién de las imdgenes necesitamos un mecanismo de inyeccién de
turbulencia pos-simulacién. Para ello se requiere la reformulaciéon de la turbulencia de
Kolmogorov usando la transformada wavelet en vez de la transformada de Fourier.
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Capitulo 3
Desarrollo del problema

3.1. Método SPH (Smoothed Particle Hydrodyna-
| mics)

En esta seccién describiremos el método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) para
simular flujos de fluidos. El método SPH es un método lagrangiano sin malla, consiste en
‘una interpolacion de las propiedades fisicas de un sistema hidrodindmico y de la aproxi-
macién de las derivadas espaciales de campos continuos utilizando un conjunto discreto
de particulas no conectadas.

Este método presenta varias ventajas sobre los métodos tradicionales con malla. En pri-
mer lugar, SPH garantiza la conservacién de la masa sin un calculo adicional ya que las
particulas se representan con masa. En segundo lugar, el SPH calcula la presién a partir
de contribuciones ponderadas de las particulas vecinas en vez de solucionar sistemas de
ecuaciones lineales. Finalmente, a diferencia de las técnicas con malla el SPH crea una
superficie libre de liquido de dos fases que interactian directamente desde que las parti-
culas representan el fluido méds denso (normalmente agua) y el espacio vacio representa el
fluido més ligero (normalmente aire). Por estas razones, es posible simular el movimiento
de fluido en tiempo real usando SPH. Sin embargo, tanto las técnicas basadas en mallas
como SPH todavia requieren de la generacién de una superficie libre con una técnica de
poligonizacién como metaballs, marching cubes u otros métodos de visualizacién de data
escalar.

La principal idea del método SPH estd basada en el concepto de la representacion integral
de una funcién continua f : R® — R definida sobre un dominio abierto ! C R tal que
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x € . Esa representacién es hecha a través de la convolucién de f con la distribucién
delta de Dirac segiin la ecuacién 1.11 que también vale para funciones vectoriales.

f@)= [ f@)e-a)da’ (3.1)

Dado que § no es una funcién se trabaja con la descripcién “funcional” de ésta mediante
los niicleos de Dirac, de tal forma que:
. ’ o ' 14 ! o 28
f(z) = /,, §(@)8(z — )de’ = Jim { /Q F(&\Walz — ')dz }
Motivado por esta relacién , la aprozimacion SPH, (f) , del campo f es definida sobre
una familia dada de funciones nicleo suaves {W}}, para un h > 0 como:

(@) = [ FOWale - )t (32)

donde h es llamado longitud suave, que a su vez define el radio de influencia xh de la
funcién W (esto es, Ik > 0 tal que si ||x — x;]| > kh = Wi(x — x;) = 0). En base a
las condiciones que tiene que satisfacer un nicleo de Dirac, las variantes de este método
eligen una funcién par(simétrica) que cumplen las siguientes condiciones: .

No negativo:-Vh > 0,Vz € R*, Wy,(z) > 0
Suavidad: Vh > 0, W), € C*(R™) donde k > 1
Particidén de la unidad: Yh > 0, fop Wy (z)dz = 1.

Soporte compacto:-Nh > 0 : Wy,(z — ') = 0, cuando 3k > 0,Vz € R, ||z — 2| > kh.

Convergencia:-Wy — 4, cuando h — 0.

. Existen muchas funciones nicleo en la literatura{17], las mas comunes son la funcién gaus-
siana y las funciones spline( note que la gausiana, a pesar de no tener soporte compacto,
decae rapidamente para cero, luego posee “numéricamente” la propiedad del soporte com-
an |lzl|

(5

N R

pacto). En esta tesis usaremos una funcién spline de quinto orden Wj(z) = h

con: : )
(3-¢)°—6(2—9P°+15(1-¢)°® ;0<¢<1

w(x)= (3_q)5—6(2_q)5 ;1SQS2
(3—¢) ;2<¢<3
0 13 < q

7

1 tante d lizacién del niicleo oy = ——L 4=
y la constante de normalizacion del nicleo a; = 120, as 7 487r’a3 3507

en los espacios
1D, 2D y 3D respectivamente.
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3.1.1. Discretizacion del fluido

Como el método SPH es un método puramente lagrangiano, todo el sistema es repre-
sentado por un conjunto finito de particulas que poseen atributos individuales. Conse-
cuentemente, la representacion integral continua SPH puede ser discretizada a través de
una sumatoria sobre todas las particulas que estdn en el interior de una regién limitada.
Asi, el elemento de volumen infinitesimal dz’ en la ecuacién (3.1)es representado en una
particula j por el volumen AVj y que a su vez es determinado por atributos fisicos de la
propia particula como: ' :
AV ="4 ' (3.3)
Pj :
siendo m; la masa de la particula y p; la densidad de la particula. La forma discreta de
la aproximacion SPH es dada por la ecuacién: ' '

(F@) = > fE)Wi(z—x;)AYV;

JEN(z) .
m.
= ) fE)Wi(z-=z)-2 (3.4)
. jeN(z) Pi

donde z; es la posicién de la particula j y el conjunto N(z) contiene todas las particulas
cuya distancia a partir de x es menor que el radio de influencia del niicleo xh. La apro-
ximacién para una funcién evaluada en una particula ¢ puede ser escrita directamente

| Fe)= 5 o)Wyt (3.5)
JeN(z:) Pi ‘

donde Wj; = W}, (z; — z;).

A partir de la definicién de la aproximacién SPH ,es sencillo deducir:

L (fi+ f2) = (fi) + (f2)
| 2. (fife) = (f1) {fo)

3. En la ecuacién anterior, suponiendo que f; es una funcién constante c vale la igual-

dad: <Cf1> = C<f1>

3.1.2. Aproximacion de las derivadas espaciales

Desde que el enfoque SPH es usado para aproximar ecuaciones diferenciales parciales a
través de una formulacién integral, el ingrediente principal para capturar la dinamica de
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un sistema es saber como representar y discretizar los operadores diferenciales a través
del método SPH. La aproximacion SPH del gradiente de una funcién escalar f(z) es
inicialmente obtenida mediante la sustitucién de f(x) por V f(x) en la ecuacién (3.1).

(VI6) = [ Vel W —x)ax 5)

donde V, denota el gradiente de la funcién f en relacién a la variable x’. Haciendo una
integracién por partes de la ecuacién (3.6) tenemos:

Vf(x /Vx/ XYW (x — x)]dx’ — /f(x)Vm:Wh(x x')dx’ (3.7

Podemos utilizar el teorema de la divergencia de Gauss para representar la primera integral
del lado derecho de la ecuacién (3.7) como una integral sobre la superficie de borde S = 9Q
del dominio de integracién : ’

(V) = [ FOIWa(x—x)ndS — [ f)VaWa(x-x)ax . (38)

con n siendo un vector unitario normal a la superficie S. Si el soporte de W estuviera
contenido en el interior de , tendriamos que la integral de superficie del lado derecho de
(3.7) es nula. En caso contrario, si el soporte de W intercepta a S , el soporte de W es
truncado en la superficie de borde S para que la integral de superficie también se anule.
Por tanto, bajo tales circunstancias podemos simplificar la ecuacién (3.8) de la siguiente
forma:

(VF(x)) = — /ﬂ F(X) Vo Wa(x — x')dx’ (3.9)
Por la regla de la cadena y del hecho de que W}, el simétrico tenemos:
VeWh(x — x') = =V Wi(x —x') - - (3.10)

Por tanto, sustituyendo (3.10) en (3.9) se sigue que:

(VHG9) = [ FO)TaMW(x = X )i (3.11)

- Resumiendo, para calcular la aproximacién SPH de el gradiente de una funcién f (.7:) basta
apenas calcular el gradiente de la aproximacion de la funcién,o sea

(Vf(x)) =V (f(x)) (3.12)
La version discreta del gradiente se sigue directamente de la ecuacién (3.11)
(Vi) = Y f(x;)VW,(x— x,) — (3.13)
JeN(x) '
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Finalmente, la aproximacién del gradiente de una funcién evaluada en una particula 4
puede ser escrita como:

(Vi) = X f(x)Vi Wu . (3.14) -
FEN(x;) o . .
donde, por la regla de la cadena se sigue que

Xij aVVzJ

ViWy = VW, (x1 — x;) = o O
_ ij i

(3.15)

con X;; = X; — X5 ¥ Tij = ||x; — X,

Asi como en el método de diferencias finitas donde las derivadas espaciales son discretiza-
das utilizando una malla fija en el espacio, definiremos unas reglas para el cilculo discreto
de los operadores diferenciales a través de la formulacién SPH.

Regla SPH I para el gradiénte: Sea A(x) un campo escalar, se sigue que

(VAX) = ¥ (Alxy) — A(x:) Vil =L (3.16)
JEN(x;) - Pi ‘

Note que el término ;e nx,) A(X:) Vi W;J p = A(x;)V; (Wz])
Regla SPH I para el jacobiano: Sea A(x) un campo vectorial, se sigue que

(VA = > (Alx) - A(xz)) ® Vi VVzJ"’—' (3.17)

JEN(x;) Pj
Regla SPH I para la divei'gencia: Sea A(x) un campo vectorial, se sigue que

(VAX)) = Y. (Alx)) - A(xl)) Vi Mjp_ (3.18)

JEN(x;)

A pesar de que las aproximaciones (3.16) y (3.18) son aceptables, ellas poseen una de-
ficiencia, no son simétricas en relacién a los indices 7 y j. Para obtener aproximaciones
simétricas del gradiente de un campo escalar, necesitamos definir un nuevo conjunto de
reglas. Consideremos la identidad:

ﬂziv( 11_a)+ 21 V( f_l) cona €l (3.19)
g 9% \g g \g* -
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A través de la identidad (3.19) , podemos establecer una aproximacién SPH de la siguiente

formaz <v A()Q)> _ ¥y (A(x]) L Alx) )ViW,-jmj : (3:20)

. 20 2—o
Pi JEN(x;)

A

Y a partir de la aproximacién (3.20), podemos crear un nuevo conjunto de reglas SPH para
la aproximacién del gradiente de campos escalares y la divergencia de campos vectoriales.

Regla SPH II para el gradiente. Sea A(x) un campo escalar y o = 1:

(VAx)) = Y (Ax) +A(x]))ku > (3.21)

JEN(x;) J
Regla SPH II para el divergente. Sea A(x) un campo vectorial y a = 1:

(VAR = 3 (AG)+AC) Vil (3.22)

]EN(x,,) J

Regla SPH III para el gradiente. Sea A(x) un campo escalar y o = 2:

(Ao 5 (M Ao,z

Regla SPH III para el divergente: Sea A(x) un campo vectorial y a = 2:

<—V—'é(—xi)> =¥ (A(xi) + A(x’)) NVWiym; (3.24)

pi jeNgy \ PE P

3.1.3. Ecuaciones de Navier-Stokes usando SPH

En esta seccién mostraremos con detalles la aplicacién del método SPH en dindmica
de fluidos. El enfoque SPH consiste en discretizar un fluido a través de un sistema de
particulas donde las derivadas espaciales de las ecuaciones Navier-Stokes en la forma
de lagrangiana (2.1)+(2.3)+(Ecuacion de estado) o nuestro problema (2.4) se calculan
para cada particula con las reglas definidas en la seccion anterior. Mds alld de que las
particulas sean el centro de interpolacién, cada particula representa un elemento del fluido,
osea, poseen atributos del fluido como por ejemplo, masa, posicién, velocidad, viscosidad,
presion, etc.
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3.1.3.1. Aproximacién SPH de la ecuacién de continuidad

Generalmente en sistemas SPH la aproximacién de la densidad en una particula i es
realizada utilizando la ecuacién (3.5).

pi= Y pWyt= Y mWy (3.25)

FEN(a:) Pi  jeN(z)

Sin embargo, la aproximacién (3.25) requiere un ciclo extra de cilculo, pues la densidad
es calculada antes que los otros parametros, tornandose asi en una simulacién més lenta
desde el punto de vista computacional. Otra opcién para el calculo de la densidad es a
través de la ecuacién de continuidad (2.1), simplemente aplicando la aproximacién (3.18)
en (2.1). Sea u; la velocidad de una particula i, de esta manera la versiéon SPH de la
ecuacion de continuidad es de la forma:

dp;

m
- = —A(Vw)=—p 3, (4 —w)ViW,;= (3.26)

j
jEN(z:) Pi

3.1.3.2. Aproximacion SPH de la ecuacién del momentﬁm

La aceleracién en cada particula i es dada por la ecuacién del momentum (2.3). Semejante
a la aproximacién de la ecuacién de continuidad, aplicaremos las reglas de aproximacion
SPH en cada término de la ecuacion (2.3). '

Presion ‘

En el método SPH para flujos cuasi-incomprensibles, al contrario de los métodos
con malla, donde la presién de un fluido incomprensible es la solucién implicita
de una ecuacién de Poisson ([27],[16],[20]), la presién es una funcién explicita de
la densidad local del fluido seglin una ecuacién de estado adecuada ([17]). Asi la
presién p; puede ser calculada con una ecuacién de estado sugerida por Batchelor(2]

que tiene la forma 3
pi=B [(&) - 1} (3.27)
Po

Con vy = 7y pg es la densidad de referencia. El parametro B es el término relacionado
a las fluctuaciones de densidad del fluido y es estimado por: :

po
B=— 3.28
> (3.28)
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donde c es la velocidad del sonido. La velocidad del sonido representa la velocidad
puntual mis rapida de propagacién de onda en ese medio, en simulaciones SPH ella
es escogida como siendo aproximadamente diez veces mayor a la velocidad espera-
da del flujo del fluido. La ecuacién (3.27) es conocida como la ecuacidn de Tait.
Para simular fluidos incomprensibles con bajo niimero de Reynolds también se usa
siguiente ecuacién de estado :

pi = (p — po) (3.29)

Después de actualizar la presion en todas las particulas usando una de las ecuaciones
.de estado descritas arriba, podemos evaluar el gradiente de la presion en la ecuacién
(2.3) en cada particula. Se sigue por la aproximacién (3.23) que:

1y ‘ ,- | _
<—Vpi> =Y m (% + ?i) VWi (3.30)
pi FEN(x;) J P

donde las presiones pi son dadas por la ecuacién de estado f(ox)

Viscosidad A fin de calcular las fuerzas viscosas, primero necesitamos calcular el
tensor de deformacién D; en cada particula %, por la aproximacién (3.17) tenemos:

(Va) = Y 2L (u; - u) ® ViWy
JjeEN(x;) I
1 T
Di =§- ((Vll1,> -+ (Vlli) )

donde v ® w = vwT. Después del célculo del tensor de deformacion, el término de
viscosidad es calculado por la regla (3.22)

<'3‘> Div(e)= Y ﬂ.(a,- -0) VWi, (3.31)

i FEN(x;) PipPj

donde o; = Atr(Dg)I + 2uD; como antes. Note que con este esquema pueden
ser adaptadas expresiones mas generales para la tensién viscosa ¢ y que no son
requeridas derivadas de segundo orden.

Fuerzas externas: El término de fuerzas en la ecuacién del momentum cuenta las
fuerzas externas. Para calcular b;, se puede aplicar directamente el esquema discreto
de aproximaciéon SPH , resultando en:

b= 3 bW (x~x;) (3.32)

JEN(x;) I'J
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esto permite que una fuerza aplicada sobre una particula se extienda a otras dentro
de su soporte. :

Ahora describimos cémo hacer frente a las fronteras. El enfoque clasico es usar
“particulas fantasmas repulsivas”, que son particulas de frontera que rodean la su-
perficie. Si alguna particula cae dentro el radio de influencia de una particula de
frontera, se ve afectada por la fuerza repulsiva. Estas fuerzas repulsivas de frontera
se calculan usando una expresién matematica similar al potencial de Lennard-Jones
utilizado en dindmica molecular(Véase [17]). Por tanto, la fuerza de repulsién sobrev
la particula de fluido ¢ que interacciona con una particula fantasma b es:

12 4 .
T T T;
1 D ((—0) - (—9-) ) L; , para i < 19
Ef(rib) = Tib Tib TS,
¢ 0 , para iy > To

donde D es una constante que depende del problema (y debe ser del mismo orden
de magnitud que el cuadrado de la mayor velocidad de flujo esperada), r;, = x; —
Xb, Tip = ||X; — Xb||.

Tiempo : Después de discretizar las ecuaciones de Navier-Stokes mediante aproxi-
- maciones SPH, resulta en un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden. El desarrollo numérico de este sistema se puede realizar mediante
el empleo de cualquier método numérico estandar para EDO’s. Nosotros usamos el
método del punto medio, pues este método da mejores resultados que el método de
Euler a un costo computacional razonable. Veamos en qué consiste.

Dado el problema de valor inicial:

y(t) = f(t,u(®), yto)=

El método de Euler hacia delante toma la solucién en el tiempo ¢, y avanza hasta
el instante ¢, con el valor de la derivada f(y,,t,) en el tiempo ¢,.

Yntl = Yn + hf(tm yn)

donde h = At. La idea del método del punto medio es tomar ventaja de la informa-
cién de la derivada en los tiempos t,, y t,41 para incrementar el orden de exactitud.
Asi, la derivada en el instante inicial es usada para aproximar la derivada en el punto
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medio de intervalo y este valor es usado para avanzar la solucién al siguiente paso.
Es decir, la aproximacién del método del punto medio se escribe como.

kl = h'f(tm yn) . (333)
1 1 '

kz = hf(tn + Eh, Yn 4+ 5]61) (334)

Yns1 =Yn + k2 (3.35)

Este método también es conocido como el método de Runge-Kutta de segundo orden.

3.1.3.3. La estabilidad del método

Finalmente, la estabilidad del método depende de c6mo es escogido el paso de tiempo
At. Para esto se sigue el criterio de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy(CFL).
Para nuestra integracién temporal tenemos(Segin [17]):

At=01min {ﬁu_h}  (336)

donde ¢ es la velocidad del sonido.

3.1.3.4. Las ecuaciones de Navier-Stokes discretizadas

Puesto que hemos discretizado la masa de fluido en un nimero finito de particulas de
fluido, la dindmica de este sistema es dictada por la forma en que cada particula varia en

el tiempo su posicién, su velocidad y su densidad . Por lo tanto, el comportamiento de
nuestra sistema es descrito por cémo %’{-, %’f Y % son determinados para cada particula a

lo largo de la trayectoria x(t) de esta particula. Por lo tanto, para la particula ¢, tenemos:

o = pi = f(ps)
sz' N ’
7 pi {(V.u;)

1 T
D;=; ((Vu) + (Vuy)T)
o; = Atr(D)I + 2pD;

% == <inz~> + <—1jDiva,~> + (b;) (3.37)

1 (3
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3.1.4. Simulacién del fluido

Un procedimiento recurrente en este algoritmo es la biisqueda de particulas vecinas. Dado
que se usan nicleos con soporte compacto de radio xkh s6lo un nimero finito de particulas
estaran dentro del 4rea de influencia de una particulas dada. La bisqueda de particulas -
vecinas es una tarea pesada y requiere estructuras de datos eficientes que puedan realizar
consultas de particulas que distan entre sf una distancia menor que el radio de influencia
del nucleo. Ejemplos de estructuras de datos para esta tarea son : grids umformes, tablas
hash, -octrees, kd-trees y bsp-trees. : -

Estas estructuras de datos difieren en la complejidad computacional de su construccién o
actualizacién, como también en el consumo de memoria. Estructuras de datos no jerarqui-
cas tales como las grids pueden ser construidas y actualizadas eficientemente, mientras las
estructuras de datos jerarquicas como octrees, son generalmente mas caras de construir y
actualizar, aunque pueden ser bastante eficientes cuando la longitud suave del nicleo es
variable.

El pseudocédigo de la simulacién del fluido con el método SPH se muestra en el Algoritmo
1.

Busqueda de particulas vecinas basado en grids

Este algoritmo se recomienda para los casos en los que el nicleo tiene longitud suave
constante. En esta implementacion, una grid uniforme es construida sobre el dominio del
problema (Figura 3.1). Para nicleos con un radio de influencia «h, el ancho de la celda
serd kh y una celda puede ser identificada a través de su vértice minimo, es decir, el vértice
que posea los valores minimos en las tres coordenadas. Cada celda de la grid esta asociada
con una lista encadenada de todas las particulas que que ocupan una porcién de espacio
dentro de la celda. Dado una grid 3D, un punto (z,y, 2) € R3 es llevado a una celda de
la grid con indice (I, J, K) de la siguiente manera:

rhK) = (L2 12D (3.38)

donde | | representa la menor parte entera. A través del mapeo (3.38) podemos almacenar
las particulas en las listas asociadas a las celdas de la grid. Note que la construccién de la
grid es muy eficiente, porque las particulas son agregadas a las listas en tiempo constante
‘0(1), resultando en una complejidad de construccién y actualizacién de O(n), donde n es
el nimero de las particulas del sistema.

Después de la construccién de la grid, dada una particula i, sus particulas vecinas sélo
pueden estar en la misma celda ocupada por la particula i o en sus celdas directamente
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Algoritmo 1: Simulacién de un fluido mendiante el método SPH.
Entrada: pg, tg, tmazit, \,Niimero de particulas,h
Output: u;
1 Repetir
2 | Bisqueda de particulas vecinas;
3 Para cada particula i hacer
4 | Actualice la presién p; (ec. 3.27)
5 Fin
6
7
8
9

Para cada partzcula i hacer

Calcule la derivada de la densidad (ec. 3. 26)
Calcule la aceleracién (ec. 3.37);
Fin .
10 Para cada particula i hacer
11 Actualice u; y p; con el integrador del punto medio;
12 Si existe condicidn de frontera entonces
18 | ~Generar particulas fantasmas repulsivas;
14 Fin
15 Fin

16 | Actualice At usando la cond1c1on CFL (ec. 3.36);
17 t=t+ At
18 hasta ¢ < tyotal;

adyacentes. Por lo tanto, la bisqueda de particulas que tienen un distancia menor que
kh a partir de la particula i se restringe a 3¢ donde d es la dimensién del espacio. Si el
niimero medio de particulas por celdas es suficientemente pequefio, la complejidad del
algoritmo basado en grid uniforme es O(n). El algoritmo se vuelve menos eficiente cuando
la longitud suave varia en funcién del tiempo, asi el espaciamiento de la red puede no ser
6ptimo para todas las particulas.

3.2. Construccién del proceso de simulaciéon contro-
lada

El sistema de control utiliza otro conjunto de particulas que localmente ejercen fuerzas-
sobre el fluido. Estas particulas de control se generan utilizando una secuencia de formas
objetivo llamado los fotogramas clave (o en inglés, keyframes). Cada particula de control
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Figura 3.1: Bisqueda de particulas vecinos usando una grid uniforme bidimensional con
ancho de celda xh. La region amarilla representa las celdas donde se realiza la biisqueda.

cuenta con fuerzas para atraer el fluido o influir en el campo de velocidad. Estas dos
fuerzas se pueden utilizar para generar una amplia variedad de efectos.

3.2.1. Generacion del dominio del desplazamiento del fluido

Por ser el SPH un método sin malla no hay un dominio explicito. O por lo menos la
formulacién matemética del método no precisa de un dominio. Sin embargo, para evitar
un desborde numérico y lentitud en la simulacién definimos un cubo frontera que serd
el dominio donde todas las particulas interactuardn. Para inicializar la posicién de las
particulas, las situamos en una malla regular, que generalmente es un cuadrado mallado
regularmente. Podemos optar por generar posiciones regulares a partir del mallado del
cuadrado o usar algin algoritmo de niimeros aleatorios. Despues de esta inicializacién la
dindmica de las particulas es gobernada por la dindmica del flujo segiin sus ecuaciones.
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Figura 3.2: Dominio y cuadrado inicilizador de particulas. a) Partfculas geneidﬂaé regu-
larmente a partir de un cuadrado. b) Particulas generadas aleatoriamente a partir de un
cuadrado. ¢) La dindmica de las particulas ya no depende del cuadrado.

3.2.2. Fotogramas claves

Para llevar a cabo simulaciones de fluidos con una visualizacién del flujo de una forma
determinada por el usuario, se usa el paradigma de fotogramas claves, los cuales son
instantes especificos de la animacién deseada, dejando que los otros cuadros (o fotogramas)
sean extrapolados a partir de estos fotogramas claves. Una representacién de fotogramas
de una animacién clasica se muestra en la Figura 3.3. En nuestro caso, los fotogramas
claves son definidos por superficies tridngulizadas que aproximan nuestra animacién en
los instantes deseados. Ademds, estos fotogramas no se extrapolan sino que la transicién
entre fotogramas es gobernado por las ecuaciones del fluido. En un lenguaje formal, dada
una superficie triangulizada S C R3, un conjunto de fotogramas claves para S seria la
familia {L(S,t)}se; con I intervalo compacto, de imigenes de una funcién L : R? x
I — R3. Adem4s, para un control continuo pedimos que L(S,t) sea una transformacién
homeomérfica de S para todo t € I. Si consideramos I como un intervalo de tiempo finito,
es natural identificar L(S,0) = S. El caso 1itil es cuando L es constante salvo un niimero
finito de puntos. M4as adelante se generardn particulas de control sobre estos fotogramas
claves que guiaran el flujo hacia la geometria del fotograma clave.
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Figura 3.3: Fotogramas claves para el salto de una lampara. Al estilo del corto Luxo Jr.
" de Pixar.

3.2.3. Generando particulas de control

Similar a como se hizo para inicializar las particulas de fluido, dada una superficie trian-
gulizada S € R3 utilizamos las caras del fotograma clave L(S,0) como fuentes. Se generan
las posiciones iniciales de las particulas de control en el interior de las caras de L(S,0)
utilizando el método de coordenadas promedio de [15]. Este es un método estable y rapido
que genera una funcién de interpolacién de un conjunto de valores definidos sobre los vér-
tices de una superficie triangulizada. Presenta un excelente desempefio sobre superficies
cerradas. Véase el algoritmo 2.

3.2.4. Atraccion del flujo

Una particula de control p; esté definida por su posicién p;, su velocidad v;, y su radio de
influencia h;. La atraccién del fluido se logra mediante una fuerza que “jala” el fluido hacia
las particulas de control. Con el fin de preservar la mayor parte del comportamiento del
fluido tanto como sea posible, esta fuerza se escala pequefia cuando la regioén de influencia
de la particula de control est4 suficientemente cubierta con el liquido. Sea V. el volumen
de un elemento de fluido ( el volumen de una particula para SPH). Un factor de escala es
definido para la fuerza de atraccién como:

a; =1—min (1, Z VeW (d; e, h))

donde d;, = |p; — X.| es la distancia entre p; y el centro x. del centro del elemento de
fluido e, y W es la funcién kernel asociado a las particulas de control. S6lo para el caso
del control, una funcién lineal de caida de ancho h/2 puede ser suficiente para W.
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Algoritmo 2: Algoritmo de coordenadas promedio para superficies triangulizadas.
Entrada: Vértices p;, f;, error €

1 Para cada vértice p; con valor f; hacer

2 | d;  |lp; — ol

3 Si d; < € entonces

4 l retorna f;

5 Fin

6

7

8

9

u; + (p; — z)/d;;
Fin
8 totalF « 0;
totalW + 0; . :
10 Para cada tridngulo con vértices py, pa, p3 y valores f1, fa, f3 hacer
11 L + |41 — wia]}// fori=1,2,3;
12 | ;< 2arcsen|l;/2];
13 h+« (36;)/2;
14 Si 7 — h < € entonces

15 w; + sen(6;)d;-1d;41;
16 Retorna (3 w; fi)/ (X w;);
17 Fin

18 | ¢ « (2sen|h]senlh — 6;])/(sen[f;i11)sen[f;_1]) — 1;
19 | s « sign[det[ur, uz, ug]]y/1 — ¢

20 w;  (6; — ciy10i-1 — ci—10i+1)/(disen[ei+l]Si—l);
21 total F+ = Y- w; f;;

22 totalW+ = Y w;

23 Fin

24 f, ¢ totalF/totalW,

1 ,d < h/2
W(d,h)=32-2¢ ,d>h/2,d<h
0 d>h

sin embargo, para mejores resultados es comtin usar un kernel spline normalizado con
soporte h. ,
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315 _(p2 _ 3 d<h
W(d, h) — ] 64xh (h d2)
0 ,d>h

Finalmente, las fuerzas de atracciéon que ejerce la particula de control p; en un elemento
del fluido e se obtiene como:

fa(e) Wq Z az (dz es h) (339)

xe”

donde w, es una constante global que define la intensidad de la fuerza de atraccién. Si w,
es negativo, la ecuacién (3.39) resultard en una fuerza de repulsion.

Mientras que la fuerza de atraccién empuja el fluido hacia las particulas de control que
aln no estan cubiertas con fluido, una segunda fuerza es usada para modificar la velocidad
del fluido de acuerdo con el flujo determinado por las particulas de control. Una fuerza
de velocidad por volumen f, para un elemento del fluido e es definido de manera similar
a las fuerzas de atraccion.

£,(€) = wy Y[V — V()W (die, 1) (3.40)

donde v, es la velocidad del elemento fluido e, y w, es una constante que define la influencia
de la fuerza de velocidad. Finalmente, la fuerza total por volumen f(e) que actia sobre
cada elemento del fluido contiene la suma de las fuerzas de atraccién y de velocidad.

£e) = L (€) + fu(e) + £5(e) (3.41)

donde f¢(e) es la fuerza dada por efectos fisicos (por ejemplo, gravedad). Usando f(e)
obtenemos una nueva velocidad v'(e) de un elemento de fluido que se utiliza entonces
para la siguiente etapa de SPH. ' '
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Figura 3.4: a) Fotograma clave para una simulacién de fluido que evoluciona hacia la letra
“P” de la marca Pert, b) Particulas de control generadas a partir del fotograma clave, c)
Las particulas de fluido son atraidas por las particulas de control.

3.2.5. Proceso de control

Generamos particulas de control a partir de una superficie triangulizada, que en nues-
tra aplicaciéon es un fotograma clave. Dada una superficie triangulizada, por el método
de coordenadas promedio de Ju y otros podemos generar puntos(posiciones iniciales pa-
ra las particulas) en las caras de los tridngulos de la superficie mediante la funcién de
interpolacion definida en ese trabajo.
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Fuerzas de atraccién

Generar posiciones

para las particulas - Generar particulas

de control sobre la de control con radio

: de influencia y
superficie en forma o
de “L” movimiento

" Forma
geométrica

Fuerzas de velocidad

Algoritmo de coordenadas promedio de [15]

Figura 3.5: Proceso de generacién de las particulas de control para un fotograma clave
disefiado como la letra “L” en 3D.

3.3. Turbulencia Wavelet en fluidos

En esta seccién detallaremos cémo Kim y otros[16] construyeron una funcién de turbulen-
cia incomprensible de uso eficiente. Esta funcién de turbulencia sera usada para inyectar
detalles finos en una simulacién grosera (con un tamafio de discretizacién pequefio) para
obtener una simulacién visualmente maés fina.

3.3.1. Generando un campo de ruido

La funcién de ruido wavelet w es una funcién escalar, mientras que nosotros estamos
interesados en campos vectoriales. Tal como hicieron Bridson y otros(3] con la funcién de
ruido de Perlin, podemos construir un campo vectorial de divergencia nula tomando el
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w(z)

Figura 3.6: Rotacional sobre un ruido wavelet 2D. Se us6 el MakerNoise del Comprehensive
Perl Archive Network(CPAN) para generar una imagen 2D con ruido wavelet con opcién
de multiresolucién.

rotacional de w. Tenemos, respectivamente los campos vectoriales en 2D y 3D usando:

V x Wop = (%—15-, —%1:—2)-) (342)
ow, B ow, Ows B ow; Owy _ Jws
Oy 0z'09z 8z’ 8 Oy

w=Vxw = ( (3.43)

Utilizamos el caso 3D (3.43). El campo vectorial resultante es incomprensible pues V.w =
8%%17 - %‘% + %’535 - %"515 a%%% - g—%ﬁg = 0 . Este caso requiere tres entradas de ruido
diferentes, lo que hemos denotado como wy,ws ¥y ws. Las funciones de ruido son infini-
tamente derivables pues son una interpolacién B-spline. El campo conserva las mismas
propiedades de banda limite de la sefial original porque la diferenciaciéon es un filtro de
paso alto lineal en el dominio de frecuencias, el cual, por definicién, no agrega nuevas
frecuencias . Esto es suficiente para garantizar que el campo vectorial 2D es banda limite.
Adicionalmente, se observa que la adicién de dos sefiales juntas, también es lineal, por lo

que el caso 3D es también banda limite.

Desde una perspectiva visual, V x w genera un campo vectorial distribuido aleatoriamente
de remolinos de tamaifio fijo estrechamente compactados. En lo subsiguiente, utilizaremos
V x w para generar un campo vectorial de acuerdo con la teoria de turbulencia de Kol-
MOgOrov.
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3.3.2. Modelo Wavelet- Particula

En la dinamica de fluidos pueden pasar dos cosas con los remolinos. Ellos se pueden dividir
a la mitad de su tamaifio original (difusién frontal) o pueden fusionarse en remolinos més
grandes(difusién posterior). Remolinos muy pequefios se pierden debido a la dispersién
numérica o debido al limite de Nyquist. Para generar remolinos de pequefia escala, la
difusién frontal debe ser reproducida de manera que cada remolino grande se divida en
dos pequefios remolinos de acuerdo con la distribucién de energia 5/3 de Kolmogorov. La
energia del remolino se evaliia a partir de la componente espectral del campo velocidad u
en la banda espectral k:

2(k) = Z[a(k)P (3.44)

Para detectar la ubicacién en la que el flujo turbulento se producird, debemos tener en
cuenta tanto la distribucién espacial como la distribucién frecuencial de la energia (es
decir, €(k, z)). La solucién clésica es aplicar la transformada de Fourier con ventana pa-
ra realizar este analisis, sin embargo esta sufre de un compromiso entre las resoluciones
espacial y de frecuencia, que son dependientes del tamafio de la ventana. Kim y otros so-
lucionaron este problema utilizando la transformada wavelet y luego calculando la energia
de cada celda de la malla. Nuestro enfoque consiste en aplicar esta transformada wavelet
con el método de particulas(SPH) como solucionador de la ecuacién 1.49, tal como fue
hecho recientemente por Fujisawa y otros 2011. El método de particulas es un método
lagrangiano. No existe una malla donde se pueda definir explicitamente vecindades de va-
lores. En su lugar, una alternativa seria calcular la transformada wavelet definiendo una
grid que tiene proyectado el campo de velocidad de las particulas, similar a la blsqueda de
particulas vecinas. Sin embargo, esto incrementaria el uso de memoria y tiempo de calculo
y también eventualmente causaria dispersién numérica cuando la velocidad de la particula
se proyecte sobre la celda malla. Por lo tanto, se determina directamente la transformada
wavelet del campo velocidad, que denotaremos con la virgulilla, @ = (%, 9, @), y el espec-
tro de energia, é(s,z), en una escala s tomando una suma ponderada de las particulas
vecinas calculadas utilizando el método SPH ya descrito. '

Generalizando la ecuacién (1.20) para tres dimensiones, tenemos que la transformacién
wavelet de u, a través del eje z, es:

z—a y—b z—c
3 .

ﬁ(s,a,b,c)=-—\}f§///_:u(x)1/}( . part B )dxd?;dé'

donde s es la escala wavelet, a,b y ¢ son valores tradicionales a lo largo de cada eje, y ¢
es la wavelet madre. Luego, la transformada wavelet discreta de la velocidad u;, para la
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particula es i es.

\/_d’sum Z uﬂ/) (mz m] S y] - zj) (345)

S S S

donde Ygum = 3;% y j varia en las particulas vecinas de . Si se utiliza una malla, el
nimero de particulas alrededor de una celda individual es constante. Por €l contrario,
cuando se usa el método de particulas , el mimero de particulas vecinas variara segin la
posicién de la celda y el tiempo, de modo que el valor absoluto de la transformada wavelet
tiende a ser grande cerca de la superficie de un liquido. Esto es porque sélo hay una nimero
pequeiio de particulas en la superficie del liquido y la influencia de una.particula, porlo
tanto, serd grande. Para evitar esto, se introduce 9sum para normalizar el valor. La energxa
de vortlce €i(k) se puede calcular mediante la sustitucién de @ en 3.44.

3.3.3. Modelo con Turbulencia Wavelet-Kolmogorov

Si calculamos e, para cada banda k de ii(x, k) obtenemos un espectro de energfa &,(k).
Uno de los puntos importante de la teoria de Kolmogorov es que el espectro de energia
de un fluido turbulento se aproxima a cinco tercios de la distribucion de energia segin la
ecuacién (1.57) que reescribimos aqui: .

ei(k) = Cedk3 - (3.46)

Donde C'y ¢ son la constante de Kolmogorov y la tasa media de disipacién de energia por
unidad de masa. El exponente de escala —% es valido tanto para el espectro de Fourier
como el wavelet, pues de (1.32), en su versién vectorial, notamos que la variable & no se
altera al pasar de la transformada de Fourier a la transformada wavelet.

Usando nuestra funcién de ruido w, podemos construir proceduralmente un campo de
velocidad que produce esta distribucién de energia. Primero observamos que (3.46) puede
reescribirse, para valores espectrales potencias de 2, como la relaciéon de recurrencia:

winy

e(2k) = e,(k)275 , e,(1) = Ce

Las velocidades se pueden reescribir de forma andloga usando (3.44):
[, 2K)] = [ii(x, k)[27%, [i(x, 1)| = 25C%es (3.47)
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Desde que w(x) es banda limite, puede ser sustituido por fi(x, k). La funcién turbulencia
wavelet de Kim y otros es entonces una versién en serie de (3.47):

o) = 5 w22 6 (3.48)

1=imin

donde [imin,imez] € €l ancho de banda espectral que se aplica a y(x). Estos valores
originalmente tienen sentido para un método euleriano, en nuestro caso queremos generar
una turbulencia particula-escala, y con este fin i,,,, es el didmetro de la particula(anilogo
al ancho de la celda en un método euleriano) e i,,;, es determinado basado en la escala
wavelet s.

3.4. Optimizacién de visualizacion de las imagenes

3.4.1. Generacién de la superficie libre

Aqui queremos generar una superficie poligonal a partir de la simulacién con particulas
- usando isosuperficies. Una isosuperficie de valor ¢ es dada como S = f~(c) = {x €
R3/f(x) = c} donde f : R3 — R es una funcién escalar. La funcién f es definida tal que
un punto X estd en el interior de la superficie S si tenemos f(x) < ¢ y cuando x estd en
el exterior de S tenemos f(x) > c. Luego, para verificar si un punto x éstd dentro o fuera
de una superficie S basta observar el signo de f(x) — c.

La visualizacién de superficies implicitas es realizada con mallas triangulares obtenidas
a través del algoritmo Marching Cubes. Ahora, visualizar superficies con singularidades
como puntas y esquinas, requiere informacién adicional tal como el gradiente de la su-
perficie. El algoritmo Dual marching cubes(DMC) es una extensién del algoritmo de MC
que usa informacién del gradiente para detectar y reconstruir singularidades a través de
una malla adaptativa. La ventaja de las superficies implicitas es su consistencia desde el
punto de vista de no poseer auto-intersecciones y de lidiar intrinsecamente con los cambios
topologicos. ’ '

La captura de la superficie libre del fluido es dado implicitamente a través de la aproxi-
macién SPH de la funcién caracteristica dado por Monaghan en [21]:

xX) = ¥ W (z - ) (3.49)
j€N(z) I
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el isovalor es tomado en [0, 1}, pues el nicleo posee soporte comparto y es particion de la
unidad.

Figura 3.7: Visualizacién de la superficie implicita extraida del modelo Stanford Bunny
constituido de particulas. o

3.4.2. Textura de fluidos

Resolver las ecuaciones del movimiento de los fluidos es s6lo una parte del trabajo en
una simulacién fotorealista de fluidos. Como paso siguiente debemos brindar el color
a cada elemento de la escena: fondo, fluido, otros elementos decorativos, etc. Esta es
otra drea de la computacion grafica que se perfecciona constantemente. Los métodos de
textura-adveccién (line integral convolution, lagrangian-Eulerian advection, lmage-based
flow visualization, etc ) son los estdndares para esta tarea y estdn implementados en el
sistema de materiales del software Blender. Estos métodos permiten texturizar un campo
vectorial o flujo dando la apariencia fotorealista. Aqui no desarrollaremos estos métodos,
pues involucran temas mateméiticos que aumentarian el volumen de esta tesis y nos harian
perder el objetivo central propuesto. Se puede encontrar una descripcién simple de estos
métodos en [23].

3.4.3. Deteccidon de la difusién y distorsion de la forma del flujo

Siendo n el nimero de particulas. La difusién frontal puede ser detectado ponderando y(X)
por é&(x, g—) en lugar de ¢ (g) Esto extrapola a nivel local el espectro de energia con la

misma intuicién como la ec. (3.50). Luego transportamos un conjunto de coordenadas de
textura ¢ = (e, ¢y, Cy) a lo largo del flujo, y evaluamos y utilizando el valor advectado.
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Si detectamos que las coordenadas de textura locales estin causando que y se desvie
fuera de su banda espectral original, ellos son regenerados a los valores locales originales.
Especificamente nosotros estamos advectando remolinos. Cuantificamos la cantidad de
deformacién local mediante el Jacobiano de las coordenadas de textura, que denotamos

J{c(x))-

Para los autovalores /\(c(x)) de J(c(x)), si maz(|A(c(x))])-> 2, desde el punto de vista
fisico, el remolino locizl se ha difundido frontalmente en una banda espectral superior.
Si min(|A(c(x))]) < 5 entonces el remolino ha difundido posteriormente a una banda

inferior. En ambos casos, el remolino ya no es fisicamente (o visualmente) coherente, por
lo que la coordenada de textura deberia ser regenerada. :

3.4.4. Inyeccion de Turbulencias

Usamos minfisculas para denotar variables en la resolucién m4s baja n® y mayidsculas
para resoluciones altas N3. Definimos una funcién de interpolacién I(u, X) que interpola
u en la ubicacién de alta resolucién X , y A(U, D) como la adveccién de D por U.

u — I(u,X) — U(X)
D — A(U, D) — D(X)

Ahora nos centraremos en la sintesis de N3 particulas de un campo de velocidad U. El
método mds simple es la interpolacién de velocidades: U(X) = I(u,X). Esto suaviza
las velocidades de acuerdo con el método de interpolacién usado, pero no genera ninguna

vorticidad nueva(remolino) en la nueva banda espectral [n, —2—] Un método més sofisticado

es calcular la energia e, (%) de los remolinos mas pequefios de u y usamos este valor para
ponderar nuestra funcién de turbulencia([16)):

U(X) = I(u,X) + 2 % ¢, (g) ¥(X) (3.50)

- N
Nosotros s6lo queremos inyectar energfa en la nueva banda [n, —é—] , luego establecemos

N
imin = 092N ¥ tmae = loga— en y(X). Intuitivamente, este enfoque supone que el espectro
de energia de u sigue la distribucién de Kolmogorov, calcula el ltimo valor resuelto,

N
e (%), y lo usa esta para extrapolar energias sobre la nueva banda [n, -5-]
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3.4.5. Velocidad de alta resolucién

Asi como las coordenadas de textura transportadas se estiran y rotan, y también lo hace.
Esto, potencialmente viola la incompresibilidad porque, como las coordenadas de textura
se deforman, las derivadas [w/dc,, dw/de,, dw/dc,] ya no corresponden a las derivadas a
lo largo de los ejes cartesianos [0w/dz, dw/dy, dw/0z]. Las derivadas pueden ser obtenidas
proyectando los ejes cartesianos en el espacio de textura y tomando la derivada direccional.

ow dw dw | o _ [wdwdw
[ama] TeC) ™ v vy vil = [5‘ Z 62]

Las derivadas cartesianas resultantes son entonces usadas en (3.43). Denotamos z(c) a
la funcién de turbulencia modificada que toma una coordenada de textura y realiza esta
proyeccion.

Nuestra ecuacién final para generar un campo de velocidad en alta resolucién es:

UX) = I(u,X) + 2781 (é (x, -’23) ,x) 2(I(c, X)) (3.51) |

Como antes, los valores imin = [0g2N ¥ tmer = logz-—2— se usan para evaluar z sobre las
bandas espectrales apropiadas.

3.4.6. Proceso de control y detalles finos

Una vez generadas las particulas de control segiin los fotogramas claves deseados, podemos
hacer el control del flujo del fluido de manera sencilla haciendo interactuar las particulas
del fluido con las particulas de control. Después de ello el flujo adquiere la forma geométrica
del fotograma clave. Seguido viene el proceso de aumento de detalles finos mediante la
turbulencia wavelet y la visualizacién final mediante algoritmos de renderizacién( textura-
advection, image-based flow visualization, etc). El proceso de control y visualizacién final
para el fotograma clave de la Figura 3.5 se muestra en la Figura 3.8.
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Particulas del fluido

. Campo de veloci- cambian sus veloci-
Particulas de dades con pocas dades

control particulas ) : Estado final de las
particulas del fluido

Descomposicién Célculo de la
wavelet | energia -

Muchas particulas
+ texturizado

Figura 3.8: Esquema. del método de control de fluidos con turbulencia wavelet.

Finalmente, el método de simulacién de fluidos que soporta control de la geometria sigue
los siguientes pasos:

1. Resolver el campo'de velocidades a partir de las ecuaciones del movimiento con
SPH.

2. Actualizar de la posicién y la velocidad de las particulas segtin los fotogramas claves
y particulas de control. :

3. Caélculo de la distribucién de la energia a través del analisis wavelet.

4. Afiadir la funcién de turbulencia wavelet de Kim y otros.
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Figura 3.9: Diagrama de flujo del proceso de simulacién, control y visualizacién de un fluido con SPH.
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Capitulo 4
Resultados y simulacién del proCeso

Para los resultados graficos usamos el software Blender. Este es un proyecto libre de alto
apoyo cientifico con resultados graficos a la altura de softwares comerciales, razén por
la cual es usado como plataforma base para muchos trabajos en Computacién Grafica .
Nils Thiterey, uno de los autores de la turbulencia wavelet[16] y del control preservando
detalles mediante particulas de control[26] implementé estos algoritmos para Blender.

Este software nos permite disefiar nuestras escenas y los fotogramas claves de manera
sencilla y a la vez realizar simulaciones de fluidos teniendo control de los parametros.
‘Adems3s, en su versién 2.63 cuenta con un motor de renderizado 3D (Cycles) que logra
imagenes realistas mediante los Gltimos algoritmos en ese campo. Esto nos ahorré mucho
tiempo en cuanto a la implementacién de los algoritmos tratados en esta tesis y de otros
‘algoritmos necesarios pero no referentes a nuestros objetivos, como son la interfaz de disefio
sensitiva al mouse, algoritmos de visualizacién geométrica en tiempo real, algoritmos
cldsicos de modelamiento geométricos, el algoritmo de coordenadas promedio de [15], los
algoritmos de texturizacién- renderizacién, etc. ,

El sistema es inicializado, para el caso del agua con una densidad py = 1000kg/m3,
viscosidad de u = A = 10~ 3Ns/m y gravedad de g = 10m/s? y para el caso de humo
con densidad de py = lkg/m3.

4.1. SPH

Blender implementa dos algoritmos para la simulacién de fluidos: el Lattice Boltzmann
Method (LBM) y el Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) method (link). El primero
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es euleriano y el segundo lagrangiano.

Figura 4.1: Prueba del sistema de particulas de Blender. Generacién de un fluido viscoso
(color rojo) sobre un obstaculo (palabra BLENDER) con 10000 particulas.

4.2. Turbulencia wavelet

Este software nos permite generar particulas en cada iteracién (nimero de particulas
dindmico). Esto es adecuado para una simulacién de humo sin control. Consideremos 32°
particulas por iteracién. Vamos a testear la diferencia visual entre una simulacién sin
turbulencia wavelet y la misma simulacién con turbulencia wavelet. Esto se puede ver en
la Figura 4.2. Para este caso se considera viscosidad cero (el humo se considera no viscoso)
y como fuerzas externas la gravedad. Un plano horizontal genera las particulas a la razén
mencionada. arriba. '
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Flgura 4.2: Comparacmn humo sin turbulenc1a wavelet(lzqmerda) y con turbulen01a wa-
velet(derecha) 323 partlculas por iteracién, Wavelet B- sphne cuadratlca h

43 . Fluldosm 'Acv.o.n_t‘.ro‘l _,

Segun la formulacmn del mstema (2.4), con N = 10 un cubo umtano formado por 1803
‘particulas de ﬂuldo con las propledades wscosas del agua 'Visualizacién sin textura cris--
talina.



B

Figura 4.3: Cubo de agua que cae. Simulacién sin control.

4.4. Agua con control

Bajo las mismas condiciones anteriores, un cubo unitario de agua que se deja caer y
después se levanta un cubo més pequefio, luego este de desdobla. Se usaron 1802 particulas
y dos superficies S7 y S2, ambas cubos unitarios. Las evoluciones Ly(S,t) y L2(Ss,t)
generan el efecto animado. Comenzaron superpuestos desde abajo del recipiente y fueron
subiendo para luego separarse en el aire. El fluido adquiri6 esa evolucién. Esto se muestra
en las Figuras 4.4 y 4.5. Las particulas de control se generan sobre estas superficies como
ya se explicé. Los parametros fueron n = 1000, h = 0,75, w, = 0,2, w, = 0,3.
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Figura 4.5: Conjunto de fotogramas claves para la Figura 4.4.

Si cambiamos los fotogramas claves del ejemplo anterior por los de la Figura 4.6, las
particulas de control muestreadas alrededor de estos fotogramas claves dan lugar al flujo
mostrado en la Figura 4.7.
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Figura 4.6: Conjunto de fotogramas claves de la Figura 4.7. L(S,0) =cubo unita-
rio sin caras superior e inferior(izquierda), L(S,t) es un encongimiento contimio y
L(S, tina1) =superficie de la derecha. '

Figura 4.7: Cubo de agua controlado con los fotogramas de la Figura 4.6.

Finalmente, terminamos generando un flujo de agua que muestre la palabra LABOSIN. Se
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usaron 2003 particulas de fluido y 1000 particulas de control por cada letra(superficie) con
las propiedades del agua mencionadas al principio. Se usaron 7 conjuntos de fotogramas
como se muestra en la Figura 4.8 y evoluciones L;(S;,.),7 = 1,2, ..., 7 verticales de disefio
elaborado(mediante Blender).

Figura 4.8: Fotograma para elaborar la palabra LABOSIN con agua. Nétese que la letra
B se reemplazé por el nimero 8. Esto pues asi se deja notar un mejor resultado.

El resultado final se muestra en la Figura 4.9.

Figura 4.9: Palabra LABOSIN formada de agua.
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4.5. Permanencia del comportamiento fisico

Agua formada por 180° particulas de fluido interacttia con el fotograma clave de la Figura
3.4. Este ejemplo muestra como esta metodologia de control, usando las ecuaciones fisicas,
nos permite generar efectos visuales manteniendo el comportamiento fisico del fluido. En
la Figura 4.10, por ejemplo, variando el radio de influencia h;, la intensidad de atraccién
w, y la influencia de la fuerza de velocidad w,, se logra el efecto visual de la letra “P” de
la marca Peri con diferentes versiones de flujo de agua, lo cual es complicado de hacer
con la edicién manual de una fotografia.

Figura 4.10: Comparacion de las diferentes versiones de control para el fotograma de la
letra “P” de la marca Perd y un objeto similar con la textura de agua. a)h = 0,75; w, =
0,2; w, = 0,2 b)h = 0,8; w, = 0,1;w, = 0,3 ¢) h = 0,1;w, = 1;w, = 0,5 d) Objeto 3D de
la letra “P” de la marca Perd con la textura de agua.

4.6. Conclusiones y comentarios

Se ha logrado alcanzar los siguientes objetivos: Se encontré numéricamente la velocidad
usando el método SPH, en la cual se ha considerado la ecuacién de estado de [2] para obte-
ner la presion con respecto a la densidad. Se ha construido el algoritmo de control basado
en fotogramas claves y particulas de control y se construyé una funcién de turbulencia
junto con el algoritmo de inyeccién de ésta para agregar detalles finos a la simulacién con
un nimero de particulas bajo. Se desprende de este trabajo que:
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1. Es posible realizar simulaciones de fluidos con un comportamiento no fisico diverso
mediante la técnica de los fotogramas claves y las particulas de control. Sin embargo,
una vez satisfecho el fotograma clave esta técnica conserva el comportamiento fisico
del fluido y ese es el punto importante de este enfoque, pues queremos que un fluido
adopte cierto comportamiento, pero que siga siendo un fluido. Un control sobre
fluidos que obvie totalmente el comportamiento fisico de estos y que sélo busque la
visualizacién de la textura deberia de hacerse por otros métodos.

2. El método de la turbulencia wavelet aproxima los componentes de alta frecuencia de
U como una turbulencia. Si bien esto puede producir resultados aceptables, ya que
y(x) es ponderada globalmente, esto puede producir pequefios remolinos esponté-
neos en las regiones donde no hay precursor de escala mas grande. La ponderacion
deberia, en lugar de variar espacialmente, ser afiadida con la turbulencia sélo cuando
un remolino en u se disperse frontalmente en una frecuencia irresoluble previa.

3. Sobre la complejidad computacional, para los métodos lagrangianos, esta es, ge-

neralmente, O(n?), donde n es el nimero de particulas. Se puede mejorar usando - |

implementaciones especiales en la bisqueda de particulas vecinas, pero no se llega a
una complejidad lineal. Para el proceso de fotorealismo, casi todos los pasos ocurren
sobre las n3 particulas, usando las N3 particulas sélo al final para la generacién de
U y adveccién de D. El algoritmo requiere seis matrices adicionales de tamafio n®:
c, min(|A|), maz(JA|) y €. Los valores de J pueden ser descartados una vez que A es
calculado. Si A(U, D) es implementado usando un esquema semi-lagrangiano, sélo
D es instanciado explicitamente porque cada U(X) se pierde después de calcular
D(X). Como se usan particulas para seguir la densidad, D explicito es innecesario
y se consigue un uso de la memoria O(n?).

4. Los obstaculos no son muy usados en nuestras simulaciones, sin embargo, pueden
ser incorporados con menores modificaciones. El principal problema es que, si las
velocidades dentro de un obsticulo son puestos a cero, la discontinuidad en u puede

provocar un salto en &(x, g) Para evitar esto se extrapola valores de energia a par-
tir del borde del obstdculo hacia adentro usando el método de marcha rapida(fast
marching method) antes de calcular é(x, g—) Para dar un control de usuario sobre
la turbulencia, y puede ser ponderada por una funcién volumétrica arbitraria v(X)
ademas de é(x, %) Un usuario puede amplificar la turbulencia en las regiones esta-
bleciendo v(x) > 1 o puede suprimir detalles especificando v(x) < 1. En cualquier
caso, el valor inicial &(x, g) proporciona una buena configuracion predeterminada.
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Apéndices A
Lista de términos

1. Adveccién: Es variacién de una cantidad escalar en un punto dado, por efecto de
un campo vectorial. Por ejemplo: el transporte de una sustancia contaminante por
la corriente de un rio, el transporte de una propiedad atmosférica, como el calor
o la humedad, por efecto del viento o el transporte de ciertas propiedades, como

" la salinidad, por las corrientes marinas. En coordenadas cartesianas el operador
adveccién es:

0 0 0
uV = uxa—x —+ uygg; + uz-é-;

‘donde u = (ug, uy, ;) es el campo vectorial que transporta la cantidad escalar.

2. Aliasing: En Computacién Grafica , el aspecto escalonado de lineas diagonales
cuando no hay suficientes pixeles en la imagen o en la pantalla para representarlos
realistamente. También llamada “stair-stepping” y “jaggies”!.

3. Fast Marching Method: El método de marcha rapida es un método numérico
para resolver problemas de frontera de la forma:

F@)|VT(3)| = 1

Tipicamente, dicho problema describe la evolucién de una curva cerrada, como una
funcién del tiempo con velocidad en la direccion normal a un punto de la curva. La
funcién de la velocidad es especificada, y el tiempo en el que la frontera cruza un
punto se obtiene resolviendo la ecuacion. :

'http://computer.yourdictionary.com/
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. Marching Cubes Method: Es un algoritmo usado en computacion grafica, pu-
blicado en los procedimientos de SIGGRAPH 1987 por Lorensen y Cline, para la
extracciéon de una malla poligonal de una isosuperficie a partir de un campo escalar
tridimensional.

El algoritmo procede a través del campo escalar, tomando ocho vecindades a la vez
(por lo tanto formando un cubo imaginario), entonces determina el(los) poligono(s)
necesarios para representar la parte de la isosuperficie que pasa a través de este
cubo. Los poligonos individuales se fusionan en la superficie deseada. Un método
analogo de dos dimensiones se ilama el algoritmo marching squares.

. Metaballs: Es el nombre de una técnica de Computacion Grafica para simular
la interaccién orgénica entre diferentes objetos n-dimensionales (como gotas de miel
mezclandose por su superficie). Fue propuesto por Jim Blinn en 1982.

. Motor de renderizado: En general, el motor de renderizado o motor de interpre-
tacidn, es cualquier software que se encarga de interpretar y representar contenido.
Puede ser un motor de renderizado web o un motor de renderizado 3D. Para el
primer caso, el motor permite mostrar en pantalla contenido con estilo, estructura y
forma de acuerdo a contenido marcado e informacién de formateo. Para el segundo
caso, el motor permite generar una imagen a partir de un modelo 3D interpretando
la informacién geométrica, de materiales y de iluminacién de la escena.

. Shader: Un shader es un programa de computadora que corre sobre la Unidad de
procesamiento grafico(GPU) de manera independiente. Es una tecnologia reciente y
que ha experimentado una gran evolucién destinada a proporcionar al programador
una interaccién con la GPU hasta ahora imposible. Los shaders son utilizados para
“sombrear” con una luz y oscuridad una imagen y actualmente también para realizar
transformaciones y crear efectos especiales. :

. Texture Advections Methods: En computacién grafica, los métodos de advec-
cién de texturas son una familia de métodos para visualizar densamente campos
vectoriales o flujos. Los cientificos pueden utilizar las imégenes y animaciones crea-
das para comprender mejor estos flujos e investigar sobre ellos. En comparacién a
las técnicas que visualizan lineas de corriente, streaklines o lineas de tiempo, los
métodos de esta familia no necesitan ningin punto semilla y puede producir una
imagen completa a cada paso.

Los métodos de esta familia tienen en comiin que curvan una imagen completa (o
textura) de acuerdo con el flujo para crear una nueva imagen que estd deformada
por el flujo. Si eso se hace en intervalos de tiempo suficientemente pequefios y con
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suficiente frecuencia, las imdgenes se pueden combinar para crear una animacién
visual del flujo. ’
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Apéndices B

Caodigos

B.1. SPH

Existen muchas implementaciones eficientes del método SPH. Una de las més conocidas es
Fluids v.2, de Rama Hoetzlein, un simulador de fluidos de cédigo abierto, basado en SPH
y escrito en C++. Nosotros mostramos un cédigo simple no optimizado de los procesos
importantes del método SPH segiin fue desarrollado en el capitulo anterior.

#include <math.h>

#include <string.h>

#define FOR_EACH_PARTICLE for (i=0; 1<N++1){

#define END FOR, FACH PARTICLE }

#define FOR_EACH_PAIR for (i=0;i <(N-1);++1i){for (j=i+1;j<Ni++j){
#define END_FOR_FACH PAR }}

float W(float h, float dx, float dy) {
static const float r2pi = 0.15915494309189535f;

float rh2 = 1.0f / ( h % b );
return r2pi x th2 x exp( — 0.5f % rh2 % ( dx * dx + dy = dy ) );

}
void gradW(float h, float dx, float dy, floatx gradWx, float= gradWy)

float scale = — W(h, dx, dy) / ( h = h );
xgradWx = scale x dx;
xgradWy = scale x dy;

}
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void wGradW(float h, float dx, float dy,
floatx w, floatx gradWx, floatx gradWy) {
xsw =W(h, dx, dy); -

- float scale =— (*w) / ( h * h );
xgradWx = scale x dx;

xgradWy = scale x dy;

}

void computeDensities( float h, float m, unsigned int N,
float* x, float* y, floatx rho ) {
register unsigned int i, j;

float Wh = W(h, 0.0f, 0.0f);
FOR_EACH_PARTICLE

rho[i] = Wh;

END_FOR, EACH_PARTICLE

FOR_EACH_PAIR

Wh=W(h, x[i]-x[i], y[il-y[i]);

rho[i] += Wh;

rho[j] += Wh;

END_FOR._EACH_PAIR

FOR._EACH_PARTICLE

rtho[i] *= m;

END_FOR. EACH_PARTICLE

}

void computeStressTensors( float h, float m, float lambda, float mu,
unsigned int N, floatx rho, floatx x, floatx y, floatx u, floatx v,
float* s11, floatx s12, float* s22 ) {

register unsigned int i, j;

float twomu = mutmu, gradWx, gradWy, du, dv;

float d11, twodl2, d22, lambdaTrD;

float sllrho, sl2rho, s22rho, rrho;

memset(sll, 0, N % sizeof(float));

memset (s12, 0, N x sizeof(float));

memset (s22, 0, N x sizeof(float));

FOR_EACH_PAIR : :

gradW(h, x[i]-x[j], y[i]-y[i], &egradWx, &gradWy);

du = ulj]-uli];

dv = v[j]-v[il];

dll=du * gradWx;
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twod12=du * gradWy + dv x gradWx;
d22=dv * gradWy;

lambdaTrD=lambda = ( d11 + d22 );
slirho = lambdaTrD + twomu * di1;
s12rho =mu x twodl2;

s22rho = lambdaTrD + twomu * d22;
rrtho= 1.0f / rholj];

s11[i] += sllrho * rrho;

s12[i] += sl2rho * rrho;

§22[i] += s22rho * rrho;

rrtho= 1.0f /rholi];

s11[j] += sllrho x rrho;

s12[j] 4= sl2rho * rrho;

s22[j] += s22rho * rrho;

END. FOR,_ FACH_PAIR

FOR,_EACH PARTICLE

s11[i] *= m;

s12[i] *= m;

§22[i] *= m;
END_FOR,_FACH_PARTICLE
}

void addAccelerations( float h, float m, float B, float n, float rhoO,
unsigned int N, floatx rho, floatx x, float*x y,

float* sil, float* s12, floatx s22, floatx f, float*x g ) {
register unsigned int i, j;

float Wh, gradWx, gradWy, rrhoi, rrhoj, pi, pj, scale, a, b;
FOR_EACH_PAIR

wGradW(h, x[i]-x[j], yli]-y[j], &Wh, &gradWx, &gradWy);
rrhoi = 1.0f / rholi];

rrhoj = 1.0f / rho[j];

/* Ecuaciones de Estado x/
pi = (1.0f+B)*pow(.rho[i]/rhoO,n)—B;
pj = (1.0f4B)*pow(rho[j]/rho0,n)-B;

scale =m * ( pi * rrhoi * rrhoi + pj * rrhoj * rrhoj );
a = — scale x gradWx;
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b = — scale x gradWy;

fli] += a; f[j] += —a;

gli] +=b; g[j] += —b;

scale = m x rrhoi * rrhoj; _
a = scale x ((sll[i]+s11{j])*gradWx + (s12[i]+s12[j])*gradWy);
b = scale * ((s12[i]+s12[j])*gradWx + (s22[i]+s22[j])*gradWy); .
fli] += a; f[j] 4+= —a;
gli

END_FOR._ FACH PAIR

}

void enforceBoundaryConditions( float dt, float epsilon, float h,
floatx x, floatx y, float*x u, floatx v ) { '

float x0 = (*x) — dt * (*u);

float y0 = (xy) — dt * (xv);

float gap = 0.75f % h;

if ( (*x) < 0.0f+gap ) {

*x = 0.0 f4+gap;

xu = —epsilon * ((*x) — x0) / dt;

} |

if ( 1.0f—gap < (*x) ) {

*x = 1.0f—gap;

xu = —epsilon * ((xx) — x0) / dt;

}.

if ( (xy) < 0.0f+gap ) {

xy = 0.0f+gap;

*v = —epsilon * epsilon * ((xy) — y0) / dt;

}

if ( 1.0f—gap < (xy) ) {

xy = 1.0f—-gap;

xv = —epsilon * epsilon * ((xy) — y0) / dt;

} .

if ( x0 <= 0.5f && 0.5f < *x+gap && 0.125f < yO+gap ) {
*x = 0.5f—gap;

xu = —epsilon * ((*x) —x0) / dt; *

'} else if ( 0.5f <= x0 && *x—gap < 0.5f && 0.125f < yO+gap ) {
*x = 0.5 f+gap;
xu = —epsilon * ((*x) —x0) / dt;
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}
}
void step( float dt, float h, float m, float lambda, float mu, float er
float B, float n, float rho0, unsigned int N, floatx rho, :
float* x, floatx y, floatx u, floatx v, floatx f, floatx g,
floatx sl11, floatx s12, floatx s22 ) { ‘
computeDensities( h, m, N, x, y, rho );
computeStressTensors( h, m, lambda, mu, N, rho,
X, ¥, u, v, sll, s12, s22 );
addAccelerations( h, m, B, n, rho0, N, rho,
x, y, sl1, sl12, 822, f, g );
register unsigned int i;
FOR,_EACH_PARTICLE
] +=dt * f[i];
v[i] 4= dt x gli];
] += dt * uf[i];
] 4= dt = v[i];
enforceBoundaryConditions( dt, epsilon, h, &x[i], &y[i], &uli], &v][i]
- END_FOR, FACH_PARTICLE ’
}
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