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Resun1en 

Es conocido que toda matriz real semi-definida positiva es un caso particular 

de un operador monótono, también que toda matriz real simétrica semi-definida 

positiva es un caso p-aJ·ticular de un operador ciclicamente monótono. Motivados 

por el concepto de p-monotonía introducida en [5] o r-ciclicidad monótona 

introducida en [12], introducimos el concepto de ciclicidad de orden p dentro 

de las matrices cuadradas semi-definidas positivas, permitiendonos clasificarlas. 
Mostramos en ésta tesis que todo operador multivalv.ado lineal casi-monótono es 

monótono e introducimos el concepto de ciclicidad en monotonía generalizada 

y terminamos comprobando que para el caso lineal, la ciclicidad en monotonía 

generalizada es la misma que la ciclicidad en monotonía. 
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Introducción 

Aproximadamente en los años 60 se introduce el concepto de monotonía. En 

esas epoca.s, el matemático italiano Guido Stampacchia, utiliza la monotonía, 

para resolver un problema sobre ecuaciones diferenciales parciales. Luego, se 

utilizo dicho concepto para resolver otros tipos de problemas, como por ejem

plo: Desigualdades vario.cionales, Problemas de complementariedad, Problemas 

de equilibrio, Equilibrios de mercado, Tráfico de equilibrios, etc. El lector intere

sado puede revisar la siguiente referencia [7] para ver estos y otros problemas. 

Así, el concepto de monotonía fue extendido y conocido en la actualidad co

mo la monotonía generalizada, es decir pseudo-monotonía, casi-monotonía, etc, 

también para. resolver ciertos problemas, como los mencionados anteriormente. 

Por un lado, es conocido que toda. función diferenciable f : lR" --l lR es con

vexa si y solo si su gradiente V' f : JR" --l JR" es un operador monótono. Pero 

no todo operador monótono proviene del gradiente de una función convexa, por 

ejemplo el operador T : JR 2 --l JR2 definido por T(x, y) = (-y, x) es monótono 
pero no proviene del gradiente de una. función convexa. También, es conocido 

que todo operador de la. forma T(x) = Ax +bes monótono si y solo si A es una 

matriz semi-definida positiva. La condición para que T provenga del gradiente 

de una función convexa es la simetría de la. matriz A. Luego, en los trabajos 

[5, 12] se introdujo sobre la familia. de operadores de la forma. T(x) = Ax, 

lineales, en espacios finitos dimensionales el concepto de monotonía cíclica de 

orden p natu.ml, donde el mayor orden de ciclicidad define el indice de simetría 
de la matriz A. También es conocido que todo operador lineal, es casi-monótono 

si y solo si es monótono. 

Por otro lado, un operador multivaluado A : X :::::¡ X* es llamado lineal si su 

gráfico, {(x,x*) E X x X*: x* E A(x)}, es un subespacio vectorial de X x X*, 

donde X es un espacio de Banach y X* es su dual topológico, extendiendo 

asi a los operadores lineales. Así, las dos propiedades más resaltantes de los 

operadores multivaluados lineales son 

- A(O) es un subespacio vectorial de X*, 

- A(.T) = x* + A(O) para todo (x,.T*) en el gráfico de A, 

que pueden ser vistos en [4]. Además si el opera.dor multiva.Juado es monótono, 

se deduce que 

donde dom (A) = {:r: E X 

Bauschke et al. en [3]. 

A(O) ~ dom (A).L, 

A(x) i= 0}. Este resultado fue probado por H. 

1 
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En ésta. tesis probaremos que todo operador multivaluado lineal es casi

monótono si y solo si es monótono. Luego, introduciremos el concepto de ciclici

da.d de or~en natural en monotonía generalizada para operadores multivaluados. 

Seguido comprobaremos que para el caso lineal ciclicida.d en monotonía general

izada. se reduce a ciclicida.d en monotonía, de la siguiente manera. Todo operador 

multivaluado lineal A : X:::::¡ X*, posee una selección lineal Ao : dom (A) --+X*. 
De manera que si además A es casi-monótono con ciclicidad de cierto orden, en

tonces también lo sera Ao. Lo que nos permite, restringirnos al caso de operados 

punto a punto (o univaluados). Tomando como primer caso los espacios finitos 

dimensionales, observamos que todo operador lineal tiene una representación 

matricial dependiendo de las bases escogidas y que todas las representaciones 

matriciales estan relacionadas via semejanza y dado que monotonía es equiva

lente a la propiedad de semi-definida positiva. Estudiaremos como primer caso 

las matrices semi-definidas positivas. Seguido y por último su extensión al caso 
infinito dimensional. 

La tesis esta organizada en tres capítulos, la primera parte donde fijaremos 

las notaciones y enunciamos los resultados más relevantes que usaremos para 

el desarrollo de la misma. En el Capítulo 2 clasificaremos a las matrices semi

definidas positivas según su ciclicidad. Finalmente, en el Capítulo 3, presentamos 

nuestra definición de ciclidad para monotonía generalizada. 



Capítulo 1 

Preliminares y notaciones 

En este capítulo presentamos las herramientas y notaciones que necesitamos 

para desarrollar esta tesis. Comenzando por el álgebra lineal, recordando las 

definiciones de espacio vectorial, transformaciones lineales y la.s matrices, segui

do del análisis funcional donde veremos la definición de espacios de Banach, 

recordando para ello la definción de espacios topológicos y espacios métricos 
completos. Terminamos este capítulo con el análisis multivaluado, donde dare
mos la definición de un operador multivaluado y consideraremos dos operadores 

en particular, uno de ellos extiende el concepto de transformaciones lineales, 

aqui llamados operador·es multivaluados lineales, y el otro es la monotonía gen

eralizada. 

1.1. Álgebra lineal 

Un Espacio vectorial sobre un cuerpo I<, es un conjunto X, en el que se 

han definido dos operaciones: 

Una interna + : X x X -+ X llamada adición, la cual a cada par (x, y) E 

X x X le asocia un elemento de X denotado por x +y que cumple las siguientes 

condiciones: 

1) x +y= y+ x para todo x, y E X (propiedad commutativa); 

2) (x +y)+ z = x +(y+ z) para todo x, y, z, E X (propiedad asociativa.); 

3) Existe un elemento denotado por O tal que: 

x +O= x para todo x E X (elemento neutro); 

4) Para. todo x E X existe un elemento -x E X tal que 

.T + ( -x) = O (inverso aditivo). 

La. otra. operación, externa · : J{ x X -+ X, llamada multiplicación escalar, 

la cual a cada par (o: .. x) E ]{ x X le asocia. un elemento de X denotado por o·· x 

(o simplemente ax) que cumple las siguientes condiciones 

1) 1 · .T = x para. todo .TE X; 

3 



4 CAPÍTULO l. PRELIMINARES Y NOTACIONES 

2) a(/3x) = f3(ax) para todo a, /3 E K y todo x E X; 

Las operaciones interna y externa estan relacionadas por las siguientes leyes 

distributivas: 

(a + f3)x = ax + {Jx y a'(:r; +y) = ax + (3y 

para todo x, y E X y todo a,, /3 E K. 

Donde K es un cuerpo. En el caso K = lR: diremos que es un espacio vectorial 

real 

Ejemplo l. l. 1R71 con la suma de coordenadas y producto por un escalar usual 

es un ejemplo clásico de espacio vectorial real. 

Un subconjunto \1 de un espacio vectorial X es llamado subespacio vectorial 
de X, si V con las operaciones de suma y multiplicación escalar de X es un 
espacio vectorial. 

Sea U un subconjunto del espacio vectorial X. El subespacio vectorial gener

ado por U, denotado por spanU es, por definición, el conjunto de todas las 

combinaciones lineales 

donde u1, · · · ,um E U. 

Sea X un espacio vectorial. Se dice que un conjunto U <; X es linealmente 
independiente si ningún vector u E U es combinación lineal de otros vectores 

de U. Para. evitar ambigüedades, si U tiene un único elemento v. # O, se dice 
que U es linealmente independiente. Cuando U es linealmente independiente se 

dice también que los elementos de U son vectores linealmente independientes. 

Una base de un espacio vectorial X es un conjunto B <; X linealmente inde

pendiente que genera X, i.e. spanB = X. 

Se dice que un espacio vectorial X tiene dimensión finita si admite una base B 
con un número finito de elementos. Este número, que es el mismo para todas 
las bases de X, se llama la dimensión del espacio vectorial X. Por extensión, 

se dice que el espacio vectorial X= {O} tiene dimensión cero. 

Dados X e Y espacios vectoriales reales, una transformación lineal de X en 

Y, es una aplicación T : X -7 Y tal que 

T(o,x + /3y) = crT(:r) + /3T(y) 

para todo x, y E X y todo a, /3 E R En el caso en que Y = JR, T será llamada 

funcional lineal. 

Asociado a un espacio vectorial real X, consideramos el conjunto 

X' := {T: X -7 lR; Tes funcional lineal} 

el cual provisto de las operaciones: 

+:X' X X' -7 xl (TJ + T2)(x) = T] (x) + T2(x) para todo,{; E X 
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y 

·:IR x X'---) X', (a· T2)(x) =o~· T2(x) para todo x E X 

es un espacio vectorial real llamado el espacio vectorial dual (algebraico) 

de X. 

Un producto interno en un espacio vectorial X es lineal por la izqv.ierda, 

hermítiana y positiva en X. Más precisamente, un producto interno es una 

función X x X ---) K, que a cada par de vectores x, y E X le asigna un elemento 

de K, (.-r, y), llamado producto interno de x por y, de modo que sean válidas 

las siguientes propiedades, para cualesquiera x, y, z E X y a E K 

l. Linealidad por la izquierda: (o·x +y, z) = a(x, z) + (y, z). 

2. hermitia.nicidad (x,y) = (y,x). 

3. Definida positiva: (x,x) 2: O, y (x,:r) =O si y sólo si x =O. 

En el espacio euclidiano IR11
, el producto interno canónico de los vectores 

x = (x1, · · · , Xn) e y = (yJ, · · · 1 Yn) se define por 

n 

(x 1 y) = ¿x;y;. 
i.=l 

Este es el producto interno que consideraremos en IR". 

Otro ejemplo de espacio vectorial son las matrices que veremos a continuación. 

Matrices 

En general una matriz m x n, o de m filas y n columnas es un ordenamiento de 

números tal como: 
a.n a12 a.¡, 

0.21 a22 a2n 

donde a.;.i E K para 1 :::; i :::; n y 1 :::; j :::; m., cuya ubicación es única. 

Por comodidad las matrices se denotan con letras mayúsculas tales como A... B, C, · · · 

etc y sus componentes con las minúsculas. Así: 

El conjunto de matrices m x n con coeficientes en K, se denota. con Km xn. Donde 

!-<.." significa. para nuestro estudio IR o IC. En el caso general K es cualquier cuerpo. 

J{mxn está. provista. de las operaciones de suma y producto por un escalar 1 

en forma análoga a IRn Es decir, si A= [a.;j), B = [b;j), son elementos de Kmxn 1 

entonces: 

A+B 
.AA 

[a.;j + b;.iJ E ])_"mxn 

[.Aa.;j], 'i .A E J( 
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con estas operaciones I<mxn es un espacio vectorial sobre I<; donde el opuesto 

de A es -A= [-a.;_i] y la matriz cero es O= [0]. 

Existe el producto de matrices bajo ciertas restricciones, el cual es como 
sigue: Si A = [a.;j] E /\"m xn y E = [b.it] E K" xp entonces 

AE = [e- J E J-(mxp 1.t ) 

7l 

donde Cit = 2:: a.;jbjt· 

.i=l 

El producto de matrices tiene las siguientes propiedades: 

l. (AE)C = A(EC) es asociativo. 

2. A(E + C) = AE + AC es distributivo con respecto a la. suma.. 

3. AE o/ EA en general, es decir no es commuta.tivo. 

La transpuesta de A = [a.;.i] E Kmx 71
, es por definición A t = [a.i;] E K" x m. 

Si A E cmxn, denotaremos por A a. la matriz [a;j], donde a;j es el conjugado 

de a;j. Además definimos A* = At. 

El conjunto de matrices cv.a.dra.da.s Knxn, tiene importantes propiedades, por 

ejemplo el producto se efectua. sin restricciones, se puede definir el concepto de 

matriz inversa, etc. 

Para. cada. n, existe una matriz llamada Identidad, que es: 

1 o o o 
o 1 o o 

In= o o l o 

o o o 

y tiene la. propiedad: Al, = 1, A = A, para toda matriz A en !{" xn 

Una matriz A E J{nxn diremos que es inversible si existe otra. matriz E E 

gnxn tal que AE =EA= 1,. En este caso diremos que E es la. inversa. de A. 

Existen muchas familias de matrices que tienen una denominación pru·tic.ular 
que podemos sefiala.r: Dado A= [a.;.j] E R:nxn, se dice: 

l. Diagonal si, a.;._¡ = O Vi# j 

2. Triangular superior si, O.ij = O Vj < i 

3. 'J}iangular inferior si, a.,..i = O Vi< j 

4. Simétrica si, At =A 

5. Antisimétrica. si, A 1 = -A 

6. Ortogonal si, A1A = 1, 
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Si A= [a;j] E C'x" se dice: 

l. Hermitiana si, A* =A 

2. Antihermitiana si, A' =-A 

3. Unitaria si, A'A = !, 

4. Normal si, A*A =AA' 

Un tipo particular ele matrices que estudiaremos son la~ matrices de rotación 
en JR 2 x2 . Es decir, consideraremos las matrices del siguiente tipo 

R = [ a. -b ] 
b a. 

con a., b números reales tales que a2 + b2 =f. O. Así podemos asociar a. este tipo 

ele matrix un ángulo e que cumpla. las siguientes condiciones 

luego 

Denotando 

a 
cose= .Ja2+b2 y sene = 

Ja.2 + b2 

b 

R = J a 2 + b2 [ cose 
sen e 

-sene ] . 
cose 

R [ 
cose 

e-- sene 
-sene ] 
cose 

tenemos que R = J a.2 + b2 Re. Ahora, no es dificil verificar, haciendo las cuentas, 
que en JR 2 , para. cualquier v0 E JR2 se verifica sin mucha complicación es 

Una propiedad que se observa. de las matrices de rotación es la siguiente: 

Re+ m = 2cos(e)J 

es decir la suma de dicha matriz de rotación con su transpuesta es un multiplo 
de la identidad. Más aún no es dificil ver que toda matriz de rotación es normal. 
En general, si consideramos A E cnxn con la propiedad 

A+A*=I. 

Podemoms deducir que 

AA*= A(I- A)= A- A 2 = (I- A)A = A*A 

es decir, A es normal. 

Sea A una ma.trix de orden n x n. Entonces el escalar A es un autovalor de 

A si y sólo si A - Al no es inversible1 . Sea x E !{". Entonces .T es llamado un 

autovector correspondiente al autovalor A si y sólo si (A - AI)x =O. 

1 La'S n1atrices no inversibles son conocidas en la literatura tan1bién como singulares 
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Desde que A- ).J es singular si y solo si existe x no nulo tal que (A- >.I)x =O, 

Ax = Ax. Observemos que para un autovector x de A, Ax es un multiplo escalar 

de x. 

Considera~ndo ahora la matriz Re como una matriz compleja de IC 2 , podemos 
observar que tiene autovalor 

).. = cose + isene. 

El siguiente resultado es conocido como el Teorema. Espectral. 

Teorema 1.2. Sea A E !Rnxn v.na. matriz simétrica. Existe una. base ortonormal 

{ 11.¡, · · · , 11.11 } t:;; 1R71 formada por autovectores de A. 

La prueba de dicho resultado es el Teorema 13.6 que puede verse en la pagina 

186 del libro [9]. 

Una matriz A E lR"x" se llama semi-definida positiva si (Av, v) ;::: O para 

todo vE 1R71
• 

Sea ).. E lR un autova.lor de la matriz semi-definida positiva A y v su correspon

diente autovector, entonces >.(v, v) = (Av, v) = (Av, v) ;::: O, por tanto ).. ;::: O. 

Concluyendo que todos los autovalores de una. matriz semi-definida. positiva son 

no negativos. 

Por otro lado, si todos los autovalores de una matriz simétrica A son no neg

ativos, tenemos que para la base ortononnal { v1 , · · · v,.} t:;; 1R11 formada. por 

autovectores de A (que existe gracias al Teorema 1.2), con Av; = A;v;. Para 

cualquier vector v E 1R71
, se tiene que v = o.1 v1 + · · · + a11v 11 , luego 

(
n 11 ) (" n ) 11 (Av,v) = ~a;Av;,~a.;v; = ~a.;A;v;,~a.;v; = ~A;a.~;::: O. 

•=1 1=1 1.=1 1.=1 t=l 

Lo cual muestra. que A es una. matriz semi-definida. positiva. 

Como conclusión tenemos que toda matriz simétrica es semi-definida positiva si 

y solo si sus a.utovalores son no negativos. 

Supongamos que las bases U = { u1, · · · , 11.n} y U' = { 11.~, · · · 11.~} son bases 

ortonormales de 1R71
, es decir de vectores unitarios ortogonales dos a dos. La 

matriz P = [Pi.i] que cumple: 

11 

Vi= 1, · · · , n 11.; = ~PJoi11·k, 
k=l 

es conocido como la matriz de paso de U a U', es una matriz ortogonal. En 

efecto, para cualesquiera i, .i = 1, · · · , n tenemos 

11 

u;= LPki11·k Y 11j = LPkjuk, 
k=l k=l 

71 

luego (11.;, v.j) = LPkiPicj· por tanto pt.p = I. 
k=! 
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Como una consecuencia del Teorema 1.2 (Teorema Espectral) tenemos, para 

toda matriz simétrica semi-definida positiva, existe una base ortonormal U, de 

manera que la matriz de paso P de la base canonica { e1 , · · · , e,} a U, satisface 

que 

donde los .A; son los autovalores de A no negativos. 

Presentamos a continuación el siguiente resultado que es el Teorema. 14.3 que 

puede verse en la pagina 211 de [9]. 

Proposición 1.1. Sea A una. ma.triz ortogonal de !Rnxn_ Existe una. matriz de 

paso ortogonal P tal que 

1 

1 

-1 

PtAP= -1 

coso1 sena1 

-seno1 cosa1 

cosa,, senak 

-senak cosak 

El siguiente resultado esta presentado como el Teorema 15.1 en la pagina 186 

de [9]. 

Teorema 1.3. Sea A v.na matriz norm.a.l de !Rnxn. Existe una matriz de paso 

ortogonal P tal que 

A,. 

ptAP = 0'¡ -{3¡ 

{3¡ O¡ 

donde lo elementos omitidos son igua.les a cero. 

a S 

El último resultado nos dice que A puede ser "llevado" a una matriz diagonal 

por bloques. Podemos deducir del útimo resultado que si A es simétrica. entonces 

la matriz diagonal por bloques solo tiene bloques de matrices de orden l. Si A 
no tiene autovectores entonces la matriz óagonal por bloques solo tiene bloques 

de orden 2. 
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Relación entre transformaciones lineales y matrices 

Sean X e Y dos espacios vectoriales de dimensión finita n y m respectivamente. 

Fijando bases Bx == {v.1, u2, · · · , u,} y By = {V¡, v2, · · · , vm} de X e Y, respec
tivamente-y sea T: X -+ Y una transformación lineal, las eA.lJresiones 

m 

TuJ = :2": a.;JV;, j =l.··· . n 

i=l 

determinan la matriz Ar = [a;.j] E gmxn, la cual es llamada matriz asoci

ada a T en las bases Bx y By. Tomando ahora las nuevas bases en X e Y, 
B'x = {u~, u~,··· , u~} e X y By o: { v~, v~, · · · , v;,} e Y. Entonces la transfor
mación lineal T tiene asociada. a las bases B'x y B),. otra. representación matricial, 

denotada por A!¡,= [a;
1

] E gmxn. La. cual verifica. 

j = l, · · · ,n. 

Por un lado la. transformación lineal I x : X -+ X, la identidad en X con 

las bases B'x y Bx (en ese orden) también tiene una. representación matricial, 
denotada. por P = [PiJ] E J{nxn y cumple 

n 

Ixv.j = uj = l:,Pkj'U-k, j = 1, · · · ,n 
k=l 

la cual es inversible, cuya inversa resulta de considerar las bases B x y B'x (en 

ese orden). Por otro lado, la transformación lineal !y : Y -+ Y la identidad en 

Y con las bases B), y By también tiene una. representación matriciaL. denotada 
por Q = [q,:J] E J{mxm, que también es inversible y cumple 

Luego 

m 

!yvj = vj = L qkjVk., 

" 
l:, Pk.i Tv.k 
k=l 

n 1n 

LPhJ L O.;!rV; 

k=l i=l 
n 71"L 

L L a.;.kPir.JV; 

k=l 

m (" ) L_ L_ Q.;JcPkj V; 
i=l k=l 

de donde se deduce que 
n m 

j = 1,··· ,m. 

Tu' 
.7 

m m 

L a.~j L q;,.v; 

m m 

l:, L a~jq,rvi 
r=l i.=l 

m (m ) 
I:,_ L q;,.a:.J v; 
i=l r=l 

2: a.;,,jJk_i = I:, qú-O.~j 
h=l 1'=1 
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esto es ArP = QA~. 

Desde que Q es inversible uno infiere en A~= Q- 1 ArP. 

En el caso particular .que X = Y, Bx = By y B'x = B~.· se tiene que Q = P y 

por tanto 

A~= p- 1 ArP. 

De lo anterior deducimos que todo operador lineal T : X -+ Y puede asocio.rle 

una matriz con respecto a v.n par de bases, y que si cambiamos de bases cambi

amos de matriz, pero qv.e dichas matrices sigv.en relacionadas mediante matrices 

de pa.so. Por esta razón estudiaremos simplemente a las matrices . . 

El lector interesado en los resultados no demostrados, es invitado a revisar las 

siguientes referencias [9] y [11], libros de álgebra lineal. 

1.2. Análisis funcional 

Sea X un conjunto no vacío cualquiera, denotaremos por P(X) al conjunto 

potencia de X. Un subconjunto T de P(X) se dirá que es una topología de X 
si se cumplen: 

1.- X,cjJET; 

2.- Si A, B E T entonces A n B E T; 

3.- Si { A.x} .X EA S: T entonces U A.x E T . 

.X EA 

Al par (X, T) se le llama espacio topológico y a los elementos de una topología 

T se les llama abiertos. 

Dado un subconjunto A de X definimos el interior de A denotado por int(A) 

con respecto a la topología T como la unión de todos los abiertos contenidos en 

A, es decir, es el abierto más grande, en el sentido de inclusión, contenido en A. 

Un subéonjunto F de X es llamado cerrado respecto de la topología T si su 

complemento pe= X\F pertenece a T, asi podemos ver que X y cjJ son cerrados. 

Este concepto de cerradura tiene la propiedad de ser estable bajo intersecciones 

arbitrarias, es decir, la intersección arbitraria de cerrados sigue siendo cerrado, 

gracias a esto y a que X es cerrado definimos la clausura de un subconjunto A de 
X, denotado por A, como la intersección de todos los cerrados que contienen a 

A, y éste es el cerrado más pequeño, en el sentido de inclusión, que contiene a A. 

Dado (X, í) un espacio topológico, un subconjunto V de X se dirá que es 

una vecindad de un punto x0 E X si existe U E T con la propiedad de que 

:r:o E U S: V. Denotaremos por \!(xo) al conjunto de todas las vecindades de .'Ca. 

Dados dos espacios topológicos (X. TJ) y (Y, T2), diremos que la aplicación f : 
X -+ Y es continua con respecto a T1 y T2 si se cumple: 

r 1 (V) = {x E X;.f(~;) E V} E T 1 para todo V E í2. 
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Sea X un conjunto no vacío. Una función d : X x X ---7 lR es llamada una 

métrica si cumple las siguientes propiedades: 

i) d(.1:,y) 2 O para todo x,y E X, siendo d(x,y) =O si y sólo si x =y. 

ii) d(x, y) = d(y, x) para todo :r, y E )(. 

iii) d(x,y)::; d(x,z) +d(z,y) para todo x,y,z E X. 

Un conjunto X no vacío dotado de una métrica d, será. llamado espacio 
métrico y Jo denotaremos por (X, d). La propiedad iii) es conocida en la liter

atura como la Desigualdad triangular. 

Sea (X, d), dado a. E X y r > O denotaremos por: 

• B(a,r) al conjunto {x E X;d(x,a) < r}. 

• B(a,r) al conjunto {x E X;d(.r,a)::; r}. 

Los cuales son llamadas respectivamente la bola abierta y la bola cerrada de 

centro a y radio r. 

Dado un espacio métrico (X, d), consideramos T como la colección de todos 

los subconjuntos de X que son uniones arbitrarias de bolas abiertas, entonces 

T es una topología en X, la clausura y el interior de A t:;;; X con respecto a esta 

topología son caracterizadas como: 

• A= {x E X; para todo E> O se cumple que B(x, E) n X.¡. rj; }. 

• int(A) = {x E X; existe r >O tal que B(.T, r) t:;;; A}. 

En un espacio métrico (X,d), una sucesión (xn) t:;;; X converge a x0 E X si: 

dado E > O existe n0 E N tal que para todo n E N con n 2 n 0 se cumple que 

d(xn, xo) < E. 

Una sucesión (xn) t:;;; X se dirá que es de Cauchy si y sólo si: dado E > O existe 

no E N tal que para todo n, m E N con n, m 2 n0 se cumple que d(.T 11 , Xm) < E. 

Es fácil ver que toda sucesión convergente es de Cauchy en un espacio métrico 

cualquiera, sin embargo lo réciproco no es cierto. por ejemplo considerar los 

números racionales con la métrica dada por el valor absoluto, esto motiva la 

siguiente definición. 

Un espacio métrico (X, d), se dirá que es completo si toda sucesión de 

Cauchy es convergente. 

La clausura del conjunto A puede ser expresada por sucesiones, es decir: 

A= {.rE X; existe una sucesión (x,) t:;;; X que converge a x}. 

Sean (X,d1 ) y (Y,d2 ) dos espacios métricos y sea f: X ---7 Y. se dirá que fes 

continua en x 0 E X si se cumple que para todo E > O existe o > O tal que si 

tomamos x E X con d1 (.T.Xo) <o implica que d2(f(x),f(xo)) <E. 
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Como consecuencia de la continuidad en un punto se tiene que 

f es continua si y sólo si .f es continua en todo punto de X. 

Sea X un espacio vectorial real. Una función 11 · 11 : X --+ lP!. es llamada una 
norma si se cumplen las siguientes propiedades: 

1) ll:rll 2 O para todo x E X. 

2) llxll = O si y sólo si x = O. 

3) llx + Yll S llxll + IIYII· 

4) a E lP!. , x E X: llaxll = lalllxll· 

Un espacio vectorial real X dotado de una norma 11·11, será llamada. Espacio 

Normado y lo denotaremos por el par (X, 11 · 11). 

Obsérvese que lP!." con la. norma e·u.clidiana, definida como 

( 

n ) l/2 

llxll = J(x,X) = ~ x; para todo x E lP!.n 

es un ejemplo común de espacio norma.do. En general todo espacio vectorial con 

producto interno tiene una norma. inducida por el producto interno. 

Veamos otro ejemplo de espacio normado 

Ejemplo 1.4. Sea (R, T) un espacio topológico. consideremos el conjunto: 

X = {f : R --+ lP!.; f es una función acotada} 

es un espacio vectorial real con las operaciones usuales de suma de funciones y 

multiplicación por un real. Definamos 11 · 11 : X --+ lP!. como: 

ll.fll = sup {lf(:c)l;x E R} 

No es dificil mostrar que 11 · 11 es una norma, por lo tanto X es una espacio 

norma.do con norma 11 · 11 

Dado un espacio norma.do (X, 11·11). Entonces la función d: X x X--+ lP!. definida 

por: 

d(x,y) = llx- Yll 

es una métrica., que llamaremos métrica inducida. De donde tenemos que 

(X, d) es un espacio métrico. Todo espacio norma.do con la métrica inducida es 

un espacio métrico completo se llama. Espacio de Banach. 

Dados (X, 11 · llx) e (Y, 11 · IIY) espacios normados, una norma de una trans-

formación lineal T : X --+ Y, se define por: 

IITII := sup{IIT(x)lh·:J E X Y ll1:l!x S 1} (1.1) 
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en el caso IITIJ < oo, diremos que T es acotada 2 

Denotaremos por X* al conjunto 

{f : X --* IR: f es funcional lineal y acotada} 

el cual es un espacio vectorial real, con las operaciones usuales de suma y pro

ducto por un real. Por lo cual recibe el nombre de espacio dual (topológico) 

de X, y la función definida en ( 1.1) es una norma en X*. Además X* es un 

espacio de Banach sin importar si X es un espacio de Banach. La prueba de 

dicha afirmación puede ser vista por ejemplo en [10]. 

1.3. Análisis multivaluado 

El análisis multivaluado es el estudio de los conjuntos en el espíritu de análi

sis matemático y topología general. En lugar de considerar las colecciones de 

puntos solamente, establecer valores de análisis considera. colecciones de conjun

tos. Si una. colección de conjuntos está dotado de una topología., o hereda una. 

topología apropiada. de un espacio topológico subyacente, entonces la conver

gencia. de los conjuntos pueden ser estudiados, recomendamos al lector ver el 

libro de J.P Aubin [1] para. mayor información. 

Dados dos conjuntos cualesquiera X e Y (sin ninguna otra propiedad). Un 

operador multivaluado3 es una función A de X hacia. el conjunto potencia. de Y, 

es decir, para todo .TE X se cumple que A(x) ~Y posiblemente no vacío. Por 

conveniencia. denotaremos al operador multiva.luado A de la. siguiente manera 

A : X :::::¡ Y. El dominio de A, denotada. por dom(A.), el rango de A, denotada 

por ra.n(A.), y la. gráfica de A, denotada por graph(A), son respectivamente, los 

conjuntos: 

dom(A.) 

ran(A) 

graph(A) 

No es dificil ver que: 

{x E X; A(.r) # q'!} 

u A(.7;) 
xEdom(A) 

{(x,y) E X x Y; y E A(x)} 

- El dom(A) es la proyección de la gra.ph(A) sobre su primera coordenada. 

- Si A : X :::; Y es un operador multivaluado, se cumple que: 

A(.1;) ={y; (x, y) E graph(A.)}. 

2 El concepto de transformación lineal acotada es equivalente al concepto de continuicta.d 

de la transformación lineal 
3EI ternlino función punto conjunto es n1ás convencional: el tern1ino n1ultifunción o cor

respondencia es n1ás contemporáneo. Nosotros usaren1os a lo largo de t.odo este trabajo el 

termino operador mult.ivaluado. 
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X* 

ran(A) 

Ejemplo 1.5. A: IR =t IR definido por: 

A(x) = { [-1, O] 
[-1,x2

] 

El dom(A) =IR y ran(A) = [-1, +oo[. 

y 

graph(A) 

si x <O 
si x ~O 

X 

15 

Para mayor información sobre operadores multivaluados recomendamos ver la 
siguiente referencia [1]. 

Operadores multivaluados lineales 

Un operador multivaluado A :X =t X* es lineal, si graph(A) es a subespa
cio lineal de X x X*. 

X* 

graph(A) 

De la definición se sigue que si tomamos xi,x2 E A(O) entonces (O,xi), (O,x2) E 

graph(A), luego para cualquier par de números reales a y b se tiene que a( O, xi)+ 
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b(O, x2) E graph(A) lo cual muestra que A(O) es un subespacio vectorial de X*. 
Siguiendo la misma idea, podemos ver que dado (x, x*) E graph(A), entonces 
claramente para cualquier (0, x0) E gra.ph(A) se tiene que la suma. (x, x* + x0) .E 

graph(A) es decir A(O)+:c* <;:; A(x). Pero como podemos ver de manera recíproca 

A(x)- x"'- <;:; A(O), por tanto A(x) = x* + A(O). En conclusión hemos probado 

la. siguiente proposición. 

Proposición 1.2 ([4]). Sea A : X =l X' un operadoT m.ultivalv,ado lineal. 
Entonces se cv.m.plen las siguientes: 

1. A(O) es un sv.bespa.cio vectorial de X*. 

2. Pa.m todo (x,a;*) E graph(A), A(x) = .r• +A(O). 

Gracias a este último resultado podemos ver que un operador A es univalua.do 

si y solo si A(O) = {0}. En particular, los operadores univaluados lineales son 

simplemente las tmnsjoTm.a.ciones lineales estudiadas en el Álgebra Lineal. 

Sea A : X =l X* un operador multivalua.do lineal. Una selección de A es una 

transformación lineal Ao: dom (A) e X---+ X* tal que graph(Ao) <;:; graph(A). 

Usando el axioma de elección podemos construir una selección para cualquier 

operador multivaluado lineal A :X ::::¡ X*. Sea B = {z>.}>.EA una base para 

dom (A) y elijamos z~ E A(z>.), para cada>. E A. De esto, la transformación 

lineal A0 : dom (A) e X -7 X* tal que A0 (z>.) = z; es una selección de A. 

Además, por la Proposición 1.2, item 2, podemos descomponer A como 

A= graph(Ao) EB ({O} x A(O)). (1.2) 

Monotonía generalizada 

Los operadores monótonos fueron utilizados en las ecuaciones diferenciales 

parciales desde hace 70 años por lo menos. Sin embargo, el tratamiento moder

no de los operadores de este tipo comenzó alrededor de 1960 por Kachurovskii 

y Minty, que fueron probablemente los primeros en relacionar los operadores 

monótonos con las funciones convexas. Poco después, Browder estudio los oper

adores monótonos multivaluados y dio pasos decisivos en esa dirección. Remiti
mos al lector interesado en el tratado de Hu-Papageorgiou para más detalles 

históricos y una. presentación moderna. de la. teoría.. 

Sea X un espacio de Ba.na.ch real con norma 11· 11, y sea X* su dual topológico. 

Para x E X y x* E X*, usaremos la notación (.r, x*) = x' (x), y de esto tenemos 
el pmdv.cto de dualidad 7f : X X x· -7 IR, 7r(X, .r*) = (x, x*). 

Un operador multiva.luado A : X =l X* se llama. 

l. monótono si para. todo (x, x*), (y, y*) E graph(A) se cumple 

(x-y, x* -y*) 2: O 

2. pseudo-monótono si para todo (x,x*),(y,y*) E gra.ph(A) la siguiente 

implicación ocurre 

(y-x,.T*)2:0 =? (y-x,y')2:0 
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3. casi-monótono si para todo (x,:r"), (y, y*) E graph(A) la. siguiente im

plicación ocurre 

(y-x,:r")>O ==> (y-x,y")?.O 

Claramente monotonía. implica pseudo-monotonía y esta a su vez implica casi

monotonía, los réciprocos no son ciertos. La. definición de operador pseudo

monótono es equivalente a para todo (x, x*), (y, y*) E graph(A) la siguiente 
implicación ocurre 

(y-x,x*) >O ==> (y-x,y*) >O. 

El siguiente resultado da una. caracterización de la pseudo-monotonía y casi

monotonía. 

Proposición 1.3. Sea A : X :::4 X* operador multivalv.o.do. Entonces A es 

casi-monótono si y sólo si para todo (x, x*), (y, y*) E graph(A) se cumple que 

mín{ (y- x, x*), (x-y, y*)} ::0: O. 

Además A es pseudo-monótono si y sólo si A es casi-monótono y si el mín{ (y

x, x*), (y- x, y*)}= O entonces (y- x, x*) = (y- x, y*)= O. 

Prueba.: Veamos el caso, casi-monótono. Sean (.T,x*), (y, y*) E graph(A), en
tonces si .(y- x, x*) ::0: O no hay nada. que probar. Así, supongal11os que (y
x .. x*) > O entonces por casi-monotonía de A se tiene (y - x, y') ?. O. Por tanto 

mín{ (y- x, x*), (x-y, y*)} ::0: O. 

El réciproco, si (y- x, .T*) > O se tiene que (x -y, y*) :=; O que es equiva.lente a 

(y- X, y*) ?_ 0. 

Ahora asumamos que A es pseudo-monótono. Sean (x, x*), (y, y*) E graphA 

tal que mín{ (y - x, x*), (x - y, y*)} = O entonces por la. pseudo-monotonía. de 

A entonces (y-x, y•)?. O y (x-y,x*)?. O por tanto (y-x,y*) = (y-x,x") =O. 

R.éciprocamente, (x, x*), (y, y*) E gra.ph(A) tal que (y- x, x*) > O entonces por 
hipótesis el mínimo es estrictamente negativo pues caso contrario implicaría que 
ambos seán ceros, por tanto (y- x, y*) > O. 

o 

No es dificil ver que todo operador monótono y lineal A cumple que para todo 

(x,x*) E graph(A) se tiene que 

(x, x*) = (.r-O, x*- O) ?. O. 

Desde que A es lineaL entonces para todo (.r, x*), (y, y*) E graph(A) se tiene 

que (x + y,:t' +y*) E graph(A). Por tanto, de la parte previa. concluimos que 

todo operador linea.! A es monótono si y sólo si para todo (:e, x*) E graph(A) se 

tiene que 
(x, .r*) ?. O. 

Proposición 1.4. Seo. A : X :::4 X* un operador casi-monól.ono y lineaL En

tonces A es monótono. 
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Prueba: Tomando cualquier (x,x*) E graph(A) y sea (xa,x0) = (:r,:r*) = 

(-x1, -xj). Por casi-monotonía., 

O 2 mín{ (x1- xa,x0), (xo- X1,x~)} 

= mín{ -2(a:;, x*), -2(x, x*)} 

= -2(x,x*). 

Esto implica. que (x, x*) 2 O, para. cualquier (.x, x*) E gra.ph(A). Por lo tanto, 

A es monótono. O 

Concluimos que, para. operadores multiva.lua.dos lineales, monotonía. y casi

monotonía. son equivalentes. 

El siguiente resultado fue presentado por Ba.uschke et al. [3] en espacios de 

Ba.na.ch reflexivos 4 y luego en espacios de Ba.nach en general en [2]. 

Lema 1.6 ([2, Proposition 5.1, it.em (i)]). Si A :X =l X* es v.n operador lineal 

monótono, entonces 
A(O) ~ dom (A)J.. (1.3) 

Prueba: Sea. x0 E A(O) fijo pero arbitrario. Supongamos que existe (x,x*) E 

gra.ph(A) tal que (x, x0) =/= O. Sin perdida de generalidad podemos suponer que 

(x, .x0) > O. Como A(O) es un subespa.cio vectorial tenemos que para todo t > O, 
tx0 E A(O). Entonces para t positivo suficientemente grande 

(x,x*- tx0) <O 

lo cual sería una contradicción con la monotonía de A. O 

4 Un espacio se dice reflexivo si este coincide con el espacio dual de su espacio dual. es decir 

X=(X')'. 



Capítulo 2 

Matrices semi-definidas 

p-positivas 

Este capítulo es devoto al estudio de las matrices semi-definidas positivas, 

donde introducimos el concepto de matrices semi-definidas p-positivas, el cual 

nos permite clasificarlas, según su orden. Comenzamos este capítulo recordando 

la definición de matriz semi-definida positiva. Antes, introduciremos una sub

familia llamada semi-definida positiva+, la cual fue introducida por A. Iusem 

en [8] y luego J .P. Crouzeix et al en [6] con el objetivo de resolver problemas 

de desigualdad variacional. Posteriormente J.P. Crouzeix y C. Gutan en [5], 

vuelven a utilizar dicho concepto con el objetivo de estudiar la asimetría de las 

matrices semi-definidas positivas. 

2.1. 1\rfatrices se1ni-definidas positivas 

Sea A E ¡p¡nxn, se llama semi-definida positiva si para todo x E IR": 

(x,Ax) ~O. 

A:r 

:r 

Geométricamente nos dice que el ángulo formado por los vectores x y Ax no 

puede ser mayor de 7i /2. Así podemos ver que toda matrix de rotación con 

ángulo comprendido entre -11/2 y 7i /2 es semi-definida positiva. 

Una propiedad remarca.ble de esta familia de matrices es: Dada una matrix 
P E ¡p¡nxn y A E ¡p¡nxn una ma.trix semi-definida positiva entonces la matrix 

P 1AP es semi-definida positiva. En efecto pues, dado .7.: E .IP1" se tiene 

(x, P 1APx) = (P:c, APx) ~ O. 

19 
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Si además, la ma.trix P es inversible el recíproco se da. En efecto pues para cada 

x E JR" existe y E JR" tal que x = Py, Juego 

(x, Ax) = (Py, APy) = (y, P 1 APy) 2: O. 

Otra propiedad que podemos remarcar, es la siguiente: A es semi-definida positi

va si y sólo si A 1 es semi-definida. positiva. Esta se deduce de la. misma. definición. 

Matrices semi-definidas positivas+ 

Dentro de las matrices semi-definidas positivas definimos las matrices semi
definidas positivas+, como aquellas matrices A tal que 

(A+ A 1 )v =O=> Av= O. 

Si denotamos por ps y p+ al conjunto de las matrices semi-definitas positivas 

y matrices semi-definitas positivas+ respectivamente, tenemos por definición 
p+ ~ ps. Mostraremos que dicha familia p+ esta estrictamente contenida en 

ps con el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 2.1. Sea A una matrix real de JR 2 x2 definida como sigue 

seguido tomemos x 0 = (x, y) E JR 2 entonces no es dificil ver que Ax0 = (x, 2.r+y) 

luego 

(xo,Axo) = (x + y) 2 2: O 

es decir A es semi-definida positiva. Por otro lado, es facil ver que 

Remarquemos que A es inversible y A+ A 1· no lo es. Así exite un vector no nulo 
(por ejemplo (1, -1)) que anula A +A 1 , lo cual nos dice que A ~ p+. 

Ahora, por un lado si consideramos A una matriz cuadrada de JR" x" anti

simétrica no nula, entonces claramente todo vector v de lR 11 anula a la matriz 
A+ At. = A - A = O. Como la matrix es no nula. existe un vector v0 de IR" 

tal que Av0 i= O. Así hemos probado que A no es semi-definida positiva+. Por 

otro lado, si consideramos A una matriz simétrica de JR"x" y p 2: l. Entonces 

A+ A 1 = 2A por tanto si v E lR11 es tal que (A+ A t. )v = O entonces trivialmente 

Av = O por tanto A es semi-definida positiva+. En conclusión hemos probado 

el siguiente resultado. 

Proposición 2.1. Sea. A una. m.a.triz de JR" x" semi-definida. positiva.. se cv.m.plen 

la.s sigv.ientes: 

i) Si A es a.ntisim.étTiCCL, entonces A ~ p+ 

ii) Si A es sim.étTi.ca., entonces A E p+. 
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2.2. J\1:atrices se1ni-definidas p-positivas 

Sea pE P:l, una matrix A de JRnxn es llamada semi-definida p-positiva si 

para todo v1 , v2, · · · , Vp E JR", Vp+J =O ocurre 
.,......._ 

p 

L:>v;- V;+J, Av;) :;:: O. 
7.=1 

Claramente, una matriz semi-definida 1-positiva es una matriz semi-definida 

positiva. También podemos ver que toda matrix semi-definida p-positiva es 

semi-definida q-positiva para 1 ::; q :::; p. En efecto, pues si consideramos 

v1 , · · · , Vq E JR" y Vq+J = · · · = Vp = Vp+J = O tenemos por definición 

q p 

L(v;- v;+1,Av;) = L(v;- v;+ 1 ,Av;):;:: O. 
i=l i=l 

Asociado a una matriz real A de orden n x n, definimos la matriz triángular 

por bloques ll.f de orden np x np, donde los bloques son matrices de orden n x n 

si i = j 

si i = j + 1 

en otro caso 

seguido a todo vector v E JR"P lo podemos ver como un vector del producto 

cartesiano de p veces JR" , es decir v = ( v1 , · · · , vp) luego 

p 

(v,Mv) = L(v;- v;+ 1,Av;) 
i=l 

con Vp+l = O. De donde deducimos que A es semi-definida p-positiva si y sólo 

si M es semi-definida positiva. 

Mostraremos posteriormente que existen matrices semi-definidas p-positivas 

que no son semi-definidas (p + 1)-positivas (ver el Capítulo 3). Sin embargo 

podemos observar lo siguiente, si A es una matriz de orden n semi-definida 

2-positiva y tomamos cualquier vector no nulo v E JR" tal que (A+ At)v = O, 

deduciendo que(v, Av) =O. Ahora consideremos v1 = .1:,v2 = tv con x E JR" y t 

real que escogeremos convenientemente luego y Vs = O, luego 

3 

""'(v·- v·+J· Av) .L.._,; ?. ?, ' 1. (tv- x, tAv) + (x, Ax) 
i=l 

-t(:c, Av) + (x, Ax) 

ahora si Av # O entonces podemos tomar x = Av y t positivo suficientemente 

grande de· manera que 
3 

L(v;- V;+1,Av;) <O 
i.=J 

lo cual sería una contradicción, pues A es semi-definida 2-positiva. Por tanto 

Av = O lo que muestra que A E p+. 

Así hemos probado el siguiente resultado. 
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Proposición 2.2. Sea A w1.a matriz de JR"xn. Entonces A E p+ siempre que 

A sea semi-definida p- positiva con p 2: 2. 

De la Proposición 2.1 parte i) y la Proposición 2.2 tenemos que ninguna matriz 
de JRnxn antisimétrica puede ser semi-definida p-positiva para cualquier p 2: 2. 

Ahora, si consideramos A una matriz de JR"x" simétrica semi-definida positiva 

entonces es semi-definida 1-positiva. Por otro lado, si consideramos v 1 , v2 E JR"' 

Y V3 = 0 

3 

"'(v - v·+l Av) L.__,; 1. 7, ) ?, 

i=l 

3 

(v¡ - v2, Av1 ) + (v2, Av2) 

(v¡,Av 1 ) + (v2,Av2)- (v2,Av 1 ) 

Si (v2,Av¡) .S O entonces L(v;- vi+ 1 ,Av;) 2: O. Pero, en caso (v2,Av 1 ) >O 
i.=l 

entonces 

2 

L(v;.,Av;)- 2(v2,Av¡) + (v2,Av1 ) 

i.=l 

la. última igualdad ocurre por que A es simétrica. Finalmente desde que A es 
3 

semi-definida positiva deducimos que L(v;.- vi+ 1 ,Av;) 2: O. En ambos casos 
i.=l 

uno tiene 
3 

"'(v· - v+1 . Av) > O ¿_, 1 ?. J 1, -

i=l 

lo que muestra que A es semi-definida 2-positiva. 

En vista de lo anterior, podemos mostrar la siguiente proposición. 

Proposición 2.3. Sea A una matriz de JR" xn simétrica. A es sern.i-defim:da 

positiva si y solo si A es semi- definida. p- positiva para. todo p E N. 

Prueba: Desde que semi-definitiva p-positiva implica semi-definida positiva. 

Nos enfocaremos en probar la otra implicación. 

Procedamos por contradicción. Supongamos que existen v 1 , v2, · · · , vl' E JR" y 

vp+J =O tales que 

p 

L (v; - vi+ 1 , Av;) < O. (2.1) 
i=l 

De otro lado, como (v; -vi+L Av,) = (v;- v;+ 1 , A(v; -Vi+J )) + (v; -Vi+J, Avi+J ), 

entonces, desde que A es semi-definida positiva y de la desigualdad (2.1) se tiene 

que 

p 

L (v;- Vi+J, Av;+ 1 ) <O. 
i=l 

(2.2) 
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Luego, de las desigualdades (2.1) y (2.2) y desde que A es simétrica se observa 

que 

p p p p 

L)v;,Av;) <.L:\v;+¡,Av;) = L{Avi+¡,v;) < L\vi+¡,AV;.+¡). 
i.=l i=l i=l 

Corno Vp+l =O entonces la última sumatoria la podemos re-escribir, es decir 

p p 

L(vH¡,AvH 1 ) = L{v;_,Av;) 
i=l i=2 

lo cual contradice que A sea semi-definida positiva. O 

El siguiente resultado extiende las dos propiedades mencionadas para matrices 
semi-definidas positivas. 

Proposición 2.4. Sean A y P dos ma.tr·ices rea.les de orden n x n. Denotemos 

por B = pt AP, entonces 

i) si A es semi-definida p-positiva entonces B es semi-definida p-positiva 

ii) si P es invertible, entonces A es semi-definida p-positiva {semi-definida 

positiva+) si y sólo si B es semi-definida p-positiva (semi-definida positiva+). 

Prueba: 

i) Sean 1!¡ 1 1!2,··· ,Vp E IR" y Vp+l =O E IR11
• 

p 

L(V;- V;.+¡,BVi+l) 

i=l 

p 

L(v;- VH¡,Pt.APv;+ 1 ) 

i=l 
p 

L(Pv;- Pvi+ 1 ,APvi+1 ) 2:: O 
i.=l 

por tanto B es semi-definida. p-positiva. 

ii) Sean v 1, v2, · · · 1 Vp E IR" y Vr+l = O E IR11
• Como P es inversible entonces 

existen u1 , · · · 1 up E IR" tales que Pv.; = v; para todo i E { 1, 2, · · · , p} y 

considerando up+l =O tenemos que Pv.p+l = vp+l· Luego 

7' 

L(v;- Vi.+l: Av;+¡) 
i=l 

p 

L(Pv.;- Pv.;+ 1 ,APu;+1 ) 

i=l 
)J 

L (v.; - v.i.+l, P 1APui+1 ) 

i.=l 

p 

L {u,,- ui.+l, Bv.,+ 1 ) 2: O 
i.=l 

por tanto A es semi-definida p-positiva. 

Finalmente, como B + Bt = pt(A + At)p y P es invertible, se deduce que 
A E p+ si y solo si A E p+. o 
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Para. toda matriz A semi-definida positiva, existe una matriz diagonal D de 

orden q x q cuyas entradas en la diagonal son todos números reales positivos, 

una matriz ortogonal P de orden n x n y 

P 1(A + A1 )P = 

Seguido denotemos por T a la matriz 

[
n-1 o ] 

T = O I,_
9 

Ahora, no es dificil probar que 

Como (P1 AP)1 = P 1A1 P y Tes diagonal, se deduce que (T pt APT)f = T P 1 A1 PT 

luego 

TP
1
APT+ (TP

1
APT)

1 
= [~ ~]. 

Y como (PT) 1 = T pt. tenemos que TP1 APT sigue siendo semi-definida. positiva. 

Además si A E p+, también T pt APT. Asi, expresando 

TPtAPT = [En E12] 
E21 E22 

donde E 11 es de orden q x q. Tomando vectores de la forma v = (vq, v,_ 9 ) 

donde v9 = O es de q coordenadas. Se tiene que T pt APTv = O, es decir 

(EJ21!n-q,E22vn-q) =O para. todo Vn-q E JR"- 9 . Por tanto E12 =O y En= O. 

Como E12 + E; 1 = O se sigue que En = O. 

En resumen, desde que A E p+, existe una ma.trix E de orden q x q tal que 

E+ E 1 = ! 9 y 

T P
1 
APT = [ ~ ~] . 

Gracias a la Proposición 2.4 tenemos que, A es semi-definida p-positiva si y 

sólo si E es semi-definida p-positiva. Ahora, como E+ E 1 = lq, entonces E 

es una matriz normal. Por lo tanto, gracias al Teorema 1.3 existe una matriz 

diagonal por bloques A de orden q x q y una matriz unitaria Q de orden q x q 

tal que Q1EQ =A. Aquí, la ma.triz /1. es de la forma 

A= 

donde A;. es una matriz de orden 1 x 1 (un número real) o una. matriz de orden 

2 x 2 de la. forma 
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con o·;, {31 E JR, {3; i= O. 

Como la matriz B de la descomposición previa satisface B + B 1 = Iq, entonces 

B es no singular y por tanto cada una de las matrices A; es no singular también. 
Además, desde que i E p+, esta es semi-definida positiva y así las entradas de 

la. diagonal de cada A; son no negativas. Esto es, A; satisface 

A; > O, si A; es una matriz de orden 1 x 1, y 

O:i ;:: O y o:? + !3? > O, si A; es una matriz de orden 2 x 2. 

Más aún, desde que B + B 1 = Iq tenemos que A+ N = Iq. Por tanto, todas 
las matrices de orden 1 x 1 y la parte real de las matrices de orden 2 x 2 son 

iguales a 1/2. 

De esto se sigue el siguiente resultado 

Proposición 2.5. Con las mismas notaciones de la discusión pr-evia, vno tiene 

i) A es semi-definida p-positiva si y solo si A también lo es; 

ii} Si A es semi-definida p-positiva entonces cada Ai también lo es. 

El réciproco de ii) es también cierto y puede deducirse facilmente de la Proposi

ción 3.4 enunciada posteriormente en el siguiente capítulo. 

A partir de la Proposición 2.5, nos enfocaremos en las matrices de orden 2 x 2 

de la forma 

R=[cose 
sine 

-sine ] . 
cose ' 

con O < ¡e¡ < 7í /2. Así, la matriz 

R + Rt = 2 [ cos e O ] 
O cose 

es definida positiva. 

Por otro lado, dado que O < ¡e¡ < 7í /2 entonces 7í /3 < ¡e¡ < "/2 ó existe 
p 2: 2 natural tal que 

7r 1i 

P + 2 < ¡e¡ :::: P + 1· 

Claramente, la matriz R definida anteriormente es semidefinida 1-positiva, aho

ra en el caso en que" /3 < ¡e¡ ::; 7í /2. Si consideramos los vectores x 1 = e1 E JR 2
, 

x2 = R:r1 entonces 

2 

L (x; - Xi+l, Rx;) 
i=l 

ffe¡ff 2 2cosll- ffe¡[[ 2 

2cose- l. 

Como 7í /3 < ¡e¡ ::; 7í /2 se sigue que O ::; cose < 1/2, por tanto 2cose- 1 < O, lo 

cual nos dice que R no es semi-definida 2-positiva. 
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Ahora, consideremos la siguiente matriz compleja 

Q = J2 [1 i .] 
2 1 -7. 

un cálculo sencillo muestra que QQ* = I, es decir es una matriz unitaria com

pleja. Por otro lado, dicha matriz satisface lo siguiente 

[
e;e O ] 

QRQ* == O e-iB . 

Recordando que R es semi-definida p-positiva si y solo si la matriz H es semi

definda positiva, donde H es una matriz triangular por bloques de orden 2p, 

definido como sigue 
si i = j 

si i = j + 1 
en otro caso. 

Definiendo la siguiente matriz compleja de orden 2p 

Q o o o 
o Q o o 

Qp = o o Q o 

o o o Q 

podemos observar mediante un cálculo sencillo de producto de matrices que 

2cos8J2 -QRtQ• o o o 
-QRQ" 2cos8h -QRtQ" o o 

HR = Qp(H+Ht)Q; = o -QRQ* 2cos8h o o 

o o o 2cos8h -QRtQ• 

o o o -QRQ* 2cos8h 

Entonces, la matriz H es semi-definida positiva si y solo si la matriz H R es semi

definida positiva. Luego, hacemos las permutaciones de columnas de posiciones 

i y 2i- 1, seguido de las permutaciones de las filas de posición i y 2i- 1, donde 

i E {2, · · · ,p}. Despues, si pes par se hace las permutaciones de columnas de 
posiciones p+ 1 +i y 2p-i, seguido de las permutaciones de filas de posiciones p+ 
1+i y 2p-i con i E {1, · · · ,p/2-1}. Parap impar, hacemos las permutaciones de 

las siguientes columnas de posiciones p+ i y 2p- i, seguido de las permutaciones 

de filas de posiciones p + i y 2p- i con i E { 1, · · · , (p- 1) /2}. Para obtener una 

matriz diagonal por bloques de la siguiente forma 

H~ = [~1 ~J 
las matrices bloques C1 y C2 son de orden p y de la forma siguiente: 

C¡ = eiGT + e-i&Tt y C2 = e-ieT + e;eTt. 

donde T es la matriz triangular de orden p definida por 

si i. = j 

si i = j + 1 
en otro caso. 
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Por un lado, H R es semi-definida. positiva. si y solo si H~ lo es. Por otro lado, 

desde que C2 = C2, Cj = C1 y C~ = C1 , se tiene que H~ es semi-definida. posi
tiva. si y sólo si C1 lo es. Pero C1 es hermitia.na., por tanto C1 es semi-definida. 

positiva. si y solo si todos sus autovalores son no negativos. 

Calculamos sus a.utova.lores de la manera. clásica .. Sea. 2J.L un a.utova.lor de C1 y 

v = (v 1 , · · · , vp) E CP un autovector asociado. Poniendo v 0 = Vp+! =O, tenemos 

que para cada .i = 1, · · · ,p 

(2.3) 

que es equivalente a 

Asociado a la ecuación cua.dratica: s2 + 2be;e s + e2w = O, con b = (J.L- cose). 

tenemos que las soluciones son: 

Para cada . .i = 1,· · · ,p definamos Vj = si- s~, y haciendo v 0 = Vp+ 1=0. 
Podemos verificar mediante un cálculo sencillo que para 1 :S .i :S p - 1 se 

verifica la ecuación (2.3). Luego, para .i = p, se tiene que 

+ 2b i8 + 2i.8 
Vp+l e Vp e Vp-! 2beie(sf- si)+ e2i8(sf-l- si-l) 

sf-1 (2beie S¡ + e2;e)- si-! (2beie s2 + e2i8) 

sf-1(-si)- si- 1 (-s~) 

si+l- sf+l 

deduciendo que (:~)p+J debe ser igual al, para que 7.! = (v1 ,v2 , · · · ,vp) sea un 

81 211-r. 
autovector asociado al autovalor 2¡; .. Por tanto - = e v+ 1 , con l = O, 1, · · · , p+ l. 

S2 
Los casos l = O o l = p + 1 significan que la matriz de rotación son en realidad 

la matriz identidad, es decir e = O lo cual seria una contradicción. Por tanto 
S] 21.1-rr 

- = e P+ 1 sólo tiene sentido para l = 1, · · · , p. Resolviendo la última ecuación 
S2 
en función de 2¡;., tenemos que 

. [ ( il1f ) ] 2J.1. = 2 cose - cos p + 
1 

. 

Como, todos los autova.lores son no negativos, entonces cose- cos (;~1 ) 2: O 

para. todo l = 1, · · · ,p, deduciendo que ¡e¡ :S p: 
1

. Concluyendo en el siguiente 

resultado. 

Lema 2. 2. Seo. R la mo.trix de rotación definido. como antes. Entonces R es 

semi-definida. p- positiva. si y solo si ¡e¡ S p~J . 
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Capítulo 3 

Ciclicidad en monotonía 

generalizada 

En este capítulo introducimos el concepto de "ciclicidad" en monotonía gen
eralizada, y daremos algunas propiedades remarcables. Terminamos mostrando 
que para el caso lineal, todo se reduce a la monotonía cíclica. 

Ciclicidad en monotonía generalizada 

Un operador multivaluado A : X ~ X* es llamado: 

- Monótono p-cíclico, si para cualquier subconjunto finito { (xi, xi)}f=o 
de graph(A),, considerando (xp+l,x;+l) = (xo,x0), 

p 

¿(xi+l- xi,x:} ~o. (3.1) 
i=O 

- Ciclicamente monótono si es monótono p-cíclico para todo pE N. 

- Casi-monótono p-cíclico si, para cualquier subconjunto finito { (xi, xi) }f=o 
de graph(A), considerando (xp+l,x;+ 1) = (xo,x0) 

. mín (xi+l - Xi, x:} ~ O; 
t=O, ... ,p 

(3.2) 

- Ciclicamente casi-monótono si es casi-monótono p-cíclico para todo 

pE N. 

- Pseudo-monótono p-cíclico si A es casi-monótono p-cíclico y, si el míni
mo en (3.2) es O, entonces (xi+l - xi, xi) = O, para todo i = O, ... , p. 

- Ciclicamente pseudo-monótono si es pseudo-monótono p-cíclico para 

todo pE N. 

Es claro que A es monótono (resp. casi-monótono, pseudo-monótono), si este es 

monótono 1-cíclico (resp. casi-monótono 1-cíclico, pseudo-monótono 1-cíclico), 

y A es cíclicamente monótono (resp. cíclicamente casi-monótono, cíclicamente 
pseudo-monótono) si este es monótono p-cíclico (resp. casi-monótono p-cíclico, 

29 
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pseudo-monótono p-cíclico), para todo pE N. Además es claro de la definición 

que monotonía p-cíclica implica pseudo-monotonía p-cíclica. y esta implica casi
monotonía p-cíclica. 

Proposición 3.1. Sea A: X ::::j X* un operador (psev.do-)monótono p-cíclico. 

Entonces este es (psev.do-)monótono q-cíclico, pam todo q <p. 

Prueba: Es suficiente probar para q = p-1. Tomemos {(x.;. x;)}~~¿ e graph(A) 

y definamos {(y;, y¡ )}~=O como 

De esto se tiene, 

(y;,yt)=(x;,x;), Vi=O, ... ,p-1, 

(yp,y;)= (xo,x0). 

(Yi+J -y;, y;) = (xi+J - x;, xi), i =O, ... ,p- 2, 

(yp-Yp-¡,y;_ 1 ) = (xo-Xp_ 1 ,x;_ 1 ), 

(Yp+J - yP, y;) = (xo - xo, x0) =O, 

por tanto, para el caso monótono p-cíclico tenemos que 

p p-] 

O :2: L(Yi+l- y;, y;)= L(Xi+l- X;,x;). 
i=O i=O 

Lo cual prueba la monotonía (p- 1)-cíclica de A. 

(3.3) 

(3.4) 

Ahora para el caso pseudo-monótono p-cíclico, primero probaremos que A es 

casi-monótono (p-1)-cíclico. Para ello procedamos por contradicción y supong
amos que 

(xi+¡-x;,x7)>0, Vi=O, ... ,p-1, 

y definiendo como en (3.3) {(y;,y;)}~=O' tenemos 

(Yi+l -y;, y;) = (.T;+J - x;, x;) >O, i =O, ... , p- 2, 

(yp- Yp-!, y;_ 1 ) = (xo- Xp-1, .T;_ 1 ) > O, 

\:l!p+J - Yp, y;) = (xo- 1:o, x0) =O, 

es decir, mín;=o, ... p(Yi+l- y;, yn =O. Esto es una contradicción desde que A 
es pseudo-monótono p-cíclico. Por lo tanto A es casi-monótono p-cíclico. 

Ahora, sea {(x;,xi)}~~¿ e graph(A) tal que 

. mín (x;+ 1 - x;,xi) =O, 
,.=O, ... ,p-1 

y definamos {(y;, yi) };'=0 como en (3.3) Sigue de la ecuación (3.4) que 

. mín (Yi+l -y;, y;)= O. 
,.=O, ... ,p-1 

Por lo tanto, por la pseudo-monotonía p-cíclica de A, (x;+J - x;. x;) =O, para 

todoi=O, ... ,p-1. o 
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El resultado anterior no se aplica al caso de casi-monotonía p-cíclica .. En efec

to, consideremos graph(A) = {(0, 1), (1, -1)}. Tomando (x 0 ,x0) = (0, 1) y 

(x1 ,.r:;) = (1,-1), es claro que 

(x¡ - xs, x0) = 1 > O, and (xo - x1 , 1:;) = 1 > O. 

Por lo tanto A no es casi-monótono 1-cíclico. Sin embargo, este es casi-monótono 
p-cíclico, para todo p > 1 desde que cualquier conjunto de p + 1 elementos tiene 

elementos repetidos los cuales hacen que el mínimo en (3.2) sea trivialmente O. 

Además, para p > 1, A es también un ejemplo de un operador casi-monótono 

p-cíclico que no es pseudo-monótono p-cíclico. 

Ahora mostraremos que si adicionamos la hipótesis de linealidad al operador 

multivaluado casi-monótono p-cíclico, entonces también será casi-monótono q

cíclico para todo q < p. 

Proposición 3.2. Sea A: X =l x· u.n operador lineal casi-monótono p-cíclico. 

Entonces este es casi-monótono q-cíclico, para. todo q <p. 

Prueba.: Es suficiente a probar para q = p - l. Asumiendo que A no es casi

monótono (p- 1)-cíclico. Entonces existen {(x;,x;)}f,:~ e graph(A) tal que 

Fijemos t E lR y definimos, 

(y;, yi) = (x;, xi), Vi= O, ... ,p- 1, 

(y1, y;) = (1 - t) (xo, x0) + t(xp-l, x;_ 1 ), 

donde (yr,y;) E graph(A), por linealidad de A. De esto, 

(YHJ- y;, y;)= (x;+J- x;,x;) >O, i =O, ... ,p- 2, 

(yp- Yp-l, y;_ 1 ) = (1- t)(xo- Xp-l, x;_ 1), (3.5) 

(Yo - Yp, y;) = t(xo - Xp-1, (1 - t)x0 + tx;;_ 1 ). (3.6) 

La ecuación (3.5) es positiva, cuando tomamos t < 1. De la ecuación (3.6) 

obtenemos 

Ahora, si (x0 - Xp-l, x0) ?:: O entonces la ecua.ción (3.6) sera positiva cuan
do consideremos t E]O, 1 [. Caso contrario, es suficiente tomar t < O cuando 

(xo-Xp_ 1,:c0)<0. O 

Ahora, nos preguntamos: ¿si monotonía p-cíclica. implica casi-monotonía p + 1-

cíclica?. La respuesta a dicha interrogante es negativa, y la veremos en el Lema 

3.2 parte iv) de la siguiente sección. 

3.1. Casi-monotonicidad cíclica in1plica !nono

tonicidad cíclica 

En esta sección consideraremos el operador univa.lua.do F : lR" -+ lR" definido 

por F(x) = A.r:- o., donde A es una matriz de orden 11 x n y o. E 1R 71
, estos 
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operadores son conocidos en la literatura como operadores afines linea.les. 

Podemos ver que dicho operador F es monótono si y sólo A es semi-definida 

positiva. De manera similar el concepto de monotonía p-cíclica es equivalente 

a las matr-ices semi-definidas p-positivas, para el caso del operador F. 

El siguiente resultado extiende la Proposición 2.4. 

Lema 3.1. Sean A y P dos matrices Teales de oTden n x n. Denotemos poT 

B = P1AP, entonces 

i) si A es casi-monótona p- cíclica entonces A es ca.si-monótona q- cíclica 

pam todo q con 1 :::; q :::; p. 

ii) si A es casi-monótona p- cíclica entonces B es casi-monótona p- cíclica .. 

iii) si P es inveTtible, entonces A es casi-monótona p- cíclica si y sólo si. B 

es casi-monótona p- cíclica. 

Prueba: La parte i) es consecuencia directa de la Proposición 3.2. La parte ii) 

se sigue de la siguiente igualdad 

(xi+1 -x;,Bx;) = (Pxi+ 1 -P.T;,APx;). 

En la parte iii) sólo debemos probar el recíproco de ii), y se sigue de que para 

todo X; existe y; con i = 1, · · · ,p tal que x; = Py;, uno tiene que 

(xi+1 - :r;, Ax;) = (Pyi+ 1 - Py;, APy;) = (Yi+l- y;, pt APy;). 

o 

La proposición siguiente muestra que la casi-monotonicidad p-cíclica implica 

semi-definida positiva+, cuando p > l. 

Proposición 3.3. Asumamos qv.e p > l. Si A es casi-monótona p-cíclica., 
entonces A E p+. 

Prueba: En vista del Lema 3.1, podemos asumir que p = 2. Ahora, por con

tradicción, existe v E IR:" tal que (A + At)v = O y Av # O. Se sigue que 

(Av, v) = O y IIAvll > O. Para l' E IR: y w E IH:71 consideremos x 0 = v, x 1 = w- v 
y x2 = v- ¡·Av. Luego 

(Axo, x1 - xo) (Av, w- 2v) 

(Av,w), 

(A(-v + w),v -¡•Av + v- w) 

1IIAvll2 +(Av, w) + 2(Aw, v) -¡(Aw, Av)- (Aw, w), 

(A(v -¡·Av),v- (v -¡Av)) 

¡·(IIAvll 2 -¡(A 2v .. Av)). 
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Tomando w de manera que su norma sea lo suficientemente pequeña satisfacien

do (Av, w) > O, y"(> O satisfaciendo [[Av[[ 2 -"((A 2v, Av) > O, los tres productos 

(Ax 0 , x 1 - xo), (Ax 1 , x2- x 1 ) y (Ax2 , x0 - x2 ) son todos estrictamente positivos. 
Se sigue que A no es casi-monótona 2-cíclica.. e 

El réciproco de este resultado no es verdad, consideremos por ejemplo 

A=[cose 
sine 

-sin e ] 
cose 

con 11/3 < ¡e¡ < 11/2. 

Claramente A. E p+ y no es dificil mostrar que A no es 2-cíclicamente casi
monótona. 

Ahora asumamos que A E p+, entonces del Capítulo 2, existe una matriz 

diagonal A de la forma siguiente 

A= 

o 

donde A; es una matrix de orden 1 x 1 (un número real) o una. matrix de orden 
2 x 2 de la forma 

[ 
o-; -(3; ] 
/3; o:; 

con o-;, (3; E IPi, (3; =J O. Además, desde que A E p+, esta. es semi-definida 
positiva. y así las e_ntradas de la. diagonal de cada A; son no negativas. Esto es, 

A; satisface 

A; > O, si A; es una matrix de orden 1 x 1, y 

o-; :2: O y o-7 + !3? > O, si A; es una matrix de orden 2 x 2. 

Las propiedades siguientes son consecuencias directas de la. discusión previa y 

del Lema 3 .l. 

Lema 3.2. Con las mismas notaciones de la discusión previa. uno tiene 

i) A es casi-monótona p- cíclica. si y sólo si A también lo es; 

ii) si A es casi-monótona p- cíclica., entonces cada. A; también lo es; 

iii) A; (de orden 2 x 2) es casi-monótona. p- cíclico. si y sólo si la. m.a.trix 

cose; 

sine; 
-sin e ] '· 
cose; ' 

con cose;= o:;/( jo:f + 81) y sin e;= (3;/( Jo}+ /31), también lo es. En 

este caso, poT qv.e o-1 :2: O y o; + 8 2 > O, entonces O < ¡e,[ .S: "/2. 
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iv} cv.ando !B;! = n/2 en iv}, A; es monótona. pero no casi-monótona. 2-cícli

ca. 

Prueba: La prueba de i) a iii) son consecuencias directas del Lema 3.1. 

Probaremos iv). Claramente, en este caso, A; es monótona .. Para probar que 

esta matriz no es casi-monótona 2-cíclica es suficiente considerar los vectores 

xo = (1, 0), x1 = ~ ( -1, 1), x2 = ~(1, -J3) y .1:3 =.ro. Así, los tres productos 

(A;xo,X¡- x0), (A;X¡,X2- x1) y (A;x2,XQ- X2) 

son estrictamente positivos. Acorde a la definición, A; no es casi-monótona 2-

cíclica. D 

La monotonicidad p-cíclica para operadores afines fueron estudiados por J .P. 

Crouzeix y Gutan en [5]. 

La siguiente proposición muestra la equivalencia entre la monotonicidad p-cícli

ca y la casi-monotonicidad p-cíclica para la matriz R. 

Proposición 3.4. Awmo.mos qv.e R es casi-monótona. p- cíclico. sobre JR 2 , en

tonces es monótona. p- cíclica. sobre JR2 . 

Prueba: Si p = 1, entonces el resultado es trivialmente satisfecho. Ahora, 

supongamos que p > l. Desde que O < ¡e¡ < 11/2, existe q E IN tal que 

nj(q + 2) < ¡e¡ :S nj(q + 1). Según el Lema 2.2, Res monótona q-cíclica 
pero no monótona (q + 1)-cíclica, concluyendo así que p :S q. 

Para concluir la prueba basta con probar que R tampoco es casi-monótona 

(q + 1)-cíclica. Para m E IN, denotemos (3 = 8/m y 

S= [ cos(3 sin/3 ] . 
- sin (3 cos (3 

Haciendo un cálculo simple de producto de matrices, tenemos que para todo 

k,r E IN, 

y 

R."= [ c~s k8 
sm k e 

-sin k8 ] , 
cosk8 

R'' sr =S'' R." = [ cos(ke- T(3) 
sin(kB - T(3) 

[ 
cos r(3 

-sin r(3 
sin r(3 ] 
COS T(3 

- sin(ke- T(3) ] . 
cos(/;;8- r(3) 

Tomemos O # x0 E IR 2 un punto fijo pero arbitrario y para i = l. · · · , q + 1 

definamos 

{ 

SiR2i:~:o 
X;.= 

:r:o 

Para i =O, 1, · · · , q, uno tiene 

(R.x;, .Ti+l - x,) 

para. i = 1, · · · , q + 1, 

para i = q + 2. 

(R:c1,SR.2 x;) -l!x,!! 2 cos8 

I!Rx; 11 2 cos(B - (3) - llx; 11 2 cose 

IIR.xoll 2 [cos(e- (3)- cose], 
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y para i = q + 1, 

(R.r-q+L xo) - llxq+ll! 2 cos B 

(S"+ 1 R2q+:J.r-o, xo) - IIJ: 9+Iil 2 cos B 

!la; o 11 2 cos[(2q + 3)8 - (q + 1 ),6] - llx; 11 2 cos B 

llxoll 2 (cos[(2q + 3)e- (q + 1),6]- cos 8). 

Desde que Ti /(q + 2) < IBI ::; Ti /(q + 1), se tiene que -IBI ::; 21i- (2q + 3)IBI < 181 
y como ,6 = B /m, tomando m suficientemente grande, 

lB- ,61 < IBI and -IBI < 21i -l(2q + 3)B- (q + 1),61 < IBI. 

Por tanto, para todo i =O, 1, · · · , q + 1, 

(Rx;,Xi+l- X;)> 0. 

Esto muestra que R no es casi-monótona (q + 1)-cíclica. O 

Corolario 3.3. Con las misrn.as notaciones del Lema 3.2, A es casi-monótona 

p-cíclica si y sólo si A es monótona p-cíclica. 

Prueba: Asumiendo que A es casi-monótona p-cíclica. Del Lema 3.2, cada A; 
es casi-monótona p-cíclica y por tanto de la Proposición 3.4, estas matrices son 

monótonas p-cíclicas. Aplicando nuevamente el Lema 3.2 deducimos que A es 

monótona p-cíclica.. o 

El resultado anterior es resumido en el siguiente teorema cuya prueba es la 

conjunción del Corolario 3.3 y el Lema 3.2. 

Teorema 3.4. Sea A una matri.T real de orden n x n. Entonces A es casi

monótona. p- cíclica sobre IR" si y sólo si A es monótona. p- cíclica sobre IR". 

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.4. 

Corolario 3.5. Con la.s mismas notaciones del Teorema 3.4, son eqniva.lentes: 

i) A es casi-monótona. p- cíclica.; 

ii) La inversa. A- 1 definida po1· A- 1 (x*) = {x: .r,* = Ax} es ca.si-monótona 

p-cíclica; 

iii) A t. es casi-monotona p- cíclica.; 

iv) dado a E IR", el opemdor F(x) = Ax +a esca.si-monótono p-cíclico. 

Prueba.: Las equivalencias entre los tres primeros enunciados son consecuencias 

inmediatas del Teorema 3.4 y por el hecho que estas equivalencias ocurren para 

la propiedad de monotonía p-cíclica. 

Así, sólo probaremos la equivalencia entre i.) y iv). Pues estas equivalencia ocur

ren para la propiedad de monotonía p-cíclica. es suficiente probar que para un 

dado a E IR". el operador F es monótono si F es casi-monótono. Tomamos 
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v E lRn un punto arbitrario y definimos x 0 = tv y x 1 = -tv para t > O. De la 
propiedad de casi-monotonía, 

O 2: mín[(Axo + a.,x 1 - xo), (Ax1 + a,:ro- x1)] 

-2t2 (Av,v) +2tmín[(a,v), -(a,v)]. 

Se sigue, para todo t > O, 

t(Av, v) - mín[ (a., v), -(a., v)] 2: O. 

Uno deduce que (Av, v) 2: O y así la monotonía de F. O 

Corolario 3.6. A es cíclicamente casi-monótona si y sólo si A es cíclicamente 

monótona. En este ca.so, A es simétrica y semi-definida positiva. 

Extensión a dimensión infinita 

El resultado siguiente extiende el Teorema 3.4 en el contexto de operadores 
lineales definidos en espacios de Banach. 

Proposición 3.5. Sen A : dom (A) e X ---+ X* v.n operador lineal, no nece

sariamente definido en todo X. Si A es casi-monótono p-cíclico entonces es 

monótono p-cíclico. 

Prueba: Sea. A : dom (A) e X---+ x· un operador casi-monótono p-cíclico, con 

p > l. Fijemos {x;}f=o e dom (A). De la casi-monotonía. p-cíclica de A, 

. mín (x;+ 1 - x;, A(x,)) :::; O. 
>.=O, ... ,p 

Consideremos 11 = span{ x 0 , ... , xp}. Asumamos, sin perdida de generalidad, 

que { x;} i=o es una base para V, así V es un su bespacio lineal de dimensión 
r + 1 de X. Sea {ea, ... , e,.} la base canonica. de JRr+l y sea 1j; : V ---+ JRr+l un 

isomorfismo lineal tal que 1j;(x;) =e;. Consideremos M= (m;j) la matrix de 

orden (r+ 1) x (r+ 1) tal que 

Observemos que 'ljJ y JvJ definidos como antes respectivamente, el producto de 
dualidad de X en el siguiente sentido 

,. r r 

En efecto, sea :z: = 2.:= o·;x; y y = L (3;x; y consideremos v = '1/J(.T) = L o:;e; 
i=O i.=O i.=O 

y w = 1j;(y) = J:)3;e;. De esto, 
i=O 
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Afirmamos que M es casi-monótona p-cíclica. En efecto, tomemos { v;}f=o e 
~r+l y escribamos, para cualquier i, 

r 

r 

v; = :2:: O:;jej. 

j=O 

Definamos y; = :2:: O:;jXj, so v; = 1/J(y;). Por lo tanto (v;+1 - v;, Mv;) = 
j=O 

(Yi+l- y;, A(y;)). Esto implica nuestra afirmación, como A es casi-monótono 

p-cíclico. Por el Teorema 3.4, Af es también monótono p-cíclico. Así deducimos 

la monotonía p-cíclica de A observando que 

p p 

:L:(x;+l- x;, A(.-r;)) = 2::(1f';(.-ri+ 1 - x,), M'lj;(x;)). 
i=O i=O 

o 

Teorema 3. 7. Sea A : X ::::l X* un operador multiva.luado lineal. Si A es 

casi-monótono p-cíclico entonces es monótono p-cíclico. 

Prueba: Sea A0 una selección de A. Notemos que, como A es casi-monótono 

p-cíclico, Ao lo es también y de esto por la Proposition 3.5, monótono p-cíclico. 

Además, Por la Proposición 1.4, A es monótono. Por lo tanto, Por el Lema 1.6, 

A(O) e dom (A)_¡_. (3.7) 

Tomando {(x;,xi)}f=o e A arbitrario. Notemos que, por (1.2), podemos 
escribir 

x; = Ao(x;) + w7, w; E A(O). 

Por lo tanto 

p p 

L(.-r;+J- X;,x:) = :L:(x;+1 - x;, Ao(x;) + w;-) 
i.=O i=O 

p 

= ¿(a;i+J- x;, A0 (x;)) + (xi+J- x;.,w;) 
i.=O 

p 

= :L:(x;+J- x;,Ao(x;)):::; O, 
i=O 

donde la última igualdad se sigue de la ecuación (3.7), y la última desigualdad se 

sigue de la monotonía p-cíclica de A0 . Por consecuencia A es también monótono 

p-cíclico. O 
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Conclusiones 

Toda matriz semi-definida p-positiva con p ::::: 2 es semi-definida positiva+. 

Una matriz semi-definida positiva es simétrica si y solo si es semi-definida 

p-positiva para todo p natural. Así, toda matriz simétrica semi-definida pos

itiva es semi-definida positiva+. Para cada matriz A semi-definida positiva no 

simétrica existe p natural tal que A es semi-definida p-positiva pero no es 

semi-definida (p + 1)-positiva. También, toda matriz no nula, anti-simétrica. y 

se1~1i-definida positiva no es semi-definida positiva.+. 

Toda matriz semi-definida positiva+ es semejante a una matriz diagonal por 

bloques, donde dichos bloques ,son de orden 1 o 2, estan formados por los au

tovalores de la matriz. Si A es semi-definida p-positiva y B es semejante a 

A entonces B también es semi-definida p-positiva, y recíprocamente. Luego, 

el máximo p natural para el cual una matriz es semi-definida p-positiva esta. 

determinado por sus bloques de orden 2, los cuales resultan ser matrices de 

rotación. Por tanto, una matriz es semi-definida p-positiva. si y solo si sus ma

trices de rotación, de la matriz diagonal por bloques semejante, tienen ángulo 
menor o igual que r. / (p + 1). 

El concepto de monotonicidad p-ciclica para el caso de operadores lin

eales en espacios de dimensión finita es equivalente a que su matriz de rep

resentación sea semi-definida p-positiva. Así, para este caso lineal, se tiene que 

casi-monotonicidad p-cíclica es equivalente a monotonicidad p-cíclica. 

Todo operador multivaluado lineal es casi-monótono si y solo si es monótono. 
Todo operador multivaluado (pseudo- )monótono p-cíclico es (pseudo-)monótono 

q-cíclico, para todo 1 ::::; q ::::; p. En general los operadores multivaluados casi

monótonos no tienen la propiedad anterior. Pero, si adicionamos la condición de 
linealidad sobre el operador, se obtiene la propiedad mencionada. Más aún, un 
operador multivaluado lineal es casi-monótono p-cíclico si y solo si es monótono 

p-cíclico. 

39 
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