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Resumen

Es conocido que toda matriz real semi-definida positiva es un caso particular
de un operador mondtono, también que toda matriz real simétrica semi-definida
positiva es un caso particular de un operador ciclicamente mondtono. Motivados
por el concepto de p—monotonia introducida en [5) o r—ciclicidad mondiona
introducida en [12], introducimos el concepto de ciclicidad de orden p dentro
de las matrices cuadradas semi-definidas positivas, permitiendonos clasificarlas.
Mostramos en ésta tesis que todo operador multivaluado lineal casi-monétono es
monétono e introducimos el concepto de ciclicidad en monotonia generalizada
y terminamos comprobando que para el caso lineal, la ciclicidad en monotonia
generalizada es la misma que la ciclicidad en monotonia.
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Introduccion

Aproximadamente en los afios 60 se introduce el concepto de monotonia. En
esas epocas, el matemdtico italiano Guido Stampacchia, utiliza la monotonia,
para resolver un problema sobre ecuaciones diferenciales parciales. Luego, se
utilizo dicho concepto para resolver otros tipos de problemas, como por ejem-
plo: Desigualdades variacionales, Problemas de complementariedad, Problemas
de equilibrio, Equilibrios de mercado, Trdfico de equilibrios, etc. El lector intere-
sado puede revisar la siguiente referencia [7] para ver estos y otros problemas.
Asi, el concepto de monotonia fue extendido y conocido en la actualidad co-
mo la monotonia generalizada, es decir pseudo-monotonia, casi-monotonia, etc,
también para resolver ciertos problemas, como los mencionados anteriormente.

Por un lado, es conocido que toda funcién diferenciable f : R™ — R es con-
vexa si y solo si su gradiente Vf : R™ — R"™ es un operador mondtono. Pero
no todo operador mondtono proviene del gradiente de una funcién convexa, por
ejemplo el operador T : R? — R? definido por T'(z,y) = (~¥,z) es mondtono
pero no proviene del gradiente de una funcién convexa. También, es conocido
que todo operador de la forma T'(z) = Az + b es mondtono si y solo si A es una
matriz semi-definida positiva. La condicién para que T provenga del gradiente
de una funcién convexa es la simetrfa de la matriz A. Luego, en los trabajos
[5, 12] se introdujo sobre la familia de operadores de la forma T(z) = Az,
lineales, en espacios finitos dimensionales el concepto de monotonia ciclica de
orden p natural, donde el mayor orden de ciclicidad define el indice de simetria
de la matriz A. También es conocido que todo operador lineal, es casi-mondétono
si ¥ solo si es mondtono.

Por otro lado, un operador multivaluado A: X =% X es llamado lineal si su
grafico, {(z,z*) € X x X* . z* € A(z)}, es un subespacio vectorial de X x X*,
donde X es un espacio de Banach y X* es su dual topolégico, extendiendo
asi a los operadores lineales. Asi, las dos propiedades més resaltantes de los
operadores multivaluados lineales son

- A(0) es un subespacio vectorial de X~,
- A(z) = z* + A(0) para todo (z,z*) en el grifico de A,
que pueden ser vistos en {4]. Ademds si el operador multivaluado es monétono,

se deduce que
A(0) C dom (A)t,

donde dom (A) = {z € X : A(z) # 0}. Este resultado fue probado por H.
Bauschke et al. en [3].
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En ésta tesis probaremos que todo operador multivaluado lineal es casi-
mondtono si y solo si es mondtono. Luego, introduciremos el concepto de ciclici-
dad de orden natural en monotonfa generalizada para operadores multivaluados.
Seguido cémproba.remos que para el caso lineal ciclicidad en monotonia general-
izada se reduce a ciclicidad en monotonia, de la siguiente manera. Todo operador
multivaluado lineal A : X =3 X*, posee una seleccion lineal Ag : dom (A) — X*.
De manera que si ademads A es casi-monétono con ciclicidad de cierto orden, en-
tonces también lo sera Ag. Lo que nos permite, restringirnos al caso de operados
punto a punto (o univaluados). Tomando como primer caso los espacios finitos
dimensionales, observamos que todo operador lineal tiene una representacion
matricial dependiendo de las bases escogidas y que todas las representaciones
matriciales estan relacionadas via semejanza y dado que monotonia es equiva-
lente a la propiedad de semi-definida positiva. Estudiaremos como primer caso
las matrices semi-definidas positivas. Seguido y por dltimo su extensién al caso
infinito dimensional.

La tesis esta organizada en tres capitulos, la primera parte donde fijaremos
las notaciones y enunciamos los resultados més relevantes que usaremos para
el desarrollo de la misma. En el Capitulo 2 clasificaremos a las matrices semi-
definidas positivas segun su ciclicidad. Finalmente, en el Capitulo 3, presentamos
nuestra definicién de ciclidad para monotonia generalizada.



Capitulo 1
Preliminares y notaciones

En este capitulo presentamos las herramientas y notaciones que necesitamos
para desarrollar esta tesis. Comenzando por el dlgebra lineal, recordando las
definiciones de espacio vectorial, transformaciones lineales y las matrices, segui-
do del andlisis funcional donde veremos la definicién de espacios de Banach,
recordando para ello la defincién de espacios topoldégicos y espacios métricos
completos. Terminamos este capitulo con el andlisis multivaluado, donde dare-
mos la definicién de un operador multivaluado y consideraremos dos operadores
en particular, uno de ellos extiende el concepto de transformaciones lineales,
aqui llamados operadores multivaluados lineales, y €l otro es la monotonia gen-
eralizada.

1.1. Algebra lineal

Un Espacio vectorial sobre un cuerpo K, es un conjunto X, en el que se
han definido dos operaciones:

Una interna + : X x X — X llamada adicidn, la cual a cada par (z,y) €
X x X le asocia un elemento de X denotado por z 4y que cumple las siguientes
condiciones:

1) z +y=y+ a para todo z,y € X (propiedad conunutativa);
2) (x+y)+z=2z+(y+z) para todo z,y, z,€ X (propiedad asociativa);

3) Existe un elemento denotado por 0 tal que:
z + 0 =z para todo z € X (elemento neutro);
4) Para todo z € X existe un elemento —z € X tal que
z + (—z) = 0 (inverso aditivo).

La otra operacién, externa - : K x X — X, llamada multiplicacién escalar,
la cual a cada par (a,z) € K x X le asocia un elemento de X denotado por oz
(o simplemente az) que cumple las siguientes condiciones

1) 1.2 =2 para todo z € X;
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2) o(Bz) = Baz) para todo a, f € K y todo z € X;

Las operaciones interna y externa estan relacionadas por las siguientes leyes
distributivas:
(a+Blz=azx+ Pz yalz+y)=az+ Py

paratodo z,y € X vy todo o, 8 € K.

Donde K es un cuerpo. En el caso K = R diremos que es un espacio vectorial
real

Ejemplo 1.1. R” con la suma de coordenadas y producto por un escalar usual
es un ejemplo clédsico de espacio vectorial real.

Un subconjunto V de un espacio vectorial X es llamado subespacio vectorial
de X, si V con las operaciones de suma y multiplicacién escalar de X es un
espacio vectorial.

Sea U un subconjunto del espacio vectorial X. El subespacio vectorial gener-
ado por U, denotado por spanU es, por definicién, el conjunto de todas las
combinaciones lineales

QU1 + 0oUs + - QU

donde uy, - ,um € U.

Sea X un espacio vectorial. Se dice que un conjunto U C X es linealmente
independiente si ningin vector u € U es combinacidn lineal de otros vectores
de U. Para evitar ambigliedades, si U tiene un tnico elemento u # 0, se dice
que U es linealmente independiente. Cuando U es linealmente independiente se
dice también que los elementos de U son vectores linealmente independientes.

Una base de un espacio vectorial X es un conjunto B C X linealmente inde-
pendiente que genera X, i.e. spanB3 = X.

Se dice que un espacio vectorial X tiene dimensién finitd si admite una base B
con un numero finito de elementos. Este ntimero, que es el mismo para todas
las bases de X, se llama la dimensidn del espacio vectorial X. Por extension,
se dice que el espacio vectorial X = {0} tiene dimensién cero.

Dados X e Y espacios vectoriales reales, una transformacién lineal de X en
Y, es una aplicaciéon T : X — Y tal que
T(az + By) = oT'(z) + BT (y)
para todo z,y € X y todo a,3 € R. En el caso en que Y = R, T serd llamada
- funcional lineal.
Asociado a un espacio vectorial real X, consideramos €l conjunto
X' :={T: X — R;T es funcional lineal}
el cual provisto de las operaciones:

+ X' x X' = X' (1) + T2)(z) =T1(z) + To(z) paratodoz € X



1.1. ALGEBRA LINEAL 5

GRx X' = X' (o-Tp)(z) =a Ta(z) paratodore X

es un espacio vectorial real llamado el espacio vectorial dual (algebraico)
de X. .

Un producto interno en un espacio vectorial X es lineal por la izquierda,
hermitiana y positiva en X. Mas precisamente, un producto interno es una
funcién X x X — K, que a cada par de vectores z,y € X le asigna un elemento
de K, {z,y), Hlamado producto interno de z por y, de modo que sean vélidas

las siguientes propiedades, para cualesquiera z,y,z2 € X ya € K
1. Linealidad por la izquierda: (az + y, z) = a{z, z) + (y, 2).
2. hermitianicidad (z,y) = (y, z).
3. Definida positiva: (z,z) > 0, y (z,z) = 0 si y sdlo si z = 0.

En el espacio euclidiano R", el producto interno candnico de los vectores
r= (Ila“ : 7mn‘) ey = (ylw' o ,yn) se define por

™
{z,y) = Zazlyv
i=1
. Este es el producto interno que consideraremos en R™.

Otro ejemplo de espacio vectorial son las matrices que veremos a continuacién.

Matrices

En general una matriz m x n, o de m filas y n columnas es un ordenamiento de

nimeros tal como:

ail a2 - QGin
az1 Q22 - Q2n
Gmi Gm2 °°  Omn

donde a;; € K paral <i<nyl<j<m, cuya ubicacién es tnica.

Por comodidad las matrices se denotan con letras mayusculas tales como A, B,C, - - -

etc v sus componentes con las mindsculas. Asi:
A= [(qu‘j], B = {bij]./ C = -etc.

El conjunto de matrices mxn con coeficientes en K, se denota con K™ ™. Donde
K significa para nuestro estudio R o C. En €l caso general K es cualquier cuerpo.

K™*™ estd provista de las operaciones de suma y producto por un escalar,

en forma andloga a R™. Es decir, si 4 = {a,;], B = [b;;), son elementos de K7™,

entonces:

A+B = [CL”‘ + b'ij:! e gmxn
MA [)\CI,,'j]., Vie K

I



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES Y NOTACIONES

con estas operaciones K™*™ es un espacio vectorial sobre K; donde el opuesto
de 4 es —A = [—a;;] ¥ la matriz cero es 0 = [0].

Existe el producto de matrices bajo ciertas restricciones, el cual es como
sigue: 8i A = [ay;] € K™*" y B = [b;;] € K™*? entonces

AB = [ci) € K7, donde ¢i; = Z aibjs.

=1
El producto de matrices tiene las siguientes propiedades:
1. (AB)C = A(BC) es asociativo.
2. A(B+C) = AB + AC es distributivo con respecto a la suma.
3. AB # BA en general, es decir no es commutativo.

La transpuesta de A = [a;;] € K™*", es por definicién A* = [a;;] € K™*™.

Si A € C™*™, denotaremos por A a la matriz [G4;], donde @;; es el conjugado
. . —t
de a;;. Ademas definimos A = 4",

El conjunto de matrices cuadradas K™*™, tiene importantes propiedades, por
ejemplo el producto se efectua sin restricciones, se puede definir el concepto de

malriz inversa, etc.

Para cada n, existe una matriz llamada Identidad, que es:

100 0
010 0
I,=]001 0
000 - 1

y tiene la propiedad: Al, = I, A = A, para toda matriz A en K™*"™.

Una matriz A € K™*™ diremos que es inversible si existe otra matriz B €
K"*™ tal que AB = BA = I,,. En este caso diremos que B es la inversa de A.

Existen muchas familias de matrices que tienen una denominacidén particular
que podemos sefialar: Dado A = [a;] € K™*", se dice:

1. Diagonal si, a;; =0 Vi#j

2. Triangular superior si, a;; =0 Vj <1
3. Triangular inferior si, a;; =0 Vi < J
4. Simétrica si, A' = A

5. Antisimétrica si, Al = —A

6. Ortogonal si, A*A4 = I,
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Si A = [ai;] € €7 se dice:
1. Hermitiana si, A* = A
2. Antihermitiana si, A* = - A4
3. Unitaria si, A4 =1,
4. Normal si, A*A = A4~

Un tipo particular de matrices que estudiaremos son las matrices de rotacion
en R?*2. Es decir, consideraremos las matrices del siguiente tipo

a —b

R =
b a

con a, b nimeros reales tales que a2 + b% # 0. Asf podemos asociar a. este tipo
de matrix un dngulo € que cumpla las siguientes condiciones

a b
cosf = ~——— y senf = ————x
JaZ 12 JZ 8
luego
cosf —send
R=+/a?+b?
¢ senf  cosé
Denotando

Re = cosfl —send

senf  cosé

tenemos que R = v a? + b2 Rg. Ahora, no es dificil verificar, haciendo las cuentas,
que en R?, para cualquier vy € R? se verifica sin mucha complicacién es

(vo, Rovg) = fuo||2cosh.
Una propiedad que se observa de las matrices de rotacién es la siguiente:
Rg + R, = 2cos(6)1

es decir la suma de dicha matriz de rotacién con su transpuesta es un multiplo
de la identidad. Méds ain no es dificil ver que toda matriz de rotacién es normal.
En general, si consideramos A € C**™ con la propiedad

A+ A =1
Podemoms deducir que
AL =Al - A)=A-A’=(I-A)A=A"A

es decir, A es normal.

Sea A una matrix de orden n x n. Entonces el escalar A es un autovalor de
A siy sblosi A — Al no es inversible!. Sea z € K™. Entonces z es llamado un
autovector correspondiente al autovalor A si y sdlo si (A — ATz = 0.

! Las matrices no inversibles son conocidas en la literatura también como singulares
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Desde que A — A es singular si y solo si existe 2 no nulo tal que (A— Al)z =0,
Az = dz. Observemos que para un autovector x de A, Az es un multiplo escalar
de z.

Considerando ahora la matriz Ry como una matriz compleja de C?, podemos
observar que tiene autovalor

A = cosf + isend.
El siguiente resultado es conocido como el Teorema Espectral.

Teorema 1.2. Sea A € R™*™ una matriz simétrica. Eziste una base ortonormal
{ui, - ,un} C R™ formada por autovectores de A.

La prueba de dicho resultado es el Teorema 13.6 que puede verse en la pagina
186 de! libro [9].

Una matriz A € R*™™" se llama semi-definida positiva si (Av,v) > 0 para
todo v € R™.

Sea A € R un autovalor de la matriz semi-definida positiva A y v su correspon-
diente autovector, entonces Mv,v) = (dv,v) = (Auv,v) > 0, por tanto A > 0.
Concluyendo que todos los autovalores de una matriz semi-definida positiva son
N0 negativos.

Por otro lado, si todos los autovalores de una matriz simétrica A son no neg-
ativos, tenemos que para la base ortonormal {vi,---v,} € R" formada por
autovectores de A (que existe gracias al Teorema 1.2), con Av; = Av;. Para
cualquier vector v € R™, se tiene que v = a;v; + - + @ntp, luego

n n n n n
(Av,v) = ZaiAvi, Zaivi = E a;Av;, Zaivi = Z Mia? > 0.
q=1 i=1 =1 i=1 i=1
Lo cual muestra que A es una matriz semi-definida positiva.

Como conclusién tenemos que toda matriz simétrica es semi-definida positiva. si

y solo si sus autovalores son no negativos.

Supongamos que las bases U = {uy, - ,un} y U’ = {u), - ul,} son bases
ortonormales de R™, es decir de vectores unitarios ortogonales dos a dos. La
matriz P = [p;;] que cumple: '

n
vi=1,-,n uj= Z]’lci'urka
h=1

es conocido como la matriz de paso de U a U’, es una matriz ortogonal. En
efecto, para cualesquiera ¢, = 1, - ,n tenemos

n n

! 1

Uy = § Prile Y  U; = § Piej Uk
k=}

k=

n
luego {(u;, u,’j) = Zpk.i]?kj por tanto P*P = 1.
k=1
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Como una consecuencia. del Teorema 1.2 {Teorema Espectral) tenemos, para
toda matriz simétrica semi-definida positiva, existe una base ortonormal U, de
manera que la matriz de paso P de la base canonica {e1, -+ ,en} a U, satisface

que
A

PYAP = v
A
donde los X; son los autovalores de A no negativos.

Presentamos a continuacion el siguiente resultado que es el Teorema 14.3 que
puede verse en la pagina 211 de (9].

Proposicién 1.1. Sea A una matriz ortogonal de R™*™. Eziste una mairiz de

paso ortogonal P tal que

F g .

PLAP = 1
(el ] Senay
—Ssena;  Ccosagy

COSQy.  senay

—8enqy  Costy

El siguiente resultado esta presentado como el Teorema 15.1 en la pagina 186
de [9].

Teorema 1.3. Sea A una matriz normal de R™*™. Exisie una matriz de paso
ortogonal P tal que

M

P'AP = @ —h
B oy
as  —Ps

Bs o

donde lo elementos omitidos son iguales a cero.

El dltimo resultado nos dice que A puede ser “llevado” a una matriz diagonal
por bloques. Podemos deducir del timo resultado que si A es simétrica entonces
la matriz diagonal por bloques solo tiene bloques de matrices de orden 1. Si A
no tiene autovectores entonces la matriz diagonal por blogues solo tiene bloques
de orden 2.
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Relacién entre transformaciones lineales y matrices

Sean X e Y dos espacios vectoriales de dimensién finita n y m respectivamente.
Fijando bases By = {u1,u2, - ,Un} y By = {v1,v2,- - ,um} de X eV, respec-
tivamente-y sea T': X — Y una transformacién lineal, las expresicnes

m
TuJ:Za,ij'ui, ji=1--,n
i=1

determinan la matriz Ar = |ai;] € K™%, la cual es Namada matriz asoci-
ada a T en las bases By y By.Tomando ahora las nuevas bases en X e Y,
BY = {ul,ub, - suny € Xy By = {v],v5, -+ ,v,,} CY. Entonces la transfor-
macién lineal T tiene asociada a las bases By v By otra representacién matricial,
denotada por Az = [af;] € K™*™. La cual verifica

m
o ! .
= Za,;jvi, g=1-,n
7=1
Por un lado la transformacion lineal Iy : X — X, la identidad en X con

las bases B y Bx (en ese orden) también tiene una representacién matricial,
denotada por P = [p;;] € K™ y cumple

IXU —u Zpk]ul.a j:]'#'..7n

la cual es inversible, cuya inversa resulta de considerar las bases By y By (en
ese orden). Por otro lado, la transformacién lineal Iy : Y — Y la identidad en
Y con las bases BB}, y By también tiene una representacién matricial, denotada
por Q = [g;;] € K™*™ gue también es inversible y cumple

= quv)‘, j=1-,m.

Luego

!
T

!

n
m
T (Zf) Ty = e

n

= ZPWTU’“ = Z Gr:} Z Qi Vi

k=1 r=1
X r=11=1
= ’;12:07)‘]7171) = Z (ZQHG":]) U
£ i=1 1
= Z (Z awlkpkj) Ui
i=1 \k=1

de donde se deduce gue

n m
’
Z Gif;Pkg = Z qira‘rj

fe=1 r=1



1.2. ANALISIS FUNCIONAL 11
esto es ApP = QAL
Desde que Q es inversible uno inflere en AL = Q YAz P.

En el caso particular que X =Y, Bx = By vy By = B se tieneque @ = Py
por tanto
=P 'ApP.

De lo anterior deducimos que todo operador lineal T : X — Y puede asociarle
una matriz con respecto a un par de bases, y que si cambiamos de bases cambi-
amos de matriz, pero que dichas matrices siguen relacionadas mediante matrices
de paso. Por esta razon estudiaremos simplemente a las matrices. .

El lector interesado en los resultados no demostrados, es invitado a revisar las
siguientes referencias [9] y [11], libros de dlgebra lineal.

1.2. Analisis funcional

Sea X un conjunto no vacio cualquiera, denotaremos por P(X) al conjunto
potencia de X. Un subconjunto 7 de P(X) se dird que es una topologfa de X
si se cumplen:

1- X, 9€71;
2.- Si A,B €T entonces ANB € 7;

3.- Si {Ax}rea C 7 entonces U Ay e
AEA
Al par (X, 7) se le llama espacio topoldgico y a los elementos de una topologia
T se les llama abiertos.

Dado un subconjunto A de X definimos el interior de A denotado por int(A)
con respecto a la topologia 7 como la unién de todos los abiertos contenidos en
A, es decir, es el abierto més grande, en el sentido de inclusién, contenido en A.

Un subconjunto F de X es llamado cerrado respecto de la topologia 7 si su
complemento F'¢ = X'\ F pertenece a 7, asi podemos ver que X y ¢ son cerrados.
Este concepto de cerradura tiene la propiedad de ser estable bajo intersecciones -
arbitrarias, es decir, la interseccién arbitraria de cerrados sigue siendo cerrado,
gracias a esto y a que X es cerrado definimos la clausura de un subconjunto A de
X, denotado por A, como la interseccién de todos los cerrados que contienen a
A, y éste es el cerrado més pequedio, en el sentido de inclusidn, que contiene a A.

Dado (X,7) un espacio topoldgico, un subconjunto ¥V de X se dird que es
una vecindad de un punto zg € X si existe U € 7 con la propiedad de que
zg € U C V. Denotaremos por V(zo) al conjunto de todas las vecindades de o.

Dados dos espacios topoldgicos (X.m) vy (Y, 72), diremos que la aplicacién f :
X — Y es continua con respecto a 7 ¥ 7o si se cumple:

o

vy = {T e X;f(z)eV}emn paratodoV €.
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Sea X un conjunto no vacio. Una funcién d : X x X — R es lamada una
métrica si cumple las siguientes propiedades:
1) d(z,y) > 0 para todo z,y € X, siendo d(z,y) = 0 si y sélo si z = y.
ii) d,(x,‘y) = d(y,z) para todo z,y € X.
ii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo z,y,z € X.

Un conjunto X no vacio dotado de una métrica d, serd llamado espacio
métrico y lo denotaremos por (X,d). La propiedad iii} es conocida en la liter-
atura como la Desigualdad triangular.

Sea (X,d), dado a € X y r > 0 denotaremos por:
¢ B(a,r) al conjunto {z € X;d(z.a) < r}.
e B(a,r) al conjunto {z € X;d(x,a) < r}.
Los cuales son llamadas respectivamente la bola abierta y la bola cerrada de

centro a y radio r.

Dado un espacio métrico (X,d), consideramos 7 como la coleccién de todos
los subconjuntos de X que son uniones arbitrarias de bolas abiertas, entonces
7 es una topologia en X, la clausura y el interior de A C X con respecto a esta
topologia son caracterizadas como:

e A={zc X;para todo ¢ > 0 se cumple que B(z,¢) N X # ¢}.
e int(A) = {z € X;existe r > 0 tal que B(z,7) C A}.

En un espacio métrico (X, d), una sucesién (z,) € X converge a zg € X si:
dado € > 0 existe ng € N tal que para todo n € N con n > ng se cumple que
d(Zn, o) < €.

Una sucesion (z,) C X se dird que es de Cauchy si y sdlo si: dado € > 0 existe
ng € N tal que para todo n,m € N con n,m > ng se cumple que d(zy, T ) < €.

Es facil ver que toda sucesidn convergente es de Cauchy en un espacio métrico
cualquiera, sin embargo lo réciproco no es cierto, por ejemplo considerar los
numeros racionales con la métrica dada por el valor absoluto, esto motiva la
siguiente definicidn.

Un espacio métrico (X,d), se dird que es completo si toda sucesién de
Cauchy es convergente.

La clausura del conjunto A puede ser expresada por sucesiones, es decir:
A = {z € X;existe una sucesién (z,,) C X que converge a } .

Sean (X,dy) y (Y,do) dos espacios métricos v sea f: X — Y. se dird que f es
continua en zg € X si se cumple que para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que si
tomamos z € X con dy(x. %) < & implica que da(f(z), f(z0)) < e.
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Como consecuencia de la continuidad en un punto se tiene que
£ es continua si y sdlo si f es continua en todo punto de X.

Sea X un espacio vectorial real. Una funcién || - || : X — R es llamada una
norma si se cumplen las siguientes propiedades:

1) ||lzll > 0 para todo z € X.

2) |zl =0siysélosi z=0.

3) Mz +yll < Jlzll + flyll-

4y a e R,z € X: |laz| = |a}l|z]}.

Un espacio vectorial real X dotado de una norma ||+ ||, serd llamada Espacio
Normado y lo denotaremos por el par (X, ] - |).

Obsérvese que R” con la norma euclidiana, definida como

. 1/2 _
Nzl = Viz, z) = <Z 'cf) para todo z € R™
i=1

es un ejemplo comiin de espacio normado. En general todo espacio vectorial con
producto interno tiene una norma inducida por el producto interno.
Veamos otro ejemplo de espacio normado

Ejemplo 1.4. Sea (R,7) un espacio topoldgico. consideremos el conjunto:

X ={f:R— R;f es una funcién acotada}

es un espacio vectorial real con las operaciones usuales de suma de funciones y
multiplicacién por un real. Definamos || - | : X — R como:

If1l = sup {|f(z)l;z € R}

No es dificil mostrar que || - || es una norma, por lo tanto X es una espacio
normado con norma { - ||

Dado un espacio normado (X, ||+ ||). Entonces la funcién d: X x X — R definida
por:

d(z,y) = llz - yll
es una métrica, que llamaremos métrica inducida. De donde tenemos que

(X,d) es un espacio métrico. Todo espacio normado con la métrica inducida es
un espacio métrico completo se llama Espacio de Banach.

Dados (X.| - Ix) e (Y.]| - [lv) espacios normados, una norma de una trans-
formacién lineal T': X — Y, se define por:

1T o= sup{IT @)y iz € X v el < 1) (L1)
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en el caso ||T|| < oo, diremos que T es acotada 2.

Denotaremos por X al conjunto
{f: X = R, f es funcional lineal y acotada}

el cual es un espacio vectorial real, con las operaciones usuales de suma y pro-
ducto por un real. Por lo cual recibe el nombre de espacio dual (topolégico)
de X, y la funcién definida en (1.1) es una norma en X*. Ademds X* es un
espacio de Banach sin importar si X es un espacio de Banach. La prueba de
dicha afirmacién puede ser vista por ejemplo en {10].

1.3. Analisis multivaluado

El andlisis multivaluado es el estudio de los conjuntos en el espiritu de andli-
sis matemadtico y topologia general. En lugar de considerar las colecciones de
puntos solamente, establecer valores de andlisis considera colecciones de conjun-
tos. Si una coleccién de conjuntos esta dotado de una topologia, o hereda una
topologia apropiada de un espacio topoldgico subyacente, entonces la conver-
gencia de los conjuntos pueden ser estudiados, recomendamos al lector ver el
libro de J.P Aubin [1] para mayor informacién.

Dados dos conjuntos cualesquiera X e Y (sin ninguna otra propiedad). Un
operador multivaluado® es una funcién A de X hacia el conjunto potencia de Y,
es decir , para todo z € X se cumple que A(z) C Y posiblemente no vacio. Por
conveniencia denotaremos al operador multivaluado 4 de la siguiente manera
A: X =Y. El dominio de A, denotada por dom(A), el rango de A, denotada
por ran{A), y la gréfica de A, denotada por graph{A), son respectivaménte., los
conjuntos:

-

dom(A) = {z e X;Ax)# ¢}
ran(A4) := U Alx)
zedom(.4)
graph(4) = {{z,y) e X xY;y € A(z)}

No es dificil ver que:
- El dom(A) es la proyeccién de la graph(A) sobre su primera coordenada.

- Si A: X =Y es un operador multivaluado, se cumple que:

A(z) = {y; (z,y) € graph(A)}.

2E] concepto de transformacién lineal acotada es equivalente al concepto de continuidad
de la transformacién lineal

3E] termino funcién punto conjunto es mas convencional, el termino multifuncién o cor-
respondencia es mas contemporanco. Nosotros usaremos a lo largo de todo este trabajo el
termino operador multivaluado.
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X*

ran(A)

dom (A)

Ejemplo 1.5. A: R =3 R definido por:

A(x):{ [[—1,0] siz<0

-1,2%] siz>0
El dom(A4) =R y ran(4) = [-1, +o0].
Y

Para mayor informacién sobre operadores multivaluados recomendamos ver la
siguiente referencia [1].
Operadores multivaluados lineales

Un operador multivaluado A : X =3 X* es lineal, si graph(A) es a subespa-
cio lineal de X x X*.

X*
graph(A)

De la definicién se sigue que si tomamos z3, z} € A(0) entonces (0,z7), (0,z3) €
graph(A), luego para cualquier par de nimeros reales a y b se tiene que a(0, z])+
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b{(0, z%) € graph(A) lo cual muestra que A(0) es un subespacio vectorial de X*.
Siguiendo la misma idea, podemos ver que dado (z,z*) € graph(A), entonces
claramente para cualquier (0, z) € graph(A4) se tiene que la suma (z,z* + z}) €
graph(A) es decir A(0)+z* C A(z). Pero como podemos ver de manera reciproca
A(z) — z* € A(0), por tanto A(z) = z* + A(0). En conclusién hemos probado
la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2 ([4]). Sea A : X = X* un operador multivaluado lineal.
Entonces se cumplen las siguientes:

1. A(0) es un subespacio vectorial de X*.
2. Para todo (z,z*) € graph(4), A(z) = z* + A(0).

Gracias a este ultimo resultado podemos ver que un operador A es univalnado
si y solo si A(0) = {0}. En particular, los operadores univaluados lineales son
simplemente las transformaciones lineales estudiadas en el Algebra Lineal.

Sea A : X =% X* un operador multivaluado lineal. Una seleccién de A es una
transformacién lineal Ag : dom (A) ¢ X — X* tal que graph(Ag) C graph(A).

Usando el axioma de eleccidn podemos construir una seleccidén para cualquier
operador multivaluado lineal 4 : X = X*. Sea B = {z)}rea una base para
dom (A) y elijamos z} € A(z)), para cada A € A. De esto, la transformacién
lineal Ag : dom(A) € X — X* tal que Ao(z)) = z} es una seleccién de A.
Ademsas, por la Proposicién 1.2, item 2, podemos descomponer A como

A = graph(Ag) @ ({0} x A(0)). (1.2)

Monotonia generalizada

Los operadores mondétonos fueron utilizados en las ecuaciones diferenciales
parciales desde hace 70 afios por lo menos. Sin embargo, €l tratamiento moder-
no de los operadores de este tipo comenzé alrededor de 1960 por Kachurovskii
y Minty, que fueron probablemente los primeros en relacionar los operadores
monétonos con las funciones convexas. Poco después, Browder estudio los oper-
adores monétonos multivaluados y dio pasos decisivos en esa direccién. Remiti-
mos al lector interesado en el tratado de Hu-Papageorgiou para mds detalles
histéricos y una presentacién moderna de la teoria.

Sea X un espacio de Banach real con norma | - ||, y sea X* su dual topolégico.
Paraz € X y 2* € X*, usaremos la notacién (z,z*) = z*(z), y de esto tenemos
el producto de dualidad 7 : X x X* = R, #(z,2%) = (z,z%).

Un operador multivaluado 4 : X =% X* se llama
1. mondétono si para todo (z,z*), (y.y*) € graph(A) se cumple
({@—y,z"—y") 20
2. pseudo-mondtono si para todo (z,z7), (y,y") € graph{4) la siguiente
implicacién ocurre '
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3. casi-monétono si para todo (x,2*), (y,y”) € graph(A) la siguiente im-
plicacién ocurre

y—z, 2y >0 = (y—z,y") >0

Claramente monotonia implica pseudo-monotonia y esta a su vez implica casi-
monotonia, los réciprocos no son ciertos. La definicién de operador pseudo-
mondtono es equivalente a para todo (z,z*),(y,y") € graph(A) la siguiente

implicacién ocurre
(y—z,z") >0 = (y—=z,9") > 0.

El siguiente resultado da una caracterizacién de la pseudo-monotonia y casi-
monotonia.

Proposicién 1.3. Sea A : X =% X* operador multivaluado. Entonces A es
casi-mondtono st y sdlo si para todo (z,z*), (y,y*) € graph(A4) se cumple que

n]lln{(y - m.,z*): <:C =Y y*>} <0

Ademds A es pseudo-mondtono si y sdlo si A es casi-mondtono y si el min{(y —
z, %), {y — z,¥")} =0 entonces {y — z,2*) = (y — z,y*) = 0.

~ Prueba: Veamos el caso, casi-monétono. Sean (z,z”), (y.y*) € graph(A), en-
tonces si .(y — z,z*) £ 0 no hay nada que probar. Asi, supongamos que {(y —
z,z*) > 0 entonces por casi-monoctonfa de A se tiene {y — z,y*) > 0. Por tanto
min{(y — z,z*), (z - y,9")} < 0.

El réciproco, si (y ~— z,z*) > 0 se tiene que (z — y,y*) < 0 que es equivalente a
(y—=z,y7) 20

Ahora asumamos que A es pseudo-monétono. Sean (z,z*),(y,y*) € graphA
tal que min{(y — z,z"), (z — y,¥")} = 0 entonces por la pseudo-monotonia de
A entonces {y—z,y*) > 0y {z—y,z*) > 0 por tanto (y—z,y*) = (y—z,z*) = 0.

Réciprocamente, (z,z*), (y,y*) € graph(A) tal que (y —z,z*) > 0 entonces por
hipdtesis el minimo es estrictamente negativo pues caso contrario implicaria que
ambos sedn ceros, por tanto (y — z,y*) > 0.

[

No es dificil ver que todo operador mondtono y lineal A cumple que para todo
{(z,z*) € graph(A) se tiene que

(z. ") = (x - 0,z" = 0) > 0.

Desde que A es lineal, entonces para todo (z,z*), (y,y*) € graph(A4) se tiene
que (z +y,z* + y*) € graph(A). Por tanto, de la parte previa concluimos que
todo operador lineal A es monétono si y sélo si para todo (x,z*) € graph(4) se
tiene que

(z,z") > 0.

Proposicién 1.4. Sea A : X = X un operador casi-mondtono y lineal. En-
tonces A es mondtono.
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Prueba: Tomando cualquier (z,z*) € graph(A4) y sea (zo,z}) = (z,2%) =
(—z1,—z7). Por casi-monotonia,

02 l'l'll’ll{(ml - -'50-,336>; <‘:C0 - T"l"r{>}
= min{-2{z.z"), -2(z, z")}

= -2(z,2").

Esto implica que (z,z*) > 0, para cualquier (z,2*) € graph(A4). Por lo tanto,
A es mondtono. a

Concluimos que, para operadores multivaluados lineales, monotonia y casi-
monotonia son equivalentes.

El siguiente resultado fue presentado por Bauschke et al. [3] en espacios de
Banach reflexivos  y luego en espacios de Banach en general en [2].

Lema 1.6 (]2, Proposition 5.1, item (i)]). Si A: X = X* es un operador lineal
mondtono, entonces
A(0) C dom (A)*. (1.3)

Prueba: Sea zf € A(0) fijo pero arbitrario. Supongamos que existe (z,z”) €
graph(A) tal que (z,z§) # 0. Sin perdida de generalidad podemos suponer que
(z,z5) > 0. Como A(0) es un subespacio vectorial tenemos que para todo t > 0,
tz} € A(0). Entonces para t positivo suficientemente grande

(z,z* —tz3) < 0

lo cual seria una contradiccién con la monotonia de A. O

4Un espacio se dice reflexivo si este coincide con el espacio dual de su espacio dual. es decir
X = (X")".



Capitulo 2

Matrices semi-definidas
p—positivas

Este capitulo es devoto al estudio de las matrices semi-definidas positivas,
donde introducimos el concepto de matrices semi-definidas p—positivas, el cual
nos permite clasificarlas, segiin su orden. Comenzamos este capitulo recordando
la definicién de matriz semi-definida positiva. Antes, introduciremos una sub-
familia Namada semi-definida positiva™, la cual fue introducida por A. Iusem
" en (8] y luego J.P. Crouzeix et al en [6] con el objetivo de resolver problemas
de desigualdad variacional. Posteriormente J.P. Crouzeix y C. Gutan en [5],
vuelven a utilizar dicho concepto con el objetivo de estudiar la asimetria de las
matrices semi-definidas positivas.

2.1. Matrices semi-definidas positivas

Sea A € R™*", se llama semi-definida positiva si para todo z € R™:
(z, Az) > 0.
Ax

Geométricamente nos dice que el dngulo formado por los vectores © y Az no
puede ser mayor de 7/2. Asl podemos ver que toda matrix de rotacién con
dngulo comprendido entre —#/2 y 7/2 es semi-definida positiva.

Una propiedad remarcable de esta familia de matrices es: Dada una matrix
P e R™™ v A € R™" una matrix semi-definida positiva entonces la matrix
PtAP es semi-definida positiva. En efecto pues, dado z € R” se tiene

(z,P'APz) = (Pz, APz) > 0.

19
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Si ademés, la matrix P es inversible el reciproco se da. En efecto pues para cada
z € R™ existe y € R™ tal que z = Py, luego

(z, Az) = (Py, APy) = (y, P"APy) > 0.

Otra propiedad que podemos remarcar, es la siguiente: A es semi-definida positi-
va siy sélo si A* es semi-definida positiva. Esta se deduce de la misma definicién.

Matrices semi-definidas positivas™

Dentro de las matrices semi-definidas positivas definimos las matrices semi-
definidas positivas™, como aquellas matrices A tal que

(A+ A =0= Av=0.

Si denotamos por P¢ y P+ al conjunto de las matrices semi-definitas positivas
y matrices semi-definitas positivas®™ respectivamente, tenemos por definicién
P+ C P, Mostraremos que dicha familia P+ esta estrictamente contenida en
P* con el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.1. Sea A una matrix real de R?*? definida como sigue

e

seguido tomemos zy = (z,4) € R? entonces no es dificil ver que Azg = (z, 22+y)
luego
(z0, Azo) = (z+y)* 2 0

es decir A es semi-definida positiva. Por otro lado, es facil ver que

2 2
t
A+A—{22}

Remarquemos que A es inversible v A + A" no lo es. Asf exite un vector no nulo
(por ejemplo (1,—1)) que anula A + A?, lo cual nos dice que A ¢ P™*.

Ahora, por un lado si consideramos A una matriz cuadrada de R™*™ anti-
simétrica no nula, entonces claramente todo vector v de R™ anula a la matriz
A+ A" = A— A = 0. Como la matrix es no nula existe un vector vy de R”
tal que Avg # 0. Asi hemos probado que A no es semi-definida positivat. Por
otro lado, si consideramos A una matriz simétrica de R™*™ y p > 1. Entonces
A+ A* = 24 por tanto si v € R™ es tal que (A+ A")v = 0 entonces trivialmente
Av = 0 por tanto A es semi-definida positiva®. En conclusién hemos probado

el siguiente resultado.

Proposicién 2.1. Sea A una matriz de R"*" semi-definida positiva. se cumplen.
P 3
las siguientes:

i) Si A es antistmétrica, enlonces A & P+ .

i) Si A es simétrica, entonces A € PT.
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2.2. Matrices semi-definidas p—positivas

Sea p € N, una matrix A de R"*" es llamada semi-definida p—positiva si
p—p
para todo vy, v, -, € R™, w41 = 0 ocurre

—

P

Z(’U,j — Vit+1, A’U7> 2 0.

i=1
Claramente, una matriz semi-definida 1-positiva es una matriz semi-definida
positiva. También podemos ver que toda matrix semi-definida p—positiva es
semi-definida g—positiva para 1 < ¢ < p. En efecto, pues si consideramos
Vi, Vg € R® ¥y vg41 = - = vp = Upgr = 0 tenemos por definicién

i=1

q P
Z(Ui — viq1, Avi) = Z('Ui = Vi1, Avi) = 0.
=1

Asociado a una matriz real A de orden n x n, definimos la matriz tridngular
por bloques M de orden np x np, donde los blogues son matrices de orden n x n

A sii=7j
]\4'7‘]‘2 -—A Sii:j‘Fl
0 en otro caso

seguido a todo vector v € R™ lo podemos ver como un vector del producto
cartesiano de p veces R™ , es decir v = (v1,--- ,v,) luego

)
{v, Mv) = Z<U7 = Viy1, Avy)
i=1

con vp4+1 = 0. De donde deducimos que A es semi-definida p—positiva si y sélo
si M es semi-definida positiva.

Mostraremos posteriormente que existen matrices semi-definidas p—positivas
que no son semi-definidas (p + 1)—positivas (ver el Capitulo 3). Sin embargo
podemos observar lo siguiente, si A es una matriz de orden n semi-definida
2—positiva y tomamos cualquier vector no nulo v € R™ tal que (A + A%)v = 0,
deduciendo que{v, Av) = 0. Ahora consideremos v; = z,u9 =tv con z € R y t
real que escogeremos convenientemente luego y vz = 0, luego

3
Z(v,; — vy, Ay = (tv — z,tAv) + (z, Ax)
i=1

= —t{z, Av) + (z, Azx)

ahora si Av # 0 entonces podemos tomar z = Av y t positivo suficientemente
grande de manera que

3
Z<’U7‘ - 1)4_1_1;,4'07') <0
=1

lo cual serfa una contradiccion, pues A es semi-definida 2—positiva. Por tanto
Av = 0 lo que muestra que A € P+,

Asi hemos probado el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2. Sea A una matriz de R™*™. Entonces A € P siempre que
A sea semi-definida p—posiliva conp > 2. '

De la Proposicién 2.1 parte i) y la Proposicién 2.2 tenemos que ninguna matriz

de R™*™ antisimétrica puede ser semi-definida p—positiva para cualquier p > 2.

Ahora, si consideramos A una matriz de R™*" simétrica semi-definida positiva
entonces es semi-definida 1—positiva. Por otro lado, si consideramos vy, v € R™
Y U3 = O

3
Z(Ui —vip1, Avy) = (v —vg, Avy) + (v2 — U3, Avg)
=1

(v1 = va, Avy) + (v2, Ava)
{v1, Av1) + (vq, Avg) — (vg, Avy)

3
Si (vg, Avy) < 0 entonces Z(v,; — viqy, Av;) > 0. Pero, en caso (v, Avy) > 0
=1
entonces

M

(vl,Avl) + (vg, Avg) — (v, Avy) = (v, Avi) — 2{va, Av1) + (vg, Avy)

i=1
= {v1 = vz, A(v; — v2)) + (v, Av1)
la ultima igualdad ocurre por que A es simétrica. Finalmente desde que A es
3 .
semi-definida positiva deducimos que Z@i — vix1, Av;) > 0. En ambos casos
i=1

uno tiene s
Z(w ~ Viy1, Avg) 20
i=1

lo que muestra que A es semi-definida 2—positiva.

En vista de lo anterior, podemos mostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3. Sea A una matriz de R"*™ siméirica. A es semi-definida
positiva si y solo si A es semi-definida p—positive para todo p € N.

Prueba: Desde que semi-definitiva p—positiva implica semi-definida positiva.
Nos enfocaremos en probar la otra implicacién.

Procedamos por contradiccién. Supongamos que existen vy, v, -, v, € R™ y
vpa1 = 0 tales que

P
Z(v,: - vy, Avy) < O (2.1)
=1

De otro lado, como (v; —vix1, Av:) = (Ui — Vi1, A(vi—vit1)) + {5 = vig1, AVig1),

entonces, desde que A es semi-definida positiva y de la desigualdad (2.1) se tiene

que

v
[N]
=

P
Z(fui — i1, Avipy) < 0. (
1=}
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Luego, de las desigualdades (2.1) y (2.2) y desde que A es simétrica se observa
que

P »

P P
Z(UhAU’i> <‘Z U1+] A’Ul Z A’U1',+],U1 < Z L.,+1 A’()7+1
i=1 1=1

i=1 i=1
Como vp41 = 0 entonces la tltima sumatoria la podemos re-escribir, es decir
P P
E (Vi1 AVig) = E {vi, Avy)
i=1 =2

lo cual contradice que A sea semi-definida positiva. m]

El siguiente resultado extiende las dos propiedades mencionadas para matrices
semi-definidas positivas.

Proposicion 2.4. Sean A y P dos matrices recles de orden n X n. Denotemos
por B = P'AP, entonces

i) si A es semi-definida p—positiva entonces B es semi-definida p—positive

i) st P es invertible, entonces A es semi-definida p—positiva (semi-definida
positivat ) siy sélo si B es semi-definida p—positiva (semi-definida positiva™ ).

Prueba:

1) Sean wy,v2, - ,U, €E R" y v, =0 € R"™.
P Y Up+

<Ui - v71+1,P"APv1~+1)

B

P
Z(Ui — vis1, Buiga)

i=1

i

Il
KM“

1
—_

<P’Ui - P’U.L'+1., AP’UH_1> Z 0

k3

por tanto B es semi-definida p—positiva.

11) Sean v1,v2, -+ ,Up € R™ y vp41 = 0 € R™. Como P es inversible entonces
existen wuy,--- ,up € R™ tales que Pu; = v; para todo ¢ € {1,2,--- .p} ¥y
considerando up41 = 0 tenemos que Pupyy = vpy1- Luego

I P

Z(’U?‘ —U,j+1,Avi+1> Z(P’U.i—PU,‘+1,APui+1>
i=1 i=1
»

(Ui = Uiy, P"AP%;H)

{(ts — Uin1, Buigr) >0

i~ 504

por tanto A es semi-definida p—positiva.

Finalmente, como B + B* = P!Y(A + AYP y P es invertible, se deduce que
AcPtsiysolosi AePT. O
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Para toda matriz A semi-definida positiva, existe una matriz diagonal D de
orden ¢ x ¢ cuyas entradas en la diagonal son todos nimeros reales positivos,
una matriz ortogonal P de orden n x n y

2
prasayp=| 20 } .
0 0
Seguido denotemos por T a la matriz
-1
T D 0
0 In,
Ahora, no es dificil probar que
T{PY(A+ AYPIT = 2" 8} .

Como (PtAP)! = P*A'P y T es diagonal, se deduce que (TP*APT)* = TP'A'PT
luego

TP'APT + (TP'APT)! = [{)‘1 8} .

Y como (PT)* = TP? tenemos que TP APT sigue siendo sewni-definida positiva.
Ademss si A € P+, también TP APT. Asi, expresando

Bii Biz
By Ba

TP'APT =

donde Bj; es de orden ¢ x ¢. Tomando vectores de la forma v = (vq,Un—q)
donde vy = 0 es de g coordenadas. Se tiene que TP*APTv = 0, es decir
(B12Vn—g, B22Vn—q) = 0 para todo v,_q € R" ¢ Por tanto Big =0y By = 0.
Como Bjs + B}, = 0 se sigue que By = 0.

En resumen, desde que A € P7, existe una matrix B de orden g x g tal que

B+B'=1Iy

B 0
0

TP'APT =

Gracias a la Proposicién 2.4 tenemos que, A es semi-definida p—positiva si y
solo si B es semi-definida p—positiva. Ahora, como B + B* = I, entonces B
es una matriz normal. Por lo tanto, gracias al Teorema 1.3 existe una matriz
diagonal por bloques A de orden ¢ x ¢ y una matriz unitaria @ de orden g x ¢
tal que Q'BQ = A. Aqui, la matriz A es de la forma

A
Az
Aq

donde A; es una matriz de orden 1 x 1 (un numero real) o una matriz de orden
2 x 2 de la forma
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con oy, B €ER, B; # 0.

Como la matriz B de la descomposicién previa satisface B + B* = I, entonces
B es no singular y por tanto cada una de las matrices A; es no singular también.
Ademads, desde que A € P, esta es semi-definida positiva y asi las entradas de
la diagonal de cada A; son no negativas. Esto es, A; satisface

A; >0, si A; es una matriz deorden 1 x 1, ¥

a; 20y or,? + ﬁ,? >0, si A; es una matriz de orden 2 x 2.

Més aun, desde que B + B* = I, tenemos que A + A* = I,. Por tanto, todas
las matrices de orden 1 x 1 y la parte real de las matrices de orden 2 x 2 son
iguales a 1/2.
De esto se sigue el signiente resultado
Proposicién 2.5. Con las mismas notaciones de la discusidn previa, uno tiene

t) A es semi-defintda p—positiva si y solo si A también lo es;

i) Si A es semi-definida p—positiva entonces cada A; también lo es.
El réciproco de i7) es también cierto y puede deducirse facilmente de la Proposi-

- cién 3.4 enunciada posteriormente en el siguiente capitulo.

A partir de la Proposicién 2.5, nos enfocaremos en las matrices de orden 2 x 2

cosfd —sinf
R= .
[ sinf cosé ] '

con 0 < |0] < w/2. Asi, la matriz

de la forma

es definida positiva.

Por otro lado, dado que 0 < |8] < 7/2 entonces 7/3 < |0] < 7/2 ¢ existe
p > 2 natural tal que

i
— <]

p+2 “p+1
Claramente, la matriz R definida anteriormente es semidefinida 1—positiva, aho-
ra en el caso en que 7/3 < || < /2. Si consideramos los vectores z; = ¢; € R?,
To = Ruxy entonces

I

lz1]|%cosf + ||zal|*cosf ~ (w2, Rz1)

2
Z(mi ~ Ziv1, Ry)
i=1

= Jlea|*2cosf — les}?

= 2cosf — 1.

Como /3 < |6] < 7/2 se sigue que 0 < cosf < 1/2, por tanto 2cosfd — 1 < 0, lo
cual nos dice que R no es semi-definida 2—positiva.
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Ahora, consideremos la siguiente matriz compleja

un célculo sencillo muestra que QQ* = I, es decir es una matriz unitaria com-
pleja. Por otro lado, dicha matriz satisface lo siguiente

. et 0
QRQ" = [0 6—1'9} :

Recordando que R es semi-definida p—positiva si y solo si la matriz H es semi-
definda positiva, donde H es una matriz triangular por bloques de orden 2p,
definido como sigue

R sii=j
—-R sit=j5+4+1

0 en otro caso.

H =

Definiendo la siguiente matriz compleja de orden 2p

Q@ 0 0O 0
0 @ 0 0
0 0 0 Q

podemos observar mediante un cdlculo sencillo de producto de matrices que

[2cosfl, —QR!Q* 0 0 0

—QRQ* 2cosfl, —-QR'Q* 0 0

0 —QRQ” 2cosfl] 0 0

H = Qp(H+H')Q) = ORQ" Beostla _ _
0 0 0 2cos6l, —-QR'Q*
. 0 0 0 - —QRE*  2cosfl, |

Entonces, la matriz H es semi-definida positiva si y solo si la matriz Hp es semi-
definida positiva. Luego, hacemos las permutaciones de columnas de posiciones
1y 2t — 1, seguido de las permutaciones de las filas de posicién ¢ y 27 — 1, donde
i € {2,---,p}. Despues, si p es par se hace las permutaciones de columnas de
posiciones p+1+41y 2p—1, seguido de las permutaciones de filas de posiciones p-+
1+iy2p—iconi € {1,--- ,p/2—1}. Para p impar, hacemos las permutaciones de
las siguientes columnas de posiciones p+1 y 2p —1, seguido de las permutaciones
de filas de posiciones p+iy 2p—iconi € {1,---,(p—1)/2}. Para obtener una
matriz diagonal por bloques de la siguiente forma

0 }

HP =
R 0 G

" las matrices bloques Cy y C5 son de orden p y de la forma siguiente:
Cr=eT+e™T y Cp=e T +&T
donde T es la matriz triangular de orden p definida por
1 sii=y
T={-1 sii=j+1
0  en otro caso.
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Por un lado, Hp es semi-definida positiva si y solo si Hf% lo es. Por otro lado,
desde que C; = Cy,C} = Cy y Ck = (), se tiene que H% es semi-definida posi-
tiva si y sdlo si Cy lo es. Pero €7 es hermitiana, por tanto C) es semi-definida
positiva si y solo si todos sus autovalores son no negativos.

Calculamos sus autovalores de la manera cldsica. Sea 2u un autovalor de Cy ¥
v = (v1,--,vp) € CP un autovector asociado. Poniendo vy = vp41 = 0, tenemos
que para cada j=1,---,p

e v,y +2(p — cosf)v; + ei€1)j_1 =0 (2.3)
que es equivalente a
76 216 -
Vj+1 + 2(/11 - C089)€ Uj + e U1 = 0.

Asociado a la ecuacién cuadratica: §2 + 2be'fs + 2 = 0, con b = (u — cosf).
tenemos que las soluciones son:

s1=(=b+ V02 -1y sy =(=b— /b2~ 1)e¥.

Para cada j = 1,---,p definamos v; = s ~ s}, y haciendo vy = vp41=0.
Podemos verificar mediante un célculo sencillo que para 1 < j < p—1 se
* verifica la ecuacién (2.3). Luego, para j = p, se tiene que

i ; ; 0/ .p—1 -1
Upgr + 2000, + ¥ v, = 206 (D — $B) 4 €H(P — B7Y)
o . _ , .
= M (20es) + e2) — 577 (26 sy + %)

-1 -1
= 77 (~s%) - 55 (—s3)

— p+1 p+1
= 5 -5 5
s p+1
- 1 .
deduciendo que <g> debe ser igual a 1, para que v = (1,02, -+ ,Vp) S€A UN
. 81 2ilz
autovector asociado al autovalor 2u. Por tanto — = e»¥1 ,conl = 10,1, - ,p+1.
s

2
Los casos [ = 0 o [ = p + 1 significan que la matriz de rotacién son en realidad

la. matriz identidad, es decir 8 = 0 lo cual seria una contradiccién. Por tanto
53 2iln . . . e .
— = e»+1 gblo tiene sentido para [ =1, - ,p. Resolviendo la tltima ecuacién
52

en funcién de 2u, tenemos que

: i
2 =2 f—c .
yoa |:COS . cOos <p T 1 )}
il

Como, todos los autovalores son no negativos, entonces cosf — cos <m> >0

paratodol =1, - ,p, deduciendo que |} < —% Concluyendo en el siguiente
P

resultado.

Lema 2.2. Sea R la matriz de rotacidn definida como antes. Entonces R es

semi-definida p—positiva si y solo si 6] < T
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Capitulo 3

Ciclicidad en monotonia
generalizada

En este capitulo introducimos el concepto de “ciclicidad” en monotonia gen-
eralizada, y daremos algunas propiedades remarcables. Terminamos mostrando
que para el caso lineal, todo se reduce a la monotonia ciclica.

Ciclicidad en monotonia generalizada

Un operador multivaluado A : X =3 X* es llamado:
- Monétono p-ciclico, si para cualquier subconjunto finito {(z;, z})}_,
de graph(A), , considerando (Zp+1,%py1) = (20, Z5),

P

Z<xi"'1 - :c,,x;") <o0. (3.1)

=0
- Ciclicamente mondtono si es monétono p—ciclico para todo p € N.

- Casi-monétono p-ciclico si, para cualquier subconjunto finito {{w;, z7)} .
de graph(A), considerando (zp+1,%;41) = (To, 75)
‘min (@1 — 3, 25) <05 (3.2)
i=0,...,p

- Ciclicamente casi-mondétono si es casi-monétono p—ciclico para todo
peN.

- Pseudo-mondétono p-ciclico si A es casi-monétono p-ciclico y, si el mini-
mo en (3.2) es 0, entonces (z;4+1 — i, z;) =0, para todo¢=0,...,p.

- Ciclicamente pseudo-monétono si es pseudo-mondtono p—ciclico para
todop e N.

Es claro que A es mondtono (resp. casi-mondtono, pseudo-mondtono), si este es
monétono 1-ciclico (resp. casi-monétono 1-ciclico, pseudo-monétono 1-ciclico),
y A es ciclicamente mondtono (resp. ciclicamente casi-mondtono, ciclicamente
pseudo-mondtono) si este es monGtono p-ciclico (resp. casi-mondtono p-ciclico,

29
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pseudo-mondétono p-ciclico), para todo p € N. Ademaés es claro de la definicién
que monotonia p-ciclica implica pseudo-monotonia p-ciclica y esta implica casi-
monotonia p-ciclica.

Proposicién 3.1. Sea A: X = X* un operador (pseudo- )mondtono p-ciclico.
Entonces este es (pseudo-)mondtono g-ciclico, para todo g < p.

Prueba: Es suficiente probar para ¢ = p— 1. Tomemos {(z;. 3,7*)}5’:—01 C graph(A)
y definamos {(y:,y;)}1—, como .
Ly 5= miax*: Vi= P _17
(v i) = ( 1). * p (3.3)
(yﬂs yp) = ('7;07 1170)-

De esto se tiene,

<yi+]—yi7y:>=<xi+]—mi7xz)7 7=0,ap“2
(yﬁ_yp—l:y;_]> = <!E0—(I:p_.],:1;;_1>’ (34)
<y7)+1 - ypy;) - <.730 — $01x8> = O:

por tanto. para el caso mondtono p—ciclico tenemos que

p p—1
02 Z(yi—H ~ Vi Yi) = Z(ﬂlz‘ﬂ — T, ;).
=0 i=0

Lo cual prueba la monotonia (p — 1)-ciclica de A.

Ahora para el caso pseudo-mondtono p-ciclico, primero probaremos que A es
casi-monétono (p— 1)-ciclico. Para ello procedamos por contradiccién y supong-
amos que

(Tiz1 —z3,77) >0, Vi=0,...,p—1,

y definiendo como en (3.3) {(yi, y})}o_g. tenemos

iz1 — ¥ ¥) = (Tig1 — 24, 20) >0, 1=0,...,p—2,
{Up = Yp—1,Yp—1) = (To — Tp_1,Zp_1) > 0,
(yr)+] - yply;> = (IO - "EOMTEK)) = O;

es decir, mini—q,... p{¥i+1 — ¥i. ¥7) = 0. Esto es una contradiccién desde que A
es pseudo-mondtono p-ciclico. Por lo tanto A es casi-mondtono p-ciclico.

Ahora, sea {(z;,2})}2, C graph(A) tal que

min 1($,1+1 - z,27) =0,

1=0,...,p—

y definamos {(y;, y7)}}-o como en (3.3). Sigue de la ecuacién (3.4) que

- min (yir1 — ¥ ¥5) = 0.
i=0,....,p—1

Por lo tanto, por la pseudo-monotonia p-ciclica de A, (zi+1 — z;,27) = 0, para
todoi=0,...,p—1. O
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El resultado anterior no se aplica al caso de casi-monotonia p-ciclica. En efec-
to, consideremos graph(A) = {(0,1),(1,-1)}. Tomando {(z¢,z%) = (0,1) y
(z1,27) = (1,-1), es claro que

(1 —ze,25) =1>0, and (vp—m,2])=1>0.

Por lo tanto A no es casi-mondtono 1-ciclico. Sin embargo, este es casi-mondtono
p-ciclico, para todo p > 1 desde que cualquier conjunto de p+ 1 elementos tiene
elementos repetidos los cuales hacen que el minimo en (3.2) sea trivialmente 0.
Ademss, para p > 1, A es también un ejemplo de un operador casi-monétono
p-ciclico que no es pseudo-mondtono p-ciclico.

Ahora mostraremos que si adicionamos la hipétesis de linealidad al operador
multivaluado casi-monétono p-ciclico, entonces también serd casi-mondtono g-
ciclico para todo ¢ < p.

Proposicién 3.2. Sea A: X = X* un operador lineal casi-mondtono p-ciclico.
Entonces este es casi-mondtono g-ciclico, pare todo g < p.

Prueba: Es suficiente a probar para ¢ = p — 1. Asumiendo que A no es casi-

mondtono (p — 1)-ciclico. Entonces existen {(z,3%)}7=g C graph(A) tal que
("111;+1—£E,‘.‘I:>>0, \\7/7:"—‘0,.”./]7—14
Fijemos t € R y definimos,
Wpsyp) = (1= t)(zo, 7g) + tTp—1,25_1),
donde (yp,y5) € graph(A), por linealidad de A. De esto,
(Vier — ¥, ¥) = @it1 —ziy27) >0, i=0,...,p—2,
(yp_yp—lty;—l> = (1—t)<$o—.’£p_1,56;,1>, (35)
(yo — ?Jp:l/;) = t(-'EO = Tp-1; (1 - t)Ta + t.?:;;_1>. (3-6)

La ecuacién (3.5) es positiva, cuando tomamos ¢ < 1. De la ecuacién (3.6)
obtenemos

<y0 - y])wy;> = 1(1 - t)<$0 - -’Ep—l;x;)) + t2<-730 - mp—lw IIZ;_1>‘

Ahora, si (zg — zp—1,23) > 0 entonces la ecuacién (3.6) sera positiva cuan-
do consideremos t €]0,1[. Caso contrario, es suficiente tomar t < 0 cuando
(mo — p-1,23) < 0. O

Ahora, nos preguntamos: ;si monotonia p-ciclica implica casi-monotonia p + 1-
ciclica?. La respuesta a dicha interrogante es negativa, y la veremos en el Lema
3.2 parte iv) de la siguiente seccién.

3.1. Casi-monotonicidad ciclica implica mono-

tonicidad ciclica

En esta seccién consideraremos el operador univaluado F : R" — R™ definido
por F(z) = Az — o, donde A es una matriz de orden n x n y a € R™, estos
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operadores son conocidos en la literatura como operadores afines lineales.

Podemos ver que dicho operador F' es mondtono si y sélo A es semi-definida
positiva. De manera similar el concepto de monotonia p—ciclica es equivalente
a las matrices semi-definidas p—positivas, para el caso del operador F.

El siguiente resultado extiende la Proposicién 2.4.

Lema 3.1. Sean A y P dos matrices reales de orden n X n. Denotemos por
B = P'AP, entonces

i) si A es casi-mondtona p—ciclica entonces A es casi-mondtona q— ciclica
para todo ¢ con 1 < g < p.

ii) si A es casi-mondtona p— ciclica entonces B es casi-mondtona p— ciclica.

iti) si P es invertible, entonces A es casi-mondtona p—ciclica si y sdlo si B
es casi-mondtona p— ciclica. '

Prueba: La parte i} es consecuencia directa de la Proposicién 3.2. La parte ii)
se sigue de la siguiente igualdad

<~73i+1 — X, BCE1> = <PCE11+1 — P'L‘,,AP’I),}

En la parte iij) sélo debemos probar el reciproco de ii), y se sigue de que para
todo z; existe y; con i = 1,--- ,p tal que z; = Py;, uno tiene que

(Tis1 ~ Ti, Azi) = (Pyis1 — Pys, APy;) = (Yis1 — i, PPAPy;).

O

La proposicién siguiente muestra que la casi-monotonicidad p—ciclica implica
semi-definida positiva™, cuando p > 1.

Proposicién 3.3. Asumamos que p > 1. §1 A es casi-mondiona p— ciclica,
entonces A € P,

Prueba: En vista del Lema 3.1, podemos asumir que p = 2. Ahora, por con-
tradiccién, existe v € R™ tal que (A + A')v = 0y Av # 0. Se sigue que
{Auv,v) =0y [|Auvll > 0. Para v € R y w € R™ consideremos zo = v, 21 = w—v
Yy Z2 = v — vAv. Luego

(Azo, 21 —z0) = (Av,w— 20)
= (Av,w),
(Azi,20 —21) = (A(-v+uw),v—vyAv+v—w)

= 7] Av[* + {Av, w) + 2{Aw,v) = 7{Aw, Av) — (Aw, w),

(Azo.mo — z2) = (A(v—vAv).v— (v~ ~vAv))
= y(||Av]]® ~ v(4%v, 4v)).
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Tomando w de manera que su norma sea lo suficientemente pequena satisfacien-
do {Av,w) > 0,y v > 0 satisfaciendo || Av||? —4(A%v, Av) > 0, los tres productos
(Azg, 21~ 120), (Az1,22—11) ¥y (A%2,To — T2) son todos estrictamente positivos.

Se sigue que A no es casi-mondtona 2—ciclica. C

Fl réciproco de este resultado no es verdad, consideremos por ejemplo

4= [ cosf —sind

T | sin@ cosf ] con 7/3 < |0 < 7/2.

Claramente A € P* y no es dificil mostrar que A no es 2—ciclicamente casi-
mondétona.

Ahora asumamos que A € PT, entonces del Capitulo 2, existe una matriz
diagonal A de la forma siguiente

rAl

0

donde A; es una matrix de orden 1 x 1 (un nimero real) o una matrix de orden

2 x 2 de la forma
a; B
Bi [e¥

con a;,B; € R, B; # 0. Ademds, desde que 4 € P, esta es semi-definida
positiva y asi las entradas de la diagonal de cada A; son no negativas. Esto es,
A; satisface

A; >0, si A; es una matrix deorden 1 x 1, y

;>0 ya?+p2>0, si A es una matrix de orden 2 x 2.

Las propiedades siguientes son consecuencias directas de la discusién previa y
del Lema 3.1.

Lema 3.2. Con las mismas notaciones de la discusién previa, uno tiene
1) A es casi-mondtona p—ciclica st y sdlo si A también lo es;
1) si A es casi-mondtona p—ciclica, entonces cada A; también lo es;

iti) A; (de orden 2 x 2) es casi-mondtone p—ciclico si y sélo si la matriz
cosf; —sinb;
sinf; cosf; |°

con cosf; = a;/(v/a? + B2) y sin6; = B;/(\/a? + 7). también lo es. En

este caso, por que a; > 0 y a? + B2 > 0, entonces 0 < |0,] < 7/2.
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i) cuando 10;| = 7/2 en iv), A; es mondtona pero no casi-mondtona 2--cicli-

ca.

Prueba: La prueba de ) a 4i7) son consecuencias directas del Lema 3.1.

Probaremos v). Claramente, en este caso, A; es monétona. Para probar que
esta matriz no es casi-mondtona 2-ciclica es suficiente considerar los vectores
1

2o =(1,0), 11 = (-1,1), 22 = £(1,—V3) y z3 = zo. Asf, los tres productos

(Aizo, 21 — zo), (Aizi,mo—x1) y  (Aizo,z0 — 22)

son estrictamente positivos. Acorde a la definicidn, A; no es casi-mondtona 2-
ciclica. O

La monotonicidad p—ciclica para operadores afines fueron estudiados por J.P.
Crouzeix y Gutan en [5].

La siguiente proposicién muestra la equivalencia entre la monotonicidad p—cicli-
ca y la casi-monotonicidad p—ciclica para la matriz R.

Proposicién 3.4. Asumamos que R es casi-mondtona p— ciclica sobre R?, en-
tonces es mondtona p— ciclica sobre R?.

Prueba:* Si p = 1, entonces el resultado es trivialmente satisfecho. Ahora,
supongamos que p > 1. Desde que 0 < |0] < 7/2, existe ¢ € IN tal que
m/(g+2) < |6] < w/(g+ 1). Segin el Lema 2.2, R es mondtona g—ciclica
pero no mondtona {g + 1)—ciclica, concluyendo asf que p < g.

Para concluir la prueba basta con probar que R tampoco es casi-mondtona
(g + 1)—ciclica. Para m € IN, denotemos 8 = 0/m y

cosff  sinf
S= ) .
—-sinf8 cosf
Haciendo un célculo simple de producto de matrices, tenemos que para todo

k,7 € IN,

Rk — { coskf —sinkf } g = { cosrf sinrf }

sinkf  coskf —sinr3 cosrf

y’
REST — STRF = c?)s(kﬁ —rB) —sin(kf - r3) A
sin(kf —rB)  cos(kf —rp)

Tomemos 0 # zg € R? un punto fijo pero arbitrario y para i = 1,--- ¢+ 1
definamos ‘ '

= S'R%¥zy vparai=1,---,¢+1,

e To para i =¢+2.
Parai=0,1, - - ,¢, uno tiene

(Re;, SRz;) — ||lzs|)® cos @
| Rxz; )% cos(8 — B) — ||z4||* cos @
| Rzol*[cos(6 — B) - cos ],

<RCU1-. Zity — lvi)

i
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yparai=q-+1,

(Rzgs1,%0 ~ Tgt1) = (RZgs1,%0) = ”-’%HHQCOSG

= (ST R¥M*Emg 1) ~ |91 ||? cos b
[l2oli? cos[(2g + 3)8 = (g +1)8) = lj:[| cos §
llzoll*(cos{(2g + 3)6 ~ (g + 1)B] — cos 6).

I

I

Desde que 7/(g+2) < 18] < 7/(g+ 1), se tiene que — |6} < 27 — (2¢+ 3)|0] < |6]
y como f = 8/m, tomando m suficientemente grande,

0 —Bl <18 and —10]<2r—|(2¢+3)0—(q+1)8] < 6]
Por tanto, para todoi=10,1,--- ,¢+1,
(R$i,mi+1 - SE1> > 0.

Esto muestra que R no es casi-monétona (g + 1)-ciclica. B

Corolario 3.3. Con las mismas notaciones del Lema 8.2, A es casi-mondtona
p-ciclica siy sélo si A es mondtona p-ciclica.

Prueba: Asumiendo que A es casi-monétona p-ciclica. Del Lema 3.2, cada A;
es casi-mondétona p-ciclica y por tanto de la Proposicién 3.4, estas matrices son
mondétonas p-ciclicas. Aplicando nuevamente el Lema 3.2 deducimos que A es
mondtona p-ciclica. ]

Fl resultado anterior es resumido en el siguiente teorema cuya prueba es la
conjuncién del Corolario 3.3 y el Lema. 3.2.

Teorema 3.4. Sea A una mairiz real de orden n x n. Entonces A es casi-
mondtona p—ciclica sobre R™ si y sdlo si A es mondiona p—ciclica sobre R™.

El sigujente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.4.
Corolario 3.5. Con las mismas notaciones del Teorema 5.4, son equivalentes:
i) A es casi-mondtona p— ciclica;

i) La inversa A=Y definida por A= (z") = {z : 2* = Az} es casi-mondtona

p—ciclica;
i) A' es casi-monotona p—ciclica;

iv) dado a € R™, el operador F(z) = Az + a es casi-mondtono p-ciclico.

Prueba: Las equivalencias entre los tres primeros enunciados son consecuencias
inmediatas del Teorema 3.4 v por el hecho que estas equivalencias ocurren para
la. propiedad de monotonia p-ciclica.

Asi, sélo probaremos la equivalencia entre 1) y 4v). Pues estas equivalencia ocur-
ren para la propiedad de monotonia p-ciclica, es suficiente probar que para un
dado a € R"”, el operador F es mondtono si F es casi-mondtono. Tomamos
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v € R™ un punto arbitrario v definimos z¢p = tv y 1 = —tv para t > 0. De la
propiedad de casi-monotonf{a,

0

A%

min{{Azo + a,21 — Z0), (AT1 + a,To — %1)]
—2t*(Av,v) + 2t min[{a, v), —{a,v)).

Se sigue, para todo t > 0,

t{Av,v) — min[{a,v), - {(a,v)] > 0

Uno deduce que (Av,v) > 0y asf la monotonia de F. m]

Corolario 3.6. A es ciclicamente casi-mondtona si y sdlo si A es ciclicamente
mondtona. BEn este caso, A es simétrica y semi-definida positiva.

Extension a dimensién infinita

El resultado siguiente extiende el Teorema 3.4 en el contexto de operadores
lineales definidos en espacios de Banach.

Proposicién 3.5. Sea A : dom (A) C X — X* un operador lineal, no nece-
sariamente definido en todo X. St A es casi-mondtono p-ciclico entonces es
mondtono p-ciclico.

Prueba: Sea A :dom(A) C X — X™ un operador casi-monétono p-ciclico, con
p > 1. Fijemos {z;}_; C dom (A). De la casi-monotonia p-ciclica de A,

min {241 -z, Alzy)) <0
1=0,....p

Consideremos V = span{zo,...,zp}. Asumamos, sin perdida de generalidad,
que {z;}/—y es una base para V, as/ V es un subespacio lineal de dimension
7+ 1de X. Sea {eg,...,e,} la base canonica de R™*! v sea ¢ : V — R™! un
isomorfismo lineal tal que ¥(z;) = e;. Consideremos M = (m;;) la matrix de
orden (r+ 1) x (r+1) tal que

(eis Mej) = myj = (24, A(z5)).

Observemos que ¢ y M definidos como antes respectivamente, el producto de
dualidad de X en el siguiente sentido

(W(z), Mp(y))rr+ = (z, Aly))x, Yz,yeV.

T r T
En efecto, sea z = Zami yy= Z,Bq-:m y consideremos v = ¥(z) = Z oie;
=0 i=0 i=0

yw=1¥y) = Zﬁie,;. De esto,

=0
<’U, ]\411/} = <ZQ»'7'@7': Z /6]']\{6]‘>
i=0 J=0
= > aibilmi Alsy) = < 'afmi;:4<2/3j$.f)> = (z, A(y)).

i=0 j=0 i=0 §=0

a; B {ei, Mej)

r
=0 j=0

3
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Afirmamos que M es casi-mondtona p-ciclica. En efecto, tomemos {qu}fzo C
R7*! y escribamos, para cualquier 1,

-
Vg = Z Q345€5.
=0

-

Definamos y; = Zajjz]‘, so v; = ¥(y;). Por lo tanto (viy1 — v, Mu;) =
3=0

{(yiv1 — yi, A(y:)). Esto implica nuestra afirmacién, como A es casi-monétono

p-ciclico. Por el Teorema 3.4, M es también monétono p-ciclico. Asi deducimos

la monotonia p-ciclica de A observando que

P P

> Az — i, Alz)) = Z(d)(-’ﬁﬁl = zi), M(z:)).

1=0 i=

0

Teorema 3.7. Sea A : X =3 X™ un operador multivaluado lineal. Si A es
casi-mondtono p-ciclico entonces es mondtono p-ciclico.

Prueba: Sea Ag una seleccién de A. Notemos que, como A es casi-mondtono
. p-ciclico, Ag lo es también y de esto por la Proposition 3.5, mondtono p-ciclico.
Ademds, Por la Proposicién 1.4, A es mondtono. Por lo tanto, Por el Lema 1.6,

A(0) ¢ dom (A)L. (3.7)

Tomando {(z;,z})}]_, C A arbitrario. Notemos que, por (1.2), podemos
escribir
z; = Aplzi) +wi, w; € A(0).

7
Por lo tanto

P P

Y (@i - mial) = > (misr — @i, Ag(zi) + wl)

1=0 =0

p
= (mip1 — T, Ag(x)) + (Tis1 — T3, w0])

i=0
P

= Z(.’EH_] -z, Ag{zi)) <0,
i=0

donde lailtima igualdad se sigue de la ecuacién (3.7), v la ultima desigualdad se

sigue de la. monotonia p-ciclica de Ag. Por consecuencia A es también mondtono

p-ciclico. O
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Conclusiones

Toda matriz semi-definida p—positiva con p > 2 es semi-definida positiva®.
Una matriz semi-definida positiva es simétrica si y solo si es semi-definida
p—positiva para todo p natural. Asi, toda matriz simétrica semi-definida pos-
itiva es semi-definida positiva™. Para cada matriz A semi-definida positiva no
simétrica existe p natural tal que A es semi-definida p—positiva pero no es
semi-definida (p + 1)—positiva. También, toda matriz no nula, anti-simétrica y
semi-definida. positiva no es semi-definida positiva®.

Toda matriz semi-definida positiva®t es semejante a una matriz diagonal por
bloques, donde dichos bloques ,son de orden 1 o 2, estan formados por los au-
tovalores de la matriz. Si A es semi-definida p—positiva y B es semejante a
A entonces B también es semi-definida p—positiva, y reciprocamente. Luego,
el méximo p natural para el cual una matriz es semi-definida p—positiva esta
determinado por sus bloques de orden 2, los cuales resultan ser matrices de
rotacién. Por tanto, una matriz es semi-definida p—positiva si y solo si sus ma-
trices de rotacién, de la matriz diagonal por blogques semejante, tienen dngulo
menor o igual que 7/(p + 1).

El concepto de monotonicidad p—ciclica para el caso de operadores lin-
eales en espacios de dimensién finita es equivalente a que su matriz de rep-
resentacién sea semi-definida p—positiva. Asi, para este caso lineal, se tiene que
casi-monotonicidad p—ciclica es equivalente a monotonicidad p—ciclica.

Todo operador multivaluado lineal es casi-mondtono si y solo si es mondtono.
Todo operador multivaluado (pseudo-)mondtono p—ciclico es {pseudo-)monédtono
g—ciclico, para todo 1 < ¢ < p. En general los operadores multivaluados casi-
mondtonos no tienen la propiedad anterior. Pero, si adicionamos la condicién de
linealidad sobre el operador, se obtiene la propiedad mencionada. Mds atn, un
operador multivaluado lineal es casi-mondtono p—ciclico si y solo si es monétono
p—ciclico.

39
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