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RESUMEN

La dispersién acistica por una superficie continuamente diferenciable pero
con tangente fractal, el llamado caso tipo III, primeramente introducido por Jakeman
en [27] y [26], ha sido tratado computacionalmente para perturbaciones asperas de
superficies planas e ilimitadas. El presente trabajo analisa teéricamente la dispersiéﬁ
acustica de una berturbacién aleatoria 4spera de tipo III de un circulo, utilizando el
método de campo nulo y aproximaciones asintéticas. Los resultados principales son:
una expresion asintética para la onda dispersada y el patrén de campo distante. Por la
falta de articulos y libros tratando este tema, el presente trabajo pretende servir como

base para futuros trabajos.
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1 INTRODUCCION

1.1 Informacién Basica sobre Dispersion por Superficies

Asperas

El libro clasico sobre dispersién de onda por superficies dsperas es "The
scattering of Electromagnetic waves from rough surfaces" de Beckmann y Spizzichino
[6], los resultados obtenidos en ese libro son atin utilizados como base. Beckmann tam-
bien publicé trabajos relacionados a dispersion de onda por superficies &speras [2], [3],
[4], [5]. En el libro de Bass y Fuks [1], se considera la teorfa de Kirchoff y la teorfa de
perturbaciones, incluyendo efectos complicados tales como superficies "self-shadowing"
y escalas multiples de aspereza. La dispersién miltiple también es considerado utili-
zando técnicas de ecuaciones integrales. Fortuin [15] hizo un estudio sobre dispersién
de onda acustica en la superficie del mar, donde estudié superficies periddicas y aleato-
rias. Las teorias de perturbacién y de Kirchoff son utilizadas y modelos de prediccion
son comparados con observaciones experimentales de la dispersién de la superficie del
mar. Otros trabajos pueden ser encontrados en Horton [18], Shmelev [38], Valenzuela
[42] y Ishimaru [19]. Un trabajo especifico para ondas electromagnéticas fue hecho por
McGinn y Sykes [34]. Trabajos sobre la teoria son dados en Ogilvy [35], [36]. Los mé-
todos descriptivos para las propriedades estadisticas de superficies 4speras aleatorias

fueron estudiados en Thomas [40].

La dispersiéon de onda por superficies asperas fue estudiado primero por
Rayleigh en 1877, que consider6 el problema de una onda plana monocromética in-
cidente normalmente en una superficie sinusoidal, [37]. Ese trabajo inici6 el desen-
volvimento del llamado "critério de Rayleigh", que sirve para determinar el grado de

aspereza '(0 rﬁgosidad) de una superficie.



1.2 La Naturaleza de las Superficies Asperas

Lo que se conoce sobre la naturaleza de las superficies 4speras aleatorias
es que nunca dos superficies asperas son idénticas, aunque sea formadas por un proceso
bien controlado. Para superficies creadas sobre condiciones menos rigurosas (tal como
el mar abierto,_ paisajes o una superficie quebrada) no es posible anticipar la altura
(o forma) de cualquier parte de la superficie asi se conozcan las alturas de las partes
adyacentes de la superficie y la naturaleza aleatoria es ain méas notoria. Asi, aquella
superficie puede ser considerada como un proceso aleatorio, esto es, "un processo que
no tiene memoria". Para describir tales superficies, son necesarias técnicas estadisticas.
Una superficie aspera es usualmente descrita en terminos de desvio con respecto a una
"superficie de referencia" suave. La forma y localizacién de la superficie de referencia
son escogidas con buen criterio, de acuerdo con el comportamiento de largo alcance de
la superficie. Por ejemplo, la descripcién de un cilindro aspero envuelve mediciones de
los desvios de la altura con respecto a una superficie cilindrica suave, mientras que la
altura de la superficie de un mar 4spero tendria que ser calculada con respecto a un
plano suave. La naturaleza de una superficie aspera es dada principalmente por dos
aspectos: primero, la propagacion de las alturas alrededor de la superficie de referencia
y, segundo, la variacion de esas alturas a lo largo de la superficie. Una variedad
de distribuciones estadisticas y parametros pueden ser utilizadas para describir esas
propiedades de la superficie. La mas conocida es constituida por las funciones de
distribucién de la altura de la superficie y de las funciones de autocorrelacién de la

superficie.

1.3 Punto de partida del Trabajo

Dispersion por objetos fractales han recibido gran interes en los recientes
afios por investigaciones teéricas y experimentales que envuelven dispersiéon acustica,

eletromagnética, de neutrones, etc. Por lo menos dos trabajos excelentes fueron pu-



blicados, [20] y [46], y un libro de Ogilvy, [36], que también trata este tema, mientras
que resultados experimentales son obtenidos por Teixeira [39]. En [20], se hace una
revisién de una buena parte de los trabajos de Jaggard y sus asociados, publicados en
articulos por Jaggard & Kim [21], [29], [30]; Jaggard & Sun [22] ,[23], [24], [25] y Kim,
Grebel & Jaggard [28]. Pero antes, varias contribuciones fueron dadas por Berry &
Blackwell [8] y Berry [7]. En sus trabajos [27] y [26], Jakeman propone la clasificacion

de superficies en tres tipos:

(I) Superficie fractal, la cual es continua pero no es diferenciable y tiene es-
pectro de ley de potencia (power-law spectrum), es decir, su espectro de

c
potencia es de la forma — ([14] pg 158, [7] pg 783). Este tipo de superficie

genera solamente difraccién y efectos de interferencia.

(II) Superficies variando suavemente, las cuales son diferenciables de todas las
ordenes y tienen propiedades espectrales del tipo gaussiano. Tales superfi-
cies generan efectos 6pticos geométricos asociados a radios o normales en

la onda dispersada inicial.

(III) Clase intermediaria, formada por superficies donde la altura es continua
y diferenciable pero la tangente es fractal. El concepto de radio es valido
para este modelo, pero en la ausencia de derivadas de orden superior de
la superficie, no ocurre catastrofes geométricas en la propagacién de las

ondas.

- Una modificacién para (I) fué propuesta con la nocién de superficie "frac-
tal" de banda acotada (ver [20]). La superficie tipo (II) y la superficie fractal de banda
‘acotada pueden ser obtenidas a través de una formulacion de ecuacion integral. El tipo
(IIT) fue analizado por Macaskill en [32] en un intento de establecer la existencia del
"enhanced backscattering", no obstante el anélisis atin no sea convincente. El tnico
tratamiento razonablemente riguroso de tales problemas del cual se tiene conocimiento

es dado en el trabajo de Jaggard and Sun [24].



1.4 Presentaciéon y Objetivo del Trabajo

La discusién tratada en este trabajo es el analisis de la dispersion de
una onda incidente, con una frequencia muy grande, por una superficie acotada del
tipo (III). Consideramos que esa superficie acotada tiene frontera Lipschitz, pero su
tangente es un fractal. Este trabajo tiene como finalidad obtener una expresién para
la aproximacién de la onda dispersada, también obtener una expresién para el patron
de campo distante (distante del dispersador u obstaculo, en la literatura es llamado far
field pattern), la media de la seccion transversal de la dispersion (mean scattering cross-
section) para campos distantes del dispersador (scatterer) y un ejemplo de superficie

tipo III que satisface las condiciones impuestas en este trabajo.

El trabajo es dividido de la siguiente forma: en el capitulo 2 daremos
algunos conceptos basicos que nos permite usarlos en los capitulos siguientes. En
el capitulo 3, definimos el dominio (una superficie tipo III), el problema exterior de
Dirichlet para la ecuacién de Helmholtz, también garantizamos la existencia y unicidad
del problema en estudio. En el capitulo 4, obtenemos las ecuaciones de campo nulo, las
cuales sirven para obtener una aproximacion para %yl’ la derivada normal exterior
de la onda dispersada en la frontera. En el capitulo 5, utilizamos la aproximacion
asint6tica de la funcion de Hankel de primera especie para obtener una aproximacion
para la onda dispersada. En el capitulo 6, analisamos el comportamiento de campo
distante de la onda dispersada aproximada, u}, también obtenemos una expresién
para el patréon de campo distante y la media de la seccién transversal de la dispersion.

En el capitulo 7, damos un ejemplo de superficie tipo III. Por dltimo, en el capitulo 8§,

presentamos las conclusiones.



2 FUNDAMENTOS TEORICOS

En el presente capitulo daremos algunos conceptos béasicos que nos
permite usarlos posteriormente.
Espacios L,

Sean 2 C R™ un conjunto no-vacio, p € [1,00), f : @ — R una funcién

medible y definamos

L,,(Q)={f:n—+R:/Q|f(t)|vdt<o§}

Este conjunto L,(2) es un espacio vectorial y esta dotado de la norma

1
1, = ( / | f(t)|"dt) .
]R .
Espacio de Sobolev W™?P

Definamos N = NU {0}. Un multi-indice o = (v, ..., ) € N® es una

n-tupla de enteros no negativos o; > 0. Para un multi-indice o definimos
ol =1 +---+ oy

|| es el orden del multi-indice. Ademas, si 5 es un multi-indice y o > (3 si y solo si
o; > B;parai=1,2,...,n.
Siz=(x1,...,2n) ER"y a=(aq,...,a) es un multi-indice, entonces definimos

dlely

oy = ————
Q1 Q
O0x{*...0x8n

Sean m > 0,p > 1y Q un subconjunto de R™ (n > 2), definimos el espacio
de Sobolev W™P(Q2) como

W™P(Q) = {u € L,(N) : % € Ly(R), Va, |af <m},

el cual es un espacio vectorial normado equipado con la norma

1 1
» P

ullwmrey = /QZI"J‘“UI”dw = | 2 le°ully,

[o|<m - jaj<m



que es llamada la norma de Sobolev.

Funcién Lipschitz y Funcién continuamente Holder
Sea  un conjunto abierto en R®. Una funcién f : © — R se llama

Lipschitz si existe una constante positiva C tal que

If(z) = fWI < Cllz—yll, VYr,yef

Observe que esta condicién implica la continuidad de f. Ahora, f es continuamente
Holder con exponente v (0 < v < 1), si existe una constante C' > 0 tal que f satisface

la desigualdad
1f(@) - @) < Cle—yll", Vo,yeQ

La notacién O y o

Sean f,g : R® — R funciones. Decimos que f(x) = O(g(z)) cuando
T — I si existe M > 0 y existe § > 0 tal que para todo z con 0 < ||z — zo|| < J se
<M.

f(z)
9(z)
Ejemplos: 2cos(z) = O(1) cuando £ — zp para qualquier zo, dado que |2cos(z)| < 2;

tiene que |f(z)| < M|g(z)|. En otras palabras, si g(z) # 0 entonces lim;_,,

z + 1 = O(z?) cuando z — x¢ para cualquier z; > 1, dado que para todo z > 1 se

tiene z + 1 < 222,

La expresion f(z) = o(g(z)) cuando z — =z significa que limg 4, g% = 0.
Ejemplos: 2z = o(z?) cuando z — 00, 222 # o(2?) cuando z — oo y cos(x) = o(2)

cuando z — 0.

Las funciones de Bessel

Las funciones de Bessel son soluciones de la ecuacién diferencial de Bessel

2 2 2

donde « es un namero real o complejo. El caso mas comin es cuando « es un entero n.

El nimero « se denomina orden de las funciones de Bessel asociadas a dicha ecuacién.



Se define la funcion de Bessel J,(z) como

B had (=1)* \ 2k+a
Jale) = kg KTk + a+ 1) (5)

donde I'(z) = J;” e7tt*~1dt, Re(z) > 0 es la funcién Gamma de Euler, una generaliza-

ciéon del factorial para ntmeros complejos. Estas funciones cumplen

o Si a ¢ Z entonces J,(z) y J_o(x) son linealmente independientes y por
tanto una solucion general de la ecuacién de Bessel puede expresarse como

una combinacion lineal de ellas.

e Si o = n € Z entonces se cumple |
Jon(z) = (-1)"Jp(z), VneZ

por lo que las dos soluciones dejan de ser linealmente independientes. En
este caso, la segunda solucién linealmente independiente sera una funcion

de Bessel de segunda especie.

Las funciones de Bessel de segunda especie y de orden a, denotadas por Y,(z), son
soluciones de la ecuacion diferencial de Bessel. Para a no enteros, se definen a partir
de las funciones de primera especie J,(z) mediante la siguiente férmula:

_ Jo(z) cos(am) — J_o(z)
sen(am)

Y. (z) , Va¢Z

En el caso que tengamos un orden entero n, la funcién es definida como el siguiente
limite

| | Ya(z) = lim Yo(z), VneZ

Por otro lado, cuando a es entero, Y.(z) es la segunda solucion linealmente
independiente de la ecuacién de Bessel, dado que el Wronskiano de Jo v Y, es

diferente de cero.

Otra formulacién importante de las dos soluciones linealmente

7



independientes de la ecuacién de Bessel, son las funciones de Hankel, HS" (x)y HY (z),
definidas por

HWO(z) = Ju(z)+ iYa(2)

HO(@) = Jua) - i¥a(a)
‘donde i es la unidad imaginaria, HY es la funcién de Hankel de primera. especie de
orden o y H® es 1a funcién de Hankel de segunda especie de orden a.

La caracteristica fundamental de las funciones de Hankel, es su comportamiento asinté-

tico para valores grandes del argumento. Poseen la siguiente forma que las determinan

HO(g) ~ 1|2 ei@-Fo-D)
T

HO(z) ~ 4/ -Leile-3a-p)

@ T

Obtencién de la ecuaciéon de Helmholtz

univocamente

Au+Kku=0

Esta ecuacion se llama ecuaciéon de Helmholtz, en honor al fisico aleman Herman
Ludwing Ferdinand von Helmholtz por su trabajo pionero en la teoria matematica

de la acustica y electromagnetismo. El operador A denota el Laplaciano

02 i
A—-a-?r—%—f-“'-i”a—x%'

el parametro k se llama nimero de onda.
La ecuacién de Helmholtz resulta de aplicar la técnica de separacién de variables a la
ecuacion de onda, como veremos a continuacion.

Sea la ecuacion de onda

Ou(z,t
| ia(%—) = Au(z, t) (2.1)
suponiendo u(z,t) = X (z)T(t) y reemplazando en (2.1), tenemos
X(a;)‘%@ — PT(H)AX(z)



de lo cual sigue
1 8°T(t)  AX(z)
AT(t) o2  X(2)

Notar que el lado derecho de (2.2) depende solamente de z y que el lado izquierdo

(2.2)

depende solamente de t. Luego hacemos

1 8T(t)
AT(t) o1 =k (23)
’ AX(z) |
X = —k?, (2.4)

entonces de la ecuacion (2.4) obtenemos la ecuacién de Helmholtz:
AX(z)+k*X(z) =0
La ecuacién (2.4) tambien puede escribirse como:
AX(z) = —k*X(z)

y como el operador A es lineal, se considerardn dos casos:

a) cuando —k? es valor propio.

b) cuando —k? no es valor propio.



3 LA FORMULACION DEL PROBLEMA

3.1 El dominio Lipschitz

_ Las coordenadas cartesianas en R? seran representados por z; y zo. Las
coordenadas polares seran representadas por r y ¢, donde el 4ngulo polar ¢ es medido
con respecto al semi-eje positivo z; y estdn relacionadas por (z;, z2) = (r cos@, r sen¢),

: perb si el punto (z3,z2) pertenece a la frontera del dominio Lipschitz, 89 definido
' posteriofmente en (3.4), sera representado en coordenadas polares por 6 y R(f), (ver

Figura 3.1). .

Para obtener una perturbacion aleatoria aspera del tipo III de un circulo,

comenzamos por definir la funcién
Fy: [0, 271'] - R (3.1)

teniendo las siguientes caracteristicas :

e Es una funcién Lipschitz con respecto a 6.

¢ Es una funcién de variable aleatoria en Y, Y denota el espacio muestral
de la variable o variables aleatorias.
e Fy(0) = Fy(27).

e F} es una funcion fractal, para lo cual Fy no existe.

: d
donde , ’ denota la derivada con respecto a 0 (' = zi—e-) y ” denota la segunda derivada

d?
con respecto a 6 ("= Eﬁ)
" Observacién 1. Haremos un abuso de notacién, denotando Fy(6) por F(6). d

10



La region donde trabajaremos es definida, en coordenadas polares, de la siguiente

manera:
R(0) =1+ ¢F(6); 6¢]0,2n] | (3.2)
donde: |
e (0<e<«k1) es elegido de tal forma que 0 < Ry < R(9),

para todo 0 < 8 < 27, donde Ry es una constante (ver Figura 3.1).

Observacion 2. Del hecho que la funcion F es Lipschitz y definida sobre un intervalo
compacto, tenemos que F es acotada inferior y superiormente. Ast eligiendo un e < 1,
0 un € adecuado como el dado en la proposicion 7.2.2, podemos obtener una cons-
tante Ry satisfaciendo la condicidn anterior, de esta manera tenemos una perturbacion

aleatoria del circulo unitario. O

v

Figura 3.1: Grafico de la region 2 y de la frontera 052

Definimos la region {2 por :
Q = {(rcosd, rsend) € R?: 0 < 9 < 2m,0 <7 < R(6)} (3.3)
tal que la frontera OS2 de 2 es:
3 = {(R(6) cosf, R()send) € R?: 0 < 6 < 27} (34)
Trabajamos sobre la condicién de que la regién © es un dominio Lipschitz acotado,
para que eso ocurra basta ver que la funcién F () sea Lipschitz y como consecuencia

11



de esto, garantizamos la existencia de F'(6) en casi toda parte. Para méas detalle sobre
la definicién de Dominio Lipschitz, vea la definicién 3.3.1 o el articulo de G. Verchota
[43]. Note que R2\Q es conexd, Q denota la cerradura de . Del analisis, tenemos
que toda funcién lipschitz definida en un intervalo compacto es acotado, ademas la

derivada también es limitada casi siempre. Entonces, se define R; y Ry por:

(Voe[o,2n]): R(6) < Ry ; (3.5)
(Véel):|R(0)| < Ry (3.6)

donde, I = {0 € [0,27] : R'(8) existe}, u([0,27]\I) = 0 segiin Lebesgue.

Observacion 3. Habiendo establecido las condiciones para F y por consiguiente, para

R, se tiene que 0S) representa eractamente nuestra superficie aleatoria dspera tipo I11.
O

3.2 El problema de Dispersion

dispersador u obstaculo

Figura 3.2: Gréafico de la dispersién acustica

De la literatura ([11] pg 38, [36] pg 67), tenemos que la onda total, de-
notada por u, en la presencia de un obsticulo toma la forma u = u;, + u,; onde u;y,

es la onda incidente y u, es la onda dispersada. Aqui trabajaremos sobre condiciones

12



aclsticas ideales, esto es, sobre las condiciones de Dirichlet. Asi u = 0 en la frontera,
que es lo mismo u; = —u;, en la frontera (ver Figura 3.2).

Una onda plana incidente tiene la siguiente forma:
Uin(T) = *° (3.7)

donde z,x € R?% i = /-1, observe que u;, € L?*(0Q). En coordenadas polares,
k = (kcosa, ksena) y = (rcosg, rsen¢), donde k > 0 es el nimero de onda y « es el
angulo polar de k.

- Como:
' k-z = < (kcosa,ksena),(rcosg,rseng) >

= krcos¢cosa + krsengsenc
= krcos(¢ — a)

entonces, la onda plana incidente en coordenadas polares esta dada por:

Uin(r, @) = €74~ (3.8)

Por otro lado, la onda dispersada u, satisface el Problema Exterior de Dirichlet para

la ecuacién de Helmholtz, de ahora en adelante denominado PEDH:

Aug(z) + Ku,(z) = 0; z€RAQ; u, € RRA\Q) (3.9)
u(x) = —un(x); T € O wip € L*(0N) (3.10)

ul(z) € L*09N) (3.11)

(v?' - Vus(z) — tkus(z) = o (——\/1|—?|) ;o |zl = 00 (3.12)

donde (3.9) es la Ecuaciéon de Helmholtz, (3.10) es nuestra condicién de frontera tam-
bién llamada condicién de Dirichlet, (3.12) es la condicién de radiacion de Sommerfeld
en el infinito en R? (f(x) = o(g(x)) cuando x — oo si y solamente si lim,_,o %% =0)

yuX(z) = sup |us(y)|;x € 8 es la funcién maximal no tangencial de u, donde I'*(z)
yer*(2)
es un cono truncado con vértice en z y una componente convexa en RZ2\Q (ver Figura

3.3). El espacio lineal R(R?\Q) es definido por todas las funciones u € C%*(R*\()
tales que u € HY(R?\Q), Au € L*(R?\(2) y exista una funcién g € L%(6Q) tal que

13



lim  (v(z), Vu(y)) = g(x) en norma L%(99), v(x) denota el vector exterior nor-
y—oo,yel+(a)

mal unitério a R?\Q en z € 99.

Figura 3.3: Grafico del cono doblemente truncado con vértice en z € 9

La solucién fundamental para la ecuacién de Helmholtz en R? es ([11], pg 106):
?
®(z,y) = 7Hy (e —yl); zyeR? (3.13)

donde H((,l) es la funcién de Hankel de primera especie de orden cero.

‘3.3 Existencia y Unicidad del PEDH

_ Los teoremas de existencia, unicidad y de representacion de Green para el
PEDH fueron estudiados primeramente para el caso donde 2 es un dominio C? acota-
do y puede ser encontrado en el libro de Colton y Kress [11] (pg 78-79). En nuestro
interés, donde €2 es un dominio Lipschitz acotado puede ser encontrado en el articulo
de Chagmei Liu [31]; citaremos, aqui solo los teoremas que nesecitamos tal cual se

encuentran en el mencionado articulo:
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Preliminares

Sea 2 C R™ un subconjunto abierto y acotado, asumimos que R™\() es conexo, donde
2 denota la cerradura de Q. Se denota la frontera de Q por 8Q. Un cilindro Z (z,7)
es definido como un cilindro recto, abierto, doblemente truncado y centrado en z € R®
con radio igual a r. Una coordenada cilindrica, Z = Z(P,r), P € 99, seré.deﬁnida de

la siguiente manera:

(i) Las bases de Z estan a una distancia positiva de 9S0.

(i) Existe un sistema de coordenadas rectangulares para R", (x,s),x € R"" 1

s € R, con el s—eje conteniendo el eje de Z.

(iii) Existe una funcién asociada 9 = 1z : R*! — R Lipschitz, esto es,

W(x) —¢(y)| < Clx-y|,C=Cz<00 Vx,yeR*L
(iv) ZNQ=2Zn{(x,s):s>p(x)}

(v) P =(0,%(0)).

La dupla (Z, 9) sera llamada un par coordenado. Ademas, definimos Z+ =
Z\Q'y Z- = ZNQ y seran llamados cilindro exterior y cilindro interior, respectiva-
mente. Para un namero positivo 7, 7Z(P,r) denota el cilindro {z € R" : 'P+£—}}—) € 7},

esto es, la dilatacion de Z en torno de P por un factor 7.

Un cono es definido como un cono abierto, circular y doblemente truncado
con dos componentes convexas no nulas. Si P € 9Q,I'(P) denota un cono con vértice
en P, una componente en Q y la otra en R™\Q. La componente interior a 2 es denotado
por I'"(P) y la componente in%érior a R™\Q es denotado por I'*(P) (ver Figura 3.3,
para el caso R?). efered
Asociamos un cono, I'( P), para cada P € Q2. La familia {['(P) : P € 9Q} es llamada

regular si existe un cubrimiento finito de €2 por coordenadas cilindricas, definido

anteriormente, tal que para cada (Z(P,r),7) existen tres conos 71,72 ¥ 73 cada uno
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con vértice en el origen y ejes a lo largo de los ejes de Z tales que

M CR\{0} C s
para todo (x,9%(x)) = P € £Z N 6Q
M+ P cT(P)cT(P)\{P} C o+ P
(m+P)-canz y
(3 + P)* C Z\Q

Definicién 3.3.1 (Dominio Lipschitz). Un subconjunto abierto Q C R™ es llamado un
- dominio Lipschitz si para cada P € 00 existe un sistema de coordenadas rectangu-
lares, (x,8), ¢ € R™ !, s € R, una vecindad U(P) = U C R™ conteniendo P y una
funcion ¥p =1 : R*1 - R tal que ”

(i) W(x) — v(y)| < Cplz—y|  Va,y e R™,Cp < oo;

(#) UNQ={(z,8): s>¢Y(x)} NU

El sistema de coordenadas (z, 8) puede ser tomada como una rotacion y traslacién del

sistema de coordenadas estdndar (coordenadas rectangulares) para R™.

Observaciéon 4. Todas las definiciones establecidas anteriormente, en esta seccion,
pueden ser encontradas en el articulo de G. Verchota [43] y las siguientes definiciones

pueden ser encontradas en el articulo de Chagmei Liu [81]. O

Sea 2 um dominio Lipschitz, se asume que R™\{} es conexo. Fijamos
una familia regular de conos {I'} y sus coordenadas associadas y cilindros {Z} como
definidos anteriormente. Para una funcién u : I' — R, la funcién maximal no tangencial

es denotada por u*:

u*(P) = sup |u(z)]
zel'(P)

donde T es I'*(P) o I'"(P) dependiendo de donde la funcién u esté definida.

Recordemos la solucién fundamental
» n—2
i k 2 (1)
- —__r HY _
G-k = (5rpsy) | Hao =)
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de la ecuacién de Helmholtz en R™ donde Hcf,l)(z) denota la funcién de Hankel de
primera especie de orden w.

Sea K un operador en L?(0R) definido por:

OG(P —y, k)

Kf(P)=lim
f( ) y€0,ly—Pl>e 61/(?,[)

e—0

f(y)dS(y), Ped . (3.14)

donde v(y) denota el vector exterior normal unitario en y.

El Problema Exterior de Dirichlet

Au(z) + K’u(z) = 0 zeR\Q | (3.15)
w(z) = f(z); z€0Q;fe L*(0N)
u* € L*09)

L Vu(z) — iku(z) = o(ﬁ); |z} = oo

||

donde la ltima ecuacién de (3.15) es la condicién de Sommerfeld en el infinito en R3.
Por otro lado, para cualquier dominio U con frontera QU Lipschitz, definimos el espacio

lineal R(U) de todas las funciones de variable compleja u € C%(U) tales que u € H*(U),

lim _ (v(P), Vu(z)) = ¢(P)
—»Pzel(P)
en norma L2(AU), donde T'(P) puede ser I't(P) o I'"(P) dependiendo de donde este

Au € L*(U) y exista una funcién g € L%(dU) tal que

definida la funcién u. Asi, si u,v € R(U), eso es suficiente para que tenga validez la

primera y segunda identidad de Green:

/uAvda: = u@dS—/(Vu, Vv)dz
U oy OV U

Ov Ou
/U(uAv —vAu)dr = 6U(u51; - v%)dS
Lema 3.3.1. El potencial de camada doble
0G(x —y,k
uw) = [ 28R ag), < eron

sa  Ov(y)
donde v € L?(0R), es una solucién del problema exterior de Dirichlet, (3.15), si

-;—'y(x) + Kvy(z) = f(z) para casi todo x € O
donde el operador K es dado en (3.14).
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Teorema 3.3.1. El Problema Exterior de Dirichlet, (3.15), tiene a lo mds una solu-

cion.

Teorema 3.3.2. El Problema Exterior de Dirichlet, (3.15), tiene solucion y es tinica.

Demostmcio’n. La unicidad viene del teorema 3.3.1. Ahora probaremos que tiene
solucion. Si k% no es un autovalor de Neumann entonces N(17 + K) = {0}. Luego
NI+ (31 + Ko)"'Hy) = {0} (donde Ky y Hy estan definidos en el anexo) entonces
para cualquier f € L?(0Q) y f # 0 la equacién ‘

1
(51 +KW=f
~ ‘tiene solucién y es dnica, ademas
f 0G(z—y,k
uiw) = [ TR0,
an v

es la solucién para (3.15).
Si k2 es un autovalor de Neumann, buscamos una solucién de (3.15) de la forma
0G(z —y, k s —
u(z) = / ‘—(a-u————lib(y)da - 2 aju;(z), T € R3\Q
an =
donde u;,j = 1,2,..., my son definidos por (A.1) del teorema A.0.1 (que se encuentra
en el anexo). De acuerdo a la observacion despues del teorema A.0.1 (que se encuentra
en el anexo), podemos asumir que ’ll,;_lag sea real. Utilizando (A.3), vemos que u
resuelve el problema exterior de Dirichlet provisto que v y los coeficientes o;,j =
1,2,...,my son escogidos tal que
1 =
GI+KW=f~ > o (3.16)
j=1
por el teorema A.0.1 podemos determinar los coeficientes para ser la dnica solucién del

sistema lineal

MmN
Do <¢p ¢ >=<f,>,1=12,... ,my
j=1

entonces por la segunda parte de la alternativa de Fredholm, podemos concluir que la

‘ecuaci6n integral (3.16) tiene una solucién, con eso se termina la prueba. ]
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Observacién 5. Notar que la solucion para la ecuacion integral 3.16 no es inica cu-
~ando k* es un autovalor de Neumann pero la solucion del problema exterior de Dirichlet

es unica. 0

Observacion 6. Los Teoremas 3.3.1 y 3.3.2 y el Lema 3.3.1 fueron demostrados para
R3 en [81], pero al final del articulo menciona que esos resultados también son vdlidos
para R? haciendo algunas consideraciones. Es con esas consideraciones que nosotros
estamos trabajando y as? estd garantizada la existencia y unicidad de la solucion de

nuestro problema PEDH, (3.9)-(3.12). a
Teorema 3.3.3. Sea u € R(R*\Q) una solucion de la ecuacion de Helmholtz

Au+ k*u =0 en R3\Q
satisfaziendo la condicion de radiacién de Sommerfeld

% - Vu(z) — iku(z) = o (Tolc—l) » |zl =00

uniformemente para todas las direciones —. Entonces

|z|
9G(z — y, k) Bu( ) ~ ]
./an (u(y) Av(y) Glz -y, k)) ds(y) = 0, z€

BG(w~y,k)_8u(y) L P
/an (u(y) ou(y) 5 C& Y, k)) ds(y) (z), zeR)\Q

Observacion 7. El teorema 3.3.3 fue demostrado para R?® en el libro [11] (pg. 70),

pero también menciona que el resultado es valido para R2. a

Finalmente, utilizando la condicién de frontera (3.10) y definiendo :

oly) = _____aqgl(jy)

para nuestro problema PEDH el teorema de representacién queda:

(3.17)

) = x
/BQ ( m( 3 (y) (P(y)<1>(:c y)) ds(y) = 0, X9 (318)

8<I> (z y) _ 29
[ (Fun B - smaten) dstr) = wio) ccBAT (319)
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4 EL METODO DEL CAMPO NULO

El método del campo nulo, primeramente obtenido por Waterman [44] y
.[45], aprovecha el hecho de que el campo (actstico o eletromagnético) se anula en la
frontera del dispersador (u obstaculo), es decir, u = 0 en la frontera (ver figura 3.2),
y a través de expansiones se establece un conjunto infinito de ecuaciones llamadas

"ecuaciones de campo nulo"(como puede ver en [44] y [45]).

4.1 Consideraciones previas

e Trabajamos con coordenadas polares, y para realizar operaciones vectoria-
les en esas coordenadas, consideramos los siguientes vectores ortonormales:

radial (7) y tangencial (£), definidos por:

7 = {cosf+ jsend

t = —isend+ jcosh

donde, 7 y j son los vectores unitarios de las coordenadas cartesianas en

R?, X; y X, respectivamente, y 0 < 8 < 2.

e En esas coordenadas, el operador gradiente tiene la siguiente formas:

,0 -1 0

(4.1)

e El vector tangente unitario a R?\(Q2 en 6 es:
7R'(6) + tR(6)
Vv R%(0) + R?(0)
e Luego, el vector exterior normal unitario a R?\Q en 9Q es:

—7R(6) + tR'(6)

VE2(0) + R2(9)

T =

<y

Definimos:

B = B(6) = vV R*0) + R?(0) (4.2)
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e La derivada en la direccién normal a R?\Q en 69 es:

0 o . .. IRACOK,
o=V 7=58 (-R(@)5E+W%> (4.3)

e Para 7 = (rcosp,rseng) € R2\3Q y y = (R(f)cosd, R(f)send) € 01,

tenemos del calculo:

|z —y| = |(rcos¢,rseng) — (R(6)cosh, R(6)senb)|
= +/(rcos¢ — R(8) cosh)? + (rsend — R(6) send)?
= /124 R%(0) — 2rR(6) cos(8 — ¢)
Definimos:
w = |z —y| = /72 + R2(8) — 2rR(8) cos(f — ¢) (4.4)

e Por otro lado, escogiendo z = (rcos¢,rsend) € 2 cualquiera tal que
0 <7< Ryyy= (R(0)cosd, R(A)senb) € 91, recordando la definicién
(3.2) de R(6), tenemos que 7 < R(6) para todo 0 < 6 < 27 (ver Figura
4.1). Entonces utilizando la formula de adicién de Gegenbauer ([33], pg
107; [9], pg 196), tenemos la siguiente expansion:

HP (kw) = Jo(kr) HP (KR(B)) + 2 Jm(kr) HD (kR(6)) cos(m(8 — )

. m=1
donde HY es la funcién de Hankel de primera especie de orden m y J,,
es la funcién de Bessel de primera, especie de orden m. De esta manera,
“tenemos una expansion para la solucién fundamental de Helmholtz, (3.13),

y también para su derivada normal, (4.3) :
)
®(z,y) = ; Jo(kr) H;" (kR(6))

+ % 3 Junlkr) O (KR(6)) cos(m(6 — ¢)) (4.5)

m=1

00(z,y) i 0 Ty
TGO

+ % > Jm(kr)g; [HD (kR(0)) cos(m(6 — ¢))]  (4.6)
m=1
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Figura 4.1: Grafico de la variable x € Q y la variable y € 9Q

4.2 Las ecuaciones del campo nulo

Observamos que un resultado de Fabes, Kenig y Verchota [13] sobre el pro-
blema de Stokes también puede ser establecido en el caso de la ecuacién de Helmholtz,
via técnicas similares que no son discutidas aqui (vea apéndice de [10] y [12]). De
hecho, si u, es la solucion del PEDH (3.9)-(3.12), tenemos que :

Ou,
ov

< C(@Q) ”uin”WI,Z(aQ) (4.7)
12(0)

donde, C(0) es una constante que depende de la frontera de 2. Los espacios usuales
de Lebesgue y Sobolev son L? y W12, respectivamente. Evidentemente, teniendo la
existéncia de solucion y esta estimativa, tenemos que las integrales en (3.18) estan bién |

definidas, asi estdn garantizadas las ecuaciones del campo nulo.

'_Observaci()n 8. Notar que, de la definicion de w;,, dada en (3.7), se tiene que

luinllwrzany = O(k). Entonces utilizando (3.17) en (4.7), se obtiene:
-~ lellzzen) < C(O2)O(k) | (4.8)

donde f(z) = O(g(z)) cuando x — oo si y solamente st IM > 0,3z tal que |f(z)] <
Mlg(z)| Yz >z a
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Por otro lado, para la obtencion de las ecuaciones del campo nulo, comen-

zamos utilizando (3.18). Asi, tenemos:

_ 09(x,y) .
Anw(y)@<x,y)ds<y>~ / n(4) G W ds(4)s €

Utilizamos las ecuaciones (4.5) y (4.6), recordamos que el diferencial de arco en coor-
denadas polares es ds(y) = \/EW)_:R'?—W)dO =pd0y deﬁnimos

uin(0) = uin(R(8),0) = kRO cos(6-a) (4.9)

0(0) = ¢(R(6),9) (4.10)

donde u;,(0) y () son las respectivas transformaciones en coordenadas polares de

uin(y) ¥ @(v), (3.8) y (3.17) respectivamente, para y € €, es decir
y = (R(6) cost, R(6)senb).
Luego tenemos:
) 0y (@B + 5 nthr) [ O HE (ER@) (0 ~ )5
_ 1J; (kr) 2m d 0))
=S v 0) 5218 (RO |
——ZJ kr) um [H<1>(kR(o))cos(m(e ¢))]3d8

Del hecho que los {Jm(z)},n:o son ortogonales, tenemos:

@ | " kR = - [ " a0 [HS (k00|
2n
(b) / (6)HD (kR(9)) cos(m(8 — ¢))Bd6 =

~ [n(®) 2 B kR0 co(m(o — )30 Vi € N

Luego, utilizando la identidad trigonométrica cos(m(f — ¢)) = cos(mb)cos(m¢) +

sen(f) sen(mg) en la ecuacién (b), tenemos:
cos(ma) / cp(())H(l)(kR(G))cos(m«‘))ﬁd&+ sen(me) / go(H)H(l)(kR( )) sen(m6)3d6

= cos(m¢) um(a)——[H(l)(kR(H)) cos(m8)|Bdo+
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—sen(m¢)/ u:n(())%[H,Q)(kR(H))sen(me)]ﬂdH vYm € N
0

De manera anéloga, utilizando el hecho de que {sen(mz), cos(mz)}3°_; son ortogonales,

tenemos:
27 2
(by) /0 (0) HD (kR(8)) cos(mB) fdf = — /0 um(G)— [HP (kR(6)) cos(m8)]3d8
YmeN

27

() /0 ﬂga(a)Hg)(kR(e))sen(ma)ﬂda= - /0 um(o)-— [HD (kR(6)) sen(m8)]Bdd

VmeN
Luego, haciendo (b;)=+4(b2) para un mismo m y utilizando e*™ = cos(m#)+isen(mb),
obtenemos las asi llamadas "Ecuaciones de campo nulo":
2r . 2 o )
/ ©(0) H() (kR(6))e™ Bd6 = — / uin(6) 5> [Hy (kR(0))e™] pd6; m € Z
0 0
(4.11)
teniendo en cuenta la ecuacién (a) para el caso m = 0.
Por otro lado, utilizando (4.3) y recordando la identidad ([33], pg 67):
d
ZHD(2) = THY () - Hi(2);  YmeZ (412)
tenemos:
27 ps) .
- / Uin(0) = [HD (kR(6))e™] Bdb
0 ov
2 o R(6) 8
— — , _ 1) k im@ H(l) kR(6 imo -1 9
[ wnle)| RO SRR + gy 2 RO 575
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= [ @) [R0) (s 182 6 ) ~ 1 (6RO ) ke

_ 1;' ((09)) (eimo%w},p(m(a))] + z'meim"H,SP(kR(G)))} do

o im @) . R'(9) ., Y
= / Ui ()™ [mH,(,P(ka)) — kR(0)H,)1(kR(8)) — im——= H (kR(8))+
0 7(6) R(0)

0] (kgzo) Hy) (kR(9)) = Hfill(kR(H))) kR’(o)} do

- [ wa@e [ (1- 28— D) npwro

k (i (gf)) - R(e)) H,Qll(kR(a))] do  (4.13)

Utilizando (4.13) y (4.11), tenemos:

27 27 12 /
/0 o(6) HO (KR(0))e™ B — /0 thon(6)6™ [m (1 - };2((3)) - z};((g))) HO(kR(6))+

R*(6) 1)
k (————R % R(a)) Hmﬂ(kR(a))] do
VmeZ (4.14)
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5 APROXIMACIONES

El propésito de esta seccién es obtener una aproximacion para u,. Para

eso necesitamos de otras aproximaciones.

5.1 Aproximacién asintética para la funcién de Hankel

e La aproximacion asintética para la funcién de Hankel de primera especie

es dada por ([33] pg 139; [11] pg 107):

190 - (27D (10 (1))

donde v € R es fijoy z € R es "muy grande"(con lo cual suponemos que

vl < ])-

M
e Para nuestros propositos nesecitamos suponer que max{M, —} < k y del

Ry
hecho que 0 < Ry < R(0) < Ry, 0 <6< 2w, tenemos :

HO(kR(6)) = meZ(kR(a) mi_* (HO(E))

vm e {0, +1,...,+M}.

e Por otro lado, para z = (rcosg, rseng) € R2\Q y
= (R(6)cosh, R(6)send) € 0N, ademéss suponiendo que '2R1 <ry
max{M, %} < k, tenemos:

M e Ry<RO)<Ri<r-Ri<r—RO)<w<r+R@) <r+R

¢ (5.2)
ast:
i) — 28D (10 (1)),
vm{0,+1,...,+M} (5.3)



5.2 Aproximacion para Q(0)

Definimos :

il ;0<0<2
7y (5.4)

Q(6) = w()m ;0<0<

se busca una aproximaciéon de Q(0), para M € N (donde max{M, %} < k), de la

forma :

M
Qu®)= Y Crne™™ ;0<0<2r (5.5)
m=—M
donde
1 2 imé
Cm =5 A Q(8)e™’de - (5.6)
también definimos
2 : it yis
Dy = ;rze‘*(m#z) (5.7)

Luego, reemplazando (5.1) para el lado izquierdo de (4.14) y utilizando
(5.6) y (5.7), tenemos:

27 ) 2n 9
1) imé ~ z(kR(O)—m———) imé
[ eonEroE s =~ [0, e pdo

. ikR(6) im0
= le—i(m%#})/ o(0 ) FOem - Bdf
0

k VR®)

27
— /%e—i(m%+§)/o Q(a)eimﬁda

= 27D, Cn

’ 27
entonces / ©(O)HD(ER(8))e™Bdd =~ 21DmCrm (5.8)
0

Utilizando (4.14), (5.1) y (5.8), tenemos:

2T
2 DpCr = / ©(0)HYD (kR(8))e™ Bdp
. 0

- /Oz"u,-nw)eimo [m (1—’]‘;’;((;’)) ’;(‘j)))m”(kfz( )+

k (1;2(20)) - R(o)) H,(,ﬂl(kR(()))} do
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o~ o i imi Rﬂ(e) R’(a) . 2 % —mI_T
~ /0 unlf)e o[m (1_ 20) _lR(G)) Ty A

3 R?(6) | 2 ikR@)—(mnyz_z
o k (—é(—a)——R(G)> TFRO)C (kR(O)-(m+1)3—F ] df

I I L R?(6) _R(6)
= /0 Uin(0)e™ ﬂkR(o)e(kR(e) [m (1— Z0) —sz)) +

ik (Ij:(g;) - R(O))] d
20 4 (8) EI+RRO) _RY9) R/(g)) N

= ba | V0] [m( 76 ~ 'R0)

) '2(9)
—ik _
i (le(a) R(G))J df
Simplificando y utilizando (4.9), tenemos:

1 21 i(kR(8) cos(§—a)-+mb+kR(6)) [ ) RI2(0) Rl(e)
27 Jo JR©®) ( TR Rw))

., {R*(8)
—zk( 70 —R(B))] do
RO M
Utilizando nuevamente el hecho de que max{M,—} <« k, m < M y las
R?(6) _R(9) 'R’z(a)

"' RO RO
contribucién principal de C,, es:

Cm

1

son acotadas, entonces la

expresiones — R(6)

ik 2 eikR(B)[cos(ﬁ—a)+1] (RIZ(G) .
Cpr—— — R(®) ) €™do;Vm € {0,%1,...,+M

(5.9)

Luego, recordando la definicién del ntcleo de Dirichlet (ver Titchmarsh [41], pg 402),
denotado por Dy, es dado por:

sen((M + %)0) _

_ M . 02k
Du(0) = 5+ cos(i6) = 25en({) | (5.10)
I=1 M+§; 0=2nk;k€Z
Y definiendo :
’ eikR(G)[cos(o—a)+l] RI2(9)
P§) = . — R(# 5.11
® 5 (. 7o) G.1)
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sigue :
M

QM(G) — Z —sz

T -

~ Z [ / P(G)eim"dﬁ] e m?

_ Ik P(é) Z em0-0)4f
27 0 — M
Zk; 2 R . .

= —— | P(®)Du(0-0)dd (5.12)

0

5.3 Aproximacion para ¢(0)

De la definicién de Q, (5.4), tenemos:
©(0) = e *EO /R(O)QO)L™; 0<6<2n (5.13)
y de la aproximacién Qus, (5.12), tenemos una aproximacién para @, dada por:

om(6) =e —*RO)\/R(O)Qm(9)F™; 0<6< 2 (5.14)

5.4 Aproximacién para u,

Calculos previos
En esta subseccién z = (rcos¢,rsengd) € RAQ, y = (R(#)cosh, R(f)senb) € 09,
2R; <7y max{M, %} < k, como en (5.3).

(i) Recordando (4.3), (4.4) y (4.12), se sigue:

OHM (kw)
v(y)

R(9) o
"R(6) 90

- g [R(())[—H{”(kw)]g[RW) — reos(6 — ¢)]+

_ {R(G) = H{Y (kw) — =2 = HY (kw )]

(5.15)
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BRHY (kw) [
w

_ BHY (kw)
w

R/(9)

~ g [ (kw = [RO)R(6) - r(R()cos(6 - o)+

—R(8)sen(8 — ¢))]]
—R*(0) + rR(6) cos(6 — ¢) + R2(6)+

[ /2( )
R(6)

cos(6 — ¢) — R'(6) sen(6 — ¢)]
[R*(6) - R*(0)+

r[R(6) cos(d — ¢) — 1__;2(2)) cos(0 — ¢) + R'(8)sen(6 — ¢)]]

Definiendo:
12 2 ' R’Z(G)
A(r,¢,0) = R*(0)— R°(0)+r [R(G) cos(6 — ¢) — 0] cos(f — @)+
R'(0)sen(6 — ¢)]  (5.16)
Se tiene: )
90(z,y) __ifkHD (kw)A(r, 8, 6) -
W) - ™ (6.17)
(#)  Utilizando (5.17), (5.3), (4.9) y definiendo
—z—— (5.18)
tenemos :
89(r,y) iB~kH® (kw) A(r, ¢, 6)
Uin(y)—_é;/—— = _'L."in(e) dw
— _ff_’fum(a)H(l)(k )A(Ta ¢7 0) -
v B0y et i DAL 5
_ \[ f um(9 ”“"A(r ¢,9)
k ezk(R(o) cos(f— a)+w) A('r ¢ 0)
Asi, () 22EY _ Yk OO A 6,6) gl (5.19)

ov : wy/w
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(é4i)  Por otro lado, utilizando (3.13), (5.14) y (5.3), tenemos:
- o)
eW)e(z,y) = @y);Ho" (kw)

7/ R(g)e~ikR(6)Q m(0) ﬂ-li / _2_ Gilkw=1%)
wkw
\/— \/R(_BQM(G) ezk:('w —R(6)) g1

\/—QM(o ik (w— R(O))ﬂ—l
Vi

/R tk(w—R(6))
Asi,  o(y)®(z,y) =~ id Q\/_f/)i ~ B! (5.20)

Q

con @(6) definido en (5.12)

La Aproximacion para u,

Recordando (3.19)

w(@) = - [ )5 ast) - [ o s, «crA\D
M

y utilizando (5.19) y (5.20), tenemos una aproximaciéon para u,, denotada por uy’,

dada por:

: 2 gik(R(O) cos(6—a)+w) A(r ¢ 0)
M = dvk / Z —
W) = avk | wy/w “

,d 2n R(Q)QM(Q)eik(w—R(G))
vk Jo Vw
para todo z = (rcosg,rseng) € RA\Q tal que r > 2R; e 0 < ¢ < 27. Ademas,
M
max{M, —} <« k.
{ Ro}

df ~ (5.21)

5.5 El orden de aproximacién de uX

Recordando que y € 90 y = € R?\Q, entonces y = (R(8) cosf, R(6) send)
y £ = (rcosg,rseng) son sus respectivas transformaciones en coordenadas polares.

Luego utilizando (4.9) y (5.17), sigue :

0(z,y) _ ik e*RO -0 gD (k) A(r, ¢,6)87!
ov(y) 4 w

Uin(Y) (5.22)
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Utilizando (4.10), (3.13) y (5.13), sigue :
0(y)(z,y) = \/R(B )Q(8) HY (kw)e~#RO g2 (5.23)

Recordando (3.19) y ds(y) = Bd6, donde 8 = 1/ R?(6) + R™(#). Tenemos u, en coor-

" denadas polares:

ik [ kRO cos0-0) 0 () A(r, 4, 60)
ik do
4 Jo v

2m
_':I VROQ6)HS (kw)e*R®) gy (5.24)
0

Ug (Tv ¢) =

Lema 5.5.1. Si ¢ € [0,2n],0 € I yr > 2R;. Entonces < R3;. Donde R3

M‘

es una constante que no depende de 7, ¢ ni 6.

Demostracién. Recordando (3.2), (3.5) y (3.6), tenemos:
0< Ry <R(B) <Ry,VO€0,2m] e |[R(O)| < Ry, VO € L
Utilizando (5.2), sigue :

R < r—-R<w (5.25)
Toc14+foy (5.26)
11
” < ) (5.27)
Ast: .
lé—(r%@‘ = M [R(G) cos(f — @) — ,2<(:)) cos(8 — @)+
R'(0)sen(f — ¢)]|
LECIERLICINTA] P AT
< SO L] 1o+ S + 1)
2 2
< &;Rl +2[R1+%+R2]
Entonces: '
é—(ﬁu—?—’ﬁ)-l <R; ;Vr>2R;;V¢e|0,2n];Vel (5.28)
2 2 2
dondeRg=—R?%§l+2[Rl+%+R2] | =
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M
Lema 5.5.2. Sea max{M, E} < k;2R; <. Entonces

T ~o(z)

d\/— zkw

HO
(bw) — —e

Demostracion.  Utilizando (5.3), sigue:

HP(kw) = %e""‘w“%‘@ (1+0 (%))
tkw
- e (0 (2)

— —z’4dej:%_ (1 +0 (E)) (5.29)

d\/’; eikw
Vo

NS

Utilizando (5.27), sigue:

’I,kH(l)(k )

5 o () -t

- oy
45003

vR:
°(%)

Lema 5.5.3. Si 6 € I. Entonces la funcién Q(6), definida en (5.4), es acotada.

Q

Q

Demostracién.  Recordando (3.2), (3.5), (3.6) y (4.2), tenemos: 0 < Ry < R(0) <
Ry, V0 €[0,2n]; |R(8)| < Ry, VO €1y =+/R¥O)+ R?%H). Asi, utilizando (4.8),
(5.4) y si 6 € I, sigue:

eikR(B)lB
1QOlo@ay = | »(0) 70
L (99)
< 0w
< C(BQ)O(k)—%@ (5.30)
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Con lo cual tenemos el resultado. Notamos que, al utilizar el criterio de equivalencia
de normas entre || - ||zoa0) ¥ || - llwr2(aq), la constante C(92), utilizada arriba, no

necesariamente es la misma que en (4.8). [ |

M
Lema 5.5.4. Sea max{M, E} <K k;2R; < r. Entonces

d QM (0) ezkw

1 0
lQ(")H" (k) - e

4

 ou (V)

Demostracion.  Utilizando (5.3)

HP (kw) = \/%ez‘(kw—g) (H—O(%))
- =i (o)

= 4dj% (1 +0 (E)) (5.31)

Ademas, de (5.30) y de la teoria de series de Fourier tenemos |Q(6) — Qu(6)| = oy (k)

y utilizando el lema 5.5.3, sigue:

1 d Qu(6)etkv d Q()erv 1
0 - A = [ 280 (140 (7)) +
_ 4 Qu(@)e™
vE  Vw
< 22100) - Qu(o) + UZlo (1)
< 2L106) - Qu ()] +
|d|C(6§2)O(k)\/R2— ( )
VkwyR, k
~ oM <\/E) +0 (ﬁ)
~ o (\/E) (5.32)
- recordando que max{M, %} L k. |

M
Proposicién 5.5.1. Sea 2Ry < rymax{M, E} < k. Entonces
|us(r, ¢) — u}(r, )| = om (\/75)
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Demostracion.

Utilizando (5.24), (5.21), Lema 5.5.1, Lema 5.5.2 y Lema 5.5.4, tenemos :

ﬁ /21r eikR(O) ws(a-a)Hl(l)(kw)A(,r, ¢, 0) &
w

 fu(r9) — w0 9)

\/R(O )Q(6) HSV (kw)e~*R® g

27 Gik(R(O) cos(0~a)tw) Ay ¢ 0)
—d k 7 ?
N / o do

0
—d_ 27 /R(G)QM(B)eik(w—R(ﬁ))
+1 T /0 o de |
ZweikR(G)cos(O— (7. ¢, 0) ik a \/E ka
< /0 ” [ H;" (kw) — \/'L_U de
27 .
X V/R(6)e~*R©) [%Q(G)Hél)(ka
3 Qu)
, Vi Vw
2 1 27 \/_
~ /0 RO (T/i) a+ | Vo (VE) do
1
~ O (—\/-.—E) + opm (\/IE)
~ Opm (\/—E)
M .
recordando que max{M, R_o} < kyMeNU{0}. [ |
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6 COMPORTAMIENTO FAR-FIELD

En este capitulo, haremos un anélisis de la onda dispersada aproximada,

uM | para r "muy grande", esto es, un anilisis para campos muy distantes del disper-

sador (u obstéculo), de ahora en adelante llamado "campo distante".

6.1 Comportamiento de v} para r muy grande

Recordando (5.2), tenemos las siguientes relaciones:

M
OS-IC—<<R0$R(9)SRl<2R1

Pero ahora trabajaremos con r "muy grande". Asi r > 7y, donde:
ro = max{2Ry, k,4R?}

recordando que M <« k; M € NU {0} sigue que 1 < ry.

Lema 6.1.1. Sea ro < r, entonces w = r.

Demostracidn. Dado que 7y < r y utilizando (6.1), sigue:

’I'

1
s(6 — ¢)‘ — K =1

‘ 2R(6)
N VT

Por otro lado, recordando la definicién de w, (4.4) podemos escribir:

w= r\ﬂ+ E;_gﬁ 2R(0) 0s(f — ¢)

con lo cual sigue el resultado.

Lema 6.1.2. Sea ry < 7, entonces:

VE YR

/T \/_

Rf'o) <7<<1
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Demostracion.  La relacion (6.5) sigue del hecho de que k < r y 1 < k. Por otro
lado, dado que 4R% < 7, 1 < r y utilizando (6.1), sigue:
| R(®) 2R 1
_(). __1 <« —<«1

: vr
n

Ahora analisamos u. Sea rg < r y utilizando Lema 6.1.1 en (5.21),

tenemos:

2m ik(R(6) cos(6—a)+r)
M ~ dvk / ¢
ug (7, ¢) vk b /T Al ¢, 6)d6

d 27 R(6 6ik(r—-R(0))
[ a0
Jo T

2m
- difk/ A A(r, g, 0)d0

27

—z— R(@)e* 0= Qay(6)d6
utilizando (6.4) y (6.6)
2 27
\[ / e*r A(r, ¢, 6) dﬂ—z— R(6)e™* Q,(0)dO
utilizando (5.16) y (5.12)

d—[k—ei'" " [R%(6) — R%(0))d6 +
0

v
_\/—_{9_ ikr 2 R,z( ) - ! sen(f —
d\/_e : [(R(()) 70) ) cos(f — @) + R'(6) sen(@ ¢)]d0+
-—z—— R(9)et*r (—ﬁ P(é)DM(é - 0)dé) de
Utilizando - R'(6)sen(f — ¢)df = — - R(6) cos(f — ¢)db, sigue :
M \/E z T /2 2 \/E ikr 2 RIZ(a) )
uM(r,¢) =~ dm ik [R (8) — R*(0)]d6 — d7_;e k | RE) cos(6 — ¢)dh
Z§ e [ [ /R P(6)Dor(d — 0)d0dd
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Definiendo:

\/E 1,1‘ 2 12 2
Ly = d- - ik /0 [R™*(6) — R*(0))d6
_ kg '2(9)C
b= e [ R(f)) (6= 9)db
Ly = i / R(6) P(6) D (0 — 6)dodf

tenemos que:

L vk
I ~ O-(Tﬁ)
~ oYk
Ly, =~ O(ﬁ)
< ofYE

Luego, utilizando el hecho de que L; = 0, por (6.5), en comparacion con los otros dos,

sigue:

27 Rl2
r0) ~ Gk [T oo - o

i\‘; wr [ / Zﬂ\/R(G ) P(8) Dp(6 — 6)d0dé

6.7)
: péra ro L 1; Vo €[0,27]
a 6.2 El patrén de campo distante

El comportamiento de campo distante de u, (dado en [11], pg 226), es

Us(r, §) = “W”J——m¢m+0(%)
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donde F(¢; k) es el patrén de campo distante (far field pattern).

Utilizando (5.18), (6.7) y como L; = O <—\/§), sigue:

ra2

1,...n [ 2 [.. [ R%6
W(rg) ~ 0D ;T_k.r.[zk R($9)) cos(8 — ¢)df
. 27 2
+27rf“. R(6) P(6) Das(6 — G)dedé]
0
L0 ([E) (6.8)
rs

asf, nuestro patrén de campo distante es:

Foik) = ik [ oo - gyao+ / [ SR P6) Dar 6 — 0)d6dd
o R(6) T Jo Jo
(6.9)

6.3 La media de la seccién transversal de dispersamiento

La media, denotada por <>, de la seccion transversal de dispersamiento

para grandes distancias del dispersador es:

2
a7 619

de donde buscamos una expresién para su aproximacion:

o(k,¢) = Tl_l_)rgo < 27r

M 2 |
om(k,d) = ,-15{.10 < 2ﬂr%:—ng—:-§£% > (6.11)

Observacién 9. La media, <>, es tomada sobre el espacio muestral Y de la variable

" aleatoria (o variables aleatorias) de las cuales dependen las funciones R y R'. O
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De la definicién de u(r, ¢), (3.8), sigue que |uw(r,¢)| = 1; V7,V ¢. Entonces utili-
zando (6.8) y (6.9), tenemos:

[ 2
< 27r Ius E > = <2mrju? >
1
~ g <IF k)[? >
k 27 RI2(91)
= 3 [ TN cos(6;, — ¢)db,
1 2
+;/ v/ R(61) P(62) Dp(0 ——91)d91d02}
0
(93)
[ R(6) cos(f3 — ¢)dbs

1 2T
+= / /) P(64) Dur (04 —63)d03d94}
0

_ g < / [ " f; (gil)) 1; (205) cos(6 — &) cos(Bs — ¢)dbydbs

2r  p2n p27 R/2 03
R(O ) 1/ R(01 P 02 COS(03 - ¢) X
XDM(92 - 01)d01d02d03
1 2r  p2m P27 RI2 91)
+= RO \/R(63) P(6,) cos(6; — ¢) x
0 0 0
XDM(04 - 93)d01d03d94
1 2r P27 p2m P27 _
+——2 A A /(; A V4 R(()I)R(03)P(02)P(04) DM(92 - 01) X

XDM(94 - 93)d91d02d03d04 >

_ k[ [ [ _ R%(6:) R%(6s)
| = Z [A /0 < 'R—(o;j——ﬁ—('éf)— > COS(01 - ¢) COS(03 —_ ¢)d01d03

1 27 27 27 R’2(03)
+_7F/(; /0' A < W\/ R(gl) P(02) > COS(03 - ¢) X
XDM(02 - 01)d01d92d03
1 2n  p27m p2m R’2(91) .
—_ P —
- /0 /0 /O < " V) P(0s) > con(ts )
XDM (04 - 03)d01d93d04
2r  p2n 27 27
1 0 /0 / [ < VREIRE)POIP0) > >
0
’ xDM(02 - 01)DM(04 - 03)d01d92d93d04]
(6.12)
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De esta manera, o (k, ¢) queda definida aproximadamente por (6.12), con P dado por
(5.11). P denota el conjugado de P. Recordamos que P es una variable aleatoria que

depende de R(6) y R'(6).
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7 UNA SUPERFICIE TIPO III

Para obtener una superficie tipo III para el caso estudiado aqui, la funcién

R(6) tiene que satisfazer las siguintes condiciones:

e Es una funcién Lipschitz con respecto a la varidble 6.
e R(6) > 0 para todo 6 € [0, 27].

e R(0) = R(2m)
Su derivada R’'(6) tiene que cumplir las siguintes condiciones:

e Es un fractal.

e Como consequencia de la fractalidad de R'(f), sigue que R"(6) no existe.

Una Funcion de tipo Weierstrass
Un tipo de funcién fractal muy bien conocida es la funcién de Weierstrass,

siguiendo Kenneth Falconer ([14] pg 146), definida por:

ft) = i AD=2m gen(A™¢) (7.1)

m=1
donde 1 < D < 2,A > 1yt en un intervalo compacto, sin pérdida de generalidad se
puede elegir ¢t € [0, 1]. Esa funcién es continua pero no es diferenciable en todo punto,
su dimension Hausdorff-Besicovitch es D. Para h muy pequeifio, se cumple la siguinte

estimativa:

S+ h) = F()] < ch*P (7.2)

donde ¢ no depende de h (demostrado em [14] pg 148). Perciba que la serie (7.1) es
absolutamente convergente, asi f(t) est4 bien definida y es acotada:

' \D-2
1F()] < T2 (7.3)
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Por otro lado, una funciéon de Weierstrass aleatoria puede ser considerada,
[14] pg 247, de la siguiente forma:

o0

X(t) = yn AP D™ sen(X™t + ¢pn) (7.4)

m=1
donde A > 1;1 < D < 2. Las variables aleatorias y,, son independientes con distribu-
cién Gaussiana estdndar, esto es, tiene media cero y varianza uno. Las fases ¢, son

variables aleatorias independientes con distribucién uniforme en [0, 27).

Definicién de la media muestral <>
Sea cada ¥y, m € Z una variable aleatoria con distribucién uniforme en
[—\/5, V3] e independientes. Entonces la respectiva media de y,, denotada por <>,

es definida por:

V3 QY
<(...)>m=/_\/§(...)-2‘\—/'_-3—, VmeZ (75)

de donde es facil obtener < Y, >m=0,< Y2, >n=1 Vm € Z

Sea Y el espacio muestral de las variables aleatorias independientes y,,.

Entonces la media muestral, denotada por <>, en Y es dada por:

) >= H / d”” (7.6)

p=—00

dondé
pf[oo /_ ://_i(.. dyp / / / . dy_ . C?;O‘ d\% )

Por otro lado, si f v g son funciones que solo dependen de la varidble y,, y y» respec-

tivamente, entonces es facil obtener:

<fm)> = <f(Ym)>m VYVMELZ

< f(ym)g(yn) > < f(ym) >m< g(Yn) >n; MFEn
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<Ym> = 0, VmeZz , (7.8)
I, m=n

< Yulhn > = Vm,n € Z (7.9)
0, m#n

7.1 La representacion de R'(6)

En el presente trabajo, proponemos la seguinte forma para R'(6):

o0 [o o]
1 B
R(@) =¢ Z Ym AP~ ™ gen(A™g) — 5 Z YmAPIML — cos(A™2m)]| (7.10)

m=-—o0 m=-—0o0

donde:

(i) A\>1;1<D<2y 6€]0,2n].

(ii) € > 0, el valor apropiado para € sera definido posteriormente en la propo-

sicién 7.2.2, para que cumpla (3.2).

(iii) Cada variable aleatoria y,, tiene distribucién uniforme en [—+v/3, /3], asf

LY >=0;< Y2 >=1;|ym| < V3 VM € Z.

(iv) Las variables aleatorias son independientes, lo cual indica:

< Ymln >=< UYm >< Yp >=0; Vm # n.

La principal razén para definir as{ R'(8), dado en (7.10), es para garan-
tizar todas las condiciones impuestas al inicio de este capitulo, como sera demostrado

posteriormente.

Observacién 10. De la definicion de R(6) en (3.2), tenemos R'(0) = eF'(8). Del cual
F'(8) es definido por:

o0 oo
F'(6) = Z YmAP~I™ sen(A™) — % Z YmAP=I™[1 — cos(A™27)]  (7.11)

m=—00 m=—00
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con las mismas hipdtesis hechas en (7.10).

[ ¢} o0
1
- (D-2) m (D-3)m
Lema 7.1.1. La serie E YmAY” "™ sen(A"0) — v E YmA 1

m=—0o0

a

— cos(A™2rr)]

m=—o0

definida en (7.10) es absolutamente convergente y acotada para todo 6 € [0, 27].

Demostracion.

Existe Np € N tal que A™™27 < 1 asf A9 < 1,V € [0,27],

entonces 1 — cos(A\™™27) < A"2™47% Vm > Ny y |sen(A™™8)| < A™™6; Vm > Ny

V0 € [0,27]. Sigue:

(oo}
% Z YmAPI™(1 — cos(A™27)]

m=-—00

IA

IN

Zy ADP=3Im(1 _ cos(A™2r)] +
m-()
-1

Z YmAP=Im(1 — cos()\m27r)]+

m=—Np+1
1 X
o > ymA I — cos(A™2m)]
71--'rn=——c>o
(o <]
|5 zy ADP=3miy _ cos(A™27)]| +
7rm—0
1™
Z Y-mAGPI™1 — cos(A™27)]| +
m—l
— Z Yo AEDIm1 — cos(A~™2m)]
7r1’7'14—1\70
)\(D 3)m ‘/_ A(3 —D)m
mX_ZO Z
+_\2£_§_ Z )\(3—-D)mA—~2'm.47r2
i m=Ny
V3 1
T |Toaos) T
\/5 }\(S—D)No -1
E3 [TBT - 1] +
2vV3m Y A-DIm
m=Np
VIAE-DNo  9./F 1 31-D)No 1)
w(A3-D —1) 1 - \-D '
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Por otro lado:

o0
> ymAPImgen(Am0)+
m=0
-1
Z Ym AP ™I sen(A™0) +
m=-Np+1
~Ng
Z YmAL~D ™ sen( A™ )

m=--o0

[ o]
Z Ym AL~ D ™ sen(A™)
m=0
No-1

Z Y_mA @ DI sen(A~™9)

m=1

Z Y-m AP DI sen(A~™0)

m=Np

0o No—-1
\/5 EA(D—2)m+\/—3_ Z )‘(2—D)m+

m=0 m=1

oo

\/§ Z )\(2—D)m/\—-m|0|

m=Np

\/'3‘ \/g ()‘(2—D)No _ )‘Z—D)
1—xD-2 A-D ] +
2m4/3 AA=D)No

1— \I-D
\/§A(2—D)No 2,”\/5 \(1-D)No

= e vt 15D (7.13)

Z Ym AL~ D™ gen(A™)

m=-—00

_l_

IA

+

AN

IA

Luego, utilizando (7.12) y (7.13), tenemos:

o0 [o <]
> ym)\(D‘2)msen()\m0)——2-17—r > ymA P — cos(Am2m)]| < L (7.14)

m=-o0 m=—00

donde:
V3A@=D)No /3 A\B-D)WNo  47./3 \(1-D)No

3D -1 ta(WD_1) 1 1-AD (7.15)

Proposicion 7.1.1. Las funciones F'(6) y R'(0), dadas en (7.11) y (7.10) respectiva-

mente, estan bien definidas y son acotadas, para todo 6 € [0, 27].
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Demostracion. Por el Lema 7.1.1, F'(6) y R'(6) estan bien definidas. Y por (7.14),

tenemos:
|F'(6)] < L, VOe€][0,2n] (7.16)
|R(0) < €L, V6e][0,2n] (7.17)
donde L es definido en (7.15) | |

Proposiciéon 7.1.2. Sea A > 1;1 < D < 2,y,, variable aleatoria con distribucion
uniforme en [—v/3,v/3] e independiente. Entonces F'(6) y R'(8) no son diferenciables
para todo punto 6 € [0,27] en casi todo Y, donde Y es el espacio muestral de las

variables aleatorias ym,.

Demostracién. Definiendo:

o0
F(0) = ZymA(D—z)msen()\mG)

m=0
-1 (=)
CF0) = > ymAPImsen(A™0) = Y y_mA® D™ sen(A"™9)
m=-—00 m=1

F0) = % Z YmAPI™[1 — cos(A™27)]

. m=—00
Tenemos: F'(6) = F{(6) + F;(6) + F3(6). Ademas, las funciones F{(0), F;(8) y F3(6)
estan bién definidas y son convergentes, puede ser demostrado de manera analoga al
Lema 7.1.1.

Observe que:

FI9) = 0
x
Fj(6) = Zy_m)\(l’D)m cos(A"™6)
m=1
)‘1——D
"
donde |Fy(9)| < \ﬁm

Por otro lado, G.H. Hardy demostré que la funcién Z AD-2m sen(A™)

m=0
no es diferenciable para todo punto 6, en su articulo “Weierstrass’s non-differentiable
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function” [16] y, recentemente Heurteaux demonstré en su articulo “Weierstrass func-

00
tions with random phases” [17] que la funcién Z AP-2msen(X™G + ¢) no es dife-

m=0
renciable para todo 6 en casi todo ®, donde ® es el espacio muestral de las fases ¢,,,

siendo que las variables @y, tienen distribucion uniforme en [0, 7] y son independientes.

- Luego, haciendo y,,, = v/3 cos(éy,) y utilizando

sen(a + b) — sen(a — b)

sen(a)cos(b) = 5
- tenemos :
(o9}
Fi() = ) ymAP I™sen(A"6)
m=0 ‘
. e o]
= V3 Z AP=m56n(A™8) cos(ppm)
m=0
— ﬁ - (D-2)m m _ = (D-2)m mpg _
= = > A sen(A"™0 + ¢m) — > A sen(A™6 — ¢p)
m=0 m=0

Asi, utilizando el resultado obtenido por Heurteaux, Fj(#) no es diferenciable para todo
8 en casi todo Y. Por lo tanto, F'(8) y R'(6) no son diferenciables para todo 6 en casi
todo Y. , [}

8

Proposicién 7.1.3. Sean F'(8) y R'(9), dadas en (7.11) y (7.10) respectivamente.

FEntonces para |h| < 1, se cumple:

|F'(8+ h) — F'(8)] < bo|h)? (7.18)
IR0+ h) — R(8)] < by|h|? (7.19)

donde by y by son constantes que no dependen de h. Ademas, 0 < p<1 y p=2-D.

Demostracion. Dado |h| < 1, existe N € N tal que:

A < |p < AN, delo cual (7.20)
A~WHHm) < A-mipl < A-(VHm)L v, e NU {0} (7.21)
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Luego:

o0

IFF(0+h)—F®)] = | Y ymAP™sen(A™(8 + h))+
1 [o o]
et (D-3)ym[1 _ m
5 m;mym)\ (1 — cos(A™2m)] +
- Z Ym AP~ A gen(A™9) +
m=—00
1 o0
el (D-3)ympy __ m
o m;mym/\ . [1 — cos(A™27)]

f: Ym AP I™[sen(A™(6 + h)) — sen(A™8)]

m=—00

3 [ynl P2 sen(A™ (9 + b)) — sen(A"6)|

<
T
< V3 [ Z AP=Dm sen(A™(0 + h)) — sen(A™0)]
N
+ Z AP=Dm | sen(A™(0 + h)) — sen(A™6)]
m=0

+ Y APDm|sen(A™(6 + h)) — sen(A™6)]
m=N+1

Utilizando (7.20), (7.21) y el Teorema del Valor Medio para los dos primeros sumandos

y una adecuada estimativa para el otro sumando, tenemos:

-1 N
|F'(0+h) - F'(0)] < V3 [ Y AD=AmAmIp] 4 N XP-Amgm by

M=—00 m=0

9 i /\(D—-2)m]

m=N+1

oo N
= V3 [lh] DO AUEDIm R Y " APmy

m=1 m=0

9 {Z }‘(D~2)(N+1+m)j|

m=0
1 /\(D—l)(N-%—l) -1
= \/§[Ih|(1—_—;\-l—_3——1>+|h|( O-1_1 )
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1
D-2)(N+1
+2AP7 )1—.;‘5‘:2']

)‘—N(I—D))\D—l 2/\—(N+1)(2—-D)]

= V3 ['hl PV B R GV
Ihll——DAD—l 2|h|2—D :I

< V3 ['hl AT_1 | 1-AD-2

Nl R —
- AD-1—1 " 1 — \D-2
= bolh|’ |

AD-1 2
MWT_1112 )\D—?]'

donde by = V3 [
Por otro lado, recordando que R'(6) = eF'(6). Para |h| < 1, sigue:
|R'(0+ h) — R'(8)] = €|F'(6+h)— F'(6)]
< ebo|h|>P
= b|hl|’
donde bl = Eb(). ]

Observacién 11. Las ecuaciones (7.18) y (7.19) dicen que F' y R' son uniformemente

Holder de orden p =2 — D, con constantes by y by respectivamente. [

‘Corolario 7.1.1. Sean F'(0) y R(6), dadas en (7.11) y (7.10) respectivamente. En-
tonces para |h| < 1
<IF@+R)-FOP> ~ clhf
<|R@+h)—ROP> = c|h*

donde ¢, y ¢y son constantes que no dependen de h ni de 6.

Demostracion.  Inmediatamente de la Proposicién 7.1.3, integrando con respecto a
Y en (7.18) y (7.19). Debemos recordar que Y es el espacio muestral de las variables

- aleatorias y utilizar (7.6). |

Proposicién 7.1.4. Las funciones F'(8) y R'(6), dadas en (7.11) y (7.10) respectiva-

mente, tienen media cero.
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Demostracion.  Utilizando (iii), tenemos:.

<F@O)> = < ) ymXPImsen(A™0)
T
- (D-3)ym1 _ m
5 m;wym)\ [1 — cos(A™27)] >

(oo}
= Z < Y > ANPDmgen(X™mP)

m=-—00

1 oo
~5- Z < Y > API™L _ cos(A™27)]

= 0

Con lo cual, sigue:

<R()> = <eF'(8) >

= e< F'(0) >
=0
Consecuentemente :
<F'(0+h)—F'(0)> = 0 V6,0+hel0,2n] (7.22)
<R(@+h)—R@) > = 0 V6,0+hel0,2n] (7.23)

7.2 La representacién de R(6)

Utilizando el Teorema Fundamental del Célculo, se obtiene R(6) de R'(6):

0 A A
" R(9) = R(0) + /0 R'(6)dé
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Por otro lado:

[’} 9 o)
/ R'(6)d§ = / € [ Z Ym AP sen(A™4)+
0 0

m=—0o0

m=—0o0

1 & .
—5 Z YmAPIm[] cos(/\m27r)]] dd

it

% 0
€ Z YmAP~Dm / sen(A™@)df +
0

m=—o0

0 oo
€ ~
—_—— (D-—3)m _ m
o7 J, dé E YmA [1 — cos(A™2m)]

o0
_ 1 — cos(A™f)
€ (D—3)m m
~5r YmA [1 — cos(A™2m)]

= ¢ Z Y AP I™[1 — cos(A™8)] +

m=-od

—% Z YmAPI™(1 — cos(A™27)]

m=-—0o0

Entonces, definiendo R(0) = 1, se tiene:

RO) = 1+e| > ymAPI™[1= cos(A™9)]+

m=—oQ

0 o0
~5= Z Y API™[1 — cos(A™27)]| VO € [0,27]  (7.24)

m=-—00

De'lo cual F(6) queda establecido por:
o0 9 o0
— (D-3)ymfq _ mgy _ 7 (D-3ympy _ m
F(8) > ym [1 = cos(A™0)] = 5= 3 tim [1 - cos(A™2n)]

m=—o0 m=—00

Voe[0,2n]  (7.25)

. Observacion 12. Notemos gque R(0) = R(2w) y F(0) = F(2r), de esa manera la defi-
nicion establecida en (8.2) es satisfecha. Ademds, F(6) y R(8) son funciones continuas

con respecto a @, pues son sumas de funciones continuas. O
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Lema 7.2.1. Si|yn| < V3 VmeZ;A>1;1< D <2. La serie:

oo o
0
E YmAP=I™(1 — cos(A™0)] — . E YmAPIM[1 — cos(A™27)]

es absolutamente convergente y acotada para todo 9 € [0, 27)].

Demostracién. Del Lema 7.1.1, existe Ny € N tal que |A~27| < 1.
Luego [A™Mg| < 1; VA€ [0,2n] y 1-— cos(A"™8) < A~2™0%; Vm > Ny;
V8 € [0,27]. Sigue:

> ymA P71 — cos(AM9)]| < D ymAPI™[1 — cos(A™0)]
m=—00 m=0
-1
+ Z YmAP~I™[1 — cos(A™0)]
: m=-Np+1
-Ng
+1 D ymA P — cos(A™0)]
m=—00
o0
= Z YmAPIM[1 — cos(A™F)]
m=0
No—-1
+ Z Y_mAEDI™[1 — cos(A"™8))
m=1

+ Z Yom A DI™[1 — cos(A~™0))

m=Ny
[o] No-1
< 2\/5 ZA(D—3)m+2\/§ Z A(3-—D)m
m=0 m=1
+\/§ Z A(S—-D)m/\—2m62
: m=No
2\/'5 /\(3——D)No — )\3-D
- 1__)\D—3+ \3-D 1 +
\/347‘.22 A(I—D)m
m=N0
A(3-D)No ) A({1=D)No
= 23 oy H4 V3T

Por otro lado, utilizando el resultado (7.12) del Lema 7.1.1, sigue:

V3AB-D)No  9,/3 x\(1~D)No
w(A3-D — 1) 1-—-)\1-D

—2—0; Z YmAPIM[1 — cos(A™27)]

m=—o0

.S 2’/Tl:
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Asi:

oo 0 o0
> AP - cos(A™0)] — o~ > yXPIML — cos(Am2m)]| < B (7.28)

m==—00 m=—0o0

donde
4\/3 23-D)No 87(2\/§ \(1—D)No
B="p—7Tt—1-xo

(7.29)
a
Proposicién 7.2.1. Las funciones F(6) y R(0), dadas en (7.25) y (7.24) respectiva-

mente, estdn bién definidas y son acotadas para todo 8 € [0, 2x].

Demostracion.  Utilizando el Lema 7.2.1, sigue que las funciones F(0) y R(6) estan

bién definidas y ademas:

|F(6)] < B,V6el0,2n] (7.30)
|R(6)] < 1+¢€B, V6 e 0,2n] (7.31)
]

Proposicién 7.2.2. Sea R(), dada en (7.24), donde 8 € [0,27]. Entoces para

1
0<e< B %€ tiene R(0) >0, V@ € [0,2n]. Donde B es definido en (7.29).

Demostracion.  Utilizando el resultado (7.30) de la proposicién 7.2.1, sigue:

0<1—eB<1+cF(6)=R(),V0e0,2n] (7.32)

|
Proposicién 7.2.3. Las funciones F(8) y R(8), dadas en (7.25) y (7.24) respectiva-
mente, son lipschitz con respecto a 8.
Demostracion. Sean 6y < fy; 61,02 € [0,27]. Como F(6) es continua y diferenciable,
entonces por el Teorema del Valor Medio, tenemos: |
|F(6,) — F(6;)] < |F'(6"))|6: — 62|, 6" €< 6,6, >
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Luego por la proposicién 7.1.1
|F(61) — F(62)| < LI — 6] V64,8, € [0, 2n]
con L definido en (7.15). De la misma manera, tenemos:

|R(61) — R(62)| < eL|6; — 63
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8 CONCLUSIONES

Utilizando el criterio de dominio Lipschitz, establecemos la superficie ale-

~ atoria aspera tipo III en R%. Representado exactamente por 95, dado por:

90 = {(R(6) cosd, R(#)send) : 0 < 6 < 27}

B ‘  donde R(6) satisface algunas condiciones, ver (3.2).

Utilizando el método de campo nulo y la aproximacién de la funcién de

- Hankel establecemos una aproximacién de la onda dispersada:

2m Gik(R(6) cos(8—a)+w) 4
) = avi [ .00) 1
0

wy/w
;4 2m R(e) QM(e) e12k:(w—R(0)) "
vk Jo vw
ver (5.21).
El patréon de campo distante es:
2 Rl2 ik 2 . . .
F(¢; k) = ) os(0 $)do +— ) V/R(6) P(8) Dy (6 — 6)d0dé
ver (6.9).

La aproximaciéon de la media de la seccién transversal de dispersamiento

para grandes distancias del dispersador es:

’ 2r  p2w 2 2 )
O'M(k, ¢) = [/ / Ij{((eell) IZ((HZ:;) > cos(01 - ¢) COS(03 - ¢)d01d93

21 p2n p2w R’2(9

XDM(02 - 01)d01d02d03

1 27 2w 2w RI2 01
_’_;/0 /0 /0 R(H) ———2/R(63) P(8;) > cos(6; — ¢) x

X DM (04 - 03)d01d93d04

21 p2w 2m 2m
L 0 /0 /0 [ < VRGIRGIP@:)P0) >

XDM(02 - 01)DM(04 — 93)d01d02d03d04]
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ver (6.12).

Finalmente, un ejemplo de superficie aleatoria aspera tipo III es obtenido
por la definicién de R(6), dado por:

R@O)=1+¢| > ymAPI™[1 - cos(A™0)] — % D ymAP=I™1 — cos(A™2r))]

m=--00 M=-—~00

ver (7.24).

Cabe indicar que para el desarrollo del presente trabajo hemos desarrolla-
do los lemas 5.5.1, 5.5.2, 5.5.3, 5.5.4, 6.1.1, 6.1.2, 7.1.1, 7.2.1 asi como las proposiciones
55.1, 7.1.1, 7.1.2, 7.1.3, 7.1.4, 7.2.1, 7.2.2, 7.2.3 y el corolario 7.1.1, los cuales nos

permitieron entender y describir mejor el problema a resolver.
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Apéndice A

Aqui mencionamos un teorema y su prueba tal cual se encuentra en el

articulo de C. Liu [31]

Es conocido que G(z, k) puede ser escrito en la forma:

G(z, k) = Go(z) + h(z, k)

donde
en}
Go(@) = Gapeer=  (Wn = Tgy)

, 2—n ]. k n—
h(z, k) = 3(%)7@&? /0 K5 L (kla)dk

Sean Ky, Hy, y K* operadores sobre L2(9Q) definidos por:

T BGO(P—ya k)
Kof(P) = lim o P|>5Wf(y)da(y)’ P e oQ
mfp) = [ 2D i), peon
K*f(P) = lim 9G(P —y, k) Peon

—_—l do(y),
B8 ) pne O0(D) (y)do(y)
Teorema A.0.1. Sea ¢, ..., Pm, una base del espacio N(%I + K*) y se define

w@) = [ Gla—ukewiot), =R\ (A1)
ji=1,2,...,my. Entonces:
out
¢;(P) = —a—;(P), P e o (A.2)
i=12,...,my, y las funciones
¥(P) = ~a@f, PedQ (A.3)
j=12,...,my forman una base para el espacio N(lI+ K). La matriz
ou;
<wpa> = [ aplaow) (A9
an
i=12,...,my es regular.
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Para probar el teorema, nesecitamos del siguiente Lema.

Lema A.0.2. Sea u € R(R3\Q) una solucion para la equacion de Helmholtz satisfaci-

endo la condicion de radiacion y

0u
—— >
Im(k /m uayda) >0 (A.5)

entonces u =0 en R3\Q.

La prueba de este Lema se hace imitando la prueba del teorema 3.12 del

libro [11] y sera omitido aqui.

Prueba del teorema A.0.1 Desde que %(bj + K*¢; = 0 claramente tenemos

?—;{_— = 0. Usando la relacién de salto para el potencial de camada simple tenemos
aut
¢; = —-—:;/L en 0 y @} = u; € U= N(3I+ K) por el teorema 3.5 de [31] pg 15.
Ahora asumiremos que a;,j = 1,2, ..., my resuelve el sistema
<1/)1a¢1> <¢la¢mN> ag
. =0
<'¢’mN1¢1 > ... <¢mN7¢mN > amN
y definimos
my
u= Z &juj
j=1
entonces

out
at— =0
LQ 31/

+

esto implica u = 0 en R3\Q por el Lema A.0.2. En particular, aa% = 0 en 0F) y ademas

my
> a0 =0

=1

| Asi aj = 0,5 = 1,2,...,my desde que ¢; son linealmente independientes. El ar-
gumento anterior implica que det(< ¥, ¢ >) # 0y ¥;,j7 = 1,2,...,my son line-
almente independientes: es decir ellos forman una base para N(3I + K) desde que

~dimN (37 + K) = my. Asi el teorema esta provado.
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Observacion 13. Desde que los autovalores de Neumann interior son reales, podemos
elegir bases ¢y, ..., Pmy para N(%I+K*) en el teorema A.0.1 tal que 1, ..., Ym, sean

valores reales. O
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