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RESUMEN

En general, los sistemas, como se les conoce en Ingenieria, son conjuntos
de partes interactuantes que como un todo exhiben comportamientos peculiares.
Como se vers en el Capitulo 2, la formalizacién matemaética de tales sistemas corres-

ponde a la de los sistemas dindmicos, que se definen de la siguiente manera:

Un sistema dindmico se define formalmente en la literatura de sistemas

como un arreglo [T, X, U, E,Y], donde

1. X es un espacio de estado dado, un conjunto cuyos elementos caracte-
rizan las diferentes situaciones (estados) del sistema; T es un intervalo

de tiempo.

2. U es un espacio de funciones sobre T' que representan las entradas o

excitaciones del sistema.

3. Para todo tiempo inicial t, € T, cualquier estado inicial z, € X, y
cualquier entrada u € U definida para t > t,, los futuros estados del
sistema son determinados por la aplicacién de transicion = : T x X X

U — X, que se escribe como =(ty; to, Z(to), u(t)) = z(t1).
y ademds se satisfacen los siguientes axiomas:

4. La propiedad de identidad de la aplicacién de transicién, esto es,

E(to; to, 2(ts), u(ts)) = z(to)-

5. La propiedad de semigrupo de la aplicacién de transicion, esto es,
E(to; to, (Lo ), u(t)) = E(ta; t1, E(ts; to, z(to), u(t)), u(t))- El axioma de la
propiedad de semigrupo establece que es irrelevante si el sistema llega
al estado en el tiempo t2 por una transicién directa desde el estado en

el instante t,, o por primero ir a un estado intermedio en el instante ¢,
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y entonces reiniciar desde el estado en el instante ¢; y moverse al estado
en el instante to. En cualquier caso el sistema, que satisface el axioma

de semigrupo, llegard al mismo estado en el instante 5.

6. La propiedad de causalidad, esto es,
E(t; to, 2(to), ur(t)) = E(t; to, (Lo), u2(t)), Vto,t € T'siy s6losiuy(t) =
’U,g(t), VteT.

7. Toda salida del sistema es 1na funcién de la forma
g:TxXxU—-Y

donde Y es el espacio de salida, esto es, el conjunto de las reacciones

externas posibles del sistema ante las excitaciones a que es sometido.

8. La aplicacién de transicién = y la aplicacién de salida g son funciones

continuas.

9. Si adicionalmente el sistema satisface el siguiente axioma, entonces se
dice que es invariante en el tiempo: E(ty; Lo, 2(to), w(t)) = E(t1 + 73t +

T, z(to), u(t — 7)), V7, donde t,,t; € T.

Como se vera en el Capitulo 2, esta definicién aplica a los llamados sistemas en

tiempo continuo y se deja extender a los sistemas en tiempo discreto.

Ahora bien, frecuentemente es deseable intervenir (controlar) los sis-
temas con la finalidad de modificar su comportamiento. En su gran mayoria los
sistemas reales son del tipo que después definiremos como no lineal; sin embargo, en
este trabajo de tesis nos ocupamos del estudio de estrategias de control de sistemas
lineales, para lo cual empleamos el concepto de variable de estado que es definido en
el Capitulo 2. Este estudio es importante porque con frecuencia, para fines practi-

cos, los sistemas no lineales se dejan aproximar por sistemas lineales, sus versiones
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linealizadas, las cuales estudiamos en el Capitulo 2, y porque facilita el estudio méds

intrincado de los sistemas no lineales.

El presente trabajo ha sido planteado como sigue: En el Capitulo 2 se
dan las definiciones bésicas acerca de sefiales y sistemas, y se muestra la simulacién
del comportamiento de sistemas empleando el software SIMULINK de MATLAB;
también se estudia la solucién de la ecuacién de estado de sistemas lineales. Esta
informacién es de gran utilidad en la presentacién posterior de los conceptos de
controlabilidad y observabilidad de sistemas. El Capitulo 3 trata acerca de la fun-
cién de transferencia y la respuesta impulsiva de sistemas lineales, conceptos titiles
también en la discusién posterior de la estabilidad de los sistemas. En el Capitulo
4 estudiamos la controlabilidad de los sistemas lineales, tépico ligado a la intervini-
bilidad de los sistemas; aqui se pone énfasis en la realimentacién de estados como
medio de alterar el corﬁportamiento de un sistema. El problema de la estimacién
de los estados de un sistema a partir de mediciones de la entrada y salida de él se
estudian en el Capitulo 5. El Capitulo 6 se ocupa de la estabilidad de los sistemas.
Finalmente, en el Capitulo 7 presentamos algunas aplicaciones de la teoria estudiada

en los capfitulos anteriores en el control de sistemas no lineales.
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1 INTRODUCCION

En este trabajo de tesis se estudia el control de los sistemas lineales
empleando el concepto de variable de estado y se desarrolla una aplicacién al control
de un sistema no lineal aproximado por su versién linealizada y se simulan los efectos

correspondientes sobre el sistema empleando el médulo SIMULINK de MATLAB.

El estudio del control de los sistemas lineales es importante porque a
pesar de que la mayor parte de los sistemas reales es no lineal, en muchos casos se
dejan aproximar aceptablemente por sistemas lineales, y también porque facilita el

estudio de la mas intrincada teoria del control de los sistemas no lineales.

Entre los conceptos méas importantes que consideramos se encuentran el
de controlabilidad de un sistema, que esta relacionado con la posibilidad de intervenir
sobre €1, de modo que su comportamiento se modifique de alguna manera deseada;
en la practica esto se hace a través de la llamada realimentacién de estado, la cual

estudiamos en detalle tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto.

Otro concepto importante que estudiamos es el de observabilidad de
un sistema, el cual estd relacionado con la posibilidad de reconstruir el estado del
sistema a partir de mediciones de la entrada y la salida de él. En la practica es dificil
medir directamente el estado de un sistema y, dado que se requiere del estado para
realimentarlo, resultan de gran importancia las técnicas que permiten la aproxima-
cién del estado de un sistema. En particular estudiamos la técnica del observador
asintético que se caracteriza por emplear un sistema de dindmica similar a la del
sistema, sobre el que se le aplica; €l estado de este sistema réplica, cuando es ade-
cuadamente disefiado, muy répidamente se parece al estado del sistema original y

se le puede realimentar en lugar del estado del sistema.

Finalmente, presentamos como aplicacién el disefio de un observador

y un realimentador de estado de un sistema no lineal sobre la base de la versién



linealizada de éste y estudiamos el comportamiento del conjunto total sistema no

lineal con observador y realimentador de estado.



2 SENALES Y SISTEMAS

En este capftulo revisamos conceptos y definiciones sobre sefiales y sis-
temas e introducimos alguna nomenclatura y notacién, los cuales serdn ttiles en

nuestro estudio, bajo el enfoque de espacio de estado de los sistemas.

2.1. Sistemas

2.1.1. Descripcion

Definicién 2.1. Un sistema es un conjunto de partes interactuantes que como un

todo muestra un comportamiento distintivo.

Estimulo Respuesta
(Entrada) (Salida)

Figura 2.1: Representacién esquematica de un sistema.

Como ejemplo, en la Figura 2.2 se muestran las representaciones es-
queméticas de tres sistemas. El primero de estos sistemas es un aparato electrénico,
un televisor, en el que la entrada es una senal electromagnética y la salida est4 consti-
tuida por la imagen y sonido resultantes; el segundo sistema, que puede identificarse
con una fabrica, tiene por entrada a materia prima y labor humana, y por respues-
ta a los productos terminados; finalmente se muestra un sistema constituido por
una cierta poblacién que, ante la exposicién a una fuente de enfermedad epidémica,
muestra un modo propio de difusién de la enfermedad, consecuencia de la forma

como est4 organizada esta poblacién, es decir, de cémo interactian los miembros de

ella.



Sefial . ——»| Televisor Sonido,
electromagnética, imagen

)

Materia nri
ateria prima Fébrica Prod}lcto

Labor humana terminado

Fuente de enfermedad Poblacis ) Modo como se

epidémica oblacion difunde la enfermedad

—

Figura 2.2: Ejemplos de sistemas.

Frecuentemente se monitorea la respuesta de un sistema y se hacen
ajustes en él para mejorar su salida (calidad, apariencia, cantidad, etc.) En la Figura

2.3 se muestra el esquema simplificado de un sistema controlado.

— —_—— — — —

P -~
) \
Entrada —— / Sistema bi v— Salida
g S
g \
. g Monitor |

/
. X /
; | Regulacién Algoritmo de Sisterna
4——' iy P
de la entrada decisién ] ¢ — 7 controlado

Figura 2.3: Esquema de un sistema controlado.

2.1.2. Consideraciones en el Estudio de los Sistemas

» Las entradas y las salidas de los sistemas son frecuentemente represen-
tadas por sefiales o funciones de un pardmetro ¢ que asumiremos es el
concepto fisico tiempo. Un caso de sistema en el que las funciones no
son dependientes del tiempo es el del que se encarga del procesamiento
de imagenes en R?, pues, por ejemplo, el hacer m4s nitida una imagen

tiene que ver con la intensidad de colores en un punto (z,y), de modo

4



que aquf las funciones son dependientes de las coordenadas de puntos en
R?). Las sefiales o funciones pueden estar definidas en tiempo continuo

o en tiempo discreto.

» Por conveniencia practica se usan simplificaciones formalizadas de las
relaciones entre las sefiales pertinentes en el desempefio de los sistemas y
son llamadas modelos matematicos. Se consideran sélo las caracteristi-

cas dominantes de los sistemas.

2.2. Senales

2.2.1. Clasificacion de las Seniales
2.2.1.1. Senales en Tiempo Continuo y Seiiales en Tiempo Discreto

Definicién 2.2. Una sefial en tiempo continuo estd definida en todo instante ¢t (ver

la Figura 2.4).

Definicion 2.3. Una sefial en tiempo discreto se define sélo en instantes de tiempo
discretos. La variable independiente tiene tinicamente valores discretos, los cuales

suelen estar espaciados de manera uniforme (Ver la Figura 2.5).

Una senal en tiempo discreto se deriva a menudo de una sefial en tiempo
continuo muestredndola (tomando sus valores) a una tasa uniforme. Por ejemplo, si
A es el periodo de muestreo y n denota un entero que puede tomar valores positivos y
negativos, el muestreo de una sefial en tiempo continuo z(t) en el tiempo t = t,+nA
producird una muestra de valor z(t, + nA). Por conveniencia en la representacion,

escribimos
z[n] = z(t, + nA), n=0,+1,+2 ...
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Figura 2.4: Seiial z(t) en tiempo continuo.

De este modo, una sefial en tiempo discreto se representa por medio de una suce-
si6n de nimeros, . .., z[—2], z[—1], z[0], z[1], z[2], . . .. Esta sucesi6n se escribe como
{z[n]/ n=0,%1,%2,...}, {z[n]}, o simplemente z[n|. N6tese que la sefial en tiem-
po discreto z[n| de la Figura 2.5 es consecuencia del muestreo cont, =0y A =1

de la sefial en tiempo continuo z(t) de la Figura 2.4.

2.2.1.2. Senales Deterministicas y Senales Aleatorias

Definicién 2.4. Una sefial deterministica es aquella en torno a la cual no hay
incertidunbre con respecto a su valor en cualquier tiempo. Un ejemplo de este tipo

de sefiales es z(t) = e % cos(t — 4).

Por otra parte, una sefial aleatoria es aquella en la que hay incertidum-
bre antes de su ocurrencia real. Tal senal debe verse como parte de un todo o grupo
de sefnales, con cada senal en el grupo con diferente forma de onda. Ademés cada

sefial dentro del grupo tiene cierta probabilidad de ocurrencia. El agrupamiento de
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Figura 2.5: Sefial (sucesién) {z[n]}$° (de modo simplificado, z[n]) en tiempo discreto
(n empieza en cero sélo por conveniencia.)

tales sefiales se conoce como un proceso aleatorio. El ruido generado en el amplifi-

cador de un receptor de radio o televisién es un ejemplo de una senal aleatoria.

2.2.2. Algunas Seniales Elementales

2.2.2.1. La Funcién Escaléon

En Tiempo Continuo La funcién escalén unitario 17(¢) en tiempo continuo es

definida como (ver la Figura 2.6) .

1, t>0
0, <0

1+(t) — (21)

En Tiempo Discreto La funcién escalén unitario 17[n] en tiempo discreto es

definida como (ver la Figura 2.7)



1*(t)

0 ¢

Figura 2.6: Sefial escalén unitario en tiempo continuo.

=g s
. 1¥[n]
.
0 n

Figura 2.7: Sefial escalén unitario en tiempo discreto.

2.2.2.2. La Funcién Impulso Unitario

En Tiempo Continuo La funcién impulso en tiempo continuo, d(¢) se define a

partir del siguiente par de relaciones:

5(t) = 0, Vt#£0 (2.3)

/ T = 1 (2.4)

Noétese que

1+(t) = /_ " S

d1*(t)

o) = —5




La tltima ecuacién requiere de interpretaciéon porque 11(¢) no es diferenciable en

t=0:

Definiendo (ver la Figura 2.8)

0, t<0 0, t<0

IXt=1Q t/A, t€[0,A] y dalt)=19 1/A, t€0,4] ,
1, t>A 0, t>A
1h- 1Z(t) l/A _(SA(t)
0 A t 0 A t

Figura 2.8: Sefiales 1% (%) y da(2)-

se tiene lo siguiente:

) = Jm 5o, 25)
a0 = F1KO, 80 = Jmaae 29)
/ t ki(rydr = k-1%(t), VkeR (2.7)

Aunque §(0) = oo, representamos a §(t) y a su escalamiento kd(t),

Vk € R como en la Figura 2.9.

Oservacion 2.1.

1H(t) = / o(r dT—/ §(t — o)do

o(t)8(t) = lim z(¢)oa(t) = 2(0)6(t)
2(1)d(t —t,) = gﬂx(t)@(t—to)=x(to)5(t—to)



k
1 k8(t)
b
0t 0t

Figura 2.9: Sefiales §(t) y kd(t).

En Tiempo Discreto

5n] = { Ln=0 (2.8)
0,n#0

Se cumplen las siguientes relaciones:

8[n] = 1T[n] —1%[n - 1) (2.9)

] = ) 8m] = > dln—k (2.10)
z[nld[n] = z[0])d[n] (2.11)
z[nld[n —no] = z[no)dn —no) (2.12)

2.2.2.3. La Funcién Rampa

En Tiempo Continuo

£,1>0
r(t) = (2.13)
0,t<0
O, equivalentemente,
r(t) =t-11(¢) (2.14)
En Tiempo Discreto ‘
n,n >0
r[n] = (2.15)
0,n<0



O, equivalentemente,

r[n] =n - 17[n] (2.16)

2.2.8. Conversién Entre Sefiales Continuas y Discretas

En las aplicaciones, los sistemas frecuentemente contienen componen-
tes, o subsistemas, los cuales son tanto discretos y continuos. Una situacién tipica
es ilustrada en la Figura 2.10, donde una sefial en tiempo continuo o ansloga es
procesada usando un algoritmo de procesamiento digital implementado sobre un
computador digital de propdsito general o usando un chip procesador digital de
seflales (DSP). También es comin para la secuencia resultante de este procesamien-
to digital que sea convertida de vuelta en una sefal andloga con el propésito de
conducir un motor, un sistema estéreo, o lo que sea. La conversién de una senal
analoga a una sucesion es lograda por un circuito de muestreo y retencién en con-
juncién con un convertidor andlogo a digital (ADC), mientras que la conversién de

una sucesién a una sefial aniloga requiere un convertidor digital a andlogo (DAC).

Seial Computador
epla Muestreo Convertidor Digital Convertidor
andloga Y andlogo a — 6 > digital a
: Digital chip andlogo
retencion (ADC) DSP DA,

Moo e L t

Figura 2.10: Sistema de procesamiento digital de sefiales.

2.3. Sistemas en Tiempo Continuo

Como ya se ha dicho (véase la Seccién 2.1.2), el modelo matematico de

un sistema N se especifica a través de la relacién entre cualquier entrada admisible
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a él, u, y su correspondiente respuesta, y. Nosotros representamos esta relacién asf:
y = Nlu], (2.17)

donde

u: entrada al sistema.
y: salida o respuesta del sistema,

N: operador que relaciona a u y a y

Esquematicamente representamos esta relacién como

u() — — ()
~
Y()=NTu()]

uw(:)eU, y(-) €Y

donde

U: conjunto de todas las entradas admisibles

Y: conjunto de todas las salidas admisibles,

y graficamente, como en la Figura 2.11.

U Y

Figura 2.11: Sistema N con entrada u y salida y.
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Frecuentemente y(t) y u(t) estdn relacionadas a través de ecuaciones

diferenciales, ecuaciones integrales, ecuaciones integro-diferenciales, etc.

Debido al amplio uso de las transformadas de Laplace en el estudio de
redes y sistemas, diremos que las seflales de entrada y salida admisibles son aquellas

que admiten la transformada de Laplace.

Definicién 2.5. Una senal en tiempo continuo f(-) es admisible si

a) Es seccionalmente continua.
Recuérdese que f(-) es seccionalmente continua en [a,b] si Ip;,

i=1,2,...,n en(a,b), cona<p; <...<p, <b tal que

» f es continua en todos los subintervalos abiertos de [a,b] limitados
por dos puntos adyacentes de {a,p1, . ..,Pn,b}. Véase en la Figura

2.12) la grdfica de una senial seccionalmente continua,

,

3lm f(t), i=1,...

t—p;
{ 31 t
3 lim f(2), 3 lm f(2)
b) 3t/ f(t) =0, ¥t < t,
¢) ey, cp reales tales que [f(t)] < cre

d) Se conforma a las dimensiones impuestas por el modelo del sistema.
Esto significa que las propiedades de la sefial son tales que aplicada

ésta, no da lugar a la alteracion ni a la destruccién del sistema.

Las condiciones anteriores, bésicamente garantizan la existencia de la

transformada de Laplace de una sefial admisible.

13
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Figura 2.12: Gréfica de una sefial seccionalmente continua.

Oservacion 2.2.

a) Como consecuencia de la definicidn anterior, se tiene que los conjun-
tos de todas las seniales admisibles de entrada y salida son subespacios
vectoriales del espacio de todas funciones definidas sobre R. Asimismo,
se observa que si u(-) es admisible, u(- — a) también lo es, para toda a

real.

b) En general, trabajaremos con un espacio de funciones admisibles cu-
yos elementos se comportan lo suficientemente bien, matemdticamente
hablando, como para que ocurra que para toda sucesion {u,(-)} de fun-
ciones admisibles u,(-) tal que u(-) = Hmy, oo un(), también u(-) es
admisible (esto es lo mismo que decir que el espacio de funciones ad-

misibles serd considerado como un espacio métrico completo).

Espacios admisibles con las caracteristicas mencionadas se encuentran

usualmente en aplicaciones de ingenieria.

14



2.83.1. Clasificacion
2.3.1.1. Sistemas Lineales

Definicién 2.6. Un sistema descrito por el operador N es lineal si y sélo si satisface

el principio de homogeneidad y el principio de aditividad:

» Homogeneidad: Nou(-)] = aN[u(-)], Va € R, Vu(-) € U.
u Aditividad: N[’Uq() + ’UQ()] = N[Ul()] + N[Ug()], ‘v’ul, us € U.

» El que un sistema lineal deba satisfacer los principios de homogeneidad
y aditividad es equivalente a que el sistema deba satisfacer el llamado
principio de superposicion,

Nlaui(-) + Bua(-)] = aN[us(-)] + BN[ua()], Yur,us € U, Vo, B € R.

Esta definicién preliminar considera que las sefiales estdn definidas sobre
(—00,00) ¥ que el sistema estd relajado en —oo, es decir, sin condiciones iniciales
en t = —o0o. Més adelante se modificara esta definicién para considerar intervalos

[t,, 00) y condiciones iniciales en .

Aunque el mundo real es predominantemente no lineal, se deben es-
tudiar los sistemas lineales porque frecuentemente pueden ser usados en modelos
de sistemas reales con suficiente aproximacién dentro de un rango de operacién, y

también para mejor comprension y estudio de los sistemas no lineales.

2.3.1.2. Sistemas Invariantes en el Tiempo
Definicién 2.7. Un sistema denotado por el operador N : U — 'Y es invariante en
el tiempo si siempre que y(-) = Nlu(-)], ocurre que y(- — a) = Nu(- — a)], Va € R

(ver la Figura 2.13).

15



u(®)
YO=N[u())]

u(t—a)

y®=N[u(t—a)]

[ T U

Figura 2.13: Invariancia en el tiempo.

Puede decirse que la invariancia de un sistema significa que su estruc-
tura interna no cambia con el tiempo, de modo que se comportard del mismo modo

ante el mismo estimulo.

Nota 2.1. En general, toda ecuacidn diferencial en u(t), y(t), t, representa un
sistema invariante en el tiempo [variante en el tiempo] si y sélo si #i [3] factores de

u, y, u®, yU) dependientes de la variable independiente t.

- Nota 2.2. Cualquier ecuacion diferencial de la forma

nogoy I dy
; Yo T 2; bi @

1=

con a;, b; constantes, Vj = 1,...,m, representa un sistema lineal invariante en el

tiempo.

16



2.3.1.3. Sistemas Causales

Definicion 2.8. Un sistema N : U = Y es causal, o lo que es lo mismo, es no
anticipativo, si VT ocurre que Yui, uz € U/ ui(t) = up(t), Vt < T, Nuy(t)] =

Oservacién 2.3. Se puede decir que un sistema es causal si en todo instante t,
su respuesta depende tnicamente de los valores de la entrada en t y en instantes

anteriores a t.

Nota 2.3. Sabemos que para sistemas lineales, una sefial de entrada idénticamente
nula debe producir una respuesta idénticamente nula. Este hecho puede ser usado -
para mostrar que un sistema lineal es causal si y sdlo si, para toda sefial u(t) tal que
u(t) =0, Vt < T, la respuesta o salida correspondiente y(t) satisface y(t) = 0, Vt <
T.

2.3.1.4. Sistemas Concentrados y Sistemas Distribuidos

Esta definicién obedece al hecho de que en ciertos sistemas las sefiales
involucradas tienen longitudes de onda mucho més grandes que el tamano fisico de
sus componentes; en otros sistemas, las longitudes de onda de las sefiales involu-
cradas son de tamafio comparable a las dimensiones fisicas de los componentes del
sistema. En los primeros, las seflales afectan instantdneamente a todo el sistema y
sus componentes, denominandoseles por ello Sistemas Concentrados, y a los segun-
dos, Sistemas Distribuidos, debido a que el estado de sus componentes depende de

la localizacién de estos dentro del sistema y del tiempo.

En general, se dice que los sistemas cuyos modelos matematicos no
contienen retrasos o predictores y no son descritos por ecuaciones diferenciales par-
ciales, son sistemas concentrados; en caso contrario, se dice que estos sistemas son

distribuidos.
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Definicién 2.9. Un sistema es concentrado si sus variables de entrada-salida pue-
den ser caracterizadas por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias; de
otro modo, se dice que el sistema es distribuido, y es representado por ecuaciones
diferenciales parciales o por ezpresiones matemdticas que incluyen retrasos y/o pre-

dictores.

Oservacion 2.4. En general, todos los circuitos que contienen sélo capacitores idea-
les, inductores, resistores, transformadores, y fuentes independientes, son concentra-
dos, por supuesto, siempre que las dimensiones del sistema sean muy pequenias frente
a las longitudes de onda de las sefiales involucradas, en caso contrario los circuitos
serian distribuidos (recuérdese la ecuacion en derivadas parciales de las lineas de

transmision).

2.3.1.5. Sistemas Continuos

Definicién 2.10. Se dice que un sistema N : U — Y es continuo si y sélo si

V{u,} C U tal que lim, o un = u, se cumple que limy, ,o Nlu,] = Nlu.

Oservacion 2.5. Los sistemas discontinuos representan anomalias matemdticas en
el sentido que el andlisis de Fourier, comin al andlisis de sistemas, puede fallar
en ellos (pueden mo ezistir las transformadas o series de Fourier de las seriales
involucradas). En adelante, asumiremos que los sistemas son continuos a menos

que se establezca otra cosa.

Ejemplo 2.1. Seq el sistema N : U =Y para el que

1,siu(t) >0
0,si u(t) <0

u(t) — | N

Si {u,} C U es una sucesion de entradas admisibles de elementos

1
un(t) = -,’,;1+(t)? n=12,...,

18



se liene

?

lim Nfua(9)] = Jim 1°(2) = 1*(2) # 0(t) = NO(9] = N[} ua ()

de modo que el sistema no es continuo. <

2.8.2. La Nocion de Estado

Definicién 2.11. El estado z(t) de un sistema es el conjunto minimo de variables
wternas, cuyos valores al tiempo t, son suficientes para especificar de modo tinico

las salidas del sistema, dada la sefial de entrada sobre [t,, 00), Vi,.

Oservacion 2.6. La eleccion del estado de un sistema no es inica: se pueden formar

conjuntos diferentes de variables de estado para un mismo sistema.

2.3.2.1. Re-definiciones de Linealidad, Invariancia en el Tiempo, etc.

Definicién 2.12. Sea y(t) = N{u(t), z(t,)] la respuesta de un sistema a la sefial de
entrada u(t) definida en [t,,00), con estado inicial z(t,) € R"™. Entonces el sistema
es lineal si y sdlo si para cualquier par de sefiales admisibles de entrada uy (t) y ua(t),

y cualquier escalar k, se cumple
k(Nui(t), (to)] — Nlua(t), 2(to)]) = Nlk(us(t) — u2(2)), 0(to)], Vt 2> &,

VY estado inicial z(t,) € R™ al tiempo t,, donde 0(,) es el vector cero en t,.

De modo equivalente, un sistema es lineal si y sélo si se cumplen a la

vez:

19



s Propiedad de separacion:

N{u(t), 2(to)] = N{O(), a(t)] + Nlu(t),0(to)], ¥t 2 t,

donde
N[0(t),z(t,)] = Respuesta del sistema a la entrada 0(t), con es-
tado inicial (t,) al tiempo t, (respuesta de en-
trada cero.)
Nlu(t),0(t,)] = Respuesta del sistema a la entrada u(t), con es-

tado inicial 0(t,) al tiempo t, (respuesta de es-

tado cero.)

s Linealidad de estado cero:

Ny (t) + ua(t), 0(to)] = Nur(£), 0(te)] + Nlua(t), 0(t:)], ¥t > to,

Yui, us entradas admisibles.

s Linealidad de entrada cero:
NI0(E), 21 (t6) + @2(te)] = NI0E), 21(t0)] + NIOE), 33(8)], V> to,
V1 (ts), Z2(t,) vectores de estado inicial al tiempo t,

Oservacidn 2.7. Se puede probar también que un sistema N es lineal

& Nlku(®), rz(t.)] = kN[u(t), 0(t.)] + r N[0, 2(t.)], (2.18)
Vk,r € R, Vu €U, Va(t,)

& No(u(t), z1(t)) + Bua(t), 22(t0))]
= aNus(t), 71(£)] + BN[ua(t), T2 (L)), (2.19)

Va,B €R, Yu; € U, Vzi(t), 1 = 1,2
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Definicién 2.13. Sea un sistema lineal y(t) = N{u(t), z(t,)], donde y(t) es la res-
puesta del sistema N cuando la enirada a él es u(t), z(t) es el vector de estado
o respuesta de estado correspondiente, y x(t,) es el valor del vector de estado en
el instante inicial t,. Denotando la relacion entre z(t), u(t), y z(t.) como z(t) =
Ne[u(t), z(t,)], donde N, es llamado operador de respuesta de estado del sistema,

se define lo siguiente:

zp(t) = NeJO(), zrn(to) = z(Lo)], la respuesta de estado de entrada cero del sistema,

)

Ton(t) = Ne[u(t), Znn(to) = 0(Ls)], la respuesta de estado de estado cero del sistema.

Oservacién 2.8. Siendo N un sistema lineal, y tomando en cuenta la Definicion

2.13, se puede escribir

y(t) = Nu(),z(t)]
= N[(0(2) + u(t), z(to) + 0(t:))]
= N[(0(2), z(t.)) + (u(t), 0(t.))]
= N[0@), z(t.)] + Nlu(t), 0()]
= N[0(t), zn(te) = 2(to)] + N{u(t), Znn(to) = 0(to)];

de modo que se observa que la relacion entre z(t), Za(t) Y ZTan(t) es
2(t) = zh(t) + Tnn(t)
0, lo que es lo mismo,

Ne[u(t), 2(to)) = Ne[0(£), z(to)] + Nefu(t), 0(t)] (2.20)
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De modo similar, se puede probar que un sistema N es lineal si y sdlo

si se cumplen las siguientes relaciones:

N, [ku(t), re(t.)] = ENu[u(t), 0(t.)] + N[0, z(t.)], (2.21)
VEr€R, Vu €U, Vr(t,)
& Nela(ui(t), z1(to)) + Blua(t), z2(t,))]
= alN,[u1(t), z1(te)] + BNe[ua(t), za(to)], (2:22)
Va,B € R, Yu; € U, Vai(t,), i = 1,2

Definicién 2.14. Se dice que un sistema es invariante en el tiempo si dado que
y(t) = Nu(t),€], t > t,, con £ € R™, vector constante, estado inicial al tiempo
to, se cumple que y(t — T) = N[u(t —T),€), t > to + T, VT, con § € R™, vector

constante, estado inicial al tiempo t, + T.

Podemos decir que un sistema es invariante en el tiempo, con tiempo y
estado iniciales si en todo instante, ante el mismo estimulo, y con el mismo estado
inicial, responde de la. misma manera, o lo que es lo mismo, si su estructura interna

no varfa con el tiempo.

Ejemplo 2.2. Sea el sistema N : U — Y para el que la sefial de entrada u,(t) =
et cos(2mt)1+(t) provoca la sefal de salida y;(t) = 0.5e7* cos(2nt + 0.14m)11(2),
donde

1,t>0

1t(@1) = funcién escalén
0,t<0

Si el sistema, es lineal e invariante en el tiempo, determinese la respuesta y»(¢) del

sistema N a la sefial de entrada uz(t) = 0.5uq(t — 1).
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Solucién

Nux(t)] = NI[0.5us(t — 1))
= 0.5N[uy(t — 1)] linealidad de N
= 0.5 (N[u1(t)])|,—4—; invariancia en ¢t de N
= 0.5 [0.5e”*cos(2nt + 0.14m) 17 (¢)]|,_, ,

= 0.25e'*cos(2nt + 0.147 — 27m) 11 (¢ — 1)

El siguiente teorema es de gran utilidad cuando la entrada es la derivada

o integral de alguna otra funcién de t.

Teorema 2.1. Si N es un sistema lineal, continuo, invariante en el tiempo, se

cumplen:
N[Dw(t)] = DyN[u(t)]
N[/ w(t)dt] = /N[ut)
N[Deu(t), z(t.)] = N[O(), ( o)] + DeN[u(t), 0(t)]
N / w@)dt, z(t)] = N[O@),z / Nlu(t), 0(t.)dt,
donde:

u(t) = entrada admisible
t, = tiempo inicial
z(t,) = estado inicial al tiempo i,
Dyu(t) = derivada de la funcidn u(t)

f: u(t)dt = integral definida de la funcidn u(t)

(Nétese que N[u(t)] = Nlu(t),0(t.)], t > to)
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Ejemplo 2.3. Sea el sistema N para el que
u(t) = 17(t) — [N]— y(t) = (1 - e™)1*(1)

a) Si este sistema es lineal, agrupado, invariante en el tiempo y cau-
sal, complete la figura siguiente (recuérdese que D:1%(t) = 4(t) =
00, sit=20

0,sit#0

u(t) =6t —2) — |N|— y(t) =7

b) Si ahora el sistema N se conoce, s6lo es causal e invariante en el tiempo,

complete la siguiente figura:

u(t) — [N] — y(t) =7,

donde u(t) tiene el comportamiento esbozado en la Figura 2.14.

4
1

—

o 1 2 t

Figura 2.14: Entrada u(t) del Ejemplo 2.3.

Solucién

a)

y(t) = N[6(t—2)] = N[(D1* ()],

= N[D,1* (@) s—s_z IV es invariante en el tiempo
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y(t) = (D:N[1H (1) : N es lineal, continuo e in-
e —

dato |4—¢—2 variante en el tiempo
= {D:(1—e™)1" )}y s

= [e7*1(2) =e D1t -2)

] ’t:t—2

b) Si ahora el sistema N es s6lo causal e invariante en el tiempo.
En este caso, nétese que u(t) = 17(¢ — 1), Vt < 2.

Como el sistema es causal,

Nu(t)] = N[t —1)], Vi <2 (causalidad)
= N[*(@®)]|,_,_,, Vt <2 (invariancia)
= [(A-eM1r),_, ., Yt <2

= (l-e )1t -1), Vt<2

2.3.2.2. Notacién de Sistemas en Tiempo Continuo

1. Sistema no lineal variante en el tiempo:

2(t) = f(2(t),ult)?)
y(&) = 9(z(t),u(t),?)

I

(z es el vector de estado: corrientes, voltajes, posicién, etc.)

2. Sistema no lineal invariante en el tiempo:

&(t) = [(z(t),u(t))
y(t) = g(z(t),u(t))
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3. Sistema lineal variante en el tiempo:

() = A@t)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t)

4. Sistema lineal invariante en el tiempo:

&(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cxz(t) + Du(t)

2.8.8. Linealizacion de Sistemas
2.3.3.1. Preliminares

Teorema 2.2. Si f : R®™ — R™ es diferenciable en 2 C R™ abierto, se cumple que'
Vee,36>0/ B(z,0) ={yeR"/ ly—z|| <6} CQy, Vh e R” con ||| <4, se
satisface®

f(z+ h) = f(z) +Df(x)h + &(z, h)h,

donde
V fi(=)
Df(zx) = :
V fm(z)
es la matriz jacobiana de f en z,
wh- (%, 22

h’.mh__)o (I)(ib, h,) =0.

ol =4I2w3, Vz = (z1,. .., 7n) € R™.

2Fiste es un desarrollo en serie de Taylor de un paso de f en z + h alrededor de z.
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2.3.3.2. Procedimiento para Linealizar un Sistema

Supéngase que se representa un sistema no lineal con las siguientes

ecuaciones de estado matriciales:

dx(t)
"0~ fato), u(t,0

(t) =
(2.23)

y(t) = g(z(t),u(t), 1),
z € M(n,1), y € M(r,1), u € M(m,1), f:R™" L LR gc R 4 RT

y que se conoce que Z,(t) es una solucién de la ecuacién diferencial de (2.23) corres-

pondiente a la entrada u.(t) y a un vector de estado inicial constante.

d
Nota 2.4. Comiinmente, cuando se cumple —(Emo(t) = I,(t) = f(z.(t),uo(t),t), se

denomina a (z.(t), u.(t)) punto de operacion del sistema.

Usando el teorema anterior y considerando (z(t),«(t)), un punto de

operacién suficientemente cercano a (z.(t), uo(t)), se tiene:

[ o(t) — za(t)

£(t) = [f(=z(t),u(t),t) = f(zo(t), uo(t),1) + (Al B)
| u(t) —uo(t) |

6 B(t) = o(t) + Ax(t) — zo(t)) + Blu(t) — uo(t)),

[ z(t) — zo(t)

y(t) = g(z(t),u(t),t) = g(zo(t), us(t), t) + (C|D)
I w(t) — uo(t) |

6 y(t) = yot) + C(z(t) — zo(t)) + D(u(?) — wo(?)),

donde % gl_ B_fl ﬁfi
63;1 v aiﬂn @ul o 8'Uzm
Y 5  B= : , (2.24)
o Oh O Db
51—:; e (,—ax—n e ®) Ouy T Oum, (zo(t),uo(t),t)
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991 g 0 Ogu

811,'1 o 6:17n 8u1 o aum
C=1 : , D= : (2.25)
dgr dgy 0gr g,
O, Oz, (o ()10 (£),t) Our  Oug (o (£) 1o (£),£)
z 6f($0a 'U'O) 8]“(1170 Uo)
A= =2 -7 — —J T o)
© (BI » B ou ’
_ ag Lo, uo) _ ag(a:o, uo)
C = 5 , D= o
Escribiendo

Yo(t) = g(zo(t), uo(t), 1),
Az(t) = 2(t) — zo(t)
Ay(t) = y(t) —yo(t)
Au(t) = u(t) — uo(t),

se tiene que una aproximacién al sistema (2.23) es el llamado sistema linealizado

cuyas ecuaciones son:

z(t) = zo(t) + Ax(t)

y(t) = wo(t) + Ay(),

donde

Az(t) = AAz(t)+ B Au(t)
Ay(t) = CAz(t)+ D Ault)

Nétese que las ecuaciones de estos tiltimos dos renglones representan a un sistema

lineal.
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Ejemplo 2.4. Un sistema no lineal es descrito por las siquientes ecuaciones con

variables de entrada u,, us, y salida y:

d?v . dv
e + (smv);i? + UV = Uy + Uz, Y= (cosv)us

a) Es el sistema descrito por estas ecuaciones variante en el tiempo o

invariante en el tiempo?

b) Halle las matrices de espacio de estado A, B,C, D para el sistema li-
nealizado en el punto de operacion constante definido por u; = 0,us =

1.

Solucion Desde que el sistema es de seqgundo orden en v, sea 1 = v, T3 = U,

dando las ecuaciones de espacio de estado

| T2 A
Ty —(sinz;)ze — usx1 + U1 + Uy fa
y = (coszyus =G
0 0 . . .
a) Como —aj% =0, a—cz =0, el sistema es invariante en el tiempo.

Las ecuaciones son no lineales debido a los términos (sinz;)zs y uaty.

b) El punto de operacidén es definido por ug; = 0, ugs = 1, y es constante;
esto es, g1 = 0, Tgo = 0. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones

de espacio de estado, obtenemos

0 = zo2,= Zo2=0

0 = —(Siﬂ.’Em)O -1 To1 + 0 + Uga = —Zo1 + 1,:> To1 = 1:
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de modo que el punto de operacidn constante definido por ug; = 0 Yy

Ugy = 1 es
(2o, %) = ((1,0), (0,1))
Ademds,
Yo = (COS Zg1 Yugz = cos(1).
Entonces
[ 0fi O ] -
A = Or1 Oz _ 0 1
ofa 0
-2 2 —1 —sin(1)
L 8%1 3:1)2 3 (o ,u0) o
B — 8'“/1 6“2 _ 0 0 . 0 0
fo Of 11— ’
| 8“1 8'“12 i (wo,uo) - (zo,Uo)

0G 0G . A
¢ = [a_xl_ 5:0_2] (woie) [ (~sinz:)us 0 | oy~ L2 O]
0G 0G
D _ o el — = .
l: aul 8”2 :I (Zlio,’ll.o) [ 0 oo xl ] (zf”uo) [ 0 COS(l) ]
<

2.4. Sistemas en Tiempo Discreto

2.4.1. Introduccion

Definicién 2.15. Los sistemas en tiempo discreto son aquellos cuyas entradas u(t)
y salidas y(t) estdn definidas en puntos aislados del tiempo t., t1, t2,..., t; < t;,
Y5 > i. Frecuentemente se tiene ty, = t, + kAt, con At = constante. En este caso, se

acostumbra usar ylk| y ulk] en lugar de y(t, + kAt) y u(t, + kAt), respectivamente,
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y se denota un sistema en tiempo discreto como:

{ylkl} = N[{u[#]}],
0, de modo simplificado,
yk] = N[ulk]], k=0,1,2,...,

con la siguiente representacion grdfica:

Sistema discreto
wip—| 7T iy

Definicién 2.16. Se dice que una sucesion {ulk]}>, es admisible si existe k, € Z

tal que ufk] = 0, Vk < k, y tiene transformada Z lateral. De modo similar se define

una sucesion {y[k]}=,, admisible.

2.4.2. Clasificacion de los Sistemas en Tiempo Discreto
2.4.2.1. Sistemas Lineales

Definicién 2.17. Un sistema en tiempo discreto L es lineal si V{ui[k]}, ¥

{uslk]}2, seriales admisibles de entrada y, Vo, f € R,
Llo{u[k]}5Zo + B{ualk]}32o] = aL [{ua[k]}iZo] + BL [{ualkl}i]

siempre que el sistema esté inicialmente relajado, esto es, todas las condiciones

iniciales son cero.
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2.4.2.2. Sistemas Invariantes en el Tiempo

Definicién 2.18. Un sistema en tiempo discreto N es invariante en el tiempo si,

siempre qué {y[k]} = N{{u[k]}], entonces para cualquier entero R,
{ylk— R} = N[{ulk — R]}].
Ejemplo 2.5. Sea el sistema {u[k]} —[N]|— {y[k]}, k=0,1,..., con
ylk +1] +y[k] = 2ulk], y[0]=0

(Sistema lineal invariante en el tiempo, en tiempo discreto).

Veamos la respuesta {y[k]} del sistema a {u[k]} = {d[k]}, k= 0,1,2,.. .

ulo] =1, y[0]=0
y[1] = 2u[0] — y[0] = 2(1) -0 =2
y2 =2l -y[l] =0-2= -2

(2] = 2uf2) - y[2) = 2(0) — (-2) = 2

Se tiene:

2.4.2.3. Sistemas Causales

Definicién 2.19. Un sistema N : U — Y es causal, o lo que es lo mismo, es
no anticipativo, si Y P € Z ocurre que Vui, us € U/ wlk] = u2lk], Vk < P,
Nluy[k]] = Nuo[k]}, Yk < P.
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2.4.2.4. Sistemas Distribuidos en el Tiempo

En comparacién a las ecuaciones diferenciales de los sistemas en tiempo
continuo, las ecuaciones en diferencias son modelos para sistemas en tiempo discreto.

Por ejemplo, una ecuacién en diferencias de orden n toma la forma

ylk +n] + a[kly[k +n — 1]+
oo+ ap[kly[k] = b [kJulk] + by [KJufk + 1] + . .. + by [k]u[k + m]

Reordenando esta ecuacién, obtenemos

ylk +n] = bo[kJulk] + by [kJulk + 1]+
+... F bplklulk +m] — ar[klylk +n — 1] — ... — a,[k]y[k]

Como se ve, esta 1iltima ecuacién muestra que el (k-+n)—ésimo término en la sucesién
de la respuesta depende de valores de la sucesién de salida y de varios términos de la
sucesién de entrada. De este modo, en el instante (k-+n)—ésimo, el valor de la salida
depende de valores retrasados de los de entrada y salida. En consecuencia, tomando
en cuenta la Definicidn 2.9, tenemos que sistemas como éstos son de naturaleza

distribuida en el tiempo.

2.4.8. La Nocion de Estado

El establecimiento de las versiones en tiempo discreto de las definiciones
de vector de estado, y de sistema lineal y de sistema invariante en el tiempo con

tiempo y estado iniciales es como sigue:

Definicidn 2.20. Fl estado z[n| de un sistema es el conjunto minimo de variables
internas, cuyos valores al tiempo ng son suficientes para especificar de modo dnico

las salidas del sistema, dada la sefial de entrada sobre {ng,no+1,...}.
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Oservacion 2.9. La eleccion del estado de un sistema no es iunica: se pueden formar

conjuntos diferentes de variables de estado para un mismo sistema.

2.4.3.1. Re-definiciones de Linealidad, Invariancia en el Tiempo, etc.

Definicién 2.21. Sea y(t) = Nu[n]), z[no]] la respuesta de un sistema a la sefial
de entrada uln] definida en {no,no+1, ...}, con estado inicial z[ng] € R". Entonces
el sistema es lineal si y solo si para cualguier par de sefiales admisibles de entrada

ui[n] y ug(nl, y cualquier escalar k, se cumple
k(N[u1[n], z[no]] — Nluz[n], z[no]]) = Nlk(ui[n] — uz[n]),0[no]], Vn = ny,

VY estado inicial z[ng] € R™ al tiempo ng, donde O[ng] es el vector cero en ng.

De modo equivalente, un sistema es lineal si y sélo si se cumplen a la

vez:

s Propiedad de separacion:

N{ufn}, z[no]] = N[0[n}, z[no]] + Nluln],0[no]], Vn > n,

donde
N[0[n],z[no]] = Respuesta del sistema a la entrada Oln}, con es-
tado inicial z[no) al tiempo ny (Tespuesta de en-
trada cero.)
N[u[n},0[no]] = Respuesta del sistema a la entrada u[n|, con es-

tado inicial O[no] al tiempo ny (Tespuesta de es-

tado cero.)
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w Linealidad de estado cero:

Nfu1[n] + uz[n], 0[no]] = Nfu1[n], 0[no]] + Nlua[n],0ne]], ¥n > ny,

Yuy, us entradas admisibles.

n Linealidad de entrada cero:

N{0[n], z1[no] + z2[no]] = N{0[n], 21[no]] + N[O[n], z2[ne]], Vn > ne,
V1[no), 22[no) vectores de estado inicial al tiempo ng
Oservacion 2.10.

Definicién 2.22. Se dice que un sistema es invariante en el tiempo si dado que
y[n] = Nlu[n],&], n = no, con € € R™, vector constante, estado inicial al tiempo ng,
se cumple que y[n — T} = Nuln — T),€), n > no + T, VT € N, con £ € R®, vector

constante, estado inicial al tiempo ng + T'.

Podemos decir que un sistema es invariante en el tiempo, con tiempo y
estado iniciales si en todo instante, ante el mismo estimulo, y con el mismo estado
inicial, responde de la misma manera, o lo que es lo mismo, si su estructura interna

no varia con el tiempo.

2.4.4. Caracterizacion de un Sistema en Tiempo Discreto

2.4.4.1. Notacién de Sistemas en Tiempo Discreto

1. Sistema no lineal variante en el tiempo:

alk+1] = F(alk,ulk), k)
ylkl = g(alk], ulk), k)

(z es el vector de estado: corrientes, voltajes, posicién, velocidad, etc.)
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2. Sistema no lineal invariante en el tiempo:

alb+1] = f(alk],ulk])
ylk] = g(alk], ulk])

3. Sistema lineal variante en el tiempo:

zlk+1 = AKa[k] + Blkulk]
ylk] = C[k|z[k] + D[k]ulk]

4. Sistema lineal invariante en el tiempo:

zlk+1] = Azlk] + Bulk]
ylk] = Czlk]+ Dulk]

2.5. Modelos de Estado de Sistemas Lineales.

2.5.1. Sistemas en Tiempo Continuo
2.5.1.1. El Modelo de Estado de un Sistema Lineal Variante en el Tiempo (LVT).
Definicién 2.23. Un modelo de estado para un sistema lineal concentrado variante

en el tiempo es un conjunto {A(.), B(.),C(.), D(.)} de cuatro funciones matriciales

que definen una ecuacion diferencial vectorial de primer orden que se denomina
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ecuacion de estado, y una ecuacion vectorial, llamada ecuacién de salida,
&(t) = A@)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = C{t)z(t) + D(t)u(t) (2.26)

z(ts) = %o,
donde

z(t) € R™ Es el vector de estado (vector de variables de estado),
u(t) € R™ es el vector de entrada al sistema,
y(t) € R" es el vector de salida del sistema,

A(t) e R™™, B(t) € R™™, C(t) € R™" D(t) € R™™ son matrices de funciones

componentes reales seccionalmente continuas en t.

z(t,) = zo es el vector de estado inicial al tiempo t, (condicién inicial para (2.26)

Una representacion en diagrama de blogues de la Ecuacion (2.26) es mostrada en

la Figura 2.15.

D(y

*+ y(®)

cw

w® B

| A

Figura 2.15: Diagrama de bloques de un modelo de estado lineal, variante en el
tiempo para sistemas concentrados
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2.5.1.2. El Modelo de Estado de un Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (LIT).

Estd definido en forma similar al caso de un sistema LVT, pero consi-

derando que las matrices A, B, C, y D del sistema tienen componentes constantes.

Observaciones

w La seleccion del vector de estado de un sistema mo es inica, de modo
que se pueden tener diversos modelos de estado representando a un
mismo sistema, correspondiendo cada uno de ellos a una seleccion de

un conjunto particular de variables de estado.

» Se dice que dos modelos de estado son equivalentes de estado cero si
con estados iniciales cero y entradas iguales, las respuestas de los dos

coinciden.

s Cualquier modelo de estado lineal invariante en el tiempo

z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

tiene una representacién de modelo de estado equivalente de estado cero

3(t) = [TAT Yz(t) + [TBlu(t)
y(t) = [CT"z(t) + Du(t)

bajo la transformacion de estado z = Tz, donde T es no singular.
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2.5.2. Sistemas Lineales en Tiempo Discreto
2.5.2.1. El Modelo de Estado Lineal Variante en el Tiempo en Tiempo Discreto
Definicién 2.24. Un modelo de estado para un sistema lineal variable en el tiempo

en tiempo discreto es un conjunto {A[], B[.],C[.], D[]} de cuatro funciones matri-

ciales en tiempo discreto que definen una ecuacidn vectorial en diferencias de primer

orden
slk+1 = Alklz[k] + Bklulk
ylk| = Clklz[k] + D[kjulk] (2.27)
o(t) = o,
donde

zlk] CR™ es la sucesidn vectorial de vectores de estado
{ulk]} C R™ es la sucesidn vectorial de entrada al sistema,
{ylk]} CR" es la sucesidn vectorial de salida del sistema,

Alk] € R™™ Blk] € R™™ (Clk] € R™" D[k] € R™™ son matrices de funciones

componentes reales en tiempo discreto.

z[0] =z, es el vector de estado inicial al tiempo k = 0 (condicidn inicial para (2.27)

2.5.2.2. El Modelo de Estado Invariante en el Tiempo en Tiempo Discreto

Definicién 2.25. Un modelo de estado para un sistema lineal invariante en el tiem-

po en tiempo discreto es un conjunto {A, B,C, D} de cuatro matrices constantes que
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> D[K

ylk]

N + ’(;\& x[kt+1] “z‘_\ . x[k] Ciig

+

ulk]

AlK)

Figura 2.16: Diagrama de bloques de un modelo de estado lineal, variante en el
tiempo en tiempo discreto

definen una ecuacion vectorial en diferencias de primer orden
zlk + 1] = Axzlk] + Bulk]
ylk} = Czlk] + Dulk] (2.28)

z(ts) = %o,
donde

z[k] CR™ es la sucesidn vectorial de vectores de estado ,
{ulk]} C R™ es la sucesion vectorial de entrada al sistema,
{y[k]} CR" es la sucesidn vectorial de salida del sistema,

AeR? B e R™™ (CecR*" DeR™™ son matrices de funciones componen-
? 7 7

tes reales en tiempo discreto.

z[0] = z, es el vector de estado inicial al tiempo k = 0 (condicidn inicial para (2.28)
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2.5.2.3. Discretizacién de un Sistema Lineal en Tiempo Continuo

Sea el sistema

2(t) = A@t)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = C®)z(t) + D(t)u(?)

con z(t,) el vector de estado inicial.

Para aprozimar este sistema mediante uno en tiempo discreto, usamos

la aprozimacion de Fuler hacia adelante:

T(tks1) — z(tr)

c(l) =
(k) tpy1 — g

con z(ty) el valor muestreado de la sefial en tiempo continuo al tiempo ty.

Sustituyendo el la ecuacion del sistema se obtiene

2(trr1) — 2(te) Alty)z(te) + B(tr)u(ty)
L1 — bk

Sea h = ty11 — T, un tamano de paso fijo, para todo k. Entonces la ecuacion anterior

da lugar a
T(er1) = [T+ h A(t)]z(tx) + h B(tk)u(te)

Luego, designando z(tx) mediante z[k] y definiendo una nueva matriz A mediante
Alk] = [T+ hA(te)], v una nueva matriz B por Blk] = h B(tr), etc., se obtiene el

modelo de estado lineal en tiempo discreto, variable en el tiempo:

sk +1 = AlKz[k] + Blkjulk]
y(k] Clk]z[k] + D[kJulk],

l

donde y[k] = y(t), ulk] = u(tx), respectivamente, etc.
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2.6. Introduccion a la Simulacién de Sistemas

Presentamos aqui la simulacidén del comportamiento en el dominio del

tiempo de dos sistemas utilizando SIMULINK.

2.6.1. Respuestas de Sistemas Lineales

Ejemplo 2.6. Supdngase que un sistema y(t) = N{u(t), z(t.)] tiene las ecuaciones:

(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t), =z(t.) =%z, t>1,

donde
01 0
A= , B= C=[1 0], D = [0]
-1 0 1
Este sistema se puede representar en diagrama de bloques como se muestra en la

Figura 2.17.

ol N1

> D| ,
y(t)

Figura 2.17: Diagrama de bloques del sistema N.

La simulacién del sistema N en el entorno SIMULINK de MATLAB se

realiza empleando el diagrama de bloques de la Figura 2.18.
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>

MATLAB | ult) XM f 1 x(®) h Y 1
@'_’ Function & » 3 u N
Clock MATLAB Fcn B Integrator C Scopet
@%
A

Figura 2.18: Diagrama de bloques SIMULINK para la simulacién del sistema N.

Mediante la simulacién verificamos ahora que el sistema N es lineal

observando que satisface lo siguiente:

siy(t) = Nuw(t),zoit.)), i=1,2,

= ys(t) = N[al(ul(t), To1 (tO)) + a2(u2(t)7 $02(t°))] (229)
= ayN[uy(t), zo1(to)] + aaNua(t), Zoz(to)]

= oqy(t) +ooye(t), Vo, €R,i=1,2

Para esto consideramos los siguientes valores en nuestra simulacién:

ui(t) = sin(t) 201(0) = (1,0t

us(t) = cos(t) 202(0) = (0, 1)t

ug(t) = 2uy(t) + 3uy(t) Z03(0) = 2201(0) + 3zg2
= 2sin(t) + 3 cos(t) = (2,3)

El diagrama de bloques SIMULINK que empleamos para la simulacién
es mostrado en la Figura 2.19. En este diagrama se han especificado los arreglos
(matrices) y1, Y2, Y3 que son matrices de dos columnas, la primera de las cuales tiene
los valores del tiempo, t, y la segunda, los valores de las salidas correspondientes.

Luego de la simulacién se pueden observar las curvas de y, ¥2, y y3 directamente en
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MATLAB | U
Function
Clock

MATLAB Fen
ut(t)=sen(t)
x01={1:0]

G MATLAB | ulh
Function

Clockl  MATLAB Femi
u2(t)=cos(t)
x02={0:1)

c1
.D .é o | T

g MATLAB | u®®
Function

Clock2  \IATTAB Fone

c2 Scope3

u(t)=2u1(1)+3u2(t)=2sen(t)+3cos(t)
x0=2x0143x02=[2;3]

Figura 2.19: Diagrama de bloques SIMULINK empleado para obtener y; =
Nlug, zor], 42 = Nlug, Toa] ¥ y3 = N[2(u1, z01) + 3(uz, To2))-

las ventanas de los bloques scope. Nosotros hemos empleado los arreglos y1, ¥2, ¥ ¥3

para graficar las salidas escribiendo lo siguiente en la linea de 6rdenes de MATLAB:

plot(y1(:,1),y1(:,2),°*’,y2(:,1),y2(:,2),°x’,
y3(:,1),y3(:,2),7+7,y1(:, 1), 2%y1 (=, 2)+3%y2(:,2))

grid; xlabel(’tiempo, t’);

text(7.5,-2.5,y_1(t)’) text(8,6,’y_2(t)’) text(6.5,12,’y_3(t)’)

La grafica que se obtiene es mostrada en la Figura 2.20. Notamos que
las curvas de ¥, Y2, y ¥s se han graficado con “*”, “x”, y “4”, respectivamente.
Adicionalmente se ha graficado 2y; + 3y, (linea suave), la cual pasa por los mismos
puntos que la curva yz, de modo que se comprueba que el sistema N satisface la

propiedad de la Ecuacién (2.29), asi que, efectivamente, el sistema IV es lineal. <

44



20 T 7 T T T T T —

P R e R S EARE R R - EO, VR

. : xf * :
Q< XL N RRFEEREERREER L T T I IO D R N S g K XN

: : : : ***** x S :

: N T
) SO SRR .......... ey O S e DO Dl
10 % :

s L f i ; HE— i i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo, t

Figura 2.20: Gréaficas de 11 = Nluj,zn], y2 = Nlug, Zo2] v y3 = N[2(uy, z01) +
3(ug, Zoz)]. Nétese que y3 = 2y + 3y».

2.6.2. Linealizacion de Sistemas

Ejemplo 2.7. El Sistema Carrito-Péndulo Invertido (CPI)

En la Figura 2.21 se muestra el sistema CPI. Con el propésito de simplificar las

ecuaciones del modelo matematico del sistema se considera despreciable el peso de

la varilla.

A c.g. (xG,yG)

Figura 2.21: El sistema CPI
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Obtenemos las ecuaciones del movimiento del sistema CPI empleando las ecuaciones

de la Dindmica de Lagrange como sigue:

Las expresiones para las energfas potencial P(z, 0, #,0) y cinética K(z,9, %, f) del

sistema CPI son, respectivamente,

1 1 . .
K(z,0,%,0) = EMi'Q + 5m{(& + 16 cos 0) + (—16sin 6)?},

P(z,0, z, 0) = mgl cos 6.

Al definir el Lagrangiano L del sistema como L = K — P y emplear las ecuaciones

de Lagrange

doL_or _
atdr Oz
doL_ oL _
Y otee @8 ~
se obtienen las ecuaciones
(M +m)i —mlsing.6? 4+ micos 6.0 =u (2.30)
y
mé cos § +mlf = mgsin 6. (2.31)

Reordenando, se puede escribir lo siguiente:

. u-+mlsin6.0? — mgsinf. cosd
v M +m —mcos? 6

i (M 4 m)gsin® — ucos® — mlsin . cos 0.6
B M1+ ml —ml cos? 8

Definiendo las variables de estado z; = 0, 2o = 0, 25 = x, y 24 = %, y las variables

de salida ¥y = z; = 0, y y2 = x3 = , se obtiene la expresién mateméatica que
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caracteriza al sistema no lineal:

t = f(z,u)
-
I
1 000 To
y = g(z,u)= ;
0010 T3
T4
con ) _
T2
(M +m)gsinz; —ucosz, — mlsin ;. cos ;.72
f(z,u) = M1 +ml — ml cos? z;
T4
u + ml sinzy.22 — mgsin zy. cos T,
i M +m —mcos? z; i

Con m =0.1kg, M = 2kg, | = 0.5m, g = 9.81 m/s?, se tiene:

T2
20.601sinz; — ucosz; — 0.05sin z;. cos ;.72
1.05 — 0.05 cos? 1
T4
w+0.05sin z;.72 — 0.981 sin z1. cos z;
2.1—-0.1cos?z; ]

f(iU,'U,) =

Observamos que (Z,(t), uo(t)) = (0(t),0(t)) [Estado inicial: £(0) = 0] es un punto

de operacion del sistema.
Linealizaremos ahora el sistema alrededor del punto de operacién men-

cionado tomando en cuenta:

Az = z—0(t) ==z(1)
0

Au = u(t) —0(t) = u(t)
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Linealizaremos el sistema alrededor del punto de operacién (0(t), 0(t)):

[ ..

T1
T2
Z3

T4

L

-Bfl/('?zl 0f1/ Oz
Ofz/ Bz1 0Ofa2f Oxa
Ofs/ 0x1 Ofs) Oz
| 04/ Oz Ofs/ 012

[ 07,/ 0u |
8f2/ Ou
U

Ofs/ 0
| 21a/ 9 [ o000
»
1 000 Io
0010]|
Ty

Of1/ 0rs Ofi/ Oxs
0f2/ Ozs Ofs/ Oxs
0fs/ 0zs Ofs/ 0xa
Ofy) 0xs 0Ofs) 04

T

T2

T3

T4

(0(),0())

Usando el ToolBox de MATEMATICA SIMBOLICA de MATLAB (véanse las 6rde-

nes correspondientes en la linea de comandos en la Pagina 49) se obtiene el siguiente

modelo linealizado:

&1(1) Iy 0
¢2(t) _ ( A;[‘_lm)
3(t) 0
i4(t) | I —%9

i 1 000 9
Yo 0 010 I3

100 g

g 000 M)
0 01 I3
0002
.’171W

Ty
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Para m = lkg, M = 2kg, = 0.5m, y g = 9.81m/s?, el modelo linea-

lizado queda:

- - 1 A - -
Ty 0100 I 0
2 20601 0 0 O Ty -1
= _|— U
11'23 0 0 01 I3 0
Ty —0.4905 0 0 0 T4 0,5
r
U 1 000 T
Ya 0010 T3
L 1:4 .
, = Ax + Bu
Nétese que estas ecuaciones tienen la forma:
y=Czx

Los comandos empleados y las correspondientes respuestas de
MATLAB en la linealizacién de este sistema (Ejemplo 2.7) se muestran a conti-

nuacion:

% Construccién de las variables simbélicas
% x1, x2, x3, x4, u, m, M, 1, g:
syms x1 x2 x3 x4 umMlg
% Ingreso de f(x,u):
f=[x2;
((M+m) *g*sin(x1)-u*cos(xl) ...
~m*1l*sin(x1)*cos (x1)*x272) / (M*1+m*1-m*1*(cos(x1))"2);
x4 ;
(u+m*1*sin(x1) *x2"2-m*g*sin(x1) *cos (x1) )/ (M+m—m* (cos (x1))"2)];

% Calculo de los jacobianos en el punto de operacion:
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v=[x1,x2,x3,x4]; U=[u]; 7% Vectores de derivacién via jacobiano
x1=0;%2=0;x3=0;x4=0;u=0; % Punto de operacién
% jacobiano de f respecto de v en el punto de operacién:

subs (jacobian(f,v))

ans =

[ 0 , 1, 0, 0]
[ (M+m)*g/M/1, O, O, 0]
[ 0 , 0, 0, 1]
[ _m*g/M ) 0 ) 0 s o]

% jacobiano de f respecto d U en el punto de operacién

subs (jacobian(f,U))

ans =
[ 01
[ -1/M/1 ]
L 01
[ i/M]

% jacobianos para m=0.1kg, M=2kg, 1=0.5m, g=9.81m/s2:
%
% Dando valores am, M, 1, y a g:

m=0.1;M=2;1=0.5;g=9.81; subs(jacobian(f,v))

0 1.0000 0 0
20.6010 0 0 0
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0 0 0 1.0000
-0.4905 0 0 0

subs (jacobian(f,U))

Nota Obviamente, este sistema se pudo linealizar facilmente a partir de las Ecua-

ciones (2.30) y (2.31) suponiendo:
sinf &6, cosf =1, 0.6> ~ 0, para § pequefio.

Estas ecuaciones quedan:

M i+ mlf =
(M +m)z+m u (2.33)

mé + milf = mgh

Eliminando Z de la Ecuacién (2.33):
M1 = (M +m)gb — u
Eliminando 6 de la Ecuacién (2.33):
Mi =u—mgl

Definiendo z; = 6, z2 = 0, 23 =z, T4 = %,y y1 = 0, y2 = T, queda €l sistema

linealizado anterior (2.32).
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PENDULO INVERTIDO

MODELO NO LINEAL Mimatrax? *
CONSIDERADOS: E’q—— Pamix
u=0, x=[{0.05 0 0 0] Momra s 3 Demux
cooo] 4

o0

MATLAB
Funotion
MATLAB Fonl Integror Picdrix Msatay:

Gain x1, x3

Signal
Genanator)

Damux
MODELO LINEALIZADO @4— .
X4
Mo=eia X3 Demuxl
OopoD xr <
] 5}
Signal Matrix - Sum Integeator] Matix  Musctay:
Geananslor? Gain3 Gaini )u: ;g ’
Matrix
Gan2

Figura 2.22: Comparacién en SIMULINK de los sistemas no lineal y linealizado:
Péndulo invertido

Comparamos los sistemas no lineal y linealizado de la siguiente manera:
establecemos el mismo estado inicial en ambos sistemas, los exponemos a la misma,
excitacién, y se obtienen gréaficos de las variables d estado z;, X; frente a t, para
i=1,2,3,4, donde z; es variable de estado del modelo no lineal, y X; es variable de

estado del modelo linealizado.

En la Figura 2.22 se muestra el diagrama SIMULINK de los sistemas
original y linealizado a los que se impuso el mismo estado inicial (z(0),u(0)) =
((0.05,0,0,0),0) y la misma entrada u(t) = 0 (esto produce un punto de operacién
vecino de (z.,u,) = (0,0)). La Figura 2.23 muestra sélo la grafica z;, X; frente a ¢

de los sistemas simulados.
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tiempo, t

Figura 2.23: Comparacién de z; con X;

Como se ve, al correr la simulacién, los valores de las variables de los
sistemas no lineal y linealizado son similares durante la primera unidad de tiempo:

la linealizacién es correcta. <
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3 MATRICES DE TRANSFERENCIA

3.1. Solucién de la Ecuacién de Estado en
Tiempo Continuo

En el cdlculo de la solucion de la ecuacidn de estado (t) = A(t)z(t) +
B(t)u(t) son dtiles los conceptos de matriz de transicién de estado, y de matriz
fundamental, las cuales estdn asociadas a soluciones linealmente independientes de
#(t) = A(t)z(t). En este capitulo estudiamos estos conceptos asi como su empleo en

el cdleulo de la solucidn de la ecuacién de estado.

3.1.1. Existencia y Unicidad de las Soluciones

Los siguientes resultados son demostrados en el Capitulo 10 de la refe-

rencia [5] y los emplearemos como base en nuestros estudios:

Teorema 3.1. Si A(t) es seccionalmente continual, entonces, para toda condicién
inicial z(t,) = z,, existe una Unica solucion @(t,t.,z,) de la ecuacién diferencial

z(t) = A(t)z(t) .

Teorema 3.2. Si A(t) y B(t) son seccionalmente continuas en [t,,00), entonces
existe una tnica solucion ¢(t,t.,z.,u) de z(t) = A(t)z(t) + B()u(t), z(t.) = z.

sobre [t,,00).

En lo que sigue, consideraremos que las matrices A(t) y B(t) de las

ecuaciones de la forma &(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) son seccionalmente continuas.

1Una funcién matricial A seccionalmente continua en [fo,t] tiene todas sus funciones compo-
nentes seccionalmente continuas en [to,t].
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3.1.2. El Espacio Solucidn de %x(t) = A(t)x(t)

Teorema 3.3. Sea A(t) € M(n,n) una funcién matricial A : R — R™*" seccional-
mente continua en [t,,t]. Entonces el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion
z(t) = A(t)z(t) es un espacio vectorial de dimensidn n, una de cuyas bases es el con-
junto {¢s(t,t0,m)/ i =1,...,n}, donde ¢;(t,t.,m:) es la solucion de &(t) = A(t)z(t)
tal que ¢;(to,to,1;) = m;, siendo {n;/ i =1,...,n} la base estdndar®* de R™.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 3.1, por ser A(t) seccionalmente continua en
[, t], la solucién ¢;(t,t.,7;) de la ecuacién z(t) = A(t)z(t), con vector de estado

inicial z(t,) = 7, existe y es tnica, Vi =1,2,...,n.
Llamando W al conjunto de todas las soluciones de la ecuacién diferen-

cial £(t) = A(t)z(t), observamos que Vz;,z2 € W, Vay, ap € R, se cumple:

d . .
d—t(alwl (1) + aeza(t)) = a1Z1(t) + azda(t)
= aA(t)z1(t) + a2 A(t)z2(t)
= A(t)(ayz1(t) + azza(t))
Entonces, ayz;(t) + axze(t) € W, de modo que W es un espacio vectorial.

Veamos ahora que {¢;(t,¢,,%,)/ i =1,...,n} es una base de W:

Notamos que Vz € W/ z(t,) = %o, con zo = Y .1 047, ¥ ¥(t, to, To) definida como

¢(ta Lo, wo) = Z ai¢i(ta Lo, Th‘)

i=1

23 =(0,...,0,1,0,...,0)* es el i-ésimo vector de la base estdndar de R".
NSyt

{-posiciones
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se tiene

¢(t, t07 ZBO) = Z aiq'si(ta to, Th) = Z a’LA(t)qbl(ta tO; 777')
i=1 i=1

= A(t) Z ai¢i(t7 to, 771) = A(t)?’b(t, th Eo)

V(toy o, To) = udilto,te,h) = D st
=1 i=1

et 'IL'O

Entonces, ¥(t, ., 2,) € W y 9¥(to, to, Zo) = Z,. Por el teorema de existencia y unici-
dad de soluciones de ecuaciones diferenciales de la forma i(t) = A(t)z(t), con A(%)
seccionalmente constante, debe ocurrir que z(t) = ¥(t, to, To) = Yoy ii(t, to,m:) €

span{¢;(t,t.,m:)/ i =1,...,n}, por lo que W = span{¢;(t, to,m:)/ i =1,...,n}.

También, suponiendo que es cierto que
Z ai¢i(ta tmni) = 07 Vi e [to, t]
i=1

debe cumplirse, en particular, que
> idilto,te, ) = Dt =0
i=1 i=1

Ya que {n;/ i = 1,...,n} es linealmente independiente, debe ocurrir inicamente
que o; = 0,Yi = 1,...,n, de modo que {¢;(t,to,7:)/ i = 1,...,n} es un conjunto

linealmente independiente.

El que {¢i(t,to,m:)/ i = 1,...,n} sea un conjunto linealmente indepen-
diente que genera a W nos permite concluir que {¢;(¢,%.,7:)/ i = 1,...,n} es una
base de W. O

96



3.1.8. La Matriz de Transicién de Estado

Definicion 3.1. Se define la matriz de transicidn de estado, ®(t,1,), de la ecuacion
diferencial ©(t) = A(t)z(t), con A(t) € M(n,n) seccionalmente continua en [t., ],
como

@(t7 tO) = [¢1(t1 to,771|¢2(t, t07 172)' T |¢Tb(ta to;"ln))]a

donde ¢;(t,to,m;) es la solucion de £(t) = A(t)z(t) tal que ¢i(to, to, 1) = 15, Vi =

1,...,n, siendo {n;/ i=1,...,n} la base estdndar de R™.
Teorema 3.4. Algunas propiedades de la matriz de transicion de estado ®(t,t,) del
sistema ©(t) = A(t)z(t) son las siguientes:
1. &(t,,t,) =1
2. ®(t,t,) satisface lo ecuacion diferencial matricial M(t) = A(t)M(t),
M(t,) =1, donde A(t), M(t) € R**"

Demostracion.

L. (I)(toa to) = [¢1(t°1 to, 771)| cee |¢n(t0a to,nn))] = [771' ce Inn] =1

2. Derivando ®(t,1,) se obtiene:
(b(t; to) = [qu_(t, to; 771)| re qun(ta to,ﬂn)]
= [A()p1(t,20)] .- - [A@) @t o, )] = A()D(2, 25)

Proposicién 3.1.

La solucidn de &(t) = A(t)z(t), con z(to) = Zo, es z(t) = ®(t,1.)x,, Vt.

Demostracién. Sea z(t) una solucién de £(t) = A(t)z(t), con z(t,) = z,. Observamos

los siguientes hechos:
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n Dy(B(L, to)zo) = A(L)B(L, o) zo = A(t)(2(t)7.), ¥

n (@(to,to)azo)hzto = &(t,,t0)T0 =1z, = T,

Entonces ®(t, t,)z. también es una solucién de z(t) = A(t)z(t) que satisface z(t,) =

Z,. Por el teorema de existencia y unicidad, z(f) = ®(¢, t,) .. O

3.1.4. La Forma Ezxponencial de la Matriz de Transicion de Estado

Bajo ciertas condiciones, la matriz de transicion de estado tiene la for-

ma exponencial

®(t,t,) = exp ( tA(q) dq)

to

En esta seccion estudiaremos las condiciones bajo las cuales esto sucede.
Definicién 3.2. Dos matrices A y B conmutan si y sélo st AB = BA.

Teorema 3.5.
i
Si Alt) y AQt) = / A(q) dg conmutan, Vt, entonces la matriz de transicidn de

to
estado de £(t) = A(t)z(t), t € [t., 1], estd dada por la siguiente expresion:

®(t,to) = exp ( /t ;A(q) dq)

= I. También, si A(t) y A(t)

t=to

Demostracion. Evidentemente, exp ( fti A(q)dq)

conmutan, se tiene que para k > 1,

‘ {% ( /t:A(q)dq)k} - A ([ g

k-1
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de modo que

Lo ([ ) = 2 i% (/ tA(qmq)k
_ A(t)g@_l—l)!(/;A(q)dq)k—l
= A(t)é%(/tA(Q)dQ>k

to

= A(t)exp ( /t : A(Q)dQ)

Como se vé, exp ( fti A(q)dq) es una solucién de la ecuacién diferencial matricial
M(t) = A(t)M(t) con M(t) = 1. Sabemos que ®(t,t,) también es una solucién de
esta ecuacién, de modo que por el teorema de existencia y unicidad, se debe cumplir

la relacién ®(t,t,) = exp ( ftt A(q)dq). O

En el siguiente teorema se dan tres casos en que A(t) y A(t) conmutan,

asi como las correspondientes formas de ®(t,t,).

Teorema 3.6. A(t) y A(t) = ftt A(q) dg conmutan si cualquiera de las siguientes

afirmaciones se cumple:

1. A(t) = cte. En este caso ®(t,1,) = eAlt—to)

2. A(t) = a(t)M, donde a : R — R es una funcién, y M es una matriz
constante. En este caso, ®(t,t,) = exp (]\{[ f:o a(q)dq)

k
3. At) = Zai(t)Mi, donde a; : R — R es funcidn, Vi =1,...,k y los
=1

M s son matrices constantes que satisfacen la condicién M;M; = M; M;,

Vi # j. En este caso, ®(t,t,) = Hf=1 exp [MZ fti a,i(q)dq].
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3.1.5. La Matriz Fundamental

Definicién 3.3. Toda matriz M(t) € M(n,n) que satisface la ecuacién diferencial

matricial

M(t) = AM (), M(t,) = M., (3.1)
con det(M,) # 0, es una matriz fundamental de £(t) = A(t)z(t).

Nota 3.1. La matriz de transicion de estado es una matriz fundamental porque

satisface la Ecuacion (8.1), con M, = 1.

Proposicién 3.2. Si det(M,) # 0,= det(M(t)) # 0 Vt.

Demostracion. Supdéngase que 3t; € R/ det(M(t1)) = 0, o lo que es lo mismo, que
dv # 0/ M(t1)v = 0. Definiendo 2(t) = M (t)v, observamos que 2(t) = A(t)z(t) y
z(t1) =0, y que, por el teorema de existencia y unicidad, z(t) = 0, V¢. Esto implica
que, en particular, z(t,) = M,v = 0, o que det(M,) = 0, lo cual representa una

contradiccién. Por lo tanto, det(M(t)) # 0, Vt. O

Nota 3.2. Lo dultimo significa que el conjunto de todas columnas de una matriz fun-

damental M(t) es una base del espacio de soluciones de la ecuacidén z(t) = A(t)z(t).

Corolario 3.1. Si M(t) es una matriz fundamental de &(t) = A(t)z(t), enton-
ces la matriz de transicion de estado de ©(t) = A(t)z(t) es dada por ®(t,t,) =
M(£)[M(t,)]™

Demostracion.
Como Dy(M()[M(t,)]™") = A@R(M(O)[M ()] ™) y M(O)[M(¢)]  ims, = L, se tie-

ne que M(2)[M(t,)]™" es una solucién de la ecuacién diferencial matricial P(t) =
A(t)P(t) con P(t,) = I Sabemos que ®(t,t,) también es una solucién de esta

ecuacién diferencial matricial, entonces, por el teorema de existencia y unicidad

concluimos que ®(t,t,) = M(t)[M(t,)]™*. O
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3.1.6. Propiedades de la Matriz de Transicién de Estado

Teorema 3.7 (Propiedad de semigrupo).
O(t,t,) = O(t,t1)P(t1,ts), Vi1, to, T

Demostracion. Se verifica facilmente que ®(t,,) y @(t, t;)®(t1, t,) son dos soluciones
de la ecuacién diferencial matricial M (t) = A(t)M(t) con M(t,) = ®(t1,t,). Por el
teorema de existencia y unicidad se concluye que ®(t,t,) = D(¢, 1) P(¢1, to), Vi1, to, L.

a

Teorema 3.8 (Propiedad inversa).

®(t,t,) es no singular, y [B(t,1,)] = ®(to, 1), Vi, to.

Demostracién. Por la Proposicién 3.2, la matriz de transicién de estado, ®(t,¢,),
que es una matriz fundamental, satisface det(®(t,%,)) # 0, Vi, 1., o lo que es lo
mismo, ®(t,t,) es invertible, Vi,¢,. Ademds, por la propiedad de semigrupo de a
matriz de transicién de estado, se cumple: ®(t,,t)®(¢,t.) = ®(t,,t,) = I, de modo
que se prueba que [®(t,t,)]™! = ®(to, t), Vi, to. O

Teorema 3.9 (Férmula de Liouville).
t
det[®(t,t,)] = exp [/ tr [A(q)]dq]
to
Demostracion. Para h suficientemente pequefia, se tiene que

D(t+ht) = B, i)+ hAR)D(, L)
= h[AT+ A@R)]®(, to)

Tomando determinantes en ambos lados se obtiene

1

- I+ A(t)] det[®(¢, to)]

det[®(t + h,t,)] = A" det [
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La aplicacién del algoritmo de Leverrier (Teorema A-3.5) con los ajustes necesarios

para los signos resulta en

B det E T+ A(t)} — e [(%)” + al(t)(%)"_l S an(t)}
= 1+4a;(t)h+ az(t)h® + ... + a,(t)R"
~ 1+ htr[A)]

nuevamente, para h suficientemente pequefia. Esto a su vez da lugar a la aproxima-
cién

det[@(t + R, 1.)] = [1 + htr[A(D)]] det[®(E, 1,)]

Restando det[®(%,t,)] de ambos lados de esta ecuacién, definiendo
A det[®(t,1,)] = det[®(t + h,t,)] — det[®(t, t,)]

y dividiendo por el tamafio de paso h se llega a

A det[®(t, t,)]

- ~ tr[A(t)] det[®(2, L, )]

Haciendo tender h hacia cero, la continuidad y la diferenciabilidad seccional de
®(t, t,), implican
d

= det[®(2,t,)] = tr[A(t)] det[®(¢, 2, )]

que es una ecuacion diferencial cuya solucién es exp { fti tr[A(q)dq]]. O

3.1.7.  La Solucion Completa de la Fcuacidn de Estado

En las secciones anteriores se resolvio la ecuacion de estado homogénea,
es decir, para el sistema autdnomo, sin excitacidn o entrada externa u(t). A conti-

nuacion desarrollamos la solucién completa del sistema dindmico.
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3.1.7.1. Caso Variante en el Tiempo

Teorema 3.10. La solucidn completa de la ecuacidn dindmica de estado variante

en el tiempo

(t) = AW)z(t) + Bt)u(t), z(t.) = zo

(32)
y(t) = C(t)=(t) + D(t)u(t)
o(t) = B, t)zo + /t B(t, ¢) B(q)u(q)dq, (3.3)
donde

1. ®(t,t,)z, es la respuesta de estado de entrada cero.

i
2. / (t,q)B(q)u(q)dq es la respuesta de estado, de estado inicial cero.
t

Demostracion. Antes de demostrar formalmente este teorema, realizaremos una. de-
rivacién heuristica de él con la finalidad de mostrar la aplicacién de propiedades de

los sistemas lineales estudiadas hasta este momento.

Derivacién heuristica: Sean P = {t;/ i =0,1,...,m},cont, <t1 < ... <ty =1,
una particién de [to,t], ¥ [ti-1,t:], ¢ = 1,...,m, el i-ésimo intervalo de [t,,?], de

tamaho Azt = tz - ti—l-
Definamos ahora

U(t) y t e [ti——l; tz]
0 , tE€[te,t]\ [ti1, 1)

u;(t) =

de modo que
= i, ZW

Veamos una aproximacién a la respuesta de estado (Definicién 2.13), z(t) =

Ne[u(t), z.], del sistema N en el instante ¢ a la entrada u cuando z, es el estado en
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el instante inicial ¢,:

a;(t) = Ne[u(t),a?o]
= NO(t), zo] + N[u(t),0(t,)]

= ®(t,t)zo + N, [ i ;u,-(t),o(to)]

= O(t,to)T, + #féo iNe [ui(t),0(ts)] (3.4)
Pero,
d
N0 00, % Nl 00 e, + (5 Mels,00) )| A

= Ne[us(?),0(to)] |t=t,-_1
+ (Altie) Nefes(®), 00 e, + Bltss)usltir)) Ait

Como Nefu;(t),0(to)]|,—,, , = 0, esta ecuacién se reduce a
Nefui(t), 0(to)]l—y, = B(tim1)us(ti-1)Ast
Entonces,

Nefu;(t),0(t.)] 2 ®(t,t;) Nelu;(t), 0(2o)]lezs,

Reemplazando (3.5) en (3.4) se obtiene

z(t) = Nelu(t), o]

= B(t,t)z0 + lim i@(t, £) B(ti— i (ti1)) At (3.6)

64



Recordando la definicién de la integral de Riemann podemos escribir (3.6) como

z(t) = Ne[u(t), z,) = O(t,t.)xo + /tq)(t,q)B(q)u(q)dq

to

s

Respuesta de estado —
Respuesta de estado

de entrada cero. L
con estado inicial cero.

Derivacién formal:

» Respecto a la existencia y unicidad de la solucién de (3.2), ellas son

sustentadas por el Teorema 3.2

» En lo que sigue de nuestra prueba, resulta 1itil la regla de Leibnitz para

derivar bajo el signo integral. Esta regla dice lo siguiente:
‘ ug(a)
St g(@) = [ e
uy(a

uz (@)
> = [ e s )G - )0 g

Aplicando esta regla, se tiene:
d t
%[00+ [ 2 0B@ua]
to

= Gt t)me+ o / 8(t,0)B()ula)dq

= AWBG e+ [ 2 (20,0 B@u(0)} da-+ 200, OB(Ou()

AW )zt [ AW, ) Bl@)ula)dg + Byu(t)

to

= 40 ot + | 80, 0B(@ula)dd] + BOu)

De este modo, se observa que ®(¢, ,)z, + fti ®(t, q) B(q)u(q)dq satisface
la ecuacién diferencial (3.2), luego, por unicidad, la solucién completa

de (3.2) es (3.3).
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Corolario 3.2. La respuesta del modelo de estado variante en el tiempo,

() = A(t)z(t) + B)u(t), z(ts) = o
y(t) = C()z(t) + D(t)u(t)

es

y(t) = C) (¢ to)7o + C(t) /t t (¢, 9) B(q)u(q)dg + D(t)u(t), 3.7)

e’

Respuesta de —~~
Respuesta de estado cero

entrada cero

3.1.7.2. Caso Invariante en el tiempo

De particular interés resulta la respuesta de los sistemas lineales inva-

riantes en el tiempo, cuyas ecuaciones son de la forma

Ax(t) + Bu(t), z(t,) =z
Cz(t) + Du(t),

z(t)
y(t)

donde las matrices A, B,C, y D son constantes. Los teoremas y proposiciones si-
guientes consecuencias inmediatas de los Teoremas 3.5, 3.6, 3.8, y 3.10 del caso
variente en el tiempo, de modo que, en su mayor parte, dejamos sus pruebas como

ejercicios para el lector.

t

Proposicién 3.3. A y A= | Adg conmutan.
to

Teorema 3.11.
(i, 1,) = oo Adt _ SA(t—t0) _ ®(t — t,,0)

Oservacién 3.1. Debido a lo que afirma este teorema, se acostumbra escribir ®(t —

to) en lugar de ®(t,t.).
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Teorema 3.12. La solucion completa para la dindmica de estado lineal invariante

en el tiempo tiene la forma

¢
z(t) = eAlt—to)p 1 / eA(t_‘I)Bu(q)dq (3.8)

to

Corolario 3.3. La respuesta del sistema de modelo de estado lineal invariante en

el tiempo es
y(t) = Cx(t) + Du(t),

donde z(t) es dada por la Ecuacidn (3.8).

3.2. Solucion de la Ecuacion de Estado en
Tiempo Discreto

En esta seccion tratamos la matriz de transicién de estado, la matriz

fundamental, y la solucion de la ecuacion de estado en tiempo discreto

2k + 1) = Alk|z[k] + Blk]ulk]
ylk] = ClKjz[k] + DlFulk]

3.2.1. La Matriz de Transicion de Estado y sus Propiedades
Definicién 3.4. La matriz de transicion de estado del modelo de estado en tiempo

discreto z[k + 1] = A[k)z[k] es la matriz ®@[n, k] que satisface z[n] = @[n, k]z[k],
Vz[k].
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Podemos derivar una expresion para ®[n,k] observando el siguiente

desarrollo:

ok+1) = Alkz[k]
ok+2 = Alk+1zk+ 1] = Alk + 1) A[k]z[k]

zln) = Aln—1]An—2]... Alk+ 1) A[k]z[k] = HAL;

Esto sugiere la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.4.

k]l = ﬁA[y] = Aln —1)A[n—2]... A[k + 1] A[K]

Las siguientes proposiciones exponen tres propiedades de la matriz de

transicion de estado.

Proposicién 3.5.
Ok +1,5] = Alk|®[k,5], @[,71=1 k=7
Proposicién 3.6 (Propiedad de semigrupo). Paran > k > j,
ln, k|[k, j] = ®[n, j]

Proposiciéon 3.7 (Propiedad de Inversién). Si A[k] es no singular, Vk,
k

(@[, k)7 = ] (Alk)"

j=n-—1
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3.2.2. La Matriz Fundamental

La nocion de matriz fundamental estd asociada a la de una base del
conjunto de soluciones de la ecuacion z[k + 1] = A[k]z[k]. Veremos aqui la relacién

que hay entre la matriz de transicion de estado y la matriz fundamental.

En el desarrollo de nuestro estudio resulta de gran utilidad el siguiente

teorema cuya demostracion es sencilla.

Teorema 3.13. El conjunto solucidén de la ecuacién de estado zik + 1] = Alk]z[k],

con Alk] € M(n,n), es un espacio vectorial de dimensién n.

Definicién 3.5. Un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion dindmica
de estado z[k + 1] = A[k]z[k], donde Alk] € M(n,n), es un conjunto linealmente

independiente de n de sus soluciones (sucesiones).

Oservacion 3.2. Un conjunto fundamental de soluciones es una base del espacio

de soluciones de la ecuacion de estado z[k + 1] = A[k]z[k].

Definicién 3.6. Una matriz fundamental de la ecuacidn de estado z[k + 1] =
Alk|z[k], con Alk] € M(n,n), es cualquier matriz cuyas columnas forman un con-
junto fundamental de sus soluciones. Es denotada por V[k] = [z'[K]|Z?[K]| ... |z"[k]],

donde {{z[k]}/i=1,...,n} es un conjunto fundamental de soluciones.
Como cada columna de una matriz fundamental satisface la ecuacidn
de estado 'k + 1) = A[k]z*[k], Vk > 0, resulta la siguiente proposicion.

Proposicién 3.8. Toda matriz fundamental satisface la ecuacion matricial en di-

ferencias Uk + 1] = A[k]¥[k].
Nota 3.3. La matriz de transicion de estado es una matriz fundamental.

Proposicion 3.9. Si Alk] es no singular (invertible), Vk, entonces cualquier matriz

fundamental asociada, U[k], es no singular, Vk.
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Demostracion. Supéngase que la matriz fundamental, ¥[k], no es no singular Vk,

esto es, que Ik, tal que Y[k, es no singular, mientras que Y[k, + 1] es singular.

Como ¥lk, + 1] = A[k,)¥[k,], por ser ¥ una matriz fundamental, el
calculo del determinante de ambas partes de esta ecuacién resulta en |¥[k, + 1]| =
[ A[ko]|| W[ks]|. Debido a nuestra suposicién, se cumple que | Uk, +1]| = 0y |¥[k,]| #
0, de modo que |A[k,]| debiera ser igual a cero, o, lo que que es lo mismo, Alk,]
debiera ser singular, hecho que estaria en contradiccién con la naturaleza no singular

de A[k],Vk. De este modo, concluimos que ¥[k] es no singular, Vk. O

Proposicion 3.10. Si Alk| es no singular, Yk, entonces la matriz de transicion de
estado ®[n, k] y cualgquier matriz fundamental de soluciones ¥[k] de la ecuacidn de
estado z[k + 1] = A[k]z[k], con Ak] € M(n,n), satisfacen la relacion @[n, k] =
U] U1k}, Vn > k.

Demostracion. Como para toda solucién {z[k]} de z[k + 1] = A[k]z[k] se cumple
z[n] = ®[n, kjz[k], sigue que ¥[n] = @[n, k]¥[k] y, ya que por la Proposicién 3.9,
T[k] es no singular, Vk, entonces ®[n, k] = U[n]T1[K]. O

3.2.8. La Solucion Completa del Modelo de Estado en Tiempo
Discreto

Dada la ecuacion de estado

ok + 1] = Alkjz{k] + BKu[k],
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por evaluacion directa se obtiene:

(1] = Af0)z[0] + B[o]ul0] -

2[2] = Alllz[1] + B[iu1]

z[2) = A[1]A[0]z[0] + A[1]B[0Ju[0] + B{L]u[l]

23] = A[2)z[2] + B[2Ju[2)
= A[2JA[1]A[0]z[0] + A[2]A[1] B[0]ul0] + A[2] B[1Ju[1] + B[2}u[2]
= ®[3,0]z[0] + ®[3, 1] BIOJu[0] + B[3, 2| B[1]u[1] + @[3, 3| B[2]u[2]

De este modo, para k‘z 1,
k-1
olk] = @[k, 0J[0) + Y @[k, 5 + 1] Bljlulj]

=0

Oservacién 3.3. En k = 0 la suma no estd definida, de modo que la féormula se

reduce a z{0], la condicién inicial dada.

Teorema 3.14. Sea el modelo de estado en tiempo discreto

zlk+ 1] = Alk]z[k] + Blklulk], con condicién inicial [0),
ylkl = Clklz[k] + D[E]ulk]

y una sucesion de entrada {ulk]}, k > 0. La solucidn de la ecuacidn en diferencias

estd dada por

o] = Blk,Ojalo] + Y 8k, + UBLluls)
vl = CIHOLk,Ofal0] + Y CIH®[k, 5 + 1) Blsluls} + DIFus
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3.2.4. El Modelo de Estado en Tiempo Discreto Invariante en el
Trempo

El modelo de estado de un sistema lineal invariante en el tiempo, en

tiempo discreto tiene la forma

zlk+1] = Az[k]+ Bulk], z[0] =z, (3.9)
ylk] = Czlk] + Dulk]

donde las matrices A, B,C, D son constantes.
El Teorema 3.14, con Alk] = A,Vk da lugar al siguiente teorema.

Teorema 3.15. El sistema de la Ecuacion (8.9), con sucesion de entrada {ulk]},

k > 0 tiene como solucion

k-1
k] = AFz0]+)  A* I Bulj]

k-1
= Afzl0]+ )  A'Bulk—1—j, (3.10)

=0

donde la matriz de transicidn de estado ahora tiene la forma
o[k, 5] = @[k — j,0] = ®[k—j]= A

Oservacién 3.4. Si A tiene la factorizacion A = TDT™, entonces la ecuacién

(8.10) se reduce a

k—1

zlk] = TD*T™'g[0]+T Y  D* ' T~ Bulj] (3.11)
j=0
k—1

6 zlk] = TDFT'z[0] + T DT Bulk —1—j] (3.12)

§=0
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3.2.5. Discretizacion de Sistemas Lineales en Tiempo Continuo

Considérese la ecuacion en tiempo continuo

z(t) = Az(t)+ Bu(t) (3.13)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (3.14)

Si el conjunto de ecuaciones va a ser resuelto en una computadora, debe ser discre-

tizado como sigue. Debido a que

i(t) = ql}g%) z(t + TTZ)1 — x(t),

podemos aprozimar (3.13) como
z(t+T) = z(t) + Az(t)T + Bu(t)T (3.15)

Si calculamos z(t) y y(t) solamente ent = kT, para k =0,1,..., entonces (8.13) y
(8.14) se vuelven

z((k+1)T) = I+ TA)z(kT)+ TBu(kT) (3.16)
y(kT) = Cz(kT)+ Du(kT) (3.17)

Definiendo z[k] = z(kT), ulk] = u(kT),

~

A=1+TA, ylkl=y(kT), B=BT
podemos escribir (8.13) y (3.14) como

zlk + 1 Az{k] + Bulk]

ylk] = Cuzlk] + Dulk]

i
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FEstas ecuaciones describen un sistema lineal en espacio de estado, invariante en el
tiempo, en tiempo discreto. Estas ecuaciones pueden ser calculadas fdcilmente en

una computadora.

FEsta discretizacion es la mds fdcil de llevar a cabo, pero produce los
resultados mds imprecisos para la misma T. A continuacién discutimos una discre-

tizacion diferente.

3.2.6. Sistemas Lineales en Tiempo Continuo con Entrada
Seccionalmente Constante

Si una entrada u(t) es generada por una computadora digital, sequida
por un convertidor digital a analdgico, entonces u(t) serd seccionalmente constante.
Esta situacion surge frecuentemente en el control por computadora de sistemas de

control. Sea

u(t) = w(kT) 2 ulk], para kT <t < (k+1)T (3.18)
parak =0,1,2,.... Esta entrada cambia sus valores solamente en instantes discretos

de tiempo. Para esta enirada, la solucidn de (8.13), segin el Teorema 3.12 es

(k1)

T
2k +1] 2 2((k+ 1)T) = AEDT-ET (KT + / eAEDT=7) By(r)dr (3.19)

KT

la cual puede escribirse, después de sustituir (3.18) e introducir la nueva variable

a=kT+T—1T1, como

e[k + 1] = e Tx[k] + ( /0 i eA"‘da) Bulk]

De este modo, si una entrada cambia de valor solamente en instantes

discretos de tiempo kT y si calculamos solamente las respuestas ent = kT', entonces
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(3.13) y (5.14) se vuelven

zlk+1] = Agzlk] + Byulk] (3.20)
yk] = Caz[k] + Dgulk] (3.21)
Ag=e'T By = (/T BATdT) B, Cy=C, D;=D (3.22)

Esta es una ecuacion de un sistema lineal en espacio de estado en tiempo discreto.

Notese que no hay aprozimacion envuelta en esta derivacion.

De la discusién anterior podemos plantear la discretizacion de un sis-

tema lineal invariante en el tiempo de la siguiente manera alterna (véase la Figura

3.1):

u(t) {u(kT)} a(t) #(t) = A&(f) + Bi(t)

(@)
Muestra | ‘
T> UT a‘:____,"> Retenedor‘:> 3(t) = CE(t) + Di(t) :>

Muestra
T

{afk]} = {u(kT)} &k +1] = Aus{k] + Byillk]

9k = CuslH + DatlK] —>

Figura 3.1: Discretizacion a través de la aproximacién seccionalmente constante de
la entrada. Obsérvese que §(kT) = k] = y(kT), Vk.

51 un sistema lineal invariante en el tiempo en tiempo continuo de en-

trada u(t), salida y(t) y vector de estado z(t) tiene ecuacion

2(t) = Az(t) + Bu(t), z(0)=z,
y(t) = Cax(t) + Duft),

(3.23)
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un sistema en tiempo discreto que lo aprozima (su discretizacion) es el que resulta

de considerar la aprozimacion seccionalmente constante u(t) de uw(t) definida como
a(t) = uw(kT), para kT <t<(k+ 1T

La respuesta del sistema lineal (3.28) a la entrada i(t) con condicidn inicial z, en
t = 0 serd §(t), una aprozimacion a y(t), la respuesta del sistema (3.23) a la entrada

u(t) con z(0) = z,. En este caso la relacion entre u(t), §(t) y Z(t) es

#(t) = Az(t)+ Ba(t), %(0)= =z,
9(t) = CZ(t) + Du(t)

Como ya se estudid, el sistema lineal invariante en el tiempo (3.23) es aprozimado

por el sistema lineal en tiempo discreto (su discretizacion) de ecuacion

Bk+1 = Agilk] + Bailk], 0] = zo
oK) = Cuz[k] + Dgilk]

donde -
Ad = GAT, Bd = (/ 6ATd7') B, Cd = C, Dd =D (324)
0

Témese en cuenta que k] = Z(kT) = z(kT), y 9lk] = §(kT) = y(kT), Yk, y que

la aprozimacion mejora haciendo T mds pequerio.

76



Ejemplo 3.1. Supdngase que se desea determinar la discretizacion, segin lo estu-

diado en la Seccion 3.2.6, para el periodo de muestreo T = 0.1 del sistema

&(t) = Az(t)+ Bu(t), z(0)=z,
y(t) = Cz(t)

2] e [] et e[

En este caso, se puede verificar que las matrices del sistema discretizado

sonC'd=[1 0], D;=0,y

donde

-0.1 -0.
Ag=eT= | ° ) : de(/TCATdT)B= Lo
0 0.5(1 —2792)

3.3. Respuesta Impulsiva y Funcién de
Transferencia

3.8.1. Caso: Sistemas en Tiempo Continuo

3.3.1.1. Respuesta Impulsiva

Definicién 3.7. La respuesta impulsiva de un sistema lineal, agrupado, variante en

el tiempo es una aplicacion matricial H : R x R = R™™ definida como

H(t,7) = [ha(t,7)] ... (2, 7)],
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donde cada columna hy(t,7) es la respuesta de estado cero del sistema relajado en

—00 a la entrada impulsiva 6(t — 7)n;, con

m=( 0,...,1 ,0,....0eR™ i=1,....m
S———
i-posiciones

Oservacién 3.5. Para sistemas causales, H(t,7) = [0] siempre que t < .

Teorema 3.16. La respuesta, y(t), de un sistema lineal, de operador N, de matriz de

respuesta impulsiva H(t, ), ante la entrada u(t), estd dada por la siguiente relacidn:
(e o]
y(t) = N[u(t)] = / H(t, ryu(r)dr (3.25)
—00
Demostracion. Supéngase que u(t) = [uq(t), . . ., um(t)]*, donde

w(t) = Mm > u(kA)Sa(t — kA)A

WPll—0 4

donde P es una particién del intervalo de tiempo sobre el que estd definida u, y || P||

es la norma de P, de modo que podemos escribir

u(t) = Zuz = i (Hlljlnrr_l)OZuz(kA )t — k:A)A) 7;

Entonces, por la linealidad del sistema, y la definicién de la integral de Riemann,

y(t) = Nju(t)] = ) Igllfnozu,(m 6a(t — KA)]A

= 2:: /_ ooui(T)hi(t,T)dTZ /_ :H(t,r)u(f)df
1

Oservacioén 3.6. El Teorema 3.16 es vdlido tanto para sistemas lineales concentra-

dos como para sistemas distribuidos.

78



Teorema 3.17. La respuesta impulsiva de un modelo de estado lineal, agrupado,

variante en el tiempo de ecuaciones

B(t) = A@)z(t) + B)u(t)
y(t) = C()=(t) + D()u(t),

con z(t) € R, y(t) € R", y u(t) € R™ es:

H(t,7) = { C(t)(t, 7)B(r) + D()S(t —7) , t > 7
[O] ,t<T

Demostracion. Tomando en cuenta la naturaleza causal de nuestro sistema y el
Corolario 3.2, la respuesta h;(t,7) del sistema relajado en —oo (z(—o00) = 0) a la

entrada §(t — 7)n; es

0w [ 90,9B@5a - dan+ DEIE - )12 7

hi(t,’r) =
[o,...,0t ¢ R" <

[ [C)B(t, 7)B(r) + DSt —)ms , £ > 7

6 hi(t,7) =
t[o,...,o]teRT E<T
[ Cwa(t,7)B(r) + D)t —7),t> T

= H(t,7) = T
\[O]ER’"X"” t<T

d

Ejercicio 3.3.1. Verifiquese que la respuesta y(t) de un sistema lineal, causal, re-
lajado en t., de ecuaciones &(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t),
y de respuesta impulsiva H(t, ) satisface la relacién
t : t
y(t) = / Ht, ryu(r)dr = @) [ (t,7)B()u(r)dr + DEul), t>t,
to to
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Corolario 3.4. Si A, B,C, y D son matrices constantes, la respuesta impulsiva del

modelo de estado invariante en el tiempo es

Cer"B 4+ D§(t—7),t>7
H(t, 1) = (3.26)
[0} € R *™ ,t< T

Oservacién 3.7. En el caso de sistemas lineales invariantes en el tiempo se verifica
la relacion H(t,7) = H(t — 7,0). Por esta razén, en el caso de sistemas lineales

invariantes en el tiempo, se acostumbra escribir H(t — 7) en vez de H(t, 7).

3.3.1.2. Funcién de Transferencia

Sea el modelo de estado invariante en el tiempo

&(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t).

Aplicando la transformada de Laplace se obtiene:

sz(s) —z(0) = Az(s)+ Bu(s)
y(s) = Cz(s) + Du(s)

Resolviendo para z(s) e y(s) resulta:

z(s) = (sT — A)~'z(0) + (sI — A) ' Bu(s)
\_—.\,—_/ L S 7y
Representa a la respuesta  Representa a la respuesta

de estado de entrada cero.  de estado de estado cero.

y y(s) = C(sl - A)—lm(Ol + [C(sl - A)'B+ Dlu(s)

Representa o la respuesta  Representa a la respuesta

de entrada cero. de estado cero.

80



Nétese que si x(0) =0,

= y(s) = [C(sl — A)™'B + D]u(s)

También, si u(t) = 0, entonces z(s) = (sl — A)~1x(0), de modo que
B(t) = e = L7H{(sI— A)7"} (3.27)

Definicién 3.8. La funcidn de transferencia del modelo de estado invariante en el

tiempo se define como

H(s)=C(sl— A)"'B+D (3.28)

3.3.1.3. Relacién Entre la Respuesta Impulsiva y la Funcién de Transferencia

Teorema 3.18. En el caso de sistemas lineales invariantes en el tiempo, en tiempo

continuo, se cumple la siguiente relacion:
H(t) = L7{H(s)}
Demostracion. De la Ecuacién (3.26) se tiene

CeMB+ Dé(t) ,t>0
H(t) =
[0] € RT>™ , <0

Sabemos ademés que, por (3.27), et = L71{(sI—A)7'}, y que, por la Definicién 3.8,
H(s) = C(sl — A)~'B + D . Entonces

L{H(t)} = C(sl - A)7'B + D = H(s)
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3.8.2.  Caso: Sistemas Lineales en Tiempo Discreto
3.3.2.1. Respuesta Impulsiva

Definicién 3.9. La respuesta impulsiva de un sistema lineal variante en el tiempo

es una aplicacion matricial H : R — R™™ definida como
Hik, j] = [ halk, 5] | halk, 4] | - .| helK] ], (3.29)

donde cada columna hilk, j] es la respuesta de estado cero del sistema relajado en

—o00 a la entrada impulsiva 6[k — jln;, con

ni=[07"',0,1;07-'-,0]tERm, i———l,...,m
N e’

1-poSiCIONES
Oservacién 3.8. Para sistemas causales, H{k.j] =0, Vk < j.

Teorema 3.19. La respuesta y[n| de un sistema lineal de operador N, de respuesta

impulsiva Hn,j] a la entrada u[n] estd dada por la siguiente relacion:

ylnl = Y Hin, jlulj]

j=—00

Demostracién. Como

uln] = Zui[n]m = Z Z dln — j]“iU]) ys
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entonces, por la linealidad del sistema,

yln] = Nluln]] = X:Z:WMN[h—ﬂM

m oo

O

Teorema 3.20. La respuesta tmpulsiva de un modelo de estado lineal, variante en

el tiempo, de ecuaciones

zlk+1] = Alk|z[k] + Blklulk]
ylk] = Clklz[k] + D[k]ulk]
Clk)®[k,j + 1]B[j] , k> j
[0] € M(r,m) k<

Demostracion. Tomando en cuenta la naturaleza causal de nuestro sistema y el

Teorema 3.14, la respuesta h;[k, j] del sistema relajado en —oo (z[—o0] = 0) a la

83



entrada é[k — j]n; es

k-1
halk, 7] J C[x] Z @[k, p+ 1]Blp|d[p — j]m: + D[k]olk — j]mi , k> j

p=—oo
L [0,...,0" eR” Jk<j
[ ClHB[k, j + 1Bl , k> j
6 il = 3 Dl k=j
l[O,...,O]teR" k<
Entonces

Clk)®[k,7 +1]Blj] , k> j
Hlk,j1={ D[] k=37
[0] € M(r,m) Y k<j
O
Corolario 3.5. La respuesta ylk] de un sistema lineal, causal, relajado en k., de

ecuaciones [k + 1) = A[k]z[k] + B(klu[k], y[k] = C[k]|z[k] + D[klulk], v de respuesta

impulsiva H[k, j] satisface la relacion

Wi = S Hikglulg = 3 Hlk, pluly

p=—00 p=ko
k-1
= ClK Y @lk,p+1Blplup] + DIKJulk], &> k.
p=ko
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Demostracion. Vk > k.,

k k-1
ylk] = > Hlk,plulpl = H[k, plulp] + H[k, Kulk]
p=ko p=ko
k—1
= Y CIK®[k,p + 1] Blplulp] + DIk]u[k]
p=ko
k—1
= CIK Y ®[k,p+ 1]Blplulp] + DIkJulk]
p=ko

d

Corolario 3.6. Si A,B,C, y D son matrices constantes, la respuesta impulsiva

para el modelo de estado invariante en el tiempo es

CAF*-1B  k>k,
Hlk, k) =4 D k=k, (3.30)
[0] € M(r,m) , k < ke

Oservacién 3.9. En el caso de sistemas lineales invariantes en el tiempo, se verifica
la relacion H[k,k,| = H[k — k,,0]. Por esta razén, en el caso de sistemas lineales

invariantes en el tiempo, se acostumbra escribir H{k — k| en vez de H[k, k..

3.3.2.2. Repaso: La Transformada Z

Definicién 3.10 (La Transformada Z). Definimos la transformada Z de una sefal

en tiempo discreto {ul[k]}, k=10,1,2,... como
Z{ulk]} = Y _ulkle™ = ul4,
k=0

con z una variable compleja.
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Ejemplo 3.2. Si u[k] = a*17[k], = Z{u[k]} = ia’ con regién de convergencia

z
[2] > [al. <

Teorema 3.21 (Algunas propiedades de la transformada Z). Dos importantes pro-

piedades de la transformada Z son

Z{ulk—n]} = z7ul] +u[-1z7"" + .+ u[-n+ 127t + u[-n]
Z{ulk+n]} = 2"ulz] —u[0]z" —u[l]z" " — ... —uln — 1]z

3.3.2.3. Funcién de Transferencia

Sea el modelo de estado invariante en el tiempo

zlk+1] = Az[k] +Bu[k]
ylk] = Czlk]+ Dulk]

Aplicando la transformada Z se obtiene:

zz[z] — zz[0] = Az|z] + Bulz]
ylz] = Czlz] + Dulz]

Resolviendo para x[z] e ylz] resulta:

z[z] = (21 — A~ Bulz] + 2(21 — A)"'z[0]
Representa a la respuesta Representa a la respuesta
de estado de estado cero de estado de entrada cero

ylz] = [C(L—A)"'B+Dlufe] +  Cz(zI—A)"'z[0]

— e

Representa a la respuesta Representa a la respuesta

de estado cero de entrada cero
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Nétese que si z[0] = 0, entonces

yle] = [C(1 — A B+ D) ul4

También, si u[k] = 0, entonces z[z] = z(zI — A)~1x[0], de modo que
B[k] = A* = 27" {2(2 — A)7'} (3.31)

Definicion 3.11. La funcidn de transferencia del modelo de estado invariante en

el tiempo se define como

H[z)=C(zl — A)™'B+D

3.3.2.4. Relacién Entre la Respuesta Impulsiva y la Funcién de Transferencia

Teorema 3.22. En el caso de sistemas lineales invariantes en el tiempo, en tiempo

discreto, se cumple la siguiente relacion:
Hlk] = 27{H[]}
Demostracién. De la Ecuacién (3.30) con k, = 0, se tiene:

Z{H[k]} =27'C i A*Bz* 4+ D

k=0
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Si A no es defectuosa y A =TAT™!, donde A = diag(\y, ..., \,), entonces

Z{H[K} = 27'CTY A2*T'B+D
k=0
= 2z7'CT[l -z 'A]"'T'B+ D

= z'C[I-2z"'A"'B+D
= Cld-A'B+D

= H[Z]
con regién de convergencia |z| > méx; [ M|, i=1,...,n. O

En la 4ltima parte de la prueba anterior se hizo uso del siguiente hecho:

la serie
o0

D sTNE=14sT A+ 524 = (1 - s

k=0

converge para [s7IA] < 1, entonces

Z _1A = T4z A+272A%+ ...
k=0

= (]I - z_lA)—la

Vz tal que || < 1, Y\ valor propio de z71A, o lo que es lo mismo, Y\ valor propio
de z71A. Como A = 271\, con )\, un valor propio de A, la serie converge para

[27\| < 1, VA valor propio de A.

Demostracion. (Prueba alternativa del Teorema 3.22)

88



De la Ecuacién (3.30) se tiene

CA*1B k>0
Hlkl=4 D k=0
[0] € M(r,m), k<0

Sabemos ademds que, por (3.31), A* = Z7{2(21 — A)~'}, y que, por la Defini-
cién 3.11, H[z] = C(2I — A)"*B + D . Entonces

Z{H[K} =D+ Cz'2(2l — A)"'B = C(zl — A)"'B+ D = HJ[Z]
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4 CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS LIT

4.1. Introduccién

Aqui nos ocupamos del problema de caracterizar aquellos estados que
son mutuamente transferibles de uno a otro mediante alguna entrada en un intervalo

finito de tiempo.

4.2. Definiciones Basicas y Equivalencias

Empezamos esta seccion explicando lo que se debe entender por un esta-
do controlable de un sistema invariante en el tiempo en tiempo continuo de ecuacién

dindmica de estado © = Az + Bu.

Definicién 4.1. Un estado z, = z(t,) € R™ es controlable sobre [t,,11] st existe una

entrada u(t) definida sobre [to,t1] tal que

t1
0= ®(t; — to)zo +/ ®(t1 — q)Bu(q)dg
to

Se dice que tal entrada u(t) conduce o transfiere z(t) de z, a 0 (bre-
vemente, conduce o transfiere z, a 0). Debido a la estructura asumida invariante
en el tiempo, un simple cambio en la variable de integracién y/o una traslacion del
intervalo [t,, t1] demuestra que si x, es controlable sobre [t.,t1], es controlable sobre
todo intervalo finito de tiempo. Parte de la demostracion de esta afirmacidon es como
sigue:

x, es controlable sobre [to,t1] si existe u(t) en [to, 1] tal que

t1
0=t — )z, + ®(t; — q)Bu(q) dg

to
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Haciendo en esta ecuacién g =7 — P, con P una constante real cualquiera, obtene-

mos
t1-+P
0=®(t: —to)zo + / ®(ty, — 7+ P)Bu(r — P)dr
to-+P
0
t1-+P
0 = &((t1 + P) — (t + P))zo + / B((ts + P) — 1) Bu(r — P) dr
to+P S——

o(r)
de modo que si T, es controlable sobre [to,t1], es controlable sobre [t, + P,t; + P,
VP € R pues la tltima ecuacidn nos dice que u(t) = u(t — P) conduce T, a 0 sobre

el intervalo de tiempo [t, + P, 11 + PJ.

Definicién 4.2. Se dice que el modelo de estado £ = Az + Bu es controlable (fre-
cuentemente llamado completamente controlable) si y solo si todo estado z, € R™ es

controlable.
Aqui, al decir “el par (A, B) es controlable” entenderemos que nos re-
ferimos a que el sistema es controlable.

Teorema 4.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (A, B) es controlable sobre [to,t1]
2. Vz, = z(t,), Ju(t), to <t <ty que conduce z, a 0.
3. Vo, z1 € R*, Ju(t), to <t <ty que conduce z, a T1.

4. Yz, € R™, Ju(t), t, <t <ty que conduce 0 = z(t,) a z1 = z(t1).

Demostracion.

1 &= 2: por la definicién de controlabilidad.

Veamos la prueba de 2 <= 3:

(=)

Haciendo z; = 0 en la afirmacién 3 se obtiene la afirmacién 2: Vz, =
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z(t,), Ju(t), to <t <t que conduce z, a 0.
(=)
Sean z;,zs € R™ cualesquiera, y sea T, = 1 — 2. Se tiene que 2 implica la existencia

de u(t) de modo que

0= &t —t.)(z1 — z2) +/t 1 ®(t1 — q)Bu(q) dg

Bt — o)z = B(t1 — to)z1 + /t 1 ®(t1 — q)Bu(q) dg (41)

Dado que ®(t; —%,)(R™) = R™, por la naturaleza no singular de ®(t), V¢, la definicién
23 = ®(t1 — to)T2, nOS permite notar que (4.1) dice que 2 = 3: Vz;, 2o € R”, Ju(t)
que conduce zy a Zs.

Veamos ahora la prueba de 3 < 4:

(=)

Haciendo z, = z(t,) = 0y z; = z(t:) en 3 se obtiene 4: Vz; € R”, Ju(t) que
conduce 0 a z;.

(=)

Sean z,,zs € R™ cualesquiera. Entonces 4 implica que Ju(t)/

1y — 1y = / " (t, — g)Bu(g) dg (42)

to

Como det ®(t1 — t,) # 0, 2, € R*/z; = P(¢1 — t,)%1. Reemplazando en (4.2),

queda:

i1
Zo = D(t; — to)E; + ®(t1 — q)Bu(q) dg
to
Esta ecuacién implica que VZ1, zo € R™, Ju(t), t € [to, 1] que lleva #; a z9, esto es,

que se cumple 3. O

Proposicion 4.1. El conjunto de todos los estados controlables es un subespacio

vectorial de R™ y es llamado el subespacio controlable.
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Demostracion. Sea W el subespacio controlable. Observamos lo siguiente:

Va, B € R, Vz; € W con correspondientes u;, i = 1,2 tales que
t1
0= B(ts — t.)m; + / B(t, — g)Bui(q)dg, i=1,2,
to

se deduce

t1

0= ®(t; — t.)(az1 + Px2) + [ ®(t1 — 9)Blau, + Buz) dg,
to

esto es, que Vz1,z0 € W y Vo, 8 € R, = az; + fz2 € W. Esto significa que el

subespacio controlable es efectivamente un subespacio vectorial de R™. O

4.3. Caracterizaciéon del Subespacio Controlable

A continuacion caracterizamos el subespacio controlable del par (A, B)
en términos del espacio columna de la matriz de controlabilidad

Q=B AB A2?B ... A"'B |, donden es el orden de la matriz A.

Lema 4.1. Definase la matriz Qr = [ B AB ... A*1B]. Si para algin k,
rango (] = rengo [Q4], = rango[Q,] = rango [Q4], ¥ > k.

Demostracion. Ellema es trivialmente ciertosi j = k£ 6 § = k+1. De aqui, supéngase
que 7 > k + 1. La condicién de que rango [Qx] = rango [Qx+1] significa que

rngo[ B AB ... A*1B]=rango[ Q. A*BJ, donde Qi = [Qp A*B
De este modo, las columnas de @1 son combinaciones lineales de las columnas de

Qx, esto es, existen matrices M,, My, ..., Mg_, de dimensiones apropiadas tales que

A*B = [B)M, + [AB]M; + . .. + [A* ' B]| My, (4.3)

93



Multiplicando ambos miembros de esta ecuacién por A se obtiene
AFYB = [ABIM, + [A2B|M; + . .. + [A*B]Mj_, (4.4)

Esta ecuacién muestra que las columnas de A**!B son combinaciones lineales de
las columnas de Qx+1 = [ B AB ... A*B]. Ahora, obsérvese que Qi =
[ Quy1 A*1B ). De este modo, de la ecuacién (4.4), las columnas de Q2 son
combinaciones lineales de las columnas de Q4 1, las cuales son a su vez combinacio-

nes lineales de las columnas de ). Por lo tanto,

rango [Qx] = rango [Qk41] = rango [Q-ro]

Continuando inductivamente el argumento, se llega a que rango [Q;] = rango [Qk],

Vj > k, siempre que rango [Qx] = rango [Qr+1], Io que se deseaba probar. O

Lema 4.2. Vp e N/ p>n,
rango[ B AB ... AP"'B]=rango[ B AB ... A™'B].

Demostracidn. Considérese nuevamente la matriz Q. Recordando la definicién del

rango de una matriz y sus propiedades, advertimos que debe cumplirse

rango [Qx+1] > rango [Qx], V.

Como toda matriz @y, tiene n filas, rango [Qx] < n, Vk.
En vista de lo anterior, el rango de cada matriz en la sucesién {Q, ..., Qn} 0 excede
al rango de la matriz anterior, o se mantiene igual a él. Por el Lema 4.1, si los rangos
de dos matrices sucesivas alguna vez coinciden, el rango se mantiene fijo para todos
los términos sucesivos. De aqui, rango [@,] es n, 6 rango [@,—1] = rango[Q,] < n.

Esto implica el resultado del lema. O

Corolario 4.1. Sea Q= B AB ... A"'B].
Entonces, ¥ z, € span-col [Q], Az, € span-col [Q)].
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Demostracion. Desde que ) = @, como se defini6 antes, la prueba del primer lema

implica el resultado deseado. a

El Corolario 4.1 del Lema 4.2 dice que el espacio columna de Q es A-
invariante: A(span-col[@]) C span-col[Q]. Como A relaciona el vector de estado
a su deriwada, este corolario implica que todos los cambios en estados que yacen
en span-col [Q)] deben tomar lugar dentro de los confines de span-col [Q]. Intusti-
vamente hablando, movimiento empezado dentro de span-col [Q] permanece dentro
de span-col [Q]. Mds formalmente, si z, € span-col[Q], entonces z(t) = eMz, €

span-col [Q)].

Como wveremos luego, los lemas anteriores y la A-invariancia de
span-col [Q] permiten el desarrollo de una transformacion de estado la cual extrae

y hace explicita la parte controlable del par (A, B). Especificamente, veremos que

- eriste una transformacidn de estado z = [ U; U, )z tal que
Z Ay Ap z By
B 3 + U,
22 0 A22 V4) 0

en la cual todos los aspectos controlables de x se proyectan sobre la parte z; de
z. Este sistema equivalente juega un un importante papel en la caracterizacion del

subespacio controlable.

Empezamos definiendo dos matrices Uy y Uy como sigue:
Sean p = rango|Q)], Uy una matriz n X p cuyas columnas forman una base para el
espacio columna de Q, y Uz una matriz n x (n — p) cuyas columnas en conjuncién
con aquellas de Uy forman una base para R™, esto es, span-col[ U; U, ] = R™

Varias proposiciones concernientes a [ U; U, | surgen de esta definicidn.

Proposicién 4.2. [ U; U, |7 eiste.
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Demostracion. El resultado es obvio desde que la matriz n x n [ U; U, | tiene n

columnas linealmente independientes las cuales son una base para R™. 0

Proposicién 4.3. AU; = U, A1y para una apropiada matriz Ay, de orden pXD.

Demostracién. Del Corolario 4.1 del Lema 4.2, AU; € span-col [Q)].
Cada columna de AU; es de este modo una combinacién lineal de las columnas de
U;. En forma de ecuacién, esto significa que AU; = U;Ay1 para alguna apropiada,

matriz Aq;. O

Proposicion 4.4.
A[UI U2]:[U1 Uz] 0 -
para apropiadas matrices flz-j.

. . |

Demostracién. De la Proposicién 4.3, AUy = [ U; U, | ! , para una apropia-
0

da All-

Ahora, las columnas de [ {J; U, ] representan una base para R™. Pero

cada columna de AU, es un elemento de R”. De aqui, deben existir matrices A5 y

_ A
Ago tales que AUs=[U; U, | _12 lo cual establece la proposicion. O
22

Proposicion 4.5. Las matrices apropiadas A—ij de la Proposicion 4.4 son dadas por

Au Ap _
=l w7l U]
0 Ap
Demostracion. Esta sigue directamente de la proposiciones 4.2 y 4.4. O
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Proposicién 4.6. Para una apropiada matriz B, de orden p x m,

B,
0

[ U Us ]—IB =

Demostracion. Como span-col [B] C span-col [@)], siendo
Q@ =[B AB ... A"B], y ya que las columnas de U; forman una base de
span-col [@], 3B; € M(p,m) tal que B = Uy By, o, equivalentemente,

B=[1, UM[BI] 6 [ U21—IB=[31J
0 0

O
Proposicién 4.7. Dada & = Ax + Bu, la transformacidn de estado
(U, Dylz=z
produce la dindmica de estado equivalente
# _ A %12 2 By " (4.5)
Z2 0 A 2 0
donde rango|[ B, Ay B ... A'B;|=p.
Demostracién. Con T = [ U; U, ], la dindmica de estado equivalente resulta ser
= (T7'AT)z + (T™'B)u (4.6)

De las proposiciones anteriores y la Fcuacién (4.6), podemos escribir

. A Ap By
z= _ zZ+ Uu,
0 Ay 0
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con

Aun € M(p,p), A2 € M(p,n—p),
Ay € M(n—-p,n—p),y B € M(p,m),

5}

de modo que, escribiendo z = [ } con z3 € M(p,1), z2 € M(n —p,1), la

22
dindmica de estado equivalente serd

[51- [1‘111 Am:l[zl} [Bl]
= _ + U
2:’2 _’ 0 A22 29 0

(4, A | - [ B i _
. _12 , B= ' (nétese que A =T AT, B =
0 Ay 0

T-B),Q=[B AB A2B ... A"'B ],y tomandoen cuenta que rango[Q] = p,

Ademis, definiendo A =

se puede escribir

QO = [T'B T-'AB T-42B ... T-'A"'B]
= T B AB A?B ... A" 'B]
= T-1Q

= rango[Q] = rango|[Q] = p (empleamos aquf una propiedad del rango de una

matriz).
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Definamos ahora @ = [ B, A;B; ... APT'B, ]. Se puede mostrar

facilmente que rango [()] = p:

N

p = rango[Q]

= rango]l B AB A’B ... A"1B]

= rango [ [ By I Aun Ap By - An An " By
Lo] [0 Ao " |0 Ay 0
| B | [ AuB, [ 0 | |

= rango . ) .

= rango[ [ By ] [ A By ] [ At By ] ]

= rango [ [ B ] [ A By ] [ A’l’i-lBl ] ] (Lemas 4.1 y 4.2)

= rango[Q)]

O

La FEcuacion (4.5) representa la forma controlable de Kalman de la
dindmica de estado original. La razon para el término “forma controlable” se sus-
tenta en el hecho que la parte z, del nuevo vector de estado contiene la “parte

controlable” del sistema en las coordenadas z, como se muestra en la siguiente pro-

POSiICion.
Proposicién 4.8. Si z € span-col [Q)], entonces

VA
(U, U, 'z= 0 ,

donde z; € RP y 0 es el vector de R™?, esto es, [ 2t 0 |* representa al espacio

columna de Q.
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Demostracién. Simplemente usamos el hecho que U; est4 formada por columnas que
constituyen una base de span-col [()], entonces por estar z en span-col [Q], I 2, € RP

tal que

Z
z=Uz1=[1; Us | !

[N

pA
(0, Ul z=] "

O

El material de la Seccion A-4.2 sugiere que la descomposicién de valor

singular (Teorema A-4.4) de la matriz de controlabilidad toma la forma

S 0|V

(U Us]
00| W

La matriz Uy tiene columnas ortonormales que generan a span-col[Q)], y Uy tiene
columnas que completan una base ortonormal para R™. De este modo, [ U; U, |
de las Proposiciones 4.2 a 4.8 puede ser tomada como la matriz [ U; U, | en la
descomposicion de valor singular de Q. Ademds, si [ Uy U, | es tomada de es-
ta manera, entonces [ Uy, U, | = [ Uy Uy I, lo que simplifica el cdlculo de la

Ecuacién (4.5).

Lema 4.3. La matriz Gramiana de controlabilidad

11 _ _
K= / exp|[—Ay17] By Bt exp[— A%, 7]dr
0

es no singular siempre que rango [Q)] =rango[ B; A;B; ... APr B, 1=p.

Demostracién. Probamos el lema por contradiccién. Supéngase que K es singular,
esto es, que existe un vector 0 # v € R? tal que V*K = 0;. Mostraremos que esta

suposicion contradice la hipdtesis de que rango [Q] = p. De aqui, K debe ser no
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singular. Para mostrar esto, probamos que si v*K = 0%, entonces 1*Q = 0 -

Paso 1. Si K = 0%, entonces v Kv = 0, esto es,
i1 _ _
0=1vKy= / v exp|— A1 7] By Bt exp[—- AL |y dr
0

Ahora, sea c(1) = Bt exp[—AL 7]V £ [c1(7), ..., cm(T)]t. Obsérvese que en términos
de (1),
11 11
V'Ky = / ¢ (r)e(r)dr = / [E(T)+...+ & (T))dr =0
0 0

Ya que el integrando es siempre no negativo, * Kv es igual a cero si y sélo si cada
¢i(T) es idénticamente igual a cero sobre [0,#1]; esto es, para toda i, ¢;(7) = 0 para

T E [O, tl]

Paso 2. Como ¢;(7) = 0, todas sus derivadas son idénticamente iguales a cero tam-

bién. Esto es,

para toda j. En particular, ¢¢(r) = 0 implica que v* exp[—A;;7|B; = 0, V7. Ahora,
en T =0,

l/tBl = Ot

La evaluacién de la primera derivada de ¢(7) =0en7=0da

= l/eXp[—AllT](—fI]_l)Bl| = —l/tAuBl = Ot

7=0

dct
E (’F )

=0

Para j > 1;
7 ot S
T =B =0
T

7=0

(7)

Paso 3. De la evaluacién de las derivadas de ¢*(7) en 7 = 0, sigue que

l/tQ = l/t[ B]_ AllBl - /?171_131 ]= Ogt)m,
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Esto contradice la hipétesis bésica de que rango[Q] = p, y de aquf, K debe ser no

singular. O

Teorema 4.2. Para la dindmica de estado © = Axz+Bu, el estado  es controlable si
y sblo si & € span-col[Q)], donde Q=[] B AB ... A" !B es la llamada matriz

de controlabilidad del sistema.

Demostracion.

Parte 1. Supdngase que £ es controlable; mostremos que Z € span-col [@)].

Paso 1. Ya que £ es controlable, existe una funcién u(.) definida sobre [0, ¢;] tal que
t1
z= / exp[A(t1 — 7)|Bu(7) dr
0

Paso 2. Expandiendo la exponencial en serie de Taylor se obtiene

(tr — 1)

o T JBu(r) dr

t1
:%:/ [+ A(ty —7) + A?
0

Paso 8. La distribucién de la integral sobre la suma finita y la factorizacién de las

matrices constantes por la izquierda resulta en

. 1 t1 0 t1 (tl _ 7.)2
z = B./o u(T)dT+AB/0 (tl—T)u(T)d7'+AB/0 Tu(T)d’r+...
(4.7)

j=0

donde , _
ey = [ S () de

4!
Paso 4. Del Lema. 4.2, para cualquier p > n — 1, APB tiene columnas que dependen

de las columnas de @. De aqui, la suma infinita en la Ecuacién 4.7 es equivalente a
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la, suma finita

T = AJBIA/j:Q[ﬁfnf){,"':pfp—l]t

para un apropiado ;. Este £ es una combinacién lineal de las columnas de @ y

estd en el espacio columna de Q).

Parte 2. Supdngase ahora que # € span-col [)]. Mostraremos entonces que £ = z(¢;)
es controlable. Lo crucial de esta prueba es la construcciéon de una entrada que

conduce 0 a Z.

Paso 1. Si & € span-col [()], entonces el modelo de estado £ = Az + Bu tiene la
representacion equivalente
% An Ag 2 B

- i + u
2 0 Ao 29 0

en un nuevo sistema coordenado bajo la transformacién de estado [ U; U, |z =<«

como en la Proposicién 4.7. Aqui se asume que

Qz[Bl fillB]_ Azljl—lBl]

tiene rango p, donde A3; € M(p,p), esto es, rango [Q] = rango [Q]. Ademss por la
Proposicién 4.8, [2,0]* representa un vector £ en el espacio columna de @ en las

nuevas coordenadas:

~

14 2
[y U, 17'e=
0
Del Lema 4.3, la matriz p X p
i1 _ _
K = / exp|—A117] B1 B} exp|— A% T]dT (4.8)
0

es no singular.
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Paso 2. Definamos la entrada de control
u(q) = Bi exp|—A};q] K~ exp[—Anti)4 (4.9)

para 0 < g < t;. Esta entrada depende explicitamente de tanto K de la Ecuacién
(4.8) como del estado final deseado [£%, 0%]*. Lo que resta de la prueba demuestra que
u(q) conduce 0 a [z}, 0%]*, Hasta el final de esta prueba, representamos con ®,(t; —q)
a la matriz de transicién de estado del sistema en las coordenadas z. Entonces

obsérvese que

®.(t1 —q) = exp An(tr—q) At - q) } _ { O11(t1 —q) P2t —q)

0 Azz(tl - q) 0 (1)22(t1 - Q)

donde ®;;(t; — q) = exp[Ay(ty — )] y también que

B exp|Aq1t] exp|—A;19| B
(I)z(tl_'Q) 1 _ P[ 11 1] P[ 11Q] 1
0 0
y
e B exp[Anti] [ " exp[—A11q) Biu(q)
@,(t1 —q) ' u(q) dg = (i 0 0
0

El problema entonces se reduce a mostrar que

21 = exp[Ai1t1] / exp[—A11q] Biu(q) dg (4.10)
0
Paso 3. El lado derecho de la Ecuacién (4.10) se vuelve

i1 _ _ _ R
exp[Ant:] / exp(—A11q) B[ B} exp(—Af; ) K" exp(—Aut1)21]dg
0

= exp|Aut] KK expl—Autils = %

de modo que la prueba estd completa. O
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Corolario 4.2. El modelo de estado

£ = Axz+ Bu
y = Cz+ Du

es (completamente) controlable si y sdlo si rango [Q] = n.

El siguiente teorema sigue directamente del Teorema 4.2.
Teorema 4.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Si & € span-col[Q)], entonces & puede ser conducido a O por alguna
entrada.

2. Si & € span-col[Q)], entonces 0 puede ser conducido a % por alguna

entrada.

3. Si T y T estdn ambos en span-col [Q)], entonces & puede ser conducido

a & por alguna entrada.

Corolario 4.3. Si el modelo de estado

t = Az+ Bu

y = Czr+ Du

es tal que rango[Q] = p, una entrada que conduce z, = z(t,) € span-col[Q] a

z1 = z(t1) € span-col [()] es
u(q) = —Bf exp[Af; (11 — @) K " [exp[Au(t1 ~ ta)]20 — 21]

donde

=[ty U] 'z



i1 _ _
y K se define como K = / explAs1(t1 — q)|B1B? exp[ AL, (t; — q)] dg.
to

Ejemplo 4.1. Considérese el sistema

1 0 0
T = T+ u
0 -1 1
- - 0
La matriz de controlabilidad es Q= B AB | =
-1

Como se vé, rango[@] = 1 < 2, luego, el sistema no es totalmente
controlable.
Por el Teorema 4.2, ya que todo £ = [ 0 1 ]’ estd en span-col [Q)], se dice que Z es

controlable (puede ser conducido a 0).

También, como £ = [ o B ', & # 0 no estd en span-col[Q)], se dice

que Z no es controlable (no puede ser conducido a 0 en tiempo finito.) <

4.4. Equivalencias a la Controlabilidad de
Sistema

En lo que sigue, es ttil recordar que una matriz real M € M(n,n)
es positiva definida si todas las soluciones de su polinomio caracteristico son reales

estrictamente mayores que cero.

Teorema 4.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El par (A, B) es controlable.
(ii) rango[(MI— A)|B] =n, V valor propio X; de A.

(iii) rango[Q] =mn, donde Q es la matriz de controlabilidad.
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(iv) rango [exp(—At)B] =n, esto es, hay n filas (funciones fila) linealmente

independientes de exp(—At)B sobre [0, 00).

(v) La matriz
i1

K= [ &, —qBB®(, —q)dq (4.11)

to

es positiva definida. Ademds, la entrada
u(t) = —B'®*(ts — ) K [®(t1 — to)z0 — 71] (4.12)
transfiere o = x(t,) a 1 = z(t1).

La ezistencia de una entrada u(t) en el Teorema 4.4 sigue directamente
de la forma especial dada en la Ecuacion (4.9) y se puede mostrar fdcilmente que

conduce £, = z(t,) a 1 = z(t).

Demostracion. La prueba del teorema se realiza como sigue. Primero, se prueba la
equivalencia de las condiciones (1), (ii), y (iii). Después, se muestra que la condicién
(iii) implica la condicién (iv), que la condicién (iv) implica (v), y que (v) implica (i).

La prueba se basa fundamentalmente en el Teorema 4.2 y los lemas que le preceden.
Paso 1. La equivalencia de (i) y (iii) sigue directamente del corolario al Teorema 4.2.

Paso 2. La prueba de que la condicién (iii) implica la condicién (ii) se establece por
contradiccién. Supéngase que existe una A; tal que rango[(A;I— A)|B] < n. Entonces

existe una 0 # v € R", tal que
V(I — A)|B] =0

o, equivalentemente, tal que
V(= A) =0 (4.13)
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V'B = (f (4.14)

donde no hemos distinguido entre las varias dimensiones de 0. De la Ecuacién 4.13

y el hecho que ¥ = w;, un vector propio izquierdo de A. De aqui,
VAR = wi AF = Mok
De esta ecuacidn, junto con la Ecuacién (4.14), sigue que
VQ=1v[B AB ... AvB]=0'

contradiciendo la independencia lineal de las filas de ). Por lo tanto, la condicién

(iil) implica la condicién (ii).

Paso 3. La equivalencia de las condiciones (ii) y (iil) se completa mostrando que la
condicién (ii) implica la condicién (iii). Nuevamente, la verificacién se basa en la
técnica de prueba por contradiccién: astmase que rango[@] < n, y muéstrese que
rango[\;] — A] < n para algin valor propio ); de A. Por los Lemas 4.1 y 4.2 sigue
que VY A'B = 0! para toda k > 0. Ahora es necesario establecer la existencia de un
w; # 0 tal que wi[(M\I— A)|B] = 0° para algtn valor propio );. Claramente , w; debe
ser un vector propio izquierdo de A que satisface wiA = \w! o, equivalentemente,

Atw; = \w;, esto es, w; debe ser un vector propio derecho de A’.

A fin de mostrar que existe tal w;, considérese el conjunto
W = {w/ w'A*B = 0%, k >0}

Este conjunto es no vacio, desde que v € W. Ahora, €l conjunto W es invariante
con respecto a la multiplicacién por A®: sea w € W; entonces A*w € W desde que,
(Atw)tA*B = wtAFB = 0'. Como W es A-invariante, debe contener un vector

propio, por decir w;, de A?, asociado con );. Pero como los valores propios de A y
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A* coinciden, sigue que (w;)t[(\I— A)|B] = 0%. Esta es la afirmacién que contradice

nuestra suposicién.

Paso 4. Debemos probar que rango[Q)] = n implica rango[exp(—At) B] = n. Nueva-
mente, usando la técnica de contradiccién, supéngase que rangolexp(—At)B] # n,
esto es, que existe v # 0 tal quue v exp[—At] B = 0%, la funcién cero. Tomando de-
rivadas y evaluando en ¢ = 0 se obtiene 1*A¥B = (¢ péra toda k > 0. De este modo,
V'@ = 0%, contradiciendo la suposicién de que rango[@] = n. De aqui, rango[Q] = n

implica que rango[exp(—At)B] = n.

Paso 5. Buscamos probar que si rango[exp(—At)B] = n sobre [0, 00), entonces K es
positiva definida. Nuevamente, la prueba usa el método de contradiccién. Supéngase
que K no es positiva definida. Entonces, debido a que la Ecuacién (4.11) niega la
posibilidad de una K positiva definida, K debe ser singular. Pero entonces, una K
singular implica la existencia de una v # 0 tal que VK = 0%, lo que a su vez implica

que v*Kv = 0. En particular,
A t1
V'Kv = / V'®(t; — q)BB*®(t; — q)vdg =0
to

Andlogamente a la prueba del Lema 4.3, el integrando debe ser idénticamente cero

para todo t; > q > t,, de modo que
V'®(ty — q)B = V' exp[A(t1 — q)]B = 0"

De este modo, las filas de exp[At]B son linealmente dependientes, de lo que sigue

que las filas de exp[—At]B también son linealmente dependientes.

Paso 6. Aqui probamos que una K positiva definida implica la controlabilidad del
par (A, B). Como la entrada de la Ecuacién (4.12) estd bien definida, siempre que

K es positiva definida, se prueba que satisface la ecuacién

oft) = (6~ t)o(t) + | " 8(t1 - q)Bulg) dg
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de modo que u(t) conduce z(t,) a z(t;), seglin la definicién de un par controlable

(A, B). Esto completa la prueba. O

Ejemplo 4.2. Supéngase que la dindmica de estado de un modelo de estado parti-
cular es dada por
dJl O ]_ T 1

= + u
ig 0 -1 T 1

Paso 1. Determinacién de la matriz de controlabilidad y su rango.

1
La matriz es Q = , la cual tiene rango 2.

1 -1
Paso 2. Verificacién de que rango [(\I— A) | B] = 2, para cada valor propio, A; =0
y Ay =—1, de A:

Tenemos

rango [(AMI — A)| B] = rango =2,y

rango (A2l — A)| Bl = rango =2,

como implica el teorema.

Paso 3. Comprobacién de que [exp(—At)B] tiene dos filas linealmente indepen-

dientes.
Como
exp[—At] = TeP'T™! = ! Lo ot ,
0 —1 0 € 0 -1
sigue que
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Para que las filas sean linealmente independientes sobre algtin intervalo [t,, t;], de-

bemos tener, para t, <t <ty t, <y,
a1(2 — ') + age’ = 0(t),

lo cual requiere que a; = as = 0. De este modo, las dos filas son linealmente

independientes sobre [t., 1] y en particular sobre [0, c0).

Paso 4. Comprobacién de que K es positiva definida.

Por simplicidad, sea t, = 0y t; = 1. Entonces

1 1
K = / ®(t — q)BB'® (ty — q)dg =T / P (T2 B)(TB)teP Ddg T*
0 0

U I 4 -2 1 0
= T/ dqT*
o | 0 e -2 1 0 e (-9
(11 4 20-eb 1 o
0 -1 —2(1—e™) 05(1—eh) 1 -1

L

1.9039 0.8319
0.8319 0.4323

Esta matriz tiene valores propios 2.228 y 0.0575 y es, de esta manera, positiva

definida. a

4.5. Controlabilidad y Modos Dirigidos

Supdngase que la matriz A de un sistema tiene valores propios distintos

{M1,-..,An} y vectores propios derechos {ey,...,e,}. Entonces si

T = [ey,-..,e), siempre es posible escoger los vectores propios izquierdos asociados
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{wi,...,w,} de modo que (véase la Seccion A-3.8 del Apéndice)

La intencidn es demostrar que un modo ();, €;) es controlable si y sélo si wiB # 0.

El siguiente lema es la clave de este resultado.

En lo que sigue diremos que un vector v en un espacio vectorial V
sobre F no tiene una proyeccion sobre el vector e; de la base {e1,...,e,} de V si
v=> " 06, cona €F,Vi=12_..,nya; =0. De modo similar, diremos que
un subespacio W de V' no tiene una proyeccion sobre e; de dicha base de V' si todo

vector de W no tiene una proyeccion sobre e;.

Lema 4.4. Sea A como se ha mencionado. Entonces el espacio columna de B tiene
una proyeccién sobre e; con respecto a la base de vectores propios derechos para R™,

si y solo si e; yace en el espacio columna de Q.

Demostracion.

Paso 1. Ya que A tiene valores propios distintos, el conjunto de vectores propios
derechos es una base de R™. Entonces, existen vectores fila 4, ..., V¢ tales que B =
et + ...+ e vt Ahora bien, el espacio columna de B tiene una proyeccién sobre
e; con respecto a la base de vectores propios derechos si y sélo si vf # 0°. A partir

de las propiedades de los vectores propios derechos e izquierdos,

Vi % wiB vt
B=le...len] | : | ~T*B=]| : | ¢ o= (4.15)
N
T %4 vk wiB 174
i ] —
= vy, =w;B, Vi=1,...,n
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De este modo, el espacio columna de B tiene una proyeccién sobre e; con respecto

a la base de vectores propios derechos de R™ si y sélo si wiB # 0.

Paso 2. Puesto que B = e11} + ... + e,1}, para apropiados vectores fila 14 a 1, se
tiene que, por las propiedades de los vectores propios (A’v = Muv para todo valor

propio v de la matriz A corréspondiente al valor propio ),

AB = Aleg+... +ef)

= M) +... +e (M)
Entonces,

Q@ =B AB ... A"'B]

- —

v I M ... A7
I XTI ... X7
= [e e2 ... €n] o .

I AJ ... Arlp

! n |

Como v} # 0F si y sdlo si wiB # 0%, toda columna de Q puede ser expresada como
una combinacién lineal de solamente aquellos e; sobre los cuales el espacio columna
de B tiene una proyeccién no nula. De aqui, € span-col [@)] implica que x yace en

el espacio generado por aquellos e; para los cuales w} B # 0°.

Paso 3. Resta mostrar que el ntimero de v’s no nulos precisamente es igual a p,
la dimensién de span-col [@)] en cual caso span-col [Q] es igual al espacio generado
por los vectores propios para los cuales 1} # 0'. Esto sigue directamente de la

ecuacién precedente: desde que [ey, ..., e,] es no singular, y desde que la matriz de
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Vandermonde
I I ... )\’1‘"111

I AL ... M7

T A0 ... AT

es siempre no singular para distintos A;,

rango [()] = rango

4
Vn

el cual es igual a p. De aqui, hay solamente p vectores v} determinados por w}B = 1%,
y una base del espacio columna de @ es el conjunto de vectores propios derechos

asociados. n

n

Tomando en cuenta que ®(t) = Sop, €*R;, con R; = e;w}, podemos

decir que el modo (), e;) es controlable si y sdlo si wiB # 0° o lo que es lo mismo,

si y sélo si e;w;B = R;B # 0.

Los siguientes puntos resumen la discusion de modos dirigidos y con-

trolabilidad:

1. Un modo dirigido exp|Atle; es controlable si y sélo si R;B # [0}.
2. Un modo dirigido exp[itle; es no controlable si y sélo si R;B = [0].

3. R;B =[0] si y sélo si w;B =0, y R;B # [0] si y sdlo si wiB # 0"
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Ejemplo 4.3. Sea
1 -3 -1 3
t=(2 —4 -1 (z+|[2|u
2 -2 -3 2
Entonces los valores propios de la matriz A son Ay = —1, Ay = —2, y A3 = —3.

Ahora obsérvese que la matriz de vectores propios derechos es

211
T= [ e1 €y €3 ] =1111
1 01
y que
wi 1 -1 O
T7'=|w|=| 0 1 -1
wi -1 1 1

También, es directo descomponer la matriz de transicién de estado en

una suma de modos matriciales dirigidos:

®(t) = exp[At] = eM*R; + 'Ry 4 ™R,
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donde

(2 2 0]
R = [eg —e 0]=|1 -1 0

|1 —1 0|

l_01 —1-
Ry = [0 eg —e2]={01 —1], vy

(00 0

-1 11
Ry = [ —e3 es es|]=1-11 1

-1 11

Ahora consideremos los productos matriciales R;B:

2 0 1
RiB=e1=|1|,RB=0=|0|,R3B=e3=1{1
1 0 1

Obsérvese que ez no tiene proyeccidon sobre el espacio columna de B y de aqui,
porque @, desde que R, B = 0. Nuestra conclusién es que todos los estados que
son miltiplos escalares de es o que tienen componentes en la direccion de e, son no
controlables, mientras que todos los estados que son combinaciones lineales de e; y

es son controlables, desde que ellos estdn en €l espacio columna de Q.

Esta misma conclusién puede ser esbozada desde otra linea de razo-

namiento. Considérese el rango de la integral
t1
/ exp[A(ty — 7)|Bu(r)dr
0

para entradas u(t) arbitrarias. Para cada ¢;, esta integral produce un vector fijo. El

rango de la integral es el conjunto de todos los posibles vectores que resultan de una

entrada admisible.
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Basados en los productos matriciales R;B y la matriz de transicién de

estado en modos dirigidos, la integral toma la forma
t1
/ exp[A(t1 — 7)) Bu(r)dr
0
151 3

= / Z MR, | Bu(r)dr
0 i=1
3 t1

= Z / X7 R, Bu(r)dr

i=1 70

t1 t1 t1
= / e’\l(tl_T)elu('r)d'r—F / e)‘Z(tl—T)Ou(T)dT-}- / e’\"’(tl"T)egu('r)dfr
0 0 0

= &(t1,u(.)er + &(t, u(.))es
donde los escalares (posiblemente complejos) &;(.,.) son dados por
51
Mmm»:/emmm—ﬂMﬂm
0

Por lo tanto, el rango de la integral es simplemente span {e1, es}.

Como una ilustracién final, nétese que span-col[()] es igual a

span-col {e;, ez}, desde que

3 —5 11
Q= [B|AB|A’B]=| 2 —4 10
2 —4 10

la cual tiene claramente rango 2 desde que las segunda y tercera filas

son idénticas.

3 2 1
21=11{+f1}|=e1+tes
2 1 1
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-5 —2 -3
—4 = -1 1+] -3 = —e; — Je3
—4 -1 -3

De este modo, cada columna de () puede ser expresada como una combinacién lineal

de e; y e3. La prueba de lo reciproco es facil y no se muestra aqui. <

4.6. Controlabilidad de Sistemas en Tiempo
Discreto

Considérese la dindmica de estado en tiempo discreto
zfk + 1] = Az[k] + Bulk]

donde A esn xn y B esn x m. Entonces la siguiente definicion aplica.

Definicion 4.3. Un estado £ € R"es controlable, 0 mas comunmente, alcanzable, si
y sdlo si existe un indice finito N y una sucesion de entrada {u[0], u[1],...,u[N—-1]}

tal que si z[0] = 0, entonces z[N] = Z.

FEsta definicion invierte la definicion de controlabilidad en tiempo coniti-
nuo, donde se necesita encontrar una entrada que conduzca Z a 0. Esto es contrario
a la literatura donde la controlabilidad en tiempo discreto significa la capacidad para
conducir £ a 0 y la alcanzabilidad se define como en la Definicion 4.3. La justi-
ficacion para la Definicidn 4.3 es que ella nos proporciona las equivalencias y ca-
racterizaciones intuitivas y fisicamente esperadas similares a las halladas en el caso
en tiempo conrtz'nuo. El siguiente ejemplo muestra una justificacion mas consistente

para la Definicion 4.3.
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Entonces, usando la Definicién 4.8, un estado controlable es “alcan-
zable” desde 0. Por otra parte, 0 es alcanzable desde muchos estados no controlables

en un finito ndmero de pasos. Por ejemplo, el sistema en tiempo discreto

1 00 0
zk+1l=11 1 0 {=z[k]l+ | 1 | ulk]
000 0

puede enviar cualquier vector de la forma z[0] =[ 0 0 « | @ 0 en un paso esta-
bleciendo u[0] = 0. Esto es asi por que el espacio nulo de A es generado por vectores

de la forma [0 0 «]. Aqui, sin embargo, la matriz de controlabilidad

000
RQ=1]111
000

tiene rango 1, de modo que los 1unicos estados alcanzables desde 0 son vectores de
la forma [0 « 0]°. Nétese que si z[k] = 0, entonces z[k +1] =[0 a 0] es

alcanzable en ezactamente un paso estableciendo ulk] = a.

De este ejemplo sencillo surge una pregunta: ;qué estados son alcanza-
bles desde 0 en ezactamente un paso? Como z[k + 1] = Az[k] + Bulk], si z[k] =0,
entonces solamente aquellos estados contenidos en la imagen de B son alcanza-
bles en un paso. Qué acerca de dos pasos? Nuevamente, si x[k] = 0, entonces
zlk + 2] = ABulk] + Bulk +1]. De este modo, z{k + 2] es una combinacion lineal de
las columnas de AB y B, de modo que aquellos estados alcanzables en ezactamente
dos pasos son aquellos contenidos en la imagen de [ B AB |. Esto, por supuesto

puede ser extrapolado a k pasos con la caracterizacién obvia.
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Notese de estas observaciones que una sucesion de entrada

{u[0],...,u[n—1]} que conduce z[0] a z[n] debe satisfacer
[ ufn — 1] ]
[z[n] — A™z[0]] = [ B AB ... A™1B ] u[n:_ 2 (4.16)
|0l

Del desarrollo en tiempo continuo (Lemas 4.1 y 4.2), se observa que
Q=B AB ... A"'B] tiene rango mazimal, y de este modo, el indice N < n
en la Ecuacion (4.8). La Fcuacidn (4.16), sin embargo, describe completamente los
aspectos de controlabilidad del par (A, B). Ahora, si z[0] se toma como 0, enton-
ces z[n] puede ser alcanzado desde 0 solamente cuando z[n] € span-col [Q), esto
es, solamente cuando las ecuaciones son consistentes. Como con el caso en tiempo
continuo, el subespacio controlable se define como span-col [Q]. Es directo mostrar

que £ € R™ es controlable si y sdlo si & € span-col [()].
Las ideas involucradas aqui sugieren el siguiente teorema.
Teorema 4.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Eriste un indice finito N < n tal que O puede ser conducido a Z = z[N]
por alguna sucesion de entrada {ulk],ulk +1],...,ulk+ N —1]}.
ii) £ € span-col[@)], donde Q= B AB ... A»1B].

iii) Si 41,2, € span-col[Q], entonces existe un indice finito N tal que
#1[k] puede ser conducido a Zz[k + N] por alguna sucesion de entra-

da {ulk],ulk+1],...,uk+ N —1]}.

Finalmente, notamos que la controlabilidad y los modos dirigidos pa-

ra sistemas en tiempo continuo tienen un andlogo directo en sistemas en tiempo
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discreto. En particular,
Blk] = AF = RyNF+ ...+ R NF

siempre que A tenga valores propios diferentes. Un modo dirigido R;\¥ es controlable
st y solo si R;B # 0. También, un modo dirigido es no controlable si y sdlo si

R:B =10].

4.7. Reubicacion de Polos por Realimentacién
de Estado

4.7.1.  Fundamentacién

Frecuentemente los sistemas £ = Ax + Bu tienen polos en el semiplano
complejo izquierdo, cercanos al eje imaginario. Fn consecuencia, las respuestas tie-
nen un comportamiento oscilatorio de caracteristicas indeseables, requiriéndose de
une adecuada amortiguacion que se logra trasladando los polos de modo que tengan
partes reales negativas de magnitudes suficientes. Tipicamente esto se realiza con la
realimentacidn de estado:

U = Uc + Ue,

donde u, denota una entrada de control de realimentacion de estado y u. designa
la entrada externa usual del sistema. También, u. = Fx, donde F' es una matriz de
orden m X n de realimentacion de estado disefiada para que se alcancen las ubicacio-
nes deseadas de los valores propios del sistema controlado. De este modo, el sistema

controlado adopta la nueva ecuacion de estado

= (A+ BF)z + Bu,
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Sobreentendiéndose que u es la entrada externa del sistema, la ecuacidn anterior

queda (ver el correspondiente diagrama de bloques en la Figura 4.1 ):

t = (A+BF)z+ Bu
y = (C+DF)x+ Du

Nuestra meta es construir F' de modo que los valores propios de A+ BF coincidan

Figura 4.1: Sistema realimentado

con los elementos de un conjunto simétrico pre-especificado de nimeros complejos
o(A). (En un conjunto simétrico de mimeros complejos, éstos aparecen en pares

conjugados.)

Antes de resolver este problema, que denominaremos problema de asig-
nacién espectral, resolveremos un caso especial: un problema de entrada simple en

el cual A y B tienen una forma especial llamada forma canénica controlable.

Resuelto el problema mencionado, desarrollamos una secuencia de
transformaciones con las que convertimos un modelo de miltiples entradas en un
modelo candnico controlable de entrada simple. Usando la técnica de asignacién
mencionada para el caso especial, construimos una matriz de realimentacion que

asignard el espectro apropiado al modelo candnico de entrada simple. La matriz

122



realimentacion para el problema de maltiple entrada se obtiene tomando la transfor-

macion inversa.

4.7.2.  El Caso de Entrada Simple

1.

Para empezar, resulta itil observar lo siguiente:

Si _ -
0 1 0 0 O
0 0 1 0 O
A= | ;
0 0 1
| —0p —Qp-1 —0p-2 —a1 |
entonces

Ta(A) =M= Al = an+apg A+ ... Fal A"+ A"

(expdndase |\ — A| a lo largo de la dltima fila).

Si & = Az + Bu es un sistema de entrada simple, el problema de reali-
mentacion o de asignabilidad espectral consiste en encontrar la matriz
de realimentacion de estado F = [f, fao-1 ... fi] de modo que
Unueva = U + F'z, con lo que la ecuacion del sistema quede como & =
(A+BF)z+Bu,y = (C+DF)z+Du yo(A+BF) =A = {)\,..., \},
donde A es el espectro deseado para A+ BF.

En este caso, sea

n

marsr(d) = J[A—N)

=1
= G+ Gpg A+ GpoX® + . F @ATE G A A" (4.17)
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el polinomio caracteristico deseado de A+ BF'.

4.7.2.1. Sistema en la Forma Candnica Controlable con entrada Simple

Sea el sistema de ecuacion dindmica en la forma candnica controlable

i = Az + Bu
donde
[ 0 1 0 0 0 [ o
0 0 1 0 O
A= , ¥y B=
0 0 1 0
| —On —On-1 —Gn-2 —ay | | 1]
(nétese que este sistema es controlable).
En este caso, con
Fz[fn o1 oo f1]7
(A + BF) tiene la forma
[ o 1 0 0 0
0 0 1 ... 0O 0
............................................................... , (4.18)
0 0 1
(‘_a'n + fn) (—an—l + fn—l) (_an—2 + fn—l) eee - (—(1,1 + fl) ]
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" por lo que (véase la nota 1 de la pdgina 123 )
Ta+BF(N) = (an — fo) + (@n—1 — fa-1)A+ ...+ (a1 — f)A" 1+ A" (4.19)
Entonces, de (4.17) y (4-19),
fi=a;i—a;, t=1,...,n (4.20)

Ejemplo 4.4. Supdngase que las matrices A y B de un modelo de estado son

010 0
A=10 01 y B=1]0
010 1

» Los valores propios de A son 0,1, y —1 (0 y 1 son valores indeseables

porque se encuentran en semiplano complejo derecho).

00 1
= Seobservaque Q=[ B AB A?2Bl=|01 0
1 01

Evidentemente rango [@Q] = 3. .. el modelo £ = Az + Bu es controlable.

» Determinemos ahora una matriz de realimentacién F tal que el espectro
de A+ BF es dada por A = {—1,-2 %1} = {A1, A2, As}.
Como se ve, el modelo £ = Az + Bu estd en la forma controlable vy,

tomando en cuenta los comentarios anteriores, aqui,

a3=0, (1,2=—1, a1=0
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También, F' = [fs fa fi] debe ser tal que

Tatsr(A) = (A= A)(A = A)(A —X3)
= A+1DA-(—2+9)]X—~(-2-1)]
= 54+ 9A+5A%2 L A3

= a3 +dzA+@1A2 + )3

de modo que 43 =5, 42 =9, y a; = 5.

De la discusién anterior (Ec. 4.20), se tiene:

fi = az—a3=(0)—(5)=-5
fr = aa—adp=(-1)-(9)=-10

fi = a1—d;=(0)—(5)=-5

F=[fs o Al=1-5 -10 —5]

4.7.2.2. El Caso General de Entrada Simple

Sea aqui el caso del modelo © = Ax + Bu, u simple, un modelo con-
trolable, esto es, rango[@] =mn, donde Q = B AB ... A" 'B ] es la matriz de

controlabilidad.

La asignacion espectral se realiza como sigue:
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Denotando por v la +iltima fila de Q™*, construimos la transformacion

de estado V en z =Vz como

v
vA
V= vA? )
v An—l -J
Es claro que V' es invertible porque v,vA, ..., vA™ ! son linealmente

independientes: si Z;:ol o;vA* = 0, entonces, tomando en cuenta que vA’B = 0
para j = 0,1,...,n — 2, y VA" B = 1, la multiplicacion de ambos lados de la
ecuacion por B tmplica oy,—1 = 0, la multiplicacion por la derecha de ambos lados
de la ecuacidn por AB implica a,,—5 = 0, la multiplicacion por la derecha de ambos

lados de la ecuacién por A2B implica a,,_3 = 0, elc.

Tomando en cuenta ademds que vA'B =0, parai=0,1,...,n—2 y

vA" 1B = 1, la transformacion resulta en la ecuacion de estado 3 = Az+ Bu, donde

0 1 0 .. 0 0 0
0 0 1 0 0
A=VAV = | , B=vB=
0 0 1 0
| —0n —Qn-1 —On-2 —ay | | 1 |

Ti(A) = Ta(A) = @n + @Gp1A + Ao\ 24 a2 g A A
A continuacion calculamos F' = [fn, fac1, ..., fi] tal que o(A+ BF) =

A, esto es, asignamos el conjunto de valores propios deseado A al sistema en la

forma candnica controlable.
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Del caso anterior (sistema en la forma candnica controlable) sigue que

~

fi=a;—a;,1=1,...,n, entonces
F = [a’n-anya’n-—l_a‘n—lr";al _dl]

Como o(A+ BF) = o(VAV-' + VBFVV~Y) = 6(A + BFV), se tiene F = FV.

Obsérvese, ademds, que

14

. . . vA
F = [a,—@p,an-1— Gp-1,...,01 — @]

VAn—l

= v(a ]+ ap_ 1A+ an0A2+ .. + 0, AVY)

~ (8l + Gy A+ G AP+ ..+ 3 AT (4.21)
Tomando en cuenta que, por el Teorema de Cayley-Hamilton, se cumple
A" = a0+ a1 A+ @ oA+ .+ a A"
la Ecuacidn (4.21) se puede reescribir como

F=—v(@] 4,1 A+ d,0A%+... + 0 A" + A™)

0, lo que es lo mismo,
F = —vrapr(A),

que es la llamada férmula de Ackerman.

Podemos decir, entonces, que la matriz F de realimentacion de estado

del modelo de estado controlable de entrada simple © = Az + Bu tal que
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0(A+BF) =A={\, X\,..., A} se encuentra multiplicando el negativo, —v, de la
iltima fila de la inversa de Q) por el resultado de la evaluacion en A del polinomio

caracteristico deseado Ta+pr = [[1 (A — Ay).

1
Ejemplo 4.5. Sea el modelo & = x+ u = Az + Bu (no estd en

0 -1 1
la forma candnica controlable!).

» m1a(A) =X —1, 0(A4) = {£1} (1 es indeseable!)

» La matriz de controlabilidad es

Q=[B AB|=

rango [Q)] = 2 = el modelo & = Az + Bu es controlable.

Luego, se puede asignar un espectro cualquiera al modelo £ = Az + Bu

a través de una apropiada matriz F' de realimentacion de estado.

= Supdngase que se desea hallar la matriz F' de realimentacién de estado
tal que o(A+ BF) = {0, —2}.

Tomando en cuenta los comentarios anteriores, realizamos los siguientes

cdleulos:
11 _ .
Q' = —v=_1 0) (la 4ltima fila de )Q™".
10
v 10
— la matriz de transformacién V es V = =
VA 11
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La forma canénica de A es A = VAV~ =

La forma canénica de B es
B=VB=B
El polinomio caracteristico del sistema deseado es

TarBr(A) = AA+2) =X+ 2Xh =14, 55())

=F = [~-1-0 0-2]=[-1 -2]
yF = FV=[_-3 -9]

Puede verificarse también que F' = —vma pr(A) =] =3 —2]

y que o(A + BF) = {0, -2}

4.7.8. El Caso Multientrada

4.7.3.1. Algoritmo de Asignacién Espectral-Caso Multientrada

1. Verificar la controlabilidad del par (A, B). Si no es controlable, parar.

2. Escoger aleatoriamente una matriz apropiadamente dimensionada F, y

definase A, = A+ BF,. Con probabilidad 1, A, tendrd valores propios

diferentes. Verificarlo. Si no es ast, repetir el paso 2.

3. Tdmese una combinacidn lineal aleatoria de las columnas de B (como se

discutid ya) para generar B, = Bu. Con probabilidad 1, el par (A,, B,)
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es controlable. Verificarlo. Si no es asi, escoger otro B,. (Nota: El par

(Ao, Bo) representa un sistema “equivalente” de entrada simple).

4. Asignar el espectro deseado A via los métodos ya discutidos construyen-

do una matriz de realimentacidn F' tal que o(A. + B, F') = A.

5. La matriz deseada de realimentacion de estado para el sistema es F =

Fo+pF'. Verifiquese finalmente que A+ BF tiene el espectro requerido.

Teorema 4.6. El par (A, B) es controlable < Vconjunto simétrico A de n nimeros
complejos, existe una aplicacion de realimentacion de estado F tal que 0(A+ BF) =

A.

Demostracion. Para probar condicién de necesidad de este teorema asumamos que
para cualquier conjunto simétrico A de n nidmeros complejos, existe una matriz de
realimentacién de estado F tal que o(A + BF') = A. Mostraremos que esto implica
que el par (A, B) es controlable. Recuérdese que (A, B) es controlable si y sélo si
rango(Q) = n y que un vector z en R™ es controlable si y s6lo si z estd en la imagen
o rango de @, denotada Im(Q), donde Im(Q) es simplemente el espacio generado
por las columnas de @.Pero lo 1iltimo es cierto si y sélo si el subespacio controlable

del espacio de estado es el espacio R™ completo.

Ahora, sean \; ¢ 0(A) ,i=1,2,...,n reales y distintos. Por hipétesis,
existe una F tal que o(A + BF) = {)1,..., A }. Sean los vectores de {es,...,en}

los vectores propios asociados. Entonces
(A4 BF)e; = Xe;
Luego de una manipulacién algebrdica, se tiene
e; = (M1 — A" BFe; (4.22)

Como se asumi6 que ); ¢ o(A), existe la inversa (A1 — A)~".
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Ahora es posible mostrar que
(AL—A)™" =Y " p;(\) 47 (4.23)
— _

para una eleccién apropiada de funciones racionales p;(\) que son analiticas en C
excepto en puntos en o(A). Un andlisis directo del algoritmo de Leverrier (Teorema.
A-3.5 del apéndice) indica cédmo comstruir los p;(A)’s. Sustituyendo la Ecuacién

(4.23) en la Ecuacién (4.22) se obtiene

e = Z pi(M)ATIBFe;

g=1

de modo que e; € Im(Q). Esto es asf porque
pj(/\i)Aj_lBFBi = Aj—lB[pj()\i)Fei] < IIIl(Aj_lB) C (Q)

Como el conjunto de vectores {ey,...,en} genera a R™, Im(Q) = R™, significando
que el subespacio controlable del par (A, B) es el espacio completo. De aqui, el par

(A, B) es controlable. O

4.7.4. Asignabilidad Espectral y Controlabilidad Incompleta

Veamos que a la parte controlable de un par (A, B) que no es com-
pletamente controlable, puede serle asignado un espectro arbitrario mediante una
realimentacion de estado apropiada. La clave para la solucion de este problema es
una transformacion no singular la cual convierte la descripcién de estado dada en
la forma controlable de Kalman la cual especificamente identifica y extrae los modos

completamente controlables del sistema.
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Resulta vt recordar aquf que, de acuerdo a las Proposiciones 4.2 a 4.8,

existe una transformacion de estado [ U} U, |z = z tal que
= Az + Bu

tiene la forma candnica de Kalman equivalente

4 A Agp 21 B;
' = _ + U (4.24)
Z2 0 A 2o 0

donde (i) rango[Q] = rango[ B AB ... A™'B] =p, (ii) U1 € M(n,p) vy
tiene columnas las cuales generan a span-col[Q], (i) Uy € M(n,n — p) y tiene
columnas las cuales junto a las de Uy forman una base deR™, (iv) A;; € M(p,p), (v)
Q=] B, A;uB; ... /11171—131 | tiene rango p, y (vi) la parte z; de z = col(zy, 2]

incluye la parte controlable del espacio de estado.

A fin de asignar los polos a la parte controlable del sistema incomple-

tamente controlable, postulamos una ley de control F' = [ B, B, ] porla cual

. - 21
U= [ Fl § A ] + U
23
Entonces la Ecuacion (4.24) se vuelve
2 Ay + B1F’1 A + Blﬁ'g 2 + B
= _ u
Z.Q 0 A22 Z9 O

Claramente, los valores propios del sistema son dados por los valores propios de
Ay + B Fy y los valores propios de Ayy. Para asignar arbitrariamente el espectro
de la parte controlable del sistema original, usamos los métodos desarrollados an-
tes. La matriz de realimentacidn F, puede ser escogida de modo que minimice el

acoplamiento desde la parte incontrolable a los modos controlables si se desea. Es-
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pecificamente, podemos usar las técnicas de descomposicién de valor singular para

hallar una solucién en minimos cuadrados de la ecuacién BiFy = —Ajs.
Una vez que F = | F, Fy ] ha sido escogida, la matriz de reali-
mentacién F en las coordenadas = es dada por F = | FBIU U, Si

[ U, U, ] es calculada usando la descomposicién de valor singular de Q, entonces

F:[ﬁ'l ﬁZ][Ul UQ]t

Nétese que esta clase de asignabilidad espectral es extremadamente im-
portante, especialmente en el contexto de estabilizacion de sistemas. En particular,
si los modos inestables de un sistema son controlables, entonces el sistema puede ser
internamente estabilizado por realimentacion de estados. Tales sistemas son llama-

dos estabilizables.

El siguiente teorema nos permite afirmar que la realimentacion de es-

tado no altera la controlabilidad de un sistema.

Teorema 4.7. Supdngase que Q4 es la matriz de controlabilidad del par (A, B) y
que Qarpr es la matriz de controlabilidad del par (A + BF, B), donde F es una

matriz arbitraria de realimentacion. Entonces Im Q4 = Im (Qa+pF)-

Demostracion.

Parte 1. Prueba de que Im(Qaipr) C ImQa. Primero, obsérvese que (A +
BF)B = AB + BFB; de aqui, Im[(A + BF)B] C Im[ B AB |. Similarmente,
(A+BF)2B = A2B+ AB(FB)+B(FAB)+B(FBFB); de aqui, Im[(A+ BF)2B] C
Im[ B AB A®B]. Entonces, por induccién, sigue que Im[(A + BF)*B] C
Im[ B AB ... AFB ], para toda k. Consecuentemente, Im(Q4y5r) C Im(Q4).

Parte 2. Prueba de que Im(Q4) C Im(Qaisr)- Sea A, = A+ BF. De la Parte
1, Im(Qa,—5r) C Im(Qa,). Como A, — BF = A, podemos escribir Im(Qa) C

Im(Qa-5F)- O

134



Teorema 4.8. Sea el par (A, B) controlable, y sea b, un vector arbitrario en el
espacio columna de B. Entonces existe una realimentacion de estado F, tal que el

par (A + BF,,b,) es controlable.

Demostracion. Para probar el teorema, definimos una sucesién de vectores ¥ que
generam a R", el espacio controlable, en tal forma que la eleccién de F, es obvia. La
sucesién empieza haciendo v* = by = Bu, para un vector apropiado u, € M(m, 1).

Definase
v = Avi+ b,

Sea p, el entero més grande para el cual el conjunto {v*} es linealmente independien-
te. Si p, = n, detenerse; de otro modo escdjase un vector b; en el espacio columna de
B independient de {v}. Tal vector debe existir porque el par (A, B) se asumi6 con-
trolable; esto es, si tal b; no existiera, entonces el par (A, B) no serfa controlable. En
cualquier caso, by = Bu; para un apropiado vector u; € M(m,1). Sea vPo*™ =, y
para i > p,, definase

v = AVt by

Sea p; el entero mds grande para el cual el nuevo conjunto {v*} es linealmente
independiente. Si p; = n, detenerse; de otro modo continuar este proceso hasta que

el conjunto genere R™. De este modo, hay n vectores que satisfacen
V= AV 4+ 1

donde b es igual al apropiado vector b, = Bu,, by = Buy, ..., dependiendo de la

naturalez exacta de la construccién precedente.

La idea ahora es escoger F, de modo que (A + BF,)/* = v}, en cuyo
caso la matriz de controlabilidad del par (A + BF,, b,) tiene columnas iguales a los
V' que generan a R™, haciendo controlable al par. Para ese fin, escdjase F,, de modo
que

Flvt o2 ... v ]=lu w ... up]
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Como el conjunto {v*} es una base de R”,

Fo=lue w ... up )0t 22 ... ]!

O
Ejemplo 4.6. Sea el sistema
& = Az + Bu, (4.25)
con
-3 2 2 ‘ 11 2
A= 0 -1 0}, B=j011
—-6 6 4 2 0 2

La matriz de controlabilidad de este sistema es

Q = [B AB A’B]
1121 -1 0f1 12

= |01 1/0 -1 —-1]0 1
2.0 2/2 0 2]/20

N =

la cual tiene rango 2.

Obsérvese que una base del espacio columna de @ es
{{t 0 2%[1 10"t v que ampliando este conjunto con el vector

[2 —2 —1 ] se obtiene una base de R".

Definimos entonces U = [U; Us], con

11 2
Uh=10 1 y Uoa=| —2
20 -1
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Empleando la transformacién z = Uz obtenemos el modelo dindmico

en la forma de Kalman

% /111 /—112 2 By
) = _ + U, (426)
V) 0 A22 Z 0
donde
1 0]-14 [ 1 0 1 ]
_ _ B
A A B 0o -1| 2 B 0 1 1
0 Ap —— | — , - == ——
0
0 0] O | 0 0 0

y €l subsistema controlable (A;y, B;) es
2 = /—11121 + Bju (427)

Obviamente, la matriz reducida de controlabilidad

~ i 101(1 0 1
Q=[B|AnBi =
01 1[0 -1 —1

tiene rango 2 (el modelo de estado reducido componente (A;1, B;) es completamente

controlable).

Nétese que de los valores propios, 1,—1, y 0 de A, el valor propio 0

(dnico valor propio de Ay) no puede modificarse por realimentacién de estado.

Nos proponemos ahora asignar el espectro A = {—1+17,—1—14} ala
parte controlable del sistema (4.25) mediante una ley de realimentacién u = F'z con

F' de la forma

F= [ Fl Fz ][ Ug U, ]_1 (4-28)
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de modo que [ F} F, | sea la matriz de realimentacién para el sistema (4.26), el

cual, ya realimentado, adopte la forma,

2 A+ BiFy, Ap+ BiF 21 N By
= _ u
2z 0 Ao Z1 0

con F, tal que

/_112 + B]_FQ = 0

a fin de minimizar el acoplamiento de la parte incontrolable sobre la parte controlable

del sistema, v con Fy que satisfaga o(Ay; + By F1) = {—1+14,—1 —i}.

A continuacién realizamos en tres pasos los calculos correspondientes

de la matriz de realimentacién buscada F.

1. Célculo de F,

Resolvemos el problema

B]_Fg = —*A—12 (429)
encontrando una solucién al problema
min_ || Fyl2
By Fo=—A12
la cual sabemos es (véase la seccion A-4.2.1)

Fy = B{ (= Auw), (4.30)

con
Bi* = Bf = B{[BBj| ™" (4.31)

Reemplazando valores en (4.30) y (4.31) obtenemos

F=[10 —6 4]
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(Se verifica inmediatamente que con este resultado se cumple (4.29))

. Célculo de F;

Puesto que el sistema (4.27) es multientrada, calculamos F siguiendo

el algoritmo de asignacién multientrada.

Con la finalidad de no recargar la notacién, escribimos el sistema (4.27)

como
& = Az + Bu, _ (4.32)
con
1 0 101
A = 5 B =
0 -1 011

(no confundir el sistema (4.32) con el sistema (4.25)).

Siguiendo el algoritmo, tenemos:

a) Verificamos que la matriz

101]1 0 1

Q=[B AB]=
01 1/0 -1 -1

tiene rango 2, de modo que este subsistema es controlable.

b) Sea
01

Fo= 10
-1 5

Como exige este paso, comprobamos que

A, 2 A+ BF, =
0 4
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tiene valores propios diferentes (0 y 4)
T4, (N) = AL — A = A — 4)

Proponemos usar el vector p =1 (0 —1 |* escogido aleatoria-

mente y calculamos el vector B,:

Verificamos lo correcto de nuestra eleccién de p comprobando
que el par (A, B,) es un sistema controlable de entrada sim-

ple. Nos convencemos de lo tltimo al observar que el rango de

QOZ[BO AoBo]eS2:

rango (Q.) = rango ([ B, A.B, |) = rango =2
1

Asignamos el espectro A = {—1 +i,—1 — i} al sistema (A, B,)
mediante la realimentacién de estado v = F'z con F’ calculada de -

la siguiente manera:

s De
2/3 —1

~1/6 0
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ot

definimos v=[ —-1/6 0]y

o

Il

<

>

5

I |

- 1 —— T

o O

[
I

o
il
<
=
Il
| —|

» Mediante la transformacién z = Vz (z no es la misma de
(4.26)1"), transformamos el sistema (4.29) a uno en la forma

canénica controlable:

BEEINEH

» Calculamos una matriz de realimentacién de estado F' =
[ /2 fi ]de modo que o(A+ BF) = A:
Ya que

irpp-| 1
(a2 + f2) (—ar+ f1)

observamos que se debiera cumplir

= (LI = (-1 -]
= —fat(—4— fi)A+ 2

Tirp(N)

De modo que identificando los coeficientes de A y A% obte-

nemos f2 =2y fl = —6.
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Entonces, una matriz de realimentacién de estado F =

[ £, fi]tal que o(A+ BF)=Aes
F=[-2-6]

s La matriz F’ de la realimentacién de estado u = F'z que

asigna el espectro A = {—1+414¢,—1 — i} al sistema (A, B,) es
F=FV=[1/3 6]

e) La matriz de realimentacién F; que mediante la realimentacién

u = Fyx asigna el espectro A al sistema (4.32) es

1/3 7
Fi=F,+pF = 1 0
—4/3 -1

3. De 1. y 2., tenemos que la matriz F' que mediante realimentacion de
estado u = F'z asigna el espectro A a la parte controlable del sistema

~ (4.25) es (ver la Ecuacién 4.28)

5.3704 1.6296 —2.5185
F=[F Bl U] "'=1]-12222 1222 11111
0.2963 —1.2963 —0.8148

Verificamos fécilmente lo correcto de nuestros cdlculos al comprobar

que se cumple
o(A+ BF)=AU{0} ={-1+1,-1-14,0}

como se deseaba. 4
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5 OBSE~RVABILIDAD DE SISTEMAS LITY
DISENO DE OBSERVADORES

5.1. Introduccion

Agqui consideramos el problema de la determinacidn del vector de estado
de un sistema a partir de mediciones de la entrada y la salida de él. El resolver este
problema es de gran importancia porque muchas veces no se pueden medir todas las
variables de estado y, como ya se estudid, su conocimiento es vital en la reubicacién

de polos por realimentacion de estados.

5.2. Definiciones Basicas y Equivalencias

Definicién 5.1. El estado z(1,) en R™ es observable si y sdlo si existe t1 > t, tal que
mediciones de y(t) yu(t) sobre [t,, t1] y el conocimiento de A, B, C, D son suficientes

para determinar z(to).

Definicién 5.2. El par (A, C) que representa al sistema {A, B, C, D}es observable
(frecuentemente llamado completamente observable) si y solo si todo estado en R™

es o_bservable.

FEstas definiciones nos conducen al planteamiento del siguiente proble-

Dado el modelo de estado

2(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)
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con A € M(n,n), B € M(n,m), C € M(r,n), y D €
M(r,m), y dadas mediciones exactas de u(t) e y(t) sobre
el intervalo de tiempo [t,, 1], calcular el vector de estado

z(t) para cualquier ¢ € [to,11].

Dado que los datos disponibles son y(t) y sus derivadas y u(t) y sus

derivadas, el curso ldgico de accion es secuencialmente derivar y(t) = Cz(t):

y(t) = Cz(t) + Du(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) = CAz(t) + CBu(t) + Du(t)
i(t) = CA%z(t)+ CABu(t) + CBul(t) + Dit) (5.1)

y () = CA™z(t) + CAM2Bu(t) + ...+ CBu™2(t) + Dul*D(¢)

El conjunto de ecuaciones termina en y®™ 9(t) debido a que hay sélamente n condi-
ciones iniciales. Analiticamente esto sigue del Teorema de Cayley-Hamilton, el cual

establece que m4(A) = [0]; en particular, w4(A) = [0] implica que
A" = —a l—ap1A—...— g A™!

" En otras palabras, la n-ésima potencia de A es una combinacion lineal de las poten-
cias nferiores de A. De aqui, para cualquier p, AP puede ser expresada como una

combinacidn lineal de las potencias 0-ésima a la (n — 1)-ésima de A.
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En forma matricial, la Ecuacion (5.1) se vuelve

Ezpresamos de modo compacto esta ecuacion asi:

Y(t) = Ra(t) + TU()

¢CB D

[y ] [ ¢ ] D 0
J(t) CA CB D
ii(t) C A2 CAB
= z(t)+| CA2B CAB CB
] y(n—l) (t) | L CAn—l | CAn—2B

CB

D

u(t)
u(t)
ii(t)

i u(n—l) (t) |
(5.2)

(5.3)

donde cada una de las variables Y (t), R, z(t), T, y U(t) se identifica con sus obvias

contrapartes en la Ecuacion (5.2). Esta ecuacion se puede reescribir como

[Y'(t) - TU(8)] = Ra(t)

donde la matriz de observabilidad R tiene la forma

C
CA
CA?

cA!

.

-4

(5.4)

(5.5)

Recuérdese asimismo de los Lemas 4.1 y 4.2 que la adicién de mds términos de la

forma CA*, k > n, no incrementa el rango de R.
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Teorema 5.1. 8% la Ecuacion (5.4) es consistente, entonces existe una tinica so-
lucidn z(t) si y sélo si rango[R] = n. Ademds, cuando eziste, la solucidn unica es
dada por

z(t) = R7L[Y (t) — TU(t)] (5.6)

donde R™L es cualquier inversa izquierda de R (véase la Definicion A-4.1 ).

Corolario 5.1. El modelo de estado invariante en el tiempo { A, B, C, D} es observa-

ble si y sélo-si rango [R] = n.

Demostracion. Dado que las mediciones necesarias en la Ecuacion (5.4) surgen de la
solucién del modelo de estado lineal invariante en el tiempo, la Ecuacién (5.4) debe

ser consistente, asumiendo mediciones perfectas. El resultado sigue inmediatamente.

O

Oservacién 5.1. La solucién de Rz(t,) = [Y (t.) — TU(t,)] tiene la forma
z(to) = zo + N(R)

donde N(R) = Ker(R) es el nicleo de R y x, es una solucion particular de la
ecuacion, que puede ser calculada de modo que tenga norma minima empleando la

pseudoinversa Moore-Penrose (véase la Definicion A-4.3), de acuerdo a

T, = RT[Y (to) — TU(t,)]

Del desarrollo precedente, siempre que el nicleo de R sea no trivial, se
caracterizard inciertamente la reconstruccion de x, a partir de mediciones entrada-
salida. Los elementos de N(R) tienen una interpretacion fisica interesante: todo x.
en N(R) produce una respuesta de entrada cero idénticamente igual a cero. Para

verificar esto, recuérdese el Teorema de Cayley-Hamilton: Sea A € M(n,n) una
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matriz con polinomio caracteristico ma(A) = A" + a1 A" + ... + a,; entonces
At + @ AV 4a = [0]

Este teorema implica que A™ es una combinacidn lineal de las potencias inferiores

de A, esto es,

A" = —q A" — . —qa,l

FEntonces

AP =B A" 4+ BT

para apropiados escalares B; y toda p. Con estos hechos en mente, considérese la
respuesta de estado de entrada cero cuando la condicion inicial z, estd en N(R).

Para t, =0, la respuesta de entrada cero estd dada por
y(t) = CexplAt]z,
La expansion de exp|At] en el lado derecho en serie de Taylor resulta en

y(t) = Cexp|Atlz, = C[I+ At + A**/2! + .. ]z,
= Cz,+ (CAz,)t + (CA2x°)t2/2! 4+ ...

Dado que z, estd en N(R), Rz, = 0. De aqut, por el Teorema de Cayley-Hamilton
o por los Lemas 4.1 y 4.2, CAPz, =0, ¥Vp > n. Por lo tanto,

y(t) = Cexp[Atlz, = [0]

De aqui podemos concluir que si N(R) # {0} y z, € N(R), no se puede
reconstruir este estado a partir de mediciones entrada-salida porque hay una infinita
cantidad de vectores en el espacio vectorial N(R) que, tomados como vectores de

estado inicial, dan lugar a respuestas de entrada cero nulas.
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FEsta interpretacidon sugiere la siguiente definicion.

Definicién 5.3. N(R) es el subespacio inobservable del espacio de estado.

De la discusion previa, también resulta la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1. Vz, € N(R), Az, € N(R).

Dicho de otra manera, esta proposicion afirma que todo estado en N(R)
no puede “escapar” de N(R) por alguna clase de accidn del sistema (multiplicacion

por A).

Oservacion 5.2. La Proposicion 5.1 también se puede expresar a través de la afir-
macion de que N(R) es A-invariante, lo que se representa de modo compacto como

AN(R) C N(R).

Teorema 5.2. N(R) es el mayor subespacio A-invariante contenido en Ker(C).

Demostracién. Yz € N(R), Cx = CAz = ... = CA" 'z = 0. Del teorema de
Cayley-Hamilton sigue que también CA™z = 0, y de aqui que Az € N(R), lo cual
implica que N(R) es A-invariante. Ademds, Rz = 0 implica que Cz = 0, y de
aqui N(R) C Ker(C). Por lo tanto, N(R) es un subespacio A-invariante contenido
en Ker(C). Para mostrar que N(R) es el mayor de tales subespacios, asimase que
V es un subespacio A-invariante contenido en Ker(C). Tomemos z € V. Entonces,
como V es A-invariante, también Az, A%z,..., A" 'z € V, y como V C Ker(C),
concluimos que Cz = Az, CA%z,...,CA™ 1z = 0. Esto implica que z € N(R) y, de
esto, que V C N(R). O

Una pregunta de interés a estas alturas es, Si los estados en el subes-
pacio inobservable no se pueden reconstruir, jqué estados son reconstruibles? La
respuesta es: Todo estado en Im(RY), se puede reconstruir. Esto puede ser probado

empleando el concepto de dualidad que se expondrd mds adelante en este capitulo.
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Por dualidad, un estado x es observable con respecto al par (A, C) si y sdlo si es con-
trolable con respecto al par (—A?, C*¥) 0 (A%, C). De aqui se puede ver a Im(R?) como
el subespacio observable del espacio de estado. Nétese que todo vector de ITm(R?) es
ortogonal a todo vector de N(R), esto es, que Im(R") es el complemento ortogonal

de N(R), o lo que es lo mismo, que N(R)' = Im(R?).

Proposiciéon 5.2. El espacio de estado X = R" tiene la descomposicién suma

directa

X =Im(R") ® N(R) = N(R)* ® N(R)

la cual descompone el espacio de estado en sus partes observable e inobservable.

La prueba de la Proposicion 5.2 es obvia a partir de la definicion de

complemento ortogonal.

De la teoria de complementos ortogonales siguen los siguientes dos co-

rolarios a la Proposicion 5.2.

Corolario 5.2. Vz € R", = Z + Zinoy, donde zop € Im(RY) y Tinoy € N(R) son

1Unicos.

Corolario 5.3. x € R"™ es observable si y s6lo si Tinep = 0.

Ahora planteamos una transformacion de estado que pone en evidencia
las partes observable y no observable de los estados. Este desarrollo es paralelo al
que derivé en la forma candnica controlable de Kalman controlable del Capitulo 4

(Proposiciones 4.2 a 4.8).

El cambio de coordenadas que planteamos aqui es tal que en las nuevas
coordenadas, por decir, las coordenadas z, la parte superior de z, denotada por z,
contiene la parte inobservable del espacio de estados y la parte inferior de z, denotada

por 2z, contiene la parte observable o reconstruible del espacio de estado.
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Para empezar, supongamos que la matriz de observabilidad R de la
Ecuacion (5.5) tiene la descomposicion de valor singular (ver el Apéndice A-4.2)
SR 0 VR t
R=[UR UE] () (5.7)
0 0| (VH
donde el superindice R denota dependencia de la matriz de observabilidad. A partir
de esta descomposicion, una base ortonormal para el subespacio inobservable N(R) es
dada por las columnas de V§, esto es, N(R) = Im (Vi®). De modo similar, N(R)* =
Im (V). De la Proposicién 5.1, N(R) = Im (V) es A-invariante, de modo que se
puede escribir
A Ap
A[VzR VlR]:[V2R VlR] ~
0 Ax
por los mismos argumentos usados para probar la Proposicion 4.4. Ademds, si x €

N(R), entonces Cz =0, o, equivalentemente, CVE = [0]. Entonces,

c

[0 G I VE VBT

Finalmente, como R es independiente de B,

Bz[VzR V'lR]

Estas relaciones sugieren la transformacién de coordenadas [ VE VFE |z = z, la

cual conduce al modelo de estado equivalente llamado la forma observable de Kal-

man, esto es,

; Ay A B
2 _ 11 _12 51 I _1 u (5. 8)
2.12 0 A22 Z9 B2
_ 21
y = [ 0 Cy ] ' (5.9)
22
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Por construccion, el par (Ca, Az) es observable. Para ver esto, supodngase lo con-
trario, esto es, que (Cy, Agy) mo es observable. Entonces, hay un estado de la forma
[0 2 ]t en el espacio nulo de la nueva matriz de observabilidad. Pero entonces el
estado € = [ VR VR0 2 |' € Im(V§), contradiciendo la estructura particio-
nada del modelo de estado eguivalente. De aqud, 2, contiene la parte observable del
espacio de estado. Ademds, de la estructura de C = [0 C, ] y la observabilidad
del par (Cz, Azz), la reconstruccion a partir de mediciones entrada-salida puede dar-
se con segquridad en vectores de la forma [ 0 3z, |'. Claramente, entonces, la parte

observable del espacio de estado es ortogonal a la parte inobservable.

5.3. Equivalencias Para la Observabilidad de un
Sistema

La dualidad de las nociones de controlabilidad y observabilidad se acla-
ra mas con el Teorema 5.3. Este teorema, hermano del teorema 20.4 establece las

declaraciones paralelas que concernientes a la observabilidad de sistemas

Teorema 5.3. Para el modelo de estado lineal invariante en el tiempo #(t) =

Az (t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t) son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) El par (C,A) es observable.

(i)
C .
rango =mn, Y wvalor propio \; de A
MlI—A

(iii) rango [R] =n, donde R es la matriz de observabilidad (Ecuacion 5.5).

(iv) rango [C exp At] = n, esto es, hay n columnas linealmente independien-
tes cada una de las cuales es una funcién vectorial del tiempo definida

sobre [0, 00].
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(v) La matriz Gramiana de observabilidad dada por
t1 .
Wo(to, t1) = / e 1C" Cedg (5.10)
to
es no singular, Vt, > t,. Ademds, si Wo(t.,t1) es no singular, entonces

t1
(to) = eMe W5 (to, t1)e™™ / e @) CtyM (q)dg (5.11)

to

donde y™(t) juega el rol de una medida de la salida y estd definida como

i
y"() =y(t) - C | ¢*“9Bu(g)dg— Du(y) (5.12)
to
Obsérvese que si algin dispositivo mide y(t) y u(t), entonces y™(t)
puede ser generada numéricamente o por algin tipo de circuito integrador-sumador

andlogo. Después del cdlculo de z(t.), la evaluacidn de la férmula

¢
z(t) = eA(t_t°):v(to) + / eA(t'q)Bu(q)dq

to

generard la trayectoria de estado x(t) sobre [t,,t1]. Este método en el que z(t,) se
calcula ahora ofrece una alternativa al imprdctico método desarrollado en la Seccion

5.2, representado por la Ecuacidn (5.4).

Teorema 5.4. (Teorema de Dualidad) El modelo de estado (A, B,C) es completa-
mente controlable si y sélo si el modelo de estado (—At,C*, B*) es completamente
observable. Ademds, (A, B,C) es completamente observable si y sdlo si (—A?, C*, BY)

es completamente controlable.

Demostracion. Si (A, B,C) es completamente controlable, entonces

rangol B AB ... A"!'B]=n
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Tomando la transpuesta y multiplicando filas apropiadas por —1 se obtiene

Bt
- Bt At

rango =n

Bt(_At)n—l

de modo que (—A%, C*, B?) es completamente observable. Lo reciproco sigue por un

argumento simétrico..

Después, (A, B, C) es completamente observable si y sélo si

- -

C
CA

rango

I
3

cArt

si y sélo si

rango[C| — A'CY|...[(-AH"ICY =n
si y sélo si (—A¢, C?, Bt) es completamente observable. O

Corolario 5.4. El modelo (A, B,C) es completamente (observable) si y sélo si

(A, Ct, BY) es completamente observable (controlable).

Demostracién. [Prueba del Teorema 5.3]. Combinando los resultados del corolario
al Teorema 5.4 con el Teorema 4.4, vemos que las equivalencias de (i)-(v) siguen

inmediatamente. [l
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5.4, Observabilidad y Modos Dirigidos

Teorema 5.5. El modo exp(\;t)R; (o equivalentemente, exp(\;t)e;) es inobservable

si y sélo si CR; = [0].

Demostracion.
Parte 1. Supéngase que CR; = [0] para algin i. Entonces para cualquier z(0), la
contribucién del modo exp(A;t)R;z(0) a la respuesta a entrada cero del sistema, es

idénticamente cero. En otras palabras, el modo es inobservable.

Parte 2. Para lo reciproco, supéngase que el modo exp(\;t)e; es un modo inobser-
vable, esto es, que e¢; se encuentra en N[R]. Entonces la contribucién de este modo
a la respuesta a entrada cero es idénticamente cero. Ahora, como e; estd en N[R],
sigue directamente que Ce; = 0, y desde que R; = e;w}, CR; = [0], como se tenia

que mostrar. O

Como se vé, la observabilidad de un modo dirigido (\;, e;) depende de
la relacion entre C y los vectores propios derechos de A, mientras que la controla-
bilidad del modo depende de la relacion que ya conocemos entre los vectores propios

izquierdos y B.

Corolario 5.5. El conjunto de vectores propios inobservables genera el subespacio

inobservable.

Este corolario implica que el subespacio inobservable del par (C,A) es

el mds grande subespacio A-invariante del espacio nulo de C.
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5.5. Diseno Basico de Observadores Dinamicos

5.5.1. Observadores Identidad

51 un modelo de estado (t) = Axz(t) + Bu(t) , y(t) = Cxz(t) + Du(t)
es observable, se ha mostrado que conociendo y(t), u(t) se puede reconstruir z(t)

mediante la siguiente formula (véase el Teorema 5.8):

11
2(t) = MWL (L, b)ed't / A (g — 1)CtyM (q) da,

to

t
con M) = y(§)~C [ M9 Bulg)dg— Dulo),
to

La reconstruccién del estado a partir de mediciones entrada-salida em-

pleando las férmulas anteriores es tediosa.

En contraste, un estimador de estado u observador de estado dindmico
construido alrededor de una réplica del sistema dado provee un estimado continuo

en linea del estado del sistema.

Por ejemplo, supongamos que un sistema particular tiene un modelo de

estado escalar

T = Ax+Pu

y = &x, M\ B,¢& escalares no nulos.

La siguiente réplica £ = A% + Pu de la planta sirve como un observador dindmico:

Debe ocurrir que

Jmfa(t) - (0] =0
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Para qué condiciones ocurrird esto? Para responder a esto, ndtese que el error z(t)—
Z(t) es:
(t) — £(2) = Alz(t) — 2(2)],

ecuacion diferencial de solucién
[z(t) — £(t)] = ¥[z(0) ~ £(0)]

Si se conoce z(0) y se escoge Z(0) = z(0), entonces, tedricamente (no es la situa-
cidn real, frecuentemente hablando), £(t) = z(t),Vt > 0. Generalmente z(0) no es

conocido. De este modo, si A < 0, im;,0o(z(t) — £(t)) = 0.

Se vé que debido a que X es el polo de la planta, el observador planteado

tiene una dindmica dependiente de la planta, lo cual no es deseable.

Una mejora al observador anterior toma en cuenta mediciones de la
salida y debe cumplirse que si Z(t) estd cercana o x(t), entonces £3(t) debe estar

cercano a Y(t).

Cualquier diferencia debe servir a Z(t) en su tarea de sequir a x(t).

Especificamente,
(1) = M\ + k(y — £%) + Bu

es una estructura mejorada del observador dindmico escalar, donde k es un escalar

que se debe especificar.

En este caso, la ecuacion dindmica del error, z(t) —%(t), tiene la forma
(& — %) = Mz — £) — k(y — £2) = (A — k€)(z — %)
Esta ecuacion tiene solucion

[o(t) — &(t)] = e**[2(0) — £(0)].
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Es claro que una eleccion apropiada de k establece la convergencia, con la tasa de

convergencia independiente de la dindmica de la planta.

Generalizando al caso del modelo de estado multientrada, multi-salida

(MIMO)

&t = Az+ Bu

y = Cz,
la ecuacion dindmica del observador identidad o asintdtico tiene la forma
i = A%+ K[y — C%] + Bu (5.13)

Sustituyendo y = Cz en la Ecuacidn (5.13) y restando las dos ecuaciones anteriores

se obtiene la ecuacion dindmica del error:
(t —2) = (A - KO)(z — %)
que tiene solucion
[2(t) - 2(t)] = 4 [2(0) — 2(0)]
Los dos requerimientos impuestos a la dindmica del observador son:
1. th’m (Z(t) — z(t)) = 0: todos los valores propios de A — KC deben estar
—00
en el semiplano abierto izquierdo complejo.

2. La tasa a la cual Z(t) se aprozima a x(t) es establecida a través de una

eleccion apropiada de K.

Teorema 5.6. Si el par (A,C) es completamente observable, entonces el espectro

de (A — KC) puede ser asignado arbitrariamente por una eleccion apropiada de K.
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Demostracion. Si (A,C) es completamente observable, entonces el par (A?, C?) es
completamente controlable, por dualidad. De aqui, por la propiedad de asignabilidad
espectral desarrollada en el Capftulo 4, el espectro (valores propios) de (A* + C*K)
puede ser asignado por una eleccién apropiada de K. Escogiendo K = —K¢, el
espectro de (A — KC) puede ser arbitrariamente asignado porque (A* 4+ CtK) y

(A — KC) tienen el mismo polinomio caracteristico. O

Ejemplo 5.1. Sea el modelo

y = [0 1]z
El observador es:
. 0 -2 | ky ) 0
T = T+ y—[0 1]2[+ U
1 -2 ko 1

. 0 -2 k
(&—2) = ~1 o 1] @-2)
1 -2 ko
L
0 —2—-k
= " (@-2) (5.14)
L1 -2 — ko

Supéngase que la diferencia del error debe tener el espectro {—5, —6}. Entonces el

polinomio caracteristico deseado es
Ta—rc(A) = A%+ 111+ 30
Como el polinomio caracteristico de la dindmica de error es

Ta-kc(A) =N + 2+ k)X + (2 + k),
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) ) k 28
la matriz K de realimentacién debe satisfacer K = =

ko 9

De esto y de la Ecuacién (5.14), el vector de error tiene la forma

w(t) a0 = | | * M () - 20)
6 5 6 1

Si [z(0) — £(0)] = [ 50 75 ], una gran desviacién, entonces, después

de 5 segundos,
R 11 —175¢=2 -2 x 1079
[z(5) — 2(5)] = ~
6 5 225730 —1078
un error bastante pequeno. _ N

5.5.2.  Observadores Para Sistemas No Observables

. Qué se puede hacer cuando (A, C) no es observable y solamente parte
del espacio de estado es reconstruible? ;Qué modificaciones en la estructura del
observador que se ha desarrollado permiten la reconstruccion parcial de estado, esto
es, la reconstruccién del complemento ortogonal del subespacio inobservable? La
forma observable de Kalman da paso a la solucion. Recuérdese la forma observable

de Kalman de las FEcuaciones (5.8) y (5.9), esto es,

2 Ay A 21 By
= ~ +1 _ |u
22 0 A22 Z9 B2
_ 21
y = [0 Cp ]
22
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obtenida a partir del modelo de estado usual bajo la transformacién de estado
[Ty Ty )z =z, dondeTy es cualquier matriz cuyas columnas generan el subespacio
inobservable y Ty es cualquier matriz cuyas columnas combinadas con las de Ty for-
man una base para R". Una buena eleccion es [Ty Ty ] = [ VB VR |, donde las
Vs son dadas por la descomposicion de valor singular de R (Ecuacién 5.7). El
observador dindmico debe usar mediciones de y(t) y u(t) para reconstruir z»(t) en
el nuevo sistema coordenado. La parte reconstruible del complemento ortogonal del

subespacio inobservable estd dada por

=T T
22
Como £ no tiene proyeccion sobre el subespacio inobservable de (A,C), % es una
aprozimacién en minimos cuadrados a la parte observable del estado x. La Figura 5.1
ilustra la estructura de diagrama de bloques del observador. Si (A, C) es observable,

la estructura del observador se reduce a la de la Ecuacion (5.13).

5.5.8. Observadores de Orden Reducido

Nétese los siguientes hechos del disefio de observadores: (i) los obser-
vadores requieren las mediciones de v salidas y de m entradas, y (ii) el orden del
observador es igual a la dimensién de la parte observable del espacio de estado. Si las
mediciones de r entradas son independientes (de modo equivalente, sirango [C] =r)
entonces existe una relacidn uno-uno entre las mediciones y(t) y un subespacio de
dimensién r del espacio de estado. Por supuesto, este subespacio r-dimensional de-
be ser observable. Pero entonces uno podria preguntarse, si (A,C) es observable,
iporqué se necesita un observador n-dimensional? Intuitivamente, un observador de
dimension (n — r) pareceria ser suficiente. En efecto lo es, y la construccidn que

sigue fabrica la estructura de este asi llamado observador de orden reducido.
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. A
Estimado de 4 X, (X=X, + Xobs) —

vt

[%R Vle] ) 6 Y ” 5

‘ g 7 "

t
[0 Zzl]
Extension del 2 K
espacio de estado ¢

—»>| 4, |

Figura 5.1: Diagrama de bloques del observador de la planta cuando el par (A, C)
no es completamente observable.

Supéngase que (A, C) es un par observable. Cualquiera fuese su estruc-
tura, los observadores de orden reducido deben utilizar mediciones de y(t) en alguna
forma directa. La definicion de un nuevo vector de estado en el cual y(t) forma parte
de €l resulta ser la clave para el uso directo de las mediciones de y(t). En particular,
definimos un nuevo conjunto de variables de estado como

@ _ |V a0 (5.15)

y(t) C

donde C es de orden v X n, para r < n, y rango[C] = r, y V es cualquier ma-
triz de rango mdzimo tal que CV* = [0]. Claramente las columnas de V* generan

N[C]. Una eleccion éptima para V* deberia ser V' = V., donde V¥ surge de una
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descomposicion de valor singular de C de acuerdo a

SC 0 (V'lC)t

C=[ue ve]=
P 0 0| (v

Por supuesto, los valores de las variables w(t) en la Ecuacion (5.15) son desconoci-

dos.

La Ecuacidn (5.15) especifica una transformacién de estado no singular.

El modelo de estado equivalente tiene la forma

— — ~ -1 —_

; v % v
- A e Bu(t) (5.16)
I i J I C C Y | C ,

[ W | [ Ay A [ B
bl IO B 1N Bl I R D (5.17)
i ] ] | A A Yy | B,

El objetivo en este punto es restar Ky de w, donde K es una matriz de ganancia de
observador sin especificar atin. Definiendo una nueva variable de estado v = w—Ky,
se puede determinar un modelo de estado dindmico en v conducido por las variables
medibles y y u. Construyendo un observador dindmico (identidad) para este nuevo
modelo de estado se puede entonces generar el estimado ¥ de v. De aqui, el estimado
W de w se vuelve w = U+ Ky. En consecuencia, el estimado Z del estado de la planta

x satisfard
—~1 ~1

7 n 1% D+ Ky
C Y C Y

(5.18)

&
I
Il

Resta solamente completar los detalles. Como se menciond, substraemos Ky de w

en la Ecuacidn (5.17) para producir

(i — K9) = (A1 — KAgp)w + (A1 — KAxn)y + (B1 — K Ba)u (5.19)
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Definiendo v = w — Ky se obtiene el siguiente modelo de estado dindmico en v:

V= (/111 — K/Im)l/ + [/112 — Kfizz + AHK — KfiglK]y + (Bl — KBQ)’U, (520)

La Ecuacidn (5.20) tiene la forma de un observador (identidad). Para
ver esto, supdngase que U designa un estimado de v y reempldcese v en la ecuacion.

Entonces la ecuacidn dindmica del error es
(0 — ) = (A — KAn)(v — D) (5.21)

De aqui, la Ecuacién (5.20) tiene una estructura de observador identidad, vy si
(A1 (= A), Ay (= C)) es un par observable, para K elegida apropiadamente, la
solucion de la Ecuacion (5.21) convergerd a cero a la tasa de convergencia que se
desee. Notese que la observabilidad del par (A1, As1) sigue de la observabilidad del
par (4, C).

5.5.4. El Teorema de Separacion

El teorema de separacion de valores propios establece la viabilidad de la
implementacion de la realimentacion de estado basada en un estimado del estado,
obtenido de un observador dindmico. Con frecuencia sélo las variables de salida o
algin subconjunto de ellas estdn disponibles para medicion. La tecnologia limitada
de los sensores puede impedir la medicion directa de la mayor parte de las variables
de est@do. No obstante, muchos esquemas de diseno de realimentacion requieren in-
formacién de estados completa. Por ejemplo, el esquema de asignacion de valores
propios detallado en el Capitulo 4, v otros esquemas, utilizan una ley de realimenta-
cion de estado total. Para afrontar este problema, los ingenieros de control insertan
estructuras de observador dindmico en el lazo de realimentacion, y usan el estima-

do de estado en la ley de control de realimeritacion. La insercion de un observador
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dindmico en el camino de realimentacién crea dindmicas de sistema adicionales, es-
to es, valores propios o frecuencias naturales adicionales. Cabe entonces plantearse
la siguiente cuestion, ;La dindmica adicional interfiere en alguna forma indeseable
con el comportamiento deseado del sistema? Afortunadamente no. El teorema de
separacion de valores propios establece que el polinomio caracteristico del sistema
realimentado con un observador dindmico (véase la Figura 5.2) es igual al producto
de los polinomios caracteristicos del observador y del control de realimentacion de
estado sin el observador. En consecuencia, el comportamiento dindmico del observa-

dor no interfiere con la estructura de valores propios deseada de la planta controlada

U Modelo de estado y
del sistema

A 4

»| Observador |«

%>

Controlador [«

Figura 5.2: Estructura del sistema, observador y controlador sugiriendo la necesidad
del teorema de separacién de valores propios.

Teorema 5.7. (El Teorema de Separacidn de Valores Propios). Supdngase que una

planta tiene el modelo de estado usual

t = Az+ Bu

y el observador identidad dado por

%= Az + K[y — C#] + Bu (5.22)
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Supdngase que la ley de control para la planta es
u=Fz

Entonces el polinomio caracteristico del sistema interconectado es el producto de los
polinomios caracteristicos de la dindmica del observador A — KC y de la dindmica

de realimentacion A + BF.
Demostracion. De la hipdtesis del teorema,
t=Az+ Bu= Az + BFt = (A+ BF)x — BF(z — %) (5.23)
La dindmica de Z sigue de la Ecuacién (5.22) y puede ser escrita como
i=(A-KC)2+ KCz+ BF#
Entonces la ecuacion de error es
(¢ —2)=(A—- KC)(z — 1) (5.24)

En forma matricial, las Ecuaciones (5.23) y (5.24) se pueden escribir como

T |- A+ BF —BF T (5.25)
A 0 A—-KC r—Z
cuyo polinomio caracteristico es
(X)) = TarBr(N)Ta—xc(A)
CcOmo Se quiso probar. _ O
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Supdngase que se tiene el modelo EF (Figura 5.3):

EF: £ = Az+ Bu

y = Cz

al que se le desea reubicar los polos via realimentacion de estado mediante el uso

A

A

Figura 5.3: Representacién esquemética del sistema EF

de una matriz de realimentacion de estado F (véase la Figura 5.4):

&t = (A+BF)z+ Bu

y = Czx

con o(A + BF) pre-especificado.

Figura 5.4: Sistema EF realimentado
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Nos preguntamos lo siguiente: ;5% empleamos en la planta

= Az + Bu
EF
y=Cr

un observador identidad dado por
i = A%+ K[y — Cz] + Bu} observador

y se hace uso de la matriz de realimentacion de estado F como se indica en la
Figura 5.5, el comportamiento del observador interfiere con la estructura de valores
propios deseada de la planta? Dicho de otra manera, ;se pierden elementos de o(A+

BF)? Veamos.

u * Yy

z EF: x
+ ‘{

v

A4

Observador [€—

x

F

Figura 5.5: Sistema con observador y realimentacién de estados

De la Figura 5.5 y de las ecuaciones de la planta y del observador se

tiene

t = Az+ B(u-+ Fz)
= (A+ BF)z — BF(z — %)+ Bu (5.26)
Az + K[Cz — C%] + B(u+ Fz)

B>
1l

= (A-KC)i+ KCz+ BFi+ Bu (5.27)
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= (5.26) - (5.27): (2 —%)=(A—KC)(z —2) (5.28)

Las Ecuaciones (5.26) y (5.28) dan lugar a la ecuacién dindmica de estado del

sistema con observador y realimentador de estados:

T A+ BF —BF T B
| = + U
T—2Z 0 A—-KC T—Z 0

El polinomio caracteristico de la matriz de este sistema es w(\) =
Ta+-BF(A)Ta—kc(X), de modo que el comportamiento del observador no interfiere

con la estructura deseada de la planta.

5.5.5. La Forma Candnica de Kalman

Como se menciond anteriormente, las ideas de las Proposiciones 4.2 a
4-8 que desarrollaron la forma controlable de Kalman, se interconectan con la forma
observable de Kalman dada por las Ecuaciones (5.8) y (5.9) para formar la forma
canénica de Kalman. La progresion légica hacia esta forma candnica empieza con el

modelo de estado lineal, invariante en el tiempo usual

t = Az + Bu

y = Cz
que tiene matriz de controlabilided @ = B AB ... A" !B ] conrango[Q] = p.

Ahora supdéngase que @) tiene la descomposicion de valor singular (véase la Seccidn
A-4.2)
52 0 | | (B

5.29
0 0| (V) (529

Q=[U2 U]

donde (i) el superindice Q) se refiere a la descomposicion de wvalor singular de

la matriz Q, (%) UlQ tiene columnas ortonormales que generan o Im (Q), y (iii)
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Ug tiene columnas ortonormales que generan N (@Y = [Im(Q)]*, donde el su-
perindice L denota el complemento ortogonal de Im(Q) en R™. (Por ejemplo, si
Im(Q) = span{i,n}, donde vy = [1 0 1]  yra = [0 1 0], entonces
Im (Q)* =span {13}, donde vy =[1 0 —1 |!). Entonces

10
[1 0 -1]|0 1}{=[0 0]
10

confirmando la ortogonalidad de vs con 1 y vs.

Este andlisis sugiere una descomposicion del espacio de estado en una

parte controlable y una parte perpendicular a la parte controlable, esto es,
R'"=X=Xc® X¢ (5.30)

donde X¢c denota el subespacio controlable y Xo denota el complemento ortogonal
del subespacio controlable (a X también se le denomina subespacio incontrolable).
De la precedente descomposicion de valor singular de (), una base ortonormal para
Xc es dada por las columnas de U]f2 , v una para X5 es dada por las columnas de
U2Q . La representacion de esta descomposicion (ver la Ecuacion 4.5) es dada por el
modelo de estado equivalente

; Ay A B
2 _ 11 12 21 4 1 u (5.31)
0

22 0 A22 z9

y = Cz (5.32)
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donde

Ay A |
_ = [U2 U2 TAlU? U] (5.33)
0 A22J
.
01 = [U° U2 B (5.34)
Y
G=clue 2] (5.35)

Como se menciond, este sistema equivalente extrae la parte controlable del espacio
de estado y la incluye en el vector de estado | z; 0 |'. Consistente con la descom-

posicion descrita, cada vector z tiene la forma

donde [ 0 2z |* es el complemento ortogonal de | z; 0 |. De este modo, [ 0 2z |*

es incontrolable.

Las metas de este capitulo son (i) descomponer ain mds el espacio de
estado en particiones observable e inobservable y (i) representar el particionamien-
to completo mediante una representacion de estado equivalente la cual extraiga la
parte controlable e inobservable, la proyeccion de la parte observable sobre el espacio
controlable, la proyeccidn del subespacio incontrolable sobre la parte inobservable, y
finalmente la dltima particion, el complemento de estos espacios en R", la asi lla-
mada parte observable e incontrolable. En otras palabras, el objetivo es generar bases

para la descomposicién del espacio de estado dada por
R*"=X=X05®D Xco® Xaeo® Xeo (5.36)
donde
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(i) Xoo es la interseccion del subespacio controlable con el subespacio inob-

servable, esto es, aquellos estados que son controlables pero inobserva-

bles.

(i) Xco es el complemento ortogonal de X contenido en X¢, esto es, el
espacio de estados reconstruibles proyectados sobre el subespacio con-

trolable.

(i) Xeo es el complemento ortogonal de Xop contenido en N(R); esto es,
la proyeccion del subespacio incontrolable (el complemento ortogonal de

Xc) sobre el subespacio inobservable.

(iv) Xoo es aquel espacio el cual es el complemento ortogonal de Xoo ®
Xco®Xeao, esto es, aquellos estados los cuales son observables (recons-
truibles) pero no tienen proyeccion sobre el el subespacio controlable y

son de este modo incontrolables.

Stz € Xeo ® Xco, entonces x es incontrolable; si x € Xop ® Xoo,
entonces x es inobservable. Notese que la descomposicion debe empezar con Xo =
Xe N Xp debido a que solamente Xpp es A-invariante y es de este modo el inico
espacio definible en una forma libre de coordenadas. Finalmente, el uso de la palabra
ortogonal en la explicacion precedente es mds restrictiva de lo necesario, pero man-
tiene consistencia con el método de descomposicion de valor singular de construir la

descomposicion.

Las técnicas de descomposicion de valor singular proveen un medio di-
recto para obtener bases para estos espacios, lo cual a su vez nos permite desarrollar
una transformacion de estado. Esta transformacion de estado entonces nos permite
convertir las matrices de estado originales a un conjunto cuya estructura particio-
nada claramente escoge cada uno de los espacios. Desde que hay cuatro espacios, la

transformacidn debe tener la estructura T = [T1, T3, T3, Ty donde las columnas de
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Ty son una base para X¢p, aquellas de Ty una base para Xco, aquellas de Ty una

base para Xz, etc.

Claramente, la descomposicidn de valor singular de Q dada por la Ecua-
cidn (5.29), jugard un rol clave en la construccion. También, la descomposicion de
valor singular de la matriz de observabilidad R jugard un rol dual. Esta descompo-

sicion de valor singular es dada por

SE 0 vy
R=lvf vR1|° Elei (5.37)

Un esquema de la descomposicion aparece en la Figura 5.6

X5 =ImU N Im(VF)

Xeo=Xp® X0 @ Xy

(c)

Figura 5.6: Descomposicién del espacio de estado en (a) particién controla-
v ble/incontrolable, (b) particién observable/inobservable, y (c) particio-
nes controlable/inobservable, controlable/observable, etc.
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Las columnas de Ty deben generar la interseccién de Im (Q) N N(R) =
Im (UIQ YNIm(VR). Esta propiedad de interseccién es equivalente a que las columnas
de Ty son ortogonales a tanto Im (Q)* = Im (Us) y N(R)* = Im (Vi®). De este

modo, Ty es una matriz de rango mazximal satisfaciendo

U

Ty 2 MiTy = [0] (5.38)
(Vi

El cdlculo de T ocurre efectuando una descomposicion de valor singular sobre M,

y estableciendo Ty = V3.

La matriz T, debe tener columnas que sirven como una base para Xco,
el complemento ortogonal de Xop = Im (T1) contenido dentro de X¢ = Im (UIQ),
esto es, Xo¢ = Xgg ® Xco- Por lo tanto, las columnas de T, son ortogonales a
aquellas de Ty y a aquellas de U2Q . De aqui, T, es una matriz de mdximo rango
satisfaciendo

(U7
T

Ty 2 MoTy = [0] (5.39)

El cdlculo de Ty es similar a aquel de Ty, procediendo por ejecutar una descomposi-

cion de valor singular sobre M, y estableciendo T, = V2M2.

Im (T3) = Xgo representa el complemento ortogonal de X¢op contenido
dentro de Xp = Im(V{®). En otras palabras, Xg5 ® Xco = Xp, el subespacio

inobservable. Claramente, entonces, T3 es una matriz de rango mazimal que satisface

Vi
T

Ty 2 MyTs = [0] (5.40)

De modo que establecemos Tz = V2M3, donde V2M3 tiene columnas que generan el

espacio nulo de M.
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Finalmente, T, tiene columnas que generan el complemento ortogonal
de los tres espacios previos. De esie modo, Ty es una matriz de mdzimo rango sa-
tisfaciendo
T
Tt | Ta & MyTy = [0] (5.41)
3

Nuevamente, ejecutamos una descomposicion de valor singular de My y establecemos

Ty = V.

De modo qué la ejecucion de la transformacidon de estado Tz = = sobre

el modelo de estado usual produce el modelo equivalente

3 = Az+ Bu

y = Cz
donde _ _ o
A11 A12 A13 A14
. 0 Axn 0 A
A=T1AT = . (5.42)
0 0 0 Ay |
_ 5
3 B
B=T"'B=|""
0
0
Y

C=CT=[0 C 0 Cy]

Claramente, cada vector z en las nuevas coordenadas tiene la forma z =
[21, 22, 23, 24]'. También, todo vector de la forma z = [21,2,0,0]" es controlable,

y todo vector de la forma z = [0, 22,0, z4]* es observable, etc.
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5.6. Observabilidad y Sistemas en Tiempo
Discreto

Las ideas de observabilidad en tiempo continuo se extienden al caso en
tiempo discreto, obviamente adaptadas, de modo que se consideren un nimero finito

de mediciones en un correspondiente intervalo finito de tiempo.

Definicién 5.4. El modelo de estado en tiempo discreto es completamente ob-
servable si y solo si erxiste un indice finito N tal que el conocimiento de
{y[0},y[1], ..., y[N—-11} y {u|[0],u[1], ..., u[N—1]}, asi también como del par (A, C),

son suficientes para determinar z[0] para z[0] arbitrario en R™.
Estas definiciones conducen al planteamiento del siguiente problema:

Sea el modelo de estado

2lk + 1] = Az[k] + Bulk]

(5.43)
y[k] = Czlk] + Dulk]

con A € M(n,n), B € M(n,m), C € M(r,n),y D €
M(r,m), y dadas mediciones exactas de u[k], ulk +1],...
e y[k],y[k + 1], .. ., calcular el vector de estado z[k].

A partir de las Ecuaciones (5.43) se puede escribir

y[k] = Cz[k]+ Dulk]
ylk+1 = CAzlk]+ CBulk] + Dulk + 1] (5.44)
ylk+2] = CA%z[k] + CABulk] + CBulk + 1] + Dulk + 2
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En correspondencia directa con el caso en tiempo continuo, se obtiene el sistema de

ecuaciones que resuelve el problema:

ylkl ulk]
E+1 E+1
Wit | M
| ylk+n—1] | | ulk+n—1]
o lo que es lo mismo, Y[k] = Rz[k| + TUlk], donde
[ ¢ ]
CA
R
CAr1
- .J
Yy - -
D 0 0 0
CB D 0 0
T =
CA™ 2B CA*'B ... CB D )
Teorema 5.8. El sistema en tiempo discreto
z[k+1] = Azx[k] + Bulk]
ylk] = Czlk] + Dulk]

(5.45)

(5.46)

es completamente observable si y sdlo si la matriz de observabilidad de orden rnxn

r

o
CA

R=| o

CAn-—-l
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tiene Tango n.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supéngase que las observaciones de en-
trada son todas cero. Sea rango(R) = n, y supéngase que se conocen las mediciones

{0}, ...,y[N—1]}, asi como también el par (A, C). Entonces a partir de la discusién

anterior, ) i i
y[0] ¢
Yin] = y[:” - C:A 2[0]
i yln — 1] | I CA*? |

Como rango(R) = n, existe R~L y z[0] = R~LY[n] es determinada de modo tnico.

Para lo reciproco, supéngase que un estado inicial arbitrario z[0] pue-
de ser determinado de modo 1nico a partir de un nimero finito de observaciones
{y[0},...,y[N — 1]} para algin entero finito N. Definamos la matriz
[ c 7T
CA
Ry=| CA?

CAN—l
A

Por determinacién tinica, se entiende que la solucién de
Y[N] = Ryz[0]

es tinica. Esto requiere que rango(Ry) sea maximal, esto es, rango(Ry) = n. Pero
de los Lemas 4.1 y 4.2 del Capitulo 4, si rango(Ry) = n, entonces rango(R) =

rango( Ry) = n, como se tenfa que mostrar. O

177



Como en el caso en tiempo continuo, se dice que un estado z, es com-
pletamente inobservable si su respuesta de sistema de entrada cero es idénticamente

CEero.

Proposicién 5.3. z, es completamente inobservable si y sdlo si x, € N(R).

Demostracidn. (=) Supéngase que z, es completamente inobservable. Entonces

yl0] =yl =y[2l=... =y[n-1] =0

De aqui, 0 = Rz, implica z, € N(R).

(<) Supongamos que z, € N(R). Entonces Rz, = 0, lo que implica

que
yOl=y[l]=yl2l=...=...=yln—-1 =0
Definamos ahora _ -
C
CA
Ry=| (CA?
CAN-1

Entonces, por el Teorema de Cayley-Hamilton o los Lemas 4.1 y 4.2,

span-fila(CAN~1) C span-fila(R). Por lo tanto, N(Ry) = N(R), y
y[k] = CA*z[0) =0, Vk
de modo que z[0] es completamente inobservable. O

La Proposicion 5.3 continta el paralelismo con el caso en tiempo al
implicar que N(R) en realidad representa el subespacio inobservable del sistema.

Entonces sigue inmediatamente de la Proposicion 5.1 que N(R) es invariante bajo
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la multiplicacion por A. En particular, si z, € N(R), entonces

( CAFz, ]

CAk+1 o
RA*z, = v

C Ak+n_1il:o |

De modo que por el Teorema de Cayley-Hamilton o por los Lemas 4.1 y 4.2,
R(AFz,) = CAFx, = CA¥ g, = ... = CA* 1z, =0

ast que se ha mostrado el siguiente teorema.

Teorema 5.9. Supdngase que A tiene distintos valores propios X;. El modo dirigido

en tiempo discreto (A;,e;) es inobservable si y sdlo si Ce; = 0.

Aduz’ también el espacio de estado del modelo en tiempo discreto se
descompone partes observable e inobservable. Esta particion es representable como
una forma observable de Kalman, la cual se calcula de modo similar a como se
hizo en el caso en tiempo continuo y que condujo a las Ecuaciones (5.8), (5.9). La

contraparte de esas ecuaciones es

z21 [k + 1] . /111 fim Z1 [k] i Bl
2o [k + 1] 0 Azz Zz[k] Bz
z k]

K = [0 G,
ylk] [0 G ik

que se calcula a través de la transformacion de estado | VE Vi |z[k] = z[k], con

V& y V,E como se dieron en la Ecuacidn (5.7).
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De modo similar, se verifica que para un sistema en tiempo discreto el

par (C, A) es observable si y sélo si

C
rango =n (5.47)
AI—A

para todo valor propio \; de A, o, a su vez, si y sélo si
rango(CAF) = n (5.48)

donde cada columna de CAF se ve como una sucesién vectorial dependiente de k.
De este modo, las Ecuaciones (5.47) y (5.48) son condiciones equivalentes para la

observabilidad completa del par (C, A) al lado de la condicién rango(R) = n.

Continuando con la semejanza entre modelos de estado en tiempo con-
tinuo y en tiempo discreto, un observador identidad del modelo de estado en tiempo

discreto tiene la estructura

[k + 1] = A[k] + K (y[k] — C&[k]) + Bulk]| (5.49)
con dindmica de error

[z[k + 1] — [k + 1]] = (A — KC){z[k] — 2[k] (5.50)

De este modo, la ganancia del observador K debe escogerse de modo que cada valor
propio \; de (A— KC) satisfaga |\;| < 1. Esto asequra que limy_,(z[k] — Z[k]) = 0.
Finalmente, el concepto de observadores de orden minimo, el teorema de separacién
de valores propios, y la forma candnica de Kalman tienen desarrollos idénticos a los

de sus contrapartes en tiempo continuo.
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6 ESTABILIDAD DE SISTEMAS LIT

6.1. Introduccién

Decimos que un sistema es estable cuando toda entrada acotada da lugar
a una salida acotada y que es inestable cuando alguna entrada acotada da lugar a

una respuesta no acotada.

Para concretar estos conceptos, considérese la Figura 6.1, la cual ilus-
tra un sistema cuyae salida siempre es idénticamente cero para entradas arbitrarias.
Dentro del sistema, sin embargo, las cosas son muy diferentes: adn para entradas
de tan buen comportamiento como una funcion escaldn, el tamano de x1(t) y z2(t)
crece sin limite conforme transcurre el tiempo. De aqui, tal sistema es internamente
inestable y externamente estable. Este comportamiento ocurre debido a que el sis-
tema es completamente inobservable, esto es, nada sale al mundo exterior desde el

interior del sistema.

Figura 6.1: Un sistema internamente inestable, externamente estable.

En la Figura 6.2 se observa que sale informacion del interior de él al
exterior a través de la salida. En particular, los efectos de los estados internos x1(t) y
z2(t) aparecen en la respuesta y(t). Si la entrada es nuevamente una simple funcién
escalén (u(t) = 17(t)), el estado z2(t) es una funcion rampa (x2(t) = ¢ - 1%(2))

cuyo tamanio crece hacia el infinito conforme transcurre el tiempo hacia el infinito.
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Esta situacidn ilustra el caso de un sistema internamente y externamente inestable.

El sistema de la Figura 6.3 es el mismo que el de la Figura 6.2, excepto que la

T x%() |

E s+1 + !
u(f) —— >0

s TR0

Figura 6.2: Un sistema internamente y externamente inestable.

entrada al sistema estd desacoplada del blogue 1/s. Debido a que la entrada no puede
afectar a este bloque, el modo que representa es incontrolable. Para una condicién
inicial arbitraria, la respuesta z2(t) siempre serd constante y no crecerd al infinito.
También, la respuesta z1(t) siempre serd de buen comportamiento (acotada) siempre
y cuando la entrada sea también de buen comportamiento. De aqui, este sistema es

internamente y externamente estable.

u(t) —— ] ﬁ x(#)
—> ()
A B G
i S x,(£) E

Figura 6.3: Un sistema internamente y externamente estable.

Finalmente, la Figura 6.4 representa un dispositivo que puede predecir
valores de entrada no nulos antes del momento en que se observe que la entrada se

vuelve no nula. Por definicidn, todos los sistemas no causales (véase la Definicion

2.19) son inestables.

Estos ejemplos traen a la mente un nidmero de conjeturas: (i) estabi-

lidad interna implica estabilidad externa; (i) los modos internamente inestables no
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| Predictor ideal|
>0

u(t) — —> y(t)=u(t+T)

Figura 6.4: Un predictor ideal es no causal, y por esto es un sistema inestable.

observables no hacen inestable la respuesta del sistema; y (¥ii) si un sistema tiene un
polo de primer orden sobre el eje imaginario, este polo debe ser incontrolable para
que el sistema sea internamente estable. La verificacion de estas conjeturas ast como

otras ocupan el desarrollo subsiguiente.

6.2. Definiciones Previas

En lo que sigue de este capitulo, son dtiles las normas que definimos a

continuacion.

Definicién 6.1. Algunas normas en espacios vectoriales son las siguientes:

a) La norma euclidiana usual de un vector x = [z1,...,2,]" € R" es

definida como ||zl & (31, 22 )1/2-

b) Norma de una matriz. En M(m,n) se define una norma como

1A =" " lay|, VAe M(m,n)
i=1 j=1
¢) Norma espectral de una matriz. En M(n,m) se define la norma espec-

tral como
|A]| = méx ||Azf,, VA€ M(n,m)

lfj2=1

donde ||zl||2 es la norma Euclidiana usual en R™.

d) Norma oo de funciones reales de variable real. En el espacio de funciones

W = {u:R — R/ u es funcidn}, se define la norma-sup o norma Lo
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como

4l = sup (B, Vs € W

De acuerdo con esta definicion, si u(t) = (1 — e)1H(t), enton-
ces |u(. )l = 1. Sin embargo, si u(t) = (1 — et), entonces, des-
de que |u(t)] — oo conforme t — +oo, la norma-sup técnicamente

no existe. Por convencion, en este caso denotamos la norma-sup por

e ) lloo = o0

e) Norma oo de una funcién vectorial de variable real. En el espacio de
funciones W = {u: R — R™/ u es funcion}, se define la norma-sup o

norma Lo, como
[ )lloo = m8x fui( Yoo, VuEW (6.1)

donde u(.) = [ui ()] ..., Jum(.)]-

f) Norma oo de una funcién matricial de variable real. En el espacio de
funciones W = {H : R — R*™™/ H es funcidn}, se define la norma-

sup como

, YVHeW

[ ]

1H (oo = mix

Z [ ()]

donde H(.) = [hy(.)] es una matriz en M(m,n) cuyos elementos h;;

son funciones que aplican mimeros reales en nimeros reales.

g) Norma de una funcién real de dominio restringido. En el espacio de
funciones W = {u : R = R/ u es funcion}, se define la norma sup

restringida a D, donde D es algin subconjunto de R, como

()l 0,0 = sup fu(t)|
ted
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y stmilarmente para funciones vectoriales y matriciales. Esto solamente
indica que uno puede restringir el dominio de una funcidn y considerar

su norma sup sobre el dominio D.

h) Norma L; de una funcién real de variable real. En el espacio de funcio-

nes W ={H :R — R/ u es funcidn}, se define la norma L; como

IHO = / " HQ)\dg, YHeW

-0

z) Norma L; de una funcién matricial de variable real. En el espacio de
funciones W = {H : R - R™™/ H es funcién}, se define la norma L,

como
m

pLEI6]

J=1

1H ()l = méx VH e W (6.2)

’

1

donde H(.) = [hi(.)] es una matriz en M(r,m) cuyos elementos son

funciones que aplican nimeros reales en nimeros reales.

6.3. Estabilidad a Través de la Matriz de
Respuesta Impulsiva

Recuérdese que el modelo de estado invariante en el tiempo {A, B,C, D}

tiene una representacién externa, o convolucional entrada-salida

+o0

y(t) = i H(t — q)u(q)dq (6.3)

donde la matriz de respuesta impulsiva tiene la forma

H(t) = Ce®B17(t) + D4(t) (6.4)
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Aungue esta relacion es la inica que estd mds relacionada a nuestro
desarrollo, los resultados que siguen son aplicables a la respuesta impulsiva de cual-
quier sistema lineal causal invariante en el tiempo agrupado. Ya que la matriz de
respuesta impulsiva muestra las propiedades entrada-salida del sistema para pares
entrada-salida admisibles definidos sobre (—oo,00), no se supone ninguna condicién
inicial, es decir, en t = —oo. Con relacion al modelo de estado, esto determina un

criterio de estabilidad de estado cero.

El objetivo global de esta seccidn es caracterizar la estabilidad entrada-
salida del sistema en términos de H(.). Adaptando estas ideas a la Tespuesta de
estado, es posible caracterizar la estabilidad interna de un sistema que tiene un

modelo de estado.

Definicién 6.2. Un sistema es llamado BIBO estable si, para toda entrada acotada

admisible u(t) (esto es, para ||u(. )] < 00), la respuesta y(.) es acotada (esto es,

ly( oo < 00).

El siguiente teorema caracteriza la estabilidad BIBO en términos de la

norma Ly de la respuesta tmpulsiva.

Teorema 6.1. Un sistema causal modelado por la ecuacién de convolucién (6.3) es

BIBO estable si y sélo si existe una constante finita K tal que
IHO)h < K (6.5)

Demostracién. La prueba considerara sélamente el caso simple entrada-simple sa-

lida.

Parte 1. Supéngase que el sistema es causal y que la Ecuacién (6.5) es verdadera.

La meta es mostrar que el sistema es BIBO estable, de acuerdo a la Definicién 6.2.

Sea

K =IO | " |H(g)ldg = / " | H(@)ldg = oo

—00
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Entonces la norma sup de la respuesta y(-) del sistema es, por la Ecuacién (6.3):

WOl = sup| [ 1~ ] < sup [ @)t - ol

< [ 1 s lute - 9] da < JuOlle [ 10
= KOl

Por lo tanto, si ||u(t)]l« es finita (de buen comportamiento), entonces ||y(-){lc €s

finita y el sistema es BIBO estable.

Parte 2. Nuestro método de prueba es por contradiccién: consideremos que el sistema
es causal y estable y supongamos que la norma L; de H(-) no es acotada, esto es,

que VK € R, Ftx =t (K) € R tal que

[ i > 6.6)

—00

Definiendo apropiadamente una sucesién convergente de entradas, por decir,
{ux(-)}2, y considerando la Ecuacién (6.6), es posible construir una sucesién de sa-
lidas convergente, {yx(-)}52, cuyas normas L, crecen sin limite, esto es, una entrada

acotada conduce a una respuesta no acotada.

Paso 1. A partir de la Ecuacién (6.6) y la causalidad del sistema, existe un ?; tal

que

/01 |H(q)|dgq > 1

Definamos la entrada acotada

sgn[H(ty —t)],0<t<t

uy (£) =
0, en otro lugar

donde

AeN
Sk
o

sgn(B) = (6.7)

oS
™ ™

I
o
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De este modo, la respuesta a u;(-) en el instante ; es

yi(t) = / "H(ty — qus(q)dg = 0 ' H(gpu(ts — q)dg = / " |H(g)ldg > 1

Sin embargo, de la suposicién de la estabilidad BIBO, 3K; € R/Vi > ¢4,

[ - uad < K

Paso 2. De la Ecuacién (6.6), dada la K; del paso 1, existe un t3 > #; tal que

to—t1
| @ > 2+ K,
0
Con esto en mente, definamos la entrada us(-) como

Uq (t) 0<t<t

uy(t) = sgn[H(ty —1)] ,t1 <t <ty

0, en otro caso

La respuesta a us(-), debe satisfacer

wi) = | * H(ta — d)us(g)da — / * H(qua(ts — 9)da
- | o+ | @tz - o)dg
0 t

2—t1

to—t1 t2
= [ Gl [ G - o
0 0
> 24+ K1 —-K; =2

donde uy (s — g) = 0 para iy < t; — g. Nuevamente, de la suposicién de estabilidad

BIBO, Vt > t,, 3K € R tal que

/Ot H(q)us(t — q)dq’ < Ky
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Paso 3. Repitiendo el argumento anterior, un nidmero contablemente infinito de
veces, sigue que existe una sucesion de instantes t3,ty,...,%,,..., cont; > t;4, y

una sucesion de constantes finitas K3, Ky, ..., K, ... tal que

tn—tn-1
(1) / |H(g)|dg > n + K,_1 por la no acotabilidad de la norma L;
0
de H(-).

(ii) YVt > t,-1, 3K, tal que

¢
/ H(Qtn_1(t — q)dq| < Ky 1
0

a partir de la suposicién de estabilidad BIBO. Con la n-ésima entrada

entonces definida como

un—l(t) 3 0 <t< tn—1
Un =\ sgu[H(ta — )], th1 <t <ty (6.8)
0 , en otro lugar

Sigue que

: tn
Yaltn) = L.mm%m—@@

tn "tn—l in
=‘/ mem+/ H(Q)ttn1(t — q)da
0 th—tn—1
in

= A e |H(q)|dq+ A H(Q)un—q(tn - Q)dq

> n+Kp1—Kp1=n

Paso 4. Definamos la entrada acotada
U’(t) = J_i_)ngo 'U'n(t)

Claramente, u(t) existe, desde que {un(t)}o; es constante en el dltimo de los casos.

Evaluamos u(t) observando que uy 11(t), unt2(t), . . - son todas idénticas a u,(t) sobre
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el intervalo (—oo, t,], esto es,
u(t) =un(t), Vi<t,
Ahora, obsérvese que la respuesta y(-) a u(-) debe satisfacer

in tn
y(ta) = / H(g)u(tn — q)dg = /0 H(q)un(tn — g)dg > n

De aqui, u(-) es una entrada acotada que satisface u(t) = 0 para t < 0 que produce
una salida no acotada, esto es, lim,_,o Y(,) = 0o. Pero esto contradice la hipétesis

de estabilidad BIBO, y / | H(t)|dt es finita, como debia mostrarse. O
0

Corolario 6.1. Un sistema causal con respuesta impulsiva H(t) es BIBO estable si

y solo si existe una constante simple finita K tal que

ly( Moo < Kllu()lloo (6-9)

para todos los pares entrada-salida relacionados por la integral de convolucion de la

Ecuacién (6.3).

Demostracion. Si el sistema es BIBO estable, entonces la norma L; de la respues-
ta impulsiva es finita. Entonces, con K = ||H(-)|]1 la Ecuacién (6.7) sigue. (Esta
Ecuacién 6.9, por supuesto, es verdadera en general, pero no con K finita.) Recipro-

camente, si la Ecuacién (6.9) es cierta, entonces la estabilidad BIBO estd garanti-

zada.) O

Notese que K puede ser tomada como la norma L, de la matriz de

respuesta impulsiva.
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6.4. Estabilidad a Través de la Matriz Funcién
de Transferencia

En este capftulo se supone que la matriz funcion de transferencia H(s)
representa a un sistema lineal, agrupado, invariante en el tiempo, y causal, que tie-
ne asoctado un modelo de estado de entrada cero, aunque esto no es una suposicion
critica. Lo que es critico es que cada elemento de H(s) sea una funcién racional pro-
pia en s. Como H(s) es la transformada lateral de Laplace de la matriz de respuesta
smpulsiva H(t), la estabilidad BIBO del sistema deberia tener alguna caracterizacion
especial en términos de los atributos de H(s). Los atributos cruciales de H(s) para
la caracterizacion son las ubicaciones de los polos de H(s). Especificamente, H(s)
representa el comportamiento entrada-salida de un sistema BIBO estable si y sélo

s1 todos los polos de H(s) yacen en el semiplano complejo abierto izquierdo.

Para probar esta afirmacion, asumamos que cada elemento de H(s) es

una funcion racional propia. Entonces

donde P(s) es una matriz polinomial y ¥(s) es un polinomio cuyos ceros son los
polos de H(s). Se puede pensar de (s) como el minimo comiin miiltiplo de los
denominadores de los elementos de H(s), aunque esto no es cierto en general. Ahora,
sea u(s) la transformada de Laplace de cualquier entrada acotada u(t). Nétese que
LY H(co)u(s)} = H(oco)u(t), la cual es acotada porque u(t) es acotada. De aqui,
sin pérdida de generalidad, nuestras consideraciones de estabilidad pueden enfocarse

sobre en el término P(s)/¢(s), el cual es una matriz racional estrictamente propia.

Al tratar de interpretar la acotabilidad de la norma L, de H(t) con

relacion a P(s)/v(s), supdngase que
D) = (5= M) (s = o)™ .. (5 — )™
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donde A1, Az...,As son los polos distintos de H(s) y los Ty son las multiplicida-
des apropiadas. El adaptar la expansion en fracciones parciales mencionadas en el

Teorema A-3.10 a nuestras necesidades implica

P(s o
ol DI = (610

=1 j=1
donde
; 1 dmi=d o P(8)
J — lim — )L
i e {(3 ™)

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir P} # (0], Vi, j; si cualquiera de estas
matrices es cero, el término correspondiente no tiene efecto sobre la estabilidad del
sistema. Como la condicidn sobre la norma Ly de H(t) trata con funciones del
tiempo, se hace necesario tomar la transformada inversa de la Ecuacion (6.10) para
representar H(t) como una combinacion lineal de funciones del tiempo indepen-

dientes (exponenciales) parametrizadas por los polos de H(s), esto es,

H(t) = }:Z exp(/\ )17 (2)

i=1 j=1
De esta descomposicion, la normae L, de H(t) es claramente acotada siempre que

Re();) < 0; en cuyo caso

o

IHO = Z PJ 37 &P 01 ()
< v n 1),exp(A,--)1+<->1

i=1 j=1

Como

< K} <00, ,Vi,j,
1

lI(TtJ———ll)—' exp(Xi-) 1+ (")

se liene que

HOL <SS K < oo

i=1 j=1
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De aqui, una condicion suficiente para la estabilidad BIBO es que todos los polos
de H(s) (con residuos no nulos) se encuentren en el semiplano abierto izquierdo

complejo.

Para ver la necesidad de esta condicion, supdngase que Re(X;) > 0. Si
esta propiedad es suficiente para la inestabilidad, entonces Re();) < 0 es necesaria
para estabilidad BIBO. Para verificar esto, procedemos como sigue. Sin pérdida de
generalidad, suponemos que Re(M) > Re()\;), para toda i; siempre es posible reor-
denar los polos de H(s) para lograr esto. Definimos el escalar 8 como el minimo de

los valores absolutos no nulos de los elementos de P}, esto es,
B = min(|P{(k,m)| # 0]
Ademds, sea E? un operador proyeccion definido por

H(t) , para t <
g = | T paret<g (6.11)
0,parat>q

Ahora considérese la norma Ly de EYH(-):

(78 m; i1

S PiES (jt]_ 5 eI ()

i=1 j=1

> Bl ET exp(Mt) 1 (1)

IE2H®)] =

1

La desigualdad se obtiene debido a que la norma Ly de una matriz es el mdzimo
de las normas L1 de las sumas de los valores absolutos de los elementos de cada
fila. La norma L, de la matriz es mayor o igual que la norma L, de uno de sus
elementos. Sin embargo, limy ;o0 | E? exp(A1t)|[1 = oo, indicando la no acotabilidad
de ||[H(-)|l1- De aqui, para una matriz funcién de transferencia H(s), si Re(A1) >0
para alguna i donde \; es un polo de H(s), entonces el sistema no es BIBO estable.
En consecuencia, Re(\;) < 0 es una condicién necesaria para la estabilidad BIBO

del modelo de matriz funcién de transferencia.
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Estas afirmaciones anteriores se formalizan en el siguiente teorema.

Teorema 6.2. Una condicion necesaria y suficiente para la estabilidad BIBO del
de modelo matriz funcién de transferencia H(s) con polos {1, e, ..., s} es que

Re()\;) < 0, Vi.

Como ya se ha visto, el modelo matriz funcion de transferencia es un
modelo entrada-salida que carece del conocimoento de las condiciones iniciales pre-
sentes en el sistema. Por otra parte, el modelo de estado establece una descripcion
tanto interna como externa del sistema y cuenta con informacion explicita concer-
niente a las condiciones iniciales. En la siguiente seccion se adaptan las condiciones

anteriores para la estructura del modelo de estado usual.

6.5. Estabilidad BIBS y BIBO a Través del
Modelo de Estado

Las condiciones para la estabilidad BIBO en el contexto del modelo de
estado son halladas en un sistema interno equivalente de estabilidad BIBO: BIBS,

o estabilidad de entrada acotada, estado acotado.

Definicién 6.3. Un modelo de estado {A, B,C, D} que tiene condiciones iniciales
arbitrarias es llamado estable de entrada acotada y estado acotado (BIBS) si, para

cualquier entrada acotada u(t), la respuesta de estado
. .
z(t) = exp(At)z(0) + / explA(t — q)]Bu(q) dq (6.12)
0
es acotada.

Para la representacidn interna del sistema, esta definicion casi duplica
la definicion de estabilidad BIBO (Definicion 6.2). La peculiaridad interesante radica

en la estipulacion de una condicidn inicial arbitraria, es decir, z(0). Esto significa
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que nuestras consideraciones de estabilidad deben dar razén de las excitaciones de
todos los modos del sistema, esto es, la respuesta de estado de entrada cero ast como
la respuesta de estado de estado cero. La arbilrariedad de la condicidn inicial y
el requerimiento de respuestas acotadas sobre la entera clase de entradas acotadas
excluye las respuestas de entrada cero y de estado cero cancelando una a otra en
cualquier forma genérica. De aqui, el modelo de estado es BIBS estable si y solo
si tanto la respuesta de entrada cero y la respuesta de estado de estado cero tienen
normas Ly finitas. El dltimo objetivo es caracterizar la finitud de estas normas en
términos de los valores propios de A y de la controlabilidad (o la carencia de ella)

de ciertos modos dirigidos.

Iniciamos la discusién considerando la parte de respuesta de estado cero

de la Ecuacidn (6.12):

t
éCudndo z(t) = / e’®DBu(q)dg tiene norma Lo, finita?
0

Observando que exp[At]B1T(t) es la respuesta de estado impulsiva, una condicion
necesaria y suficiente se vuelve || exp[A-]B11(-)||1 < oo por el Teorema 6.1. Estable-

cemos esto como la siguiente proposicion.
Proposicién 6.1. Una condicion necesaria y suficiente para que la respuesta de

estado de estado cero tenga una norma Ly, finita es que || exp[A - |B17(-)||1 < oo.

Tomando la transformada de Laplace de exp[At]|B1%(t) y utilizando la

expansion en fracciones parciales que resulto en la Seccidn 3.2.6 se obtiene

(sl— A)"'B = ZZ slff)J (6.13)

=1 j=1

donde {\1, X, - .., A} son los valores propios distintos de A, los m; son sus respec-

tivas multiplicidades en el polinomio minimo ¥4(s) de A, y los R’ son las matrices
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residuo definidas en la forma usual, es decir,

J 1 dm,—J m- y
Ri B (mz —]) s—),\ dsmi~i [(S ) ‘(S]I_ A) ]

De la Ecuacion (6.13), obtenemos la siguiente proposicién como un corolario directo

al Teorema 6.2.

Proposicién 6.2. Las condiciones necesarias y suficientes para que la respuesta
de estado de estado cero sea acotada son (i) Re(\;) < 0 para toda i para la cual

RIB # [0 y (i) RIB = [0] para toda j si Re(\;) > 0.

La condicion (i) significa que cualquier modo en el semiplano cerrado

derecho complejo debe ser no controlable.

Después consideramos la respuesta de estado de entrada cero
exp[At]z(0) para z(0) arbitraria. ;Cudndo es ||[exp[A]z(0)||l < 00? Tomando la
transformada de Laplace de exp[At)z(0) ezpandiendo en fracciones parciales, se ob-

tiene

(sT — A)"2(0) EZ f_:”(AO)J (6.14)

=1 j=1
Como la estabilidad es una condicion de clase, esto es, la propiedad es mantenida
sobre la entera clase de entradas acotadas y la clase entera de condiciones iniciales,
asumimos en el andlisis por venir que RZx(O) # 0. Para determinar condiciones
necesarias y suficientes para || exp[A-]z(0)|l < 00, tomamos la transformada in-
versa de la Ecuacidn (6.14) y analizaramos la funcidn del tiempo asociada. Para la

suficiencia consideramos

g '_

| exp[A)z(0) [0 = ||ZZRzm G P Ol
< }:ZHR%(O)( )eXp(A e (6.15)
< ZZMRJ 0 n )exp(xt) F(®)lleo
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donde ||RIz(0)| es la norma wvectorial Euclidiana usual en R™. Es claro que
lezp(Ait)1*(t)]lo < 00 siempre que Re();) < 0: si Re();) < 0, entonces las fun-
ciones son exponenciales decrecientes o sinusoides amortiguadas exponencialmente;
si Re()\;) = 0, entonces las funciones son constantes o sinusoides no amortiguadas
las cuales son acotadas. De este modo, condiciones suficientes para la acotabilidad
son que (i) Re(N\;) <0, y (i) si Re(\;) = 0, entonces m; (la multiplicidad de )\; en
el polinomio minimo) debe ser la unidad, esto es, m; = 1; de otro modo serd una
funcién de respuesta como la rampa, proporcional a t71%(t), j > 1, o una respuesta

sinusoidal linealmente creciente proporcional a tJ sin(wt + ¢)17(¢).

La necesidad de estas condiciones sigue de la consideracion de condicio-
nes suficientes para la inestabilidad. Hay dos casos: (i) Re(A;) > 0 y (%) Re();) = 0.

Si Re(X\;) > 0 para algin i, entonces

0o my

|E exp[ At Ol = IS RI(0

=1 j=1

= BlE exp(/\z-t)1+(t)lloo (6.16)

Eq exp(At) 171 (1) oo

donde los operadores de proyeccidn F4 estdn definidos como en la Ecuacidon (6.11) y
donde B es el minimo de los valores absolutos de los elementos no nulos de R}xz(0).

El que limy o, | BT exp(Mit) 11 (t)||co = 00, establece la inestabilidad.

Ahora supongamos que Re()\;) = 0 y que la matriz R? existe y R2z(0) #

0. En este caso la Ecuacidn (6.16) se reduce a
| B9 exp[At]2(0) oo > Bl E%t exp(Ait)17(8)l|oo

donde B es el minimo de los valores absolutos de los elementos no nulos de R2z(0) y
texp(M\t)17(t) es proporcional ya sea a t17(t) o a texp[Re(\)]17(t). Nuevamente,

1M, 00 || B9 exp(Nit) 17 (2) |0 = 00, estableciendose la inestabilidad.

Estas condiciones dan lugar a lo siguiente.
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Proposicién 6.3. Las condiciones necesarias y suficientes para la acotabilidad de
la respuesta de estado de entrada cero son que (i) Re(\;) < 0 para todos los valores
propios A; de A y (i) si Re()\;) = 0, entonces el orden del factor asociado en el

polinomio minimo de A debe ser 1.

La combinacion de las Proposiciones 6.2 y 6.3 produce el siquiente teo-

rema.

Teorema 6.3. Las condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad BIBS del
modelo de estado invariante en el tiempo usual {A, B,C, D} son que (i) Re()\;) <0
para todos los valores propios A; de A, (i) si Re()\;) = 0, entonces el orden del factor
asociado en el polinomio minimo de A debe ser 1, y (i) si Re()\;) = 0, entonces el

modo debe ser inconirolable.

Con esta caracterizacion de estabilidad BIBS en términos de los valores
propios de A y la controlabilidad de los modos dirigidos, el Teorema 6.3 permite una
caracterizacion de la estabilidad BIBO sobre todas las posibles condiciones iniciales

en adicion a la clase de entradas acotadas.

Corolario 6.2. Si el modelo de estado invariante en el tiempo usual es BIBS estable,

entonces es BIBO estable.

Corolario 6.3. 57 el modelo de estado invariante en el tiempo usual no es BIBS es-
table, entonces es BIBO estable si y solo si todos los modos inestables se encuentran
en el subespacio inobservable, esto es, si A\; representa un modo inestable, entonces

el modelo es BIBO estable si y sélo si CR! = [0] para toda j.

6.6. Estabilidad Asintética de la Trayectoria de
Estado

Otra importante nocion de estabilidad concerniente a los sistemas li-

neales es la de estabilidad asintética de la respueéta de estado a entrada cero. La
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estabilidad asintdtica requiere no solamente que la trayectoria de estado z(t) perma-

nezca acotada, sino que lim; o, z(t) = 0.

Definicion 6.4. La ecuacion dindmica de estado invariante en el tiempo lineal a
entrada cero = Az, es asintéticamente estable si ||z(.)|leo < 00 ¥ lim;o z(t) = 0

para condiciones iniciales arbitrarias.

Es directo mostrar que una condicion suficiente para que lim;_,o z(t) #
0 es que Re[\;] > 0 para algiin valor propio A\; de A. Esto establece el siguiente
teorema.
Teorema 6.4. La ecuacion dindmica de estado © = Az es asintdticamente estable
sty solo si todos los valores propios de A lienen una parle real estriclamenie menor

que cero.

6.7. Estabilidad en los Sistemas en Tiempo
Discreto

Los teoremas para los sistemas en tiempo discreto se obtienen definiendo
la relacidn entre plano s del mundo en tiempo continuo y el plano z del mundo
en tiempo discreto. El eje imaginario del plano s aplica en el circulo unitario del
plano z bajo la transformacion z = e°. El semiplano abierto izquierdo aplica en el
interior del circulo unitario, y el semiplano abierto derecho en el exterior del disco
unitario. Los teoremas acerca de la estabilidad de los sisiemas en tiempo continuo
se construyeron sobre la ubicacion de los valores propios en el plano complejo s. Las
extensiones directas al mundo en tiempo discreto resultan simplemente trasladando
las ubicaciones de estos polos.

Teorema 6.5. z{k + 1] = Az[k] + Bulk] es BIBS estable si y sdlo si (i) todos
los valores propios de A se encuentran el el disco unitario cerrado, (i) los valores
propios sobre el disco unitario tienen multiplicidad 1 en el polinomio minimo de A,

y (i) los modos en el circulo unitario son incontrolables.
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Dado que A* tiene la descomposicién en modos matriciales dirigidos

usual, la condicion (iii) requiere que R; B = [0] para tales modos.
Teorema 6.6. z[k + 1] = Az[k] + Bulk] es BIBO estable si es BIBS estable.

Teorema 6.7. Si z[k + 1] = Azlk] + Bulk] no es BIBS estable, entonces es BI-
BO estable si y sdlo si todos los modos inestables se encuentran en el subespacio

inobservable del par (C, A).

Teorema 6.8. El modelo z[k + 1] = Az[k] + Bulk] es asintdticamente estable si y
solo si todos los valores propios de A tienen magnitudes estrictamente menores que

la unidad.

6.8. Estabilidad en el Sentido de Lyapunov

FEsta seccion amplia el estudio de la estabilidad asintética de la ecuacion
dindmica de estado de entrada cero & = Az desde el punto de vista de Lyapunov.
Recuérdse que © = Ax es asintdticamente estable si y sélo si todos los valores pro-
pios de A se encuentran en el semiplano abierto izquierdo complejo. En adelante
el término matriz de estabilidad se referird a una matriz A con todos sus valores

propios en el semiplano abierto izquierdo complejo.

Sigue de la discusion en las secciones previas que un sistema dindmico

lineal invariante en el tiempo modelado por la ecuacion
= Az, z(t,) = o (6.17)

es asintéticamente estable si y sélo si la solucién a la Ecuacidn (6.17) decae a cero
conforme t — oo para cualquier estado inicial T,. Podemos ver al vector z(t) € R™
como €l vector posicién de un punto que se mueve en el espacio de estado R". En un
sistema asintdticamente estable modelado por la Ecuacion (6.17), este punto con-

verge al origen de R™. Podemos argiir que si una trayectoria x(t) converge al origen
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del espacio de estado, debe poderse hallar una familia de superficies anidadas des-
critas por V(zy1,2a,...,2n) = ¢, ¢ 2 0, tal que valores mondtonamente decrecientes
de ¢ correspondan a superficies que se contraigan progresivamente hacia el origen
con la superficie limite V(xq, z3,...,2,) = 0, el origen z = 0. Ademds, a lo largo de
toda trayectoria de (6.17), el pardmetro ¢ deberia decrecer sostenidamente. A con-
tinuacion damos algunas definiciones e introducimos alguna notacion adicional, las

cuales emplearemos en la discusion subsiguiente.

Sea V(z) = V(21,Z2,...,2Zn) : R* = R una funcién real y sea S C R™

una region compacte que contiene el origen x = 0 en su interior.
Definicién 6.5. Se dice la funcion V = V(z) es positiva semidefinida en S, con

respecto a x =0, st

1. V es continuamente diferenciable, esto es, V € C,
2. V(0) =0,
3. V(z)>0,Vzes.

Definicién 6.6. Se dice que la funcidn V = V(z) es positiva definida en S, con

respecto a £ =0 si

1. VecCt,

3. V(z) >0, Vz € S\ {0}.

La funciones negativa semidefinida y negativa definida se definen de

modo similar invirtiendo los signos de desigualdad en los numerales 3 de las defini-

ciones anteriores.

Hay muchas funciones que satisfacen las definiciones anteriores. En el

andlisis de estabilidad de sistemas dindmicos una clase de ellas es particularmente
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util. Esta es la forma cuadrdtica positiva definida, un nombre asociado a una familia

anidada de elipses y sus extensiones a espacios de dimension superior (elipsoides

para n = 3, e hiperelipsoides para n > 4). Aqui consideramos la siguiente forma

cuadrdtica:

V(z) = 2* P,

donde P es una matriz simétrica real de orden n X n. La derivada respecto al tiempo

de V(z(t)) evaluada sobre una solucion de & = Az es

v (z(t) _ V(z(t))

dt
= *(t)Pz(t) + 2*(t) Px(t).
La sustitucion & = Ax y it = 2t A* en esta ecuacion resulta en

V = z'A'Pz+ 2tPAx
= 2Y(A'P+ PA)z.

Sea
Q= —(A'P+ PA)

Entonces,

V = —2'Q.

(6.18)

Ahora podemos establecer y probar el siguiente teorema concerniente a

la estabilidad del sistema & = Az, o, equivalentemente, la matriz A € R".

Teorema 6.9 (A.M. Lyapunov, 1892). El sistema & = Az, z(l.) = T, es asintdti-

camente estable si y solo si para toda matriz Q real simétrica positiva definida la

solucion P de la ecuacidn matricial continua de Lyapunov,

AP+ PA=—Q
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es también real simétrica positiva definida.

Demostracion. (=) Probamos la necesidad para la estabilidad asintStica por con-
tradiccién. Tenemos —z*Qz < 0, Vz # 0. Asumimos que A es una matriz asintGti-
camente estable y que para algiin z, no nulo tenemos zt Pz, < 0. De la discusién
anterior al teorema, y en particular de (6.18), sigue que

% (2" () Pz(t)) = —2*(£)Qz(t) < 0.

Lo anterior significa que V' (z(t)) = 2*(¢) Pz(t) decrece en las trayectorias del sistema
z(t) = Az(t) conforme t — o00. Por otra parte, debido a que A es asintéticamente
estable, tenemos

lim z(t) = 0.

t—00

De aqui,

o — e o _
tliglo'r (t)Px(t) = wg)n_l)om (t)Pz(t) = 0.

De este modo, llegamos a una contradiccién (debfa cumplirse z(¢)*Pz(t) < 0,Vi >
t,). Esto completa la prueba de esta primera parte del teorema que establece que la
estabilidad asintética de A implica que para cualquier matriz real simétrica positiva
definida Q la solucién P de la ecuacién A*P + PA = —(Q es real simétrica positiva

definida

(«<=) Probamos la suficiencia, también por contradiccién. Asumimos que
Pz>0y —z'Qz <0, Vz #0,

y que la matriz A no es asintéticamente estable. Esto significa que la solucién de
i(t) = Az(t), z, # 0, la cual tiene la forma z(t) = e“¢~*)z,, tiene una cota inferior

m4s allg del origen z = 0. De este modo, hay una constante b > 0 tal que
o (£)Qx(t) > b >0, Vt > t,.
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Tntegrando %(wt(t)]’x(t)) — —2*(t)Qx(t) se obtiene

() Pa(t) = 2(t.) Pa(ts) + /t (—2(s)Qx(s))ds.

Tomando en cuenta que —z*(¢)Qz(t) < —b < 0 para toda ¢ > t,, obtenemos para

t> to,

SOPoE) = 2H(t)Pat) + /t (—2t(s)Qn(s))ds
< 2Ht)Palt.) — bt —t.).

Lo anterior implica que para una t suficientemente grande deberia tenerse
zH(t)Pz(t) < 0, lo cual contradice la suposicién que z*(¢)Pz(t) > 0. Esto signifi-

ca que A debe ser asintéticamente estable, y la prueba estd completa. O

Desde otra perspectiva, si P es positiva definida y V(t) < 0, entonces
Viz(t)] = 2*(t) Pz(t) debe decrecer a cero conforme t — co. De este modo, z(t) =

etz(0) — 0 conforme t — .

Ejemplo 6.1. Sean
0 1

-1 -2

A=

y @ = I,. Resolvemos la ecuacién de Lyapunov A*P+ PA = —() para P. Asumimos

que P tiene la forma
P PPz pt
D2 D3
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Entonces, tenemos

[0 -1 ]
- 0 1
A'P+PA = N R
|1 =2]|p ps p2 ps || -1 -2
_ [ ~2p2 —P3+P1—2p;
| —Ps+p1—2py 2py—dps |

-1 0
0 -1

= —Q=

Resolviendo las correspondientes ecuaciones lineales se tiene

3/2 1/2
1/2 1/2

La matriz solucién P es positiva definida. De aqui, la matriz A debe tener sus valores
propios en el semiplano abierto izquierdo. Se puede verificar que los valores propios

de A estdn ambos localizados en —1. d

Definicién 6.7. Una funcidn positiva definida V (z) cuya derivada respecto del tiem-
po evaluada sobre las soluciones del sistema © = Ax es negativa definida (o negativa

semidefinida) es llamada una funcién de Lyapunov para este sistema.

El teorema de Lyapunov nos da una condicion suficiente y necesaria
para la estabilidad asintdtica de sistemas dindmicos lineales invariantes en el tiempo.
Para verificar si una matriz dada A es o no asintéticamente estable, es suficiente
tomar una matriz Q) arbitraria real simétrica positiva definida, resolver la ecuacion
AP + PA = —Q para P real simétrica y comprobar si la P obtenida es positiva
definida o no. Si P > 0, entonces A es asintdticamente estable. Si P no es positiva
definida, entonces A no puede ser asintoticamente estable. Debido a que () puede ser
una matriz real simétrica positiva definida arbitraria, Q = L, la matriz identidad

nxn, es una buena eleccion. Es importante notar lo que no se deberia hacer, como el
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siguiente ejemplo muestra, en primer lugar escoger una matriz P y entonces calcular

@ a partir de la ecuacidn A'P + PA = —Q).

Ejemplo 6.2. Sea

-1 3
A= ,
0 —1
la cual es asintéticamente estable. Sea
P = =1 > 0,
01
Entonces,
. 2 -3
Q=—(A"P+PA)=
-3 2

la cual es indefinida. De este modo, a menos que @ se vuelva definida, nada se
puede inferir acerca de la estabilidad asintética a partir del teorema de Lyapunov si

empezamos con P y luego calculamos Q. ' <

Ahora bien, a fin de determinar la definicion positiva de P, es necesario
resolver la ecuacion maltricial de Lyapunov para P. Esto puede ser logrado en una
manere directa usando las matemdticas de los productos de Kronecker. Para este
fin, definimos el producto de Kronecker de dos matrices A = [a;;] de orden m xn y

B = [b;;] de orden p x q como la matriz mp x ng

auB alzB alnB
CL21B ang aan

A®B= (6.20)

amlB amgB amnBJ

Es directo mostrar que el producto de Kronecker satisface las propiedades
(i) (A® B)(C ® D) = AC ® BD y (i) (A® B)t = A' @ Bt. También, dada

una matriz A = [ay,az,...,a,] cuyas columnas son ay a an, definimos vec(A) =
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collay, ag, ..., an], esto es, el operador vec construye un vector columna a partir de
la matriz A apilando las columnas en orden, ay en la parte superior, y a,, en la parte

inferior. Una propiedad muy 4itil del operador vec es que
vec(ABC) = C* ® Avec(B) (6.21)

FEsta es la propiedad de la solucion de la ecuacién matricial de Lyapunov. En par-
ticular, obsérvese que A*P + PA = A'PI+1PA = —Q. Tomando el vec de ambos

lados se obtiene la expresion
[[® A' + A® ® Tjvec(P) = —vec(Q) (6.22)

que puede ser resuelta pare vec(P) y de este modo para P por eliminacion Gaussiana,
siempre que [I® A'+ A* ®1)] sea no singular. Se puede probar que esta matriz es no
singular si y solo si A; + \; 5% 0 para todos los valores propios A; de A. Claramente,
si A es una matriz de estabilidad, esta condicion es satisfecha. De aqui, existe una
inica solucién siempre que A sea una matriz de estabilidad. Este resultado puede

ser obtenido razonando de otro modo, como en el siguiente teorema.

Teorema 6.10. Si A es una matriz de estabilidad, entonces una solucion de la

ecuacion matricial de Lyapunov es
P [ exp(A')Qexp(Aq)dg (6.23)
0

Demostracién. La integral debe existir porque A es una matriz de estabilidad. En-
tonces la sustitucién directa produce
AP+ PA = / Atet1QeMdg + / e 1Qe 1 A dg
0 0
o0
0

4: /o gz[eAtQQeAq]dq — eAtquAq’ — _Q
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lo que significa que P es en realidad una solucién a la ecuatién matricial de Lyapunov.

O

Corolario 6.4. Si A es una matriz de estabilidad, entonces la ecuacion matricial

de Lyapunov tiene una solucidn inica para toda Q.

Demostracion. Sean P; y P, dos soluciones que satisfacen la ecuacién matricial de

Lyapunov A*P + PA = —(Q. Entonces, sustrayendo las dos ecuaciones se obtiene

AP, — P) + (P, — P) + (P, — P)A=[0]

At

Multiplicando por la izquierda por e y por la derecha por e4t se obtiene

eMAY P, — Py) + (PL — Py) Ale™

d
= aeA‘t[P1 — Bl = (0]

De este modo, et[P, — Py]e es una matriz constante para toda t. Evaluar esta

expresién en t = 0y £ = T implica que
BAtT[P]_ - PQ]GAT = P1 —_ P2

Ahora, como A es una matriz de estabilidad, el limite del lado izquierdo conforme

T — oo es [0]. Por lo tanto, P — P, = [0} 0 P, = P,. O
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7 CONTROL POR REALIMENTACION DE
ESTADOS DE UN SISTEMA NO LINEAL

Presentamos como un ejemplo de aplicacién la estabilizacion del punto
de operacion inestable del sistema no lineal carrito-péndulo invertido (por brevedad,
sistema CPI) mediante estimacion y realimentacion lineal de sus estados. Las ma-
trices de realimentacion y del observador fueron obtenidas para la version linealizada

del sistema CPI que fué linealizado en el Ejemplo 2.7 de la pdgina 45.

7.1. El Sistema CPI

En la Figura 7.1 se muestra el sistema CPI. con el que fueron realiza-
das nuestras experiencias. Con el propdsito de simplificar las ecuaciones del modelo

matemdtico del sistema se considerd despreciable el peso de la varilla.

Y

A 0. (3, ¥5)

Figura 7.1: El sistema CPI

Obtuvimos ecuaciones del movimiento del sistema CPI empleando las

ecuaciones de la Dindmica de Lagrange como sigue.
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Las expresiones para las energias potencial P(z,0,%, 9) y cinética

K(z, 9,:%,9) del sistema CPI son, respectivamente,

.1 1 : .
K(z,0,,6) = §Md:2 + 5m{(g'c + 16 cos 6)® + (—10sin 6)?},

P(z,6,z, 9) = mgl cosf.

Al definir el Lagrangiano L del sistema como L = K — P y emplear las ecuaciones

de Lagrange

dor oL _
oz oz
dor oL _
Y Utag a8 T
se obtuvieron las ecuaciones
(M +m)i —mlsing.62+mlcos.d = u (7.1)
y micos@+mld = mgsind (7.2)

Reordenando, se pudo escribir lo siguiente:

. u-+mlsinf.0? — mgsin 0. cosd
B M +m —mcos?

i (M +m)gsin§ — ucos @ — misin §. cos 6.6
- MI +ml —mlcos?0

Definiendo las variables de estado z1 = 0, xo = 9, T3 =1, Yy x4 =, Y las variables

de salida 11 = ¢y = 0, y Yy = 3 = x, se obtuvo la expresion matemdtica que
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caracteriza al sistema no lineal:

I
1000 To
y = g(z,u)= ;
0010 T3
[ T4 |
con _ -
T2
(M + m)gsinz; —ucosz; —mlsinz;. cos :1:1.333
flz,u) = Ml +ml —mlcos? z;
T4
u + mlsin z;.705 — mygsin z1. cos
] M 4+m —mecos?x; i

Conm =0.1kg, M =2kg,l =0.5m, g=9.81m/s*, se obtuvo:

Zg
20.601 sinz; — ucosz; — 0.05sin 7. cos 71.72
1.05 — 0.05cos? z;

flz,w) =

Ty
u + 0,05 sinz;.72 — 0.981 sin zy. cos z;
2,1 — 0.1cos?

7.1.1. El Modelo Linealizado

El modelo linealizado alrededor del punto de operacion P, =
(2o (), uo(t)) = (0(t),0(t)) [Estado inicial: z,(0) = 0], obtenido mediante la ez-
pansion en serie de Taylor de un paso, para m = lkg, M = 2kg, | = 0.5m, y

g =9.81m/ &, es el siguiente:

= Az + Bu
y=Czx
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donde

[ o 100
L _ off _ |81 000
Oz |p, 0 00 1
| —0.4905 0 0 0 |
af ’
B = Y| _[g _
., [0 1005]

y (z(t),u(t)) es un punto de operacion suficientemente cercano a P,.

7.2. El Controlador Lineal

Se realimento al sistema linealizado con la serial Fx. La Figura 7.2

muestra el diagrama de bloques del sistema linealizado realimentado (sistema LR).

Figura 7.2: Diagrama de bloques del sistema LR

El cdlculo de la matriz F' se realizé como se muestra a continuacion:
1. Se determind el siguiente conjunto de soluciones de |A\l — A| = 0:

o(A) = {0,0, 4.5388 ,—4.5388}
indeseable
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2. Se encontrd que la matriz de controlabilidad @ definida como Q =
[ B AB A’B A3 ] era de rango 4 (igual al orden de A), lo que
identificaba al sistema linealizado como controlable. Esto garantiza el
que se pueda asignar con éxito el conjunto de soluciones A cualquiera
deseado a la ecuacion [N\l — (A + BF)| = 0 mediante la realimentacion
de estados via la senal Fz, donde A+ BF es la matriz del sistema rea-
limentado £ = (A+ BF)x + Bu (ver la referencia [5]). Nos propusimos
aqui asignar el conjunto A = {—2 + 3.4644, —2 — 3.4641, —10, —10}.

3. Mediante la transformacion de estado z =V, con V definida como

v
vA
vA?
v A3

- -

donde v, es la tltima fila de Q™1, se convirtid el sistema © = Az + Bu

en un sistema candnico controlable equivalente z = Az + Bu, con

- -

b Y
Il

0
0
VAV ! =
0
0

B =vB=[0001]

4. Se calculd la matriz de realimentacion de estado F para el sistema

candnico controlable equivalente:

Aqui F' debia ser de la forma
Fz[]i fs fz il
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con lo que

- -

0 1 0 0
A A 0 O 1 0
A+ BF =
0 O 0 1
| fo fo 20610+ fi |
Y
Tarpr(N) = —fo— fsA — (20.610 + fo)A% — fid% + A4 (7.3)

Dado que A+ BF y A+ BF son similares (ver [5]) también se podia

escribir

Tieap(A) = [A—(~2+43.4649)][\ — (—2 — 3.4644)][» — (—10)]?
1599.93 + 719.986) + 195.9993)2 4+ 2423 + X4 (7.4)

De (7.8) y (7.4) se obtuvo la matriz F':

F=[-1599.93 —719.986 —216.6003 —24 |

. La matriz de realimentacion F para el sistema linealizado © = Az + Bu

resulté siendo
F=FV=[20815 60.697 163.099 73.394 ]
Se puede verificar que se cumple la relacion
o(A+ BF)=A

Esto significa que la matriz F' de realimentacion que se calculo consigue
que el conjunto de soluciones del polinomio caracteristico de A+ BF

sea igual al conjunto pre-especificado A.
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7.3. El Observador de Estados

El observador u estimador de estados que se empled tiene la dindmica
i=A+K [y — C%] + Bu, con z, vector de estado del sistema y £, vector de estado
del observador o estimado del vector de estado z. En la Figura 7.8 se muestra el

diagrama de bloques del modelo linealizado con realimentacién de estado y observador

de estado (sistema LRO).

Figura 7.3: Diagrama de bloques del sistema LRO

El cdleulo de la matriz K se realizé como sigue (véase [5]):

1. Se determind que la matriz de observabilidad R definida como

e

CA
CA?
cA?

tenia rango 4 (igual al orden de A), lo que identificaba al sistema linea-

lizado como observable. Esto significaba que se podia lograr el cumpli-
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miento de la igualdad o(A — KC) = A, con A un conjunto cualquie-
Ta pre-especificado, mediante una garaniizada existente matriz K. Nos
propusimos aqui que el conjunto de soluciones deseadas del polinomio

caracteristico de A — KC fuera igual a A = {—6,—5,—7, —12}.

. Tomando en cuenta los drdenes de las matrices A y C del sistema

linealizado, la matriz K del observador de estado resulté ser de la forma

ki1 ko
ko1 ka2
ks1 ka2
ku ki

L .

con kij,i=1,...,4,j = 1,2 a determinar.

Dado que

~k11 1 =k O

20601 — kg1 0 —ko O

—kz1 0 —ksp 1
—0.4905 — kg3 0 —kgo O J

que la pre-especificacion del conjunto A permite escribir el polinomio

caracteristico deseado de A — KC como

WA—KC()\) = ()\ -+ 6)()\ + 5)()\ + 7)()\ -+ 12)
= 92520 + 1494\ + 32322 + 302 + X4,
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Y que también se puede escribir

Ta-xc(\) = det]\I— (A — KC)]
= (katks — 20.601kgz — kagkoy — 0.4905kz,)
+A(ka1kzz — 20.601ksy — kaska1 + ky1kao
~kgy k12 — 0.4905ky,)
A% (kor — 20.601 + kap + kup + kyrksy — karkys),

se did lugar a cuatro ecuaciones con ocho incégnitas (los ki; ), entonces,

tomando kg = ksa = k31 = kg = 0, se obtuvo:

- -

30 —3045.9
343.6010 —5137.6
K=
0 0
| 0 0

Finalmente, podemos verificar que cumple

o(A—KC)=A={-12,-7, -6, -5}

7.4. Simulacién Numérica

Aqui presentamos los resultados de la simulacion del sistema carrito-
péndulo invertido (sistema CPI) y de su version linealizada con realimentacion y
estimacion de estados empleando las matrices F y K, respectivamente, calculadas
en la seccion anterior. Esto servird para verificar que su empleo, efectivamente, sirve

para reubicar los polos del sistema y para estimar sus estados.
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7.4.1.  Simulacion del Sistema CPI Linealizado con Realimentacidn
de Fstados

En la Figura 7.4 se muestra el diagrama de bloqgues SIMULINK de lo
simulacidn del sistema CPI linealizado con realimentacion de estados empleando la
matriz F' = [ 298.15 60.697 163.099 73.394 ]

SISTEMA

CARRITO-PENDULO INVERTIDO LINEALIZADO
CON REALIMENTACION

DE ESTADOS : =
CONSIDERADOS: Muestra x1 | X1
u=0, Demux g
X(0)=[0.1 00 0]' l:] <J X3 5
emux
Muestra X3
gooaf y
[+ =] 4
S L Sy MR B SN g B N
Signal Sum1 Matri _
Generator G:ing( Sum Integrator1 g:lt:: Ml)‘as‘)g Y:

Ma}rix
|'F—|‘ Gain2
L
Matrix

Figura 7.4: Esquema de la simulacién del sistema CPI linealizado con realimentacion
de estados

Consideramos en esta simulacion que el estado inicial es X(0) =
[0.1 0 0 0], esto es que al inicio, § = 0,1rad, o lo que es lo mismo, aproxi-

madamente 5.7°, y que la entrada al sistema es u(t) = 0(t).

En la Figura 7.5 se muestran las variables de estado X1 y X3, del sis-
tema linealizado con realimentacién de estados. (Recuérdese que X1 =0 y X3 = x).
Las grdficas para las demds variables de estado tienen un comportamiento similar,

esto €8, CONVETJEN a CETO.
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0.1 T T T ! T - T
sl /... O e e e e O _
X3(l) M M M M
PR S Ao S RS e S s i
0oab i\ I N e e e EH— .
P I IO LN ENG SR AU AU S S i
0 RN R ‘A.v»...4..‘..,......,:‘., ey ..‘..‘: ..........
_0.02_ ................................ 1 ............ : .................................................. -
_.004._~..,. .................................................. 4
X1 ‘ §
=006k N e ............. ..................................................
-0.08 1 1 4| 41; L ] 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
0<t<4

Figura 7.5: Estados X; y X3 del sistema CPI linealizado con realimentacién de es-
tados.

7.4.2. Sisterna CPI Linealizado con Realimentacion y Estimacion
de Estados

En la Figura 7.6 se muestra el diagrama de blogues SIMULINK de la
simulacidn del sistema CPI linealizado con realimentacion de estados y estimacion

de estados empleando las matrices F = [ 208.15 60.697 163.099 73.394 | ¥

30 —3045.9 |
343.6010 —5137.6

0 0

0 0

respectivamente.

Consideramos en esta simulacidn que el estado inicial del sistema li-

nealizado es X(0)=1[0.1 0 0 0], esto es que al inicio, 6 = 0,1 rad, o lo que es lo
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SISTEMA CARRITO-PENDULO
INVERTIDO LINEALIZADO
CON REALIMENTACION
DE ESTADO Y OBSERVADOR DE ESTADO

CONSIDERADOS: Muesira X
u=0, X(0)=[0.1 0 0 O
x(0)=fo 0 0 O}

X1 conx1

Gaind

Figura 7.6: Esquema, de la simulacién del sistema CP1I linealizado con realimentacién
de estados y observador de estados

mismo, aprorimadamente 5.7°, que el valor inicial estimado del estado del sistema

esz(0)=[0 0 0 0], ¥ que la entrada al sistema es u(t) = 0(t).

En la Figura 7.7 se muestra el comportamiento de las variables de es-
tado X1 y X3, del sistema linealizado con realimentacién de estados. (Recuérdese
que X1 = 0 y X3 = z). Las grdficas para las demds variables de estado tiene un

comportamiento similar: convergen a cero.

La Figura 7.8 muestra a la vez el comportamiento de la variable de
estado X; del sistema CPI linealizado y el de la variable estimada z, a la salida del
observador. Se puede notar que X1 y x1 llegan a ser prdcticamente iguales en un

periodo de tiempo muy pequeno.
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0.1

-0.05-

-0.15

Figura 7.7: Estados X; y X3 del sistema CPI linealizado con realimentacién de es-
tados.

015 - ' s T E E

0.1

0.050 1

=0.05}--

-0.15

Figura 7.8: Comparacién de los estados X; del sistema CPI linealizado y z: del
estimador de estados.
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7.4.8. Sistema CPI con Realimentacion y Estimacion de Estados

En la Figura 7.9 se muestra el diagrama de blogues de la simulacidén
del sistema CPI no lineal con realimentacion de estados y estimacién de estados

(sistema CPIRO) empleando las matrices

F=[29815 60.697 163.099 73.394 ]

Y -

[ 30 _—3045.9
343.6010 —5137.6
K = ,
0 0
L 0 0 i

En esta simulacion se considera el estado inicial

SISTEMA
CARRITO-PENDULO INVERTIDO
CON REALIMENTACION
DE ESTADO Y OBSERVADOR
DE ESTADO

Muestra X1 { X!

MATLAB Fent Integrator Matrix Muestra Y:
Gain X1,X3 Mux
Demux2 Mux Compara
X1 con x1
Demux

Demux3
Mux2 Compara

Demux 1 X3 con x3

Gain3 Gaint @ Muestra x1
| Muestra y: E
x1x3 Muestra x3

Matrix
Galnd

CONSIDERADOS:
=0,

X(0)=10.14 0 0 0
x(0)=10.300 0]

oood| o
- X-]

Signal Sum1
Generator

Figura 7.9: Esquema de la simulacién del sistema CPI con realimentacién de estados
y observador de estados
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5
0<t<10

Figura 7.10: Estados X; y X3 del sistema CPI con realimentacién de estados y
estimacién de estados.

X(0)=10.14 0 0 0] (una inclinacion inicial de la varilla de aprozimadamente
8° respecto a la vertical) para el sistema CPI y el valor inicial de la variable de
estado estimada dado por z(0) =03 0 0 0] (un error inicial de estimacidn de

aprozimadamente 17.2°), y entrada cero.

La Figura 7.10 muestra el comportamiento de las variables de estado X;
y X3 (variables 0 y x) del sistema CPI con realimentacion de estado y observador de
estados. Se observa que aunque hay un error inicial apreciable en la estimacion que
se hace del estado del sistema CPI, y que la varilla se encuentra también inclinada
inicialmente en unos 8 grados sexagesimales, el realimentador de estados junto al
estimador de estados que calculamos por separado en la seccion anterior, ain en

conjunto estabilizan el sistema.
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7.5.

Conclusiones

. Las respuestas obtenidas al emplear la realimentacion de estados y es-

timacion de estados muestran que, efectivamente, se pueden mejorar
los comportamientos de las variables de estado de un sistema reali-
mentdndole estados a través del uso de la matriz de realimentacién F
diseniada adecuadamente, de modo que las respuestas del sistema con-

verjan a cero.

. La rapidez en la convergencia a cero de las variables de estado de un

sistema como el que hemos estudiado puede mejorar con elecciones apro-

piadas de las matrices de realimentacion y estimacion de estado.

. Es vdlido el emplear en sistemas de control matrices de realimentacion

y de observacidn de estados calculadas para las versiones linealizadas de
los mismos; tan sdlo hay que tomar en cuenta que las desviaciones de
similitud entre ellos no sean muy grandes porque en ese caso no serdn

itiles las matrices referidas.
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Apéndice A-1 SIMBOLOGIA

Simbolo

Descripcién

!

At

AL, AR
det(A)

|A]

N[A]

N{u(?)]
Nlu(t), z(to)]

L

f(s)
Zz

9l7]
A2B
Vz#0
SISO
LIT
LvT
MIMO
SLIT

Existe un(a) tnico(a).

Tal que, de modo que.

Por lo tanto.

Campo de los nimeros complejos.

Campo de los nimeros reales.

Fl conjunto de los nimeros reales no negativos.
Conjunto de los nimeros naturales: {1,2,3,...}
Conjunto de las matrices de orden m X n.

Matriz identidad.

Transpuesta de la matriz A.

Inversas izquierda y derecha de la matriz A.
Determinante de la matriz A.

Determinante de la matriz A.

Niicleo de la matriz A: N{A] = {z/ Az = 0}.

Respuesta del sistema N relajado en —co cuando la entrada es u(t).
Respuesta del sistema N cuando la entrada es u(t) y el

vector de estado inicial en el instante ¢, es z(to).

Operador transformada de Laplace

Transformada de Laplace de f(t): L{f(t)} = f(s).
Operador transformada Z.

Transformada Z de la sucesién g[n].

La expresién A es definida como la expresién B.
Para todo z no nulo.

Sistema de simple entrada y simple salida.

Lineal invariante en el tiempo.

Lineal variante en el tiempo.

Sistema de miiltiple entrada y miltiple salida.

Sistema lineal invariante en el tiempo.
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Simbolo

Descripcién

SLVT

Re(v)

Im(v)

Im(T)
ma(A)

Jal

D f(t)
supsea | £ (2)]

infyca |f (t)l

feckq)

METD

trA

adj A

KerT
proyyyv
span(V)
span-col(A)
span-fila(A)
rango(A)
dim(V)
Ua(N)
diagonal (A)
diag(a11, - - - ; Gnn)
tr(A)

[c1]ez] - - - len)
RTX7

y()

{=zln]}5°

Sistema lineal variante en el tiempo.

Parte real de v.

Parte imaginaria de v (depende del contexto).

Imagen de la aplicacién T' (depende del contexto).

Polinomio caracteristico de la matriz A.

norma de z.

La derivada ordinaria de f(t) respecto a t.

Supremo (menor cota superior) del valor absoluto de f(t) sobre
el conjunto A.

Infimo (mayor cota inferior) del valor absoluto de f(t) sobre

el conjunto A.

f tiene todas sus derivadas parciales de primer orden continuas
sobre ).

Modelo de estado en tiempo discreto.

Traza de la matriz A.

Adjunta de la matriz A.

Nicleo de la aplicaciéon T'.

Proyeccién ortogonal del vector v sobre el espacio vectorial W.
Espacio generado por el conjunto de vectores V.

Espacio columna de la matriz A.

Espacio fila de la matriz A.

Rango de la matriz o aplicacién A.

Dimensién del espacio vectorial V.

Polinomio minimo de la matriz A.

Conjunto de los elementos de la diagonal principal de la matriz A.
Matriz diagonal con elementos en su diagonal principal ai1, - . - Gnn-
Traza de la matriz A (=Y. ; ai)-

Matriz de columnas ¢, ca, .. - Cp.

El espacio de las matrices reales de orden r X n.

Funcién de un pardmetro.

La sucesién {z[n]/ n=0,£1,+2,...}.
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Apéndice A-2 VALORES Y VECTORES
PROPIOS DE MATRICES

A-2.1. La Descomposicion S + N

Teorema A-2.1 (Descomposicién S + N). Sea A € M(n,n) una matriz real de

polinomio caracteristico

ma(A) = [\ — 4| = H (= )™ H{[/\ (ar + b))\ — (@ — b)) ™
k=1
an +2 Zml =n)

Si B = {Pry, haoys - -+, B, } €5 una base de Ker(Agl — A)™ y i = {fu,, fior - fim }

es una base de Ker[(a; + ib)I — A™, entonces

B = 8| H{Im f,,Re fi,, Im fi,, Re fi,, - .., Im fi,,,, Re i, },

k=1 I=1

es una base de R™ y se puede escribir A= S+ N, con S,N € M(n,n) matrices
reales Unicas tales que SN = NS, de las cuales S es llamada la parte semisimple
de A, y N es una matriz nilpotente llamada la parte nilpotente de A, cumpliéndose

ademds que S = PDP™1, donde
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-] |

r——
(ngxn1)
[ ) :|
A2
| S
(ngxng)
l: ’\r
Ar
—— ——
D= (nrxnr)
ay —b1
by a1
e1r  —b1
by ay
2my x2mg

Qs —bs
bs as

2mgX2mg

L

y P es la matriz cuyas columnas, de izquierda a derecha, son los vectores ordenados

de la base .

Notas

» Ker(MI — A)™ es conocido como el Ag-espacio propio generalizado de
A; sus elementos son llamados vectores propios generalizados de A co-

rrespondientes a Ay.

» Si las multiplicidades algebrdicas y geométricas de todos los valores pro-

pios de A son iguales, entonces N =0
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Apéndice A-3 EXPONENCIALESY
POTENCIAS DE MATRICES

A-3.1. Exponenciales de Matrices

Definicién A-3.1. Dada una sucesion {Cy} de matrices m x n cuyos elementos

son nimeros reales o complejos, decimos que la serie de matrices Y p. ; Ci, converge
L , k) . .
si y sdlo si son convergentes todas las series > o | cgj), i=1,...,m,j=1,...,ny

su suma estd definida como la matriz m X s cuyo elemento 1j—ésimo es la suma de
i
k=1 Cij-

Definicién A-3.2 (Norma de una matriz). Aqui definimos la norma || A| de una

matriz A € M(m,n) como

1Al = la]

i=1 j=1

(Véanse en el Ejemplo 6.1 otras normas de matrices).

Teorema A-3.1 (Propiedades fundamentales de las normas). VA, B € M(n,n) se

cumplen:
i) 1A+ B| < Al +iBll, 1) [AB] < [|A{llIBY, i) A} = lclAll, Vee R 6C

(Nétese que ||AF|| < Al k=1,2,...)

Teorema A-3.2 (Criterio de convergencia para series de matrices). Si {C} es
una sucesion de matrices m X n tales que Y po; ||Ck|l converge, entonces la serie de

matrices Y o, Cr también converge.

Definicién A-3.3 (Exponencial de una matriz). VA € M(n,n) real o compleja,

definimos
et = kEO—kT, con A° =1.
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o gk
Notese que -
que Z i convergente, VA € M(n,n).
k=0

o0

1
E k_ | All* = el por lo que podemos afirmar
k=0

Teorema A-3.3. Sean A y B dos matrices n x n permutables (AB = BA). Se

cumple: eAtB = ¢AecB

Oservacion A-3.1. Resultados 1itiles:

-

)\1 0 6’\1 0
A A2

s 57 A= 2 , = eA = €

0 An 0 ghn

] a —b A cosb —sinb

= SiA= ,=> e’ =g

b a sinb  cosb

i A

Al 0 el 0

L S’L .A = , = eA =
A, eAn

" $iA=PDP !, = AF = PDFP~! VL = ¢4 = PeP P!

Si A es como en el Teorema A-2.1, llamando P a la matriz cuyas co-

lumnas son los vectores de la base B (P es la matriz de transicidn de la

base estdndar o la base B), entonces
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Dt __

donde
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( et
0
eAl
(n1 an)
eAzt
6’\2t
(nz an)
eIt
ehrt
(annr) _
cosbit —sinbyt
" sin byt cos byt
ealt
cosbit —sinbgt
L sin byt cos byt
2m1£m1
cosb,t —sinbgt
sin bgt cos byt
0 east
cosbst —sinbst
L sin bst cos bt
2mg X2mg




A-3.2. Algoritmo de
Leverrier-Souriau-Faddeeva-Frame Para
Calcular (sI — A)~!

Lema A-3.1. 5i los valores propios, no necesariamente diferentes, de una matriz
A€ M(n,n) son Ay,..., M, Y7 €s un entero positivo, entonces los valores propios

de A" son X[,..., A7..

Demostracion. Debemos mostrar que mar(A) = det(A\l — A™) =[], (A — AT); para
hacer esto definimos g(s) como ¢(s) = A — s, que en versién factorizada tiene la

forma g(s) = b][;_;(s — a;). Entonces,

mar(A) = detg(A) =det(AI— A")

= b []det(A —a) =5[]\ — @)
G=1 j=1k=1
= [ToIIOw —a) =] e
k=1 j=1 k=1
= 1] =)
k=1

O

Teorema A-3.4. Si A € M(n,n) una matriz de n valores propios diferentes, se

cumple

tr L(e) = %:E—g (A-3.1)

donde 7'y(s) es la derivada del polinomio caracteristico w4(s) de la matriz A.

Demostracion. Sea m(s) = [[-;(s—As), donde los Ajs son los n valores propios dife-
rentes de A. Por el Lema A-3.1, A" tiene los valores propios A}, =1,...,n, de modo

que tr[A"] = 37 M\ y tr[e*] = 37, et Finalmente, tomando la transformada
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de Laplace de esta ecuacién se obtiene la relacién requerida:

trL(e*) = L(tret) = E(i ™)

n

_ 1 my(s)
o Zs—)\i ~ ma(s)

=1

O

Teorema A-3.5 (Algoritmo de Leverrier-Souriau-Faddeeva-Frame para calcular

(si— A)™). Si A es una matriz de orden n, se tiene

R(S) _ len—l + stn—2 +...+ Nn_ls + Nn
7A(S) s"+as" 1+ .+ a,_18+an

(sT— A= (A-3.2)

donde wa(s) = det[s] — A] = s" + ays" ' + ...+ n,_15 + a, es el polinomio carac-
teristico de A, R(s) = adj(sl — A) = N1s" 1+ Nos® 2+ ...+ N,_1s+ N, es la

matriz adjunta de sl — A, y

Ny =1 a; = —tr{A]
1

N2 = N1A + (lll[ g = ——2-tI'[N2A]

N3 = N2A + (1,2]1 ag = —-1—'GI'[N3A]
3 (A-3.3)
1

Nn = Nn~1A + an_lll Ap = —EtI‘[NmA]

[0] = N,A 4+ a,l

Demostracién. Dividimos la prueba en tres partes: (i) mostrar que (sl — A)~! tiene
la forma de la Ecuacién (A-3.2), (ii) mostrar que las matrices N; satisfacen las
Ecuaciones (A-3.3), y finalmente, (iii) mostrar que los coeficientes a; del polinomio

caracteristico satisfacen las Ecuaciones (A-3.3).
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Parte (4). Por la regla de Cramer, (sI — A)™! = [v1(s)]...|va(s)], donde v;(s) =
ri(8)/ma(s), con ri(s) = [r}, ..., 77t y v} = det[M{(s)], siendo M (s)
la matriz que se obtiene de sI — A reemplazando su j-ésima columna
por v;(s). Es claro que rZ(s) es un polinomio en s de grado < n — 1.

Entonces,

R(s)
Ta(S)

(1= A = =2 ()] ()] = s 1 (8)] . . ()]
wA(S)
donde R(s) = adj (sI — A) tiene la forma

R(s) = adj (sl — A) = Nis" ™' + Nps" 2+ ...+ No_is + N, (A-3.4)

para algunas matrices constantes N; de orden n.

Parte (i1). A partir de la ecuacién (sl — A)~! = R(s)/ma(s) se puede escribir
wa(8)l = R(s)(sI — A) (A-3.5)

Reemplazando en esta ecuacién ma(s) = s" +a18" 1 +...+n,_15+ay,

y R(s) de la Ecuacién A-3.4, se obtiene

Is" + a 1" 1 4+ apls™ 2 + ... + a,l
= [Nys" '+ Nps™ 24 ... 4 Nyp_q15 + N, ](sI — A)
= Nys"+ (Ny — NyA)s" L 4 (N3 — NpAs" 2+ ... — N, A

Al igualar los coeficientes de los términos a ambos lados de la igualdad
con igual potencia de s, se observa que las matrices NV; satisfacen las

ecuaciones de la columna izquierda de (A-3.3).
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Parte (7). Probamos finalmente que las férmulas de la parte derecha de (A-3.3)

generan los coeficientes de m4(s):

oA "
= Ae™” se

dt

obtiene sL(e*4) —1 = AL(e**). Tomando la traza a ambos lados de esta

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién

ecuacion y considerando el Teorema A-3.4 se obtiene

(s

sTals)

a(s) —n = tr[A(sI— A)7]

AR(s)] _ tr [AR(s)]
" [w)] 7a(5)

Podemos escribir esta ecuacién como
sy (8) — nma(s) = tr [AR(s))

Reemplazando en esta ecuacién w4 y R(s) segin (A-3.4), y simplifican-

do se obtiene

2

—ay8" Tt = 2a35" 2 — ... — (n— 1)s — na,

= tr[AN]s" Tt +tr [ANg]s™ 2 + ...+ tr [AN,_1]s + tr [AN,]

Comparando los coeficientes de s con la mismas potencias a ambos
lados de esta ecuacién y notando que tr [ANg] = tr [N A] se llega a la

expresion
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A-3.3. Vectores Propios Izquierdos

Definicion A-3.4. Se dice que una matriz A € M(n,n) sobre C es no defectuosa
si es diagonalizable en C™, o lo que es lo mismo, si C* tiene una base de vectores

propios de A (también se dice que A tiene un conjunto completo de vectores propios).

Definicién A-3.5. Sea A € M(n,n) una matriz real. Se dice que w € C™ es un

vector propio izquierdo de A correspondiente a su valor propio X si se cumple
w*A = w*, donde w*= o (A-3.6)

Oservacion A-3.2. Sabemos que st A es un valor propio de A, existe 0 #£ v € C"
tal que (\I— A)v = 0. Esto es equivalente a que se satisfaga |\I— A| =0, o lo que es
lo mismo, que se satisfaga |\ — A*| = 0. La dltima ezpresion garantiza la existencia
de un vector 0 # w € C” tal que (M — A*)w = 0, o lo que es lo mismo, tal que

w*A = \w*.

Teorema A-3.6. El conjunto de todos los vectores propios izquierdos de A co-

rrespondientes al valor propio A es un subespacio vectorial de C™.

Demostracidn. Sea W el conjunto de los vectores propios izquierdos de A corres-

pondientes al valor propio .
Observamos que, Yo, 8 € C, Vu,v € W,
(au+ Bv)*A = (au)*A+ (Bu)*A

Mow)* + A(Bv)*
= Mau+ Bv)*,

de modo que au+ Bv € W, Va, 8 € C. Concluimos de esto que W es un subespacio

vectorial de C". | O
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Teorema A-3.7. Sea A € M(n,n) una matriz real diagonalizable en C*, esto es,

una matriz que se puede escribir como A = PDP™!, donde D = diag()\y, ..., \),
con \;, un valor propio de A, Vi=1,...,n, y P=[e1]...|en}, con {es,....e,}, una
base de C" constituida por vectores propios de A (Ae; = Mje;, i =1,...,n). Entonces
wi
pPl=1{ :
(0

donde w; es un vector propio izquierdo no nulo de A correspondiente al valor propio

i

Demostracion. Nuestra prueba se basa en el hecho que A = PDP~! se puede re-
escribir como P71A = DP~!. Llamando w} a la i-ésima fila de P~', se observa que
la dltima ecuacién garantiza que wfA = \w} Vi =1,...,n, con lo que termina la

prueba. 1

A-3.4. Descomposicién de e’ y A*

A-8.4.1. Descomposicidn de e**

A-3.4.1.1. Matrices con Valores Propios Diferentes

Teorema A-3.8. Sea A € M(n,n) una matriz invertible tal que ma(A) = [[;L; (A —
Xi), con N # Nj, Vi # j, de modo que se puede escribir A = PDP™', con D =

diag( M1, ..., M), ¥ P = [e1]...|en], donde Ae; = Nie; (e; es un vector propio de A

correspondiente al valor propio \; de A).
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Entonces (véase el Teorema A-3.7)

donde w; es un vector propio izquierdo de A correspondiente a X;, y

n
et = E e*'R;, donde R;= e;w!
=1

(A-3.7)

(A-3.8)

Esta expresion caracteriza la descomposicion de e como la suma de sus modos

matriciales dirigidos. Aqui e™*R; es el modo matricial dirigido de et correspondiente

G,Ai.

Demostracion.

-1 _
eAt — ePDtP P eDt P 1
eMt 0 wi
= [61[...]6n] :
Ant
0 e wy,
wy
et = [e’\lte |...|e*tey] :
wy,
n n
- Yo=Y on
i=1 i=1

Nota A-3.1. En este caso,
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- . R
1_ Al
(sI— A) Le™] 2§=1 'y

adj(sl — A)
ma(s)

» Fuvidentemente, también se pueden calcular los R;’s de la Ecua-

cion (A-3.8) empleando la siguiente férmula:

&:Hm{ (A-3.9)

5=

(s — /\i)R(S)}

7A(s)
Por esta razon, R; es llamada una matriz residuo.

Teorema A-3.9. Las matrices R; de la Ecuacién (A-3.8) satisfacen las relaciones

i)Y Ri=1
=1

i) AR; = MR,
i) R A= MR;
l,i=3j
’L"U) R]H,, = 51;]'Rj, donde (53'1; =
0,1#]

Demostracién. Haciendo t = 0 en la Ecuacién (A-3.8) se obtiene la relacién del caso
i).

El que se satisfagan R; = e;w] y Ae; = A;e; implica

AR; = A(e;w)) = Mi(ew]) = MR,

Esto prueba la relacién del caso ii).
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Se prueba la relacién del caso iii) considerando que se satisface wiA =

R, A = (e;w}) A = (e;wf) i = MiR;

Observando que se cumple wie; = dj;, se prueba iv) asf:

RiR; = (ejwj)(eiw]) = djiew} = 65 R;

A-3.4.1.2. Matrices con Valores Propios Repetidos

Teorema A-3.10. Sea A € M(n,n) una matriz real tal que
ma()) = M- A= H(A — )™

=1

y Wad) = H()\—

son sus polinomios caracteristico y minimo, respectivamente. Entonces

_BE R 3R _
A= " T & Gory A0

Z Z R’ ’\’t1+(t) (A-3.11)

=1 j=1

donde R(s) = adj(sl - A),yVi=1,...,my,

R = ot Hm [dmz_j
smz_]

=t | S e = M- )7 (A-3.12)

son las matrices residuo andlogas a las de la Ecuacion (A-3.9)
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Demostracion. La prueba de (A-3.12) es sencilla y se le deja al lector. Solo comen-

tamos aqui algunos hechos relacionados a la prueba de

R(s) _ R(s)
ma(s)  Wa(s)’

(sl—A)™ =

donde R(s)/¥ a(s) es una fraccién racional irreducible. Tomamos en cuenta para esto
que A es similar a su forma de Jordan, J, de modo que se puede escribir A = PJP~,

donde P es una matriz invertible apropiada que debe existir.

Entonces

(s — A)! = adj(sl — A) _ Padj(s]l -J) P
7rA(S) WA(S)

Como la matriz sl — J es una matriz diagonal de bloques de la forma

S—)\i -1 ... 0

i )

se puede verificar (hdgalo Ud.) que cada elemento de adj(sI — J) es un polinomio
igual al producto de factores de la forma (s — );) con potencias > 0. Adems4s, la
menor potencia con que aparece (s — A;) en todos los términos de adj(sI — J) es
~igual n; — m;, donde n; es la multiplicidad algebrica de \; en 7a(s) y m; es el

mayor orden de los subbloques de Jordan de A;.

Nétese que sélo son diferentes de cero los cofactores de los términos en
y bajo la diagonal principal de los subbloques de Jordan de orden > 2. La menor
potencia con que aparece (s — ;) en todos los cofactores de los elementos de sI — .J
se da en el cofactor del cero de la esquina inferior izquierda del subbloque de Jordan

de mayor orden correspondiente a A;.
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De este modo, dividiendo obtenemos

adj(sI—A)  Q(s)

OB A0 (A-3.13)

donde Q(s)/ ¥ 4(s) es una funcién matricial en s cuyos elementos son todos fracciones

propias irreducibles.

Definiendo R = P adj(sI — A)P~, la Ecuacién (A-3.13) toma la forma.

adj(sl— A) R(s)

7a(s)  a(s)’
con lo que termina esta parte de la prueba. O
Teorema A-3.11. Parai=1,2,...,0, las matrices residuo satisfacen las siguientes
relaciones:

>R =1 (A-3.14)

i=1
RIYL = RI(A-\D), j=1,2,...,m—1 (A-3.15)
RM(A- NI = [0] (A-3.16)

Demostracién. Obsérvese que, de la Ecuacién (A-3.10), Vs # X, i=1,...,0,

Z [Z = (s][ A)} (A-3.17)

El término entre corchetes de (A-3.17) se puede escribir como

(i = ) ~ X)L+ (A — A)]

Z VIRIOGI— A) 4+ BRI R™M(AI— A)

(s = N)7 (5= )™ (A-3.18)

= RI+

j=1
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Definiendo las matrices Pz-j, j=1...,m;+1 como

P!=R}, P/=R7(\I-A)+R, j=2,..,m

Pt = R\ — A),

la Ecuacién(A-3.17) toma la forma

I= e A (A-3.19)
i=1 j=0 (s — Xy
donde s # X;, i =1,...,0. Igualando los lados izquierdo y derecho de esta ecuacién

se tiene:

YR = Y R-=1
=1

i=1

B = RIAI-A)+RY =0, j=1,...,m—1

v Pimi+1 = RMML—-A)=0, Vi=1,...,0,

que corresponden a las Ecuaciones (A-3.14), (A-3.15), y (A-3.16), respectivamente.
O

A-8.4.2. Descomposicion de AF

Teorema A-3.12. Sea A € M(n,n) una matriz invertible tal que ma(X) =[] (A—
o), con X # Aj, Vi # 7, de modo que se puede escribir A = PDP™, con D =
diag(A1,. .-, ), ¥ P = [e1] ... |en), donde Ae; = Nie; (e; es un vector propio de A

correspondiente al valor propio \; de A).
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Siendo (Teorema A-3.7)

*

Pl=]: (A-3.20)

*

donde w; es un vector propio izquierdo de A correspondiente a \;, se tiene
A*=>")ER;, donde R;=euw; (A-3.21)
i=1
Demostracion.

AR = AFI= AFPPT

wy wi
= Affesl..en] | 7 | = [Meeq|. . | MEen)
w, wy,
n n
= Y Mew; =) MR
i=0 =0

Teorema A-3.13.
I=) R (A-3.22)

Demostracién. La Ecuacién (A-3.22) se obtiene de (A-3.21) haciendo k& = 0. O
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Apéndice A-4 LA DESCOMPOSICION DE
VALOR SINGULAR

La descomposicion de valor singular (SVD) de una matriz es una facto-
rizacion especial de ella que hace evidente la secuencia equivalente de transforma-
ciones de rotacion y de elongacidn (“estiramiento”) equivalente a la que sufriria un
vector al ser pre-multiplicado por ella. Ademds, la descomposicion de valor singular
de matrices es util en la solucion de ciertos problemas de minimizacion. Estudiamos
esta descomposicion porque resulta itil en la determinacion de bases ortonormales
de ciertos espacios vectoriales de interés en control automdtico como lo son los es-
pacios controlable, incontrolable, observable e inobservable que se estudiardn en los
dos capitulos siguientes, y al tratar problemas de control relacionados con sistemas
de ecuaciones lineales inconsistentes a causa de errores o ruido en la medicion de los
pardmetros de los sistemas. La presente sdicusion sigue de cerca a la desarrollada

en la referencia [8].

A-4.1. Inversas Laterales de Matrices

Definicién A-4.1. Sea A una matriz dada

a) Cualguier matriz A=Y para la cual A~LA =1 se llama matriz inversa

1zquierda de A.

b) Cualquier matriz A~F para la cual AA™R =1 se llama matriz inversa

derecha de A.
Teorema A-4.1. Sea A una matriz cuadrada. Entonces A es no singular si y solo

si las inversas derecha e izquierda de A som dnicas e iguales o A7

El siguiente teorema es itil en la discusion que continia.
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Teorema A-4.2. S§i A € M(m,n), con m > n es tal que rango A = n (A es de

rango columna total), entonces A*A es invertible, o lo que es lo mismo, satisface

|AtA| 0.

Teorema A-4.3.

a)

Una inversa izquierda de una matriz A € M(q,n) con rango(A) =
n < q es la llamada pseudoinversa izquierda Moore-Penrose, A~ =
(A*A)"LAt. Si Az = b es un sistema inconsistente, t* = A™Lbh =
(A*A)"1A% es la solucion (de minimos cuadrados) del problema

min, ||Az — b|5.

Una inversa derecha de una matriz A € M(n,q) con rango(A) =
n < g, es la llamada pseudoinversa derecha Moore-Penrose, A~ =
AYAANL. Si Az = b es un sistema consistente, ¥ = A7Rb =
AYAAN) b es la solucidn (de menor norma euclidiana) del problema

minaz—s || z]|2-

Demostracion.

Aqui probamos sélo la parte a) del teorema.

Como AFA = (AtA)~1A'A = 1, queda verificado el que A~L = (A*A)~1 A’ es una

inversa izquierda de A.

Definamos ahora D = || Az — b||2 y desarrollémosla como sigue:

D=||Az —b|35 = (Az—b)'(Az—1b)
= (z*A*—b*)(Az - b)
= z'A*Az — 2t A% — b Az — b'b
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Derivando e igualando a cero se obtiene:

2A*Az — A — A% = 0
2(A*Az — A*) = 0
= 2 = (A'A)7A%

Entonces z* = (A*A)"'A% es la solucién de minimos cuadrados del problema,

min, || Az — b||,. Con esto termina la prueba de la parte a) del teorema. O

A-4.2. La Descomposicion de Valor Singular

La comprension del teorema de wvalor singular se facilitard si antes

consideramos la siguiente observacién:

Oservacién A-4.1. Sea ) € M(n,¢) una matriz real. Entonces:

» QR € M(n,n) es simétrica: (QQY)* = (Q))'Q* = QQ".

s Como QQ" es simétrica, esta matriz es diagonalizable ortogonalmente
y existe una base ortonormal, {vi,...,v,}, de R" constituida exclusi-
vamente de vectores propios de Q@Q*. Esto implica el cumplimiento de
QQ; = v y |luilla = 1, Vi = 1,...,n, donde v; un vector propio de
QQ* correspondiente a su valor propio A;. Estos hechos nos permiten

escribir:
0 < |Q%i3 = (Q™:)'(Q%v:) = viQQ%; = Avfu; = Ailluill3 = A,

demodoque \; >0, Vi=1,...,n

s Si rangoQ = p, entonces i) rango(QQ?) = p, e ii) QQ* tiene sélo p

valores propios no nulos.
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Definicién A-4.2. Dada una matriz real Q € M(n,q), n < ¢, denotamos mediante
{01,...,0n} al conjunto de valores singulares de @, esto es, las raices cuadradas

positivas de los valores propios de QQ".
La suposicién de que n < ¢ es solamente por conveniencia.

Teorema A-4.4 (Descomposicién de Valor Singular). Sea la matriz real @ €
M(n,q), n < g con rango(Q) = p < n. Entonces existen las matrices ortogona-

les U € M(n,n) y V € M(q, q) tales que

S 0 Vi
Q=UZV'=[U; Uy ! (A-4.1)
00| w
donde S = diag(cy,...,0p) € M(p,p),conoy > ... > 0p > Opp1 = ... = 0p = 0,

Ui € M(n,p), Uz € M(n,n—p), V{ € M(p,q), V5 € M(q—p,q), etc.

Oservacién A-4.2. La descomposicidn de Q mencionada en el Teorema A-4.4 nos

permite escribir:

P .
2
QQ' = USVWVITU'=U 7p Ut (A-42)
0
0 0 e
[ o? 0
2
yQ'Q = VEUULV =V K Vi (A-4.3)
0
0 0
- - gxq
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De estas expresiones y la teoria de diagonalizacion de matrices podemos concluir lo

stguiente:

» Las columnas de U forman un conjunto ortonormal de vectores propios
derechos de QQ' que corresponden sus valores propios, los cuadrados

de los valores singulares, (61)?, ..., (0n)?, en este orden.

s Las columnas de V' forman un conjunto ortonormal de vectores propios
derechos de Q*Q que corresponden a sus valores propios, los cuadrados
de los valores singulares, (01)%,...,(00)%, (On41)? =0,...,{(07)* =0, en

este orden.

Por esta razon, las columnas de U son conocidas como los vectores singulares izquier-

dos de @, y las columnas de V' son conocidas como los vectores singulares derechos

de Q.

Oservacion A-4.3. Sea la matriz real no singular Q) € M(2,2) con descomposicién

de valor singular

Q=USV" (A-4.4)
01 0
donde U = [uz|ug], V = [v1]we], y S =
02
Consideremos ahora. el conjunto C de los = € R? tales que
iz =1 (A-4.5)

Si definimos y = Qz, la Ecuacién (A-4.5) se escribird como

QAN Ty =1 (A-4.6)
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Observando que, de la Ecuacién (A-4.2),

QY = USV'VSH!

2
0
= USU', con§?=| " (A-4.7)
0 o3
y
1/6? 0
Q@)™ = U(S™)U", con (5 = | /7 (A-4.8)
0 1/02

sigue que U diagonaliza ortogonalmente la matriz simétrica (QQ*)~*, de modo que,

definiendo y = Uz, la Ecuacién (A-4.6) se puede reescribir como
2UH(QQHY Uz =1 (A-4.9)

Esta ecuacién se puede simplificar atin més empleando la Ecuacién (A-4.8), resul-

tando

28 H2z=1

2
Z.
St+5
o5 03

=1

Lo expuesto hasta aqui permite decir que la descomposicién de valor singular de
una matriz real no singular ) € M(n,n) aclara la transformacién mediante @) de la
hiperesfera C = {z € R"/ ||z||2 = 1} en el hiperelipsoide £ = {y = Qz/ = € C} de
ejes principales paralelos a los vectores columna de U y de longitudes de semiejes
principales iguales a los de los valores singulares de Q@*. En la Figura A-4.1 se

muestra el caso en que () es una matriz de orden 2.

Nétese ademas, de la discusién anterior, que

1@l = méx ||Qzfjz = o1

ll=ll2=1
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Figura A-4.1: Tlustracién acerca de c6mo la descomposicién de valor singular espe-
cifica la estructura de la aplicacién lineal Q).

Otras observaciones que se pueden hacer respecto del Teorema A-4.4 y

la Ecuacion (A-4.1) son las siguientes:

» Se cumple que Im [Q] = Im [U1] y una base ortonormal del espacio ima-

gen de Q) es el conjunto de vectores columna de U;.

s N[Q] = Im[V3] y que una base ortonormal del nicleo de Q estd dada

por el conjunto de vectores columna de Vs.

» Im[Q]* = Im [Uy] y una base ortonormal de Im [Q]* estd dada por el

conjunto de vectores columna de Us.

= N[Q]* = Im [Vi] y una base de N[Q]* estd dada por el conjunto de

vectores columna de V.

Corolario A-4.1. Supéngase que la descomposicién de valor singular de @) es dada
por la Ecuacién (A-4.1) y que, como lo afirma el Teorema A-44, 07 > ... > 0, >
Opt1 = ... = op = 0. Entonces el rango(Q) = p, las columnas de V5 = [vp41,. .., V4]
proveen una base ortonormal para N|[Q)], las columnas de U; = [uy, . . ., u,] proveen
una base ortonormal para Im[@)}], y ||@||, Ia norma espectral de @ (véase la P4gina

183) es igual a 0.
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A-4.2.1. Las Pseudo Inversas Moore-Penrose Derecha e Izquierda.

En muchos problemas de ingenieria se deben resolver sistemas de ecua-
ciones de la forma Qz = b. Con frecuencia este sistema es inconsistente (no tiene
solucidn) debido a que tanto la matriz Q como el vector b son obtenidos a través

de mediciones con errores o ruido. En estos casos es comin la consideracién del

problema equivalente
min ||Qz — b2 (A-4.10)

Si se define una pseudo inversa

St o0
Qt=V Ut (A-4.11)
0 0

donde la descomposicidn de valor singular de Q) es

S0,
00

se tiene que la multiplicacién por la izquierda de ambos lados de Qz = b por Q%

resulta en

QtQz=Q"b
St 0 S 0
&V UtU Viz=Q"b
0 0 0 0
s r=Q%

Se puede probar que (véase la referencia [8])

=Q%b (A-4.12)

253



minimiza la Ecuacion (A-4.10) y que Q" es la matriz que satisface

min QM — ||

MeRan

donde p = min(n, q) y || M||r denota la llamada norma de Frobenius de M. La norma
de Frobenius de M es definida como la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
de sus componentes, esto es, la raiz cuadrada de tr [MM?']. En otras palabras, Q*
es aquella dnica matriz tal que QQ* estd mds cerca a I, si ¢ > n en el sentido
Euclidiano. Sin > q, entonces Qr = b es sobredeterminado y QT Q es la matriz

mds cercana a 1 en el sentido de minimos cuadrados (véase la referencia [8]).

Definicién A-4.3. La pseudo inversa Moore-Penrose de @), denotada por QT es

aquella 1inica matriz que satisface las siguientes condiciones:

1. QQTQ=Q
2. QTQQT =Q*
3. (QQT) = QQ* (condicién de simetria)
4. (@TQ) = Q" Q (condicidn de simetria)
Es sencillo mostrar que la Qt definida por la Ecuacion (A-4.11) sa-

tisface estas condiciones. Esto nos lleva a la discusion de las inversas derecha e

izquierda de una matriz rectangular de rango total.

Oservacién A-4.4. Recuérdese que una inversa derecha de una matriz Q € M(n,q)

con rango(Q) = n < q es cualquier matriz Q% que satisface QQ™E =1.

Proposicién A-4.1. Si Q tiene una inversa derecha Q~F, entonces la pseudo in-

versa derecha Moore-Penrose es dada por
QF =R ="

254



Oservacién A-4.5. Recuérdese que una matriz R € M{g,n) con ¢ > n y

rango( R) = n, tiene una inversa izquierda denotada por R~L que satisface R-'R =

I.

Proposicién A-4.2. Si R tiene una inversa izquierda R, la pseudo inversa iz-

quierda Moore-Penrose estd dada por

R+ — (RtR)—lRt — R——L
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