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Resumen

En este informe se trata de describir la estructura de los grupos abelianos libres, los
grupos abelianos finitamente generados y los grupos divisibles.

Una clasificacién elemental es la siguiente:

Grupos de Torsién (si todos sus elementos son de orden finito), grupos sin
torsién (si el tinico elemento de orden finito es el cero) y grupos mixtos (si
tiene elementos no nulos de orden finito y elementos de orden infinito). Si
todos los elementos de un grupo abeliano G son de orden p*, donde p es un
primo fijo y k es un entero no negativo, entonces se dice que G es un grupo

p-primario.

El teorema de estructura de los grupos de torsién establece que todo grupo de torsién
es una suma directa de grupos primarios. Los grupos abelianos libres son las sumas
directas de grupos isomorfos al grupo ciclico Z.

Un resultado importante es el siguiente:
Todo grupo abeliano es cociente de un grupo abeliano libre.

El teorema fundamental de los grupos abelianos establece que todo grupo abeliano
finitamente generado es una suma directa finita de grupos ciclicos infinitos y/o grupos
ciclicos primarios.

Dos consecuencias inmediatas de este teorema son las siguientes:

(a) Todo grupo abeliano finito es una suma directa de grupos ciclicos primarios.
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(b) Los grupos abelianos finitamente generados sin torsién son los grupos abelianos

libres finitamente generados.

El teorema de estructura de los grupos divisibles establece que todo grupo divisible es
una suma directa de grupos p-Priifer y/o grupos isomorfos a Q (los grupos p-Priifer son

las p-componentes de Q/Z).
De aqui se deduce que los grupos divisibles de torsién son las suams directas de grupos

p-Priifer; y los grupos divisibles sin torsién (como R y C, por ejemplo) son sumas directas

de grupos isomorfos a Q.
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Introduccion

Este informe académico trata de un tema importante del Algebra Moderna que son
los Grupos Abelianos. El objetivo de este trabajo es describir la estructura de una
amplia clase de grupos abelianos, sin pretender desarrollar el tema de grupos abelianos
en toda su generalidad. Las herramientas para construir grupos abelianos de estructura
compleja son los grupos abelianos de estructura elemental, como los grupos ciclicos,
grupos primarios (p-grupos abelianos), el grupo aditivo de los nimeros racionales y los
grupos p-Priifer utilizando el concepto de suma directa (finita 6 infinita).

Por otro lado, a travez del concepto de suma directa y realizando un proceso de
descomposicién, se reduce el estudio de ciertas clases de grupos abelianos (de torsién,
finitamente generados, divisibles, etc) al estudio de grupos abelianos de estructura ele-
mental.

Usualmente la operacién binaria de un grupo abeliano se denota con el simbolo ” +”.
Para trasladar la notacién multiplicativa a la notacién aditiva utilizaremos el siguiente

“diccionario”:
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a7l —a
T, 0
A" e, na
ab™l a—b
HK i, H+ K
Ha oo a+H
producto directo ..........ccccviiiiiiiinins suma directa
HXK oo, He K
| | L — @ H,
il

Observamos que una suma directa de grupos abelianos es un grupo abeliano. Las
sumas directas (finitas 6 infinitas) de grupos ciclicos infinitos son llamados grupos
abelianos libres. Un resultado fundamental que demostraremos mas adelante es el
siguiente:

“Todo grupo abeliano es cociente de un grupo abeliano libre”.
Dado cualquier grupo abeliano G, el conjunto T'(G) de todos los elementos de G de
orden finito forma un subgrupo de G, llamado el subgrupo de torsién de G. Un
grupo abeliano G es llamado un grupo de torsién, si T(G) = G, es decir, todos sus
elementos son de orden finito (por ejemplo @Q/Z). Un grupo cuyos elementos son todos
de orden p* donde p es un primo fijo y k es un entero no negativo, es llamado un
grupo p-primario (6 p-grupo) 6 simplemente grupo primario. Demostraremos que
el estudio de los grupos de torsion se reduce al estudio de los grupos primarios en el
siguiente sentido:
“Todo grupo de torsién es una suma directa de grupos (abelianos) primarios”.

El resultado anterior es conocido como el Teorema de Estructura de los Grupos de

Torsion.
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Un valioso grupo abeliano p-primario es el grupo p-Priifer. Cada p-componente del
grupo de torsién Q/Z es llamado grupo p-Priifer. Un grupo abeliano G es llamado un
grupo sin torsién, si T(G) = {0}, es decir, el inico elemento de orden finito es el cero
(por ejemplo: Q). Un grupo abeliano G es llamado un grupo mixto, si {0} # T(G) # G
(por ejemplo: Q — {0}, R/Z). Muchos grupos abelianos son sumas directas de grupos
ciclicos, el grupo aditivo Q de los nimeros racionales y grupos p-Priifer.

El grupo aditivo Q de los numeros racionales tiene la siguiente propiedad: Si t € Q
es arbitrario y n es un entero diferente de cero cualquiera, entonces existe un r € Q tal
que nr = t. Los grupos abelianos con esta propiedad son llamados grupos divisibles.
Los grupos p-Priifer también son divisibles. Estos no son los tinicos grupos divisibles,
el grupo aditivo de los nimeros reales también es divisible. Un grato resultado es el

siguiente:

“Todo grupo divisible es una suma directa de grupos p-Priifer y/o grupos isomorfos al

grupo aditivo de los nimeros racionales”.

Dicho resultado es conocido como el Teorema de Estructura de los Grupos Divisibles.
Si G es un grupo tal que G = [X], donde X es un subconjunto finito de G, entonces
se dice que G es un grupo finitamente generado. El siguiente resultado es llamado

el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos:

“Todo grupo abeliano finitamente generado es una suma directa finita de grupos

ciclicos infinitos y/o ciclicos primarios”.

A cada grupo abeliano finitamente generado se asocia un conjunto de nimeros enteros
no negativos llamado tipo del grupo abeliano. El concepto de tipo determina totalmente
la estructura de un grupo abeliano finitamente generado. En efecto, se tiene el siguiente

resultado:

“Dos grupos abelianos finitamente generados son isomorfos si y solamente si tienen el

mismo tipo”.
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Capitulo 1

Generalidades

1.1. Concepto de Grupo Abeliano

Definicién 1.1 Un grupo (G, *) es llamado abeliano, si a x b = b * a para cualesquiera

a,beq.

vacion: Usu n racion binari u i n
Observacion: Usualmente la operacién binaria ” *” de un grupo abeliano se denota

mediante el simbolo ” + .
Teorema 1.1 Toda imagen homomorfa de un grupo abeliano es un grupo abeliano.

Demostracion:
Sean (G, +) un grupo abeliano, (H, *) un grupo cualquiera y f : G — H un homomor-
fismo de grupos.

Dados a, b € G cualquiera.

f(a)xf(d) = f(a+d)
= f(b+a)
= f(b) x f(a)

- Por consiguiente, f(G) es un grupo abeliano. O

1
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Corolario. Todo cociente de un grupo abeliano es un grupo abeliano.
Demostracién:

Sea G un grupo abeliano y sea H un subgrupo de G, como G/H es la imagen del
homomorfismo natural II1:G — G/H

entonces por el teorema 1.1, G/H es un grupo abeliano. O

1.2. Ejemplos de Grupos Abelianos

1. Sean G y H grupos abelianos y sea
Hom(G,H) = {f/ f es un homomorfismo de G en H}

Dados f,g € Hom(G, H) se define f + g por

(f +9)(z) = f(z) + 9(2),z € G (1.1)

Mostraremos que Hom(G, H) con la operacién definida por (1.1) es un grupo
abeliano

(a) Veamos que f + g € Hom(G, H) :

(f+9)(z+y) = flz+y) +g(z+y)

= f(2)+ f(y) + g(z) + 9(y)
f(z) + g(z) + f(y) + 9(y)

(f+9)(z)+(f+9)(y)

" para cualesquiera z,y € G. Luego f+ g € Hom(G, H).

(b) Asociatividad de la adicidn:

[(f+9)+h(z) = (f+9)(z)+h(z)
= [f(z) +9(2)] + h(z)
= f(z) +[g9(2) + h(z)]
= f(z) +(9+h)(z)
= [f+(g+h)(z)



para todo = € G. Esto significa que
(f+g)+bh=f+(g+h).

(c) Existencia de identidad:

sea w ;: G — H definida por

w(z)=0, z€@G

_ e que w € Hom(G, H).
Ahora, para todo f € Hom(G, H) y para todo z € G:

(f+w)@) = flz)+wlz)
= flz}+0
= f(z)
= 0+ f(2)
= w(z) + f(z)
= (w+ f){=z)

Se verifica inmediats

Luego fH+w=f=w+{.

Lo cual prueba que w es la identidad (elemento neutro aditive),
(d) Existencia de inversos:

Dado f € Hom(G, H), definimes —f por

)@ =-1f@), zc@

Paratodoz € G :

F+(=NE@) = f@)+(-N)
= flz)+[-f(2)]
=0
= [~f(@)] + f(=)
= (-f)(z) + f(z)

= [(-N+ i)
Luego f+(~f)=w=(-f)+F.



(e) Conmutatividad de la adicién:

(f+9)(2) = flz)+g(z)

= g(z) + f(z)
= (9+f)(2)
para todo z € G. Esto significa que
f+eg=9+f

Por lo tanto Hom(G, H) con la adicién definida por (1.1) es un grupo abeliano.
2. Para cualquier grupo abeliano G:
Hom(Z,G)~ G

En efecto, la aplicacién ¢ : Hom(Z,G) — G definida por ¢(f) = f(1)

es un isomorfismo, puesto que:

(a) ¢ es un homomorfismo:

o(f +9) = (F+9(1)
= f(1)+g(1)
= o(f)+¢(9)

para cualesquiera f, g € Hom(Z,G).

. (b) ¢ es sobreyectivo:
Dado cualquier z € G, definimos f, : Z — G por f;(n) = nz.

Como
f:(n+m) = (n+m)z

= . nr+mc
= fz(n) + fz(m)

para cualesquiera n,m € Z, entonces f, € Hom(Z,G).



Ademas ¢(f;) = z, puesto que

‘P(fa:) = fm(l)

(c) ¢ es inyectivo:
Sea f € Keryp arbitrario. Entonces ¢(f) = 0, esto es, f(1) = 0. Luego, para
todo n € Z:

f(n) = f(nl) =nf(1) = 0= w(n)

Por lo tanto f = w, la identidad. Se sigue que
Ker ¢ = {w}.

Hom(Q,Z) =0
Sea f € Hom(Q, Z) arbitrario. Dado cualquier ¢ € Q,

Vn € Z: f(qg) = f(n(g/n)) =nf(g/n)

lo cual significa que el entero f(g) es divisible por todo n € N

Por lo tanto f(g) = 0. En consecuencia f = 0.

Hom(Q,Q) = Q
Para cada g € Q, definimos f;: Q = Q por

fq(x) =qz, €Q

Se verifica inmediatamente que f, € Hom(Q, Q).

Ahora, definimos ¢ : Q = Hom(Q,Q) por ¢(9) = f;, ¢€Q.

Afirmamos que ¢ es un isomorfismo. En efecto:



(a) ¥ es un homomorfismo:

Dados ¢, € Q cualesquiera.

fore(z) = (g+7)z
= qr+r1I
= fo(2) + fr(2)
= (fo+ fr)(2)

para todo z € Q. Entonces  fgi1r = fo + fr.

Por consiguiente

P(q+7) = forr = fo+ fr = (@) + p(r)

para cualesquiera q,r € Q.

(b) @ es inyectivo:
Sea ¢ € Keryp arbitrario. Entonces ¢(g) = w, esto es, f, = w.

Luego ¢ =gl = f,(1) = w(1) = 0. Por lo tanto
Kerp = {0}.

(c) ¢ es sobreyectivo:
Sea f € Hom(Q,Q) arbitrario. Denotemos f(1) = r. Para cualquier
m/n € Q:
fr(m/n) r(m/n)
= (m/n)r
= (m/n)f(1)
= (1/n)mf(n/n)
= (1/n)f(m(n/n))
= (/)i (n(m/n))
= (1/n)nf(m/n)
= f(m/n)

Luego ¢(r) = fr=f.
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Hom(Zp, &) = Ly
donde d = MCD(n, m).
En efecto, denotemos por k¥ a MCM(n,m) y H = (k/n)Z el subgrupo de Z

generado por el entero k/n.

Para cada x € H, definimos ¢, : Z, — Z,, por
wz(a) = zb

donde a es un generador de Z,, y b es un generador de Z,.

¢ estd bien definida.

Es suficiente probar que ¢,(0) = 0, debido a que @,(s + t) es igual a
©z(8) + vz (t), para cualesquiera s,t € Z,.
Supongamos-que r = Omod(n) y que ¢(ra) = (zr)b.
Como z € H = (k/n)Z, entonces z = Omod(k/n); luego zr = Omod(k)
y por lo tanto zr = Omod(m). Por consiguiente
©0z(0) = @z(ra) = (zr)b=0
Ahora, definimos ¢ : H - Hom(Z,,,Z,,) por
o(z) =@, z€H

Afirmamos que ¢ es un epimorfismo. En efecto:

(a) ¢ es un homomorfismo:
Pary(a) = (z+y)b
= zb+yb
= pz(a) + py(a)
= (pz+¢y)(a)
para cualesquiera z,y € H. Entonces  @z4y = = + @y

Por consiguiente

@z + y) = Payy = @2 + 0y = @(z) + 0(y)

para cualesquiera z,y € H.
}



(b) ¢ es sobreyectivo:

Sea g € Hom(Zy, Z,,) arbitrario. El homomorfismo g esta determinado por
g(a) = hb
donde h es algiin entero. Como 0 = na (puesto que a es de orden n), entonces
9(0) = g(na) = ng(a) = (nh)b

y por lo tanto nh = Omod(m).

Por otro lado, existen s,t € Z tales que d = MCD(n,m) = sn+tm
Entonces hd = shn+thm de donde hd = Omod(m).

Como mn = MCM(n,m)MCD(n,m) = kd, entonces (hd)k = mnh
Luego h = (hd/m)(k/n) € (k/n)Z = H.

Pero ¢n(a) = hb = g(a) lo cual significa que

o) =pvn=4g
Ademés, Kero = mZ C H:

Si z € mZ, entonces ¢, (a) = zb = 0, puesto que o(b) = m.

Luego ¢(z) = ¢, = w, el homomorfismo nulo y por lo tanto z € Keryp.
Reciprocamente,

si z € Keryp, entonces ¢(z) = ¢, = w. Luego zb = ¢,(a) = 0 y por lo

tanto m divide a z, esto es z € mZ.

Finalmente, por el primer teorema de isomorfismos,

Hom(Z,,Z,) ~ H/Kery
= H/mZ
= (k/n)Z/mZ
R Lm/(k/n)
= Lnn/k
= B



1.3. Sumas Directas (Finitas o Infinitas)

En adelante G denotard siempre a un Grupo Abeliano.

Dada una familia de conjuntos (.S;);c;, cuando sea conveniente escribiremos:
S(¢) en lugar de S; para cada ¢ € I.

Si (G)icr es una familia de subgrupos de G, entonces el subgrupo [|J{G;/i € I}] serd de-

notado por E: G; y estd formado por los elementos z € G que son de la forma:
i€l

T=T]+22...+ %,
donde z; € U{Gifi € I} ,j =1,2,...,n

Definicién 1.2 Sea (G;)icr una familia de subgrupos de G. Se dice que G es la suma

directa de la familia (G;)icr, 81 G = ZG" y cada z € G, x # 0 se puede expresar de
i€l
manera Unica (ezxcepto en el orden de los sumandos) como un elemento de ZG,-,con
icl
sumandos no nulos pertenecientes a G(i1), G(32),...,G(in) donde iy,%s,...,% € I son

distintos.

Y}

Si G es la suma directa de la familia (G;)ies, entonces se usa la notacién : G = §
En particular, si G es la suma directa de los subgrupos G, Gs,...,G,, entonces se

escribe:

G=G19G,®...09G,

Teorema 1.2 Sean G1,Gs,...,G, subgrupos de G.
G=G,19G®...0G, siysolo si cada x € G se puede expresar de manera unica
como:

.’L‘=$1+$2+...+In

dondez; € Gi, i=1,2,...,n.



"Demostracién:

Sea G=G, G0 ...D G, entonces por la definicién 1.2 :
k=23t 2a+..:4%ZTm

de manera tnica, donde m<n, z#0, z;#0, j=1,2,...,m
Luego z =19; +9y2+ ...+ Y, €s Unica completando con ceros.

Si z = 0 entonces z tiene la siguiente representacion:
z=0+4+0+...4+0 (nsumandos) (1.2)
Supongamos que 0=z, + 22 + ...+ 2, ¥ que existe j/z; # 0 entonces
O=z1+2+...+2m 2 #0, k=12,....m, m<n

luego —z1 =22+ 23+ ...+ 2

Denotemos y = —=z; entonces y = —21, Yy = Zo + 23 + ... + 2, luego y # 0 tiene 2
representaciones lo cual contradice a la definicion 1.2.

Por lo tanto, no existe otra representacién distinta de (1.2) entonces z; = 0,
i=12,...,n,luego 0=04+04...40 es tnica.

Reciprocamente,

Sea x =1xz,+22+...+2z, de manera tnica. Si z # 0 entonces x=y; + Y2 + ...+ Ym,
m < n donde y; es alguno de los z;, con y; #0, i =1,2,...,m, j=1,2,...,n. Luego
por definiciéon 1.2, G=G; &G ®...®G,. O

Observaciones:

1. SiGg=9

3D Gi, entonces para cualesquieras,j € I, i#j: GiNG;={0}.
En efecto, si z € G;NG; y = # 0, entonces z se puede expresar como £ = 1 y

T = T3, donde z; € G; y 22 € G}, lo cual contradice la definicién de suma directa.

2. SiG=H®KyK=M®N,entoncesG=HOMDN

Los siguientes teoremas nos ofrecen un criterio simple para determinar si un grupo es la

suma directa de una familia de subgrupos.
|
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‘Teorema 1.3 Sean Gy, G, ..., G, subgrupos de G.
G=G:19G:0... 0G, siysolosiG=G,+Gs+...+G,y V2; €G;, 1=1,2,...,n:

T+ 2o+ ...+ 2, =0 implicaz; =0, i1=12,...,n.

Demostracion:

Supongamos que G =G, G2 @ ... ® Gy.

Sean z; € G;, i=1,2,...,n arbitrarios. Si z; + 22 + ...+ 2z, = 0, como 0 € G luego
por el teorema 1.2:

0=0+4+0+...+0 de manera tinica

) n sumandos
Entonces ; =0, 1=1,2,...,n.

Reciprocamente,
Supongamos que G =G, + Gy +...+ G, y Vz; €G;, 1=1,2,...,n:
Ty+z3+...+ 2, =0implicaz; =0, i=12,...,n.

Sea z € G arbitrario, entonces existen z; € G;, i=1,2,...,n tales que
r=x1+xo+...+2,

Por el teorema 1.2, es suficiente demostrar que esta expresién esinica.

Sea z = y; +y2+...+y, otra representacién de z, donde y; € G;, 1 = 1,2,...,n entonces
(11— 1)+ (y2—22) +. ..+ (Yo — xn) = 0 luego por hipotesis y; —z; =0, i=1,2,...,n.
Por lo tanto y; = z;, ¢=1,2,...,n. 0O

Aplicando el mismo argumento de la demostracién anterior se obtiene el siguiente resul-

tado.

Teorema 1.4 Sea (G;)i € I una familia de subgrupos de G.

G =,§EB, G; si y solo si G = ZG,- y para cualesquiera elementos distintos i1,1%2,...,tm
A i€l

del yVz; € G(i5), j=1,2,...,m:

T1+Ze+ ...+ Ty =0implicaz; =0, j=1,2,...,m. O

Teorema 1.5 Sean (G;)icr una familia de subgrupos de G.

Entonces, G =‘,€€B, G; si y solo si G = ZG,- y G;N ZGi = {0} para todo j €I
- i€l i#j

11



" Demostracion:

Supongamos que G =,.€eB, G; entonces por definicién 1.2 G = E G;.

_ o iel
Sea j € I arbitrario.

Consideremos z € G,-nz G;entoncesz € G y £ = 1+%2+. ..+ %y, donde 2 € G(3),

i#j
k=1,2,...,m siendo iy, %s,...,i, € I — {j} distintos. Luego

Ti+22+ ...+ 2+ (—-2)=0

entonces de acuerdo con el teorema 1.4, se obtiene en particular que z = 0.

En consecuencia G;N ZG,- = {0} para todo j € I.

. i#]
Reciprocamente,
Supongamos que G = ZG,- yque G;nN ZG; = {0} paratodojel
i€l i#j

Sizi+x2+...+ 2z, =0donde z; € G(i;), j=1,2,...,n
y %1,1%2,. .., %, son elementos distintos de I, entonces

~Lj =%+ T2+ ...+Tj_1 + Zjp1 + ... + T, es un elemento de G(z;) N EG,- y por
i#i;
lotanto z; =0, j=1,2,...,n. Luego por el teorema 1.4 G =,.?, G; O

Ahora, si Gy,Gs,...,Gy, son grupos abelianos. ;Existe un grupo G' que sea la suma
directa de imagenes isomorfas de los grupos G, Gs,...,G, 7.

El siguiente teorema nos responde afirmativamente.

Teorema 1.6 Si G1,Gy,...,G, son grupos abelianos cualesquiera, entonces existe un

grupo abeliano G que es una suma directa de imagenes isomorfas de Gy, G, ... ,Gyp.

Demostracién:

Sea G la suma directa (externa) de los grupos Gy, G, ..., Gy, y sean

H, = {(1,0,0...,0)/z; € G1}, Ho={(0,2,,0,...,0)/z; € G2},...,

H, ={(0,0,0,...,0,z,)/z, € G»}.

Entonces H; es un subgrupo de Gy H; =~ G;, i = 1,2,...,n. Es claro que todo

elemento (21, Z2,...,%,) de G se expresa de manera iinica como

12



(21,0,0,...,0) + (0, 22,0,...,0) + ...+ (0,0,0,...,0,z,).

Por lo tanto

G‘—‘Hlﬁ'Hg@...@H". O

Un resultado importante que demostraremos mas adelante establece que si G es la suma
directa de G1,Gs,...,Gr y H es la suma directa de H,, Hs, ..., H,, donde G; ~ H;,

i=1,2,...,n, entonces G = H.

Teorema 1.7 Si (G;)icr es una familia de grupos abelianos arbitraria, entonces eziste
un grupo abeliano G que es la suma directa de una familia de subgrupos (H;)icr, donde

H; ~ G; para todoi€ I.

Demostracién:

Sea G la suma directa (externa) de la familia de grupos (G;)icr. Un elemento z de G es
una funcién de I en la unién de (G;)icr que satisface la signiente condicién:

z(i) € G; para todo i € I 'y {i € I / z(3) # O}es finito (posiblemente @).

Definimos la adicién en G de la manera usual:
(z+y)([@) = z(4) +y(@), i€l
para cualesquiera z,y € G. Como

fiel/(@+y)i)#0}C{iel /oli) #0}Ufie I /y() #0)

entonces {1 € I / (z + y)(i) # 0} es finito y por lo tanto z +y € G,

puesto que(z + y)(¢) = z(¢) + y(¢) € G; paratodoi € I.

Es claro que esta adicién en G es asociativa. El elementoneutro es la funcién w € G
definida por w(i) = 0 € G; para todo i € I. El opuesto de z € G es la funcién —z
definida por (—z)(i) = —=(i) para cada i € I.

Ademd4s <z + y =y + z para cualesquiera 2,y € G.
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" Por lo tanto G con la adicién antes definida es un grupo abeliano.

Ahora, para cada i € I, sea
Hi={z€G /z(j)=0€ G, paratodo j € I, j # i}.

Es claro que w € H; (w es el cero de G) y asi H; # 0.

Ademas, si z, y son elementos cualesquiera de H;, entonces
(z-y)(j) =2(j) —y(j) =0-0=0 paratodo j €I, j#i

Luego H; es un subgrupo de G.

Veamos que H; =~ G; para todo 7 € I.

Definamos f; : H; — G; por fi(z) = z(i), z € H;. Siz,y € H;y fi(z) = fi(y),
~ entonces z(z) = y(:). Ademas z(j) = 0 = y(j) paratodo j € I, j #1.

Luego z = y. Por lo tanto f; es inyectiva. Ahora veamos que f; es sobreyectiva.

Sea a € G; arbitrario.

Definamos la funcién z de I en |J{G;/j € I} por z(i)=a y z(j) =0€ G, sij#i.
Entonces = € H; y fi(z) = z(i) = a. Luego f; es sobreyectiva. Ademds, f; es un

homomorfismo pues si z, y € H;, entonces

fiz +y) = (z + ) (@) = 2(2) + y(i) = fi(z) + fi(y).

Por consiguiente f; es un isomorfismo.
Finalmente demostraremos que
G =@ Hi

i€l

Sea z € G arbitrario. Si z = 0, entonces
T=8 +T2+ ...+ 2y

donde cada z; es el cero de alglin H(3;). Si z # 0, entonces existen elementos distintos
31,899+ s . ,im.de I tales que z(3;) #0, j=1,2,...,m,y (i) = 0 para todo ¢ que no

pertenece a {i1,%2. ..., %m}-
)
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Sean z; € H(41), z2 € H(ig), ...,2Tm € H(in) tales que z;(3;) = z(¢;),

j=12,...,m. Es claro que

T=n14+T+t...+T,
Supongamos que %3, %3, . . ., i, Son elementos distintos de I y que z; € H(4;),z2 € H(is),
x3 € H(i3),...,Zm € H(in) son tales que z;+Za+. ..+, = w (el cero de G). Entonces

para cada j € {1,2,...,m}:
zi(i;) = (T1 + T2 + - .. + Tm) (45) = w(3;) = 0.

Se sigue que z; = w, j = 1,2,...,m. Por consiguiente G es la suma directa de la

familia (H;)ier. O

1.4. Propiedad de Extensién Homomorfica

La propiedad de extensiéon homomérfica de las sumas directas nos conducird a un
concepto muy importante que es el de Grupo Abeliano Libre.
Establecemos ésta propiedad de extensién en dos teoremas, en primer lugar para una

suma directa finita y en seguida para una suma directa arbitraria.

Teorema 1.8 Sean G = G ® G, & ... ® G, y H un grupo abeliano cualquiera. Si
fi: Gy = H, i1=1,2,...,n son homomorfismos, entonces existe un homomorfismo
f: G — H tal que la restriccion de f a G; es f;, 1=1,2,...,n.

Es decir f lg,=f;, t=1,2,...,n.

Demostracion:

Como cada z € G se puede expresar de manera tnica como £ = z; +2Zs +. ..+ z, donde

%z €G;, i=1,2,...,n, entonces se puede definir:
f(z) = fi(z1) + falz2) + ... + fu(Za) (1.3)
Dada la unicidad de la expresién para z, se concluye que f |g,;=fi, 1=1,2,...,n.

Veamos que f es un homomorfismo.
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‘Sean z,y € G arbitrarios, entonces existen z;, ¥; € G;, % = 1,2,...,n Unicos tales
que:

r=z1+T2+...+2,
Yy=n+Y+...+9%

Por lo tanto, la expresion:

z+y=(z1+y)+(@2+1y2)+...+ (o + Yn) es Gnica y de (1.3) tenemos:

flz+y) = Zfz zi +v) = Z[fz i) + filyi)]

= Zf,(x,)+zf,(y,

= f (w) +f(y)
Luego f es un homomorfismo.
El mismo argumento de la demostracién anterior se utiliza para demostrar la forma
general de la propiedad de extensién homomdrfica que a continuacién enunciamos sola-

mente.

Teorema 1.9 Sea G =i€|€9, G; y H un grupo abeliano cualquiera.
Sipara cadai € I f;: G; — H es un homomorfismo, entonces eziste un homomorfismo

f:G— H tal que f |g,= fi para todo i€ I. 0O

Aplicando ésta propiedad de extensiéon homomorfica se obtiene un resultado importante,
el cual establecemos en el siguiente ejemplo.

Ejemﬁlo:

“H es un sumando directo de G si y solamente si existe un epimorfismo f de G sobre H
tal que f |g=idg”.

En efecto, si H es sumando directo de G, entonces existe un subgrupo K de G tal que
G=HoK. _

Sea fi = 4dy y fo el homomorfismo nulo de K en H. De acuerdo con la

propiedad de extensién homomérfica, existe un homomorfismo f : G — H tal que
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fla=f=idgy f k= fa=0.

Como H = f(H) = f(H) C f(G) C H entonces f(G) = H. Por lo tanto f : G — H es
un epimorfismo tal que f |g= idy.

Reciprocamente,

Si existe un epimorfismo f de G sobre H tal que f |g= idy, entonces considerando

K = Kerf, x € G arbitrario y denotando h = f(x) se tiene que:

f(z—h) = f(z) — f(h) = f(z) — idu(h) = f(z) —h =0

De este modo z —h€ Kerf =K yporlotantor € H+ K.
Tenemos asi, que G = H + K. Ademés, siz € HNK entoncesc€ Hy z € K
luego z = idgy(z) = f(z) = 0. Por lo tanto H N K = {0} y en consecuencia G = H @ K

y H es un sumando directo de G. O

Teorema 1.1 Sean G y H grupos abelianos, (G;)icr y (H;)icr familias de subgrupos
de G y de H respectivamente. Si G =8 G;, H =8 H; y G; ~ H; para todo i € I,

entonces G ~ H.

Demostracién:
Para cada i € I, existe un isomorfismo f; : G; — H;. Por la propiedad de extensién
homomdrfica, existe un homomorfismo f : G — H tal que £ |g,= f; para todo i € I.

Sea h € UH,- cualquiera. Entonces existe j € I tal que h € H; = f;(G,), luego

i€l
h = f;(z) = f(z) para algin z € G; C G. Se sigue que UHi C f(G). Por lo tanto
i€l
H=Y H;= IUH,} Cf@)cH
iel i€l

y en consecuencia f(G) = H, es decir, f es sobreyectiva.
Solamente falta demostrar que Kerf = {0}.
Sea z € Kerf cualquiera. Supongamos que z # 0, entonces existen 4;,%,...,0, € I

distintos y z; € G(i;)— {0}, j7=1,2,...,n talesque ==z +x3+...+Tp. Luego

fiy(#1) + fi)(z2) + ... + fim)(za) = f(z) =0
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“donde i(j) =35, j=1,2,...,n

De acuerdo con el teorema 1.4 fi;)(2z;) =0, j=1,2,...n. Como f;) es un isomor-
fismo (en particular, su nicleo es trivial), entonces z; =0, j =1,2,...,n lo cual es
una contradiccion.

Por consiguiente Kerf = {0}. Se concluye asi que G~ H. O
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Capitulo 2

Grupos Abelianos Libres

En esta seccién trataremos acerca de los grupos abelianos libres.
Se caracterizard los grupos abelianos libres como sumas directas de grupos isomorfos
a Z. Ademés se demostrard que todo grupo abeliano es cociente de un grupo abeliano
libre.
De la propiedad de extensién homomdrfica se obtiene el siguiente teorema, el cual
conduce al concepto de una clase importante de grupos, que son los llamados grupos

abelianos libres.

Teorema 2.1 Si G =9 (a;], donde cada a; € G es de orden infinito (es decir, [a;] es
un grupo ciclico infinito, y por lo tanto isomorfo a Z, para todo i € I) y X = {a;/i € I},
entonces para cualquier grupo abeliano H y para cualquier aplicacién ¢ : X — H, eziste

un homomorfismo f : G — H, tal que f |x= .

Demostracién:

Para cualquier ¢ € I, definimos f; : [¢;] & H de la siguiente manera:

filka;) = kpla;) (k€ Z)

Para cualesquiera ka;, ma; € [a;], (k,m € Z) se verifica:
fi(ka; + ma;) = fi((k +m)a;) = (k + m)p(a;) = kp(a;) + me(a;) = fi(ke;) + fi(ma;).

Entonces f; es un homomorfismo de [a;] en H. De acuerdo con la propiedad de extensién
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-homomérfica, existe un homomorfismo f : G — H tal que f |.,)= f; para todo i € I.

Luego para cualquier g; € X:
fla:) = filas) = fi(las) = 1(a;) = p(as)

Por lo tanto f |[x=¢. O

2.1, Concepto de Grupo Abeliano Libre

Definicion 2.1 Se dice que G es un grupo abeliano libre si existe un subconjunto X de

G que satisface las siguientes condiciones:
(o) G = [X]

(b) Para cualquier gripo abeliano H y cualquier aplicacién ¢ : X — H, eziste un

homomorfismo f : G — H tal que f |x= ¢.

En este caso se dice que G es generado libremente por X y que X es una base de G.
Observacién: La condicién (b) de la definicién anterior es llamada la Propiedad Uni-
versal de los Grupos Abelianos Libres.

De acuerdo, con el teorema anterior, cualquier suma directa de grupos ciclicos infinitos

es un grupo abeliano libre. La reciproca también es valida.

Teorema 2.2 Si G es un grupo abeliano libre y X = {x;/i € I} es una base de G,

entonces G =8, [z;], donde [z;] es ciclico infinito para todo i € 1.

Demostracién:

Consideramos la siguiente familia de grupos indizada por I : (K;);cs, donde K; = Z
para todo 2 € I.

Por el teorema 1.7 existe un grupo abeliano H y una familia (H;);c; de subgrupos de
H tales que H =,§, H; y H; = K; para todo i € I. Entonces H; es ciclico infinito para
todoie€ Iy bor lo tanto para todo i € I existe y; € H tal que H; = [y;] y o(y;) = oo.
Sea  : X — H definida por ¢(z;) =3, i€ 1.
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- Como G es generado libremente por X, entonces existe un homomorfismo f : G - H
tal que f |x= .

Por otra parte H =& [y;]. De acuerdo con la demostracién del teorema 2.1

Y = {yi/i € I} es una base de H. Entonces la aplicacién ) : Y — G definida por
M) = m;, 1 € I, puede extenderse a un homomorfismo g : H — G.

Es evidente que:

Aop=idy y wpol=idy

Veamos que go f = idg:
Sea z € G arbitrario. Entonces x = n,0; + noas + ... + na,

para algunos a; € X, nj €@, j=12,...,r. luego

9(f(=))

g(;njf(aj))
_ g(;njw(aj))
3 gn,-g(sa(aj»
= ]Zi;njA(‘P(aj))

A
- Z;nia’i
§=1

= T

Similarmente se verifica que f og = idg. En concecuencia, f y g son isomorfismos, cada
uno inverso del otro.

Finalmente, como H =& [y], g es un isomorfismo y (z;] ~ [yi]

(puesto que [z;] = [g9(y:)] = 9([y:])) para todo i € I, entonces por el teorema 1.7
G=2

& [z;] donde [z;] es ciclico infinito para todoi € I. O
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2.2. Caracterizaciéon de los Grupos Abelianos Libres

Corolario. G es un grupo abeliano libre si y solo si es una suma directa (finita
6 infinita) de grupos isomorfos a Z.

Consecuencia de la Propiedad Universal de los Grupos Abelianos Libres

Teorema 2.3 Todo grupo abeliano es isomorfo a un grupo cociente de algun grupo

abeliano libre.

Demostracién:
Sea G un grupo abeliano arbitrario. Indizando los elementos de G, podemos escribir:
G = {yi/i € I}. Consideramos la familia de grupos (G;)icr, donde G; = Z para todo
i € I (el conjunto de indices es el mismo que se ha utilizado para indizar los elementos
de G).

Por el teorema 1.7, existe un grupo abeliano F' y una familia (F;);c; de subgrupos de . F’

tal que F; = G; (y por lo tanto F; es ciclico infinito) para todoi € I y F =g_3, F;. Para
cada i € I, existe z; € F tal que F; = [z;]. Por el teorema 2.1 F es un grupo abeliano
libre y X = {z;/i € I'} es una base de F, luego la aplicacién ¢ : X — G definida por
o(z;) = y; se puede extender a un homomorfismo f: F — G tal que f |x= ¢.

Denotemos K = Kerf. Como ¢ es sabreyectiva, entonces f es un epimorfismo. Luego
por el primer teorema de isomorfismos, G = F/K (grupo cociente del grupo abeliano

libre F), O

2.3. Ejemplos de Grupos Abelianos Libres

1. Sea G un grupo abeliano libre y X una base de G. Si X tiene n elementos, entonces

todo elemento de G tiene una representacién dnica de la forma:
kixy + koo + ... + knZn (21)

donde k; € Z, z;€¢ X, 1=12,...,n.
En efecto, G = [21] ® [22] ® ... ® [z,] donde X = {z1,2s,...,2,}, de acuerdo
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con el teorema 1.2 entonces cada elemento de GG tiene una representacién dnica
Y1+Y2+...+ysdonde y; € [z;], i=1,2,...,n. Ademss, [z;] es ciclico infinito,
i = 1,2,...,n. Por la teoria de los grupos ciclicos infinitos, y; = k;z;, donde
k; € Z, de manera unica. Por consiguiente todo elemento de G tiene una tnica

representacién de la forma (2.1).
2. Sea G un grupo abeliano libre y X una base de G con n elementos, entonces
GrZ"=ZxZx...xZ (n factores)
En efecto, G = [21] @ [22] ® ... ® [z,] donde
X={F1,20,..:;8%F YoAx)=09, i=12...,®

entonces G = (23] X [zo] X ... X [z,] y cada [z;] ~ Z, i=1,2,...,n
pues Z es el 1inico grupo ciclico infinito, salvo isomorfismo.

Por consiguiente

GaZI"=ZxZx...xZn factores )

3. Sea G un grupo abeliano libre con base
X = {1‘1,.’32,. --:In}

Siy = 21 + koxo + kazs + ... + k,x, donde ko, ks, ..., k, son enteros arbitrarios,
“entonces Y = {y1,Zs,...,Z,} tambien es una base de G.
En efecto, de la hipotesis G = [y1, s, Z3,- . ., Zn| = [t1] + [@2] + [23] - . . + [24]

Sean t,ts,...,t,, enteros arbitrarios tales que
tiy1 + 12Tz + 1323 .. + taZn =0 (2.2)
Como y; = Ty + ksZs + kaTs . . . + knT, entonces sustituyendo en (2.2) tenemos:
tizy + (tika + 82)22 + (hiks +i3)zs + ... + (tikn + tn)zn =0

23



Ademids G = [z1] @ [22] @ . .. ® [zn] donde z; es de orden infinito, i =1,2,...,n

entonces por el teorema 1.3
ha =10, (flkz + f-z):l‘«'g =0, (t1ks +ts)zs =0,..., {tlkn +1i,)T, =0

Como cada z; es de orden infinito, i = 1, 2,...,n. Por lo tanto

=0, tiko+t2 =0, tiks +13=0,... .11k, +1, =0

Por consiguiente

t1=t2=t3=...=tn=0

Luego Y = {y1, Zs,...,Z,} tambien es una base de G. D
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Capitulo 3

Grupos de Torsién, Grupos p-Priifer

y Grupos Divisibles

3.1. El Subgrupo de Torsién de un Grupo Abeliano
Dado cualquier grupo abeliane G, el conjunto
T(G) = {a € G/o(a) esfinito}
es un subgrupo de G. En efecto, si a, b € T(G), o(a) = m y o(b) = n entonces
mn(a — b) = n(ma) — m(nb) =0-0=0

y por lo tanto o(a — b) es finito. Ademds, como e € T(G) entonces T(G) # 0.
Por consiguiente 7'(G) es un subgrupo de G.

Definicién 3.1 Sea G un grupo abeliano. El subgrupo
T(G) = {a € G/o(a) es finito }

es llamado el subgrupo de torsidn de G.
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Ejemplos:
1. El subgrupo de torsién del grupo aditivo Q es
T(Q) = {0}
puesto que para cualquier m € Z* y para cualquier 7 € Q:

mr = 0 implica r =0

2. El subgrupo de torsién del grupo aditivo Q/Z es
T(Q/Z) =Q/Z
En efecto: Si r = m{n € Q, donde m,n € Z y n > 0, entonces
nir+Z)=nr+Z=m+Z=12
y por lo tanto r + Z es de orden finito.
3. El subgrupo de torsién del grupo aditivo R/Z es
T(R/Z) = Q/Z
En efecto, si z + Z € T(R/Z) y o(z + Z) = n entonces

nt+Z=n(z+2)=12

Luego nz € Z y por lo tanto z = (nz)/n € Q, de manera que =z + Z € Q/Z.
Reciprocamente,

Sir+Ze Q/Z donde r =m/n (m,n € Zy n > 0) entonces
nr+Z)=nr+Z=m+LZ=12

y por lo tanto r + Z es de orden finito, es decir r + Z € T(R/Z).
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Teorema 3.1 Para cualquier subgrupo H de G:
T(H)=HnNT(G).

Demostracion:
Si a € T(H) entonces a € H y a es de orden finito, es decir a € H NT(G).
Reciprocamente,

sia € HNT(G) entonces a € H y a es de orden finito, es decir a € T(H). O

Teorema 3.2 5: G =,.G€9, Gi, donde (G;)icr es una familia de subgrupos de G, entonces
T(G) =8 T(G))

Demostracion:

Como T(G;) = G;NT(G) para todo i € I, de acuerdo con el teorema 3.1 entonces T'(G;)
es un subgrupo de T(G)_para todo i € I.

Sea z € T(G), = # 0 arbitrario. Como z € G, z # 0y G =8 Gi, entonces existen

i1,12,...,4, € I distintos y existen z; € G(i;), z; #0 j =1,2,...,n tal que
T=ZT1+To+...+ I, (3.1)

siendo ésta representacion inica.

Sea k = o(z). Entonces
kxi+kzo+...+kx, =kzr=0

Luego por el teorema 1.4 kx; =0, j=1,2,...,n.
Por lo tanto z; € T(G), j=1,2,...,nyasiz; e T(G(%)) j =1,2,...,n.
Por consiguiente T(G) =8 T(G;) en virtud de la unicidad de la representacién (3.1). O

3.2. Grupos de Torsién, Grupos sin Torsiéon y Gru-
pos Mixtos

Consideremos los grupos abelianos siguientes:
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1. El grupo aditivo de los niimeros racionales @
2. El grupo cociente aditivo Q/Z

3. El grupo multiplicativo de los numeros complejos no nulos C — {0}
Como T(Q) = {0} y T(Q/Z) = Q/Z entonces Q y Q/Z no son isomorfos.
Por otro lado, como T'(C —- {0}) # {1} (puesto que o(i) = 4, por ejemplo)
y T(C — {0}) # C — {0} (puesto que 0(2) = oo, por ejemplo)
entonces, los grupos abelianos Q, Q/Z y C — {0} no son isomorfos.
Una primera clasificacion de los grupos abelianos es la siguiente:
Grupos de torsién, Grupos sin torsién y Grupos mixtos de acuerdo a las definiciones
que siguen:
Grupos de Torsién _
Definicién 3.2 G es llamado un grupo de torsion, si T(G) = G. Es decir, si todo

elemento de G es de orden finito.
Ejemplos:

(1) Como T(Q/Z) = Q/Z, entonces Q/Z en un grupo de torsién.

(2) Todo grupo abeliano finito es un grupo de torsién, pues todo elemento de G es de

orden finito y con lo cual T'(G) =G.
Grupos sin Torsién

Definicién 3.3 G es llamado un grupo sin torsién, si T(G) = {0}. Es decir, si el inico

elemento de G de orden finito es el 0.
Ejemplos:
(1) Los grupos aditivos Z,Q, R, C son grupos sin torsién.

(2) El grupo multiplicativo R* es isomorfo al grupo aditivo R.
(Un isomorfismo de R* sobre R es Ln, la funcién logaritmo en base e).

Por lo tanto R* es un grupo sin torsidn.
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Grupos Mixtos:
Definicién 3.4 G es llamado un grupo mizto, si {0} # T(G) # G.
Ejemplos:
(1) El grupo multiplicativo C — {0} es mixto, pues {1} # T(C — {0}) # C - {0}.
(2) Los grupos multiplicativos @ — {0}, R — {0} son mixtos, pues
T@Q-{0h)={1,-1}, T®R-{0})={1,-1}
(3) El grupo cociente R/Z es mixto, pues {0} # T'(R/Z) = Q/Z # R/Z
Teorema 3.3 (a) G/T(G) es un grupo sin torsidn.

(b) T(G) es el menor subgrupo de G talqgue G/T(G) es sin torsidn.

Demostracion:

(a) Sea z + T(G) € G/T(G) de orden finito n. Entonces
nz +T(G) =n(z +T(G)) =0+ T(G)

luego nzx € T(G), es decir nz es de orden finito. Sea m = o(nz) entonces m(nz) = 0,
pero m(nz) = (mn)z luego (mn)z = 0. Esto implica que = es de orden finito, osea
z € T(G). Por lo tanto

z+T(G)=0+T(G)

Por consiguiente el tinico elemento de G/T'(G) que es de orden finito es 0 + T'(G)

(el cero de G/T(@G)), esto es G/T(G) es un grupo sin torsién.

(b) Supongamos que H es un subgrupo de G tal que G/H es sin torsion.
Demostraremos que T(G) C H.

En efecto, sea z € T(G) arbitrario. Entonces z es de orden finito.

Luego z+ H es de orden finito, puesto que z+ H es la imagen de z bajo el homomorfismo
canénico de G sobre G/H. Ahora, como G/H es sin torsién entonces t + H =0+ H y
por lo tanto z € H. Se concluye asf que T(G) C H. O
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-3.3. Estructura de los Grupos de Torsion

Demostraremos que el estudio de los grupos de torsién se reduce al estudio de los
grupos primarios.

Grupos Primarios

Definicién 3.5 G es llamado un grupo primario, si existe un primo p tal que el orden
de cualquier elemento de G es una potencia de p.
Si G es primario y el orden de cualquier elemento de G es una potencia de p, donde p

es un primo dado, entonces se dice que G es un grupo p-primario (0 un p-grupo).

Ejemplos:

Los grupos Zy, &y x &Ly, Zy, Znx Ly y Zpx Ly x Ty son 2-primarios.

El teorema de Cauchy establece que si p es un primo que divide al orden de un grupo
(abeliano 6 no abeliano) finito, entonces en este grupo existe por lo menos un elemento
de orden p. Aplicaremos este hecho para demostrar que un grupo (abeliano) finito G es
un grupo p-primario si y solo si |G| es una potencia de p.

(Recordemos que desde el inicio hemos indicado que la letra G siempre denotard a un

grupo abeliano)
Teorema 3.4 Un grupo finito G es p-primario si y solo si |G| es una potencia de p.

Demostracidn:

Si |G| es una potencia de p, entonces el orden de cualquier elemento de G también es
una potencia de p y por lo tanto G es p-primario.

Ahora, supongamos que G es p-primario. Sea |G| = n.

Si n = 1 entonces |G| = p°

(el orden de G es una potencia de p).

Si n > 1 entonces existe a € G tal que a # 0.

Como o(a) > 1y o(a) es una potencia de p, entonces p divide a o(a) y por lo tanto

p divide a n. Si n no fuera una potencia de p, entonces existiria un primo ¢ distinto

de p tal que ¢ divide a n. Por el teorema de Cauchy se tendria en G por lo menos un
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" elemento de orden ¢, lo cual estaria en contradiccién con el hecho de ser G p-primario.

Se concluye asi que |G| es una potenciade p. O
Teorema 3.5 Cualquier suma directa de grupos p-primarios es un grupo p- primario.

Demostracidn:

Supongamos que G =f§, G;, donde cada G; es un grupo p — primario. Sea € G arbi-
trario. Entonces existen 41,1, ...,%, € I, distintos, y existen z; € G(3;), 7 =1,2,...n
tales que

T=Z1+Ta+ ...+ Ty

Por la hipotesis, el orden de cada z; es una potencia de p.
Sea p" el mayor orden de los z;. Entonces p'z; = 0, i = 1,2,...,n y por lo tanta
p"z = 0. Luego el orden de z es una potencia de p. Por consiguiente G es un grupo

p-primario. 0O

El Teorema de Estructura de los grupos de torsién
Demostraremos que todo grupo de torsién es una suma directa de grupos primarios. De
esta manera, el estudio de los grupos de torsién se reduce esencialmente al estudio de
los grupos ;I)rimarios,.

Teorema 3.6 Para cada primo p, G, = {x € G/o(z) es una potencia de p} es un

subgrupo (p-primario) de G.

Demostracién:
Como el cero de G es de orden 1 = p® entonces G, # 0. Sean z,y € G, arbitrarios y sea

p" = maz{o(z),0(y)}. Entonces
Plz-—yy=pr—py=0-0=0

Por lo tanto G, es un subgrupo de G D

Observacién: Si p es un primo y no existen en G elementos de orden p* donde k € Z*,

entonces G, = {0}.
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Definicién 3.6 Sea G un grupo de torsién. Para cada primo p, el subgrupo G, es lla-

mado la p-componente de G.

Ejemplos:

Sea G = Z20

Teorema 3.7 (Teorema de Estructura de los Grupos de Torsién)
Todo grupo de torsion G es la suma directa de sus p-componentes, es decir,

G =8 G, donde II es el conjunto de todos los primos.

Demostracion:

Sea z € G — {0} arbitrario. Supongamos que o(z) = q1¢2.. . gn,

donde ¢; =pi', i=1,2,...,m, P1,P2,:..,Pp son primos distintos y r1,7s,...,7, son
enteros positivos. Sea ¢ = ¢1qo2...¢,—1. Entonces ¢ y g, son coprimos y por lo tanto

existen enteros s y ¢ tales que sg, + tg = 1. Luego
T = 8¢,T + tqx
Como g(sgnz) = s(ggnz) = 5(0) = 0 y ga(tgz) = t(gga) = (0) = 0, entonces
o(sgaz) =g <ofz) y tgz € G(pn)

Procediendo inductivanente, podemos suponer que sg,z es una suma de elementos que

pertenecen a G(p1),G(p2), - . . G(pn-1)- Por consiguiente x se puede expresar en la forma
I:-Il +I2+1-;+In

donde z; € G(p;), z; #0, j=12,...,n

Ahora demostraremos que si
T+ T+ ...+z2,=0
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(donde z; € G(p;), §=1,2,...,ny P1,P2,..., P, son primos distintos)
entonees ) =Te=...=2, =0
Procederemos por induccién matemética. Para n = 1 se verifica obviamente.Supongar:

que se verifica para n = k. Consideremos
Ty+zat... .+ T+ Tpp1 =0

Si o(zk41) = P4y = g, entonces gg =0y

k k+1 k+1
> 0n=3 w03 5=0
i=1 =1 i=1
Por la hipétesis inductiva,
gE) =@%q = ... = Qo = (
Luego z; € G(p;) N G(pk+1) = {0}, j=1,2,...,k,esdecirz; =z =... =2, =0

por lo tanto también z; = 0.

Concluinos asi que G =8, G, por el teorema 1.4. O

Consecuencias del Teorema de Estructura de los Grupos de Torsién

Teorema 3.8 Si |G| = p™k, donde p es un primo que no divide a k € Z*, m €
entonces |G,| = p™.

Demostracion:

Expresemos |G| = p7* p3*...p5» donde py,po,...,p, son primos distintos (p1 = p
T1,T4,..., Ty SON enteros no negativos (r; = m). De acuerdo al teorema de estructura

los grupos de torsién, G tiene la siguiente descomposicién:
G=GVepGa?e...e0G"M (3

donde G® es la p;-componente de G, i = 1,2,...,n. Luego por definicién G® es
grupo p;-primario, ¢ = 1,2,...,n y por el teorema 3.4 existen enteros no negati

t1,t3,...,ta tales que |GO} =pf, i=1,2,...,n, con lo cual de (3.2) se obtiene:
p71'1 sz - 'prri" =0 lG] = |G(I)HG(2)| . l.G(n)l = pilp%z - ‘P;?
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Finalmente, de la unicidad de la descomposicidén de un primo se obtiene en particular
que:

Gyl = IGP| =pP =p™. O
Observacion: Si g es un primo distinto de p;, ps, . . ., Pn, entonces no existen elementos

en G cuyo orden sea una potencia de g y por lo tanto G, = {0}.
Teorema 3.9 Sea |G| = pq, p y ¢ son primos distintos entonces G = Z, X Z,.

Demostracion:

De acuerdo con el teorema 3.8 |G,| = p y |G4| = g, por lo tanto G, y G, son ciclicos
isomorfos a Z, y Z, respectivamente. Luego, por el teorema de estructura de los grupos
de torsién

G=G,8G,

Por lo tanto G~ Z,xZ, 0O

Teorema 3.10 Sea G es ciclico y |G| = pi* p5*...p5m, donde py,pa, . .., Pm SON PTiMOS

distintos y r1,Ta, ..., m SON enleros positivos, entonces
G = Lpyrs X Lipyra X ... X L .

Demostracién:

De acuerdo al teorema 3.8 la p;-componente de G es de orden p;"* i=1,2,...,m.
Como G es ciclico, entonces cada p;-componente G, es un grupo ciclico y por lo tanto
isomorfo a Z,r, 1=1,2,...,m.

Luego, por el teorema de estructura de los grupos de torsion
G:GPI @GP&$"'®GP|1

Por lo tanto

G Ly X Digyra X ... X Eprm. D
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3.4. Grupos p-Priifer y Grupos Divisibles

Grupos p-Priifer
Como ya se ha vista Q/Z es un grupo de torsién y por lo tanto Q/Z =9, (Q/Z),

Definicién 3.7 Se denomina grupo p-Prifer a cualquier grupo isomorfo a la p-

componente de Q/Z.

Observaciones:
1. (Q/Z), = {z+Z | o(x+Z)es una potencia de p}
= {z+Z | p'(z+2Z)=0+2Z, para algin r € N}
= {2+Z | p'z+Z=0+2Z, para algin r € N}
= {z+Z | p'z € Z,paraalginr € N}
= {(m/p")+Z | 0<m<p paraalgin r € N}
2. Como (Q/Z), = {(m/p")+2Z/0< m < p'!, para algin r € N}, entonces

(Q/Z), = GC’, donde C,=[(1/p")+2Z], r=1,2,3,...

r=1
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Grupos Divisibles

Definicién 3.8 se dice que G es divisible, si para todo entero n # 0 y para todo z € G,

existe y € G tal que ny = .

Ejemplo:
El grupo aditivo Q es divisible, puesto que para todo entero n # 0 y para todo z € Q,
se tiene:
x
ny =1z, donde y=—.
n

Teorema 3.11 Todo cociente de un grupo divisible es un grupo divisible.

Demostracion:

Supongamos que G es un grupao divisible y que H es un subgrupo de G.
Seanz+H€eG/Hy nez- {0} arbitrarios.

Como G es divisible, existe y € G tal que ny = z. Luegon(y+ H) =ny+ H=z+ H
Por lo tanto G/H es divisible. O

Teorema 3.12 Todo sumando directo de un grupo divisible es un grupo divisible.

Demostracidn:
Sea G un grupo divisible y sea S un sumando directo de G. Entonces existe un subgrupo
H de G tal que

G=SoH

Conio S =~ G/H, entonces por el teorema 3.11, S es un grupo divisible. O
Teorema 3.13 Todo grupo p-Priifer es divisible.

Demostracidn:
Como Q es divisible, entonces por el teorema 3.11 Q/Z es divisible.
Pero como Q/Z =8 (Q/Z), resulta que cada (Q/Z), es divisible, puesto que todo

pell

sumando directo de un grupo divisible es un grupo divisible. O
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Teorema de Estructura de los Grupos Divisibles
Mostraremos que todo grupo divisible es una suma directa de grupos p-Priifer y/o
grupos isomorfos al grupo aditivo de los nimeros racionales, resultado que solamente

enunciaremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.14 (Teorema de estructura de los Grupos divisibles)
Todo grupo divisible es una suma directa arbitraria de grupos p-Prifer y/o grupos iso-

morfos a Q.
Consecuencias del teorema de estructura de los grupos divisibles
1. Todo grupo divisible es infinito.
2. Todo grupo divisjble de torsién es una suma directa de grupos p-Priifer,

3. Todo grupo divisible sin torsién es una suma dirtecta de grupos isomorfos a Q.
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Capitulo 4

Grupos Abelianos Finitamente

(zenerados

En este capitulo se determinara la estructura de los grupos abelianos finitamente gen-
erados. Se demostrara el teorema fundamental de los grupos abelianos, el cual establece
que todo grupo abeliano finitamente generado es una suma directa de un niimero finito
de grupos ciclicos primarios y/o grupos ciclicos infinitos. El tipo de un grupo abeliano
finitamente generado determina completamente la estructura, de manera que dos grupos
abelianos finitamente generados son isomorfos si y solamente si ambos tienen el mismo

tipo.

4.1. Concepto de Grupo Abeliano Finitamente Ge-
nerado

Definicién 4.1 Un grupo abeliano G se dice que es finitamente generado, si posee
un sistema finito de generadores, esto es, si ervisten x,,Ts,...,T, € G tales que

G = [Ty, %3, .-, %)
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En este caso, todo elemento z de G es de la forma:
X = kllb”'l + kg%z‘]‘ —_— knxn

donde ky, k3, ..., k, € Z.

El subeonjunta {y1,¥2,...,Ym} de G también genera a G = [z1,73,...,Z,) si
yjelmla'x?)'-'rxn]) j=1)27'-';m

YT € [y, 19«1y ¥m)y $=1,2,...,n
Recordemos que para cualquier subconjunto S de G+
[S] = S si y solo si S es un subgrupo de G.
Aplicando ésta propiedad, se deduce facilmente que todo grupo abeliano finito es fini-
tamente generado.
En efecto, si G es finito entonces G es finitamente generado, puesto que un sistema de
generadores finito de G es G = [G].

4.2. Ejemplos de Grupos Abelianos Finitamente
Generados

1. Todo grupo ciclico es un grupo abeliano finitamente generado. Por ejemplo Z y Z,,

para cualquier n € N.

2. Todo subgrupo finitamente generado # 0 de @Q es ciclico e isomorfo a Z.
En efecto, sea H # 0 un subgrupo de Q y sea {z1,%s,...,Z,} un sistema de
generadores de H. Entonces existen enteros k;,m;, m; #0,i=1,2,...,n tales
que $; = ki/m;, 1=i=1,2,...,n. Sea m = mymy...Mmy.
Definimos  f, : H = Z por fp(z) =mz, z€H
Para todoz € H: mz € Z
Dado £ = 71Z; + raZe + ... + ThZy donde r; € Z, como mz; = mk;/mi € &,

i=1,2,...,n entonces Mz = ryma&; + ramas + ...+ ramz, € &.
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fm €8 un homomorfismo:

fm(@ +y) = m(z +y) = mz + my = fu(z) + fm(y)

para cualesquiera %,y € H.

fm es inyectivo:

Si z € Ker(fm) entonces mz = f,(z) =0, luego z = 0 puesto que m # 0. Por lo
tanto ker(fn,) = {0}. Se concluye asi que H es isomorfo a un subgrupo no nulo de

Z. Por consiguiente, H es isomorfo a un grupo ciclico infinito, esto es, H ~ Z.

3. Todo cociente de un grupo abeliano finitamente generado es un grupo abeliano
finitamente generado

Si G = [z, 29, . .., Zy,), entonces para cualquier subgrupo H de G:
G/H = [z + H,z2+ H,...,z, + H|
En efecto, sea x + H € G/H arbjtrario. Entonces
=nT1+ Tyt ...+ Paly

donder; € Z, i=1,2,...,n. Luego

w..*_H = r1m1+7‘2$2+...+?‘n$n+H
= rmei+H4rx+H+...+rp2,+ H
= rz+HY+re(ze+HY +...+rpl(ze + H)

y por lo tanto z, + H, 2o+ H,...,2, + H generan a G/H.

4. Sean G un grupo abeliano y H un subgrupo de G.
Si H y G/H son finitamente generados, entonces G es finitamente generado
En efecto, supongamos que H = [y1,%, . ..,Ym] ¥ que

G/H =ty + H,22 + H,...,z, + H}
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Sea z € G arbitrario. Entonces existen s; € Z, i=1,2,...,n tales que

s+ H = 81($1+H)+82($2+H)+...+Sn(.’12n+H)
= syt +H4+sx+H+...+s2,+H
= (81$1+32$2+...+8n$n)+H

Luego =z — (s121 + seza + ...+ 8,2,) € H y por lo tanto
T— (8171 + S9Zo 4 ...+ 8,Tn) =l +loto + ... F+ tnlm
donde t; € Z, j=1,2,...,m. En consecuencia
T=81T1+8Ts+ ...+ 8Zn+hyy +lata+ ... + tnlm

Por consiguiente

G= [zl:-m‘h-+-+$my1:yﬂr-~1ym]

~

5. Todo subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado es finitamente generado
En efecto, procediendo por induccién sobre el nimero de elementos de un sistema
de generadores, tenemos:

Si G tiene un sistema de generadores con un dnico elemento, entonces G es ciclico
y por lo tanto nuestra afirmacién queda probada.

Ahora supongamos que nuestra afirmaciéon se cumple para todos los grupos
abelianos que admiten un sistema de k generadores, donde k£ < n.

Sea G = [z1,%2,--.,Zn, Tns1] ¥y sea H = [11,%,,...,2,]. Entonces el grupo co-
ciente G/H = [zn41 + H] es ciclico.

- Consideremos el homomorfismo natural
I1:G—- G/H

Por la hipotesis inductiva, todo subgrupo de H es finitamente generado. Sea L
un subgrupo cualquiera de G. Entonces H N L y II(L) son subgrupos finitamente
generados de H y G/H, respectivamente.

Sea IT* la restriccién de IT a L:
II° : L = II(L)
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El niicleo de IT* es H N L y II(L) es isomorfo a L/(H N L) por el primer teorema
de isomorfismos.
Como II(L) es finitamente generado, entonces L/(H N L) es finitamente generado.

De acuerdo con el ejemplo 4., L es finitamente generado.
)
6. Un grupo abeliano G es finitamente generado si sélo si toda cadena ascendente de

subgrupos

Gy € Gy € o G E G € 24 (4.1)

es estacionaria, es decir, existe un indice k tal que Gy = Gy para todon € N
En efecto, supongamos que G es finitamente generado y consideremos la cadena
ascendente de subgrupos (4.1). Entonces
H=|JG,
neN
es un subgrupo de G, ya que es no vacio y dados z,y € H, existen indices i y 7,

i < J, tales que z € G; e y € G; de manera que G; C G, y ,y € G; y por lo tanto

z—y€G; CH.

De acuerdo con el ejemplo anterior, H es finitamente generado, digamos por
{z1,22,...,2,}. Entonces existen indices ni,ny,...,n, tales que z; € G(ny),
§= Lol

Si k = maz{ny,na,...,n.}, entonces z; € G(n;) C Gy, j =1,2,...,r; luego
H = [z),%9,...,2,) C Gx C H y por lo tanto H = G;. Como H=Gy CGy1n, CH

- para todo n € N, entonces
G = Gg4n para tadon € N,

esto es (4.1) es estacionaria.

Ahora supongamos que toda cadena ascendente de subgrupos de G es estacionar-
ia. Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que G no es finitamente
generado. En este caso, todo subgrupo finitamente generado de G es distinto de

G. Para cada n € N definimos un subgrupo (de G) finitamente generado G, de la
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siguiente manera:

G = 0; si G, ha sido definido, entonces G, # G y por lo tanto existe un sub-
grupo G, de G finitamente generado que contiene a G,,. Por consiguiente, se ha
obtenido: una sucesiénde subgrupos de G estrictamente creciente, no estacionaria,

lo cual es una contradiccidn. Se concluye asf que G es finitamente generado.

7. Q (el grupo aditivo de los nimeros racionales) no es finitamente generado, puesto

que la sucesién de subgrupos

[1/11,[1/2!,...,[1/nl, ...

es estrictamente creciente no estacionaria.

En efecto, si existiera k € N tal que
[1/&!] = [1/(k + n)!]
para todo n € N, entonces se tendria en particular que:

[1/RY = [1/(k + 1))).

Luego 1/(k + 1)! = m(1/k!) para algiin m € Z y por lo tanto 1/(k + 1) = m, lo

cual es absurdo.

8. Q no es subgrupo de ningin grupo finitamente generado, puesto que @Q no es

finitamente generado.

9. Todo subgrupo finitamente generado de Q/Z es ciclico.
En efecto, sea S un subgrupo finitamente generado de Q/Z. - S es el subgrupo
cero, entonces S es ciclico.
Si $ = [r1+ 2%,z +Z,...,z, + Z] para algunos zi,Zs,...,Zn € Q y S no
es el éubgrupo cero, entonces alguno de los z; no es entero. Luego el subgrupo

[1,%2,...,%,]) de Q no es el subgrupo cero, y por lo tanto es ciclico, conforme el
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ejemplo 2. Esto significa que existe z € Q tal que
22 Tgse o 5 80n] = 7]
De esta identidad se obtiene:
S=[n1+Z,224Z,...,2,+Z] = [z + Z]
de manera que S es ciclico.

10. Un grupo abeliano G es ciclico si y solo si existe un homomorfismo sobreyectivo de
Z sobre G.

En efecto, si existe un homomorfismo sobreyectivo
f:Z—-G

entonces G ~ Z/Kerf por el primer teorema de isomorfismos. Como Z es ciclico
y Kerf es un subgrupo de Z, entonces existe n € Z, n > 0 tal que kerf = nZ.
Si n = 0, entonces f es un isomorfismo y G =~ Z.

Si n > 0, entonces G = Z,.

En cualquier caso, G es ciclico.

Reciprocamente,

Si G es ciclico, entonces existe a € G tal que G = [a] = {na/n € Z} (notacién
aditiva). La aplicacién

[ Z-G
definida por f(n) = na, es un homomorfismo sobreyectivo.

11. Subgrupos de Z,, (el grupo de restos médulo n).
Los subgrupos de Z, estdn en correspondencia biunivoca con los subgrupos de Z
que contienen a nZ. Esta correspondencia estd dada de la siguiente manera:
Sea

w:Z— Z/nk
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el homomorfismo canénico,

Si H es un subgrupo de Z que contiene a nZ, entonces ¢(H) es un subgrupo de
Zy. Si U es un subgrupo de Z,, entonces ¢~ (U) es un subgrupo de Z que contiene
a nZ. Asi pues, ¢ induce una biyeccién del conjunto de todos los subgrupos de
Z, sobre el conjunto de los subgrupos de Z que contienen a nZ.

Por ejemplo, los subgrupos de Z;, vistos a través de un diagrama de Hasse son

los siguientes:

X \2Z ‘ \ 26

- il

v\/y 2NN

(,0’2%-' mez=z1g
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4.3. Lemas sobre Grupos Abelianos Libres Finita-

mente Generados

Demostraremos que todos los grupos abelianos finitamente generados son sumas

directas de grupos ciclicos.

Lema 4.1 Sea G = [21] ® [22) ® ... ® [z,] la suma directa de grupos ciclicos infinitos.
Sty = z1+kowa+ksxa+. ..+ knz, donde ky, ks, ..., k, son enteros arbitrarios, entonces

G=[nl®[z]d...0[z]

Demostracién:
De la hipotesis, tenemos que

G = [Y1, T2, T3, .., Ty) = (1] + [z2] + [z3] + - . - + [24)

Ahora demostraremos que si ,, ts,...,t, son enteros arbitrarios y
hyg +laze+ ...+ iz, =0 (4.2)
entonces ) =t =...=1,=0.

En efecto, como y; = z; + kezy + k3z: + ... + k,2, entonces sustituyendo en (4.2) se
obtiene:

tiz + (tlkz “f tg)mz + (t1k3 + t3)$3 & mas (t1kn + tn).'lln =0

pero G =[z1]®[z2) ® ...+ [z,] donde z; es de orden infinito, i =1,2,...,n.

Luego, por el teorema 1.3

tizy =0, (ke + t2)zo = 0, (ks +ta)za = 0,..., (ks + 1)z, =0

como z; es de orden infinito, ¢ =1,2,...,n, entonces
ti =0,k +ta =0,t1ks +13=0,..., 1k, + 1, = 0.

Por consiguiente ¢ =t =...=1,=0 0O

R'e,c.ordemos que X = {z1,%2,...,Z,} €s una base de un grupo abeliano libre finitamente
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“generado G, si G = [21] @ [22] © ... ® [z4].
El siguiente lema es el mds importante resultado acerca de los grupos abelianos libres
finitamente generados. La demostracién de este lema va mds alld de los limites del

presente trabajo, por lo cual s6lamente lo enunciaremos.

Lema 4.2 Sea G un grupo abeliano libre. Si G posee una base con n elementos y H
es un subgrupo de G, entonces eziste una base Y = {y1,¥2,...,Yys} de G y enteros

kl) k2, Sy kn tales que H= [klyh k2y2) Lo by k’nyn]

Lema 4.3 Sea G = H® K. Si H,, K, son subgrupos de G tales que H{ C H y K; C K,

entonces
G _H_ K
H + K, - H, K,
Demostracién:
Sea S = fiH_l ; % ysean II,: H — g—l-, II: K —» % los homomorfismos natu-
rales. Como I CSy K C S, entonces por la propiedad de extensién homomérfica

de las sumas directas, existe un homomorfismo
f:G—= 8
tal que las restricciones de f a H y K respectivamente son II; y Il,. Luego
H,=Ker(Il;) C Kerf y

K, = Ker(Ily) C Kerf

y por lo tanto H;, + K; C Kerf.

Veamos que Kerf = H; + K;. En efecto, si z € Kerf entonces x = h + k donde
heHykeKy

(ht Hy)+ (h+ Ky) = Ty (h)+TTa() = f(B)+ £ (k) = f(h+h) = f(2) = (0+Hy)+(0+))
Por la unicidad de la representacién en S (teorema 1.2) se obtiene que h+ Hy = 0+ H;

y k+ K; = 0+ K; de manera que h € H; y k; € K, y por lo tanto
r=h+ke H+ K,
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“con lo cual queda probado que
Kerf C H+ K, C Kerf

esdecir, Kerf=H,+K;. O
Ademis, f es sobreyectiva, puesto que dado (h+ Hy)+ (k+ K,) € S (h€ Hy
ke K):

f(h+k) = f(h) + f(k) = () + IIa(k) = (h + H;) + (k + K1)

Finalmente, aplicando el primer teorema de isomorfismos

G G ~3_£@£ .
H+K, Kef " H K

Aplicando reiteradamente éste lema se obtiene el siguiente resultado.

Lema 4.4 Sea G un grupo abeliano libre y sea X = {z1,%s,...,Z,} una base de G.
St H = k121, koo, . . ., knzy] donde ky,ky, ..., ks son enteros no negativos arbitrarios,
entonces

e -
,—r=516952®5n

donde S; es ciclico y

ki ,stk; #0
dgy=q = W7

oo eik=0

=185 B

4.4. El Teorema Fundamental de los Grupos
Abelianos
En primer lugar mostraremos un teorema que es llamado el teorema bésico de los

grupos abelianos, refiriéndose basicamente a los grupos abelianos finitamente generados.

Teorema 4.1 (Teorema Bdsico)
Todo grupo abeliano finitamente generado es una suma directa de un nidmero finito de

grupos ciclicos.
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"Demostracion:
Sea G un grupo abeliano finitamente generado.
De acuerdo con el teorema 2.3 existe un grupo abeliano libre finitamente generado F'y
existe un subgrupo H de F tal que G = F//H. Luego por el lema 4.2, F' tiene una base
{z1,22,...,2,} tal que H = [k121, koZo,. .., knZy] para algunos enteros no negativos
ki,koy... ky.
Aplicando el lema 4.4 concluimos que F/H es suma directa de un nimero finito de
grupos ciclicos infinitos y/o ciclicos finitos. O
El siguiente teorema que mostraremos es llamado el teorema fundamental de los gru-
pos abelianos, aunque realmente se refiere a los grupos abelianos finitamente generados.
Este teorema determina parcialmente la estructura de los grupos abelianos finitamente
generados. Baséndose en este teorema se define més adelante la nocién de tipo de un
grupo abeliano finitamente generado con la cual se determina completamente su estruc-

tura.

Teorema 4.2 (Teorema fundamental de los Grupos Abelianos)
Todo grupo abeliano finitamente generado es suma directa de un nimero finito de grupos

ciclicos infinitos y/o ciclicos primarios.

Demostracion:

Sea G un grupo abeliano finitamente generado. De acuerdo con el teorema basico 4.1, G
es suma directa de un nimero finito de grupos ciclicos infinitos y/o ciclicos finitos, pero
por el teorema 3.10 todo grupo ciclico finito es una suma directa de un nimero finito
de grupos ciclicos primarios.

Ademsés como G =~ F/H, entonces concluimos que G es una suma directa de un nimero
finito de grupos ciclicos infinitos y/o ciclicos primarios. O.

Corolario: Si G es un grupo sin torsion y finitamente generado, entonces G es un grupo
abeliano libre.

Demostracién:

Como G es sin torsion, entonces no posee subgrupos ciclicos primarios. Por el teorema
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“fundamental de los grupos abelianos, G es una suma directa finita de grupos ciclicos,
todos necesariamente infinitos. Por Consiguiente G es un grupo abeliano libre.
Ejemplo:

[+ =]

Sea G =,§1 G; donde G; es ciclico de orden 2,i=1,2,3,....

Demostraremos que G no es finitamente generado. En efecto, como

T(G) = 8 T(G;) (por el teorema 3.2)

entonces G es de torsidn, es decir, todos los elementos de G son de orden finito. Por lo
tanto G no tiene subgrupos ciclicos infinitos. Supongamos que G es finitamente genera-
do. Entonces G es una suma directa finita de grupos ciclicos primarios, por el teorema
fundamental de los grupos abelianos y debido a que G no tiene subgrupos ciclicos in-
finitos. Por lo tanto G es finito.

Pero G; = [a;], donde a; € G es de orden 2, ¢ = 1,2,3,... y los elementos
a1, a1 + ag, a; + az + as,... son todos distintos, de manera que G es infinito.

La contradiccién anterior nos conduce a concluir que G no es finitamente generado. O
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Aplicacién del Teorema Fundamental de los Grupos abelianos:

Sea A una rotacién de 27 /n radianes alrededor del centro de un poligono regular de n
lados y sea B una reflexién con respecto a una recta que pasa por el centro y por uno
de los vértices del poligono.

Entonces, la composicién de las simetrias A y B forman el grupo de las simetrias de un
poligono regular de n lados llamado el grupo Diedrico de orden 2n, denotado por Dsy,,

generado por los movimientos A y B que satisface las siguientes relaciones:
A"=e¢, B?’=e¢, BA=A"'B
El grupo esta formado por:

Doy ={I,A,A%,...,A"' B,AB, A’B, ..., A" B}

Caracteristicas:

a) Dy, es un grupo no abeliano, pero posee algunos subgrupos que son ciclicos y otros

que son abelianos no ciclicos.
b) Dzn = [A, B]

¢) |Dop|=2n, n>3

51



Si n = 6 tenemos:
Dy = {I, A, A%, A% A% A%, B, AB, A’B, A*B, A*B, A°B}

llamado el grupo de las simetrias del exagono regular, donde A* =Ty B%2 =1.

El orden de cada uno de los elementos del grupo D, esta dado en el siguiente cuadro

T

Dy, |I|A|A2|A3|A*| A% | B|AB | A’B | A®B | A'B A5B
ondenill1 ]l 2121816121 27 2123 | 2 | 2

Los subgrupos ciclicos de D, son:

[]= {I} =2,

[A] = {I,A, A2, A%, A%, A%} m Zy x Zy ~ Zs
[47] = {I, A%, A%} ~ Zs
(4% = {I, A%} ~ Z,
[44] = {I, A%, A%} ~ Z4
[A%) = {I, A%} ~ Z,
[B] = {I,B} ~ Z,
[AB] = {I, AB} =~ Z,
[A2B] = {I, A’B} ~ Z,
[43B] = {I,A’B} = Z,
[A*B = {I, A*B} ~ Z,
[A®B] = {I, A°B} ~ Z,

Los subgrupos abelianos no ciclicos de D3, de orden 4 son:

(43, B] = {I, 4% B, A*B} ~ Zs x Z;
[AB, A*B] = {I, A3, AB, A*B} = Z x Z,
[AZB, ASB] = {I, AS, A2B’ AsB} ~ Zg X Zz
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Un subgrupo no abeliano de D;,, de orden 6 es:

[A%, B] = {I, A%, A%, B, A2B, A*B} ~ S; ~ Ds

4.5. El Tipo de un Grupo Abeliano Finitamente Ge-
nerado

De acuerdo con el teorema fundamental de los grupos abelianos, todo grupo abeliano
finitamente generado es suma directa de grupos ciclicos infinitos y/o ciclicos primarios.
Veremos que el nimero de sumandos directos de cada clase (ciclicos infinitos y ciclicos
primarios) determinan completamente la estructura de un grupo abeliano finitamente

generado.

Definicion 4.2 Dos descomposiciones de un grupo abeliano en sumas directas finitas
de grupos ciclicos son de la misma clase, si tienen el mismo numero de sumandos de
cada orden (finito 6 infinito).

El siguiente teorema es un complemento del teorema fundamental de los grupos
abelianos y sirve de base para dar la nocidn de tipo de un grupo abeliano finitamente

generado.

Teorema 4.3 (Teorema de Unicidad de una Descomposicién)
Dos ‘descomposiciones cualesquiera de un grupo abeliano en sumas directas finitas de

grupos ciclicos infinitos y/o ciclicos primarios son de la misma clase.

Definicién 4.3 Sea G un grupo abeliano finitamente generado.
(1) Si G es libre y es la suma directa de m grupos ciclicos infinitos, entonces el tipo de
G es (m).
(2) Si G es la suma directa de grupos ciclicos primarios de ordenes
P?sp?:* '*:p;k
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-y m grupos ciclicos infinitos, m > 0 donde p; < p2 < ... < pg son primos, r; € L+,
i1=1,2,...,k tales que r; > ;.1 en el caso que p; = pji1, j=1,2,...,k — 1, entonces
el tipo de G es la

(k+1)-upla  (pi',p5’, ..., P m)

Ejemplos:

1. ZxZ x Z es de tipo (3), pues es libre y es la suma directa de 3 grupos ciclicos infinitos.
2. Z x Zgy X ZLyos X Zg x Z es de tipo (28,23, 53%;2)

3. Zy x Lys x Tgy x Lg X Ls es de tipo (22,34, 32,52, 5;0)

Finalmente concluimos éste informe sobre grupos abelianos con un teorema que deter-

mina totalmente la estructura de un grupo abeliano finitamente generado.

Teorema 4.4 Dos grupos abelianos finitamente generados son isomorfos si y solamente

st tienen el mismo tipo.

Demostracién:
Sean G y H grupos abelianos finitamente generados.

Supongamos que existe un isomorfismo f : G — H y que
G=Gi19G:®...8G,

donde G; es ciclico, i =1,2,...,n.

Demostraremos en primer lugar que:

H=f(G)® f(G2)®...® f(Gn)

Sea y € H arbitrario. Como f es sobreyectiva (f(G) = H), entonces existe z € G

tal que y = f(z). Por el teorema 1.2, £ =1x; + 23 +... + z, de manera unica, luego
f(.'E) =f(:1:1+:1:2+.,.+zn)

y=flz) + f(z2) +... + f(2n)
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“entonces y € f(G1) + f(G2) +...+ f(Gn).
Ahora, supongamos que ¥y = ¥ + ¥ + ... + ¥n, ¥i € f(G;), entonces y; = f(t;) para
algin 4, €G;, 1=1,2,...,n asi

N+ye+.. o+ ya = flo) + flz2) +...+ fzn)
h—fE)+ta—flE)+... 4y — flz.} =0
f) = f(@) + f(t2) = flza) + ... + f(ta) — flza) =0
flhh—z) + (b2 —2a) + ...+ (ti — 2a)) =0

Como f es inyectiva, entonces

thh—z)+(le—22)+...+ (tn —2,) =0

Por el teorema 1.3, t;,-z;=0,i=1,2,...,n
H=g t=13...,8
Luego ¥, = f() = f(zy), 1=1,2,...,n

y = f(z1) + f(z2) + ... + f(z,) de manera nica

En consecuencia H = f(G1) ® f(G2) ® ... ® f(Gn)-

Ademds, como f es un isomorfismo, entonces f(G;) # G;, 1=1,2,...,n.
Por lo tanto G y H tienen el mismo tipe.

Reci;irocamente,

Si G y H tienen el mismo tipo, entonces por el teorema 1.10 G y H son isomorfos.
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Ejemplos:

(1) Un grupo ciclico de orden p”, donde p es primo, n € Z*, no se puede expresar como
la suma directa de subgrupos no triviales.
En efecto, si |G| = p", entonces G es primario y su tipo es (p";0).
Luego, por el teorema 4,3 G no se puede expresar como la suma directa de mds

de un grupo.

(2) Sean G, H, K grupos abelianos finitamente generados.
SiGe® H~G® K entonces H~ K
En efecto, si los tipos de G, H y K son (g1,9,---,9n;9) (h1, b, ..., ha;h)

(K1, k2, . . ., kp; k) respectivamente, entonces el tipo de G @ H es:

(1,09, ..., 8m4n; 9+ h)

y el tipo de G @ K es:
(bl’b2)' 0 -,bm+p;g+ k)

donde Q1,092 ...,0m4+n SON

91,92, - - yGm, b1, ha, . . ., By, en alglin orden
y blabQ) e ;bm+p son
91,925+ 3 9m, kla k2) ey kp €n algﬁn orden.

Ademas, como G® H ~ G & K, entonces por el teorema 4.4 sus tipos son iguales.
Luego, los tipos de H y K son iguales.

Por lo tanto, aplicando nuevamente el teorema 4.4 H =~ K

(3) El niimero de grupos abelianos de orden p™ donde p es primo, m € Z, es igual al

nimero de maneras en que se puede escribir

m=ri+ro+...+7g
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donder; € Z*, i=1,2,....,k yr;j2riy, j=12,...,k-1

En efecto, si |G| = p™

(es decir, G es p-primario pero no necesariamente ciclico), entonces su tipo es de
la forma:

(prl,prz" R rk;o)

donder; €Z*, i=12,....,kyr;2rj+1, i=12,...,k~—1, luego:

" = |G|
= prlpn oF .prk
—_ prl+r:+..,+r.

Porlotanto m=r1+7re+...+ 7%
Como el tipo determina la estructura de GG, entonces el niimero de grupos abelianos

de orden p™ es igual al nimero de maneras en que se puede escribir

m=r;+ro+...+7g

Asi para m = 2, existen exactamente 2 grupos abelianos de orden p? (salvo iso-
morfismo) puesto que:

2=2 2=1+1

Para m = 3, existen exactamente 3 grupos abelianos de orden p® (salvo isomorfis-
mo) puesto que:

3=3, 3=2+1, 3=1+1+1

Para m = 4, existen exactamente 5 grupos abelianos de orden p* (salvo isomorfis-

mo) puesto que:

4=4, 4=3+1, 4=2+42, 4=2+1+1, 4=1+1+1+1

(4) Existen exactamente 12 grupos abelianos de orden 2700 salvo isomorfismo.
En efeclto, como 2700 = 22 x 33 x 52, entonces un grupo abeliano de orden 2700

es la suma directa de un grupo de orden 22, un grupo de orden 32 y un grupo de
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orden 52.

De acuerdo con el ejemplo anterior, existen exactamente 2 grupos abelianos de
orden 2% (salvo isomorfismo), 3 grupos abelianos de orden 3 (salvo isomorfismos)
y 2 grupos abelianos de orden 52 (salvo isomorfismo).

Por consiguiente, existen exactamente 2 x 3 X 2 = 12 grupos abelianos de orden

2700 (salvo isomorfismo).
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