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Resumen

En el presente trabajo mostramos un estudio detallado de las ecuaciones que gobier-
nan el movimiento de un fluido y en particular, para uno, que es viscoso e incompresible,
estas ecuaciones son las que llamaremos ecuaciones de Navier Stokes.

En este camino realizdlos una breve resefia histérica de la Mecénica de fluidos,
estudiamos las propiedades de los fluidos y de los flujos de fluidos describiendo y ana-
lizando estos Gltimos.

Las ecuaciones que estudian el movimiento de los fluidos fueron un aspecto impor-
tante de estudio de este trabajo, las ecuaciones de Euler y después las ecuaciones de
Navier Stokes buscaron sentar las bases para posteriores estudios sobre fluidos.

Un método numérico apropiado para solucionar ecuaciones de Navier Stokes incom-
prensibles es el Método de Proyeccion de Paso Fracional propuesto por Chorin y que
consiste en desacoplar el problema en una solucion para la velocidad y otra para la
presion.

Finalmente se exponen herramientas desarrolladas para la solucion de problema
de fluidos viscosos bajo régimen de flujo incompresible en dos dimensiones. Dichas
herramientas han sido generadas aplicando el método de diferencia, y programadas en
Matlab. Esto permitira extender en un futuro, de manera directa, el rango de problema

a solucionar.
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Capitulo 1

Introduccidn

Este trabajo consiste en el estudio y resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes
para fluidos viscosos e incompresibles utilizando métodos numéricos. Para esto presen-
tao s una introduccion a los fundamentos de la Mecéanica de Fluidos. Ademés de todos
los conceptos y principios en los cuales se basan las ecuaciones, manteniendo siempre
el nivel introductorio. Nos concentraos en el estudio de la cinemaética y dinamica de
un fluido en movimiento, h”~ta llegar a las ecuaciones para un fluido Newtoniano o
ecuaciones de Navier Stokes.

El objetivo es presentar un material introductorio sobre Mecéanica de Fluidos para
quienes necesiten estudiar temas mas avanzados y no hayan realizado un primer curso
formal sobre Mecénica de Fluidos.

Otro "pecto interesante que incluye este trabajo es el de la historia de la Mecanica
de Fluidos, esto nos ayudd a tener una ubicacion en el tiempo de sus conocimientos y
también sirvio para dar reconocimiento a los cientificos que han realizado contribuciones
a la misma. En primer lugar digamos que la fostoria de la Mecanica de Fluidos es
paralela a la historia de la civilizacién. Y esto ha ocurrido "ji dada la importancia que
tienen algunos fluidos en el desarrollo de la vida, como lo es el agua, por ejemplo.

En ésta resefia historica uno de los personajes a los que dedicaremos parte de este

estudio es Leonardo Euler, quien es considerado el gran arquitecto de gran parte de la



matematica que se usa actualmente y del modelo matematico de la dinamica de flui-
dos para fluidos ideales. Otro personaje importante fue Claude Xavier, quien primero
presentd las ecuaciones conocida como de Navier-Stokes. Es interesante comentar que
Navier al presentar esas ecuaciones, considerada una de las mayores contribuciones
a la ciencia, llamé la atencion en su presentacion expresando que quizd 1" mismas
no fuesen nada nuevo, porque en realidad usaba el concepto propuesto por Ne”on
para tratar los efectos de la viscosidad. Finalmente sin dud” hay que citar a quien
Ileg6 tiempo después a las mism” ecuaciones por un camino diferente, George Stokes
realizd 1" hipoétesis de las sustancia que hoy en dia se modelan con 1" ecuaciones de
Xavier-Stokes. Y de ahi que las mismas reciban el nombre de Navier-Stokes.

En esta primera parte también después de definir lo que es un fluido, se define el
significado de teoria del continuo. Una de las hipotesis mas importante en Mecanica
de Fluidos es la de continuidad de la materia. A simple vista el agua en un vaso se nos
presenta como una masa continua, sin discontinuidades. Esta es la vision macroscépica
de la materia. No obstante se sabe que la misma estd conformada por moléculas, éstas
por atomos y éstos ultimos por particulas subatomicas, las cuales ocupan una porcién
reducida del espacio vacio. Es decir que la materia no es continua. Sin embargo muchos
calculos en ingenieria, como los relacionados con las fuerza de arrastre de un flujo sobre
un cuerpo, la transferencia de calor desde un sélido hacia un fluido en movimiento, entre
otros ejemplos, no necesitan del detalle molecular ni atomico de la materia, sino de su
efecto medio. Es decir se emplea una vision macroscépica de la materia, o0 modelo de
comportamiento macroscépico, el cual no hace referencia a la estructura molecular. A
dicho modelo se lo conoce como mecénica del continuo o teoria del continuo.

En el Capitulo 3 estudiaremos las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un
fluido a partir de la ley de conservacion (le m”~a, balance de momentum, y conservacion
de energia, ademas realizaremos un estudio inicial de las ecuaciones de Navier Stoke .

En el Capitulo 4, di cretizaremos 1" ecuaciones de Navier Stokes para su posterior
resolucion numérica utilizando el método de paso fraccional.

El desacoplamiento de la presién y la velocidad en la aproximacién numérica de las



ecuaciones de Xavier-Stokes para flujo incompresible se ha tratado tradicionalmente
desde varios enfoques. Tal vez el m” extendido es el uso de los détodos de Proyeccion
de los que estudiaremos el método de Paso Fraccionado. El interés en este tipo de
métodos radica en su eficiencia computacional, puesto que solamente hay que resolver
ecuaciones escalares.

En la actualidad en muchos campos es imposible recurrir a soluciones analiticas
debido a la tremenda complejidad de los sistema que estudia la dinamica de fluidos,
por lo que se recurre a soluciones numéricas que pueden ser computadas por ordena-
dores. Surge una rama de la dindmica de fluidos denominada dindmica de fluidos
computacional, o CFD, que se b~a en aproximaciones numéricas de las ecuaciones
fisicas empleadas en la dinamica de fluidos.

Nosotros investigaos sobre la implcmcntacion utilizando Matlab, del método de
Proyeccion de Paso “accional introducido por Chorin, el cual soluciona ecuaciones de
Xavier Stokes incomprensibles. Para esto utilizamos el método de diferencias finitas
para mall® alternada ”staggered", ademas para el término no lineal utilizaremos
un esquema explicito, la viscosidad serd tratada implicitamente y realizaremos una
correccion de la presion.

Para complementar este trabajo mostraremos algunas definiciones matematica y
un estudio del método de diferencias finitas que nos ayudaron a comprender mejor el

analisis numérico de las ecuaciones de Navier Stokes.



Capitulo 2

Conceptos fundamentales de la

mecanica de fluidos

2.1. Introduccion

En este capitido mostraremos una breve resefia histdrica y algunos fundamentos de
la mecénica de fluidos b”icos para el desarrollo de este trabajo. Estos fundamentos
incluyen un conocimiento de la naturaleza de los fluidos y de las propiedades que
se emplean para describirlos; las leyes fisicas que gobiernan su comportamiento y los

modos en que estas leyes pueden expresarse de una forma matemaética.

2.2. Aspectos Historicos

Mecénica de fluidos, es la parte de la fisica que se ocupa de la accion de los fluidos
en reposo 0 en movimiento, asi como de las aplicaciones y mecanismos de ingenieria que
utilizan fluidos. La mecanica de fluidos es fundamental en campos tan diversos como la
aeronautica, la ingenieria quimica, civil e industrial, la meteorologia, las construcciones
navales y la oceanografia.

La mecanica de fluidos puede subdividirse en dos campos principales: la estatica de



fluidos, o hidrostatica, que se ocupa de los fluidos en reposo, y la dinamica de fluidos,
que trata de los fluidos en movimiento. El término de hidrodinamica se aplica al flujo
de liquidos o al flujo de los gases a baja velocidad, en el que puede considerarse que
no hay variaciones de densidad, que se denominan incompresibles. La aerodindmica, o
dindmica de gases, se ocupa del comportamiento de los gases cuando los cambios de
velocidad y presion son lo suficientemente grandes para que sea necesario incluir los
efectos de la compresibilidad.

El interés por la dinamica de fluidos se remonta a las aplicaciones mas antiguas
de los fluidos en ingenieria. EI matematico y filésofo griego Arquimides (287 - 212
a.c) realizé una de las primeras contribuciones con la invencion del tornillo helicoidal

tornillo sin fin”que se le atribuye tradicionalmente. Los romanos desarrollaron otras

maquinas y mecanismos hidraulicos; no solo empleaban el tornillo de Arquimcdcs para
trasegar agua en agricultura y mineria, sino que construyeron extensos sistemas de
conduccion de agua, los acueductos. Durante el siglo I a.c., el ingeniero y arquitecto
Vitrubio inventd la rueda hidraulica horizontal, que revolucion6 la técnica de moler
granos. Después de Arquimedes pasaron mas de 1600 afios antes de que se produjera
el siguiente avance cientifico significativo, debido al gran genio italiano Leonardo da
Vinci (1452 - 1529), que aportd la primera ecuacién de la conservacion de masa, 0
ecuacion de continuidad y desarrollo maltiples sistemas y mecanismos hidraulicos y
aerodindmicos. Posteriormente el matematico y fisico italiano Evangelista Torricelli,
inventd el barémetro en 1643, y formuld el teorema de Torricelli, que relaciona la
velocidad de salida de un liquido a través de un orificio de un recipiente, con la altura
del liquido situado por encima del agujero.

La génesis de la actual mecanica de fluidos se debe al matematico y fisico inglés Isaac
Xewton, con la publicacion en 1687 de los Philosophie naturalis principia mathematica
se inicia el caracter cientifico de la disciplina, en donde se analiza por primera vez la
dinamica de fluidos basandose en leyes de la naturaleza de caracter general. En 1755 el
matematico suizo Lconhard Eulcr, dedujo las ecuaciones basicas para un fluido ideal.

Euler fue el primero en reconocer que las leyes dinamica para los fluidos solo se



Figura 2.1: Daniel Bernoulli(1700-1782)y Leonhard Euler (1707 -1783)

pueden expresar de forma relativamente sencilla si se supone que el fluido es ideal,
en decir se desprecian los efectos disipativos internos por transporte de cantidad de
movimiento entre particulas, en este caso se considera que el fluido es no viscoso.
Sin embargo, como esto no es asi en el caso de los fluidos reales en movimiento, los
resultados con las ecuaciones de Euler, s6lo pueden servir de estimacion para flujos en
los que los efectos de la viscosidad son pequefios.

La siguiente aportacién de gran importancia, fue la primera expresion de la ecuacion
de conservacién de energia, dada por Daniel Bernoulli con la publicacion en 1738 de
su Hydrodinamica sive de viribus et motibus fluidorum comentarii; el denominado
teorema de Bernoulli, establece que la energia mecénica total de un flujo incompresible
y no viscoso es constante a lo largo de una linea de corriente (lineas de flujo que son
paralelas a la direccion del flujo en cada punto, y que en el c”o de flujo uniforme
coinciden con la trayectoria de las particulas individuales de fluido).

El problema de los efectos viscosos de disipacion de energia, se empez6 a abordar
experimentalmente con flujos a baja velocidad en tuberias, independientemente en 1839
por el médico francés Jcan Poiscuillc, que estaba interesado por las caracteristicas del

flujo de la sangre, y en 1840 por el ingeniero aleman Gotthif Hagen. El primer intento



Figura 2.2: Claude Navier y George Stokes los fluidos.

de incluir los efectos de la viscosidad en las ecuaciones de gobierno de la dinfonica de
fluidos, se debid al ingeniero francés Claude Navier en 1827 c, independientemente, al
matematico britdnico George Stokes, quién en 1845 perfecciond 1" ecuaciones basicas
para los fluidos viscosos incompresibles. Actualmente se las conoce como ecuaciones de
Xavier-Stokes. En cuanto al problema del flujo en tuberias de un fluido viscoso, par-
te de la energia mecanica se disipa como consecuencia del rozamiento viscoso, lo que
provoca una caida de presion a lo largo de la tuberia; las ecuaciones de Navier-Stokes,
sugieren que la caida de presion era proporcional a la velocidad media. Los experi-
mentos llevados a cabo a mediados del siglo XIX demostraron que esto solo era cierto
para velocidades bajas; para velocidades altas, la caida de presion era mas bien pro-
porcional al cuadrado de la velocidad. Este problema no se resolvié hasta 1883, cuando
el ingeniero britanico Osborne Reynolds demostrd la existencia de dos tipos de flujo
viscoso en tuberias. A velocidades bajas, las particulas del fluido siguen las line” de
corriente (flujo laminar) y los resultados experimentales coinciden con las predicciones
analitica; a velocidades mas elevadas, surgen fluctuaciones en la velocidad del flujo o
turbulencias (flujo turbulento), en una forma dificil de predecir completamente. Rey-

nolds también determind que la transicion del flujo laminar al turbulento era funcion



de un unico parametro, que desde entonces se conoce como numero de Reynolds

Re =

donde:
m Re= Numero de Reynols.
m D= Didmetro del ducto.
m v = Velocidad promedio del liquido.
m p — Densidad del liguido.
m p — Viscosidad del liquido.

Generalmente cuando el nimero de Reynolds se encuentra por debajo de 2100 se sabe
que el flujo es laminm, el intervalo entre 2100 y 4000 se considera romo flujo de tran-
sicién y para valores mayores de 4000 se considera como flujo turbulento. Los flujos
turbulentos no se pueden evaluar exclusivamente a partir de las predicciones de 1~
ecuaciones de conservacion, y su analisis depende de una combinacion de datos experi-
mentales y modelos matematicos. Gran parte de la investigacion moderna en mecanica
de fluidos esta dedicada a una mejor formulacion de la turbulencia, y que junto con
las nuevas técnicas de simulacion en ordenador (CFD: computational fluid dynamics),
estan resolviendo problemas cada vez mas complejos.

La complejidad de los flujos viscosos, y en particular de los flujos turbulentos, restrin-
gi6 en gran medida los avances en la dindmica de fluidos hasta que el ingeniero aleman
Ludwig Prandtl observo en 1904 que muchos flujos pueden separarse en dos regiones
principales. La region proxima a la superficie estd formada por una delgada capa limi-
te donde se concentran los efectos viscosos y en la que puede simplificarse mucho el
modelo matematico. Fuera de esta capa limite, se pueden despreciar los efectos de la
viscosidad, y pueden emplearse las ecuaciones matematica mas s ncillas para flujos

no viscosos. La teoria de la eapa limite ha heeho posible gran parte del desarrollo de e



las alas de los aviones modernos y del disefio de turbinas de gas y compresores. El
modelo de la capa limite no sélo permitié una formulacion mucho m ~ simplificada de
las ecuaciones de Navier-Stokes en la regidén proxima a la superficie del cuerpo, sino
que llevd a nuevos avances en la teoria del flujo de fluidos no viscosos, que pueden
aplicarse fuera de la capa limite. Gran parte del desarrollo moderno de la mecanica de
fluidos, posibilitado por el concepto de capa limite, se ha debido a investigadores co-
mo el ingeniero aeronautico estadounidense de origen hingaro Theodore von Karman,
el matematico aleman Richard von Mises y el fisico y meteordlogo britanico Geofl'rey
Ingram Taylor.

Durante el siglo ~X, los avances en la Mecanica de fluidos son continuos, siendo la
dindmica de los gases, la aerodindmica y la aeronaultica los campos que han experi-

mentado y seguiran experimentando una especial proliferacion.

2.3. Conceptos fundamentales de los fluidos

2.3.1. Fluidos - Definicidon

Consideraremos la materia en dos estados de agregacion: solido y fluido; ademas los
fluidos incluyen a los liquidos y a los g”es. La propiedad caracteristica de los fluidos es
su deformacidén continua bajo solicitaciones externas. Las propiedades cualitativa mas
destacables de los fluidos son: movilidad entre las particulas que los constituyen (se
adaptan a 1~ form” de los recipientes que los contienen), miscibilidad por la rapida
disgregacion de particulas de las diferentes zonas del fluido, compresibilidad o variacion
de volumen bajo esfuerzos normales.

La deformacion continua del fluido, da lugar a su movimiento, que se denomina flujo.
Los fluidos poco viscosos fluyen facilmente y los fluidos muy viscosos tienen dificultad
para fluir. A partir de estas consideraciones podemos dar como definicion de fluido:
ustancia a la que la aplicacion de una tensién tangencial le provoca un movimiento,

al que se le denomina flujo.



La otra propiedad caracteristica de un fluido es su comportamiento ante esfuerzos

Figura 2.3: Tension de cortadura de un fluido

normales de compresidn, ante los cuales el fluido se deforma, disminuyendo su volumen;
en el c”o de los gases, 1 disminuciones de volumen son relativamente grandes, son
facilmente compresibles; y en el caso de los liquidos, las disminuciones de volumen
son relativamente pequefias, son dificilmente compresibles. En general los liquidos se
denominan fluidos incompresibles y los gases fluidos compresibles; no obstante, liquido
sometidos a grandes cambios de presionl pueden comprimirse, y g”~es sometidos a

pequefios cambios de presion no varian practicamente su volumen.

2.3.2. Los fluidos y la hipdtesis del continuo

En principio podria ser posible describir una muestra de fluido en términos de la
dinamica de sus moléculas individuales; esto en la practica es imposible, en virtud de
la gran cantidad de moléculas que lo componen. Para la mayoria de los casos de interés
practico, es posible ignorar la naturaleza molecular de la materia y suponerla continua.
Esta suposicién se denomina modelo del continuo y se aplica tanto a sélidos como a

1Se define presidon en un punto como el limite de la foerza norm” aplicada sobre un elemento de

area, con el area tendiendo a cero.

10



fluidos. EI modelo del continuo supone que la estructura molecular es tan pequefia
en relacion con 1~ dimensiones considerada en problemas de interés practico, que se
puede ignorar.
Cuando se emplea el modelo del continuo, un fluido se describe en funcién de sus
propiedades, las cuales representan caracteristicas promedio de su estructura molecular.
Esta hipdtesis, al igual que la de los fluidos ideales, no siempre es aplicable, de-
pendiendo en este ¢c”o de una magnitud medible denominada nimero de Knudsen.
Cuando esta hipotesis no es aplicable, es necesario recurrir a la mecanica estadistica

en lugm-de a la mecmiica de fluidos.

2.3.3. Propiedades de los fluidos

Los fluidos son agregaciones de moléculas, muy separadas en los gases y proximas
en los liguidos, siendo la distancia entre las moléculas mucho mayor que el didmetro
molecular, no estando fijas en una red, sino que se mueven libremente.

Un fluido se denomina medio continuo, cuando la variacién de sus propiedades es tan
suave que se puede utilizar el calculo diferencial para analizarlo.
En Mecanica de Fluidos solo hay cuatro dimensiones primarias, de 1~ que se derivan
todas 1~ demas, a saber, masa, longitud, tiempo y temperatura.

Las propiedades de los fluidos més interesantes son:
m La isotropia, por cuanto mantienen igualdad de propiedades en todas direcciones.

m Densidad
La densidad p de un fluido es su masa por unidad de volumen. Si Am es la masa
de una porcién de fluido dentro de un cubo de lado Ai, entonces el fluido tiene

densidad
Am

im
r A (AO3
donde t es muy pequefia, pero de acuerdo con la consideracion hecha en el conti-

nuo, es mucho mé& grande que la longitud de la trayectoria libre promedio de la

1



particula.

m Volumen especifico EI volumen especifico vs de un fluido es su volumen por

unidad de masa, o sea el reciproco de la densidad

us = !
m Viscosidad

La viscosidad es una propiedad inherente de los fluidos y que no es exhibida por
otros medios continuos. La viscosidad es el parametro del fluido que controla
el transporte de la cantidad de movimiento a nivel molecular; determinando la
relacion entre las solicitaciones tangenciales y la velocidad que produce la defor-
macion del fluido.

Consideremos una determinada agrupacion de molécula, en la que sobre un ele-
mento de area, el entorno esta ejerciendo una fuerza tangencial. A la fuerza por
unidad de &rea se le va denominar tensién, con lo que en este caso, se tienen
tensiones tangenciales, de corte o de cizalla: r.

Si el esfuerzo constante (r) en el fluido es proporcional a la velocidad de defor-

macion, se puede escribir
du

El coeficiente /i es la viscosidad. La ecuacion anterior se conocce como la ley de
Newton de la viscosidad. A los fluidos que siguen esta ley particular y su gene-
ralizacion al flujo multidimensional se les denomina fluidos newtonianos.
Muchos fluidos comunes tales como el aire y otros gases, el agua y la mayoria
de las soluciones simples son newtonianos, ~i como la mayoria de los derivados
del petréleo. La sangre es un fluido no newtoniano. La viscosidad de los fluidos
newtonisnos varia considerablemente entre ellos. Para un fluido en particular, la
viscosidad varia de forma apreciable con la temperatura, pero solo ligeramente
con la presion.

La viscosidad proporciona una mmiera de cumitiiicm’ los adjetivos espeso y fluido
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como se aplica a los liquidos ,rapesos”t.ienen una alta viscosidad y no fluyen con
facilidad; lo contrario es cierto para liquidos "fluidos”.

El cociente de la viscosidad entre la densidad aparece con frecuencia en las ecua-
ciones que describen el movimiento de un fluido. Este cociente recibe el nombre

de viscosidad cinética y generalmente se le denota con el simbolo v

2.4. Conceptos fundamentales para el analisis de
flujos

En ésta seccion se disiarrollan los conceptos fundamentales del andlisis de flujos,
incluyendo 1" maneras para describir el flujo de fluidos, las leyes naturales que las
gobicrniui y los diferentes enfoques para formular modelos matematicos del flujo de los

fluidos.

2.4.1. Propiedades del flujo

En esta seccion se definen algunas propiedades dinamica y termodinamicas que
interesan en el estudio del movimiento del fluido. Estas propiedades pueden representar
un campo en el fluido, es decir, pueden tener una distribucidn espacial en el fimdo. o

bien de particula a particula cuando el fluido se considere de esta manera.

m Temperatura T
Es un escalar que representa la actividad interna (escala microscépica) de una
sustancia. Este concepto esta ligado al transporte de energia en forma de calor-.
Dos regiones en contacto térmico que se encuentran a la misma temperatura no
tienen transporte de calor entre ellas. Esta es la condicién de equilibrio térmico

que establece la ley cero de la termodinamica.
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m Velocidad U
Es un vector que representa la direccion, sentido y magnitud de la rapidez de
movilmente del fluido. El caso especial donde la velocidad es cero en todo el

espacio es estudiado por la estatica de los fluidos.

m Esfuerzo t
Si se toma una porcion de fluido aislada se pueden considerar dos tipos de fuerzas
actuando sobre esa porcion: fuerzas de cuerpo y fuerza de superficie. Las fuerzas
de cuerpo son aquellas que actian sobre el mismo sin contacto fisico directo;
por ejemplo: la fuerza de gravedad, la fuerza electromagnética, etc. L~ fuerzas
de superficie son debidas al material externo en contacto fisico con la frontera
de la porcion considerada. Considere una fuerza dF que actla sobre un area
infinitesimal dA de esa superficie, cuya direccion (de la superficie) se indica con

el vector normal unitario n. La direcciéon de dF, en general, no es la direccion de

rfn

Figura 2.4: Elemento de un fluido

n. Esta fuerza puede descomponerse en dos componentes:
dF —dFnn + UF;

donde t es un vector unitario tmigente al area infinitesimal. Esfuerzo se define

como la fuerza que actda en el &rea unitaria. En este caso se pueden definir dos
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tipos de esfuerzos:
dFn

dA

dK
dA

Tn es la normal y rt es el esfuerzo tangencial o de corte. Considérese un volumen

Figura 2.5: Esfuerzos sobre paralelepipedo

infinitesimal en la forma de un paralelepipedo de lados dxi, dx2, dx3 como se
muestra en la figura 2.5. Las fuerzas de superficie que actlan sobre cada una
de las seis car™ se pueden descomponer en las tres direcciones Xi, x2, x$. Estas
fuerzas se pueden dividir entre el area carrespondiente, obteniendo de esta manera
los esfuerzos que actlan en cada area. Estos esfuerzos se muestran en la figura
2.5, para tres caras. En 1~ tres caras restantes la representacion es similar. La
convencion de nomenclatura que se usa en la figura es la siguiente: el primer
subindice indica la cara sobre la cual actta el esfuerzo, v el segundo subindice su

direccion.

2.4.2. Descripcion del flujo de fluidos

Antes de poder analizar el flujo de un fluido, se debe ser capaz de describirlo.

Igualmente , se debe tener presente los diferentes tipos o regimenes del movimiento de
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los fluidos.

El concepto de campo: descripcion lagrangiana como funcion de la euleriana

En cualquier m”a finita de fluido, existe una infinidad de particulas. Cada una se
puede caracterizar por su densidad, presion y otras propiedades. Si la masa del fluido
estd en movimeinto, también cada particula tiene alguna velocidad. La velocidad de
una particula de fluido se define como la velocidad del centro de masa de la particula.
Para la velocidad del fluido, se empleara el simbolo V, ya que la velocidad es un vector.
Asi

V —ui +vj +wk

Como un fluido es deformable, la velocidad de cada una de sus particulas puede
ser diferente. Ademas , la velocidad de cada particula del fluido puede cambiar con
el tiempo. Una descripcion completa del movimiento de un fluido requiere que se es-
pecifique la velocidad,la presién, etc. de todas las particulas en todo momento. Como
un fluido es continuo tales caracteristicas se pueden especificar s6lo por medio de fun-
ciones matematicas que expresen la velocidad y las propiedades del fluido para todas
las particulas en todo momento. Dicha representacion se denomina representacion de
campo y 1/ variables dependientes (como la velocidad y la presion) se conocen como
variables de campo . La regién de interés del fluido (el agua en la tuberia o el aire al-
rededor del automdvil)se denomina campo de flujo.

Para describir un campo de flujo, se pueden adoptar cualquiera de los dos enfoques
siguientes. El primer enfoque, conocido como descripcidn lagrangiana, identifica ca-
da particula determinada de fluido y describe lo que le sucede a lo largo del tiempo.

Matematicamente, la velocidad del fluido se escribe como

V —A(identidad de la particula, i)

Las variables independientes son la identidad de la particula y el tiempo. El enfoque

lagrangiano se usa ampliamente en la mecanica de solidos.
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El segundo enfoque, denominado descripcion euleriana, fija su atencién sobre un punto
en particular (o region) en el espacio y describe lo que sucede en ese punto (o dentro
y en 1~ fronteras de la regién) a lo largo del tiempo. Las propiedades de una particu-
la del fluido dependen de la localizacién de la particula en el espacio y el tiempo.

Matematicamente, el campo de velocidad se expresa como:
V =V (x,y,z,t)

variables independientes son la posicion en el espado, respresentada por las coor-
denadas cartesianas (x,y,z) y el tiempo.
Resolver un problema de flujo de fluidos requiere entonces la determinacion de la ve-
locidad, la presion, etc en funcion de coordenadas de espacio y tiempo. La descripcion
euleriana resulta particularmente adecuada a los problemas de mecéanica de fluidos, ya

que no establece lo que le sucede a cualquier particula de fluido en especial.

Visualizacion del campo de velocidades

En el andlisis de problemas de mecénica de fluidos frecuentemente resulta ventajoso
disponer de una representacion visual de un campo de flujo. Tal representacion se puede
obtener mediante las line” de trayectoria, de corriente, de traza y de tiempo.

Una linea trayectoria es la curva marcada por el recorrido de una particula de fluido
determinada a medida que se mueve a través del campo de flujo. Para determinar una
trayectoria, se puede identificar a una particula de fluido en un instante dado, por
ejemplo, mediante el uso de un colorante (tinta), y tomar fotografias de su movimiento
con un tiempo de exposicion adecuado. La linea trazada por la particula constituye
entonces una trayectoria.

Por otra parte, podemos preferir fijar nuestra atencion en un punto fijo del espacio, e
identificar, empleando también un colorante, todas 1~ particula que pasan a través
de este punto. Después de un corto periodo tendremos entonces cierta cantidad de
particulas de fluido idcutiflcables cu el flujo, todas las cuales lirni pasado cu algin

momento a través del pmito fijo previamente seleccionado. La linea que une todas
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estas particulas define una linea del trazador.

Por su parte, las lineas de corriente son lineas dibujadas en el campo de flujo de tal
manera que en un instante dado se encuentran siempre tangentes a la direccion del flujo
en cada punto del campo de flujo. La forma de 17 lineas de corriente puede cambiar
de un instante a otro si la velocidad del flujo es una funcién del tiempo, es decir, si
se trata de un flujo no estacionario. Dado que las lineas de corriente son tangentes
al vector velocidad de cada punto del flujo, el fluido nunca puede cruzar una linea de
corriente. Para cualquier campo de flujo 1" lineas de corriente se pueden expresar como
una familia de curvas:

V(xy, z) = C(1)

Aunque las lineas de corriente, las trayectorias y 1” trazas son conceptuales dife-
rentes, en muchos casos estos se reducen a line” idénticas. Sin embargo, una linea de
tiempo tiene caracteristica distintivas. Una linea de tiempo es una linea de particulas

de fluido marcadas en un cierto instante.

2.4.3. Analisis del flujo de fluidos

Se ha concluido el anélisis de las formas en las cuales se puede describir y clasificar
el movimiento de los fluidos, se comenzard ahora a considerar las maneras de analizar

el flujo de los fluidos.

Las leyes fundamentales

El movimiento de todo fluido debe ser consistente con las siguientes leyes funda-

mentales de la naturaleza:

m La ley de conservacion de la masa. La masa no se puede crear ni destruir sélo se

puede transportar o almacenar.

m Las tres leyes de Newton del movimiento
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1. Una masa permanece en estado de equilibrio, esto es, en reposo o en movi-
miento a Una velocidad constante, a menos que sobre ella actué una feerza.

(Primera ley)

2. La velocidad de cambio de la cantidad de movimiento de una masa es pro-

porcional a la fuerza neta que actua sobre ella.(Segunda ley)

3. Cualquier accion de una fuerza tiene una fuerza de reaccion igual (en mag-

nitud) y opuesta (en direccién).(Tercera ley)

m La primera ley de la termodinamica (ley de la conservacion de la energia). La
energia, al igual que la masa, no se puede crear ni destruir.La energia se puede

transportar, cambiar de forma o almacenar.

m La segunda ley de la temodindmica. La segunda ley trata de la disponibilidad
de la energia para un trabajo atil. La ciencia de la termodinamica define una

propiedad de la materia denominada entropia, que cuantifica la segunda ley.

Ademas de est™ leyes universales, en algunas circunstancias particulares se aplican
alguna leyes menos fendamentales. Un ejemplo lo constituye la ley de Newton de la

viscosidad.

Volumen de control y sistema

Para aplicar las leyes fisicas al flujo de un fluido es necesario definir los conceptos de
volumen de control y de sistema. Se entiende por volumen de control una region fija en
el espacio donde puede existir flujo de fluido a través de sus fronteras. Por ésta razén,
en diferentes instantes , se puede tener diferentes particulas en el interior del volumen
de control. Sistema se refiere a un conjunto de particulas en el cual permanecen siempre-

las misino;. Es decir, se esta obscivmido siempre una cantidad fija de materia.
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La derirada euleriana

Imaginese una pmticula de fluido especifica localizada en un punto especifico de
un campo de flujo. El flujo se describe en coordenadas cartesianas. Si se emplea una
descripcion eifleriana, las propiedades y velocidad de la particula dependen de su locali-
zacién y del tiempo. Entonces, para una propiedad cualquiera b (b puede ser densidad,

presion, velocidad, etc), se puede escribir
bP = b{xp,yP,zP,¢),

donde el indice P indica que se emplea la localizacion de la particula.

leyes fundamentales requieren generalmente 1~ velocidades de cambio de cierta
propiedades de la materia (esto es, cantidad de movimiento, masa, energia, entropia).
La velocidad de cambio de bp se determina empleando la regla para calcular derivada

totales:
dbp_ db dxp db dyp do dzP db
dt dxp dt dyp dt dzp dt dt

Sin embargo, Xp,yPy zP son las coordenadas de posicion de la particula de fluido,

por lo que sus derivadas temporales son 1 componentes de la velocidad de la particula:

dxp dyP P dzp ~
dt = dt dt = W

Al sustituir, se obtiene que la velocidad de cambio de bes

db db db db db
dt=Udi +Vfy +W-dz+ dt

donde se ha ondtido el subindice P.
Este tipo de derivada indistintamente se denomina eulenana(porque es necesaria en
una descripcion euleriana ) derivada material (porque la velocidad de cambio de una

propiedad de una particula del material) , derivada sustancial (que resulta de sustituir
la palabra material por sustancia)o derivada total.

Como la propiedad b frie arbitraria, se puede omitir y escribir la derivada como un
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operador matematico. Para tener presente nna naturaleza especial, con frecuencia el

operador se escribe como una D y se reordena de la manera siguiente:

d h Ud \ Vd h Wd
Dt m dx dy dz

Empleando vectores, su notacion corta es

D
Dt

donde V es el vector de velocidad del fluido y V es el operador gradiente.

5
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Capitulo 3

LLas Ecuaciones del Movimiento

En este capitulo desarrollamos las ecuaciones basica de la mecénica de fluidos. Es-
t~ ecuaciones son deducidas a partir de la leyes de conservacién de m”~a, momentum,
y energia. Empezamos con las suposiciones mas simples, provenientes de 1" ecuaciones
de Euler para un fluido perfecto. Estas suposiciones son relajadas luego para permitir

los efectos de viscosidad que conlleva el transporte molecular del momentum.

3.1. Ecuaciones de Euler

Sea V una region en el espacio bi o tridimensional cubriendo un fluido.Nuestro
objetivo es decribir el movimiento de tal fluido. Sea x 6 D un punto en T>y consi-
deremos la particula del fluido moviéndose a través de x en el tiempo t. Usando las
coordenadas Euclidean” en el espacio, tenemos x = {X,y, z). imaginemos una particu-
la (por ejemplo una particula de polvo suspendida) en el fluido; esta particula traza
una trayectoria bien definida. Denotemos por u(x, t) la velocidad de la particula del
fluido que estd moviéndose a través de x en el tiempo t. De aqui, para cada tiempo
fijo, u es un campo vectorial sobre V, como en la Figura 3.1. Llamamos u el campo
velocidad (espacial) del fluido.

Para cada tiempo i, asumimos que el fluido tiene una densidad de masa bien definida
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Figura 3.1: Particulas de fluido fluyendo en una regién V

p(x, i). De aqui, si W es cualquier subregion de V, lam”a del fluido en W en el tiempo
ies dada por

m{W, i) = Jiw p(x, t)dV,

donde dV es el elemento de volumen en el plano o el espacio.

En lo que sigue, asumiremos que 1~ fondones uy p (y algunas otras que seran dadas
m” tarde) son lo suficientemente suaves para que las operaciones que necesitemos
hacerles sean posibles.

La suposicion de que p existe es una suposicién del continuum. Es obvio que
ella no se mantiene si la estructura molecular de la materia es tomada en cuenta. Sin
embargo, para la mayoria de los fenédmenos macroscopicos sucediendo en la naturaleza,
esta suposicion es valida.

Nuestra deduccién de las ecuaciones esta basada en tres principios bésicos:
1. La masa no se crea ni se destruye;

2. la razon de cambio de momentum de una porcién del fluido es igual a la fuerza

aplicada a él (segunda ley de Newton);
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3. la energia no se crea ni se destruye.

Ahora, estudiemos estos principios.

3.1.1. Conservacion de Masa

Sea W una subregion de V (W no cambia con el tiempo). La razén de cambio de

la masa en W es

Denotando por:

dW la frontera de W, y supongamos que es suave;
n el vector normal unitario (saliente) definido en los puntos de dW\ y

dA el elemento de area sobre dW,

tenemos que la razon de volumen del flujo que atraviesa la frontera dW por unidad de
area es u *n y la razon de masa del flujo por unidad de area es pu -n (vea la finira
3.2). El principio de conservacion de m”~a puede ser establecido de la siguiente forma:
La razén de incremento de masa en W es igual a la razén de ingreso de masa a través
de dW-, esto es,

(3.1)

Esta es la forma integral de la ley de conservacion de masa. Por el teorema de

la divergencia (Teorema A.l), la Ecuacion (3.1) es equivalente a

Como esto se mantiene para todo W, esto es equivalente a
% + div(pu) = 0. (3.2

La Ecuacion (3.2) es conocida como la forma diferencial de la ley de conservacién
de masa, o mas conocida como la ecuacion de continuidad. Si py u no son lo sufi-
cientemente suaves para justificar los p~os que nos condujeron a la forma diferencial,

entonces la forma integral dada en (3.1) es la que usaremos.
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i:x] i
niicty eW

Figura 3.2: La masa a travésando la frontera dW por unidad de tiempo es igual a la

integral de superficie de pu *n sobre dW

3.1.2. Balance de Momentum

Sea x(i) = (z(t), y(t), z(t)) el camino seguido por una particula del fluido, de tal

forma que el campo velocidadl est4d dado por
u(x(t), y(t), z(t), 1) = (x (1).y @), 2 )),

esto es,
X

/ dx..
u(xt) = §y Com

La aceleracion de una particula del fluido es dada por

d?
a(t) = X(¢) = Mu(x(t),y(t),z(t),t)
. du m du m du = du
a(t) - +
Usando la notacion

u*_3u ut = ofo
©odx Codi

1Estc y los (lernas calculos, aqui, scrmi hechos en las coordenada euclideanas por comodidad
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u(x,y,z,i) = (u(x,y,z,t),v(x,y,z,t),w(x,y,z,t)),

obtenemos

a(t) = «ux+ + wuz+ uf

lo cual también podemos escribir como
a(i) = dau + (u- V)u.

Llamaremos a

N o=at+u-v
Dt

la derivada material. Esta derivada toma en cuenta el hecho de que el fluido se
estd moviendo y que 1~ posiciones de 1" particulas del fluido cambian con el tiem-
po. Por ejemplo, si /(X,y, z,i) es cualquier funcién de posicién y tiempo (escalar o

vectorial),entonces por la regla de la cadena,

Al(z(1),y00,z(),1) = dtf +u-V f = A(®(<),y(<),2(<),<).

Definicién 3.1 Un fluido ideal es aquel que tiene la siguiente propiedad: Para cual-
quier movimiento del fluido existe una fimcion p(x,f) llamada Japresion tal que si Ses
una superficie: dentro del fluido con una normal unitaria n, la foerza de tension ejercida
a través de la superficie S por unidad de areaenx E Sen un tiempot esp(x, t)n, esto es

fuerza a través de S por unidad de area —p(x,i)n. 0

Note que la fuerza estd en direccion de n y que las fuerzas actlan ortogonalmente
a la superficie S] esto es, no existen fuerzas tangenciales como muestra la figura 3.3.
Intuitivamente, la ausencia de flierzas tangenciales implican que no hay forma de que
el fluido comience a rotar, y si estuviera rotando inicialmente entonces tendria que
detener la rotacion. Si W es una region del fluido en un instante de tiempo t, la fuerza
total2 ejercida sobre el fluido dentro de W por medio de flierzas de tension sobre su

2 egativa porque n apunta hacia afaera.
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Figura 3.3: Fuerzas de presién a través de una superficie o.
frontera es
Saw = {fuerza sobre W} = — / pndA.
Jaw

Sea e cualquier vector fijo en el espacio. Entonces, del teorema de la divergencia,

ee = —I1 pemdA= f div(pe)dV = —i (gradp) medV.
Jdw w Jw

En consecuencia,

S9w = - | (gradp) medV.
Jw

Si /3(x, 1) es la fuerza del cuerpo por unidad de masa, entonces la fuerza total del cuerpo

€s

B = [p/3dV.
w

De aqui, sobre cualquier parte del fluido, fuerza por unidad de volumen = —gradp +
pP.Por la segunda ley de Newton (fuerza = masa x aceleracion) obtenemos la forma

diferencial de la ley de balice de momentum:
= -gradp + Pp. (3.3)
Ahora deduciremos una forma integral del balance de momentum de dos formas:

27



1. A partir de la forma diferencial; y
2. A partir de los principios b”icos.

Primera forma: De (3.3), tenemos
n— = -p(u*V)u- Vp + pfl
ot

y asi, usando la ecuacion de continuidad (3.2), obtenemos

Q
—(pu) = -div (pu)u - p(uV)u - Vp+ p3

Si e es cualquier vector fijo, se verifica facilmente que

Q
e «—(pu)

-div (pu)u *e - p(u mV)u e - (Vp) = + pfi -e

—div (pe + pu(u «e)) + pfi e.

En consecuencia, si W es un volumen fijo en el espacio, la razon de cambio de momen-
tum en la direccién e e n * es, por el teorema de la divergencia,
e- -/ pudv= —ii e+ pu(e-u))-ndA + i pfi- edV.
P de(p pu(e-u)) TP
Por lo tanto una primera forma integral del balance de momentum seria:
i pudVv i (pn+ pu(uen)dA+ i pfidv. (3.4)
dt ;w Jaw Jw

La cantidad pn+ pu(u n) esel flujo del momentum por unidad de area cruzando

dW, donde n es la normal exterior a dW.

Segunda forma: Denotemos por V la regién en la que el fluido se estd moviendo. Sea
x e Dy ~(x, i) la trayectoria seguida por la particula que esta en el punto x en el
instante t = 0. Asumiremos que <pes suficientemente suave y tiene inversa. Denotemos
por tpt a la aplicacion x ~ (X, i); esto es, parat fijo, esta aplicacion lleva cada particula
del fluido de su posicion inicial (¢, = U a su posicion en el tiempo t. La aplicacion p,

asi definida, es conocida romo la aplicacion flujo de fluido. Si W es una region en
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fluido en movimiento

Figura 3.4: Wt es la imagen de W como particula de fluido en W que fluyen para un

tiempo t.

V, entonces (W) = Wt es el volumen W moviéndose con el fluido, como muestra la

Figura 3.4 La forma integral “primitiva” del balance de momentum establece que

esto es, la razon de cambio del momentum de una parte del fluido es igual a la fuerza

total (tensiones superficiales y fuerzas corporales) actuando sobre él.

Afirmacion 3.1 Estas dos formas del balance de momentum (3.3) y (3.5) son equi-

valentes.
Antes de probar esta afirmacion, probaremos el siguiente lema
Lema 3.1

¢ (1) = I Dldivu(p(x,N)I,

donde J es el Jacobiano de la aplicacion tpt.

Prueba: Escribamos 1" componentes de tp como £(X, i), ~(X, t), £(x, t). Primero, no-

temos que

M (xt) = u(p(x,1).e), (3.6)
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por definicion de campo velocidad del fluido. ElI determinante J puede ser derivado
recordando que el determinante de una matriz es multilineal por columnas (o filas). De

aqui, fijando X, tenemos

ddi dy di A ddy A di dy ddi
dtdx dx dx dx dtdx dx dx dx dtdx
ddi dy di a ddy di , di dy ddi
dtdy dy dy dy dtdy dy dy dy dtdy
ddi dy di A ddy di A dy ddi
dtdz dz dz dz dtdz dz dz dz dtdz

De (3.6) tenemos que
d_df d_di du
dtdx dx dt dx'
d_di d/di du
dtdy dy dt dy'

<9d( d di dw
dtdz dz dt dz
También, como 1~ componentes u,v,w de u son funciones de x,y,z por medio de

A(x, 1); tenemos que
du dudi dudi] dud(
dx dxdx A dy dx A dz dx'
dw dw d™ A dw dy A dw dC
dx dx dx dydx dz dx

Reemplazando esto en el calculo de ~ J tenemos que:

du dv dw

Prueba de la Afirmacion 3.1: Por el teorema del cambio de variable, tenemos que

Jth pu = Jiw (pu)(y>(x,)J(x,HdK

Es facil ver que

d
J{PUSPOCDD) = (P(M)>*)-
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Entonces, del Lema 3.1, tenemos que

~J pudv = Pu) (<p(x,0),0) + (divu)(pu)(<p(x,i),Nj I(x,t)dV
- ~ (pu) + (pdivu)u] av,

Por conservaciéon de masa,
— p+ pdivu =~ + div (pu) = 0,

y de aqui

j, & pudv= i
dt JW Jwt Dt

Con este argumento, se ha demostrado el siguiente teorema
Teorema 3.1 (Teorema del “ansporte) Para toda fondon f de x y t, tenemos

que

| f pfdv=_f £Ldv. o
dt JWt JW Dt

En forma similar, podemos deducir otra forma del teorema del transporte sin un factor

de densidad de masa, y esta es

s/, Ikl J f i) K
Usando las notaciones anteriores, tenemos la siguiente definicion
Definicién 3.2 Un finjo se dice incompresible si para toda subregion Wt, se cumple

volumen (Wt) —f dV = constanteent. 0
Jwt

Proposicion 3.1 Ltt siguientes afirmaciones son equivalentes:
1 EIl Suido es incompresible,
2. divu = 0,

3J=1 0
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De la ecuacién de la continuidad, y del hecho de que p > 0, vemos que un fluido es
incompresible si y solo si Dp/Dt —0, es decir, la densidad de masa siguiendo el fluido
es constante. Si el fluido es homogéneo, es decir, p = constante en el espacio, se sigue

que el fluido es incompresible si y sélo si p es constante en el tiempo también.

Proposicion 3.2 Seap(x,t) ladensidad del Huido, <p(x, t) la aplicacién flujo, y J(X, t)

el Jacobiano de <p(x, t). Entonces
p("(x,1),1)I(x,1) = p(x,0). 3.7)

Prueba: Tomando / = len el teorema del transporte, tenemos que

Como WO es arbitrario, tenemos que

p("N(x,t),1)J(x,t) = p(x,0). 0

La Ecuacion (3.7) es otra forma de la conservacion de masa. Como un corolario de
esta proposiciéon tenemos que un fluido que es homogéneo en t —0 no necesariamente
permanece homogéneo. De hecho, el fluido permanecerd homogéneo si y solo si es

incompresible.

3.1.3. Conservacion de Energia

H ~ta el momento tenemos 1/ ecuaciones

Est™ son cuatro ecuaciones si trabajamos en un espacio tri-dimensional (o n + 1
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un vector compuesto por tres fondones escalares. Sin embargo tenemos cinco funciones:
u, py p. En consecuencia, para describir el movimiento del fluido necesitamos de otra
ecuacién y ésta sera obtenida usando la ley de conservacion de la energia. Para el
movimiento del fluido en un dominio V, con un campo velocidad u, laenergia cinética

contenida en una regibn W CV es

o/\cinética = 2
donde ||u||2= (u2+v2+w2). Asumiendo que la energia total del fluido puede ser escrita
como
Atotal = ~cinética + -Ninterna’
donde -“internaes energia interna, que no puede ser “vista” a escala macroscopica,
y proviene de fuentes tales como potenciales intermoleculares y vibraciones molecula-
res internas. La razon de cambio de la energia cinética en una porcion de fluido en

movimiento Wt es calculada usando el teorema de transporte:

f%—Fcinética 5 S I /]_"m

El caso que nos interesa estudiar es el de fluidos incompresibles, y en este c”o
asumimos que toda la energia es cinética y que la razén de cambio de la energia cinética
en una porcion de fluido es igual a la razon en la que la presion y la fuerzas del cuerpo
hacen trabajo, es decir

d
diAinética =-/ Pu'ndA+ / Pu-$dVv-
JdW't JWt

Por el Teorema de la Divergencia y por formulas previas, tenemos
- J7N(div (Pu) + Pu “ &)dV
Iwtu “Vp + pu- 0dV

porque divu = U La ecuacion anterior es una consecuencia de balance de momentum.

Esto muestra que sisumimos E = ~ cjnética’cllt®llccs ul fluido debe ser incompresible
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(a menos que p = 0). Por lo tanto, en el caso de fluidos incompresibles, las Ecuaciones

de Euler son:
-grad p + p@
> o
divu 0
con la condicion de frontera
un =0

sobre BD.

3.2. Ecuaciones de Navier Stokes

En la seccion anterior definimos un fluido ideal como aquel en que las fuerzas que
cruzan la superficie son normales a ella. Consideraremos ahora fluidos mas generales.
Aqui, el campo velocidad u es paralelo a una superficie S, pero cambia instantdnea o
rapidamente de magnitud en cuanto la atraviesa. Si 1~ fuerza son todas normales a S
no habra transferencia de momentum entre los volumenes de fluido denotados por B
y B' en la figura 3.9. Sin embargo, si nosotros tenemos en cuenta la teoria cinética de
la materia, vemos que esto es absurdo. molécula mas rapidas por encima de S se
difundiran através de 5e impartiran momentum al fluido debajo de S, y, imismo, 1"
moléculas mas lentas por debajo de S difundidas a través de S retardaran la marcha
del fluido sobre S. Para cambios de velocidad razonablemente rapidos en distandas
cortas, este efecto es importante.

En consecuencia, cambiamos nuestra definicion anterior, ya que en lugar de asumir
que

fuerza sobre S por unidad de area = p(x,i)n,

donde n es la normal a S, sumiremos que
fuerza sobre S por unidad de area —p(X, i)n —a m, (3.8)
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Figura 3.5: Las moléculas més rdpida en B pueden difundirse a través de S

e impartir momentum a B

donde a es una matriz llamada fuerza tensorial, sobre la que tendremos que hacer
algunas suposiciones. Lo nuevo aqui es que a mn no necesita ser paralelo a n. La
separacion de las fuerzas en (3.8) es algo ambigua, ya que a *n puede contener una
componente paralela a n. Ahora, por la Segunda Ley de Newton: “la razon de cambio
de toda porcion de fluido en movimiento Wt es igual a la fuerza que actta sobre

ella” (balance de momentum), tenemos

De aqui vemos que a modifica el transporte de momentum a través de la frontera de
Wt. Escogeremos a de tal forma que ella aproxime en forma razonable el transporte
del momentum por movimiento molecular.

Tendremos ahora las siguientes suposiciones para a:

1. a depende linealmente de los gradientes de velocidad Vu, es decir a esta relacio-

nado con Vu por alguna transformacion lineal.

2. a es invariante bajo rotaciones de cuerpos rigidos, es decir si U es una matriz
ortogonal,
o{U -Vu +U~X) = U- a(Vu)- U~\
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Esto es razonable porque, mando un fluido sufre una rotacion de cuerpo rigido,

no deberia haber difrision del momentum.

3. a es simétrica. Esta propiedad puede ser deducida como una consecuencia del

balance de momentum angular.

Como a es simétrica, se sigue de las propiedades (1) y (2) que a puede depender
solo de la parte simétrica de Vu, es decir de la transformacion D. Debido a que a
es una funcion lineal de D, a y D conmutmi y por esto pueden ser simultaneamente
diagonalizadas. Asi los autovalores de D son frmciones lineales de los de D. Por la
propiedad (2), ellos también deben ser simétricos porque nosotros podemos elegir U
para permutar dos autovalores de D (rotando, un angulo n, un autovector), y esto debe
permutar los correspondientes autovalores de a.

Las Unicas frmciones lineales que son simétricas en este sentido son de la forma
a, = A(dj + dot+ ¢3) + 2/idit 1=1,2,3,

donde o* son los autovalores de a y los di son los de D. Esto define las constantes Ay
p. Teniendo en cuenta que d\ + d2 + d3 = divu, podemos usar la propiedad (2) para

transformar ai de regreso a la base usual y deducimos que
a = A(divu)l + 2"D,
donde | es la identidad. Ahora, reescribiendo esto con la traza en un término, tenemos
a=2"D —iédiv u)7] + £(divu)l

donde p es el primer coeficiente de viscosidad, y ( = A+ |~ es el segundo
coeficiente de viscosidad.
Si empleamos el teorema del transporte y el teorema de divergencia, junto con(3.5),

el balance de momentum conduce a las Ecuaciones de Navier Stokes
prr =-Vp+ (A+ M)V (divu)+ gAu, (3.9
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donde
d2 & d2
dx2 N dy2 dz2

es el Laplaciano de u. La ecuacion de continuidad y una ecuacién de energia, y (3.9)

Au =

describen completamente el flujo de un fluido viscoso.
En el caso de flujos homogéneos incompresibles p = po = constante, el conjunto
completo de las ecuaciones viene a ser las Ecuaciones de Navier Stokes para un

flujo incompresible,

_ ! in

gradp' + i"Au, (3.10)
divu = 0,

donde v = p/po os el coeficiente de viscosidad cinética, y p' = p/po.

Estas ecuaciones son complementada por condiciones de frontera. Para 1" ecua-
ciones de Euler en un fluido ideal usamos u -n = 0, es decir, el fluido no atraviesa la
frontera pero puede moverse tangencialmente en la frontera. Para las Ecuaciones de
Xavier Stokes, el término extra V' u eleva el nimero de derivadas de u de uno a dos.
Por razones matematicas y experimentales esto es acompafiado de un incremento en el
numero de condiciones de frontera. Por ejemplo, en una pared sélida en reposo, adicio-
namos la condicion de que la velocidad tangencial sea cero (la condicion de “no-slip”),

de tal manera que las condiciones de frontera son simplemente

u = 0 en paredes sélidas en reposo.
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Capitulo 4

Método del Paso ~accional

4.1. Introduccidén

El movimiento de un fluido viscoso incompresible es gobernado por las Ecuaciones

de Navier Stokes,

+ (UeV)u=-VP + (4.1

Vu=0 (4.2)

donde u(x, i) es la velocidad, P(x, i) es la presion dividida por la densidad y y es
el coeficiente de viscosidad cinética. La inclusion de un término fuerza en el cuerpo,
/(x,i), sobre el lado derecho de (4.1) no cambiara nada el siguiente analisis.

El establecimiento del problema se completa con la especificacion de condiciones ini-
ciales y de frontera convenientes. Una tipica condicién de frontera consiste en describir

el valor de la velocidad b sobre la frontera,
ul$ = b(xs,t) 4.3)

donde S es la frontera del dominio V ocupada por el fluidoy x¢ G5.

Cumido la frontera es una pared sélida en contacto con el fluido, el valor de la velocidad
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de frontera, b, es igual a la velocidad de la pared. La condicidn sobre las componentes
tangenciales de velocidad es conocida como la condicion no-slip.

Note que ninguna condicidn de frontera es dada para la presion sobre 1" fronteras
no-slip y seria incorrecto imponer alguna unida a la dada por (4.3). Por otro lado
en alguna aplicaciones, condiciones de velocidad diferentes a la de (4.3) pueden ser
encontradas, como por ejemplo en fronteras con flujo entrante o saliente, y también
sobre un plano de simetria o antisimetria. En estas situaciones, la presion puede ser
complementada por condiciones de frontera del tipo Dirichlet o Neumann. Puesto que
la condicion de no-slip es el tipo mas dificil de condicion de frontera para problema
viscosos e incompresibles, estudiaremos este caso.

Supongamos que el dominio del fluido V es abierto, acotado y simplemente conexo, lo
cual implica que es de extension finita y no contiene a agujeros. Ademas, por simplici-
dad, se asume que la frontera S es una superficie cerrada y convenientemente suave.

La condicidn inicial consiste en la especificacién del campo velocidad uOen el tiempo
inicial, t = 0, digamos

ujt=0 = uo(x). (4.9)

La velocidad de frontera b debe cumplir, para todo t > 0, la condicion global
£ nbdS=0, (4.5)

que se obtiene integrando la ecuacion de continuidad sobre V y usando el teorema
de divergencia. Aqui n denota la normal unitaria exterior a la frontera S. El simbolo
f indica la integral de frontera sobre una superficie cerrada, pero el mismo simbolo
también es usado pMa denotar la integral de linea a lo largo de una curva cerrada.
Integrales de volumen e integrales sobre superficies no cerradas siempre seran indicadas
por un simbolo simple de integracion f.

Se supone que el campo de velocidad inicial u0 es solenoidal, es decir,\VV

V-u0= 0, (4.6)
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Finalmente, se asume que los datos by uo cumplen la siguiente condicién de compa-
tibilidad:
n eblt=0 = n *u0s, 4.7

donde, por supuesto, n ¢b(x¢, i) es una funcién continua del tiempo cuando t — >0+.

4.1.1. Teorema de Ladyzhenskaya

Sean las Ecuaciones de Navier Stokes que describen el movimiento de un fluido

viscoso e incompresible:

donde P = - es la presion (por unidad de densidad). EI método del Paso Fraccional
puede ser obtenido mediante el Teorema de Descomposicion Ortogonal estudiado por
Ladyzhenskaya [4], Esta descomposicion serd discutida de una forma simple, tal que

los resultados a los que lleguemos seran faciles de entender.

Teorema 4.1 (Ladizhenskaya) Todo campo vectorial u definido en V admite una

Unica descomposicion ortogonal

u=w+Vv~" (4.9)

donde u es un campo solenoidal con componente normal cero sobre la frontera S deV

y ip es una fancion escalar.

Prueba:

Primero establecemos la ortogonalidad de la descomposicion, es decir
J u*V(pdV = 0.

En efecto, debido a que V « = (V-u)p + u V< la condicién V 'W = 0y por el

Teorema de la Divergencia tenemos,
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teniendo en cuenta que n mv|s = Q.

Usaremos la ortogdnalidad para probar la unicidad: Supongamos que
U—W + —IV2+ VA2-
Entonces
U= tvj —ui2+ V(Wi —
Tomando el producto escalar con Uy —u2 e integrando sobre V, obtenemos
0 — J [W —iv2|2+ (Wi —u2) mV(< —ip2)d dV
0 = J \ui —»2dV
esto debido a la ortogonalidad de la descomposicion. Por lo tanto W = Wy Vi =

V21 entonces = N2 + constante.

Sea u solucion de (4.8). Consideremos el siguiente problema de Neumann

Atp = Veu=0
neV~"5

(4.10)

neu|5

Entonces existe una funcién escalar spsolucion de (4.10), y debido al teorema de la

divergencia, tenemos que
0=J VeudV —y n mudS.

De (4.8) y (4.10) obtenemos

Vu-=0 Velu =0
nm5=0 nm(V™)5=20
Es facil ver que u —u —  es un campo solenoidal. 0]

Asumimos que la componente normal de la condicion de frontera para la velocidad u,

en la solucion de las ecuaciones (4.8) es homogénea:
neuL = 0.
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En este caso es natural introducir el operador de proyeccion ortogonal de campos

vectoriales sobre el espacio
JOV) ={ueL2(V)!] Vw =0, n-w|, = 0}

El espacio Jo (V) es un sub-espacio cerrado de L2(V) y se denotara como Jo. El

operador de proyeccion ortogonal sobre Jo es denotado por V, o més explicitamente
V = VJu.

Tomando la derivada de tiempo de V eu = 0 obtenemos V -(m) = 0 asi que la
descomposicion ortogonal (4.9) permite escribir la ecuacion de momentum en (4.8),
bajo condiciones de frontera homogéneas para la componente normal, en la siguiente

forma proyectada

(4.11)

La ecuacion (4.11) significa que el uso de la proyeccion ortogonal V elimina la variable
presion del problema. Se debe notar que los campos vectoriales u del espacio de pro-
yeccion Jo estan sujeto a la condicion de frontera, la cual sélo prescribe la componente
normal de w. La condicién de frontera para la componente normal de la velocidad es
una condicién esencial en la formulacion variacional débil de las ecuaciones usadas para
satisfacer la incompresibilidad por medio del operador de proyeccion ortogonal.

Por lo tanto, para hacer al operador de proyeccion ortogonal V factible para solucionar
1~ ecuaciones viscosas incompresibles, uno tiene que separar el término viscosidad del
tratamiento de la incompresibilidad, es decir la parte proyectiva del método que deter-
mina la componente solenoidal del campo velocidad. Esto conduce a que las ecuaciones
deban ser discrctizadas en el tiempo por un Método de paso fraccional, el cual separa
los efectos de la difusion viscosa del tratamiento de la condicion de incompresibilidad.
Se debe notar que este requerimiento es debido a la no conmutatividad del operador
de proyeccion V con el operador de Laplace V, que aparece en los términos viscosos

cuando existen fronteras sélidas.
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4.2. Meétodo de Proyeccion de paso fraccional

La forma tipica de las ecuaciones discretizadas en el tiempo del método de proyec-

cién consiste en dos pasos distintos:

m Primero, un campo velocidad intermedio un+”®, que no satisface la condicion
de incompresibilidad, es calculado como solucion de una version de la ecuacion
del momentun con el término presion omitido. Considerando por ejemplo y por

simplicidad un esquema enteramente explicito, uno tiene el problema:

(4.12)

Segundo, el campo intermedio un+" es descompuesto como la suma de un campo
velocidad solenoidal un+l y el gradiente de una funcion escalar proporcional a la
desconocida presion, particularmente V P n+1, conforme a las ecuaciones siguientes
y condicion de frontera:

U+ _ unt?

Ai
y mutl = 0
n-u™l|,=n-b11

= -V Pntl

(4.13)

La especificacién de la condicion de frontera sélo para la componente normal de la
velocidad es un aspecto escencial del segundo problema paso medio (4.13) y es una
consecuencia de la definicion del espacio J gimplicado por el teorema de descomposicion
ortogonal (4.8).

Es interesante notar que cuando el método del paso fraccional (4.12)-(4.13) es
usado para calcular flujos estacionarios, la solucion numérica de la condicion de fuerza

depende de los valores de los pasos de tiempo Ai.
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4.2.1. Condiciones de tontera Homogeéneas
Notemos que la ecuacion (4.13) puede también ser escrita de la forma:
H: j.r'1- (4.14)

En la situacién particular de valores de frontera homogénea para la componente normal,

especialmente, n b = 0, no expresa nada, pero la descomposicion ortogonal (4.9) para

el campo velocidad intermedio un+” |y utilizando V.un+l = Oy n eun+tlh = 0 (de

(4.13)). Concluimos que uno puede expresar la velocidad final y el campo presién como
u"+l = y AIiVFntl = {!- F)un+; (4.15)

una construccion es descrita en la (4.1).

Figura 4.1: Construccion de un campo solenoidal en el método del paso frac-

cional con condiciones de frontera homogéneas

4.2.2. Condiciones de tontera No Homogénea

La situacion es diferente cuando la condicion de frontera para la velocidad es tal

que n ebn+ljs ™ {, pero una interpretacion geométrica de la construccion serd dada.
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Para este objetivo, una descomposicion ortogonal del espacio del campo gradiente

es requerido.

Teorema 4.2 [fronteras no Homogéneas] Para todo campo vectorial que es el gradien-

te de una fancién escalar definido en V admite la Gnica descomposicién ortogonal

donde la fancién  desaparece sobre la Poniera S de V y h la fancién arménica en V.

Prueba:

Primero establecemos la ortogonalidad de la descomposicion
V/AQeVhdV = 0.

En efecto, por laidentidad V ¢ = VAO'M+ ~Mo N 2hy el Teorema de Divergencia
obtenemos,
VAQeVhdV =J V- (<poVh)dV - J <V 2hdV
= <oneVhdS =0

teniendo en cuenta que hes armonicay ~ols = 0.
La ortogonalidad es usada para probar la unicidad. Supongamos que Vy>= \&K>a +

Vh\ = Vtfo: + Vh2. Entonces
0*=V (m - + V(hi - h2).
Tomando el producto escalar con V(hi —h2) e integrando sobre V, obtenemos,

0=J[V{h1- hD+V(*oi 702)+ [V(*i —h2)[2]dV

= J |V(fc,-A)|

esto es debido a la ortogonalidad de {Vhj}y {V"o.}, conseguimos que V(hi —h2) = (;
esto es, hi = h2+ constante. Por lo tanto M<> —"2) = U lo que significa. "1 =

A2+constante.
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Figura 4.2: Método de proyeccion del paso fraccional. Descomposicion or-
togonal del espacio de los campos gradiente balizando la imposiciéon de

condiciones de frontera no homogéneas sobre la velocidad normal

Ahora probaremos la existencia: Sea el problema de Dirichlet

Ah =0
MMs = v\s
entonces este h existe y es unico. Sea fo = f —h, entonces "0]s = —h) |$ = 0. Por

lo tanto, tp0y h cumplen con 1~ condiciones del teorema. 0
Por los teoremas (4.1)-(4.2), todo campo vectorial u puede ser descompuesto de la
siguiente forma,
u=lo+ = lot+ V/i+ (4.17)
donde las funciones <oy h son determinadas Unicamente a partir de u, resolviendo los
siguientes problemas elipticos
V2<o= V- u, <pols = 0
Vzh =0, n-VA|I5=ne(Uu- V~O)5-
La condicién de solubilidad del Problema de Neu™man es satisfecha puesto que, por

el Teorema de Divergencia, se cumple
f ~-(u-V*o)* =y V- (u- VipO)dv=/(V -u-V2p)dV = 0.
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Figura 4.3: Método de proyeccion del paso fraccional. Operadores de proyec-

cién ortogonal en presencia de fronteras.

Introduciendo el operador proyeccién complementario Q = Z —V, uno tiene,

Q—Qo+ Qin

donde Qo y Qh denotan los operadores de proyeccién ortogonal sobre los su”
espacios {VA0 <ds — 0}y {Vh : V2h = 0} y. respectivamente (ver la figura
(4.3).

Sea u un campo vectorial y denotemos por v su respectiva componente solenoidal,
la cual asume un valor de frontera para la componente normal, digamos n m\s = n b,
con n mb dado. Tal parte solenoidal wdeu puede ser obtenida a partir de la siguiente
descomposicion:

u=U+Vftnb+ V(h - hnb)+ V7o,

donde hnb denota la funcion armonica satisfaciendo la condicion de Xeumman
n.V/inb|s= n b (condicion de frontera que es admisible ya que b satisface f n-bdS =
0). Se sigue que v = w + V”nb vy, por lo trnito, definiendo $ = h —hnb + Po, la

descomposicién anterior asume la forma
u—v+Vs.
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Figura 4.4: Construccion de un campo solenoidal satisfaciendo las condiciones

de frontera no homogéneas para la componente normal

La representacién geométrica de tal construccién, que es requerida para una condicion
de velocidad de frontera no homogénea, es mostrada en la ligara (4.4). Lamentable-
mente la figura (4.4) no nos da una idea clara de lo anterior, ya que el espacio {V/i}
no es unidimensional y, en general, los vectores representando los campos V/i y V/inb
apuntan a diferentes direcciones. Asi, la ilustracion de la figura (4.5), donde el espacio
Vipo ha sido eliminado mientras que el espacio {V/i} ha sido expandido en un plano
vertical y, y = (V + Qh)u, nos da una descripcidbn mas apropiada de la construccién
requerida para condiciones de frontera no homogéneas. En cualquier c”*o, el campo de

velocidad v es obtenido de la opresidn

y**1=Vun+l+Vhab

Esta construccion revela que en el Método de Proyeccion del Paso R-accional fuera
del sub-espacio {Vtpo} estd asociado con el cumplimiento de la condicion de incom-
presibilidad en puntos internos del dominio del fluido, mientras que la proyeccién fuera
del sub-espacio {V/i} tiene mia relacién con la imposicion de la condicién de frontera

sobre la velocidad. En la situacién particular de ausencia de fronteras o condiciones de
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Figura 4.5: llustracion detallada de la construccion del campo solenoidal sa-

tisfaciendo condiciones de frontera normales no homogéneas [* = [V + QhV)\

frontera espacialmente periddica, el segundo su~spacio desaparece y la construccion

del Método Fraccional simplifica substmicialmente, como es mostrado en la figura (4.6).

4.3. Implementacion del Método de Paso ~accio-
nal

En ésta seccion estudiaremos la implementacion de un cddigo que soluciona ecuaci”
nes de Navier Stokes mediante el método de proyeccion original de Chorin [10], el que
propuso una aproximacion de primer orden en el espacio y el tiempo. La siguiente ge-
neracion de métodos de proyeccion ha usado varios form” de obtener una velocidad la
cual es de segundo orden en el espacio y tiempo, pero una aproximacion para la presion
que solo es de primer orden. En el mismo periodo de tiempo, Kim y Moin propusieron
un método en el cual la presion es excluida del calculo, pero con una modificacion en
las condiciones de frontera, ellos consiguieron una aproximacién de segundo orden para

el campo velocidad.
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Figura 4.6: Representacion sistematica del método del paso fraccional en

ausencia de fronteras

En la implementacion se considerd las ecuaciones incomprensibles de Navier Stokes

ut +px — ~{u )l _ {uv)y + ~r(uxx + uyy) (4-18)
Vt +Py = ~(uv)x - (v2)y + Nog(VxX + Wy) (4.19)
Ux + Vy = 0 (4.20)

sobre un dominio rectangular Q = [0, iX]X][0, ly]. Los cuatro dominios de frontera son
denotados por N(Norte), S(Sur), W(Oeste) y E(Este). EI dominio es fijo en el tiempo

y consideraremos condiciones de frontera no slip en cada lado del dominio, es decir,

u(x, ly) = UNX) v(x,ly) =0 (4.21)
u(x,0) = US(X) n(x,0) = 0 (4.22)
u(o,y)= 0 ~0,y) = VW () (4.23)
u(lx,y) = 0 v(Ix,y) = VE{y) (4.24)

Las ecuaciones de momentum (4.18) y (4.19) describen la evolucion del tiempo del
campo velocidad (it, u) bajo fuerza inerciales y viscosas. La presion p es un multipli-
cador Lagraugiano que satisface la condicion de incomprensibilidad. Colocaremos 17

ecuaciones de momentum de la siguiente manera
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(u2)x + (uv)y = uux +vuy (4-25)
(uv)x + (V2)y = uvx + vvy (4.26)

1~ cuales proviene de la regla de la cadena y (4.20). El aldo derecha anterior es a
menudo escrito en forma vectorial como (n.V).n. Elegimos discretizar el lado derecho
debido a que es méas cercano a una forma conservativa.

La condicion de incompresibilidad no es una ecuacion de evolucion del tiempo sino
una condicién algebraica. Incorporamos esta condicion usando un método de proyec-
cion.

Mientras u,v,py qson soluciones de 1™ ecuaciones de Navier Stokes, denotamos la
aproximacién numérica por letras mayusculas. Asi el campo velocidad es Uny Vnen el
nth paso de tiempo (tiempo t) y la condicion (4.20) es satisfecha. Nuestro objetivo
serd encontrar la soluciéon en el (n + 1)si paso de tiempo utilizando las siguientes

aproximaciones:

1 Término no lineal

El término no lineal es tratado explicitamente.

U'-Un
n = -((fT))), - m (4.27)
V* - vn
4.2
AL (4.28)
2. Viscosidad implicita
Los términos viscosidad son tratados implicitamente.
L= - Un (4.29)
y* _y»
Aj (4.30)
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3. La correccion de la presion
Nosotros corregimos el campo velocidad intermedia U**, \** por el gradiente de

una presion P+l haciendo cumplir la incomprensibilidad.

Un+l- £/~
P+ 4.31
At ( x ( )
vnH - K>
—— N = ~(Pn+l), (4.32)

La presion es denotada por Pn+l y es dad implicitamente, obteniéndose un sis-

tema lineal.

La informacion completa sobre ésta implementacion sera encontrada en [10].
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Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo cumplié con sus objetivos que son el de mostrar de una manera sencilla
los conceptos fandamentales que rigen a los fluidos y el de resolver las ecuaciones de
Xavier Stokcs, mediante el método de proyeccion del Paso fraccional. Este método
divide a estas ecuaciones en dos ecuaciones equivalentes una para la velocidad y otra
para la presion.

Uno de los aspectos importantes de este trabajo fue el uso de un operador de pro-
yeccion ortogonal, el cual es factible para solucionar las ecuaciones viscosas incompren-
sibles, si uno separa el término viscosidad del tratamientoto de la incomprensibilidad.

Como una actividad futura relacionada con este trabajo se pretende realizar estudios

de otros Métodos de Proyeccion y hacer comparaciones con el método estudiado.
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Apéndice A
Teoremas y definiciones

En este capitulo daremos conceptos y teoremas fundamentales para el estudio del

movimiento de un fluido. [7]

Definicion A.l (Campo Gradiente) Seaf un campo escalaren R20R 3. EI campo
vectorial que asigna a cada punto (x,y) de R2 o (x,y,z) de R3, el vector gradiente de

f, V/, se denomina campo gradiente de la fimcion f.

VIGry, z) = fx(x,y, 2)i + fy(x,y,2)j + fz(x,y,2)k. $
Sean F un campo vectorial y M,N y P funciones de R3en R.

Definicion A.2 (La Divergencia) Sea F(x,y,z) = M(x,y,z)i + N(x,y,z)j +
P(x,y,z)k un campo vectorial en R3y derivadas parciales continua,

la divergencia de F serd el campo escalar

dM dN dP
dx + dy + dz

Definiendo el simbolo vectorial VV como:

” d, d3 d;
V=di%di*Tzk-

tenemos que

VE=ij-M-+-2-N + -2-P.
0X oy 0z
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Entonces la divergencia de F, denotada por div F cumplira:
dvF =V e O

Definicion A.3 (El Rotacional) Lanotacion V xF representa también el rotacional

de F. Asi
k

I3
rotF = VxF = ¢ oogl7 @
M N P
dP  dN., dM dP,- tdN dm,f A
=(s r M )l+<ar- 0
Definicion A.4 (EIl Laplaciano) Seaf un campo escalary V / su respectivo campo
gradiente. Calculando la divergencia de este campo gradiente, obtenemos un campo

escalar al cual se le denomina el Laplaciano de f.

df, df~. dfT
+

vi= dx dy+dz

y'V/_ A M+

dx dy + dz Sxx+ hy +h
V2 = fxx+ fyy+ fzz

Denotaremos el laplaciano de f por AfoV2/. 0

Teorema A.l (Teorema de la Divergencia) Sean Q una region en tres dimensio-
nes acotada por una superficie cerrada S, y n un vector unitario normal exterior a S
en (x,Y, z). Si F es una funcion vectorial que tiene derivadas parciales continuas en Q,
entonces

r FndS
JLF niS=JJLV Fiv- 0

como que S casi de y es es
u- nids.
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de flujo f Japu- ndS es la masa del fluido que S por unidad de tiempo, flujo Si la flujo
integral iguales, es alrededor tensiénde cortadura por muy pequefia que sea ésta. Una
faerza cortante (F) componente tangente a la superficie de la fuerzay ésta F dividida

por el la superficie es la tension de cortadura, se llama medio ambiente, constante
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Apéndice B

Problemas en Ecuaciones

Diferenciales Parciales

En esta seccion presentamos dos de los problema mé&s conocidos en ecuaciones
diferenciales parciales, y son el Problema de Dirichlet y el de Neumann. Ellos nos
ayudaran a resolver las Ecuaciones de Navier Stokes mediante métodos numéricos.
Problema de Dirichlet

+Uy—0 en i
“Un —/

(B.I)

donde fi C R2 un dominio limitado con frontera “bien definida™ (por ejemplo de clase

c2y
f-.an”"c

es continua. EL problema (B.I), tiene una unica solucion.
Problema de Neumann
Ux + Uy —0 en i

& J

d . . .,
donde on es la derivada en la direccion de la normal en el borde 0 de

(B.2)

f: dtt~rC
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es continua. Note que (B.2) no tiene solucion unica: u es solucion entonces u + ¢, donde
C es una constante arbitaria es también solucion.
Es interesante observar que, si una frontera de D es “bien definida” para que haya

solucion es preciso que la integral de / a lo largo de df sea cero.

B.l. Ecuaciones Diferenciales Parciales Elipticas

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales Elipticas (EDP Elipticas) aparecen en pro-
blemas estacionarios de dos y tres dimensiones. Entre los problemas elipticos estan
la conduccion del calor en los solidos, la difusién de particulas y la vibracion de una
membrana, entre otros.

El dominio de integracion de una ecuacién eliptica bidimensional es siempre un area
S acotada por una curva cerrada C. Las condiciones de frontera especifican el valor
de la funcién o el valor de la derivada normal en cada punto de C o una mixtura de

ambos.

B.l.I. Forma General de una EDP Eliptica

La Forma General de una EDP Eliptica es:

—div(cVu) + au —f

Esto es:
dv N aue) = )
d du d du _
ax SV gy gy SXW) g+ AUy =Fxy)
de(x,y) du vd2au dc(x,y) du . &U
—&T S ? - S _C(LDi = (B.3)

Un caso particular es cuando a= 0y ¢ = I:
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- £ -/(*.») (b .4)

Conocida ramo la ecuacién de Poisson.

Este tipo de ecuacién la encontarmos por ejemplo en la Teoria de Torsién de St.
Venant. en el movimiento lento de fluidos incompresibles y viscosos, y en la ley del
inverso cuadrado tic la teoria de electricidad, magnetismo y gravitacion en puntos
donde la densidad de carga, intensidad de polo o densidad de masa respectivamente,

sean diferente de cero.

Si ademéas / = 0 tenemos:

Conocida como la ecuacion de Laplace. Esta ecuacion surge en 1/ teorias asociadas
con la conduccion de calor o electricidad en sélidos, en conductores homogéneos,
con el flujo irrotacional de fluidos incompresibles, y con problemas de potencial en
electricidad, magnetismo y gravitacion en puntos desprovistos de estas cantidades

(densidad de carga, intensidad de polo y densidad de masa, respectivamente).

~Nabajemos con una condicion de frontera general:
,du .
y~+aiu =oli aj, Pt:des
un
Si 7 N 0 entonces tenemos que nuestra condicién de frontera se puede escribir como:
du .
. +au —P oi, P! ctes ™

y si 7 = 0 entonces nuestra condicion de frontera queda de la siguiente forma:

au —P a, P: ctes

que es conocida como una condicion tic frontera Tipo DiTichlet.
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Vianos a trabajar con la condicion de frontera (*), es decir:

_272 + «i« = Pi  front, izquierda
du .
— + «2u = P2 front, superior
dy

du

— + a%u — fa front, derecha
dx

du .
—— U = front, izquierda
dy

Un caso particular son las condiciones de frontera siguientes:

gi 0 front. lIzquierda (Tipo Neumann)
u 0 front. Derecha (Tipo Dirichlet)
0 front. Inferior
dy
u 0 front. Superior

B.2. Discretizacion de una EDP Eliptica en Dife-
rencias Finitas

Un enfoque para encontrar la solucién numérica de una EDP recurre a las apr”
ximaciones por diferencias finitas de 1™ derivadas. En su primera etapa se procede a
discretizar el dominio y luego se aproximan 1* derivadas que aparecen en la ecuacion

diferencial por alguna de 1* siguientes formulas béasicas:
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['(*) « A[f{x-h)- f(x)]

f{x) ~ A[H(® +fc)-/(® -1

I"(z) ~ M2[(x+ ") - 2/(x) + £{x - h)]

Acto seguido sustituimos nuestra EDP original por una version disrretizada en la
que se utilizan 1 ecuaciones anteriores.

Ahora tenemos como objetivo encontrar la ecuacion en diferencias finitas para la
ecuacion (B.3).

Para mayor sencilles supondremos que nuestro dominio es una reticula rectangular,

con intervalos espaciados de manera uniforme en el dominio

Sabemos que:

du a b - «U) (B.6)
W Wt @ijl - i) B.7)
dy &y
92U~ h LI U+ij) (B.8)
iir3
dz2u 1, \V/ (B.9)
dy*
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(B.10)

- cij)
dec_J \
_J_ y B.Il
dy ~ Ax{Ciy+1 Cij) (8.1
Reemplazando las ecuaciones (B.6)...(B.Il) en la ecuacion (B.3) tenemos:
~  fLij+1l_cij) (uij+1~ui,j) _cij/ny2@is~1 _ ruis ™ ™I+ d'aijuij = fij
esto es:
Ax2°Ci+H™  Qi)(Ui+lj  wsj)  Ax2NUI~1N AU
1 C
~ Ay* _ _oNg) L ~ AUi3 d" ui,j+1) + Oijuij — fij
(B.12)

Esta ecuacion (B.12) se aplica a todos los puntos interiores de la reticula, excepto a

los puntos de la frontera.

De (B.12): Sia=0yc= L

CAX2N I Muin A _Ay2 (Uis+l _ AU uij-1) = g (B.13)

Entonces la ecuacion anterior es la fiirma discretizada para la Ecuacion de Poisson.

Si ademéas / = 0:
1 1
_Axe NUIHN _ AU Uisle) . My _ MU N UL = A (B.14)
Entonces obtenemos la forma discretizada para la ecuacion de Laplace.

Para los puntos de la Reticula que estmi en la frontera requerimos un tratamiento

especial, debido a que:
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a) El niUmero de puntos vecinos es menor que cuatro.

b) Deben tomarse en cuenta las condiciones de frontera.

mtontera Inferior

Consideremos la frontera inferior:

i
i-1,1 il i+,
Figura B.I: frontera Inferior

Tenemos que la condicion de frontera inferior es:

_du +au =
dy - P
De aqui que la aproximacién para ay varie; es decir:
du
ﬁy =-P + (B.15)

También es necesario encontrar otra aproximacién para la ecuacion (B.9). Lo

hacemos de la sgte forma:

du" du
Ay Ji, 1+12
y Ay (B.16)-
2

Para aproximar el primer término utilizamos diferencias centrales:
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Jht\ _ Uj,2- yjl
dy/i, 1+1/2 Ay

(B.17)

Reemplazando la ecuacion (B.17) en (B.16) y usando la condiciéon de frontera

tenemos: )
N2~WIE (o \
f&u} As ~(~0+ "I
W /il
T
[ o\ 2
{dyi) .j= Ay*~» 2" A~ + Ay(P' auM)] (B-18)

Reemplazando en (B.3) tenemos: (sustituimos (B.15) por (B.7) y (B.18) por
(B.9))

1 dj .
- + t*+1,0)

)&y (ci2- ci,i)(auiii - 0) - 2-~~[nii2- Ui,i + Ay{P - aui,i)] + aitilUiA = /M
' ¢ (B.19)
La ecuacion (B.19) es la ecuacion en diferencias finita para un punto de la

frontera inferior.

tontera lzquierda
Ahora consideremos la Frontera Izquierda:
La condicion de frontera izquierda es:

du
~ + =1
dx au 13

La aproximacion en diferencias para gx es:

du\

dx J . P+ auitj (B.20)
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1

1/ 1J

Figura B.2: Montera lzquierda

Necesitamos otra aproximacion pma la ecuacion (B.8):

du\ du
a2u dee/l+1/2j 9% 13 (B.21)
dx2 15 AX
2
Donde:
= u2j- U
d X) 1+1/23 AX (822)

Reemplazando la ecuacion (B.22) en (B.21) y usando la condicién de frontera

tenemos:
a2u\ WR3ax 13 ~(~@ + aul?
dx» i i AX
’ 2
[ ar 2
(¢fc2) ,= A™2[meji~uhj+Ax(*-aul,)] (B.23)

Reemplazmido en (B.3) tenemos: (sustituimos (B.2U) por (B.6) y (B.23) por
(B.8))
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clj)(aMli -P) ~ ~  +Ax(P -~

AR (CIS3+L clj)(wlj+1  wli)  Ayzruin-i A WLi+! A 0lslUL) _ Jid

(B.24)

La ecuacién (B.24) es la ecuacion en diferencia finitas para cualquier punto de

la frontera izquierda.

mtontera Superior

Ahora trabajemos con la frontera superior

hi-\ h, i+1

h-i I<* <W

Figura B.3: Frontera Superior

Si observamos las ecuaciones (B.6)... (B.ll) nos daremos cuenta que tenemos que

encontrar otra aproximacion para:

du dau de
dy’ dy*" y dy

Pero por. la condicion de frontera tenemos que:

@ =p-au

Entonces:

—
o
[

)\, * (2%)
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Para d_ Tenemos:

y
de Gh gh=
’ ' B.26
dy ih &y (8:20)
/[du\  /du\
/d2u\ = \dy)i,h \d ith 172
- 20 yyw_ (B.27)
VdVv2) ih A
2
Donde:
fdul _ Uith —Uith-i (B.28)
\ dy)i,h-1/2 _ AV
De las ecuaciones (B.28) y (B.27) tenemos:
d2u 11 L Sk T H H (B 29)
dy2 ih A~ 2[* (“**~ uifc-i) + Ay{P- auitfd)] -
Reemplazando en (B.3) tenemos:
dh ) )
1 — *HE&— —N\N2 it — + ui+lft)
1 g fi
(B.30)

m Montera Derecha

Ahora trabajemos con la frontera derecha

Tenemos que aproximar
du &u de

dx dx2° N dx

Por la condicién de frontera:
du

dx - p-ad
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1|<] <w«

=1

Figura B.4: Frontera Derecha

Entonces:
du

dx =0 - auij

Para. Tenemos:
ax
5¢\ = cu ~ cl-hJ

dx)lLj AX
idu\ /du
&u\ _ \dx)i,j
dx"Jt. AX
2
Donde:
= uij - m-ij

dx) AX

Por tanto de (B.34) y (B.33) tenemos:

Reemplazando en (B.3):
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- ciJ - d-14)(0 - auij) - - ui-hj) + Ax(P - auu)]

1 cm
_A Cl<i+1 _ ct.?)(Wd+1 _ uig) ~ NM~2[wty-i _ 2wU + wgj +i] + a¢j i = fi,j

(B.36)

B.2.1. Aproximaciéon en las Esquinas

Para aproximar 1" esquinas debemos hacer aproximaciones similares a 1~ anterio-
res.
Desarrollemos para la esquina (1,1):

Debemos tener en cuenta que:

—T: + opu — fti Front. Izquierda
— +a:U — i@ Front. Inferior
dy
Entonces:
. - aiugqi-fr
i
du
«2MN11 ~ 02
dy nj

Ademas utilizamos las aproximaciones (B.18) para ay; y laaprox. (B.23) paraéz.
2 2

De todo esto tenemos:

P ce) b Uiftn Aagai -

1
py G2 Ci@EWN —&) 2%* [UR—Uij + Ay("2 _ 02°L1)] + OLIALL — /1
(B.37)

69



La ecuacion (B.37) es la ecuacion en diferencias finitas para el punto (1,1).

De forma similar se desarrolla para encontrar los puntos de las esquinas restantes.
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Apéndice C
Codigo Metodo del Paso Fraccional

Este cddigo puede ser encontrado en [10] y soluciona las ecuaciones de Navier Stokes
en un dominio rectangular con velocidad nula a lo largo de la frontera. EI método
de solucion utilizado es el de diferencias difitas par mallas alternadas ”Staggcrcdgon
difusion implicita y con un método de proyeccion de Cliorin para la presion.

La visualizacion es hecha mediante graficos golormap-isoline”para la presion y lineas

de corriente para el campo velocidad.
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