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Resumen
En el presente trabajo hacemos la construccion del anélisis real tomando como pun-
to de partida los conceptos de convexidad, por ejemplo, definimos un intervalo basico,
el cual es convexo, que viene a ser un intervalo abierto en la recta real y a partir de este
concepto definimos limites,continuidad, derivadas que van de la mano con el concepto
de funciones convexas, debemos indicar que estos conceptos se pueden generalizar para

espacios de dimensién finita.

En el primer capitulo veremos los conceptos preliminares relativos a la convexidad
y la topologia en los nimeros reales, ahi se indican que un conjunto convexo en los

reales representa a un intervalo, como por ejemplo el intervalo abierto
x- £,x+e)={y\x- W<E};iei,f>0

En el segundo capitulo estudiaremos la convexidad de las funciones, ahi veremos a
funciones convexas, concavas, asi como reconocer el epigrafe de una funcién, las cuales

seran de gran ayuda al momento de estudiar limite, continuidad de funciones.
En el tercer capitulo veremos una de las partes muy importantes del analisis ma-
teméatico, donde emplearemos la nocion de convexidad para explicar limite y continui-

dad de funciones.

En el cuarto capitulo estudiaremos la diferenciabilidad y la forma de como podemos

explicar esta teoria con los conceptos de las funciones convexas.

En el desarrollo del quinto capitulo veremos un importante teorema del analisis real

que es el Teorema de Valor Medio.

En el Gltimo capitulo se resalta las conclusiones del presente trabajo.
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Introduccidn

Una de las partes importantes del analisis matematico que estudia los conceptos
que estan relacionado con los niameros reales (R) es el andlisis real;el analisis convexo
es una de las herramientas importantes de la optimizacion, pero en los reales podemos
usar la nocién de convexidad para explicar los conceptos basicos del analisis real como

son el limite la continuidad y la diferenciabilidad.

En este estudio es conveniente y util utilizar la terminologia geométrica, i, habla-
remos de conjuntos de puntos de la recta real, luego se estudiara funciones definidas en
un conjunto de puntos y es conveniente poseer cierto conocimiento acerca de algunos
tipos fundamentales de conjuntos de puntos, tales como conjuntos abiertos, cerrados
y compactos antes de estudiar las funciones,la estructura matematica el estudio es la

topologia.

Usaremos el concepto de convexidad en R, para ir construyendo los conceptos de la
topologia y luego los conceptos de limites, continuidad y diferenciabilidad vista desde

un punto de vista geométrico.

Al estudiar la derivada como concepto fundamental del calculo diferencial hay dos
tipos de problema: el problema fisico, que consiste en buscar la velocidad instantanea
de una particula mavil; y el problema geométrico que consiste en buscar la recta tan-
gente a una curva en un punto dado, ambos conducen de forma natural a la nocion de

derivada, explicaremos este concepto usando la nocion de conjuntos convexos.

1



Capitulo 1

Marco tedrico

1.1. Espacios Vectoriales

Al iniciar el presente trabajo se hace necesario recordar lo que es un Espacio Vecto-
rial real, para saber lo que podemos hacer enMy dotar aMde una estructura vectorial,

para ello definamos a los espacios vectoriales reales.

Definicion 1.1. ([1]) Un espacio vectorial real V es un conjunto cuyos elementos son

Illamados vectores, en el cual estan definida dos operaciones:

1 La adicién:
+:UxU->U

tal que +(u,v) :=u +v

2. La multiplicacion por un escalar:

tal que -(a,v) := av las cuales satisfacen 1" siguientes condiciones:

a) Conmutatividad: u+v =v+ u.

b) Asociatividad:(u + v) + w =u+ (v + w).



c) Vector Nulo: 30GUtalqueu+ 0=0+u=u VuGV.

d) Inverso AditivoN u GV,3 —meé Vtal queu+ (—u) = 0.

V4
I(a+ X)u = au + Xu

a(u+n) =au+ av

f) Multiplicacion por I:\v =nVv G V.

Definicion 1.2. ([1]) Un subconjunto S C R es llamado un subespacio vectorial real

de R, si se cumple lo siguiente:
L VxGSyWGS, {x+y) GS.
2. VX eRyV XeS,Xx e S.

Se puede observar que si S es un subespacio vectorial de R, entonces S es también

un espacio vectorial sobre R.
Lema 1. El conjunto R es un espacio vectorial real.
Demostracién. Ver [1], O

Definicion 1.3. ([1]) Sea S C R un espacio vectorial real u\;u2;-. ;un G Sy

ai:a2;...; an nimeros reales. Entonces el elemento
u «iU| +agui + --—--- Ennul

es un elemento de S al que llamaremos combinacién lineal de u\Ju2',...; un.



1.2. NUmeros reales

El Anélisis matematico estudia conceptos relacionados de al*na manera con los
numeros reales es por ello que empezaremos estudiando el sistema de los nimeros
reales. Es un hecho que, en la mayor parte del Analisis, nos interesaran solamente las
propiedades de los nimeros reales, por lo tanto consideraremos a los numeros reales
como objetos, sometidos a ciertos axiomas de los que extraeremos propiedades. Supon-
gamos que existe un conjunto no vacio R de elementos, a los que llamaremos ndmeros

reales, que satisfacen los siguientes axioma.

1.2.1. Los Axiomas de Cuerpo

([5]) En el conjunto de los nimeros reales (R) admitimos la existencia de dos opera-
ciones, llamada Suma y Multiplicacion, tales que, para cada par de nimeros reales .r e
y, la suma x +y y el producto xy son nimeros reales determinados univocamente por
X ey que satisfacen los siguientes axioma donde x,y, z representan a niumeros reales

en tanto no precisemos lo contrario.
m Axioma 1. x +y =y + x,xy =yx (leyes conmutativas).
mAXioma2 x+ (y+2) = (x+y) +2z x(yz) = (xy)z (leyes “ociativas).
m Axioma 3. x(y + 2) = xy + xz (ley distributiva).

m Axioma 4. Dados dos nimeros reales cualesquiera x ey, existe un numeroreal
2 tal que2 = x + y.El nimero x —x se le designara por 0 y al nimero—x lo

llamaremos el opuesto de x.

m Axioma 5.Existe, por lo menos, un nimero real x ~ 0. Si x e y son dos nimeros
reales con x ~ 0, entonces existe un numero 2 tal que y = x2.Dicho nimero 2 se
designara por el nimero | se designara por 1 Escribiremos x~1en vez de ~ si

x N 0y ax~1lo Illamaremos el reciproco o el inverso de x.



1.2.2. Los Axiomas de Orden

Suponemos también la existencia de una relacion < que establece una ordenacion

entre los numeros reales y que satisface los siguientes axioma.

m Axioma 6.Se verifica una y sélo una de 1~ relacionesx =y,x <y, x >V.

m Axioma 7.Si X < y, entonces para cada 2 se tienex +z <y+z
m Axioma 8.Si X > 0 ey >0, entonces xy > 0.
m Axioma 9.Si X > y ey > 2, entonces x > z

Nota. El simbolismo x <y se utiliza para abreviar la informacion:

"X <y ox =y"

1.2.3. Los Axiomas de Completitud

Nuestro Ultimo axioma del sistema de los nimeros reales involucra la nocién del

supremo.

Definicién 1.4. ([5]) SeaS C M, diremos que 5es un conjunto acotado superiormente,

Si existe un numero real M tal que
X < MVxES.

Analogamente se dira que S es acotado interiormente si existe el nimero real m tal que
m < x,Vx e S.

Definicion 1.5. ([5]) Sea S C M, diremos que S esta acotado si existen los nimeros
reales m y M tal fjue

m<x< M,Vxe S

Definicion 1.6. ([5]) Sea S C R, denominaremos Supremo de 5 a la minima cota
superior y lo denotaremos por Sup(S), analogamente a la mayor de 1™ cot” inferiores

de S se le denomina Infimo de S y se denota por Inf(S).



Observacion. Ve > 0, si M = Sup(S) entonces M —e ya no es el Supremo, esto es

existe x £ S tal que M —e < x < M, de la misma forma se analiza para el Infimo.

Proposicién 1.1. ([5]) El Infimo y supremo para un conjunto S son un Unicos.

Demostracion. Asumamos que Mi y M2 son supremos para S
m Como Mi es una cota superior »* M2< Mi.
m Como M2 es una cota superior » Mi < M2.

De lo anterior se concluye que Mi = M2

Ahora sumamos que li e 12 son dos infimos para S
m Como /j es una cota inferior *7] < 12
m Como 12 es una cota inferior # D < I\,

De lo anterior se concluye que li = h-

H

m Axioma 10.Todo conjunto no vacio S de nimeros reales que esté acotado su-

periormente admite un supremo; es decir, existe un numero real M tal que

M = sup(S).



1.3. Conjuntos convexos

Definicion 1.7. ([2]) Un conjunto C C Kse dice que es convexo, si para cada para de

puntos x e y en C, se tiene
tx + (1 —t)y EC; donde t E [0,1]

Observacion. Como los elementos del conjunto de los nameros reales (R) estan con-
tenidos en la recta numérica, entonces geométricamente en la nocién de convexidad se

puede notar lo siguiente

Nota. El conjunto de los nimeros reales tiene la estructura de un espacio vectorial

considerando la suma usual de nimeros reales y la multiplicacion por un numero real.

Sea {a,b } c | definimos los siguientes conjuntos
[ab)= {ieR:a<i<fe}

@h={tER:a<t<b}
(ab) ={t ER :a<t<b}
[oH={tER: a<t <b}
(—ro,a] = {iGE:i<a}
(—,a) = {ieR:Kft}
(e ro) = {iGE:fe<i}

[fero) = {IGE:fe</}

Definicion 1.8. ([l]) Se dice que / C t es un intervalo si | es igual a uno de los

conjuntos definidos anteriormente.



A menudo es importante que se distinga entre los intervalos que incluyen sus extre-

mos y los intervalos que no los incluyen.

* Si a <Dh\ el siguiente intervalo con extremos en ay bes (a, b).
Note que (a,b) y b~ (a,b), note también que los intervalos (a,6] y [u.ft) son

tales que satisfacen 1~ desigualdades.

Definicion 1.9. Para todo i £ Ry para todo e > 0 se define un convexo basico con

centro en x y radio £ de la siguiente manera (x —e, X + C).

Note que todo intervalo tiene un extremo izquierdo y un extremo derecho que pueden

ser valores reales o pueden ser el —0 o el
Proposicion 1.2. Seal C K. / es un intervalo si y solo si | es un conjunto convexo.

Demostracion. () Sean t\ y t2 elementos de / probaremos que \tt + (1 —X)t2 £ |
con A£ [0,1],
Como | es un intervalo, entonces sea {ti,t2} C I, sin pérdida de generalidad conside-

remos que 11 <t2entonces se cumple que

1—A)i| < @*“ Aia
=C <\timml —-At2< A2+ (1 —Af,="fa
De donde se concluye queAii + (1 —2£1, por lo tanto / es un conjunto convexo.
(M)Consideremos a = Inf{t £ 1} y b = Sup{t £ /}, ademas sea ¢ £ (a, b)

entonces a< c< b”™ 3 llyt2tal quea<t\<c<t2<b entonces {ti, t2} C /, por la

convexidad de |, entonces / es un intervalo. D

Definicion 1.10. Para el intervalo [ab]\ se dice que p es una combinacion lineal
convexa de [a, b]\ si
p=Xx+ Py, AE [01]; A+ p=1

Proposicion 1.3. ([6]) Dado un conjunto C e ies convexo si y sélo si contiene todas

las combinaciones convexa de C.



Demostracion. Por hipotesis Ces un conjunto convexo entonces Alri + A2x2 G C con
xj GC CyA >0yA>0yA+A =1

entonces se cumple que un elemento de Ces combnacion convexa de uno o dos elementos
de C ahora por induccién supongamos que es valida para m elementos debemos probar
que también es valida para m + 1 elementos.

Consideremos {xi, x2,... xm+J}c Cy [\ \,A2,... An+i} C [0,1] tal que

X — AN + A2 x2+ eeet+ AM+ixmtl y Al + A2H— <+ Am+i = 1 ahora supongamos que
A+ A2+ -e-+ An”™ 0 hacemos A= Al +A2+ ---+ Amy x = M. Xi + " X2+ -m+ X,
se tiene que " + eee+ ¥ =],y Amtl = 1—Aentonces y —\.x + (1 —A).x,,+1

por hipétesis de induccion x G C y por la definicion de convexidad y G C. O

Proposicion 1.4. ([3]) Sean C, C £ A conjuntos convexos,donde A es cualquier

conjunto finito, entonces la interseccion C = Pie; Pi también es un conjunto convexo.

Demostracion. Sean x GC ey GC, por la definicion de interseccion,.x GC*e y GC;.
para todo i e A, como por hipotesis C¢,i € A, son convexos, Ax + (1 —A)y G Cj para
cualquier AG [i, 1], Vi G A Por la definicion de la interseccidén de conjuntos se sigue

que Ax+ (1 —A)y G C, de lo que se concluye que C es un conjunto convexo. O

Ejemplo. Sea A = [2,5) y B = [1,8) ambos son convexos por la proposicion 1.4

A il B = [1,5) también es convexo.
Definicion 1.11. ([4]) Dado un conjunto S C R, la capsula convexa de S la cual se de-
notara por Co(S), es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a S.
Se puede notar que
* Co(S) es un conjunto convexo.
« SC Co(S)

» Si S es convexo, entonces S = Co(S)



Definicion 1.12. Dado 5 ¢ Rse define la frontera de S la cuél se denota por Fr(S)
de la siguiente manera

Fr(S) = {XxX ES: x ~ int(S)}

1.4. Conceptos topoldégicos

Estudiaremos el concepto de Topologia, denotemos a T una familia de conjuntos de
R.

Definicion 1.13. ([7]) Se dice que Tes unaTopologia paraM sise cumple 1 siguientes

condiciones:

e Si {Ul}iei C r entonces UIG Ut E T.
o Si {{7,}=! C T entonces U ET.

Definicion 1.14. Se define el conjunto Gamma (T) de la siguiente manera
r={acM:ViGa,3e>0;(x- ex+e)C A) U{0}
Nota. Los elementos de un topologia son llamados conjuntos abiertos.

Teorema 1. ([7]) T es una topologia para M

Demostracion. Como Mes un subconjunto de My 0 E T definicion de T.

Se tiene la primera condicién de la definicion (1,13)

Si {Uitiei Cr,seax EU U, * 3i E I tal que x E Ui entonces de > 0; (x—e,x+e) C U,
entonces (x —£,x +e) C

por lo tanto U Ui E T.

Sea {U,}J, Cr, seax E”™ =1 U, entonces x E Ut Vi

entonces 3 >0:(x—e,x+e)CU,

10



tomemos e = minfei, e2,...,£,} entonces (x —£,x +e) C Ul ; x—e,x+e C
i U, entonces Of=i por lo tanto T es una topologia.

0

Definicion 1.15. Una vecindad de x es cualquier conjunto A tal que existe £ > 0 con

(x~e,x +e)cA

Definicién 1.16. SeaSc Ky a E S entonces a se denomina punto interior de 5. si

existe un convexo basico con centro en a y radio r contenida en S.
Es decir @a—r,a+r)CS; r>0

Definicion 1.17. ([7]) El conjunto de todos los puntos interiores de S se llama interior

de S y se denota por int(S'), es decir
int(S') = {aE S/a es punto interior}

Nota. Cada conjunto que contiene un convexo basico con centro en a se denomina

entorno de a

Lema 2. ([1]) Un conjunto 5 ¢ Res abierto si todos sus puntos son interiores; es decir
Vx e 5;Be(x)/(x —£x,x + £x) C S

También: S es un conjunto abierto si y s6lo si S = int(S")

Demostracién. Ver [1]. O

Ejemplos.

(3,19)

(-2,11)
slns2=(3,ii)
SIus2= (-2,19) ~

son conjuntos abiertos

Un intervalo cerrado [2 7] no es un conjunto abierto porque 2 m 7 son puntos

interiores.

1



Nota. En lo que sigue del presente trabajo usaremos K\C para indicar el complemento

del conjunto Ces decir Cc = K\C
Note que [2, 7] = (R\(—0,2)) U (R\(7, +r0)).

Definicion 1.18. ([5]) Diremos que a € R es un punto exterior a S si existe r > 0 tal
que

(a-r,a+r)nsS =0

Definicion 1.19. ([5]) Un punto a que no es ni interior a S ni exterior a S se le

denomina punto frontera de S, lo cual se denotara por

dS = {a/a es punto frontera de S}

Ejemplo. Sea el conjunto S = {0,1}

Se observa que dS = S.

Ejemplo. Sea el conjunto S = se observa que S C dS pues
=10 k311 4gl »ofwes
Proposiciéon 1.5. Si a € R es un punto frontera de S entonces para cualquier r > Q.

se cumple lo siguiente:

e (fl-r,a+r)nS/0

e (a-r,a + r)n(K\5)n0
Demostracion. Ver [5]. D
Definicion 1.20. ([5]) Se dice que un conjunto S C Mes cerrado si R\S es abierto.

Proposicion 1.6. ([5]) El conjunto convexo basico (x —£,X + €) es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea x € (x —e, X + €) queremos probar que X es un punto interior de
(x —e,x +e), denotemos por p = (x —x0,x + x0) vllamemos £i = ~ y consideraremos
(X0O—£\,x0+ fl) C (x —£,x + e) en efecto sea p € (x —£\,x + el) entonces

(p- Xp+x) < (p- XaP+Xa)+ (x0- x. x0+Xx)=ei+p<~ "+p=~"<e 0O

12



Lema 3. ([5]) Se dice que C es cerrado si para toda sucesion V {xfc¢} C C tal que

limfc™M Xk —x, entonces, X£C.

Demostracion. Realizaremos la demostracion por contradiccién
supongamos que X £ C » x £ M\C es decir

3e>0tal que (x —e,x +e) C M\C

ello quiere decir que xn —x ~ 3 N tal que

{xfc} C (x- ex +e)C

Proposicion 1.7. Si 5es un conjunto cerrado entonces dS C S.

Demostracién. Ver [5].

O

Definicion 1.21. ([5]) Sea S C My a E M se dice que a es un punto de acumulacion

de S si para todo r > 0; (a—r,a + r) contiene una infinidad de puntos de S.
Ejemplo.
S= fh%-i\,}fhv. ei- \
1/2

Se observa que 0™ Sy 0 es un punto de acumulacién de S.

S ={x ER/0< x< 1}U{2}

son puntos no es punto
de acumularan de acumulacion

El conjunto que tiene a todos los puntos de acumulacion de 5 es

{x e M/0 < x< 1}.

Definicion 1.22. ([5]) Sea s C M denotaremos por S = S UdS y se le denomina la

cerradura de So clausura de S.

Definicion 1.23. ([5]) Se dice que A C Mes limitado si existe un convexo bésico que

contiene a A, es decir 3x EM,3L > 0tal que A C (x —L,x + L)

13



1.4.1. Sucesiones

Definicion 1.24. ([5]) Una sucesion es una funcion X :N — >M
y se donota por x(n) =xn GM
Diremos que una sucesion es acotada; si el conjunto S = {ni,a2,... ,an,... } es un

conjunto acotado es decir existe un convexo basico que contiene a S.

Definicién 1.25. ([5]) Se dice que {xn} converge a x si V£ > 03n G N tal que
{xm}>n C (x £r | f).

Notacién. Si la sucesion {xn} converge a x escribiremos la siguiente notacion

luUn”oo wf) = X,
Lema 4. El limite de una sucesion es Unico.
Demostracion. Ver [5]. O

Definicion 1.26. ([5]) Sif : S C M E, se dice que f tiene limite a x si Ve >
0,36> 0tal que: Vy G + f(x) G(f(x) —, f(x) + e)

Proposicién 1.8. ([5]) Sea C C E un conjunto convexo. Entonces C e intC son

co nj untos convexos.

Demostracion. Sean x G C,y G C,A G [0,1], definamos 1" sucesiones {x"} C Ce
{Vk} C C tales que {xfc}->ie {yic} vy (k <0
Por la convexidad de C, se tiene que Xx* + (1 —A)yk G C, VI, por lo tanto

XX+ (L= X)y = Jim (AxE+ (1- A)yk) GC

De lo que se concluye que C es un conjunto convexo.

Sean x Gmi(C) ey Gint(C). Fijamos £ > 0 tal que
x—E,x+e)CCe(y—ey+e)CC
sea AG [0, 1], para demostrar que \x + (1 —A)y G nd(C), debemos probar que
(Ax + (1 —A)y —£,Ax+ (1 —A)y +e)cT

14



Seaz E (Ax+ (1 —X)y —e, Ax+ (1 —\)y + ), existe q E R tal que
2= Ax+ (1- Ap+g, \g\<£f

Observamos que

2= Alx+g)+ (1- A(g+9)

Obaviameute, x+ge (x—e,x+e) CCcy+qgE (y—s,y +s) CC, por la convexidad
del conjunto C se concluye que zeC.

Acabamos de demostrar que
Ax+ (1- X)y- e Ax+ (1- Ag+e)CC

ello significa que Ax+ (1 —\)y E int(C).
L]

Teorema 2. ([5]) La cerradura de un conjunto S, es el conjunto de todos los puntos

de acumulacién de sucesiones convergentes.

Demostracién. Sea {xri} una sucesion convergente de S, como {xri} es convergente sea
V = linfi. -'V

Veamos que pES,s\pESopE dS no habria nada que probar.

Asumamos que pes un punto exterior a S, esto significa que: 3r > 0; (p—, p+r)ilS =0,
esto significa que en (p —r,p + r) no hay ningln punto de S, pero eso contradice el
hecho que p sea un punto de acumulacion de {xri} por lo tanto p E S.

Ahora sea p E S debemos ver que p es un punto de acumulaciéon.Sip E S entonces sera
suficiente definir

Xn=p Vn
Supongamos que p E OS y denotemos por Bn = (p —\t,P + \t) entonces
B, nBn¢ «

Luego existe al menos un punto n,, E Bsn Bn, entonces la sucesiéon {a,} claramente'

tiene como punto limite ap. O

15



Definicion 1.27. ([5]) Se dira que {Ct} es un cubrimiento abierto de A C R, si C, son
abiertosy A C UILi =

Definicion 1.28. ([5]) Un conjunto A C R es compacto si para todo cubrimiento

abierto existe un solo conjunto A tal que A C j Ct.

1.4.2. Teorema de Heine - Borel

Teorema 3. ([5]) Sea C un conjunto cerrado y acotado deM y U\, U2,..., Un,... una
sucesion de conjuntos abiertos que cubren a C (esto es C C UnUn), entonces hay un

subcubrimiento finito de Uj que ya cubre a C.
Demostracion. Por hipotesis C C UnUn, con estos conjuntos formamos los abiertos
m-Vt; M=Cluilg = = Kui/«t

Observamos que los”™- son abiertos y que ademas se cumple que:Vi C V2C  C eeeC
Vn C K,+1 C .... Es claro que Vn es un cubrimiento abierto de C.

Ahora usando los conjuntos”™- formamos los conjuntos cerrados y acotados:
Ct=C\VI;C2=C\V2 ... Ch*"C\Vn
Todos estos conjuntos son cerrados y satisfacen
eeecC,C...;cC2cCicCC
Supongamos que hay un punto p ECn;'in p EC\ Vnentonces
PECN\V, =pEC; ypi vnVn

lo cuél es adbsurdo pues U K(= U Uny cubren a C.

Por lo tanto hay algin Cn = 0 esto es

C,,,=Cc\v0=0"CC v;u=u,uu2u...ur

luego se concluye que UW\.U2....... Lr,, es un cubrimiento finito de C. D
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Capitulo 2

Unciones convexas

Sean S y T subconjuntos de R. Una tincién de S a Tes una asociacion que a todo
elemento de S le sigila un elemento de T. En lugar de decir que / es una funcion de

S en T, con frecuencia lo representaremos como:

/: T
x —> f(x)
Nosotros trabajaremos con funciones reales de variable real que pueden asumir el valor

de +rc>.
Ejemplo. Sea la funcion f : R —=R U {+ro} definido de la siguiente manera

;o S x> °,

1 si x< 0.

Sea/: R —Ru{+ro} denotemos por
Epi(f) = {(x, A GR xR :f (X) < A}
dom(f) = {x GR: /(x) < +ro}

Definicién 2.1. ([3]) Sea/ :R —» MU{+w} una fiincion; se dice que / es una fiincién

convexa; si dados x Gdom{f);y Gdom(f) se cumple que

I(Ax + (1 - A)y)< A/(x) + (1 - A)(y);VA G0, 1]
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ademas se dice que f es céncava, si (—F) es convexa.
Si se cumple que para todo x * y
I(AX + (1 - X)y) < Al(x) + (1 - A)(y); VA6 (0, 1)
se dice que f es estrictamente convexa

Ejemplo. f . R2 R

Uncion que no

es convexa ni céncava

Ejemplo. ([2]) Las siguientes funciones son convexa
< /= /(N//(*) = (x- 3)2}
* 9={(x,9(x))/g(x) =[x+ 2[}
e h={(x,h(x))/h(x) = x2si x€(0,I1Ty,fi(x) = I,si x = 0}

Definicion 2.2. ([2]) Dada una funcién f mS C R —R su gr”*ca es un subconjunto
G C K2y es definido por

G ={(x;/(x))/xe5}
Lema 5. ([2]) Si/ :R —=R U {+ro} es convexa, entonces dmi(f) es convexo.

Demostracion. Si f(i) = dom(f) = 0 por lo tanto dom(f) es convexo.

En caso contrario sean tj,i2 £ dom(f) entonces por la convexidad de f se cumple que

entonces A\ + (1 —A)i2 £ dom(f).

De lo que se concluye que el dom(f) es convexa.

18



Teorema 4. ([2]) Sea/ : K"~ Eu {+ro}, / es una funcién convexa si y sélo si. su

epigrafo es un conjunto convexo

Demostracion.

) Si/(/) =  ViGdom(f) » dom(f) =0~ epi(f) =0

i)

Como epi(f) = {(x;7)/Ix GS;76 R: /(x)<T7}
Sean (x1,7]) y (x2,72) elementos del epi(f) debemos probar que

Axi, 7i) + (1- A)(x2,72) € epi(/):VA G [0, 1]

=2 (Axj + (I - Axa;Ay] + (1 - A)?*) GK2

pero como S es convexo entonces

XX\ + 1 —A)x2G3 v
Al + (1 —A)72 GK

Ahora nos falta demostrar que
/(AX]|+ {1 —AX2) < A1 + (i —A)72VAG [0 ]
pero como / es convexa por hipdtesis, se debe cumplir
[T{Ari+ Q- A < A/(X,) + Q- A/XD,VA GO 1]
Como (Xj,71) y (x2,y2) estan en el epi(/)

e f{x1)< 71" A/(x,)< ATl VA G p, 1]
e f{x2)< 72" - A)I(X2)< - A)72

Por lo tanto: /(Axi + (1 —A)x2) < A7l + (1 —A)72.

Si epi(/) es convexo ™ / es convexa. Como epi(/) es convexo entonces si

(x1,7Y) Gepi(/): f(xj)< ysi (x2,72) Gepi(/): f(x2)< 72

Adem~” se cumple que
[(Ax1+ (1 —Ax2) < A1 + (1 —A)72,AG [u. ]
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debemos probar que si

Definicion 2.3. ([2]) Una funcion f : EU {+ro} es llamada propia si

dom(f) = {t GR: /(i) < +ro} * 0

Teorema 5. ([2]) Si/ :R ™~ EU {+ro} es propia y convexa, entonces dam(f) es un
conjunto unitario o tiene interior no vacio.

Demostracion. Como f es una funcion propia entonces dom(f) ~ 0, por el teorema 4

se tiene que dom(f) es unitario o su int(dom(f)) 0. O
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Capitulo 3

Limite y Continuidad

El principal objeto del estudio de analisis son las relaciones de dependencia de una
variable respecto de otra, es decir, de las funciones. Tiene especial interés el estudio
de bté funciones continuas, es decir, aquella funciones que a pequefias variaciones de
la variable independiente le corresponden variaciones arbitrariamente pequefias de la
funcion. Importantes leyes fisica, como aquellas que expresan el movimiento, la dila-
tacion de un cuerpo, la relacion entre cantidad de calor y temperaturas son ejemplos

de este tipo de funciones.

En esta seccion se dara el concepto de limite de una funcion y se procede al estudio

de la continuidad y de sus propiedades pero vist® desde la convexidad.

3.1. Limite de una Funcidén

Sea / una funcién definida en un conjunto S de numeros reales, es decir a cada
valor de x G 5; le corresponde un numero real y = /(x). La idea intuitiva de que el
limite de / cuando x tiende a ‘a' sea Les que los valores de / (x) estén arbitrariamente
cercanos a ‘L' siempre que los valores de x sean cercanos al valor de a; siendo éste un

punto de acumulacion.
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Definicion 3.1 (Limite). ([1]) Sea/: Se K; se dird que
lim/(x) = L 0,3,e(0,f] :Vi/G(i- a,i+4&)n5 f(y) E(L —e.L +2)
Xx—a

Lema 6. limx?,, f(x) = L, si y solo si V/Ix"} C S con lim ~"~" = g se tiene que
lim*-** f(xk) = L

Demostracion. Ver [1], O

Note que si /: R R U {+ro} es convexa, entonces V/x"} x E int(dom(f))
entonces /(x*) ~ [/(x), es decir que si {x"} converge a un punto del int(dorn(f))

entonces {/(x")} también converge a f(x).

3.2. Funciones Continuas

Definicion 3.2. ([1]) SeaSe Ry f: S —R; diremos que fes continua en x ES. si
Vxn é S->i entonces limf(xn) = /(x). Se dird que una funcion es continua, si lo es

en cada punto de su dominio.

Definicion 3.3. ([1]) Una funcién f es Illamada semicontinua interiormente (sci) en X9

si VA< f(xo0) existe un convexo bésico (x—£, x+e) tal que X E (x—£ x+e) * /(x) > A

Definicién 3.4. ([1]) Una funcion f es llamada semicontinua superiormente (ses) en
x0si —es sci en xo, es decir A> f(x0) existe un convexo basico (x —e,x + e) tal que

XE (x —£,X + 8" /(x) <A

Teorema 6. ([1]) Sea/: R, continua en X0y {xn} C X tal que xn” x0entonces

{/(*,)} converge a /(x0)
Demostracion. Como f es continua en xo, entonces dado £> 0, 34 > 0 tal que
XE(x0- X0+ i)n /(x) e(/(x0)- e f(x0)+e
como {x,,} converge a x0, entonces para S> Udado 3N tal que
h>AN" X,e (xg—5Xg+ 0)
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A f{xn) e (f(x0)- e f(x0)+e) Vn>N
esto os

lim f(xn) = f(x0)

os dooir f(xn) convorge a f(xO0). O

Nota. So dird quo / os continua en x0 si para todo conjunto bfcico (xu—¢é, x0+ 6) do

Xa, f((xo—d xg + S) esta contenida en algun conjunto b”ico de f(xQ.

Definicion 3.5. ([3]) Se definen los siguientes conjuntos
Lf(\) = {xe R: f(x) <X}yUf ={x£R: f(x) > A

Teorema 7. ([3]) Una funcién f es continua si y solo si L/(A) y U/(X) son cerrados

VAg E

Demostracion. Tomemos {xk} C Lj{A) tal que xk —=x * f(xk) < Aluego aplicamos

el limite y usando la continuidad de la funcion / se tiene que

00 = Jlim F(xk) =/ (Jimit) < A~cE LI

por lo tanto T/(A) es un conjunto cerrado. De la misma forma trabajamos para U/(X)
entonces se tiene {xk} cUf(X) tal que xk* x ~ f{xk) > A luego aplicamos el limite

y usando la continuidad de la funcion / se tiene que

f(x) = 1im f(xk) = /(1im xk) < A AT G UF{Y

k>0
por lo tanto U/(X) es un conjunto cerrado. O
Teorema 8. ([3]) Toda funcion convexa es continua en el interior de su dominio.
Demostracion. Es inmediata de 3.2. O
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Capitulo 4

Derivadas

Este capitulo tratara, ante todo, de las derivadas de funciones de una variable real

y, especialmente, de funciones reales definida en intervalos de R.

Mucho de lo que se expone sera familiar al lector, pues se trata de calculo elemental.

4.1. Definicion de Derivada
Si / estéd definida sobre un intervalo abierto (a,b), entonces para cada dos puntos
distintos x y ¢ de (a,b) podemos considerar el cociente de diferencial

i x)- /(O
X —C

Mantenemos c fijo y estudiamos el comportamiento de este cociente cuando x * ¢

donde x / c para el cociente tenga sentido.

Definicion 4.1. ([1]) Sea / una funcion real definida en un intervalo abierto (a,b), y

supongamos que ¢ G (a, b). Diremos que f es difercnciable en ¢ siempre que

B 10 e

'Este cociente se conoce con el nombre de cociente increniental.
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exista. El limite, designado por /'(c), se llama derivada de f en c.

Este método de calcular limites define una nueva funcion /', cuyo dominio esta for-
mado por aquellos puntos de (a,b) en los que f es diferenciadle. La funcion f' se llama
la primer derivada de f. Andlogamente, la n-ésima derivada de /, designada por
es la primera derivada de para n = 2,3,... (Segun nuestra definicion, solo es
posible considerar Si estd definida en un cierto intervalo abierto). Otras

notaciones con 1™ que el lector puede estar familiarizado son

(<) = = = - donde y = f(x)}.

[(<) = Df(c) = 4, ©) = ¥ [donde y = f(x)}
notaciones similares. La funcion / se escribe, a veces, /™ . El proceso que produce /'
a partir de / se llama diferenciacion.

Teorema 9. Si/ esta definida en un intervalo (a, b) y es diferenciadle en un punto ¢
de (a, b), entonces existe una funcion f* (que depende de / y de c) continua en ey que
satisface la ecuacion

f{x) - 7(c) = (x- c)f*{x), (4.1)

para todo x en (a,b), con /*(c) = f(c). Reciprocamente, si existe una funcién /*,

continua en c, que satisfaga (4.1), entonces f es diferenciadle en cy

f(c) =r(Q
Demostracion. Ver [5L L]

Nota. Laecuacion (4.1) tiene una interpretacion geométrica que ayuda a adquirir una
intuicién de su significado, como que f* es continua en c, f* es igual a f*(e) = /'(c).Si

X es proximo a ¢. Reemplazando f*(x) por f(c) en (4.1) obtenemos la ecuacion
I(*) = I(c) + 1"(c)(x-c)

que sera aproximadamente correcta cuando x —c sea pequefio. En otras palabras,

si / es diferenciadle en c, entonces / es aproximadamente una funcion lineal en las
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proximidades de c. (Ver Fig.4.1). El Calculo diferencial explota, continuamente, esta

propiedad geométrica de las funciones.

Figura 4.1:

4.2. La derivada y la convexidad

En la grafica anterior se representa a una funcion convexa y una recta L tangente a
la gréfica de la funcion f notemos que los puntos de L estan por debajo de la gréafica de
f salvo en el punto de tangencia c, donde coinciden, esto mateméaticamente lo podemos

expresar como

ffr) > /(c) + /I'(c)(x - ¢)

Teorema 10. ([1]) Sea S c i u n conjunto convexo no vacio y /: Muna funcion

diferenciable sobre S, entonces /, es convexa sobre S si y solo si
/(.n) > f(*i) + i - x2e S

Se dice que f es estrictamente convexa si
/(ji)>/02+/Va)Ui w e S

Demostracion. Por hipétesis f es una funcion convexa sobre un conjunto S convexo.

Dados xi,X2eS y Ae (0, 1) se tiene por la convexidad de f
f(Xxi + (1 —A)x2) < Xf(xi) + (1 —A)/(x2). VA g [0, 1]6 también
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[(x2+ —x2)) < f{x2) + A(/(xi) —f(x2)),VA6 [Q ]
NCAW(X)) - 1(x2) > f(x2+ AXL- x2)) - /(x2)

haciendo h = (xj] —x2)

A(/(i,) - f(x2p ( E;.+ Aft)-/1(i2)|(x,-x2v Ae
[(ii)- f(x2)> + I 12)V(€ (0,1)
A [(x2+ fo) - f(x2)
f(X) > /(") + "

donde t = Ah. tomando limite cuando t » O : entonces

[(jfi) > /(;Pa) + - jra)
O

El signo de la primera derivada se interpreta en términos de una propiedad geomeétri-
ca de la funcidn, segun si es creciente o decreciente. Interpretemos ahora el signo de

la segunda derivada.

Sea f una funcion definida en un intervalo cerrado [a,h]. La ecuacion de la recta que
pisa por («,/(«)) y (h/(h)) es
y =1 C il g X
La condicion de que todo punto sobre la curva y = f(x) esté debajo de este segmento
de recta entre x = ay x = hes que
ix)</(«)+ J-z— x-~a)
para a < x <b. Cualquier punto x entre a'y bse puede escribir de la forma

x=a+tb—a) con 0<t<1

De hecho, se ve la correspondencia t * a + t(b —a) es una funcion definida en [0. 1
que da una biyeccion entre el intervalo [0,1] y el intervalo [ab]. Si sustituimos el valor

para x en términos de t se obtiene la condicion equivalente
[((I —)n + th) < (1 —t)f(a) + tf(b).
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Supongamos que f esta definida en algun intervalo I, y que, para todo par de puntos
a <ben I se cumple la ultima desigualdad, decimos que / es convexa hacia arriba
en el intervalo.En la dltima desigualdad si sustituimos < con < para0< t < 1 decimos
que / es estrictamente convexa hacia arriba. Los conceptos de convexidad hacia
abajo y estrictamente convexa hacia abajo son definidos con los signos de > y >.

En la nocion de derivada como cocientes de diferencias

m = {x)-H{y)  (-1)(*)-(-N(y)
X-y y - X
Si la funcion / es convexa trabajamos con la primera igualdad pero si se trata de una

funcién f cdncava entonces —f es convexa y trabajamos con ni = A siendo

m la pendiente de la recta tangente a la curva

Ejempl°- R2 hR2

es convexa ni concava

Si por ejemplo se tiene la funcién / cdéncava donde en uno de sus puntos X no sera
diferenciadle,haliamos los limites laterales nos acercamos a dicho punto por la derecha
e izquierda para ello tomaremos una sucesion de puntos yn que acercan por la izquierda

y la sucesion de puntos zn que acercan por la derecha entonces tenemos

[yn)-IX) oy = 122) 2 1(X)
yn X zn X

se observa que estas dos pendientes son distintas por lo tanto la funcién no es derivadle
en el punto x.
Nota. Sea f una funcién convexa entonces se cumple

I(ix + (L- t)y) <il(x) + (L- )f(y) =i(/(x) - Hy)) + y)
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fiy +tjx-y))- {y)
t(x - y) 1
Aplicando el limite cuando t ~ 0 se tiene que

y) <f{x) - Hy)

F{y{x -y <f(x) - H{y)
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Capitulo 5

Teorema del VValor Medio

Los teoremas que siguen hacen referencia a funciones derivables no sélo en un punto,

sino en todo un intervalo.

5.1. Teorema de Rolle

Es geométricamente evidente que una curva suficientemente regular que corta al eje
x en los puntos extremos del intervalo [n,6], debe poseer un punto de viraje en algun
punto comprendido entre a y b El enunciado preciso de este resultado se conoce con

el nombre de teorema de Rolle.

Teorema 11. Teorema de Rolle([l]). Sea f una funcidn continua en [a, b) y derivadle

en (a,0), tal que /(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ 6 (a, b) tal que /'(r) = O.

Demostracion. Supongamos que f no es cero en ningln punto de (a, b) y llegaremos
a una contradiccion. Como que f es continua en un conjunto®mpacto, alcanza su
maximo M y su minimo m en algln punto de [a, b]. Ninguno de dichos valores extremos
puede ser alcanzado en un punto interior pues en ese ¢so f se anularia; por lo tanto la
funcidn los alcanza en los extremos del intervalo. Como f («) = f (b), entonces m = M
y por lo tanto f es constante en [o. 6]. Esto contradice el supuesto de que f no es cero

en ningun punto de («&). Luego /'(c) = 0 para algun c de (a,b). O
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5.2. Teorema del Valor Medio

([11) Acontinuacion se enunciara uno de los teoremas importantes del analisis real

Teorema 12. Teorema del Valor Medio. Sea f una funcion derivable en (u, b) y
supongamos que f es continua en los extremos a y b. Entonces existe un punto c de
(a, b) tal que

f(b) - /(a) = /'(c)(®- a)

Demostracion. Definimos

00X) = F{x) ez (x - )

entonces g(b) = g(a) = f(a) aplicando el teorema de Rolle a la funcion g, existe un

ce (« b) tal que g'{c) = O sc obtiene que

g\c) = f(c) ’(&%;;(«)

de donde se obtiene que
f(b) - /(fl) = /'(c)(6- a)
L]

Geométricamente este teorema establece que una curva suficientemente regular que

una dos puntos Ay B posee una tangente con la misma pendiente que la cuerda AB.

Teorema 13. ([I]) Sea f : 1 -> R diferenciadle donde | es un intervalo de R. Una
condicion necesaria y suficiente paar que f sea convexa sobre | es que f sea creciente

sobre 1.

Demostracion. Supongamos que f es creciente y seaa,b € 1,1 e (0,1),a <byc=

ta+ (\ —t)b. Existe por el teorema de valor medio x1y x2tales que a< xi <c< x2<Db

con
t,, fic)-/(«) ,/, f(b)- f(c)
c-a
pero f(x 1) < f’(x2). de donde se deduce que f(c) < t/(n) + (1 —t)f(b). O
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Teorema 14. Seaf :1 A R diferenciable donde | es un intervalo de R. f es convexa

sobre | si y solo si f* > O,VX £ 1.
Demostracién. Ver ([5]) pagina 60 a 62. O

Teorema 15. Sea/ continua en [a 6] y supongamos que la segunda derivada f" existe
en el intervalo a < x <b y que f"(x) > 0en este intervalo. Entonces f es estrictamente

convexa hacia arriba en el intervalo [a, 6]

Demostracion. Si a < ¢ < d < b, entonces 1" hipotesis del teorema se satisfacen para
/ considerada como una funcién [c,d\.

Seaa<x <bysea
o0 =fla)+ - a)- ()
Entonces, usando el teorema del valor medio en f, obtenemos
y'(z) = f(c) - £(x)
para algin c con a < ¢ <b. Usando el teorema de valor medio en /', hallamos
= f'(d)(c-x)

para algin d entre cy x. Si a < Xx < ¢, entonces g es estrictamente creciente en [a, c].
De manera anéloga, si ¢ < x < 6, concluimos que g es estrictamente decreciente en
[r, ftJ.Como g(a) = Uy g(b) = O, se sigue que g(x) > 0 cuando a < x < b lo cual

termina la demostracion del teorema. D
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Conclusiones

Una de las primeras conclusiones que se ha podido establecer es que la convexidad,

por medio de los conjuntos convexos basicos, permiten introducir

La topologia Euclideana para K.

El concepto de convergencia.

La continuidad, pues toda funcién convexa es continua en el interior de su domi-

nio.

Las derivadas laterales, porque toda funcién convexa tiene derivadas laterales en

el interior de su dominio.

Esta presente monografia es solo una introduccién a un libro que puede ser utilizado
en el curso de Calculo, debido a que solo explota la geometria de la convexidad y esto

nos permite visualizar los conceptos abstractos y los conceptos topologicos.

Estos resultados se pueden generalizar en Rn.
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