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RESUMEN

Esta tesis trata scbre el andlisis estdtico de iosas rectangulares de un paio y de losas continuas
muuyfo'dm direcciones; para condiciones de bordes arbitrarias y cualquier tipo de carga,
pudiendo ser éstas: puntuales, hidrostdlicas distribuidas en toda la losa, hidrostéiticas en éreas
parciales o cualquier combinacion posible,

Para el desarrolio de esta tesis cuyo litulo es “Anédlisis de Loses Continuvas®, se efectud un
programa de computo an lenguaje de programacién Microsoft C++. El cual utiliza & método de las
series de Fourler para realizer el andlisis de las losas en mencion, para dislintas condiciones de
carga y de borde.

Se presenian comparaciones de resultados entre distintos métodos de solucién, enire los que se
tiene: el método de las series, ol método de los elementos finitos y algunos métodos practicos.
Ademds, se desaroiian ejemplos que se presentan en el disefio estructural como: losas epovadas
en columnas, tanques elevados y muros de contencién con contrafuertes.
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INTRODUCCION

10 Antecedentes

Al ravisar ia biblicgrafla que existe an o medico en 0 que 56 rehore al Andlisis de Losas
Continues, 56 encusnira una gran variedad de mélodos de sofucién. Siendo 4stos en su mayoria
métodos priciicos basados on leorias con ciertas consideracionss que no reprasentan ol andlisls
continuo. Algunas de estes simplificaciones que se hacen para resolver la ecuacion diferencial de
ia losa en flexién fransversal son por elemplo: ne considerar el mddulo de Poisson, considecar al
andlisis separadamente cada direccitén, o analizer separadamente cada paio de losa con olras
condiciones de borde para finalmente hacer una superposicidn.

El uso dal método de las series de Fourier para resolver [osas da un soéo pafto vy losas continuas
presenta gran dificulted an el célculo {gren esfuerzo en opearacionas matemidticas). Por lo tanto, el
estudio se ha limitado a los casos de condiciones de apoyo definidas tales como empotrado o
simplements apoyado; prusba de alks son las tablas vy grificos para el calculo de lnsas de un solo
pafio de Pucher; s por esta razdn qua no se uliliza con regularidad en el dissfio estructural de
lcsas continuas.

Marcus en una de sus publicaciones planted la solucidn de losas mediante ef empleo de las
diferencias finitas como un medio para resoiver las ecuaciones diferenciales. Resolvid ademis,
ejemplos priciicos para losas de 3 ¥y 8 pafios continuos (considerando los apoyos como cuchillos
ideales gque parmiten &l giro pero no of dasplazamiento vertical). Marcus también propuso un
método aproximado de célcule susiituyendo las loses por dos grupos do vigas cruzadas
ortogonales.

B. Lesser, H. Bleich, E. Bltter y G. Fischer hicieron sus respeciivos andlisis para losas conlinuas;
giendo estas soluciones aprodmadas.
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Para al caso de losas simplemente apoyadas continuas en sola direccién, B.G. Galerkin dedujo
una ecuacion a la que llamd “ecuacién de los tres momentos para losas continuas”. Utilizando

éste el método de las series simples,

El método de las diferencias finitas y el método de los elementos finitos son métodos de solucidn
que ofrecen resullados aproximados. En el pnimer caso la aproximacién se hace en los
operadores diferenciales v, en el segundo caso se aproximan las funciones incdgnita. En ambos
casos, para obtener resultados con la precision requerida serd necasario que el programa que
utilice estos métodos realice un esfuerzo de cOmputo considerable, especialmente cuando existen

cargas concentradas.

Para resolver problemas de disefio estructural en el que involucra Losas Confinuas, normalmente,
se recurre a los mélodos practicos antes mencionados o al método de los elementos finitos: pero,
sin saber exactamente el grado de precision de los resultados. Por lo cual, es necesario hacer un

analisis minucioso con el método de las senes de Fourier.

20 Objetivos.

Presentar comparaciones entre métodos de solucidn para losas. Entre estos mélodos se tiene: el
mélodo de las series, el método de los elementos finitos y algunos mélodos practicos; con
distintas condiciones de carga y de borde. De esta manera, se podrd observar el grado de

precision de los métodos mencionados.

Se realizara un programa de computo para el analisis de Losas Confinuas considerando
condiciones de carga y de borde arbitrarias. Este programa wlilizard el método de las series de

Fourier, la que finalmente sera una herramienta alternativa para la solucioén de Losas Continuas.

Finalmente, se resolvera algunos ejemplos tipicos que se presentan en el disefio estructural y que

se acondicionan a la solucién de Losas Continuas.
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3.0 Organizacion de la tesis

En el capitulo 1 se estudian los aspectos tedricos de losas delgadas como son: la hipétesis de
Kirchhoff, la ecuacion de equilibrio, las relaciones entre deformacién y desplazamiento, las
relaciones entre asfuerzo y deformacion, la ecuacion diferencial de la losa en flexion transversal y
los métodos de solucion como son: el método de las diferencias finitas, el método de los

elementos finitos y el método de las series.

En capitulo 2 se desarrolla la solucion para losas de un solo pafio por el metodo de las series.
Estas soluciones son para lpsas bajo distintas condiciones de carga y de borde. Ademas, se
presentan las respectivas ecuaciones que gobiernan cada caso. También, se hace un andlisis
exhaustivo de los resultados que ofrece el método de las series, comparéndolas con soluciones

que ofrecen algunas referencias bibliograficas que existen el medio,

En el capitulo 3 se desarrolla el estudio de las Losas Continuas por el método de las series y
mediante algunos métadns practicos. Se presentan comparaciones de resultados para problemas
de losas continuas en una direccién, en dos direcciones y losas en el espacio, entre: el método de
las series, el método de los elementos finitos y algunos métodos practicos. Finalmente, se estudia

patrones de carga que producen los maximos efectos en las losas.

En sl capitulo 4 se presentan aplicaciones del programa de Losas Continuas, tales como. losas
apoyadas en columnas, el efecto de la rigidez de la columna en el diagrama de momentos de la
losa, y comparacion de resultados con otros métodos de solucidn. También, se resusive un
tanque elevado para distintas proporciones de lados y, se presenta ademas, el analisis de muros

de contencién con contrafuertes.

En el capitulo 5 se presentan algunas conclusiones y recomendaciones a las que se llega

después de desarrollar este estudio.
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CAPITULO 01

FUNDAMENTO TEORICO

Se denomina losa delgada a un cuerpo de forma prismatica, en el cual una de las dimensiones
{espesor de la losa) es pequefia en comparacion con las otras dimensiones.

En losas de espesor constante, se denomina planc medio o plano neutro al plano que es
equidistante de ambas caras de la losa y que divide al espesor de ésta en dos parnes iguales.

La superficie eldslica es la superficie en la cual se convierte el plano medio, como resultado de la
deformacién de la losa. En lo que sigue, se supone que &l plano de los ejes coordenados X e Y
coincide con el plane medio de la losa, el eje Z se considera dirigido hacia abajo.

El andlisis a realizarse en esta tesis serd el de losas delgadas con pequefias deformaciones.



Andlisis de Losas Continuas

En el presente capitulo se trataré sobre los aspectos tedricos como son: las hipitesis de
Kirchhoff, la ecuacidn de equilibrio, las relaciones de compatibilidad, las relaciones constitutivas,
en los cuales se basa el andlisis de losas delgadas. Adicionaimente, se tratard sobre los métodos

de solucidn més conocidos.

1.1 Hipdtesis de Kirchhoff

La teoria de Kirchhoff, también llamada teoria de losas delgadas con pequefias deflexiones o
teoria clésica para losas isotropicas, homogéneas y elésticas, se basa en las siguientes hipotesis
que son anélogas a las de la teoria de flexidn de vigas de Navier-Bernoulli.
1.- La deflexién del plano medio es pequefia comparada con el espesor de la losa.
Por lo tanto, la pendiente de la superficie deformada es muy pequefa.
2.- Los elementos diferenciales del plano medio no se deforman.
3 .- Los esfuerzos normales al plano medio “o;" son pequefios en comparacién con las
ctras componentes de esfuerzo y se pueden despreciar. Con esta hipdtesis se puede
considerar el problema en cada plano paralelo al plano XY como un estado plano de
esfuerzos.
4.- Los puntos ubicados en una linea normal al plano medio de Ia losa permanecen
después de la deformacion sobre una recta perpendicular a la superficie elastica de
la losa deformada y las distancias entre dichos puntos permanecen invariables. Esto
implica que las deformaciones por corte vertical "vg" ¥y "y Se desprecian. Por lo
tanto, la deflexidn de la losa esta asociada principalmente con las deformaciones
flexionantes. La deformacidn normal “e;" que se origina debido a la carga transversal
no se considerara,
Por lo tanto, los esfuerzos o,, oy, 1., se distribuyen proporcionalmente en el espesor de la losa y
son iguales a cero en el plano medio.
De acuerdo a las hipdtesis precedentes, el problema tridimensional de losa se puede reducir a un

problema de dos dimensiones.
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Cuando las losas son gruesas, el esfuerzo cortante es importante. Y cuando la deflexidén de la
losa no es pequefia en comparacion con su espesor, la flexidn de la losa estara acompafiada de

deformaciones del plano medio. En ambos casos las hipdtesis de Kirchhoff serian inadecuados.

1.2 Ecuacién de equilibrio

Tomando en consideracién las hipdlesis de Kirchhoff se puede considerar que, en el rango
alastico, los esfuerzos varian a lo largo del espesor segun una ley lineal. Como consecuencia de
esto, en lugar de los esfuerzos que actuan en las secciones de la losa como indica la figura. 1.1,

se puede examinar las fuerzas resultantes de seccibn, por unidad de longitud, que las

reampiazan.

y X
L

o N == ST D

== ¥ ] ™ i e b e
..-f':‘: - - 7 v = L ‘i— — = =] h

=y G Y. - 7T i
=l A & = - 4 A =l
S N -\ L
v e S S S Ta
G, L Ty o,
Fig. 1.1
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Andlisis de L osas Continuas

Las fuerzas resultantes de seccién por unidad de longitud tomando como referencia la figura 1.1

S0n:

Momentos flectores :

+hi2
M, = jza,dz Ec. 1.1
-hi2
+hi2
M, = Iza,dz Ec. 12
=hir2
Momento torsor -
+nf2
M, = jzrwdz Ec. 1.3
=mid
Fuerzas cortantes
+hi2
q, = |1.dz Ec. 1.4
-hi2
«hi2
q, = |t,dz Ec. 1.5

-hi2

Fuerzas normales y tangenciales, que actuan en la superficie del plano medio:

+hl2

N, In,dz Ec. 1.6

-hi2

«hi2

N = ju,dz Ec. 1.7
=ni2

+hiZ

Ty = It,,dz Ec 1.8

=hi2
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iisis Weliii]

Las fuerzas de seccidn N,, N,, y T,, dadas por las ecuaciones (1.6), {(1.7) y (1.8) son iguales a
cero, en este caso de losas delgadas con pequefias deformaciones.

Ahora, considerando que la carga que actda sobre la losa &s normal a su superficie, que las
flechas son pequefas en comparacion con el espesor, y respecto al contorno, los bordes tienen
libertad para moverse en el plano medio de la losa. Con estas condiciones |as reacciones en los
bordes son normales al plano medio de la losa, y pueden despreciarse las deformaciones en el
plano medio de la losa durante la flexién.

La figura 1.2 muesira el plano medic de un elemento diferencial de la losa con las fuerzas

resultantes de seccion y las fuerzas que se aplican a ésta.

dx
TE ! G o M
P M,dy - .f_f-'-*["' v sz 'Jr‘ e Mydy
P . L i L !
e, m‘_ym_ ‘; — __‘i___._._..__._M':dy q“dy
de}( "-#FL qydx
Fig. 1.2
La convencion de signos positivos es la indicada en |a figura 1.2
. M . oM,
MY=MI+E’_E|¥ M, =M, +— "dx
M, =M, + 6: dy M, =M, + a;’ dx
- 1 04,
q'r-q,+-§’dy szqu"'adx
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(ndlisis de [ Conti

Sumando las fuerzas en el gje £ segun la figura 1.2, se obtiene la siguiente ecuacion de

equilibrio;
%dxdy +——dydx +q,dxdy =0
ax EY z
A Ny
ax+6y+q‘_u Ec. 1.9

Tomando momento respecto al eje X seqln la figura 1.2;

-ﬂdydxa . dxdy +q,dxdy = 0
oy ox d
oM, M
L+—"-q,=0 Ec. 1.10
y | ox

Toemando momento respecto al eje Y segun la figura 1.2

x

X

aM'.I"K
dxdy + oy dydx - q,dxdy = 0

oM, M
2y —E_q,=0 Ec. 1.11

x oy

Dada la no existencia de fuerzas en las direcciones X e Y, ni momentos en la direccidn Z, las tres

ecuacionas (1.8}, (1.10) ¥ (1.11) precedentes definen totalmente el equilibrio del slemento.
Despejando Qx ¥ Gy de las ecuaciones (1.11) y (1.10) respectivamente y reemplazando en la

ecuacidn (1.9):

M, &M, &M, &M
+ +
ox?

¥y
° oy ooy

=0
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nglisis de | Conti

observando que M,=M,, por ser t,, = 1, se escribe finaimente la ecuacion de equilibrio:

FM, M, M,
axi + BYZ +26xay =-q, Ec. 1.12

Esta expresion es simplemente una ecuacién de equilibrio, independiente del estado de

elasticidad o plasticidad, de la relacién de Poisson o de que la losa sea isotrdpica u ortotrdpica.

1.3 Relaciones entre deformacién y desplazamiento (Compatibilidad)

Considerando las hipotesis de Kirchhoff para la teoria clasica de losas se plantean las relaciones:

E, =K,Z Ec. 1.13
E,=X,2 Ec. 1.14
Yy = KpyZ Ec. 1.15

donde:
W : Desplazamiento en direccion £
KoKy Ky Son las curvaturas, iguales a:

Ky =—"73 Ec. 1.16
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*w
Kﬂ =—? Ec. 117
~ za’w
Ky = Ec 1.18

1.4 Relaciones entre esfuerzo y deformacién (Constitutivas)

Para un material isotrépico, con mddulo de elasticidad "E” y un coeficiente de Poisson “u", las

relaciones constitutivas se plantean de la siguiente forma:

€y =%(c=,-uc,) Ec. 1.19
Ey =%(G, = HO, Ec. 1.20
Tuy = Z(EH)H, =%T“ Ec. 1.21
6
E
O =1 (E, +u£,) Ec 1.22
o, = (e, +he)
t“-zﬁil.l]'r“ = Gy,, Ec 124
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indlisis de L Conti

Las relaciones constitutivas puaden expresarse an funcion de los desplazamientos, reemplazando

las ecuaciones (1.13), (1.14) y (1.15) en las ecuaciones (1.22), (1.23) y (1.24) como sigue:

Ez [a*w a*w]

ﬂ,=-1_u2 P +a!"'2 Ec. 1.25
2 2
EZ[MM] c. 1.26
1-u\ oy X
2
Yo = -%[%} Ec. 1.27

Reemplazando |las ecuaciones (1.25), (1.26) y (1.27) en tas ecuaciones (1.1), {1.2), (1.3). (14) ¥

(1.5) respectivamente y realizando la correspondiente integral:

3 2
M, = —D[%+u%§) Ec. 1.28
2 2
M, = D(;—f+u fo] Ec.1.29
&*w
M, = -(1— u]D o Ec. 1.30
3 3
Q, --D{g: g wz] Ec. 1.31
3 3
Q, =-D[i;:r+ ;;,J Ec. 1.32
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D: Rigidez a la flexian.

T Coeficiente de Poisson.

1.5 Ecuacién diferencial de la losa en flexién transversal (Ecuacién de

Lagrange)

Reemplazando las ecuaciones (1.28), (1.29) y (1.30) en la ecuacion (1.12) se obtiene la ecuacion

de equilibrio en t&rminos de desplazamientos:

o'w o'w  d'w q,
axt +25X23}'2 + 8}" =E Ec. 1.33
s}
2,2, _ 9z
VVW = D Ec. 1.34
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ncilisis de Losas Conti

1.6 Métodos de solucion

Para resolver problemas de losas se dispone de un conjunto de métodos que van desde los mas
simples como son los métodos practicos a los métodos mas demandantes desde el punto de vista
de computo, como es el método de los elementos finitos. Toda esta variedad de mélodos
producen resultados aproximados.

A continuacion se mencionan algunos de los métados mas conocidos y posteriormente se hard un

pequefio resumen de algunos de sllos.

Entre los métodos tedricos los mas conocidos son: el método de las diferencias finitas, el método
de los elementos finitos y el método de las series; y entre los métodos experimentales: el uso de
la fotoelasticidad, el uso de la luz reflejada y el método de interferencia.

También se emplean métodos practicos los cuales son resultados ya sea del uso de los metodos
tedricos o de los métodos experimentales. Entre los mas conocidos se tiene: el empleo de las
superficies de influencia (usando por gjemplo, las graficas de Pucher), las tablas propuestas por

Kalmanok, Timoshenko o los recomendados por algunos reglamentos,

El método que se utilizara en el desarrollo de esta tesis sera; El de las series de Fourier.
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inglisis de | omfimaces

1.6.1 Método de las diferencias finitas

El método de diferencias finitas o ecuaciones de diferencia, fue introducido por Nielse en 1920

como un método allernativo para la solucion de losas.

La solucion numérica de las ecuaciones diferenciales se basa en su sustitucidon por ofras

ecuaciones de diferencias finitas;, éslas se obfienen representando las derivadas con

expresiones aproximadas.

En la figura 1.3 se muestra la disiribucién de la malla y los nudos que se tomaran como referencia

en el desarrollo de las férmulas que corresponden a las diferencias finitas.

[~ L -'_’_,..3__,_."-?!,7..,_:_‘.’_...1-

Con respecto a la figura 1.3 pueden plantearse las siguientes aproximacionas:

df frm-I - fm—‘l

dx 2(A9)

& f, - 2f, +f

dx! {M)2

i n [} i r rH}

=2 8 8

11 1 a1

Fig. 1.3

Ec. 1.35

Ec. 1.26

Ec. 1.37
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iisis de | oni

4
d I = fm+2 4fi'l'l-|1 + Efm4 4fm—1 +frn-2 Ec. 1.38
dx {M}

R T A A N A R R
dxzd?.? {M}:(ﬂ'f}z

Ec. 1.39

Y de forma andloga se pueden cblener las aproximaciones a las derivadas en direccion Y.

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién de la flexion transversal de la losa (1.33), se obliene

una relacién entre los valores de la funcién en diversos(13) puntos de la malla.

Suponiendo ¥ = g Ec 1.40
Ay

[a+s[~f *oT Hf -4[[ J(fm+1+fm D)+ (172 + 1)

froz + fnt) _ PL(8X)°(Ay
+2(f +f|+1 +fn-1 +fn-'l)+'f2(fk +fp)+( sz 1) = ( 2:'( )

Ec. 1.41

Para cblener las fuerzas resultantes de seccidn se reemplazan los cocientes de diferencias finitas

en las ecuaciones (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) y (1.5) respectivamente, para obtener finalmente:

D :
M:I' = _(M)z (fm-‘l - me +fm-1} + “T 2(f| - me + fn.) EC. 142
M‘f i Dz {ﬂ_zrm+fﬁ)+_u2'(fm-l_2rm+fm1) Ec 143
(ay)"L Y ]
1-
( l.lH:’[{Jfl--l fl 1) { net n 1)'] Ec 1.44
Qr == s frm m- _'m.. +T2 2f —2f“ +fﬂ_ +fn+ ~f ‘—f,_ Ec 1.45
2[:3.!} [ 2 2{ 1 !) 2 ( 1 1 17 01 11)}
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1
£ -2(f —f)=f, +—(2f  ~2f . +f_ +f —f  -f.)| Ec146
dﬁ‘r]3|iﬂ' ( I] k TZ( 1 1 i1 )]

La ecuacion (1.40) debera ser escrita para todos los nudos de la malla que se encuentran dentro
del contorno de la losa y también para los nudos ubicados en los lados sin empotramiento que
impidan desplazamienios. En algunas de las ecuaciones enfrardn también los valores de las
ordenadas para nudos de la malla situados fuera del contormo de la losa. Para la determinacion
de los valores de tales ordenadas es necesario utilizar las ecuaciones de las condiciones de
borde.

De este modo, la solucién del problema de flexion transversal de la losa, por el método de las
diferencias finitas, se reduce a resolver un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con tantas

incégnitas como ordenadas incignitas T, exisla,

1.6.2 Método de los elementos finitos

La técnica de los elementos finilos constituye un enfoque numérico muy diferente en los
problemas de analisis de losas. En este método, se divide la losa en un ndmero de dreas o

elementos triangulares o cuadrilateros. En la Fig 1.4. se muestra un ejempio tipico,

Empotrada c W
ot ERSRNNNSNENEEE o
o
- tibre
- B
i !
e |
Empotracs EF
i -
'(:.‘
o
i | .
L] R I
B Apoyada D
v

SUBDMISION DE LA LOSA EN ELEMENTOS FINITOS

Fig. 1.4
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Consideracionas que se hacen an el métoda;

1.-

El continuo se divide mediante lineas o superficies imaginarias en un nimero de
sub-regiones o “elementos finitos™, como se ve en la figura 1.4.

Se supone que los elementos estan conectados entre si en un ndmero finito de
puntas, a los que se denominan nodos o nudos, situados en sus contornos. Los
desplazamientos de estos nudos seran las incognitas del problema, tal como
ocurre en el andlisis simple de estructuras de barras.

Se adopta un conjunto de funciones que aproximan los desplazamientos dentro
de cada "elemento finito" en funcién de los desplazamientos nodales de dicho
elemento.

Estas funciones de desplazamientos definiran entonces, de manera dnica, el
estado de deformacion dentro del elemento en funcion de los desplazamientos
nodales. Estas deformaciones, junto con las deformaciones iniciales y las
propiedades constitutivas del material, definiran &l estado de tensiones en todo el
elemento y en su contorno,

Se determina un sistema de fuerzas concentradas en los nudos, tal que equilibre

las tensiones en el contorno y cualquier carga repartida.

Aproximaciones que se han introducido en aste método:

1.

Mo siempre es facil asegurar que las funciones de desplazamientos escogidas
satisfacen las condiciones de continuidad de los desplazamientos entre
glementos adyacentes. Por lo tanto la condicion de compatibilidad puede no
cumplirse en el contorno de los elementos ( aunque es evidente que dentro de
cada elemento si se cumplird, a causa de la unicidad de los desplazamientos
implicada en el hecho de que los mismos estén reprasentados por funciones
continuas).

Al concentrar las fuerzas aquivalentes en los nudos, las condiciones de equilibrio

solo se cumplirdn para el conjunto del continuo.
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El grado de precisidn de la solucidn que ofrece este método dependera basicamenta de la fineza
de la malla con la que se discretizé el problema. Ademas, otro factor importante es la cantidad de
nudos que se utiliza en un alemento finito. Por o tante, es de esperar que la solucién mediante

este método sea aproximada,

El esfuerzo de codmputo que demanda este método para resolver un preblema esta en funcidn de
la cantidad de nudos que se utiliza. Este esfuerzo esta representado por al tiempo de sjecucion
del programa que usa los elementos finitos, es asi que, hay una relacién no fineal entre la

cantidad de nudos y &l esfuerzo de computo.

En capitulos postericres se harén comparaciones de resultados de éste métode con ofros

métodos como 85 el caso de |as series que =& astudiarad a continuacion.

Para un estudio mas profundo de este método se recomienda la referencia (5) de |a bibliografia.
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1.6.3 Método de las series

El método de las series consiste en representar la solucidén mediante una serie infinita doble de

los dos sistemas de funciones X, e Y,

M= wfy=a

w= 2. 2 C..X,Y, Ec. 1.47

mai nsl

C,. soncoeficientes a determinar.

o mediante series simples infinitas de los sistemas de funciones X, e Yy

M=

w= 2 f (y)X, Ec. 148
mal
]
W= rff,, (x)Y, Ec. 1.49
el
donde:

f. (y'} y f (x) son funciones a determinar.

Los tipos de sistemas de funciones que se pueden adoptar para el desarrollo en serie pueden ser,
por ejempio, los sistemas de funciones fundamentales de las vigas, polinomios algebraicos,

trigonométricos y ofros.
Las funciones X., e Y, deben satisfacer las condiciones de borde del problema.

Si las condiciones de borde se satisfacen con la eleccion de las funciones X, e Y, . en la solucidn
del problema de series dobles, 105 coeficientes Cn, pueden ser hallados mediante el método de

Galerkin;
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jj[ V2w p‘)x Y,dxdy = 0 Ec. 1.50
¢o

Reemplazando en esta ecuacion la expresion de “w" en forma de la serie doble y efectuando la
integracion, se oblienen, para cada par de valores de los indices m y n, la ecuacion algebraica
lineal expresada en funcién de C; . Limitando el numero de miembros de la serie C; se pueden

hallar sus valores, con lo cual se obfiene la solucién aproximada del problema.

Si cualquiera de las funciones X, e Y, no satisfacen plenamente las condiciones de borde del
problema, lo que ocurre generalmente cuando el borde de la losa esta libre de vinculos, no se
puede aplicar el método de Galerkin en la forma antes mencionada. Para resolver este problema
conviene aplicar el método basado en la utilizacién de las propiedades de extremos de la energia
potencial del sistema eldstico, que es igual a la diferencia entre la energia potencial de

deformacion y el rabajo de fuerzas exteriores.

o A2 {5 2525
AF. axay) \ay?r) ~ M\ aay) "o oy ) TPV

Ec 1.51

V, =

yE

D‘—‘I

Después de suslituir en esta expresion el valor de “w" en forma de serie doble y cumpliendo con
la integracién, se obliene la expresion para la energia potencial del sistema eldstico en forma de
funcidn cuadratica de los coeficientes desconocidos Cne. Para hallar el minimo de la energia

potencial es necesario que los coeficientes C, satisfagan las condiciones:

—I= -0 Ec. 1.52

Cada una de las cuales da una ecuacidn lineal algebraica relativa a los coeficientes desconocidos

Crmn. para cada par de indices my n,
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La solucion mas simple del problema se obliene en el caso en que se toman, para las
expresiones de los sistemas de funciones X, e Y, los senos de los mlltiplos de los argumentos
{coordenadas relativas), lo que satisface a las condiciones de borde simplemente apoyado en

todo el contorno de la losa.

oo o))

Con = 2 Ec 153
m:‘D(mz +y znz)
donde:
, -8
b
Con lo cual la ecuacion de la superficie eléstica seré:
. 4a4qmsin[m;)()sin[n:?)
w=> Ec 154

minst =°Dmn(m? +~,.r2n2)?

donde {, depende del tipo de carga.

En la solucidn del problema mediante series simples (1.49), si las condiciones de borde para las
funciones Y, coinciden con ias condiciones de borde de la losa, las funciones f.(x) también

pueden hallarse mediante el método de Galerkin:

[vzvzw - %—’)Yndy =0 Ec. 1.55

(=
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La que da, para cada indice "n" una ecuacion diferencial lineal ordinaria. Estas ecuaciones en
conjunto forman un sistema dnico. Este sistema conviene resolverlo limitandose en el numero de

términos de la serie (1.49) y por consiguiente, en el namero final de funciones f,(x).

5i las condiciones de borde del problema no coinciden con las condiciones de borde del sistema
de funciones Y, elegido, conviene resclverio utilizando las propiedades de extremos de la energia
polencial del sistema eldstico. Sustituyendo la serie (1.49) en la ecuacion {1.51), y efectuando la
integracion respecto a la variable “y", se llega a una cierla funcion “F", que estad bajo el signo de

integral. Las condiciones de minimo de esta funcion las dan las ecuaciones de Lagrange-Euler:

ax ax
dx? af.  dx éf

T

+£=ﬂ Eﬂ15ﬁ
of,

2
>

La que en conjunto también forman un sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias.

Eligiendo como sistemas de funciones Y, el sistema de los senos de los multiplos de los
argumentos, que comresponde a las condiciones de borde de libre apoyo en dos lades opuestos

de la losa, utiizando (1.55) se llega a la ecuacion:

2 4
0922 £09+( %) £09=a, Ec 157
donde:
q, : son los coeficientes del desarrollo de las cargas exteriores en series de senos.
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Si se designa a Q, como una solucidn particular de (1.57), la solucién general sera de la forma:

= nax nx nx nmx . nx
W= Z(cﬁ’shT+ cL”chT+ cf,”xshT+ cf,“xch—b-—+ Q, sin®™  Ec 158
n=1

Las constantes de integracion l:f.:". se determinan por las condiciones de borde de los lados x=0 y

x=a de la losa.

La solucién dada por la ecuacitn (1.58) se obtuvo de considerar como solucién a la ecuacidn
(1.49). De la misma forma, se puede obtener una solucidn completamente andloga, con la
ecuacion {1.48) utilizando como funciones X, sistemas, compuestos por los senos de los

multiplos de los argumentos.
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CAPITULO 02

SOLUCIONES EN SERIES PARA LOSAS DE UN SOLO PANO

Al usar el método de las series de Fourier para analizar losas rectangulares, se plantean dos
interrogantes. La primera seria; ,Cudl es el grado de exactitud de este método?. Si se pudiera
usar los infinitos términos ya sea de la serie simple o doble, seguramente los valores de los
resultados de las deflexiones y de las fuerzas de seccidn de la losa para cualquier condicién de
borde serian los exactos.

La segunda pregunta obligada es: ;Cudntos términos de la serie se utilizard? Dada la
caracteristica de las series y su tendencia a converger rapidaments y, ademas, que &l ingeniero
no necesita un grado de precisidn muy fino. Entonces, se considerara solamente un ndmero
limitado de términos de la serie que proporcione resultados confiables y lo suficientemente

exactos.



2.1 Losa simplemente apoyada

Para resolver una losa reclangular simplemente apoyada en todo el contorno, se pueden recurrir

a soluciones en series doblas o series simples, la primera liene una explicacién mas comprensible

&n comparacion con la segunda, siendo ésta ultima mas compleja, aunque es mas eficients.

2.1.1 Solucién de Navier para losas rectangulares simplemente apoyadas

Navier obtuvo en 1820 las primeras soluciones de la ecuacion de Lagrange, usando series dobles

de Fourier para describir las deflexiones y las cargas en losas rectangulares simplemente

apoyadas.

La figura 2.1 muestra una losa simplemente apoyada en sus cuatro bordes, la cual se halla bajo

una carga cualguiera “q,'. Los sentidos positives son fos indicados.

sea la carga

Fig 21

q, =f(xy) Ec. 2.1
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Para ello, se presenta la funcién f(X y) bajo la forma de una serie geométrica doble:

flxy)= iiamnsm{ ]I{ngy] Ec 22

m=1 =1

Donde los coeficientes a_ .. estan dados por |a expresion:

"‘“’=ibI-:[f(”}sn( ]sm[n EF]l:hna::ly Ec. 23

1t ) m'n] [nny]
R-E[_!f(x,y)sm[ o Jsin 5 jaxdy Ec.2.4

For lo tanto, la flecha para cuaiquier tipo de carga estd dada por la siguiente expresion:

wixy) = njD iz sin[m:x] sin[ n:y] Ec. 25

m=1n=1
T

o]
4abR3, mm() 1 (nny]
wixy) = Zﬂ; oS sin Ec. 26
donde
¥’mn

8, = 85(m,n) = (o 2

_a
"=y
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2.1.2 Otras aplicaciones de la solucion de Navier

No siempre las cargas se aplican en todo el drea de la losa. Se aplica ahora una carga “P"
uniformemente repartida sobre el drea del rectangulo (¢ x d) vy ubicada plenamente en el interior

de la losa, pero no necasariamente coincidentes sus centros comao indica la figura 2.2,

Fig. 2.2

Con esta disposicion de la losa y |a carga, en la ecuacion (2.3) se cbtiene:

C d
g+ R
4p 2 2 (mn:x) [nny)
a =— sin| — |sin| —— |dxd Ec. 2.7
™ ab QL;[!‘ a /b)Y ¢
2 2

Efactuando la integracion correspondienta se obtiene la siguiente expresidn:

a,, = L sin[mﬂg)sir( Mh]sin[ mm] sin[ Md) Ec. 2.8
™= 2’mncd” \ a b 2a 2b ¢

Al reemplazar (2.8) en (2.5) ¢ (26) se obtiene la solucidn para una losa bajo una carga

distribuida aplicada en un area parcial.
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De la misma forma se pueden obtener soluciones de losas para cualquier tipo de carga, pudiendo

ser dstas: puntual, hidrostatica, o cualquier combinacion posible.

2.1.3 Solucién de losas rectangulares por el método de las series simples

La ecuacitn (1.58) en series simples deducida anteriormente, permite resolver losas que tengan

solamente un par de lados opuestos con condicion de bordes simplemente apoyados, y 105 ofros

dos lados con bordes completamente arbitranios.

La solucidn {1.58) se expresa en oltra forma, mediante transformaciones.

sea

y las coordenadas adimensionales:

'rl:

o=

Una primera forma de representar la solucidn:

ol

W= Z(cf,”nu(ﬁ,z)+cf’ﬂ,(B,s)+c‘na}nz(ﬁ,a)+GL"QS[B,E))SMEE?—

=l

donde:

Qy(B.€) = cosh(pe) - %ﬁtsi"h(ﬁﬁ]

Ec. 29
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Q,(p.e)= (%)[% sinh(pe) - %ﬁe msh(ﬂﬁ)}

0, (B.c) = (-E—]z%—ﬁssinr{ﬁa)

nx

Q,(B.e) = —(%] 3(%sinh(|3a}— %ﬁe msh(BG)]

Las constantes de integracion Cf.:’. sa determinan por las condicionas de borde de los lados x=0 y

x=a de la losa.

Otra forma de presentar la solucidn es:

W= 3 (2] [mata(B- o)+ ma(Be) -0, %o(B1-)4 v, a(fs) o sinfren)
Ec. 210

donde la funcién trascendente ¥, (j,¢)est4 dada por:

(2 + B coth(p))sinh(Be) — Be coshpe)

Xo(Be) = 2sinh(p)
Ademas:
1l6e)=(7) T

i.;. (B. 5} = Ia{ﬁ-a) -1y (Bie)

¥ Mp, M'n, Ny N’y SO0 cOnstantes a determinar.
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2.2 Condiciones de borde

En la figura 2.3 los ejes X & Y se toman paralelos a los lados de |a losa. Los casos de borde que
se pueden presentar en losas rectangulares son: borde simplemente apoyado, borde empotrado

y borde libre de vinculos.

A Apoyada c E
g e e <% T
® PoE
| |
Yy I
b
Litrg Apoyada
i o
R G
B D
Empatrada
a
Fig. 23

+ Borde apoyado (Apoyo Navier), para y=0y x=a&:
En el borde indicado no hay deflexion, pero tiene libertad de rotacién, y por consiguiente, no hay

momento a flexidén perpendicular al borde. Estas condiciones se pueden expresar como:

w=0 M,=0
¥
w=0 | M,=

Pdgina 2 - 7



Andfivis de [osas Continmas

» DBorde empotrado, para y=b:
El borde es fijo, no hay deflexién ni rotacidn, matematicamente se puede expresar como;

w=0 ¥ 8,=0

« Borde libre, para y=0.
En el borde sin apoyo, no podra haber ni momente ni reaccion, el planteamiento de ésta condicién

sera;

M, =0 : Q=0 vy M,,=0

Eslas condiciones fueron expresadas de esta forma por Poisson, posteriormente Kirchhoff
probd que tres condiciones son excesivas, vy que bastan dos para la completa
determinacidn de las flechas w que satisfacen la ecuacion(1.33). El demosird que las dos
condiciones M,, y Q, deben suslituirse por una sola. La explicacién de esta reduccion la
hicieron Kelvin y Tait, y es la siguiente: La flexidn de la losa no varia si las fuerzas
horizontales que dan el momento torsor Mydy (Fig. 2.4) se sustituyen por dos fuerzas
verlicales de valor M,, y de brazo dy, esta simplificacién no cambia el valor de los
momentos torsores y produce cambios unicamente en la distribucion local de los esfuerzos
en el borda de la losa.

Estas nuevas fuerzas sustiluidas producen una fuerza neta resultante por unidad de
longitud:

oM,

Q=2
Ty

La reaccitn total serd:

. : éM
Q,=0Q,+Q,=Q, +—=
oy
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Fig. 2.4

Finalmente las dos condiciones para el borde libre son:
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2.3 Método general para resolver problemas de flexion de losas elasticas

delgadas rectangulares por el método de las series

Para resolver problemas de flexién de losas rectangulares, bajo cualquier tipo de carga y con

condiciones de borde arbitrarias, se aplica |la generalizacion del método de las series simples.

Usando como referencia el planc medio de la losa, la direccién positiva de los ejes y las

longitudes de los lados es como se indica en ia figura 2.5

A& . .F
B. - 4] .._nr f
PSR B
¥ e
Fig. 25
wixy)=w,(Xy)+w,(xy)+w,(xy) Ec. 2.11
Donde:
wylx,y): Es la ecuacion de la superficie eldstica de la losa, que tiene la misma forma y
carga que la losa examinada pero simplemente apoyada en todo el contorno
(Losa Navier)
walx,¥): Es la ecuacidn, que representa la superficie elastica cuando se aplican momentos
distribuidos en los bordas.
walx.y): Representa los efectos en la superficie elastica, cuando exislen condiciones de

borde libres de vinculos o cuando las esquinas tienen desplazamientos.
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Como ejemplo practico para entender mejor el principio de superposicion y la generalizacion del
método de las series: sea una losa rectangular cualquiera empolrada en sus bordes, sometida a

una carga cualquiera como e indica en la figura 2.8.

Para resolver este caso se plantea la superposicidn de efectos. Primero se resuelve una losa
idéntica, con la misma forma, dimensién y material que la losa estudiada, con ias mismas
condiciones de carga pero con la unica diferencia que los bordes seran simplemente apoyados.

Este tipo de solucién ya se estudid anteriormente y es conocido como losa Navier.

k Fg 26 i
M T M
X
| e —
. i
k Fig 27 !
|
P | .
Lol ,
LI {4 .
K Fig 28 j

En una segunda etapa se resuelve también una losa idéntica con bordes simplemente apoyados,
pero esta vez se aplican solamente momentos distribuidos a lo largo del borde. Este momento
debe tener un vaior de tal manera que el giro que origina debera ser igual al giro obtenido por la

losa Navier para un mismo punto, pero en senlido contranio.

Finalmente al superponer se tiene una losa con giros y deflexién igual a cero en los bordes,

cumpliendo las condiciones necesarias para que el borde sea empotrado.

Basados en este analisis, se podra resolver losas rectangulares con cualquier condicidén de borde

que se presente.
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Por lo tanto:
WX y)=w,(xy)+ Z Ymsin{mne) + Z Xasin{nan) + P(x y) Ec. 212
m=1 n=1
donde:
4abR, max] 1 n(nny)
w,(xy) = Z”; g sin( Ec 2.13

a’ .
Y = m[{umma.‘l— )+ W Lo, M) + Vo1 = m) + V', xo{a, 'll)] Ec.2.14

Z

b
o= 5oaz [(mnxz{BJ = B)+m’, 1, (B.e) +n %o (BT B) + 1, 2o(B, g})] Ec. 2.15

1
POxY) = 5 {fa (1= 8)(1- 1)+ fy(1- )0 + fee(1= m) + fpen +
2
+ ‘Z_[(m.hh - n] + ma‘l']an' -3+ 2!‘.] + (mc(‘l - 'n} + mnnxa _ as}] "

+ 1—2[(;1,‘{1 — &) + pcefn® - 3n? +2n) + (s (1 - €) + pe)(n - T13‘)]}

Ec. 216
Los coeficientes N, n,',. V.Y u,'.,, permiten expresar las deformaciones, y los coeficientes m,,

m;. M. ¥ ].1:“ expresar los momentos flectores normales al contorno correspondientes a los
lados x=0, x=a, y=0 e y=b, para todos los puntos de la losa. Los coeficientes del polinomio P{x.y)
permiten expresar las deformaciones y los momentos normales al contorno en las esquinas. De
astos doce coeficientes es necesario introducir: los coeficientes f,, fa. fc, v fp cuando la esquina
correspondiente puede desplazarse verticalmente, los coeficientes my, Mg, Mg ¥ Mp O s, s, B ¥
ip &n &l caso en que la esquina correspondiente y [a losa puedan girar en la direccidn de los sjes

y 6 x, conservando la posibilidad de desplazamiento vertical.
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24 Ecuaciones para losas rectangulares empotradas en uno o més

bordes

Considerando el punto (2.2) correspondiente a las condiciones de borde y la ecuacion (2.12), se

obtienen ecuaciones an series de la forma:

Cuando el borde x=0 esta empotrado entonces el giro en este borde es igual a cero (6,=0)

W & b [ &45R 2and,
§=Hmn{§ - +'§ 2ty + o (= 0] - 25(B.1) e, xa(&ﬂ)}smTy

Ec. 2.17

Cuando el borde x=a estd empotrado entonces al giro en este borde es igual a cero {8,=0)

5 o 32 i A0 80+, (oY

Ec 2.18

Cuando el borde y=0 esta empotrado entonces el giro en este borde es igual a cero (6,=0)

1)"'*']}sin =

Ec. 2.19

45,R =, 2bms
Y = ptaln1) + ' %a(00) + ?

n=1 =t

a’f - msl mHD

aw‘a{

Cuando &l borde y=b esla empotrado enlonces el giro en este borde es igual a cero (8,20)
g En% {Z%R cos{ret}- 1 ty{010) + i o) - Zm [0, (=)= T‘”}"‘“ s

Ec.2.20

También, tomando en consideracidn los planteamientos del punto (2.2), se oblienen expresiones
para los otros tipos de bordes como son: el borde simplemente apoyado, el borde libre o cuando
una de las esquinas presentan desplazamientos en el eje Z Definiendo de esta manera las
expresionas para resolver problemas de losas rectangulares con cualquier condicion de borde

que pusda presentarse.
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2.5 Precisién del método

2.5.1 Analisis para una carga puntual y pseudo-puntual

Se plantea dos tipos de comparaciones para el anélisis de una carga puntual: primero, para una
carga aplicada en un drea decreciente {cuando esta drea es muy pequefia se le llama carga
pseudo-puntual). Luego, el efecto de una carga puntual en las proximidades del punto de
aplicacidén de ésta. En el primer casoc se compara también con resultados obtenidos por

Timoshenko.

CASO1

» Para el analisis de una carga puntual y pseudo puntual se aplica una carga "P" en un area
decreciente (¢ x d) en una losa empotrada en sus cuatro bordes con relacién de lados bfa=1y
de la carga c/fd=1, y coeficiente de Poisson (u=0.30) como se indica en la figura 2.9. La
relacidn entre el lado del rectdngulo donde esta aplicada la carga y el lado de la losa (c/a )

varia desde 0.1 hasta 0.0. Adicionalmente se compara con el valor que obtuvo Timoshenko.

En el célculo de las flechas (figura 2.10) la diferencia considerando por ejemplo 1 y 2 términos de
la serie s de 31% en promedioc para cada casc. Esia diferencia decrece répidamente al
considerar mas términos. Asi, para 10 términos las diferancias varian de 0.09% a 0.15% en cada
caso. Por lo tanto, sera necesario obtener cierta cantidad de términos “N° de la serie, lo cual

proporcionara valores suficientemente precises.

El Ingeniero, al analizar un proyecto tipico, se ve en la necesidad de considerar cargas aplicadas
en dreas pequefias como puntuales (pseudo-puntual). Para una carga rectangular de lado 0.25m
aplicada en una losa de 5.00m de lado, por ejemplo, cuya relacion (c/a) es de 0.05 normalmente

esta carga se consideraria como puntual. Al comparar el resultado obtenido por la carga pseudo-

Pdging 2 - 14
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Anilisis de Losas Contirmas

puntual y puntual se tienen diferencias del orden de 1.5%,; y para una relacién (c/a) de 0.10
diferencias de 4.0%. Por lo tanto, al incrementar esta relacidén también se incrementan las
diferencias.

Al analizar los momentos de empotramiento (Figura 2.11) la diferencia de éstos considerando 1 y
2 términos de la serie es de 22% en promedio para cada caso, para 10 términos se tiene
diferencias de 0.03% en cada caso.

Es asi que, para una relacion de lados (¢/a) de 0.05 la diferencia es del orden de 0.2% y para
una relacion de 0.10 la diferencia es de 0.7%, (referido a la carga puntual respecto de la pseudo-
puntual).

Al analizar los momentos que se obtienen donde esta aplicada la carga puntual o pseudo-puntual
{Figura 2 12) la diferencia considerando 1 y 2 términos de la serie es de 46% en promedio para
cada caso; para 10 términos se tienen diferencias entre 0.2% a 4.0% en cada caso

Para una relacion de lados (c/a) de 0.05 la diferencia es 33% y para una relacién de 0.10 la
diferencia as de 75%, ( referido a la carga puntual respecto de la pseude-puntual}

Los valores ofrecidos por Timoshenko son lodavia mas conservadeores. La diferencia que se
obliene al calcular 8l momento bajo la carga pseudo-punfual donde (¢/a) es 0.1 y la carga puntual
as de 100%; v para una relacidn de lados (cfa) de 0.01 |a diferencia es 16%.

Por Io tanto, para un analisis tipico al considerar la carga que estd aplicada en un drea pequeria
coma carga puntual, se obtiene resultados muy conservadores especiaimente en el punto donde

esta aplicada la carga.

CASO 2

+ Momentos a una distancia “d” del punto de aplicacién de una carga puntual “P" en una losa
simplemente apoyada en sus cuatro bordes, con relacién de lados bla=1 y coeficiente de

Poisson {u=0.30), sequn la figura 2.13.
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En las figuras 2.14 v 2.15 se representan los valores de los momentos. En |a primera se considerd
110 términos de la serie y en la segunda solamente 25 términos.

Considerande que la sclucidn con 110 términos de la serie proporciona un valor muy proximo al
exacto.

Asi, para oblener un mismo porcentaje de error para cada “d” se necesita mayor cantidad de
términos de la serie conforme “d" sea mas pequeio.

Los porcentaes de error para los momentos que se oblienen son por ejemplo; para 2 términos
31.6%, 1.3%, 41.1% y 64.2% para valores de “d" de 0.10, 0.05, 0.01 y 0.00 respectivamente; para
10 términos son: 1.5%, 3.4%, 1.3% y 38.5% para cada caso; para 25 términos son: 0.3%, 5.8%,
10.7% y 23.8% para cada caso, y para 100 términos son: 0.7%, 0.4%, 2.1% y 1.4% para cada
€aso.

Se hace necesario considerar muchos términos de la serie para oblener momentos en las

cercanias del punto de aplicacién de estas cargas puntuales.

2.5.2 Andlisis para cargas distribuidas y triangulares

La precisién del método se analiza ahora para cargas distribuidas y cargas triangulares en una
losa empotrada en sus cualro bordes, Para cada uno de estos casos se hard una comparacion

con los resultados propuestos por Kalmanok y Timeshenko.

2.5.2.1 Para una carga distribuida sobre una losa empotrada con relacién de lados variable

Se estudiarén dos casos: pnimero, se analiza la convergencia y el porcentaje de error para un
incremento del numerc de términos de la serie. Luego, la convergencia cuando exisle una
variacion en la relacién de lados (b/a) en la losa.

Se consideran los resultados obtenidos para 50 términos de la serie como muy cercanos a los

valores exactos. Basados en la consideracion precedente se analizaran los resultados.
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CASO1

+ La figura 2.16 muestra la disposicion de la losa donde: los cualro bordes estan empotrados, la
carga “q" es uniformemente distribuida en toda la losa, el coeficiente de Poisson es u=030y la
relacion de lados b/a es igual a uno.

Las flechas (figura 2.17), los momentos de empotramiento (figura 2.18) y los momentos en el

centro de la losa (figura 2.19) tienen errores del 0.5% en promedic al considerar los primeros 5

términos de la serfie, y un error menor que 0.1% para 10 términos.

Los valores que muestran Kalmanok y Timoshenko difieren apenas en un 0.5% para las flechas y

los momento de empotramiento, y en 0.9% para los momentos en el centro de la losa.

CASO2

¢ La figura 2.20 muestra la disposicion de la losa donde: los cuatro bordes estdn empotradas, |a
carga ‘g’ es uniformemente distribuida en toda la losa, el cosficiente de Poisson es u1=0.30y la
relacién de lados bfa es variabie tomando valores de 1.0, 1.5, 2.0 y 5.0 respeclivamente.

Se muestra para el andlisis. las flachas (figura 2.21), los momentos de empotramiento

(figura.2.22) y los momentos en el centro de la losa (figuras 2.23 y 2.24).

En este caso se aprecia que. a medida que se incrementa la relacidn de lados (bfa) la
convergencia se hace méas lenta. Asi, para oblener una misma calidad de resultados para una
relacion de lados alta, @s necesario considerar una mayor cantidad de términos de la serte.

Por ejemplo. para el momento My en el centro de la losa: al considerar sélo 5 terminos se tienen
errores de 0.35%, 0.77%, 1.65% y 10.63% para relaciones de lados (b/a) de 1.0, 1.5, 20 y 5.0
respeclivaments; al considerar 10 términos se tienen resultados con errores de 0.05%, 0.11%,
0.23% y 1.75%. Sélo se esta analizando el momento My en el centro de la losa por ser analogos

los otros resultados de momentos y flechas.
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Andlisis de Losas Contirmas

2.5.2,2 Para una carga triangular sobre una losa empotrada con relacién de lados variable

De igual forma se estudia dos casos: primero, la convergencia y el porcentaje de error para un
incremento del numerc de términos de la serie. Luego, la convergencia cuando existe una
variacion en |a relacion de lados (b/a) en la losa.

Se consideran los resultados obtenidos para 50 términos de la serie como muy cercanos a los

valores exactos. Basados en la consideracion precedente se analizaran los resultados.

CASO1

» La figura 2.25 muestra la disposicién de la losa donde: los cuatro bordes estan empotrados, la
carga "qQ" es triangular, el coeficiente de Poisson u=0.0 y la relacién de lados (bfa) es igual a
uno.

Las flechas (figura 2.26), los momentos de empotramiento (figuras 2.27, 228 vy 2.29), y los

momentos en el centro de la losa(figura 2.30) tienen errores que van desde 0.20% hasta 0.75% al

considerar los primeros 5 términos de la serie; y un error menor de 0.1% para 10 términos.

Los valores que muestran Kalmanok varian entre 0.10% y 1.75% vy los de Timoshenko entre

0.10% y 2.10%.

CASO 2

+ La figura 2.31 musstra |a disposicién de la losa donde: los cuatro bordes estan empotrados, la
carga "q" es triangular, el coeficiente de Poisson es u=0.30 y la relacién de lados (b/a) es
variable y son: 1.0, 1.5 vy 5.0 respectivamente.

Se muestra para el analisis: las flechas (figura 2.32), los momentos de empotramiento (figuras

233, 234y 2 35) y los momentos en el centro de |a losa (figuras 2.36 y 2.37),
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En este caso se aprecia que también a medida que se incrementa la relacién de lados (bfa) la
convergencia se hace mas lenta.

Solo se analiza para el caso del momentc My en el centro de [a losa, los otros resultados son
analogos. Al considerar solo 5 términos se tienen errores de 0.36%, 0.79% y 11.00% para
relaciones de lados de 1.0, 1.5 y 5.0 respectivamente; al considerar 10 términos se obtienen

resuitados con errores de 0.04%, 0.09% v 1.41%.

2.5.3 Conclusién

Luego de analizar la convergencia de los resultados para las flechas y los momentos en puntos
especiales ya sea para carga puntuales, pseudo-puntuales, distribuidas o triangulares en
condiciones de borde arbitrarias, como también, la influencia de la relacidn de ios lados, se
oblienen resultados confiables con una buana calidad (con errores del orden de 1.0%) para 10
términcs de la serie. Con ésta cantidad de términos se haran |las operaciones matematicas en el
programa que se hizo para el desarrollo de esta tesis.

En el andalisis se consideran las cargas aplicadas en pequefas areas como tal, ya que al
considerar estas cargas como puntuales originan una singularidad en el punto de aplicacién,

obleniéndose valores muy conservadores,
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CAPITULO 03

LOSAS CONTINUAS

Los problemas en los que se presentan losas continuas en una direccidn, en dos direcciones y en
€l @spacio (como por ejemplo un tanque elevado) son frecuentes en el disero estructural.

La necesidad de contar con una herramienta alternativa para resolver losas c¢ontinuas con
cualquier condicion de borde y que, ademds, proporcione resultados més precisos, conlleva a
desarrollar un programa de computo.

Se presentan comparaciones de resultados enire varios métodos como son: el mélodo de las
series con el programa desarrcllado para esta tesis, el método de los elementos finitos con el
programa de computo SAPS0, el método de los coeficientes del ACI, los resultados propuestos
por la referencia (1) de la bibliografia y algunos métodos praclicos.

Finalmente se proponen palrones de cargas para oblener los maximos momentos.



3.1 Métodos de solucién

3.1.1 Método préctico

Para determinar los momentos positivos en el interior de cualquiera de las losas (como ejemplo: la
losa central del corte (1-1) de la figura 3.1) se parte de la disposicion mas desfavorable de las
cargas sobre los distintos pafios de la losa. Para ello se aplica la carga distribuida transitoria Pir
sobre la losa estudiada, y en forma de tablero de ajedrez sobre las demas losas como se indica la

figura 3.1. Entonces, la carga total: P = Pp + Plr se puede estudiar como la suma de dos cargas

convencionales:
Ptr Ptr
Go=Pp+— Po=4%—
Pr5 7 2

P e
(EERER AR RARRERE AR AR RANE |
-] = - L=

Go=Pp+0 58¥
SATEAARTAIRTAE2I12R1TT
= - - v

Po=-0.5P

Po=-0.5P7 Po=0. 5Pr
“n_, w o

S — i —

Fig. 31
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En este caso la carga GO actla en todos los tramos de la losa, para esta carga los lados
comunes a dos tramos de |a losa se consideran como rigidamente empotrados. La carga Po
actha en tramos adyacentes en sentido contraric altemnadamente, para esta carga todos los

tramos deben estudiarse como libremente apoyados en todo el contorno.

Para determinar los momentos negativos de apoyo, es necesario considerar cargados todos los
tramos de la losa. El valor del momento se obtiene come el promedio de los momentos de apoyo
en los tramos adyacentes al apoyo estudiado.

Los valores de todos estos momentos pueden ser calculados con el uso de tablas propuestas por:

Kalmanok, Timoshenko o cualquier otra solucién para losas de un solo pafio.

3.1.2 Método de las series

La figura 3.2 muestra |a distribucion de un conjunto de losas continuas, para los cuales se adopla
las siguientes consideraciones: los soportes intermedios no ceden a la presidn en la direccidn
transversal y no presentan ninguna resistencia al giro. Con estas hipdtesis la flexidn de cada
pafio se calcula facilmente combinando las soluciones conocidas para losas rectangulares
cargadas transversalmente simplemente apoyadas, con losas rectangulares flexadas por los

momentos repartidos a lo largo de los bordes, también, simplemente apoyadas figura 2.8.

3.1.21 Condicién de borde

El estudio de las condiciones de borde, para los bordes exteriores, se desarrellé en el capitulo 02.
La condicion de borde para los lados comunes (como por ejemplo el lado 6-10 de la figura 3.2) de
dos losas adyacentes {i-1 e i) @5 como sigue: el giro en el borde 6-10 de la losa {i-1) sera igual al
giro en el mismo borde de la losa (i). Ademas, los desplazamientos en dicho borde son iguales a

cerg.
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Al igualar los giros en el lado 6-10 se obtiene |a siguiente expresion:

-y B, (p0) e, [%h (B (89| 222 (00)-
)y T U S IR
= xi[i {aq RDb R;b“‘ GDS(Mﬂ)H

=l i-1

Ec. 3.2
Y de forma andloga, se pueden obtener las expresiones para los bordes perpendiculares a la

direccidn Y.
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3.2 Comparacién del método de las series si b>>a con la solucion de

vigas

Se hace una comparacion de los resultados que se obtienen al ejecutar el programa desarroliado
para losas conlinuas, y los resullados del andlisis de vigas tratadas como estructuras de barras.
Para lo cual se resuelve un conjunto de losas continuas (3) de lados iguales en la direccitn X, el
lado en la direccion Y comparado con el otro es mucho mayor, para una relacidn de lados b/a
igual a 10 por ejemplo, como indica la figura 3.3.

También se resuslve un conjunto de vigas {3) de la misma longitud que e! lado de la losa en la
direccidn X, del mismo espesor y con las mismas condicionas de borde siendo éstas simplemente
apoyadas.

Los sistemas de cargas distribuidas son aplicadas ¢on la misma disposicidn, tanto para la viga
como para la losa. En el primer sistema de cargas solo se aplica la carga distribuida en la losa
cuyo lado es “al”, y en la viga de longitud *al1”; en el segundo sistema se aplican las cargas
distribuidas en las losas adyacentes de lados "a1”™ y “a2", y en las vigas de langitud "a1” y "a2"
respectivameante.

En la figura 3.4 se muestra el diagrama de momentos flectores Mx, en el eje de las losas indicada
en [a figura 3.3 y en el eje de las vigas, para el sistema de carga 01. De la misma forma, en la
figura 3.5 se muesira el diagrama de momentos fleclores Mx, en el eje de las losas indicada en la
figura 3.3 y en el eje de las vigas, para el sistema de carga 02.

Para ambos sistemas de carga se obtienen diagramas de momentos flectores de la misma forma,
tanto para las losas como para las vigas.

La méaxima diferencia que se obliene al comparar ambos resultados es de 1.15% y el promedio

esta en ol orden del 0.20%.
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Jisis de Losas Conti

3.3 Comparacion de resuitados entre métodos

Se presentan comparaciones entre métodos de solucidn para un grupo de tres ejemplos, los
cuales se presentan con frecuencia en el disedo,

Los métodos a utilizar en éstas comparaciones son: el método de las series con |a utilizacion del
programa de losas continuas desarroliado para esta tesis, el método de los elementos finitos con

al uso del programa SAPS0, el método practico v el método de los coeficientes del ACL

3.3.1 Losa continua en una sola direccién

Para este caso se comparan los resultados obtenidos mediante ta utilizacion del programa de
losas continuas, el método practico v el método de los coeficientes del ACI solaments.

En lafigura 3.6 y 3.7 se muestra la disposicién del conjunto de cuatro losas continuas en una sola
direccion, siendo ésta la del eje X. Las longitudes de las losas en la direccién X son iguales y
tiene como valor 1.0; Ias longitudes de las losas en la direccion del eje Y son mucho mayores que
las antes mencionadas (b>>a). Las condiciones de borde son las indicadas y las cargas son

distribuidas en todas las losas.

» La deflexion del eje de las losas que se indica en la figura 3.6, se ha calculado de tres
diferentes formas: primero, las cuatro losas con condiciones de borde simplemente apoyadas
en la direccidn Y, segunda, la primera iosa apoyada en un borde y empotrada en fa otra, y el
resto de las losas empolradas en la misma direccion; y tercero, coma losa continua respetando

sus condiciones de borde real.

La proporcidn entre los resultados del analisis de la primera forma respecto a la tercera es:
para la primera losa el doble, para la segunda losa once veces, para la tercera losa cinco

veces y para la cuarta losa seis veces en promedio.
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(ndlisis de Losas Conti

La diferencia entre los resultados del andlisis de la segunda forma respecto a la tercera es:
para la primera losa de 13% al 51% menos, para la segunda losa de 134% més en pramadio,

para {a lercera losa 13% menos en promedio, para |a cuarta losa 3.4% maés en promedio.

+ En la figura 3.7 se muestra el diagrama de momento flector del eje indicado en la misma.
También se ha calculado de tres formas diferentes. primero, por el método de los coeficientas
del ACI: sequndo, por el método practico; vy tercaro, como losa continua,

Las diferencias entre los momentos mdximos positivos oblenidos por la primera forma de
analisis respecto a la tercera forma son: pars la primera losa 17.0% mas, para la segunda losa
B5.6% mas, para la tercera 42.7% mas y para la cuarla losa 51.6% més; para 05 maximos
momentos negatives se tienen diferencias: para la primera losa 5.3% menos, para la segunda
losa 17.7% més, para la tercera 7.0% maés y para la cuarta losa 10.4% mas.

De la misma forma se hara la comparacién entre la segunda forma de andlisis respecto a la
fercera forma para el maximo moments positivo: en la primera losa 10.0% menos, en la
segunda losa 24.4% mds, en la tercera 5.0% menos v en |a cuarta losa 1.0% maés; para los
maximos momentos negativas se ltienen diferencias: en la primera losa 1.4% menos, en la

sagunda losa 7.8% mas, en la tercera 2.0% menos y en cuarta losa 1.0% més.

3.3.2 Losa continua en dos direcciones

En este caso se comparan los resultados obtenidos mediante la utilizacidn del programa de losas
continuas, el uso del SAP90 y el método practico.

En Ia figura 3.8 se muestra la disposicién da las losas mostrando las respectivas fongitudes de
sus lados y la direccion de sus ejes locales.

Con el programa de compulo SAP90 se ha dasarrollado el problema de las nueve losas con

distintas mallas: primero, usando 391 nudos y luego, con 1485 nudas.

Pégina 3 - 10



=% I Tt i
[ i 8
1 2 3 250
¥ =1 e 1
| -3 s i
4 ® 8 300
|
= . —
7 8 g 250
350 T Am 350
Fig. 3.8

Dada la simetria de las losas, se calcula los momentos positivos Mx ¥ My en los centros de las
losas 1, 2, 4 y 5, los momentos negativos en los centros de los bordes entre las losas 1-2, 1-4, 2-5
¥ 4-5 raspectivamente, cada una de los cuales tienen su propio sistema de carga (figuras: del 3.9
al 3.18) .

De estas comparaciones se aprecia que & método con menor precision, es el matodo practico,
alcanzando un maximao error de 5.70% méas para el momento positivo y 11.54% més para el
momento negativo.

Con el uso del sap90 y la malla de 331 nudos el maximo emror es 6.82% menos para el momanto
positivo v 10.82% menos para el momento negativo; y con el uso de la malla de 1485 nudos el

maximo error es 0.84% mas para el momento positivo y 1.14% menos para el momento negativo.

Otro factor importante as el liempo de ejecucion de los programas de cdmputo, el que debe ser lo
minimo posible.

A continuacién se hace una comparacion del tiempo de ejecucion de los programas: el SAPS0
para dos diferentes mallas con 391 v 1485 nudos, y &l programa de losas continuas.

El tiempo de ejecucitn del SAPS0 con 351 nudos es 1.8 veces el tiempo de ejecucion del
programa de losas continuas, y para 1485 nudos es 5.0 veces mas. Como se indicd anteriormente
ni con 3916 1485 nudos se obtienen resultados con la precision que ofrece el programa de losas

continuas.
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COMPARACION DE RESULTADOS
SISTEMA DE CARGA
MOMENTC EN EL CENTRO DE LA LOSA #
x=alf2 y=b1/2
REFERENCLA M SERROR Wy WERROR
PRACTICO 830000] 240 2130000 178
SAPGD 301 BB T003] 588 2071175 450
SAPOD 1485 953410 005 2185500 -0.77
L CONTINUA 952007 - 2168882 -

MOMENTO EN EL CENTRO DE LA LOSA #2

®x=a2f2 y=b2/2
REFERENCIA Mx WEAROR My WERACR
PRACTICO 850000 008 233.0000] 219
SAP90 391 BO2115] 682 2327850 2329
SAPS0 1485 86.2500] -0.20 239.7100| 063
L CONTINLIA gs0810) - 2382154

MOMENTO EN EL CENTRO DE LA LOSA #4

x=adi2 y=bd2
REFERENCIA Mx WERROR Wy i ERROH
PRACTICO 127.0000| -5.53 2180000 -1.23
SAPQQ 361 1240600 -3.08 2255800 428
SAPG0 1485 120.8000| -0.37 21816800 -0.84
LCONTINUA 120,240 . 2163406 -

MOMENTO EN EL CENTRC DE LA LOSA #5

=852 y=b52
REFERENCIA Mx wERecn My |
PRACTICO 115.0000] -5.70 246 0000] -354
SAPG0 391 110.0800] -1.18 246 8500| -389
SAPSH0 1485 109.4800( 082 2389100] -055
[LCONTINUA 1na.maL - 2375668 -
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1lisis

SISTEMA DE CARGA
T‘:_— EERT AR M MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE
HEEEEEn SSEE S ENTRE LAS LOSASH1 Y M2
x=al y=b1/2
REFERENCIA Mx W R
PRACTICO 3330000 11.38
SAPS0 301 -335.0200] 1082
SAPQ) 1485 AT1.6600] 107
L CONTINUA -I7TSEBTT4 -

MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE
ENTRE LAS LOSAS#1 Y 4

=ali2 y=p1
REFERENCIA My WERROR
PRACTICO 426 0000] 674
SAPA0 391 A345400) 554
SAP90 1485 454 §200] 111
L.CONTINUA 450 0218

MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE

ENTRE LAS LOSAS #2 ¥ #5
#=a2i2 y=b2
REFERENCIA My weamoR
PRACTICO 44200001 732
SAPOD 391 2615800 322
SAPGD 1485 4714800 114
L.CONTINUA, 4765257 -

MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE

ENTRE LAS LOSAS #4 Y #5
x=ad y=bd/2
REFERENCIA Mx WERRON
PRACTICO ~AT4.0000] 1154
SAPSD 391 4050700 4.19
SAPG) 1485 A204700] 058
L CONTINUA, 472 TBT 2

Fig 216
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3.3.3 Losa continua en el espacio

En este caso se comparan los resultados obtenidos mediante la utilizacién dei programa de losas
continuas, el método practico y la solucidn que ofrece Kalmanok.

Adicionalmente, el método practico se considera de la siguiente forma: cada losa que comparte
algunos de sus lados con olra se considera empotrada y el lado apoyado como tal. Se desarrolla
el problema de un tanque elevado segun la figura 3.17 donde: a=b=h=1.0, el contenido es agua,
los bordes superniores de las losas laterales se consideran como simplemente apoyados y todos

los demas bordes son compartidos. Los ejes locales de cada losa se indican en dicha figura.

SR P -
| | ) ;

h Al F —

» =

_i... ,
— g v o Cmﬁ a EME

“H.‘:H o |
. d >
e
e
1 |

| |
A E s E

FRLZOH EH LA BASE

Fig. 3.17

Se analiza las méximas flechas sobre el gje de las losas que se indica en la figura 3.17 en color
magenta. La diferencia de las méximas flechas en las losas laterales considerando cada losa
como apoyada y como losas continuas es de 185% mas, y |a diferencia entre el método practico y
la solucién del programa es de 9.6% mas; la diferencia maxima de la flacha en la losa de la base
al considerar como apoyada y como continua es de 165% mas, y la diferencia entre el método

practico y la solucion del programa es de 17_4% menos.

Pagina 3 - 14



§1 - ¢ oudog

FLECHA

253

PEEBEEEE

] i H :
: SRS L T
: I Vg :
4 ¥ h 4 H
..... : A - :
; i i
% H
F 5 '
wh

a

S
="

DISTANCIA
Fig. 3.18

¥
-

.y
. L
A e f " H
sk = e * H
i :
i -
Y 5 | :
Lialidiiil i :
| :
I- =
bl . I :
A 1 I i i
] L H H )
) ¥ o
% d
., !
: i K

0 03 04 05 04 OF 0B OF 1 21 22 23 24 25 28 3T 28 29 3 11 12 13 14 15 148 1T VA

LE -]




Aneilisis de [.osas Comtinuas

Se analiza los momentos en los puntos A,B,C v D pertenecientes a los bordes de las losas, como
indica la figura 3.17, los valores que ofrece Kalmanok son 2.6% mas respecto al analisis
continuo; los que ofrece el método practico 6.4% mas respecto al andlisis continuo. Para los
puntos E, F, G y H son 2.4% mds y 5.5% menos respectivamente. En el ceniro de las losas
laterales para el momento Mx es 0.4% mas y 12 12% mds; para el momento My es 1.3% menos y
2 4% menos. En el centro de la losa de la base el momento Mx es 0.3% menos y 3.6% menos, el

momento My es 0.3% menos y 9.6% menos.

3.4 Patrén de cargas que produce los efectos maximos

La necesidad de contar con palrones de cargas para obtener los maximos momentos en un grupo
de losas continuas, conlleva a encontrar los siguientes tres patrones de cargas. Dado que no se
siempre se presentan losas continuas cuadradas bfa=1, por el contrarioc se& presentan
generalmente losas rectangulares cuando a/b>1 & b/a=1.
En las figuras 3.19, 3.20 y 3.21 se muestra la disposicidn de las losas indicando: la numeracion,
la direccién de los ejes y las losas cargadas para cada patrén.
En todos los casos se presentan los patrones de carga para los momentos positivos Mx y My en
el cantro de las losas 1, 2, 4 y 5; para los momentos negativos en los centros de |os bordes entre
las losas 1-2, 14, 2-1, 2-3, 2-5, 4-5, 4-1, 4-7, 54, 56, 5-2 y 5-8 respectivamente.
Debe notarse que los patrones de carga para un mismo punto, para los tres casos son en algunos
casos completamente diferentes y son mosirados en sus respeclivas figuras, donde *Car” indica
losa cargada.
* Patrén de cargas cuando bfa=1, Indicada en la figura 3.19
* Patrén de cargas cuando bfa<1, Indicada en la figura 3.20
» Patrén de cargas cuando bfa>1, indicada en la figura 3.21
donde:

a : dimension de la losa en la direccion X.

b : dimension de la losa en la direccion Y.
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PATRON DE CARGAS (a/b>1)

LOSA i
1 2 3
4 5 &
7 8 8
Y
My 5-8
Car Car

Car

LOSA 1
Mx CL My CL Mx 1-2 My 1-4
Car | Car Car Car Car | Car Car Car
Car | Car Car Car Car
Car Car Car Car | Car Car
LOSA
Mx CL My CL Mx 2-1 Mx 2-3 My 2-5
Car | Car | Car Car Car | Car Car | Car Car
Car Car Car Car Car Car Car
Car Car Car | Car Car | Car Car Car
LOSA 4
Mx CL My CL Mx 4-5 My 4-1 My 4-7
Car | Car Car Car Car Car Car
Car | Car | Car Car Car Car | Car Car Car
Car | Car Car Car Car Car Car
LOSA 5
Mx CL My CL Mx 5-4 My 5-6 My 5-2
Car Car Car Car Car Car Car
Car | Car | Car Car Car | Car Car | Car Car
Car Car Car Car Car Car Car Car
Fig. 3.20
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ndlisis de Losas Conti

Las referencias bibliograficas hacen recomendaciones de patrones de carga para encontrar los
maximos momentos en las losas. Estos momentos se coparan con los oblenidos con el patrén de
cargas que se propone en esta tesis,

Esta comparacion se desarrollara mediante un ejemplo practico de nueve losas.

Se presentan resultados para:
» El patrén de cargas que recomienda la bibliografia, como indican las figuras desde 3.22 al
329

» El patron de cargas que se propone en esta tesis, indicada en las figuras 3.19, 3.20y 3.21

Con la primera distribucion de cargas se calculan los momentos con las siguientes alternativas
de andlisis: con el método practico, con el uso del programa de compute SAPS0 (usando 391
nudos y 1485 nudos) y con el programa de cdmputo de losas continuas. Con la segunda
distribucion de cargas y el uso del programa de losas continuas se oblienen los maximos
momentos.

Las puntos donde se analizaran los momentos Mx y My son: 1os puntos medios de las losas 1, 2,
4 y 5; en los puntos medios de los bordes entre las losas: 1-2, 1-4, 2-5 y 4-5; tal como indican las

figuras 3.22, 3.23, 3.24, 3.25, 3.26, 3.27, 3.28 y 2.29, y sus respectivos cuadros adjuntos.

Los maximos errores de los momentos positivos que se presentan al comparar los resultados del
primer sistemas de cargas respecto al segundo son: de 6.10% menos, que corresponde al
memento Mx en el centro de la losa 2; de 4.59% menos, que corresponde al momento Mx en el
centro de la losa 5; los deméas errores son inferiores a los mencionados. Se debe notar también,
que los errores de los momentos positivos en la direccidn X son mayores a los de la direccién Y,
cuando bla<i

Los errores de los maximos momentos negativos en la direccidn X, también, son mayores a los

momentos en la direccion Y, e inferiores al 1.70%
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Analisis de Losas Contintas

COMPARACION DE LOS MAXIMOS MOMENTOS
EL PATRON DE CARGAS ESTUDIADO

TiLIZAN

SISTEMA DE CARGA

MOMENTO EN EL CENTRO DE LA LOSA ¥

¥=alf2 y=b1/2
REFERENGIA M | My NERROR
PRACTICO 53.0000] 444 2130000 179
SAPSD 391 go7os3| 780 207.1175) 450
SAPSD 1485 esaatn| 201 2185500 077
L.CONTINUA 9520070 208 218,8882 -
MAXIMO g7 2038] 216,8882

MOMENTO EN EL CENTRO DE LA LOSA #2

=a2f? y=b2/2
|REFERENCIA Mc  |wenmon My werRoR
PRACTICO g5 0000| 619 2330000 219
SAPGO 391 gozi1s| 1251 2327650 229
SAPO0 1485 s 2s00| 502 z3e7i00| 083
L CONTINUA 860810 610 2362194
[maxmo 91,6766 238 2154

MOMENTO EN EL CENTRO DE LA LOSA #4

w=ad2 y=hdf2
REFERENCIA Mx RERROR My I%EFWOR—
PRACTICO 1270000 469 2190000 -1.23
SAPSQ 301 124.0800f -2.27 2255800 w28
SAPSQ 1485 120.8000 0.42 2181800 084
L CONTINUA 120.2491 078 216 3406 -
MAXIMG 121.3113 216 3406]

MOMENTO EN EL CENTRO DE LA LOSA #5

x=a572 y=h572
REFEREMNCIA M RERRDR My KERROR
PRACTICO 1150000 -046 246 0000 -3 5
SAPS0 391 110.0900 183 246 8500 -389
SAPO0 1485 109 4800 4.37 238.9100 055
L. CONTINUA, 108.8033 4596 237 5968
MANIMO 114 4770 237 5568
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Anclisis de Losas Continas

SISTEMA DE CARGA

PR S S

MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE
ENTRE LAS LOSAS #1 Y #2

x=al y=b1/2
REFERENC1A Mx RERBCR
PRACTICO -333.0000 12.86
SAPG0 381 -335.0200 12.34
SAPHO 1485 371 6800 275
L.CONTINUA 375 6774 170
MAXIMO -382 1851

MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE
ENTRE LASLOSAS#1 Y &4

xnglf? ymhi
REFEREMNCIA My RERFOR
PRACTICO 4200000 738
SAPHO 391 4345400 618
SAPOO 1485 45492000 178
L CONTINUA 4g00218]  oes
MAXIMO 453.0828]

Fig. 2.29
DESCRIPCION DE CARGAS:

J11 300 kgim2

700 Kgim2

MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE

ENTRE LAS LOSAS #2 Y #5
x=a2f2 y=b2

|REFERENCIA My NERROR
PRACTICO aaz 0000 B2y
SAFR0 391 461 5800 4
SAPA] 1485 -471.4800 216
L CONTINUA 4780257| 103
Inamo 481 8748

MOMENTOS EN EL CENTRO DEL BORDE

ENTRE LAS LOSAS #4 Y #5
x=ad ymbad2

|rReFereNCIA Mx NERROR
PRACTICO -3740000] 827
SAPOO 391 Aps0700| 42
SAPS0 1485 4z04100] 216
L CONTINUA 427872] 103
[waximo 464720
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indlisis de Lasas Coni

A continuacion se presenta la expansion de los patrones de cargas para mayor nimero de losas.
Para obtener los maximos momentos positivos Mx v My en los centros de las losas, puntos "A”, se

procedera a cargar las losas de |la siguiente forma:

+ Cuando b/a=1
La disposicion de las losas cargadas para Mx y para My as la misma y 8s como sigue:

Mx y My EN EL CENTRO DE LA LOSA

b | i

SEEE I P B 45 7]
| S [ S
SO0 HEN SOUIN I R
; S T
; E;::: """"
SESSE IR 5575 I Ses
P plhl o
: S
. baiti [ S

| |
: | N
Enl R T
R [ R N R
S I AT M tRet

i

Fig. 2.30

+ Cuando bla<1

La disposicién de las losas cargadas para el momento Mx es como sigue:

" Mx EN EL CENTRO DE LA LOSA
1 VRS [
S s :
"'-'-":1.;:::-'.';7:.-.'...-.-..-'-'---;'j.—; -------

i. PR ]

- ..-A-- -

B B
1 o
""""" I T R I
I rrrrrrrrr I

i e

Fig. 2.31

Paginag 3- 23



indlisis de Losas C

La disposicién de |as losas cargadas para el momento My es como sigue:

My EN EL CENTRO DE LA LOSA

|
W |

| |
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|
1 I el
. e
.1 11 ---------
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- |
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1

Fig. 2.32

» Cuando b/a>1

La disposicidn de las losas cargadas para el momento Mx s como sigue:

Mx EN EL CENTRO DE LA LOSA
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La disposicidn de las losas cargadas para el momento My es como sigue:

My EN EL CENTRO DE LA LOSA
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Andlisis de fosay Contirmas

Para obtener los maximos momentos negativos Mx o My sagun sea el borde, en el centro de los

bordes de las losas, puntos “B", se procadera a cargar las losas de la siguiente forma:

+ Cuando b/a=1

La disposicitn de las losas cargadas para Mx es como sigue:

Mx EN EL CENTRO DE UN BORDE
—t
wY
L _—
| S ' |
| S |
| S e E
I SO SHE- -
Peeeis [ foorey
i prioee
i . S -
':.':'.']Eg:':! |
Sy A
""" :"""'-Ir.—'....i mi pd
S
e
5 At
Fig. 2.35

De forma andloga se puede obtener la distribucion para obtener el momento maximo My.

+ Cuando bl/a<1

La disposicion de las losas cargadas para el momento Mx es como sigue:

s Mx EN EL CENTRO DE UN BORDE
g
Liiiiil beiiiinid
I [ S |
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Andlisis de Losas Contimas

La disposicion de las losas cargadas para el momento My es como sigue:

My EN EL CENTRC DE UN BORDE
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Fig. 2.37

« Cuando bia>1

La disposicién de las losas cargadas para el momento Mx es como sigue:

Mx EM EL CENTRO DE UN BORDE
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Anclisis et

La disposicion de las losas cargadas para el momento My es como sigue:

My EM EL CENTRO DE UN BORDE
, _
S j B Lisits
..... | I 58]
Ir: e
Fig. 2.39

Pdgina 3 - 28



CAPITULO 04

APLICACIONES

Con el Programa de Losas Continuas desamollado para esta tesis; en este capilulo se
resuelven problemas que se presentan con frecuencia en la ejecucion de proyectos de disefio
estructural como son: losas apoyadas en columnas asi coma la influencia de la rigidez de éstas
en el diagrama de momentos de las losas, tanque elevado con proporciones de lados variable vy,
muros de contencién con contrafuertes y la influencia de la relacién del espaciamiento dal
contrafuerte respecto a su allura. Todos estos casos se acondicionan a la solucidn de losas

continuas,



Arilisis de Losas Confinuas

4.1 Losa empotrada en sus bordes y apoyada en una columna interior

Se analiza las flechas y los momentos en dos ejes paralelos al eje X El eje 2 es el eje central de
la losa, el eje 1 esta a una distancia b/10 (0.50m) de éste.

La losa es de concreto y esta empolrada en sus cuatro bordes. Ademés, esté apoyada en una
columna también de concreto, ubicada ésta exactamente en el centro de la losa, como se indica
en la figura 4.1,

La carga es uniformemente distribuida en toda e! 4rea de la losa.

Las direcciones de los ejes también se indican en la figura.

A c . o
I -
1 eclumna !
B
B e 0
Yo
_}Lljkxiigffriﬁ
Fig. 4.1

Caracteristicas de la losa:

a=5.00 m - Longitud de la losa en la direccion X
b=500m : Longitud de la losa en la direccién Y
h=0.20m : Espesor de la losa
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q=1.00tm*>  : Carga distribuida
E=21e6 Um® : Modulo de elasticidad del concreto

Caracteristicas de la columna:

a=0.30m : Longitud da la losa en la direccién X
b=0.30m : Longitud de la losa en la direccién Y
I=3.00 m : Altura de la columna

A=0.09 m° : Area de la columna

E=2 166 t/m®> - Médulo de elasticidad de! concreto

4.1.1 Efecto del incremento de la rigidez de la columna

Se calculan las flechas y los momentos para los ejes 1 v 2, en ambos casos para un incremento
progresivo de la rigidez de la columna: inicialmente sin considerar la columna (rigidez igual a
cero), luego, con rigidez K=65000t/m, posteriormente, con rigideces de 2K, 5K y 10K

respectivaments, como indica la figura 4.2.

RIGIDEZ DE LA COLUMMA, {K)

_ 13‘_1. .'l.,'f_j.‘ VY _{;

Ko Ki =K, 2K, 5Ky 10K

Ko=0 (sin columna) Ki (incremento progresiva)

Fig. 4.2
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ilisis ol

Las figuras 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 muestran: |a deflexién del eje central de la losa (eje 2), el diagrama
de momentos Mx del eje 2, la deflexién del eje 1 y diagrama de momentos Mx del eje 1.

Las figuras 4.8 y 4.9 son: la superficie eléstica y el diagrama de momentos de la losa cuadrada
con las condiciones definidas anteriormente y la columna con rigidez K=65000t/m.

La figura 4.3 muestra la variacién de la relacién de los momentos en el centro de los ejes respecio
al momento de la losa cuando no tiene columna, para un incremento de las rigideces de la

columna.

RELACION DE MOMENTOS EN EL CENTRO DE LA LOSA
RESPETO AL DE RIGIDEZ CERQ DE LA COLUMNA

1000 &
0.500 T-“s l
R N DO ST L eareresnrererirarararnnnnnnnns
i 1',;“-} ............... ? ....... ‘ . . .
T . N - PN P
L | T S —— - ‘:,__.Mh sesnsggriszinniiniing
T T o . b
a 1 2 5 10
L
Fig. 4.3

También, la variacién de la relacidn de los momentos en el centro del eje 1 respecto al momento
sin considerar la columna, al tomar rigideces de la columna K, 2K, 5K 6 10K es poco variable
tomando valores de: 0.564, 0.679, 0.756, 0.784, claro esta que el signo es cambiado; de la misma

forma, para el centro del eje 2 éstas relaciones son: 2.251, 2.480, 2.651 y 2.708, también con

signo cambiado.
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MOMENTOS Mx EN EL EJE CENTRAL DE LA | OSA(EJE2)
Para un incremento progresivo de la rigidez de la columna (K=65000 t/m)
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FLECHA, {m}
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DEFLEXION DEL EJE 1 {(a 1/10 del lado) DEL EJE 2
Para un incramento progresivo de la rigidez de la columna (K=65000 t/m)
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MOMENTO {t-m)

-1.300

MOMENTOS Mx EN EL EJE 1 (a 1/10 del |ado) DEL EJE 2
Para un incremento progresivo de la rigidez de la columna (K=85000 t/m)
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ndlisis de Losas Conti

4.1.2 Comparacién con el método de los elementos finitos

Sea una losa empotrada en sus cuatro bordes definida en el punto (4.1) y apoyada en una
columna infintamente rigida. La figura 4. 10 muestra ademads, la disposicion de una de las mallas
que se usara en el analisis por los elementos finilos con el programa de computo SAPS0.

Se hace el analisis por el método de los elementos finitos con tres distintas mallas, usando: 25, 81

y 441 nudos. Ademas, de analizarse con el programa de losas continuas.

En ias figuras 3.11 y 3.12 se presentan las relaciones de las fleachas que se obluvieron con el
SAP90 para cada malla, respecto a la solucién con el programa de losas continuas, para los
puntos 3 y 4 de la figura 4.10.

Para ambos casos, conforme se hace mas fina la malla en [a losa lo que conlleva a incrementar al
numeros de l1os nudos, los resultados se aproximan a los valores que ofrece el programa de losas
continuas. Asi, para el punto 4 éstas relaciones son: 1.140, 1.087 y 1.021; para el punto 3 son:

1.032, 1.033 y 1.010, correspondientes a 25, 81 y 441 nudos respectivaments.

De la mima forma, Ia relacion de los momentos de empotramiento, figuras 4.16 v 4.17, en los
puntos 1y 2 de la figura 4.10, para 25, 81 y 441 nudos son: 0.665, 0.927 y 0.989 para el nudo
namero 1, y 0.955 1.003y 1.010 para el nudo 2.

Las relaciones de los momentos Mx, figuras 4.13, 4.14 y 4.15, para el punto 3 son: 1.252 1115y
1.019; para el punto 4 son: 0.904. 0.555 y 0.936, para el punto 5 son: 0.400, 0.657 y 0.967,

correspondientes a 25, 81 y 441 nudos.

En todos los casos, la solucion por el método de los elementos finitos usando el programa de
cémputo SAPS0, converge a la solucién gue ofrece el programa de losas continuas que usa el
método de las series, a excepcion del momento Mx en el punto 4 para 81 nudos, perc la solucién

para 25 y 441 nudos si converge a la solucion dada por el método de las series.
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En una losa empotrada en sus cuatro bordes y apoyada en una columna
Aplicando una carga distribuida
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Fig. 4.10
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1500 Comparacidn entre & método de los Elementos Finitos y of de Iss Seres

Momentos Mx en
ol punto Nro. 3
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Fig. 4.14
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Finitos | Sofies

Comparacidn entre &l método de los Elementos Finitos y ol de las Series

Momentos My en

g el punto Nro. 1

[ty Pto #1 L Conliru |
& Wy Pio#1 Sapl0

] Mudos

Comparacion sntre al método de los Elementos Fintos v el de las Serdes

Fig. 4.18

Mamentos My en
ol punto Mro. 2
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Anlisis de Losas Continuas

4.2 Losa empotrada en sus bordes y apoyada en cuatro columnas

interiores

Sea la losa de concreto cuya relacién de lados bfa=1, empotrada en sus cuatro bordes y apoyada
en cuatro columnas de concreto, figura 4.18, la ubicacion de las columnas divide a la losa en tres
tramos de igual longitud tanto en la direccion X como en la direccion Y,

Los ejes 1, 2 v 3 son paralelos al eje X y estan definidos por: y=5/6"D, y=2/3"b e y=1/6"b. El gje 3
es el eje central de la losa, el eje 2 coincide con los centros de dos columnas v el eje 1 estd a
1/6*b del borde y=b.

La carga es uniformemente distribuida en toda el drea de la losa.

Las direcciones de los ejes también se indican en la figura,

mE w
Fig. 4.18
Caracteristicas de |a losa
a=3.00m . Longitud de la losa en la direccién X
b=3.00m . Longitud de la losa en la dirsccién Y
h=0.20m . Espesor de la losa

g=1.00tm* : Carga distribuida

E=21e6t/m° : M&dulo de elasticidad del concreto
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Ancilisis de [osas Continuas

Caracteristicas de las columnas:
a - Longitud de la losa en la direccidn X
b . Longitud de la losa en la direccién Y
Las columnas son consideradas infinitamente rigidas y el drea de contacto entre la losa y

la colurmna es tomado como puntual,

Las flechas, figuras 4.20, 421 y 422 los momentos Mx, figuras 4.24, 425 y 426
correspondientes a los ejes 1, 2 y 3 respectivamente, son calculados mediante &l programa de
losas continuas.

En cada uno de los casos se comparan los resultados de las flechas y los momentos con los
resuitados obtenidos sin considerar las columnas.

Las figuras 4.27 y 4.28 son: de la superficie elastica y del diagrama de momentos Mx (representa
también My por ser simétrico) de la losa empotrada en sus cuatro bordes y apoyada sobre cuatro

columnas infinitamente rigidas.

Los momentos negativos de empotramiento al colocar las cuatro (4) columnas sufren reducciones
de sus magnitudes: para el eje 3 de 77.30%, para el eje 2 de B0 40% y para el eje 1 de 54 58%,

Cabe sefialar qua la méaxima reduccién se ubica en el eje 2, donde estan alineadas dos columnas.
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Arncilisis de Losas Continuas

4.3 Losa empotrada en sus bordes y apoyada en nueve columnas

interiores

La figura 4.29 muestra la disposicion de una losa de concreto, cuya relacién de lados bla=1,
empotrada en sus cuatro bordes y apoyada en nueve columnas de concreto, la ubicacion de las
columnas divide a la losa en cuatro tramos de igual longitud tante en la direccion X como en la
direccion Y.

Los ejes 1, 2, 3y 4 son paralelos al eje X, y estan definidos por: y=7/8"b, y=3/4"b, y=5/8"b e
y=1/2'b . El gje 4 es el eje central de |a losa, eje 1 estd a 1/8*b del borde y=b, la distancia entre
ejes es 1/8"b.

La carga es uniformemente distribuida en toda el drea de la losa.

Las direcciones de los ejes también se indican en la figura.

A |C- - '~
-
B caky 5 ]
8 eolmass =
L7k i i e ___Fj
o -
e - SN
L - | - -
L -
B D

EASE R RN S ' L; r'f;'.

Fig. 4.29

Caracteristicas de la losa:
a=4 .00 m : Longitud de la losa en la direccion X
b=4.00 m : Longitud de la losa en la direccion Y

h=0.20m : Espesor de la losa
g=1.00Um*  : Carga distribuida

E=21e6tm’ : Médulo de elasticidad del concreto
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Andlisis de Losas Continugs

Caracteristicas de las columnas:
a=020m : Longitud de la losa en la direccion X
b=0.20 m : Longitud de la losa en la direccién Y
Las columnas son consideradas infinitamente rigidas vy el drea de contacto entre la losa y
columna no se considera como puntual.
Las flechas, figura 4.31, los momentos Mx, figura 4.32, correspondientes a los ejes 1, 2, 3y 4
respeclivamente, son calculados mediante e programa de losas continuas.
Se presentan comparaciones de las deflexiones entre los ejes 1, 2, 3 y 4 mostrado en Ia figura
4.31, y comparaciones de los momentos Mx entre los mismos ejes en la figura 4.32
Las figuras 4,33 y 4.34 son. de la superficie eldstica y del diagrama de momentos Mx (representa
también My por ser simélrico) de la losa empotrada en sus cuatro bordes y apoyada nueve

columnas infinitamente rigidas.

4.3.1 Comparaciéon con el método practico de las franjas de columnas

Esta comparacidn se realiza para el caso de la figura 4.29, en la cual, se muestra la disposicion
de la losa y las columnas con sus respectivas dimensiones, tipo de material, condicion de carga y
de borde. Donde la relacion (¢fa) es 0.1 y el analisis se realiza tomando en consideracion el drea
de contacto entre la losa y las columnas{no considerado la reaccién en la columna como puntual),
En las figuras 4292 y 4293 se muestra la comparacién de los diagramas de momentos
obtenidos mediante: el mélodo practico de las franjas de columnas y el andlisis de losas
continuas, para los ejes 2 y 4 de la losa.

Los momentos de empotramiento M obtenidos mediante el primer método son 1.2% menos en el
eje 2y 4.0% menos en el eje 4 Los momentos negativos en el eje 2, sobre las columnas, son
41.8% y 45.1% menos; y en ¢l eje 4 son 43.7% y 47.7% menos. Los momentos positivos en &l eje
2 son 41.7% menos en promedio; y en el eje 4 son 43.9% menos en promedio.

De esto se conciuye que: el mélodo practico de las franjas de columnas es un método que, por lo
menos en este caso analizado, proporciona valores con deficiencia, especialmente en los centro

de luces y sobre las columnas.
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44 Tanque elevado

Una de las aplicaciones que se adecua con facilidad al andlisis de losas continuas con el
programa desarrollado para esta tesis es el lanque elevado con tepa (en el capitulo anterior se
resolvit también un tanque elavado pero sin tapa).

La influencia de |a relacion de los lados es un factor importante en el disefio. Por consiguiente, 1os
aspectos a estudiarse serén: influencia de la relacién de un lado respecto al otro en planta y la
relacién de la altura respecto a un lado.

Condiciones:

El contenido del tanque elevado es agua (y=1) y estd completamente llenc. Por lo tanto, la carga
distribuida en ia losa del fondo serd la presion del agua en esta cara, cuyo valor serd de ygeh v la
carga en |as losas laterales sera también la presidn del agua, variando desde y..h en el fondo
hasta tomar el valor de cero (0) en el borde superior.

Las condiciones de borde, los ejes locales de cada losa vy los puntos a analizarse se indican en la
figura 4.35

Fig. 4.35

Los dos casos a analizarse son:

e« Cuandob=1.0,15y20; ya=1.Entonces,b/fa=1.0,15y20

» Cuando h=1.0,1.5y2.0; y a=1. Entonces, fa=1.0,1.5y 2.0

En los siguientas analisis: las comparaciones de flachas y momentos se hacen respecto al tangue

elevado cuyas dimensiones son: a=1, b=1 y h=1,

Pégina 4 - 26



Amilisis de Losas Continuas

4.4.1 Efecto de la proporcion de lados (b/a)

Las flechas en los puntos 8, 9 y 10 se incrementan, no asi en el punto 7 donde se observa una

disminucién, aunque en menor proporcion.

FLECHAS (factor=1/07)
PUNTO
a b h Nro. 7 Nro. 8 Nro. 9 Nro. 10
TE-O1 10 10 10| 000759212 000759212 -0.00322283  0.01840696
TE-02 10 15 10/ 000711857  0.01327772  -0.00699105  0.03354534
TE-03 1.0 20 100 000712761 0.01522485  -0.008%0526  0.04035482
Cuadro 4.1.1

El momento en el punto 1 disminuye, aungue como valor no es considerable, y en

aumenta 9.7% y 10.8% parablade 1.5y 2.0,

&l punto 2

PUNTO MNra. 1 PUNTO Nro. 2
a b h e My Mzx My
' TEDT | 1.0 10 1.0 - -0.00620198 - -0.04515434
TE-02 1.0 1.5 1.0 - -0.00398932 - -0.04554987
TE03 | 10 20 1.0 - -0.00350010 . -0.05003060
Cuadro 4.1.2

Los momentos en los puntos 3 y 4 son iguales y sufren ligeros incrementos de 4 3% y 4 2% para

blfade 1.5y 2.0
PUNTO Nro. 3 PUNTO Nro. 4
a b h Mx My Mx Iy
TE-1 1.0 1.0 1.0 0.02567809 002567809 -
TE-Q2 10 15 1.0 -0.02676961 -0.02676961 -
TE-02 1.0 20 1.0 0.02676538 - 002676538 -
Cuadro 4.1.3

El momento en el punto 5 se incrementa en 61.9% y 59% para bfa de 1.5 y 2.0; sl momento en el

punto 6 se incrementa en 46.3% y 62% parablade 1.5y 2.0.

PUNTO Mra. 5 PUNTO Nro. &
a b h My My Mx My
TE-01 10 10 10 - -0.00620198 T 0.04515424
TE-02 1.0 1.5 1.0 - -0.01004 006 - -0.06604548
TE-03 10 20 1.0 - -0.00986112 - p073T2AT
Cuadro 4.1.4
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Los momentos Mx y My en el punto 7 disminuyen en 3.0% y 3.1% para b/a de 1.5y 2.0; el Mx en

el punto B disminuye en 43.8% y 79.3% para b/a de 1.5 y 2.0, el My en el punto 8 aumenta en

93.1% y 127.6% para bfa de 1.5y 2.0,

PUNTO Nro. 7 PUNTO Mro. 8
a b h Mx My Mx My
TE-01 10 10 10 0.00880583 0.00880585 0.00880583 0.00880585
TE-02 10 15 10 0.00852887 0.00852991 0.00494527 0.01700786
TE-03 10 20 10 0.00853498 0.00853502 0.00182540 0.02004772
Cuadro 4.1.5

Los momentos en el punto 9 son poco importantes, aunque se incrementan notablemente; el Mx

en el punte 10 aumenta en 94.1% y 136.4% para b/a de 1.5 y 2.0; el My en el punto 10 disminuye

en J66% y 71.5% parablade 1.5y 2.0.

PUNTO Nro. 9 PUNTO Mro. 10
a b h Wx My Wox My
TE-O1 10 1.0 10| -0.00186418 -0.00186418] 0.01947579  0.01947578
TE02 | 10 15 10| -000377970 -0.00244300| 0.03779531  0.01234155
TEO3 | 1.0 20 10 -0.00594111  -0.00190247| 004603644  0.00555330
Cuadro 4.1.6

Se debe notar también gue las flechas, los momentos Mx y My en el punto nimero 7 se hacen

minimas cuando la relacién de los lados b/a es iguai 1.75

4.4.2 Efecto del incremento de la altura en comparacion con los lados (h/a)

Las flechas en los puntos nimeros 7 y 8 se incrementan en 74,.9% y 100.5% para h/fade 1.5y 2.0;

las flechas en el punto 9 disminuyen en 36.6% y 96.7%; y las flechas en el punto 10 disminuyen

en 11.6% y 22.0% para hfa de 1.5 y 2.0 respectivamente.

FLECHAS (factor=1/D)
PUNTO
a b h Mro. 7 Nro. 8 Mro. 9 Mra. 10
TE-01 i0 10 10 000759212 0.00758212  -0.00322283 0.01840696
TE-04 1.0 1.0 1.5 001327773 001327773 -0.00204 245 0.01628051
TE-05 10 10 20 0.01522486 0.01522488  -0.00010476 0.01435995
Cuadro 4.2.1
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Los momento en los puntos 1 y 5 son iguales y disminuyen en 21.2% y 68.1% para ha de 1.5 y

2.0

PUNTO Nro, 1 PUNTO Nro. 5
a b h Mx My M My
TE-O1 10 10 10 -0.00620198 -0 00620198
TE-O4 1.0 10 15 0.00488469 0.00488469
TE-05 10 10 20 -0.00197738 -0.00197738
Cuadro 422

Los momentos en los puntos 2 y 6 son iguales y aumentan en 7.8% y 14.2% parah/ade 1.5y 2.0

PUNTO Nro. 2 PUNTO Nro. 6
a b h Mix My Mx Wy
TE-O1 10 10 10 004515434 - 004515434
TE-04 10 10 15 -0.04865472 -0.04865472
TE-05 10 10 20 -0.05155358| - 005155358
Cusdro 4.2.3

Los momentos en los puntos 3 y 4 son iguales y se incrementan en 48.2% y 61.7% para h/a de

1.5y20
PUNTO Nro, 3 PUNTO Nro. 4
a b h Mx My My My
ITE-01 t0 10 1.0 -0.025678090 -0.02557809
TE-04 1.0 10 158 -0.0380430 -0.03804331
TE-05 10 10 20| -0.04151674 004151674
Cuadro 4.2.4

Los momentos Mx en los puntos 7 v 8 aumentan en 93.1% y 1276% parahfade 1.5y 2.0; los

momenios My en los punlo 7 y 8 disminuyen en 43.8% v 79.3% parah/ade 1.5y 2.0

PUNTO Nro. 7 PUNTO Nro. 8
a b h Mx My Wx My
TE-O1 10 10 10{ 000880583 000880585  0.00880583 000830585
TE-04 10 10 15 001700786  0.00484928| 001700786  0.00494929
TE-05 10 10 20| 002004772  0.00182541| 002004772  0.00182541
Cuadro 4 2.5

Los momentos Mx y My en el punto 9 son poco importantes y disminuyen para incrementos de

h/a; los momentos Mx y My en el punto 10 disminuyen en6.3% y 11.8% parahfade 1.5y 2.0

PUNTG Nro. 9 PUNTO Nro. 10
a b h Mx My N My
TE-DI 1.0 1.0 1.0 -0.00188418 -0.00186418] 0.01947579  0.01547579|
TE-04 1.0 1.0 15 000119550  -0.00119550 0.01825524  0.01825524
TE-05 1.0 10 200 -000008649 -0.00008645) 001715648  0.01715646
Cuadko 4.2.6
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45 WMuro de contencidon con contrafuertes

Otro ejemplo de aplicacién préctico es el muro de contencidn con contrafuertes.

La solucién de este problema se desarrollard en varias etapas: primero, se realizard una
comparacién entre los resuliados que ofrece el programa de losas continuas vy las formulas que
recomienda la referencia (11), segundo, la influencia de la relacidn entre el espaciamiento de los
contrafuertes y la altura de éste, y finalmente, comparaciones de momentos entre pantallas y la

ubicacion de los momentos maximos en cada pantalla.

En la figura 4.36, se muestran las dimensiones del muro de contencién con contrafuertes: las
dimensiones de cada pantalla, las condiciones de carga, los ejes de coordenadas, y 1a ubicacion

de cada punto a los que se har referencia mas adelante (desde 1 hasta 21).

—_ oy ®————7 - - ———— e . - v o - -
| L
W
partaia 1 patala 2 pantalia 2 partata 4 pardalia 5 -
L
e
|16 6 W ? " & 15 a m 10 o ol
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b i -
i L
| P
I
N
L
- AR

MUROG DE CONTENCION CON CONTRAFUERTES

Fig. 4.36

Las condiciones de borde de las pantallas del muro de contencidon con contrafuertes son: los
bordes superiores de cada pantalla estan libre de resfricciones (presentan desplazamientos y
giros), los bordes inferiores se consideran empotrados en las zapatas, y los demas bordes se

consideran apoyados sobre los contrafuertes.
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4.5.1 Comparacién con férmulas recomendadas

La referencia (11} presenta las siguientes recomendaciones: los espaciamientos de los
contrafuertes deben estar entre h/3 y 2h/3, el espesor de los contrafuertes y de las pantallas
deben ser mayor que 20cm.

La pantalla es una losa apoyada en los contrafuertes y en la zapata; generalmente &l borde
superior no tiene apoyo. Sin embargo, la pantalla puede ser disefiada como una losa continua
apoyada en los contrafuertes sin considerar la influencia de la zapata como apoyo.

Los momentos para los refuerzos horizontales:

2 2
M =P _ P
16 12

donde:
p . Fresion del rellens al nivel considerado

| : Distancia entre gjes de los contrafuertes

Los momentos para los refuerzos verticales:

M- = 0.03y K hl

Mo =M
4
donde
Ts : Peso especifico del rellenc
K, : Coeficiente de empuje activo (Rankine)
h, : Altura de la pantalla
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Fara efecto de las comparaciones siguientes se resuelve el problema del muro de contencidn
para Ky, = 1.

La solucion del problema se realiza para relaciones de espaciamiento respecto a la altura del
contrafuerte (a/h, ., ) de: 0.2, 0.4, 0.6y 0.8

Las comparaciones de los resultados se realizard entre la solucion del método practico v la
solucién mediante el programa de losas continuas.

Por ser simétrico el muro solo se analizan las pantallas 1, 2y 3.

E! cuadro 4.3 muestran los momentos en los puntos principales tal como indica la figura 4 36

Los resuitados (momentos My) que ofrece el método practico en las zapatas (puntos 12 y 13) son
demasiado conservadores, especialmente cuando el espaciamiento es menor, llegando a ser
coma méximo hasta 3.13 veces su valor real, en el punto 11 que comresponde a la pantalla
exterior, a medida que se incrementa &l espaciamiento los momentos disminuyen, llegando
inclusive a ser menores que su valor real.

Los momentos My méximos en las pantallas, también son conservadores alcanzando hasta més
de 4 vecas su valor. De la misma forma, a medida que se incrementa el espaciamiento los valores
se aproximan a su valor real.

Los momentos Mx en los centros de las pantallas (puntos 7 y 8 )} v en los centros de los
contrafuertes (puntos 18 y 19), también son conservadores, llegando en el primer caso hasta 2.18
veces y en el segundo caso 1.24 veces su valor real. Pero, en el punto 6 son inferiores a su valor
real para ab de 0.2 y 0.4, y superiores para 0.6 y 0.8; en el punto 17 son inferiores para a/b de

0.2, 0.4 y 0.6, mas no para a/b de 0.8 para &l que es ligeramente mayor,

Por lo tanto, los momentos que se obtienen al analizar el problema del muro de contencién con
contrafuerte por el método préctico son muy conservadores para las losas interiores; en las losas
exteriores la calidad de estos resultados es dependiente del espaciamiento entre los
contrafuertes. Los momentos My, también en las losas exteriores, que se obtienen por el método
practico son conservadores para pequenios espaciamientos; pero son deficientes para
espaciamientos mayores, por otro lado, los momentos Mx son deficientes para espaciamientos

pequefios, pero son conservadores para espaciamientos grandes.
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13
MCOT| 02 02 02 02 02 0 H00800 | 00030223 00019180 00021504
MCOZ| 04 D4 04 04 Q4 0 001200 | O0M066ES D00TISE4 LOOTBIES
MCO3| D& 08 0B 06 08 10 L0800 | D0208305 00147901 00158510
MCO4| 08 OB OB 08 OE 40 000 | D07 DO73R4SS 000531
My() ™ 7 My() Series
a1 a2 23 a4 a5 b | My plo 11 My pio 12 My plo. 13
MCO1| 02 02 02 02 02 W0 1608 3128 2790
MCO02| 04 04 04 04 04 10 1,125 1.678 1.83%
Mc03l o8 08 08 08 08 10 0880 1.7 1.135
MCO4] 08 OB 08 08 08 10 0.738 1,008 0,948
Momento My(+) méximo _de la pantalla
Myi+) ™ My(+) por Seqes
a1 a2 a3} o a3 b My plo. 6 My plo. 7 My plo B
MCO1| 02 02 02 02 02 10 COOM50 ] CODOME20 0000330 00003400
MC02| 04 O4 C4 04 04 10 000300 | 00020091  DOCI47T28  0O0014MD
MC-03| 0B 08 08 06 08 10 000450 | COD404  000XMOZ O O0IMTE
WMC-D4| 0B 0B Q2 OB 08 10 COOSO0 | GOOT2E0R  OOCATGER OO0ST143
My(+) ** { My(+] Saries
ol a2 83 i o5 b ] Mypd My pio 7 My plo B
M| 02 02 02 02 02 10 1112 4431 4,412
MC-02] 04 04 04 O4 O4 10 1.493 2037 2.096
WMC03| 068 08 08 05 08 10 1003 1.347 1.348
MC-D4]| 08 08 08 08 08 10 0.824 1.008 1.080

Momento Mii+) en &l centro de la pantalia

Maj+) = Mu{+) por Series

al a2 33 a4 &5 b Mcpio 6  Mxpio 7 M po 8
02 02 02 02 €2 10 000125 | OO0CIA44D OOOOGS00  O.0008178
G4 04 04 04 02 1D 000800 | 0O00SMS4 00026728 0.0035340
. 08 08 10 001125 | 00055072 00061982 Q.0GTONSY
08 08 08 08 08 10 000000 | 00125509 00051702 00099900

Hi

Mug+} *" { M +) Series

al a2 a3 a4 %5 b | Mrpee 8  Mepte 7 MipnB
MCOM| 02 02 02 02 0F 10 0,886 1891 1362
MC02| 04 04 04 04 D4 4D 0542 1.740 1415
MC-03| 06 06 08 08 08 10 1183 1.818 1603
(MCDe|l 08 08 0B 08 08 10 1 588 2.184 2 000

Momento Mx{-} en el centro de cada contrafuerte
M= = Mx") por Series
al_ a2 al o a5 b Mepto. 17 Muplo 18 M plo.18

MCO1] 02 02 92 @2 02 10 LD0ET | 00020057 00015744 00015744

Meo2| 04 04 04 04 G4 10 00067 | -DO00BITEE 00063040 D000
Moo3{ 06 0B 06 08 08 10 001500 | 00989980 LDOM40026 00140026
MC-04{ 08 OB OB 0B 08 10 002067 | DO2SEIT0  DOII1S5T  -0.0371587
Mux(-} ** { Mx(-) Series

al_ a? Mipto 17 Maplo 18 Mapto 10
MCO1| 02 02 07 1059 1.056
MC-02| 04 04 0 B0% 1.043 1.043
Mcoz| 08 08 0882 1074 107
| Mco4) 08 08 1 040 1.204 13204

Cuadro 4.3

H

Del Andksls y disefio de muros de contencidn / Referencia (11)

Pdgina 4 - 33



Andlisis de Losas Continuas

4.5.2 Efecto del incremento progresivo del ancho de las pantallas

El espaciamiento entre los ejes de los contrafuertes es un factor a tomar en consideracién en el
disefio de las pantallas y de los contrafuertes. Lo que conduce a realizar diversos analisis para
espaciamientos variables. Como se menciond anteriormente, dichos analisis se realizaran para
relaciones de afb (espaciamiento entre contrafuertes sobre la altura) de 0.2, 0.4, 06 y 0.8
respectivamente.

El cuadro 4.4 muestra los resultados de flechas y momentos en todos los puntos que se indican
en la figura 4.36, para cada espaciamiento.

Para espaciamientos pequeiios a/b de 0.2 y 0.4 las flechas en los puntos 2 y 4 estéan en direccién
contraria a la de la carga, esto es debido a la influencia de las losas adyacentes, principalmente
de la losa exterior.

Los momentos Mx en los centros de los bordes libres (puntos 1, 2 y 3), cuando se incrementan los
espaciamientos entre los contrafuertes, sufren incrementos notables. El mas critico es en la losa
2, en ella, si se considera como 1 el momento Mx para b/a igual 0.2, entonces, los momentos se
incrementan a 8.68, 41.97 y 132.29 veces para b/a de 0.4, 0.6 y 0.8 respectivamente.

El momento Mx en el centro de las pantalla que se incrementa con mayor proporcién es en la
pantalia 2, también si se considera como 1 el valor del momento Mx para b/a igual 0.2, entonces,
los momentos se incrementan a 4.35, 9.38 y 13.88 veces para b/a de 04, 06 y 0.8
respectivamente.

Los momentos Mx en los centros de los contrafuertes (puntos 17, 18, 19 y 20), se incrementan en
forma progresiva a medida que se aumentan los espaciamientos entre los contrafuertes, sin
presentarse saltos notorios como en los otros casos precedentes. De igual forma, los momentos

en las zapatas (puntos 11, 12, 13, 14 y15) también se incrementan en forma progresiva.
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CON 5 TRAMOS
FLECHAS

sl a2 a3 sd_#5__b Pio, 1 Pio. 2 Pio. 3 Plo. 4 Plo. 5 ab
MCD1 02 02 02 02 02 10 2D00008s =0.0000005 0.0000C34 =0.0000005 00000064 0.20
MCO2 104 04 04 04 04 10 ODO02EST 00000t 20 o001 052 <0, 0000 30 O 000REST 0.40
MC-03 |06 08 06 OB 06 10 0001 850 GD0O0SAS QDOOSSTE Q.DO00545 O 018500 Q.80
MCO4 108 05 0B Q8 QA 10 0.0085405 Q.00 58 0 002 5are [edv plegt] QO055405] 0480
MC05 |04 06 0B 06 D4 10 O 0000258 00007005 00003650 00007008 00000208 war

Al a2 a) a4 5 b Pio. 8 Mo, 7 o, B Pio. 8 Pt 10 b
MCOM |02 02 02 02 02 10 Q0000817 0 DOO01 47 00000301 CO00014T 0 0000E1T 020
MCL2 |04 04 04 O4 O4 10 CD00S008 Go002827 QOO04SIS OOOO2E2T 0.DOS008 0440
MC-03 |06 08 08 08 06 10 o003sN 8 oG 8167 00020161 GO01S18T 00038318 080
MC04 OB 0B 0B 08 08 10 00085430 0000 2588 00051 543 000 2085 00088435 0.80
MC05 |04 08 DB 06 04 10 100005452 0.002 1282 000 TTES 0002 1282 O.000S482 var

MOMENTO Mx EM EL CENTRO DE LOS BORDES LIBRES

al a2 a3 M a8 b P, 1 o 2 0. 3 Pio. 4 Pto. 5 ab
MC01 102 02 02 02 02 10 00001 958 0000287 CLOOCOER0 C000028T 10,0001 958 0230
MC02 |04 04 04 04 D4 10 0001 5498 00002454 QD007 19 0.0002484 0001 54595 0.40
MCC3 |08 08 08 08 08 10 Q008404 0001 2064 O D024082 0,001 2054 00045444 0,60
MCO4 |08 08 08 O8 0B t0 QD0STETO 0003 T 0003435 0.0037a93 0.0087570 0.80
MC-D5 |04 06 06 06 04 10 O 0004508 00024882 00018007 0.0024852 0. D004 508 var_ |

MOMENTO Mx EN EL CENTRO DE LAS LOSAS

at a2 &3 =4 a5 b Mo, & P, 7 Pio, & P B Pte. 10 at
MCO7 |02 02 02 02 02 10 D00 4440 0L000SE0S 0.00021 78 0.0008E0S 0 0014440 0.20
MCOZ |04 04 O4 04 04 10 Q00830 QO0aTIe 0 DOASIAL QO0ZeTIE 0. D053054 040
MC03 |06 0B 06 06 06 10 DUOOSSOT2 CUO0S1 b2 00070187 Q0081982 Q005072 060
MCO04 108 0B QB 08 DB 10 $.01 25828 000E1 702 00099050 000081 702 Q.M25829 0.60
MCOS |04 DB D8 08 D4 10 00035370 0007 70T 00066196 poooF1Tar 0038370 WA

MOMENTO My EN EL CENTRO DE LAS LOSAS

a2 a3 as b P, B Ba T Fo. 8 Pto. § Pto. 10 a't
MC01 |02 02 02 02 02 0 <0 0000005 0 0000054 -0.0000014 3 QOO00S4 -0 DO0000S 020
MCO2 104 04 04 04 04 10 00004013 00000245 00001020 00000245 0.0004013 040
MCL3 |06 06 06 085 08 10 Q0023817 0000525 00011851 0 QOCR525 0.0023817 oBn
MC-04 |08 08 08 08B 0B 310 QLO0SSEA0 000022 000ATIES QUOQES022 Q. 0056640 .50
MC-05 |04 06 OB 06 04 10 00001268 0003180 0001 D6SE 0013180 Q.0001288 war

MOMENTO Mx EN EL CENTRO DE LOS CONTRAFUERTES

al 82 a3 ad ab B Pte. 18 Y 21 Pro. 17 Py 18 Ple. 18 Pla. 20 b
MC-0f |02 02 02 02 02 10 - 00020957 00015744 G005 T44 <0 000RET 020
MC07 |04 04 04 D4 04 10 - S 00E2TEE -0.0083540 £ DOSIR40 3 Q082 T8 .40
MC03 D6 OB 08 DS 0B 10 - -0 0180000 0,01 40026 0.0 400026 43 0 GaER0 080
MCO4 OB OB O8 QOB D8 10 - -0.0258370 -00221557 DO221587 0 02BE3TO 0.B0
MCO% |04 068 06 06 04 10 = D0122638 <001 48513 -0.0148513 -0 A F2638 Wl

MOMENTO My EN EL CENTRO DE LAS ZAPATAS

@l a2 a3 a4 af b Pre, 11 Pt 12 Mo, 13 P, 14 Pto. 15 &b
MCO1 |02 02 02 02 02 10 0 00r 23 00019180 =0.0021504 -0.0019180 000303223 0.20
MCOZ |04 04 O4 04 04 10 00105889 00071584 00078109 0,007 1584 -, 0106889 0.40
MC03 |06 06 08 06 08 10 0. 00E30% O.0147001 0058810 DO147301 00209305 Q.80
MC-04 |08 OB OB OB 08 10 -0.0375117 00238455 00253211 00238485 00325117 Q.80
MCOS |04 08 O 06 04 10 -0 DOS352 % -0 0182588 -0.0153880 L 0VE2888 -0.0083521 valr

Cuadro 4.4
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4.5.3 Comparaciéon de momentos entre pantallas

Las pantallas del muro de contencion con contrafuertes seran analizadas en las dos direcciones:

primero, en los ejes verticales cenltrales de cada pantalla (eje1 eje2 y ejed de la figura 4.37),

luego, a lo largo del eje 4 de la figura 4. 39, en cada uno de los casos se hard una comparacion de

los momentos. Finalmente se ubicard en las coordenadas XY los puntos a las que corresponden
los maximos momentos My en cada pantalla.

+ Sea el momento negativo de empotramiento My en la zapata de la pantalla 1 (eje1) como
100%, figura 4.37, entonces, el momento de empotramiento My en la zapata de la pantalla 2
(eje2) sera 67.1% y el momenlo de empotramientc My en la zapata de la pantalla 3 (eje3) serd
73.3%. De la misma forma, sea el momento maximo positivo My (del eje1) de la pantalla 1
como 100%, entonces, el momento maximo positivo My (del eje2) de la pantalla 2 serd 74 8%

y &l momento méximo positivo My (del eje3) de la pantalla 3 sera 72.7%.

« La figura 4.40 muestra el diagrama de momento Mx del ejed de |z figura 4.38. Sea el maximo
momento Mx de la pantalla 1 en el eje 4 el 100%, entonces, el maximo momento Mx de la
pantalla 2 en el eje 4 sera 65% y el maximo momento Mx de la pantalla 3 en el eje 4 serd
71.7%. La ubicacién del momento maximos Mx de la pantalla 1 esté a la izquierda del eje1, el
momento maximo Mx de la pantalla 2 esta ligeramente a la derecha del eje 2, y el momento

méaximo Mx de la pantalla 3 esta exactamente en el eje3.

« En el disefio es necesario saber la ubicacion de los maximos momentos; por lo que se hizo
necesario hallar la correspondiente ubicacién. En los cuadros 4.3 se tiene la ubicacién de los
méaximos momentos positivos My de cada pantalla y para cada sspaciamiento, no estando
necesariamente ubicado en su &je central, en la que se aprecia que: a medida que se
incrementa el espaciamiento entre los contrafuertes, el maximo momento positivo My se aleja
de la zapata. Hay una relacién entre el maximo momento positivo My y el momento negativo de
empotramiento My en la zapata; para cada a/b, esta relacidén varia desde 6 50 cuando a/b es

0.2 hasta 4.10 cuando a/b es 0.8
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Distancia d=factor'b
factor
ailb Pant 1 Pant.2 Pant 3
0.2 0.10 .10 0.10
0.4 0.20 0.15 0.15
06 0.30 0.25 025
08 0.35 0.30 0.30
2y § Mivi+
ai/b Pant. 1 Pant 2 Pant 3
02 6.50 570 6.30
04 5.50 4.90 5.50
08 4 80 4 40 4.80
0.8 4.60 4.10 4.40
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CONCLUSIONES y RECOMENDACIONES

Respeclo a las cargas aplicadas en areas parciales:

» En el caso de las cargas pseudo-puntuales (cargas aplicadas en dreas parciales de la losa),
los momentos que se lienen bajo esta carga convergen lentamente al incrementar los
términos de la serie. ES asi que, los valores calculados para la carga puntual son 33% més
respeclo a la carga pseudo-puniual cuando cfa es 0.05; y 75% mas cuando cla es 0. 1,
cuando éslas ullimas han alcanzado la convergencia. Los valores que da Timoshenko son
todavia mas conservadores: para ¢/a de 0.1 es 100% mas; y cuando cfa es 0.01 es 16% mds.

+ Los momentos en las cercanias de los puntos de aplicacion de las cargas puntuales también
convergen lentamerte. Es asi que, el momento a una distancia coma 1/10 del lado de la losa,
del punto de aplicacidon de la carga puntual, para 10 1érminos de la serie, es 1.5% més de un
valor cercano al exacto (considerando mas de 100 términos).

Por lo lanto, en el andlisis cuando se tienen cargas parciales se debe considerar a dstas como 1al,

es decir, no considerarlas como puntual.

El mélodo de las series de Fourier utilizado en esta tesis para el analisis de las losas, toma en
consideracién factores como: tipos de carga, condiciones de borde y relaciones de lados.
Proporciona resullados que son lo suficientemente exactos al considerar los diez primeros
terminos de las series. Los errores que se obtienen son menores al 1.0% respecto a sus valores
exactos (considerando que los primeros S0 términos da la serie ofrece el valor exacto), los cuales

son los suficientemente exactos para hacer un disefio estructural.

Al comparar los resultados entre: tres losas continuas (de mucha longiiud en la direccion
perpendicular a la direccién analizada) analizada mediante el método de las series, y tres vigas
en la misma direccion analizada mediante estructura de barras (método de las rigideces); la

diferencia en promedio esta en el orden del 0.20% y la méaxima diferencias es de 1.15%.



Un factor importante es el tiempo de ejecucion de los programas de computo. El programa de
losas continuas que utiliza el método de las series es mas répido que el programa Sap90 que
utiliza el método de los elementos finitos. Ademas, se necesita considerar una malla muy fina en
el método de los elementos finitos, para obtener resultados con la misma precisidn que el método

de las series ulilizando pocos términos de la serie.

Los patrones de carga que recomienda la bibliografia arrojan resultados inferiores al patrén de
cargas que se estudia en esla tesis. Para el caso de las nueve losas por ejemplo: los momentos

Mx en el centro de la losa 2 es 6.10% menos y el Mx en el centro de la losa 5 &5 4.96% menos.

Los patrones de carga son diferentes para cada relacién de lados (a/b=1, ab<1 y alb>1).

En el caso de una losa empotrada en sus cuatro bordes y apoyada en una columna en el centro:
para un gran incremento de la rigidez de la columna, el momento en la losa en el punto de apoyo,

tiene muy poca variacién.

La relacién de lados es un factor importante que se debe considerar al realizar el andlisis de losas
continuas, especialmente en tanques elevados y muros de contencidn con contrafuertes, ya que

tisne gran influencia en la distribucién de |as fuerzas resultantes de seccidn en cada losa.

Los mélodos préaclicos en la mayoria de los casos ofrecen resullados conservadores, aunque
también, en algunos casos presentan resullados con deficiencia. Lo que conlleva a no confiar
plenamente en estos métodos practicos, tanto para el analisis de losas de un solo pafio como

para el andlisis de losas conlinuas en una yfo dos direccionas.
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