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RESUMEN

La presente tesis plantea la solucién del problema del célculo de esfuerzos y deforma-
ciones en un medio contmuo, expresado en la ecuacion de la elastostatica (Ecuacién de
Poisson). Se utiliza una formulacién basada en desplazamlentos Inicialmente se revisaran
conceptos de andlisis funcional, involucrados en la solucién de ecuaciones en derivadas par-
ciales, con los cuales se obtendra la formulacién débi! de la ecuacién de Poisson. Una vez
planteado el problema en su forma débil, se procede a encontrar la solucién numérica del
problema mediante la aproximacién de la misma como combinacién lineal de funciones de
interpolacién, las cuales son construidas de ideas geométricas simples como los diagramas
de Voronoi y triangulacién de Delaunay. Finalmente, se presentar4 formalmente el Método de
Elementos Naturales y se aplicara dicho método a ta solucién de ejemplos practicos de inte-
rés de la ingenieria civil mediante la redaccién de pequefios programas en Java, C y Fortran.

Se comparan los resultados con el método de Elementos Finitos y otros métodos sin malla.

SUMMARY

This thesis raises the solution of the problem of calculation of stresses and strains in a conti-
nuum medium, expressed in the Elastostatics equation (Poisson equation), using a formulation
based on displacement. Initially, concepts of functional analysis will be reviewed, which are
involved in the solution of partial differential equations. These concepts will allow to obtain the
weak formulation of the Poisson equation. After the problem is formulated in its weak form, we
proceed with the numerical solution of the problem by approximating the solution as a linear
combination of interpolation functions, which are constructed from simple geometric ideas
such as Voronoi diagrams and Delauna)l( triangulation. Finally, the Natural Element Method
is formally presented and it is applied to the solution of practical examples of interest in civil
engineering by writing small programs in Java, Fortran and C. The résults will be compared

with the Finite Element Method and other meshless methods.
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CAPITULO |

- GENERALIDADES

1.1. INTRODUCCION

Desde su aparicién en los afos 50, el método de los elementos finitos ha sido una técnica
ampliamente usada por los ingenieros con propdsitos de disefio y anélisis. Siendo en sus
inicios una herramienta muy Util, su uso era limitado debido a que el desarrollo de los orde-
nadores estaba aln en sus inicios. Hoy en dia, el método de los elementos finitos permite
simular el comportamiento de sélidos, fluidos y gases cuyo comportamiento se rige mediante
una formuiacién mateméatica, permitiendo asi obtener resultados cuantitativoes de fendmenos
de gran complejidad. Sin embargo, éste método numérico no es el aptimo para cierto tipo de

problemas, tales como los problemas gue presentan una malla muy distorsionada {28].

En las dltimas décadas, la aparicién de los métodos sin malla como alternativa al mé-
todo de los elementos finitos ha permitido la simulacién de problemas de gran complejidad
mostrando ser eficienies y precisos; a la vez, la mejora en la capacidad de los nuevos or-
denadores permite realizar algoritmos mas elaborados con tiempos de célcule razonables,

utilizando un ordenador de escritorio [18].

En el caso del Método de los Elementos Finitos {(FEM), se necesita una discretizacion
del dominio, que con caracteristicas especiales permite la construccion de las funciones de
forma asi como también la integracién numérica del sistema al que conduce el método de
Galerkin. La generacidn de estas mallas ain viene siendo investigada y es en algunos casos,
por ejemplo en dominios complejos en tres dimensiones, uno de los pasos que méas tiempo

requiere en la solucion de problemas con ese método [29].
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Con el fin de pre'scindir de la dificuitad de generar una malla y del tiempo que se dedica a
ello, en los Métodos Sin Malla se discretiza el continuo mediante un conjunto de nodos, en vez
de hacerlo mediante un conjunto de elementos (como en el caso del FEM). Estos métodos se
pueden clasificar, teniendo en cuenta los modelos computacionales, en dos grupos: en primer
lugar estan los que aproximan la forma fuerte de las ecuaciones en derivadas parciales y en

segundo lugar los que estan basados en la aproximacion de la forma débil del problema [19].

Aproximar la forma fuerte del problema usando Métodos sin Malla se hace discretizando
las ecuaciones en derivadas parciales mediante técnicas especificas de colocacion. Algunos
de los prominentes métodos de este grupo son: Método Particula Hidrodinamica Suavizada
(Gingold y Monaghan, 1977), el cual fue el primer método sin malla en desarrollarse, Método

de Diferencias Finitas Generalizado (Liszka, 1984), entre otros.

Por otro lado, los métodos que aproximan la forma débii del problema se conocen como
métodos de Galerkin sin malla. Algunos de estos métodos son: Método Libre de Galerkin
(EFGM) (Belytschko, Lu, y Gu, 1994), Método de Particidén a la Unidad (PUM) (Babuska y
Mefenk , 1997), Métédo de los Elementos Naturales NEM (Braun y Sambridge, 1995), entre

otros.

Ef método sin malia a utilizar en la presente tesis es el Método dé los Elementos Naturales
(NEM) denominado asi por Braun y Sambridge (1995), el cual ha demostrado ser éptimo pa-
ra problemas bidimensionales de valores iniciales en mecanica de sdlides, Sukumar (1998).
Este método se diferencia de sus andlogos sin malla, en que su funcién de forma es estric-
tamente interpolante, esto es, su funcién de forma toma el valor unidad en el node al cual
esta adscrita y cero en el resto, haciendo de esta manera mas facil imponer las condiciones
de contorno; a las funciones de forma de los demas métodos sin malla, que carecen de ésta
caracteristica, se les asigna el nombre de aproximantes. El esquema de interpolacién usado
en los etementos naturales NEM es conocidoe como interpolacion de vecinos naturales {n-n)
(Sibson, 1981). Este tipo de interpolacidn fue inicialmente utilizado para modelar el fenémeno
geofisico. La interpolacién de vecinos naturales se basa en conceptos tales como los diagra-

mas de Voronoi y los mosaicos Delaunay.
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La interpolacidn por vecinos naturales tiene 6ptimas propiedades espaciales de adyacen-
cia y es sensitivo a la posicion y densidad de los nodos. Algo a resaltar del NEM es‘que en
una dimensién la interpolacion por vecinos naturales coincide con la de los elementos fini-
tos; en dos dimensiones, para crear las funciones de forma tenemos la propuesta de Watson
{1994) y la de Laserre (1983}, las cuales son robustas computacionalmente para 2 y 3 di-
mensiones respectivamente. Aplicaciones del método de Elementos Naturales a Ié mecanica
de sdlidos fueron desarrolladas por Sukumar (1998) mostrandoe la convergencia, capacidad,
versatilidad y robustez de este método numérico en problemas orientados a la elasticidad; por
ofro lado, aplicaciones de este método a medios incomprensibles y a la dinamica de fluidos

son analizadas en Gonzalez (2004).

Para ia solucién numérica de problemas de la ingenieria Civil mediante el NEM, en la
presente tesis se hace mencioén a su formulacién matematica e implementacién numérica,
ademas se muestra la existencia y unicidad de la solucién para problemas de elasticidad
iineal, también se presenta la obtencidn e integracion de Ia forma débil del problema, la im-
posicién de condiciones de frontera esenciales, la forma de calcular las funciones de forma y

finalmente, la obtencién de la soiucidn numérica con el método de Galerkin.

1.2. ESTADO DEL ARTE

Actualmente fos métodos sin malla se encuentran en la mayoria de los casos en fase
de desarrollo, sin embargo algunos trabajos de los Gltimos afios, apoyados en conceptos
de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales con espacios funcionales, han coﬁtribui-
do de manera muy importante a la comprension del funcionamiento de los mismos y de los:
principios que permiten construir espacios de funciones de aproximacién de una manera ade-
cuada [22]. Otros métodos han sufride un desarrollo algo mayor y su estudio se ha extendido

a problemas no lineales, como los problemas estudiados por Belytschko en [6].

Histéricamente el primer método sin malla se denominé “Smooth Particle Hydrodynamics”
y fue desarrollado en 1977 por Lucy y Monaghan; el siguiente fue el “Reproducing Kernel
Particie Method” [27] de Liu y Chen en 1995 el cual es una generalizacién del anterior y

prueba la consistencia lineal del método.

Luego se desarrcllaria la familia de métodos basados en esquemas de Minimos Cuadra-
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dos Moviles (MLS), dentro de los cuales se encuentran métodos como el "Diffuse Element
Method” de Nayroles [32] en 1992 y las “nubes-hp” de Duarte y Oden [15] en 1996. Pos-
teriormente y casi en paralelo, Duarte y Oden, por un Iado_, y Babuska y Melenk por otro,
observaron que la particularidad fundamental de estos métodos residia en |la construccién de
una particién de la unidad, con lo cual se establecié el método “Particién de la Unidad” (PUM)

a mediados de los 90 por Babuska en [3].

Todos los métodos anteriores presentan en su formulacion mas general funciones de for-
ma no estrictamente interpolantes. Como consecuencia, los resultados calculados no nece-
sariamente coinciden con los valores nodales, asi que, como respuesta a este hecho apare-
cieron los denominados métodos de interpolacién, tales como el “Point Interpolation Method”
(PIM) alrededor del 2005, el cual si posee la propiedad de delta de Kronecker, y al cual pos-
teriormente se le adicionarfa otro desarrollo matematico, el de las funciones de base radial
(RBF). Estas funciones son adecuadamente estudiadas por Fassenhauer en [18], con lo cual
se obtiene una variante del método anterior denominado “Radial Point Interpolation Method”
{RPIM). Por ofro lado, dentro de estos métodos de caracter interpolante aparece también el
método estudiado por Sukumar [40] en 1998, denominado “Método de los Elementos Natura-

les” (NEM).

En la siguiente seccion se describira, con un poco mas de detalle, algunas de las técnicas

de aproximacién antes mencionadas.

1.3. METODOS SIN MALLA

1.3.1. Métodos sin Malla Estructurados y No Estructurados

Para resolver problemas en derivadas parciales con condiciones de frontera se discretiza
el dominio del problema mediante un conjunte de nodos, los cuales pueden estar estructura-
dos o no. En este caso debe entenderse al conjunto de nodos como estructurado si el conjun-
to de dichos nodos esta uniformemente distribuido y espaciado. Por el contrario el conjunto
de nodos no estructurados hace referencia al conjunto en el cual los nodos se encuentran

arbitrariamente distribuidos y espaciados en todo el dominic [28].

Generalmente los métodos sin malla estructurados se emplean cuando ¢l tiempo es una

variable del problema; sin embargo, un problema dinamico involucra el use de nubes de
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puntos estructuradas y no estructuradas. En este caso el tiempo se discretiza en una nube

estructurada de puntos y el espacio en una nube no estructurada [19].

Por otro lado, es necesario mencionar que los métodos sin malla basan sus aproxima-
ciones enteramente en funcién de la ubicacién de los nodos. Estas aproximaciones se de-
nominan funciones de forma {o funciones de aproximacion) y son estas funciones las que
caracterizan al método o técnica. Una caracteristica de las funciones de forma es que si bien
estan definidas en todo el dominio general del problema de anélisis, su valor difiere de cero
sélo en una region local cerrada, alrededor del nodo en el que se desea conocer su valor.
A esta region local se le denomina soporte compacto de la funcién o también dominio de
influencia del nodo; generalmente los soportes son discos o rectangulos como los mostrados

en la figura (1.1).

[ ] L J L] L J ® L ] L ] & & L] L J l.
[ ] L ] L J L ] L L J L] L ] L] L J
Y * o @ e ¢ e of e s @
L ] L ] - L] [ ] [ ./. L] L] L J
L ] L] ] [ ] L4 * / L ] L] [ ] L [ ]
L ] L 4 L J L ] L ] L J L & L [ ] * [ ]
Support L2, Support Q2
{a) Circular {b) Rectangular

Figura 1.1: Soportes compactos

1.3.2. Técnicas de Aproximacion sin Malla

En general un buen método para crear funciones de forma libres de mallas debe cumplir

con los siguientes requisitos:

1. Dar buenos resuitados para nodos distribuidos razonable y arbitrariamente (distribucién

nodal arbitraria).
2. Ser numéricamente estable (estabilidad).
3. Poseer cierto orden de consistencia (consistencia).

4. Producir funciones de forma que poseen soporte compacto.
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5. La funcién incognita aproximada por fa funcion de forma debe ser compatible (compa-
tibifidad) en todo el dominio del problema cuando Ia formulacién es global débil, o debe

ser compatible dentro de la cuadratura del dominio cuando la formulacion es local débil.

6. Poseer la propiedad delta de Kronecker, es decir que si se evaltua dicha funcién en su
nodo origen debe resultar uno en dicho nodo y cero en los demas nodos del dominio

de soporte.

7. Ser computacionalmente eficiente (eficiencia).

El requisito de una distribucién nodal arbitraria es esencial para ef desarrollo de un método
sin malla robusto aplicable a problemas practicos de ingenieria. La condicion de estabilidad se
refiere a dos cuestiones, |a primera es la estabilidad de interpolacién, lo que significa que las
funciones de forma construidas deben ser estables con respecto a pequeias perturbaciones
de ia localizacién del nodo en el dominio de soporte. Esto requiere que la matriz creada
usando los nodos distribuidos arbitrariamente, esté bien condicionada; la segunda cuestién es
la estabilidad de la solucién, lo que significa que la solucién numérica a través de las funciones
de forma en un procedimiento de formulacién variacional no debe presentar oscilaciones

numericas.

La consistencia es importante para una buena aproximacion a la funcién exacta, pues de
esta manera el limite de la solucidn discreta propuesta sera la solucién exacta, garantizando
la convergencia del método sin malla. Se requiere un soporte compacto para producir un
sistema discreto de ecuaciones del tipo esparcido que se pueda resolver con eficacia; ésto
es extremadamente importante para los grandes sistemas de ecuaciones. Cuando se emplea
interpolacién con funciones mondtonas, es recomendable una alta densidad de puntos, de
manera que se tengan nubes de puntos préximas y los puntos lejanos no tengan interseccion

entre si.

Si bien es cierto la propiedad de funcion delta de Kronecker no es obligatoria, ya que es
posible tomar medidas especiales para imponer condiciones esenciales de borde si la funcion
de forma no tiene esta propiedad, el pfesente trabajo muestra que es posible obtener esta
propiedad sin demasiadas complicaciones y de esta manera garantizar el cumplimiento de

las condiciones impuestas.

E! desarrollo de métodos para la construccion efectiva de funciones de forma es una de las

areas mas importantes en la investigacion de estos métodos. Existen varias formulaciones de
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aproximacién. GR Liu en [28] clasifica estas formulaciones en tres grandes categorias sobre
la base de los tipos de teorias de la aproximacion o representacién de la funcién. Estas son:
la representacion integral, la representacién en serie, y la representacion diferencial. En la

tabla (1.1) se enumeran algunas de las técnicas en estas categorias.

Tabla 1.1: Categorias de técnicas de interpolacion sin malla

Categorias Técnicas de aproximacion sin matla

Particula hidrodinamica Suavizada (SPH)
Método de Reproduccion del Ndcleo de Particulas (RKPM)
Minimos Cuadrados Méviles (MLS)

Representacidn Integral

Representacion en Series Métodos de Interpolacién Puntual (PIM, RPIM)

Métodos de Particién de la Unidad {PLM)

Representacion Diferencial Método General de Diferencias Finitas (GFDM)

Acerca de la categorizacion anterior se puede mencionar que en el método de represen-
tacién integral la funcidén se representa en un dominio local (dominio suavizado o dominio
de influencia) a través de una integral ponderada; a menudo se utiliza el método Particula
Hidrodinamica Suavizada (SPH). Los métodos de representacion en series tienen una larga
historia. Ellos estan bien desarrollados en los FEM y ahora se utilizan en los métodos sin ma-
lla basados en distribuciones arbitrarias de nodos. La aproximacién por minimos cuadrados
méviles (MLS) fue el método mas utilizado hasta finales de la década de los 90, posterior-
mente con la invencién del método de interpolacion puntual (PIM) y la adicién de funciones
de base radial (RBF}, el método RPIM y los métodos basados en RBF son actualmente los

de mayor aplicacion.

El métode de representacion en diferencias, que también se ha desarroltado y utilizado
durante mucho tiempo, es el método de diferencias finitas (FDM). Los métodos de represen-
tacién en diferencias se utilizan generalmente para el establecimiento de sistema de ecuacio-
nes basadas en formulaciones fuertes, tales como el FDM y ef método general de diferencias

finitas (GFDM).

A continuacién se describe brevemente la manera en la que algunos métodos sin malla

construyen sus funciones de forma.
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1.3.3. Método Derivable de Particulas Hidrodinamicas (SPH)

Este método es el mas antiguo de los métodos sin malla. Fue desarrollado pbr Gingoid y
Monaghan en 1977 [13]. En este método se crea una aproximacion para una nica funcién

u(x) en un dominio 2 C R™ segun:

Uh Try = W — .
(z) /ﬂ (& — 9, Byu(y)dy (1.4)

Donde w(x — y, k) es una funcién de ponderacién o funcién kernel, y & una medida det

tamaiio del soporté.

La forma discreta de la aproximacién anterior puede ser obtenida por una cuadratura

numérica. Esta forma es:

uh(m) = Z w(z — x;)u; AV, = Z di()u; (1.2)

2
Donde AV; es el volumen (en 3D), el &rea (en 2D), o la longitud (en 1D) asociada al nodo
iy ¢i(x) = w(x — z;)AV; es la funcién de forma del método SPH. Una de las dificultades en
la aplicacién de lo anterior es el desarrollo de una técnica robusta para asignar AV; a cada

uno de los nodos.

Ya que fue mencionado, es necesario introducir |la idea de funcién kernel para lograr una
mejor idea sobre este método y el siguiente. Asi que primero se debe entender que en estos
meétodos se realizan aproximaciones mediante funciones pertenecientes a espacios de Hilbert
{los que se definen en el siguiente capitulo). Entonces, dado un espacio funcional de Hilbert
H con un producto interno definido (-, -} ; (donde cada punto representa a cualquier elemento

de H) una funcién K : 2 x Q@ — R es llamada kernef reproductivo de H si:

1. K(,z) e H Yz e Q

2. flz)={f,K(,z))y VfEH y Vz€Q

La segunda propiedad mencionada, es conocida como propiedad de reproduccién 'y sera

referida en el siguiente método.
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1.3.4. Maétodo de Particulas con Kernel Reproductivo (RKPM)

Siguiendo |a linea de desarrollo del SPH, Liu y sus colaboradores [13] desarrollaron el
RKPM vy propusieron una funcién de correccién para las funciones kernel en ambos casos

(continuo y discreto). La aproximacion en este método esta dada por:
(@) = [ Cloa - 9ale - Py (1.9

Donde C(x,z — y) es llamada funcién de correccion, la cual es obtenida por imposicion
de condiciones de kernel reproductive {mencionado anteriormente), e implica que la aproxi-
macién obienida deberia reproducir exactamente polinomios y puede ser expresada como
una combinacién lineal de una base polinomial;  es el parametro de dilatacién de ia funcion
kernel ®,(z — y). De forma andloga al método anterior a forma discreta de la aproximacién
resulta:

uh(z) = Z Po(x, 7z — zi)u(zi)AV; = Z bi(z)ui (1.4)

1.3.5. Método de Interpolacion Radial de Puntos (RPIM}

E! método de interpolacién puntual (PIM) {29] es uno de los métodos cuya funcién de
aproximacién se representa en series y es empleado para la creacién de funciones de forma
de métodos sin malla. En este método la funcién de aproximacion «(z) en un punto de interés

z € R? tiene la forma:

u(z) =Y Bi(z)a; (1.5)
i=1

Donde B;(z) son las funciones base definidas en R? a R?, m es el nimero de funciones
base, generalmente en este método se trabaja con una base polinomial; a; son los coeficien-
tes de cada funcion base. Para la funcidon de aproximacién, primero se forma un dominio de

soporte local en el punto de interés x, el cual incluye un total de n nodos.

En el RPIM, generalmente se considera el uso de dos tipos de funciones base, tanto
funciones polinomiales como funciones de base radial, asi, la funcién de interpolacién se

puede expresar como (1.6), donde a € R" y b € R™:

L0 m
' T T T T | @
u(@) = Y Rilz)as + 3 pi()bhs = R(@) "o+ p(e)7b = [R(z)p(a)] (1.6)
i=1 i=1 b
METODO DE LOS ELEMENTOS NATURALES PARA LA SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ELASTICIDAD LINEAL Y APLICACIONES EN MECANICA 9

COMPUTAGIONAL
Bach. Ayala Obregén Alan Fischer |



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE INGENIERfA CIviL CAPITULO I: GENERALIDADES

Donde R;(x) es la funcién de base radial (RBF), n es el nimero de RBFs, pi{z) es la

base polinomial en R? a R2, m es el nimero de funciones base polinomiales.
p

Para determinar los coeficientes a; y b;, se plantea un sistema de ecuaciones lineales
basado en el dominio de soporte local formado para el punto de interés z. Entonces al eva-
luar la funcion de aproximacion en cada uno de los n nodos del dominio .de soporte local y

considerando ciertas restricciones se obtiene:

us = Hoa + Ppb

P.Ta=0

Estas ecuaciones se representan matricialmente como sigue:

Usg Ry P, a

'IE = = = Gao
0 P.T 0 b

Teniendo en cuenta ciertas caracteristicas [14], semejantes a las descritas en el capitulo

4, se puede obtener la solucién del sistema planteado:
u(x) = [R(m)Tp(m)T] Gl = :I;T(w)ﬁ
Con este {ltimo resuitado se obtienen las funciones de forma:
7(z) = [p1(z) ¢2(5) .- nlT) Pni1(@) ... Drim(@)]

Finalmenté, la funcién de forma RPIM correspondiente al vector de desplazamiento no-
dal ®(x) se obtiene de las primeras n componentes del vector ;I;T(a:) y la aproximacion del

método se podria expresar como sigue:

u(e) = 8" (2)u =Y duu | (1.7)

=1

1.3.6. Método de Minimos Cuadrados Maviles (MLS)

. Este método emplea funciones de interpolacidn radial {RBF) o funciones de interpolacién

rectangular (WBF), y consiste en resolver la formulacién global de la aproximacion mediante
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la solucién de varios sistemas lineales pequefios ([19] y [22]). A continuacion se expone

sucintamente la estructura lineal algebraica de MLS.

La aproximacién se realiza mediante:

m
ijg ), zeR" (1.8)

Donde, ¢; € R, y p;{x) es un polinomio de aproximacién. Ei problema consiste en encon-

trar los ¢; y para esto se plantea lo siguiente:

min|f —ullyy,  feER

Luego se define el producto interno como:
(f,9) Z flzi)g(z)w(z), geR"

Ademads, es recomendable que la funcién de ponderacién w; sea definida positiva y mo-

nétona decreciente. Luego se debe observar que:
N

2 2
1F1Bw = 1f ()] w(:)
i—=1
Por otro lado se sabe que la menor distancia entre dos espacios normados es el espacio
ortogonal, si u € U/, entonces

frul, Us(f—u,p)w=0 k=1,2,....,m

Reemplazando la aproximacién de u = 3 %, ¢;p;, se obtiene:

ZCJ(PJ,I% = (/Pe)y

i=1

Lo que puede ser expresado de la siguiente manera:
Ge = fp

donde Gij = (p,',pj)

Luego:
=G,
Y finalmente:
m
U= ZG_lfppj {1.9)
i=1
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1.3.7. Métodos de Particion a la Unidad (PUM)

A mediados de los 90, surge el método de Particién de la Unidad [3]. Los autores expre-
saban que cuando se tiene cierta informacién acerca de la solucién de un problema, parece
l6gico intentar incluir dicha informacién en el espacio de funciones de forma del método de
Galerkin. Una de las caracteristicas que los autores destacan del método es la capacidad de

incluir este conocimiento previo de la solucién del problema en el espacio de aproximacién.

La idea basica de este método es comenzar con una particiéon de un dominio abierto y
acotado €2, tal que |, §2; 2 S con aigun traslape leve de los subdominios es decir [, ; # 0.
Asociado a estos subdominios se elige una particion de fa unidad es decir una familia de
funciones w; continuas, no negativas y, de soporte compacto en {; tal que para todo punto

x € {2 se tiene que:

Zwl(m) =1 (1.10)
i=1

Al igual que RPIM o MLS, la funcion de aproximacidn se presenta en series. Asi, la apro-

ximacion sobre el dominio global 2 se construye mediante aproximaciones locales u;:

uP(x) = Zui(ﬁc)wi(m), zeQCR" (1.11)
i=1

Babuska y Melenek [3] plantearon la siguiente funcién de forma (considerando u; = qb?):

uh(sc) = Z & (z)(ag + aniz + ... + ag; T + by sinh nz + bo; cosh nx) (1.12)
i=1

Donde ¢Y(z) es la funcién de Shepard [13]. Los coeficientes agi, bi; ¥ ba: sonincognitas de
la aproximacién que pueden ser determinadas por el método de Galerkin o por procedimientos

de colocacién.

1.4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Resolver la ecuacion elastica lineal con condiciones de borde mixtas (deformaciones y es-
fuerzos) permite la obtencion final de esfuerzos y deformaciones en problemas de ingenieria
civil. Para la solucién de las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan los fenémenos
involucrados en el estudio de la elastostatica es necesaria la definicién formal del espacio

de soluciones, conformado por el espacio del cuerpo rigido y el cuerpo de deformaciones

METODO DE LOS ELEMENTOS NATURALES PARA LA SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ELASTICIDAD LINEAL Y APLICACTONES EN MECANICA 12

COMPUTACIONAL .
Bach. Ayala Obregdn Alan Fischer



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE INGENIERIA CIvIL CAPITULO I: GENERALIDADES

elasticas. Hoy en dia, el desarrollo de los métodos numéricos brinda de manera explicita la
forma funcional de! espacio del cuerpo rigido y el espacio de deformaciones elésticas de un
sistema bidimensional. Se conocen también las formulaciones variacionales con metodolo-

gias libre de malla para la solucidén de esta ecuacién.

Sin embargo, los métodos sin maila, aunque mejoran en varios aspectos al Método de
Elementos Finitos, no son una completa panacea. Ellos han venido experimentando, en los
uitimos anos, problemas en lo que refiere a la integracién nodal. Es por ello que un aporte
novedoso de esta investigacion serd mostrar alternativas para la integracién numérica. Se
espera concluir mostrando mejores resultados que los obtenidos por investigaciones recientes

refativas al tema.

1.5. HIPOTESIS

E! Método de Elementos Naturales (NEM) mejora tiempos de computo y tasas de con-
vergencia en problemas de |a elastostética lineal, en comparacion al Método de Elementos
Finitos. Su formulacién variacional en espacios funcionales y fundamento geométrico de su
desarroflo brindan un sélido cimiento para su extensién a espacios n-dimensionales y la me-
jora en los procesos de integracién numérica hara que los métodos libres de malla aumenten

su auge y desarrolio.

1.6. OBJETIVOS Y ALCANCES

El objetivo general de |a presente tesis es introducir el método de los elementos naturales
como herramienta numérica de interpolacién para resolver problemas de estado plano de
esfuerzos o de deformaciones en ingenieria civil, mostrando [a versatilidad de los métodos

sin malta al mejorar el proceso de integracién numérica.

Como objetivos especificos se tienen:

= Introducir conceptos de matematica relativa al andlisis funcional y geometria compu-

tacional, esto en beneficio de! planteamiento formal del tema en estudio.
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» Presentar el Método de los Elementos Naturales (NEM) como alternativa al Método de
Elementos Finitos, y desarrollar su estudio e implementacién numérica para ser usado

en posteriores aplicaciones en las diversas ramas de la ingenieria.

» Aplicar el método mencionado a la solucién de problemas de la elasticidad bidimensio-
nal y problemas generales de ingenieria civil con cédigos desarrollados en diferentes

lenguajes de programacion.

s Mostrar mejoras en tiempo de célculo de programas realizados para la ingenieria civit,

orientando su programacién y desarrollo futuro al frabajo con super-computadoras.

1.7. METODOLOGIA

El desarrollo del presente trabajo exigira principalmente una comparacion entre los resul-
tados del métado libre de mallas escogido, con soluciones analiticas como las propuestas en
el libro de Teoria de la Elasticidad [42]. Para la solucién numérica de problemas relativos a

métodos sin malla, se escriben pequefios programas desarrollados en C y Fortran.

Se trabaja con conceptos de andlisis funcional, esto en beneficio del planteamiento formal
del tema de estudio. A partir de éstos se explica de manera rigurosa la obtencion de la for-
mulacion variacional de la ecuacién de |a elastostatica; asi mismo se estudia la convergencia
de la solucion obtenida con la formulacion variacional y se garantiza que la solucidén de la
ecuacion de la elasticidad siempre se puede obtener mediante las funciones desarrolladas

con el NEM.

Ademas, se presentan ejemplos de aplicacién a problemas de interés en ingenieria civil.
También se presenta, cuando sea necesario, ei planteamiento y la demostracién de ciertos
teoremas, los cuales conducen a un mejor entendimiento de lo que se hace o a la certeza de

la factibilidad de 1o propuesto.

1.8. ORGANIZACION DE LA TESIS

En el capitulo dos se presenta formalmente el tratamiento matematico del problema a
resolver, se analizan los conceptos relativos al analisis funcional lineal, los espacios de buls-

queda de la solucién y los métodos existentes para encontrarla. En el capitulo tres se presenta
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la interpolacién por vecinos naturales para la formulacion del sistema a resolver mediante el
Método de Elementos Naturales (NEM). En el capitulo cuatro se planteard la solucién numé-
rica mediante algoritmos computacionales teniendo como pilar fundamental la optimizacién
de la razén de convergencia y tiempo dé computo. En el capitulo cinco se mostraran y resol-
veran modelos numéricos relativos a diferentes problemas de ingenieria civil y a la mecanica
computacional, comparando finalmente los resultados obtenidos con soluciones analiticas,
asi como también las provenientes del Método de Elementos Finitos y de otros métodos sin
malla. En el capitulo seis se dardn al conclusiones del trabajo realizado en la tesis y se brin-

darédn recomendaciones para futuras investigaciones en temas relacionados a fa misma.
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CAPITULO I

FUNDAMENTO TEORICO

En este capitulo se desarrollan los conceptos formales del método de los elementos na-
turales NEM. En la primera seccién se hace una introduccién al problema que se quiere
resolver, y también se presentan definiciones basicas de la teoria del analisis funcional, Jos
cuales se profundizan en las siguientes secciones, culminando el capitulo con la formulacién

débil del problema.

2.1. DEFINICIONES PRELIMINARES

Las siguientes definiciones tienen como objetivo presentar los fundamentos bésicos del
problema a tratar y los necesarios para {a obtencién de la formulacién débil del problema
elastico lineal, que es la parte principal del presente capitulo. A los lectores que no tengan
el conocimiento de operaciones con tensores, se les recomienda revisar el Anexo donde se

presenta un resumen conciso del tema.

2.1.1. Mecanica del Medio Continuo y el Problema General de la Elasticidad

Lineal .

La mecénica del medio continuo es la ciencia que estudia el comportamiento mecanico de
los sélidos y los fluidos en una escala macroscépica, ignorando la naturaleza discontinua del
material. En-esta mecanica, cada particula del material esté asociada a un punto del espacio
~ ocupado por el cuerpo en estudio (dominio), al cual adem4s se le pueden atribuir cantidades
de campo como la densidad, desplazamiento, velocidad a través de funciones continuas en
términos de la posicién. En la mecénica de medios continuos se describe la interaccién entre

. el esfuerzo y el desplazamiento que actian sobre determinado medio continuo, esta interac-
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cidn es modelada con ayuda de formas bilineales. En el caso de la elasticidad lineal estas

formas bilineales son el tensor de esfuerzos (o) y el tensor de deformaciones (¢), dados por:

o =06 ®e€j (2.1)

e{v) = %(V ®v+(V® v)T) (2.2)

Para el tratamiento de problemas de mecanica del medio continuo generalmente se uti-
lizan dos tipos de ecuaciones; la primera representa el estado de equilibrio segun las leyes
de la fisica y la segunda que se denomina relacién constitutiva, describe el comportamiento
mecanico (naturaleza) de los materiales mediante alguna funcién ¢ = f{e). Asi, en el ca-
so tratado por el presente trabajo, se considera una relacidn esfuerzo deformacién lineal e

isotrOpica, apropiada para la formulacién de la elasticidad lineal, dada por:

o(u) = A\Tr(e(u))d + 2ue(u) (2.3}
Donde:
10
§= (2.4)
01

Y A, 1 son las constantes de Lamé y tienen una relacién directa con el médufo de Young E y

la razon de Poisson v, tipicos en la caracterizacién de un material elastico, segun:

_ Fv
L+ v)(1-2v)
E
A=)

A

Con estas definiciones preliminares se puede presentar la ecuacion de equilibrio de fuer-
zas que regiran el movimiento de sélidos elasticos. Para ello, considerando ¢ como el tensor

de esfuerzos, tenemos que (ver [42]):

Vie+b=0 : (2.5)

Con b representando la fuerza externa por unidad de volumen.

Respecto a las condiciones de borde se tienen por io menaos dos posibilidades, una con-
dicién que especifica el desplazamiento de un punto de la frontera o una condicién que espe-
cifica la fuerza por unidad de area en la frontera. Este par de condiciones se conocen como

condiciones de Dirichlet y Neumann respectivamente y se describen en el acapite 2.4.1.
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2.1.2. Espacios Vectoriales de Dimension Infinita

Cuando se trata de solucionar un problema definido por una ecuacién en derivadas par-
ciales, generalmente no es posible encontrar una solucién eiplicita para la funcién incognita.
Mas aun, generalmente no se necesita conocer esta forma explicita, pues resulta mas factible
calcular su valor como combinacién de otras funciones (funciones base). De {a misma mane-
ra en que se puede representar a un vector de dimensidn finita como la combinacién lineal de
los vectores correspondientes a una base del espacio vectorial al cual pertenece dicho vector,
esta representacion es también posible para funciones, ya que los conjuntos de estas funcio-
nes forman espacios vectoriales, perc a diferencia de los espacios vectoriales de dimensién
finita los espacios de funciones (espacios funcionales) poseen dimensidn infinita. Es decir,
cualquier base de este espacio vectorial tiene infinitos elermentos. A continuacién se revisan
conceptos de los espacios de dimensién infinita Gtiles para buscar y encontrar caracteristicas

de 1as funciones base mencionadas en ia definicion 2.2.7.

Un punto importante es la definicién de producto interno, que posteriormente induce la
definicién de la norma euclidiana, la cual proporciona una métrica para los espacios funcio-

nales.
Definicion 2.1.1. Sea H un espacio funcional vectorial sobre R. Una forma bilineal
HxH-—>R
u, v — (u,v)
Se denomina producto interno si es simélrica y definida positiva, es decir, si cumple que
(w,v) =(v,u) V- wveH
(v,u)>0 ¥V weH
(u,u) =0 <:> u=0

En taf caso
lull = v (uw,u) wedH (2.6)
Define una norma sobre H. Un espacio vectorial dotado de un producio interno se dice pre-

Hitbert.

Las ideas anteriores se pueden extender a tensores (ver anexo}, ya que los mismos son
también funciones multilineales. Entonces sean dos tensores «, T cyas componentes perte-

necen a H, el producto interno se define como sigue:
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(o,7) = / o TdS) (2.7)
Q

y naturaimente la norma inducida resulta:

ol = (La : adQ) : (2.8)

Este concepto es muy importante, ya que la funcién norma es en general continua, por lo
que también es acotada en cualquier dominio cerrado. A continuacién se define un espacio

funcional de manera explicita.

Definicion 2.1.2. El espacio de funciones continuas con soporte compacto se denomina
Co ().
Co(Q) = {f € C(Q)/ f(z) =0, Vz € O\K, Kcompacto C Q}

Donde C()) es el espacio de las funciones continuas sobre ().

Para consolidar ideas sobre el empleo de espacios funcionales, a continuacién se definen
algunos conceptos adicionales.
Definicion 2.1.3. (Compacto) Un espacio métrico A se dice compacto si toda cobertura abier-

ta de A posee una cobertura finita.

La definicion anterior es la versidn genérica de compacidad. Ya que el entorno sobre
el que trabajan las funciones requeridas es R", es posible obtener una consecuencia de la

definicidn que resulta mas comprensible y directamente aplicable.

Teorema 2.1.1. K € R"™ es compacto si y solo si K es cerrado y acotado.
Demostracion. La demostracién de este teorema se puede consultar en [4]. O

Ahora se presenta una herramienta util para demostrar ciertas convergencias de sucesio-
nes de funciones, y que proporciona caracteristicas importantes a ciertos espacios funciona-

les.

Definicion 2.1.4. Dada una sucesién de funciones de un espacio funcional, se dice que es

de Cauéhy si cumple gue

lim |tn — tm|| =0 ¥Ym,neN
min{n,m}—oo
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‘Definicién 2.1.5. Un espacio métrico E se dice completo si toda sucesion de Cauchy con-

verge a un punto de E.

Ademads, de las definiciones anteriores, se considera necesario entender los siguientes

conceptos.

Definicién 2.1.6. Un subespacio vectorial Y C X se dice denso en X si este ultimo es igual

a la clausura del primero Y = X, es decir si contiene a todos sus puntos de acumulacién.

Definicién 2.1.7. Un espacio vectorial es de Banach si es normado (en él esta definida una

norma) y completo con la norma definida previamente.

A continuacion se describen diversos espacios funcionales que poseen caracteristicas-
apropiadas para la bisqueda eficaz de las funciones base, las que pueden aproximar funcio-

nes solucién de ecuaciones en derivadas parciales.

2.2. ESPACIOS FUNCIONALES

221. Espacios de Hilbert

En este sub capitulo se definen y describen algunas caracteristicas de los espacios de
Hilbert, las cuales son importantes ya que sobre estos se desarrolla la formulacién variacional
del problema en derivadas parciales que se desea resolver. Esto en virtud de que las bases
del espacio funcional en mencidén son las que hacen posible la solucién de la ecuacion en
su forma debil. Por esta razén es importante el estudio de ia separabilidad, densidad, nume-
rabilidad y completitud de estos espacios, ya que gracias a estas propiedades este tipo de
espacios resulta il para la construccién de la forma débil de la ecuacion de la elasticidad

(Ecuacién de Poisson).

Detinicion 2.2.1. Un espacio vectorial H dotado de un producto escalar se dice espacio
de Hilbert si es completo para la norma asociada, es decir, si toda sucesion de Cauchy del

espacio es convergente.

Definicion 2.2.2. Dado un abierto ) de R", se define el espacio L' (Q) como el espacio de

las funciones integrables en (2). A su vez, se define

LPQ) = {f : Q@ > R/|fIP € L} ()} (2.9)
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Con (p < o0), LP(Q) es un espacio vectorial cuya norma euclidiana viene dada por

“f“LP(Q) = (/Q ff|p) ’ (2.10)

Notar que los espacios LP(§)) son espacios de Banach, es decir, espacios vectoriales

normados y completos.

De lo anterior L2(Q?) es conocido como el espacio de las funciones cuadrado integrables

scbre el conjuntd abierto 2 de R"™.

L) ={f: Q=R medible//(f)zdsc < oo} (2.11)
2

Con el producto escalar

(fr) = fQ f@o(z)dz (2.12)

L?(£2) es un espacio de Hilbert [4]; la mayor parte de las integrales del presente trabajo

se desarrollan en este espacio.

Definicion 2.2.3. Dado un espacio de Hilber!, se denomina convergencia fuerte a la conver-
gencia en la norma asociada al producto escalar, es decir (f,) C H converge (fuertemente)
afeHsi
Tim £ = £l =0
se denota por
fn f
Definicion 2.2.4. Dado ef conjunto abierto (1 de R™, definimos
L) ={f: Q= R/Jc>0talque |f(z)|ctp =}

Asi, L™ es un espacio vectorial y tiene inducida fa norma

| flireey = inf{c/lfiz)| <c ctp. z €N}

Por lo tanfo L™ es un espacio vectorial normado. Se debe notar que c.1.p., significa “en casi

. lodos los puntos” del dominio.
Definicién 2.2.5. Sea H un espacio de Hilbert, (f,) C H converge débilmente a f € H y se
denota por
fo—f
si

' (fmg)—?'(f,g), Vg € H.
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A continuacién se presentan algunos resultados que se derivan directamente de las defi-
niciones anteriores. Muchas de las demostraciones de dichos resultados se omiten pues son
resultados conocidos que se pueden encontrar en textos clasicos de analisis funcional y FEM

como [11], [12], [34].
Proposicién 2.2.1. Si f, — f, entonces f,, — [, es decir, la convergencia fuerte implica la
convergencia debil.

El reciproco de este resultado no es cierto en genera! y la demostracién es inmediata.
Proposicién 2.2.2. S/ H es un espacio de Hilbert de dimension finita, la convergencia fuerte

y débil son equivalentes.

Demostracion. Basta con tomar una base ortonormal y demostrar que las componentes con-
vergen. Sea ey, ..., e, base ortonormal de H, f, — f.

Se tiene que

NE

f:_ (frej)e; VfeH

i=1

il

Al considerar que, converge débilmente,
(f‘na ej) — (f': ej) VJ

Entonces, (fn,e;)e; — (f, e5)e; en H, por lo tanto:

Z(fna ej)ej - Z(f: Bj)ej

i=1 J=1

Esta vitima expresion indica.que f, — f, dado que las coordenadas son Onicas. g

Teorema 2.2.1. En un espacio de Hilbert, toda sucesion débilmente convergente es acofada.

Demastracion. Véase [4]. ' O

Definicion 2.2.6. Un subespacio V' de un espacio de Hilbert H, V C H se denomina denso
en H si para toda funcién v en H se puede encontrar una sucesién de funciones v, € V que

converge auv. en H.

Lema 2.2.1. Sea H un espacio de Hilbert yV ¢ H denso en H. Sea una sucesién (f,) C H.

Entonces si (f,,) es acotada, es decir, existe M tal que:

[full < M, ¥YneN
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vy ademds
(fni9) = (fi9), VgeV

Entonces

fn—=F
Demostracion. Seanu € H y v € V funciones cualesquiera, entonces:

1(fn =yl < W(fosw = )+ [[(fn = Fr o)l + 11 (Frw — W)

De donde se deduce el resultado, ya que los términos del lado derecho de la inecuacion son

convergentes y se podria acotar cada uno por un /3. |

Definicién 2.2.7. Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesion (en)n>1 C H se dice base

Hilbertiana (numerable) de H si:
(En,em) = Onm, YN, m

yR{e, : n > 1), el conjunto de las combinaciones lineales (finitas) generado por (e, )n>1 C

H,esdenscen H.

Teorema 2.2.2. Seau ¢ H. Entonces:

oo
u = Z (u, en)en
n=1

Es decir, Ia serie anterior converge en H a u. Ademas se tiene la flamada igualdad de Bessel-

Farseval:

lee]? = ZI u, en)*.

n=1

Demostracion. Puede consultarse en [4]. 0

Teorema 2.2.3. Sea (e,) una base Hilbertiana de un espacio de Hilbert H. Entonces la

sucesion (e,) converge débilmente a 0, pero no fuertemente.

Demostracion. Sea g € R{e,,n > 1), entonces

(emg en,Z/\e,)—}Oﬁ(O 9)
i=1

Suponer que Vn € N, e, — 0, entonces |le, || <'1, pero |le,|| = 1 por la definicién 2.2.7,

entonces e, — 0. ‘ O
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2.2.2. Espacios de Sobolev

En este acapite se definen conceptos relativos a los espacios de Sobolev, paso previo
para un estudio posterior de los problemas variacionales, ya que son necesarias funciones de
clase 1 (€ C1(Q)) que satisfagan ia condicién de Poisson, lo que implica que estas funciones
y sus derivadas sean medibles en espacios de Hilbert (elementos de L?). Ademas, con ayuda

de estos espacios se definen las formas variacionales abstractas.

Definicion 2.2.8. Se denota por D($2) el espacio de funciones indefinidamente diferenciable

sobre §) (C*°(§1)) y con soporte compacto en §1.

Definicion 2.2.9. Sea Q un abierto de R™. Se denomina Espacio de Sobolev al espacio
definido por: _
W™P(Q) = {u € LP(Q)/0% € LP(Q), |a| <m}. (2.13)

La norma asociada a W™P?((2) es:

=

lllmpe=| D 10%ulfaq (2.14)
0<[al<m

En el caso que p = 2, se denota por W™2(Q) = H™({2), con norma asociada:

2

lellmzg = lelma = | D 18%ullfaq (2.15)
0<|al<m

Definicion 2.2.10. Un espacio vectorial se dice que es separable, si posee un subconjunto

denso y numerable.
Teorema 2.2.4. El espacio H™(S}) es un espacio de Hifbert separable.

Lema 2.2.2. D(R") es denso en H™(R"), es decir, HT*(R™) = H™(R™)

Para ver la demostracion del teorema y el lema anteriores, se puede revisar [34].

2.3. PROBLEMAS DE CONTORNO ELIPTICOS

En esta seccién se presenta de manera introductoria la formulacion del problema varia-

cional abstracto correspondiente al problema en estudio presentado en el acapite 2.1.2, es
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decir, la formulacién variacional de la ecuacion eliptica de Poisson, con condiciones no ho-

mogéneas de Dirichlet y condiciones de Neumann:
V.o(u)+b=0 (2.16)
olu) - v=t

u["l =7

Donde 2 C Ry u € £2.

Antes de plantear el problema abstracto, se comentan algunos aspectos relacionados a
este problema, como el hecho de que para obtener la ecuacion anterior se emplea el cdiculo
variacional, a partir del cual se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange de cierto funcional
relacionado con la energia de deformacion eldstica. Sin embargo, resolver la ecuacién ante-
rior en su forma diferencial para diversas condiciones de frontera no es tarea facil, por lo gue

es conveniente llevarla a su forma variacional.

Como primera aproximacién al tema se puede analizar el problema de Dirichlet homogé-

neo, es decir se emplea la ecuacidn anterior con las condiciones esenciales
'U;II“I == O
Ahora, si se identifica el espacio funcional al que pertenacen las soluciones de la ecuacion

(2.16), se puede multiplicar la misma por alguna funcién que forme parte de la base del

espacio funcional, y obtener la medida de la misma de la siguiente manera
/[U-V-a(u)+b-v]d9=0 2.17)
Q

Si a esta (ltima expresion se le aplica el teorema de Gauss, se emplea el tensor de

deformacion y se utilizan las condiciones de frontera, se obtiene

/S;J(u) s e{v)dQ = fﬂb-vdﬂ

Esta (ltima expresién se puede representar de la siguiente manera

a(u,v) = l{v) (2.18)

Donde a, ! son aplicaciones bilineal y lineal respectivamente. De esta manera ef término

izquierdo de la ecuacion y el término derecho de la misma vienen representados asi

al{u,v) = /ﬂa(u) : e{v)dQ (2.19)
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Mv)==j£b-vdﬂ (2.20)

Se debe notar que a(u,v) es una aplicacién simétrica construida a partir de la teoria
de elasticidad. Esto dltimo se estudia en la seccion 2.4 para relacionar la solucion de Ia

formulacién variacional y la solucién de la ecuacién original.

Ya que se dispone de un entendimiento inicial del proceso de formulacién variacional, se

define el problema variacional abstracto sin pérdida de generalidad, de la siguiente manera.

Definicion 2.3.1. Sea V espacio de Hilbert, con producto escalar (,") y norma asociada || - ||.
Seaa: V x V — R una forma bilineal continua y seal : V — R una forma lineal continua,

entonces el problema
Calcularu € V tal que,

(P
a(u,v) =l{v), VveV

(P) se denomina Problema Variacional Abstracto.

Coma dato histérico se puede ver que el punto de partida de la solucién de la primera
ecuacion del presente acapite es el funcional de energia potencial y elastica, el que se puede

representar en términos de a y [ como se indica a continuacién

ﬂ@:%q%m—um (2.21)

Dicho funcional representa la diferencia entre la energia elastica y el trabajo virtual de
fuerzas externas. Se puede ver rapidamente que la solucién del funcional anterior @s un

problema de extremos. Asi tenemos

J(U)=J(u+v—u)=%a(u-l—v—u,u—l—v—u)—l(u—{—‘v—u)

Considerando la simetrfa de a(u, v), la expresién anterior se puede escribir asi

J(’u)=J(u)—l—a(u,'u—u)—l(v—u)+%a(v—u,UAu)

Si u es solucién de a(u, v) = I(v) entonces se cumple que a(u, u—v) = [(u—v); ademés,

-asumiendo a(u, v) eliptica (ver definicién 2.3.2) se tiene que:

1
éa(v —u,v—u) > alv—ul?
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Por tanto considerando u # v se puede ver que

@) 2@+ Gl

De esto se concluye que J(v) > J(u), lo que indica que la solucién del problema varia-
cional débil es un problema de extremos. Si  es un minimo de J{v), se puede apreciar que

para todo s € R se cumple que:

J(u + sv) — J(u)

a(u + sv,u + sv) — a{u,u) + 2i{u) — 2?(u + sv)
s

2(a(u,v) — l(v)) + sa{v,v) > 0O

v
o

Si se toma el limite cuando s — 0 se tiene que:

a{u,v) > I(v)

Si hacemos el cambio de v por —v obtenemos:

a(u,v) < l{v)

Estos dos dltimos resultados indican que a(u, v) = l(v), es decir el problema de extremos
que conduce a las ecuaciones de elasticidad es un problema de minimos estrictos. Lo que

podria ser enunciado de la siguiente manera:

Si a{u, v) es simétrico y eliptico, entonces u es solucién del problema (P) si y sélo si es un minimo

de J(v) = 2a(u,v) - I{v).

En el célculo variacional se utiliza con frecuencia |la propiedad de elipticidad de ciertas

funcionales bilineales; entonces es necesario definir esta propiedad.

Definicion 2.3.2. Dada una forma bilineal a(-, -) en un espacio lineal normado H, se dice que

la forma bilineal es acotada (o continua) si 3 ¢ < oo tal que:

la(v, w)| < cllvlxllwla  Vv,we H

Y se dice que es eliptica (o coercitiva) enV C H si 3 una constante co > 0 {al que

alv,v) 2 cofvll}), WweV
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En general, un problema variacicnal simétrico se plantea de la forma presentada anterior-

mente mientras se cumplen las siguientes condiciones:

a) (H,(-,-}) es un espacio de Hilbert.
b} V es un subespacio cerrado de H.

¢) a(-,-) es una forma bilineal acotada, simétrica y coercitivaen V.

Con los conceptos e ideas previas, a continuacién se establece el tratamiento de la exis-
tencia y unicidad de la solucidn del problema variacional abstracto {P). Para esto es impor-

tante el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. (Lax-Milgram). Suponer que en el problema variacional (P) la forma bilineal
es V-eliptica. Entonces existe solucion unica y la aplicacion que lleva de la forma bilineal a ia

solucion u es continua.

Demostracién. Para una lectura de su demostracién se puede consuitar la mayoria de ios

textos clasicos, como por ejemplo {11] o [12]. O

La solucion del problema variacional abstracto (£) en dimensidn infinita se realiza a tra-
vés de aproximaciones en espacios funcionales de dimensién finita, segin el esquema de

aproximacion “Ritz-Galerkin”, es decir dado el problema {P):

Calcular v € V tal que,

a(u,v) =1l(v), VveV

Se considera ahora {V}, }1~0 (h — 0) con V}, sub espacio de dimensién finita de V. Por lo

tanto podemaos definir para cada indice A el problema (que también sera variacional).

Calcular up € V3 tal que,
(Py)

a(uh,vh) = l(’uh), Vop €V

V;, también sera espacio de Hilbert por ser subespacio de dimensidn finita de un espacio de
Hilbert V, con su correspondiente norma inducida de V. Si la forma bilineal a es eliptica en
V, es decir, si

3 a>0 talque a(u,u) > allu|? Yu ey,
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Entonces también la forma bilineal a es V},-eliptica es decir
3 >0 talque alup,us) > aful?, Yup € Vi C V.

De acuerdo al teorema de Lax, los problemas abstractos P y P, tienen solamente una solu-
cién, razén por la cual si se encuentra una solucién en el espacio de dimensién finita, ésta
debe ser la misma en el de dimension infinita, esto gracias al hecho de que el problema
Py, esta definido en un espacio de dimensién finita denso en el espacio solucion de P. A

cantintacién se formalizan estas ideas.

Lema 2.3.1. (Lema de Céa). Si se cumplen las condiciones del teorema de Lax se tiene

=l < 5 Inf = )

Donde M es la constante de continuidad de la forma bilineal, y o es la constante de coerciti-

vidad de fa misma.

Demostracion.

alu — up, u — up) = a(u — up, u — Uy + V4 — Up)

a(u —up,u — wp) = a(u — up, u — vp) — a{u — up, up — k)

Teniendo en cuenta {a bilinealidad y el hecho de que la solucién de P, esta en el espacio

sofucion de P, con wyp, = up — vy, se tiene:;

alu, up — wvn) = Hup — vp)

a{up, up — vp) = up — vp)

Por lo que al restar las expresiones anteriores se obtiene:
a(u, Up — Uh) — a(uh, Up — 'Uh) =0

a(u — up,up —vp) =0

Entonces, al reemplazar la Gltima expresion obtenida en la segunda expresion de esta de-
mostracion, se tiene:

a{u — up, v — up) = alu — up, ¥ — Vp)

Ahora, por coercitividad y segun la identidad de Schwartz:

afje — up|® < alu — up,u — up) = a(u — up,u — vp) < Mju - un|||lu — vall
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De donde:

M
|l —uall € —|lu—vpl|, Vor € Vi,
(833

O

Se puede observar que a medida que la dimensién de V;, aumenta V,, — V. Entonces
la norma:

Inf|lu—wv —0
v EVE

Lo que significa que se obtiene la solucién del problema P a través de la de P,.

Teorema 2.3.2. (Teorema General de Convergencia)
Suponer que existe V subespacio denso de V y v, : V — V,, tales que se cumple que
limy, g ||v — ve(v)|| = 0, v € V. Entonces el método de aproximacién variacional converge,
es decir:
lim ||u—wup|| =0, weV
h—0
Demostracion. Sea e > 0, con V subespacio denso en V', entonces 3 v € V, tal que:
£
w—v| < =
lu—vll <
Con ¢ = X Por Ia hipétesis del teorema:
£
3 hy talque ||v—w(v})| < 2" Yh < hy
Finalmente, en virtud def Lema de Céa;
[ —un(v)} < cllu —va(V)l| < cllw — vl +[lv —wn(v)l]) < €

ya que vp(v) € Vp. : O

Teorema 2.3.3. Sila forma bilineal continua a(u, v) es V-eliptica (coercitiva), entonces 3 u, €
Vi, solucion anica del problema (Fy,) y el limy, oo um = u, en'V (converge fuertemente),

donde u es la solucidn del problema (P).
Demostracion. Para una lectura de su demostracién ver [19]. O

Notar que el teorema 2.3.3 prueba la consistencia de las aproximaciones.

METODO DE LOS ELEMENTOS NATURALES PARA LA SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ELASTICIDAD LINEAL Y APLICACIONES EN MECANICA 30

COMPUTACIONAL . .
Bach. Ayala Obregén Alan Fischer



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA .
FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL CAPITULO II: FUNDAMENTQ TEORICO

2.3.1. Método de Galerkin

Por lo mencionado en las secciones 2.2 y 2.3, se estd en condiciones de describir el

método de Galerkin.

Dada:
Au=f (2.22)
Una ecuacién diferencial en el espacio H, el problema consiste en encontrar un elemento

up € D4 (Dominio de A) que cumpla:
(Aug — fopx) =0 k.fk =12,... (2.23)
Entonces, Vi, € H base de H, se tiene que:
Aug—f =0 en H
Esta expresion indica que g es la solucion del problema.

Este razonamiento constituye la base del método de Galerkin, que es la base fundamental
de la mayoria de los métodos sin malla y del método de los elementos finitos. A continuacion,
consideremos de nuevo la base ¢, s, . . . del subespacio H. Se puede construir una solucién

aproximada ug a partir de esta base, en la forma:
ki3

un = Z ak‘Pk (2.24)
k=1

Siendo n un ndmero arbitrario, pero fijo; a partir de este momento, los coeficientes a; son las
incégnitas. En el método de Galerkin, estas constantes se calculan imponiendo la siguiente
igualdad:

(Aup — f,ok) =0 Vk=1,...,n

La ecuacidn anterior representa un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas (los coefi-
cientes ag). Dado que el operador diferencial A es lineal, las ecuaciones anteriores se podran

transformar en:
(a1A@1 + ...+ anApn — fooe) =0 Vk=1,...,n (2.25)

O bien,

(Apt,p1)ar + (Apz, p1)as + ... + (Apn, 1)a, = (f, ¢1)

(Apr, pa)ar + (Apz, p2)ag + ... + (Avn, 2)an = (f, ¥2)

(A(Pla (Pn)al + (A‘PZ: (Pn)(12 +...4+ (A(Pna <1’-"’71)‘5":1 = (f} ‘Pn)
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Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.4. Sea A un operador definido positivo sobre un conjunto Dy, denso en un
espacio separable de Hilbert H y f € H, considerar que los elementos 1,¢3,... € Da,
constituyen una base de D 4. Entonces, la sucesion de Galerkin, presentada en un principio
con las constantes ay,as, ..., determinadas univecamente por las condiciones mostradas,

eslo es, por el sistemna de ecuaciones (2.25), converge a la solucion de la ecuacion Au = f.

2.4, FORMA DEBIL DEL PROBLEMA GENERAL DE ELASTICIDAD
LINEAL

2.4.1. Formulacién Débil Considerando Condiciones Mixtas

En la mayoria de las aplicaciones fisicas, las magnitudes relativas a funcionales multili-
neales estan relacionadas por sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. Asi por ejem-
plo, debe considerarse que un sistema de ecuaciones de este tipo procede de la mecénica
de medios continuos aplicada a sélidos, la cual se denomina “ecuacién de equilibrio”. Asi
que para traiar este problema se aplica la teoria desarrollada antericrmente. Gran parte del
trabajo consiste en el establecimiento de la coercitividad de la formulacién variacional, la cual
garantiza et cumplimiento del teorema de Lax-Milgram; una vez hecho esto, |a aplicacién de

la teoria es inmediata para el caso general.

Entonces, considérese un material eldstico e isotrapico definido sobre {2 € R™. Ademas
sea u(z) el vector de desplazamiento y b(z) el vector de fuerzas de cuerpo en {1. Entonces
segun la teoria de elasticidad lineal a la que se ha hecho referencia en el acépite 2.1.2, u(x)

debe satisfacer la ecuacion:
V.o(u)+b=0 en £, (2.26)

Si se considera e(u) como en (2.2) se tiene:

W)=Vt %(v X U)X (2.27)
Donde:
0 -1
Y = : (2.28)
1 0

Para un medio estatico el tensor de esfuerzos esta definido por la ecuacion constitutiva (2.3).
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Sean I'; y I'; dos subconjuntos abiertos de 89, tal que 92 =T, Ul y I'1 NTy = @. Con

condiciones de Dirichlet no homogéneas (desplazamiento) sobre I";, como:
ulp, =7 (2.29)
Y condiciones de Neumann {tensién) sobre I';, como:
(o(u) - v)|p, =t (2.30)

Donde v es el vector unitario normal. Nétese que, sil'y = @ 0 ['s = @, el problema de con-
torno es llamado de Neumann o Dirichlet (traccién o desplazamiento) puro, respectivamente.

Ademas, también se debe notar que e(u) posee un nicleo no trivial, dado por:
MR :={v:v=c+d(zy,—x;)T,ceQde R}

el cual representa el espacio de los movimientos_infinitesimales de cuerpo rigido, ya que
al ser nicleo (es decir ¢(v) = 0} las deformaciones siempre son nulas. Ahora, se sabe que

u € H?(Q) satisface la ecuacién de equilibrio. Entonces para cualquierv € H'(Q)y v, =0,

/b-de=—fV-a(u)-de
o] (9]

Al usaf la identidad de Green, el teorema de la divergencia [34] y reemplazar la ecuacién

se obtiene lo siguiente:

constitutiva en la expresién anterior, se obtiene:

/ b-udQl = f{Q,ue(u) + Atr(e(u))d} : VodQ —f o(u) v-vdS
Q Q T2
Luego, la formulacién débil de la ecuacidn de equilibrio se escribe como sigue:

Encontrar u € H'(Q) tal que ul,, =g

a(u,’u)=/b-vdﬂ+] t-vds {2.31}
) Ty

Para todo v € V, donde:

a(u,v) 1= /g (2pe(u) @ e{v) + AV - u)(V - v))dQ
V= HY(Q) = {v e HY(Q) : v|p, = 0}

Es importante notar que a(u,v) fQ o(u) : e(v)dQ?, ya que esta representacion serd (til

en el capitulo cuatro para la representacion discreta de la formulacion débil.
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de MR son polinomios de primer grado, estos s6lo cumplen con la condicién si sus coefi-
cientes constantes son idénticamente nulos, es decir si v = 0, por lo’'que este elemento es el
unico que pertenece al conjunto mencionado. Entonces, en virtud de la primera desigualdad

de Korn (la cual es valida Vv € H!), se tiene que:
”f(t’)umm) + ”U||L2(Q) > 0-’||U||H1(n)
‘Pero como se manifestd anteriormente, el Gnico elemento de este conjunto cumple que:
o120y = [ a2 =0

Por {o tanto:

el Lz > ellvllmo) (2.32)

Ademas, se tiene la condicién que medida(I'1) > 0. Esto implica la existencia de mas
elementos que satisfagan la condicién v|Fl = ( y ya que todos los demas elementos son
v # 0, se tiene que ||v||zn) # 0, se concluye que los demds elementos de V' deben

pertenecer a H7. Para estos elementos se cumple la segunda desigualdad de Korn, es decir:
le{v)l 20y = Cllvll g ey (2.33)

Entonces, por {2.32) y (2.33) se concluye que:
le()l 2 = Crllvllny YveV (2.34)

donde, C1 = méx {C, a}. O

Ahora, es momento de explicar cémo este corolario ayuda a probar la coercitividad de la

aplicacion bilineal a{u, v), la cual obviamente es el motivo del corolario. Se debe notar que:
a(v,v) = / (2pe(v) = e(v) + MV - o)V - v)}dS2
Q
o0,9) = [ (@) s (o) + N7 00 2 20 [ e(0): w2 = 200 ey
Q Q
a(v,v) > 2ulle(®)|F2iy 2 26C1 [vlin (o) (2.35)

A continuacién se debe probar la continuidad (acotacion) de la forma bilineal a(u,v).

Entonces tenemos:

a{u,v) = [2 (ZVpe(u) te(u) + AV - u)(V - v))d2
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la(u, v)] SZu‘/ﬂc(u) : e(v)dﬂ‘ +/\Un(v-u)(v-v)dﬂ‘
|afu, v)| < 2ul(e(u), e(v))| + AV - %,V - v)]

la(u, v)} < 2ple(u)l|2lle()llize + AV - wll 2|V - vl 2

Con lo cual se concluye que la forma bilineal a(u, v) es acotada, por ser u y v continuas

en R",

Entonces, gracias a estas dos ultimas ideas, se puede concluir que efectivamente el fun-
cional bilineal a(u,v) es coercitivo en V, acotado y obviamente simétrico, con lo cual se
garantiza la solucion unica del problema abstracto (resultado de la ecuacién de equilibrio)

como consecuencia del teorema de Lax-Milgram.

Nota 1. Un hecho importante en este desarrofio es que inicialmente se exigia que exista
V - o{u) para u, con lo que la funcién solucién fuerte o cldsica del problema, en caso de
existir, debe pertenecer al espacio C* (), de lo contrario no existiria la expresién. Como con-
secuencia de la manipulacion efectuada en fa subseccién 2.4.1, la solucién débil del problema
se busca en el espacio H', es decir, se reducen las exigencias sobre ef espacio de busqueda,

a funciones con solo una derivada continua en casi fodos los puntos.

Si bien es cierto con esto queda resuelto el problema, se debe observar que durante el
trabajo de las ecuaciones, las condiciones de Neumann surgieron naturalmente. No ocurrié
lo mismo con las condiciones de desplazamiento; mas aln, al abordar estas condiciones
aparece un nuevo problema, ya que se pierde la linealidad del conjunto de funciones en el
que se busca la solucién. Para resolver este problema se utifiza un cambio de variable que

se plantea de la siguiente manera:

Supongamos fas condiciones de deformacién como:
g =wlr,

Entonces, sea u* = u — w, ademas de la ecuacion (2.31):

a(u,v)sz-vdﬂ+] t-vdl

Q I'z

a(u*+w,v)=/b-vdﬂ+f £ - vdl
Q Iz

a(u*,v):fb-vdﬂ+/ t-’udl"—a(w,v) (2.36)
Q ' Ty
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Asi, el problema es equivalente a encontrar u* € V tal que paratodo v € V, se cumple:

a(u,v) = fn b vdS) + fr £ pdl —. /Q (2ue(w) : e(v) + MV - w)(V-o))d2. (2.37)

Nétese que en ef lado derecho de la ecuacién b, t,w son conocidos, asi que todo este lado
es Unicamente una funcionai lineal de ». Por lo tanto, al definir el lado derecho de la ecuacién

como F{v), el problema consiste en encontrar «* tal que:
a(u*,v) = Flv) (2.38)

La ecuacion (2.38) vuelve a ser el problema abstracto desarrcllado en 2.4.1, para el que
se demostré la unicidad de su solucién, con ayuda del teorema de Lax. Ademas, se debe
mencionar también que la funcién que depende de w en el funcional F'(v) es formulable por

métodos matematicos conocidos, tal como el “Método de los Multiplicadores de Lagrange”.

Ahora, una vez concluida la formulacion y demostracion de la unicidad.del problema plan-
teado, queda por demostrar la existencia de |a solucion. Para esto se presenta el siguiente

teorema.
Teorema 2.4.3. Supongase b € L*(0) yt € L*(T'). Entonces el problema variacional:

Encontraru € H'(Q) tal que:
a{u,v) = f b-vd9+/t-vdf Vv € HY(R)
Q r
Posee solucion si y sdlo si, se cumple la siguiente condicién de compatibilidad:

/b-de+ft-vdF=0 Vv e MR
Q r

Y cuando el problema variacional posee solucién, existe una solucion dnica en HY((2).

Demaostracidn. (Necesidad) Si el problema variacional posee solucidn, entonces:

fb-vdﬂ+/t-vdf‘=a(u,v)
2 r

Pero:
a(u,v) = /Q (2ue(u) : e(v) + MV - u)(V - 0))d; e(v)=0y V-v=0Vve MR
coalu,v) =0

Por lo tanto:
fb-fud(2+/t-vd8=0 Yvve MR
Q r
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{Suficiencia) Si se supone que se cumplle la segunda condicidén del problema, es decir
que:
/b-vdﬂ-l—ft-vdf=0 Yve MR
4] r
SegUn la segunda desigualdad de Korn y el teorema de Lax, se garantiza la coercitividad del

funcional bilineal a(, v) y por lo tanto existe una Gnica solucion u € H1 () tal que:

a(u,v):fb-vdﬂ-{-/twdl" Vo € HL(Q)
Q r

Perc por razones analogas a las mencionadas en la primera parte de esta demostracion, se

tiene que:
a(u,v):fb-vdﬂ-’r-/t-vdl"zo YvC MR
0 Jr

Entonces como H!(Q) = MR @ HY(Q):
a{u,v) = / b-vdﬂ-l—]t-vdI‘ Yo € HY(N)
0 r

Y por lo tanto « es la solucién (nica del problema variacional. O

Un aspecto importante del teorema 2.4.3 es que indica categéricamente gue el equilibrio
de fuerzas volumétricas y de syperficie es una condicién necesaria y suficiente para la exis-

tencia de la solucién de (2.26), lo que concuerda con el teorema de Clapeyron presentado en

139].
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CAPITULO Il

INTERPOLACION POR VECINOS NATURALES

Este tipo de interpolacion fue desarrollado por Sibson (1980) y Watson (1981). En este
capitulo se presenta una descripccién detallada de la construccién, propiedades e implemen-
tacién de las funciones de forma para el método de elementos naturales. Se discute también
ta imposicion de condiciones de contorno y la correspondencia exacta del NEAM con el mé-

todo de elementos finitos en una dimensidon.

Se inicia describiendo estructuras geométricas de gran utilidad en el contexto de interpo-

lacion por vecinos naturales y que a la vez serviran para presentar las siguientes secciones.

3.1. Diagramas de Voronoi y triangulacién de Delaunay

El desarrollo a continuacién se presenta para el espacio ecuciideo R?. La mayoria de los
conceptos son extendibles a R? o incluso a un espacio genérico R™. En los casos que no se

pueda realizar esta extensién se haré una referencia explicita a esas particularidades.

Dado un conjunto de puntos N = [ny,ng,...,nar) en el plano, el diagrama de lVoronoi
(o Diagrama de Voronoi de primer Orden) de este conjunto es una subdivision del plano en
regiones 17, las cuales son cerradas y convexas o ilimitadas. Cada una de estas regiones
esta asociada con un nodo ny, tal que cualquier punto en 77 estd mas cerca de T (vecino
més cercano) que cualquier otro nodo n; con I # J ; dicho de otra manera, 75 es el lugar
geométrico de los puntos que estan més cerca al nodo ny que a cualquier otro. Estas regio-
nes 77 son conocidas como celdas de Voronoi {también llamadas Poligonos de Thiessen o

poligonos de Voronoi); A continuacion se da la definicién matematica:

Definicion 3.1.1. Celda de Voronoi. Dado un conjunto de nodos en el plano N = [n1,m, ..., nu],
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la celda de Voronoi T; para un nodo n; se define como el subconjunto:
T; = {z € R*: d(z,n1) < d(z,n;)} I#J} (3.1)

Donde, d{n;,n;) es la distancia de dos puntos nj, n; del plano (métrica Euclidiana).

El diagrama de Voronoi V(N) para un conjunto de 6 nodos (N) se muestra en la figura
(3.1), segun la definicidén dada, la celda de Voronoi (T7) para un nodo (n;), vendria a ser la
interseccion de semiplanos abiertos, cada uno de los cuales esta limitado por la mediatriz de
la recta que une ny y ny(J # I). Consecuentemente, las celdas de Voronoi de nodos que
se encuentren dentro de la capsula convexa CH{N) (menor conjunto convexo que contiene
al conjunto de nodos) serdn convexas, mientras que las asociadas con nodos en el borde,

seran ilimtadas, ver Figura 3.1a.

La triangulacién de Delaunay se construye uniendo los nodos cuyas celdas de Voronoi
tienen bordes en comtin; existe una dualidad entre el diagrama de Voronoi y la triangulacién
de Delaunay de un conjunto de puntos, esto es, hay una linea de Delaunay entre dos nodos
en el plano si y solamente si sus celdas de Voronoi comparten un borde en comin, una

explicacion detallada se puede encontrar en [9], ver Figura 3.1b.

La triangulacién de Delaunay posee las siguientes propiedades importantes:

- De entre todos los tridngulos, los tridngulos de Delaunay maximizan el minimo angulo

{Lawson, 1977)

- Gumplen con el criterio del circuncirculo vacio (Lawson, 1977), esto es, si un triangulo
de Delaunay fue generado por los nodps ny,ny, ng entonces el circuncirculo de este
tridngulo no contiene ningln otro nodo (caso no degenerado), esto puede ser apreciado
en la figura 3.1¢. donde se muestran los circuncirculos de Delaunay para el conjunto de
6 nodos. estos circulos son conocidos como circuncirculos de vecino natural {Watson,
1992). Existe el caso degenerado en el que el nimero de puntos (n >= d + 2) estén
situados en la misma esféra, siendo d la dimensién dél problema, por ejemplo tenémos

el caso de 4 puntos en una circunferencia o 5 puntos en una esfera.

- De la forma en la que creamos los diagramas de Voronoi se deduce también que los

centros de los circuncirculos seran los vertices de las celdas de Voronoi.
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(a)
(b)
{c)

Figura 3.1: Estructuras geométricas para un conjunto de 6 nodos (a) Conjuntos de nodos N
y su diagrama de Voronoi V(N}, (b)Triangulacién de Delaunay DT(N), (c) Circuncirculos de

vecino natural
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La importancia de la triangulacidn de Delaunay en el contexto de la solucién de ecuacio-
nes diferenciales parciales, radica en su uso para la generacion de mallas para el método de

elementos finitos. Muchos algoritmos han sido creados con este propésito, ver [24].

En la presente tesis, usamos el paquete Triangle (ver [36]); la discretizacién nodal del

dominio y la triangulacién de Delaunay son dibujados usando el paquete Show Me (ver [35]).

3.2. Construccion de las funciones de forma

Para definir los vecinos dados naturales de un punto dado en ef plano respecto a un
conjunto de nodos, Sibson (1980} usa el concepto de diagramas de Voronoi de segundo or-
den. Con estos diagramas podremos construir las coordenadas del vecino natural, las cuales

posteriormente seran nuestras “funciones de forma”.

Definicion 3.2.1. Celda de Voronoi de segundo orden.

Dado un conjunto de puntos N = [n1,ng,...,ny| en el plano, ef diagrama de Voronoi
de segundo Orden de un punto x del plano es una subdivision del plano en regiones TrJ
llamadas celdas de Voronoi de segundo orden. Cada una de elfas estd definida (Sibson,

1980) como:

Trs = {z e R? i d(z,ng) < d(z,ns) <d(z,ng) K#1,7} (3.2)

Podemos hacer una interpretacién geométrica de esto diciendo que la celda de Voronoi
de segundo orden de un punto x respecto a los nodos I, J es una subregién del plano para
la cual se cumple que 'z estd méas cerca de los nodos nr, ny que de cualquier otro nodo y a

la vez la distancia de z al nodo 727 siempre es menor que la respectiva distancia al nodo n ;.

Continuando con el conjunto de nodos de la figura 3.1, insertemos un punto x, y creemos

su diagrama de Voronoi de segundo orden. Los resultados se muestran en la figura 3.2

Si obtenemos los nuevos diagramas de Voronoi de 2 y el conjunto de nodos, entonces los
vecinos naturales de z son los nodas gue forman un borde de triAngulo con x en la nueva
triangulacién; utilizando los conceptos de la seccién 3.1. podemos llegar a una definicion

equivalente de vecinos naturales de un punto x:

Definicién 3.2.2. Vecino Natural de un punto.
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Dada un conjunto de puntos N = [ny,na, ...,ny) en el plano, afiadimos un punto x. Si
éste cae dentro del circuncirculo del triangulo de vértices ny, nj, ng, entonces dichos nodos

se denominan vecinos naturales de .

>

X

(c}

Figura 3.2: Construccién de coordenadas de vecino natural (a} Diagrama de Voronoi original
V(N) y el punto x, {b)Ciréuncirculos de vecino natural originales y x, {c} Celdas de Voronoi de

primero y segundo orden de x.
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Se observa de fa figura 3.2b. que el punto z tiene cuatro (n = 4) vecinos naturales
(1,2,4,5); en la figura 3.2c. las mediatrices del punto x hacia sus vecinos naturales son cons-

truidas obteniendo asi la celda de Voronoi T;; (poligono abed).

Sea k(z) la medida de Lebesgue (longitud, 4rea o volumen si tratamos de R. &2 o R?
respectivamente) de la celda T, y &;(x) ia de la celda T;. En dos dimensiones las medidas

son dareas, y por lo tanto denotamos A(z) = k(x) y Ar(z) = ks (z).

Definicion 3.2.3. Coordenadas de Vecino Natural (n — n)

La coordenada de vecino nalural de un punto x respecto a su vecing natural I se define

como la razén del area de intersecciéon de Ty y T, al drea total de la celda de Voronoi de x:

_ A[(SB)

M
Donde I toma los valores de 1,..,n, y A(z) = Z A;
i=1

Las 4 regiones mostradas en la figura 3.2c. son celdas de Voronoi de segundo orden,
mientras su unién (poligono abcd) es una celda de Voronoi de primer orden. Teniendo en

cuenta ejemplo que venimos tratando (figura 3.2), la funcién de forma ¢4(x) esta dada por:

Accd
Aa.bcd

$a(z) =

Las derivadas de las coordenadas n — n se obtienen derivando la ecuacién (3.3):

MREEECELIGEY -

Sea z € § c R? un punto en el plano. Considere un esquema de interpolacién para la
P P

funcién real de variable vectorial u(z) : © - R?

T

ut(z) = gr(zur zeR? (3.5)

=1
Donde u;(I = 1,2,...,n) son vectores de desplazamiento en los n vecinos naturales, y

¢r(z) se toma como la ‘coordenada n — n del punto z en el plano.
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3.3. Propiedades

En esta seccién se presentan las propiedades de las funciones de forma asi como también

el interpolante NEM (funcién de prueba).

3.3.1. Interpolacion

De la definicién dada en la ecuacién (3.3), resulta evidente que:

0<¢s(z) <1 (3.6)

Refiriéndonos a la figura 3.2c, vemos que si x coincide con un nodo, por ejemplo el 4,

entonces ¢4(z) =1y ¢y(x) =0,si T #4.

Méas especificamente, podemos decir que funciones de forma del método de elementos
naturales, se diferencian de la mayoria de métodos sin malla en que son estrictamente inter-
polantes, es decir, la superficie interpolada contiene los valores nodales, esta propiedad es

también caracteristica de ias funciones de forma del método de elementos finitos:

ér(zy) = d1s (3.7)

Donde 475 es la funcidon delta de Kronecker.

Como consecuencia de esta propiedad, en la implementacién por el método de Galerkin
tendremos que las variables de calculo «; son los desplazamientos nodales, lo cuat esta en
contraste con fa mayoria de métodos sin malla, y a la vez muestra la primera ventaja del mé-
todo, pues no hace uso de técnicas de aproximacién para la prescripcién de desplazamientos

nodales.

3.3.2. Particion de la Unidad

Por construccion (ecuacién 3.3), las funciones de forma del MEN constituyen una particién

de la unidad, es decir,

Z ¢r(z) = lenQ, (3.8)

=]
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Donde n es el nimero de vecinos naturales del punto z. -

3.3.3. Consistencia y estabilidad

Es bien conocido que para asegurar la conve'rgencia de un método, es necesario que éste
sea consistente y estable (ver [8]). La consistencia del método esta relacionada con el grado
del polinomio que es capaz de reproducir. Si la ecuacion diferencial que rige ef problema es
de orden 2k, entonces al método se le exige consistencia de orden k, és decir, que sea capaz
de reproducir un campo constante en las derivadas de hasta orden k de la variable esencial.
Particularmente en el caso de la elastostdtica, cuya ecuacién diferencial es de grado 2, se

debe poder reproducir un campo de desplazamientos constante o lineal.

Proposician 3.3.1. Consistencia y eslabilidad. El método de los elementos naturales pre-

sentado en las secciones anteriores es consistente y estable.

Demostracién. Sibson en 1980, ver [37], mostré que las funciones de forma del NEM satisfa-

cen:

z=Y_ ¢ir(z)zs, z € R (3.9)
I=1

Donde zy es la coordenada geomaétrica del vecino natural I de z. Este resultado indica que

las funciones de forma pueden reproducir exactamente |las ccordenadas geométricas.

Usando las ecuaciones 3.8 y 3.9, sea u(z) = a+ Sz, donde e ¥ 3 s0n un vector y escalar

constantes, respectivamente.

Los desplazamientos nodales exactos, para cada vecino natural I, estan dados por:

ur = o+ fzy (3.10)

Ahora consideremos la funcién de prueba del NEM:

ul(z) =Y pr(z)us (3.11)
Reemplazando la ecuacién 3.10 en ésta ultima, obtenemos:

uP(z) =a2¢1(1)+ﬁ2¢1($)$1 (3.12)
=1 I=1 .
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Usando las ecuaciones 3.8 y 3.9, terminamos la prueba:

w(x) = o + Bz = u(x) (3.13)

3.3.4. Soporte de las funciones de forma

Si consideramos un nodo I € N, donde N es un conjunto consistente de n vecinos
naturales para un punto = € @ C R?, el soporte o dominio de influencia de la funcion de
forma ¢;{x) asociado con el nodo I es definido como el sub-dominio cerrado £2;; tal que
¢r{z} > 0en Qg dr(z) = 0en 8y, ¥ ¢r(x) = 0 en CH(N) — Q. Por el criterio del
circuncirculo vacio, es evidente que para or(x) tenga una contribucién no nula en z, el puntd
x debe caer dentro del circuncirculo de un tridngulo Delaunay que tenga al nodo 7 como uno

de sus vértices.

En la figura 3.3a. se muestra una distribucién uniforme de 25 nodos y en la figura 3.3b.

se muestra la funcién de forma del nodo A {¢4(z)).

(a)
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{b)

Figura 3.3: Soporte para la funcién de forma del NEM (a} Conjunto uniferme de nodos,

{b)Funcion de forma ¢ 4(z) para el nodo A. (Fuente: Sukumar, 1998}

3.3.5. Continuidad y derivabilidad

la funcién de forma del MEN es derivable, de clase C*°, en todos los puntos del dominio,
excepto en los nodos, donde es C° (Sibson, 1980). Basados en observaciones de la cons-
truccion de las coordenadas de vecino natural {ver Fig.3.3) vemos que ¢;(x) es una funcién |
continua de z. Los Gnicos puntos gue requieren mayor atencion son los nodos mismos, pero
ya que ¢1(z) = 1 cuando z — z; desde cualquier direccién, entonces la continuidad queda

~ establecida.

La derivabilidad de la funcién de forma en todos los puntos, menos los nodds, es también

evidente.

3.4. Aproximacion con el NEM

El grado de aproximacion que las funciones de forma det NEM proporcionan en un deter-
minade punto depende directamente del nimero de vecinos naturales que tiene ese punto.

En esta seccion consideramos 3 teoremas que muestran el comportamiento de las funciones
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«

de forma en casos particulares; el primero de ellos muestra la correspondencia exacta del

NEM con el método de elementos finitos en una dimensién.

3.4.1. Interpolacion en una dimension.

Proposicion 3.4.1. En dominios de una sola dimensién, la funcién de forma del MEN equivale

a la del método de los Elementos Finitos lineales.

1 & 2 &
o——0—0 *—>

(1-£)2 &2
O Punto de evaluacion

QO Veértice de Voronoi
® Nodo

Figura 3.4: Aproximaci6n en el elemento de referencia unidimensional

Demostracién. (Sukumar,1998) Considérese un espacio fisico conformado por una barra de
longitud L, la cual discretizamos por M nodos uniformemente espaciados. Los vértices del
diagrama de Voronoi en una dimensién se localizan, por definicién, en el punto medio entre
los nodos. Como consecuencia, cada punto del intervalo abierte (0, L) tiene siempre dos
vecinos naturales {el nodo mas cercano y el segundo nodo en cercania), mientras que los

puntos extremos tiénen s6lo un vecino natural. _

Tomemos dos nodos consecutivos de esta discretizacion, tales como los nodos ny ¥ 1y,
numerados en el sistema de referencia como 1y 2 (ver Fig. 3.4). Llamemos §1; a la parte de

la harra entre estos nodos. Si establecemos un sistema de coordenadas:

¢ = -é:—"'_’xl! donde ¢ € [0, 1] podemos escribir las funciones de forma de la siguiente
manera:
. LCI

$:1(¢) = Io+Io (3.14)

Siendo:

La=19 y Lp=%

METODO DF LOS ELEMENTOS NATURALES PARA LA SOLUCION DE LA EGUACION DE LA ELASTICIDAD LINEAL Y APLICACIONES EN MECANICA 49

COMPUTACIONAL
Bach. Ayala Obregdn Alan Fischer



~ UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL CAPITULO Hit: INTERPOLACION POR VECINOS NATURALES

De aqui se deduce que ¢1(¢) = 1 = y que ¢2({) = ¢, las cuales son las funciones de forma

lineales del FEM. O

3.4.2. Interpolacion en dos dimensiones.

A continuacién se muestra la equivalencia entre las funciones de forma del NEM a tas
coordenadas baricéntricas e interpolacion bilineal, para los casos especialesden = 3yn = 4
(malla uniforme), respectivamente. Cuando el nimero de vecinos naturales es mayor que
cuatro (n > 4}, las funciones de forma son funciones racionales cuadréticas (ver referencia

(7))

Tecrema 3.4.1. Si un punto fiene fres vecinos naturales, las funcione_s de forma del MEN
equivalen a las coordenadas baricéntricas del tridngulo, es decir, a las funciones de forma del

elemento finito triangular lineal (Constant Strain Triangle, CST).

Aq

Figura 3.5: Coordenadas baricentricas (n =3)
Demostracion. (Gdnzalez, 2004) Denominando 1, 2 y 3 a los nodos vecinos del puntox = (x,

y) en cuestion, de coordenadas (x;, yr) y acudiendo a la consistencia lineal del NEM (Seccidn

3.3.3) se debera cumplir que:

3
> er(z) =1 (3.15)
I=1
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.
Y ¢rm)er==z (3.16)
I=1
3
Y dil@yr=y (3.17)
I=1

Expresando en forma matricial:

1 1 1 p1(z) 1
r1 T2 X3 452(-’1?) = T (3.18)
v us | | ¢3(9) Y

lLa solucién del sistema de ecuaciones anterior vendra dada por:

¢1 (m) = %((::))

{(3.19)

o= 5y
o) = 53

(3.20)

(3.21)

Donde:
1 1 1

M Y2 Y3

y siendo Di(z) = 2A4;(x), Do(x) = 245(x) y D3(z) = 2A3(x) (Ver Fig.3.5), lo cual
constituye precisamente la definicion de las coordenadas baricéntricas o, lo que es lo mismo,

las funciones de forma de los Elementos Finitos triangulares lineales.

O

Teorema 3.4.2. Si un punto tiene cuatro vecinos naturales, situados en una malla uniforme,

la aproximacién obtenida es una interpolacién bilineal entre esos nodos.

Demostracion. Viendo el ejemplo de la figura 3.2c, el punto z tenia 4 vecinos naturales los
cuales pertenecian a un cuadrado, volvamos a graficar, considerando ahora una nueva enu-
meracion de estos nodos colocados sobre un cuadrado unitario {ver Fig.3.6, entonces tendre-
mos que las coordenadas de los nodos seran: (z1,31) = (0,0}, (z2,42) = (1,0), (z3,33) =

(1,1) y (x4, y4) = (0, 1). Por definicién de las funciones de forma del NEM podemos ecribir:
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®

1 | 2

Figura 3.6: Interpeolacién bilineal en malla uniforme {n =4)

(I=1-4) (3.23)

Donde: A1(z), A2(z), As(x)yAs(z), son respectivaments, las areas de los tridngulos bea,
bee, cde y eda. A(x) representa al area del poligono abed, y e es el centro del cuadrado

unitario con coordenadas (0,5, 0,5).

Calculemos estas areas usando la siguiente consideracion: Por construccién de las celdas
de Voronoi se tiene que el vérice a es el centro del circulo que circunscribe al triangulo de
vértices 1 — z — 4, analogamente, b es el circuncentro del tridngulo 2 — x — 1, ¢ corrsponde al .
triangulo 2 — z — 3 y d corresponde al triAngulo 3 — z — 4. Usando las ecuaciones 4.3 y 4.4,

calculamos las coordenadas de cada uno de estos circuncentros:

2 2
- 1
g = YTV 2 (3.24)
2x 2
) 1 _ 2 2
b= by ST EY (3.25)
2 2y
1+y—z2—9° 1
— - 3.26
c1 -z 273 (3.26)
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14z —x?—y?
di=—, ds = 3.27
2 21 =) (3.27)

4
Siendo ef 4rea total A(z) = Z A;, tendremos:

i=1

_ @4yt —a—y) -
= oyl - )1 —y) (3.28)

Alzx)

Reemplazando en la ecuacién 3.23, podemos expresar las funciones de forma del NEM

comao:

¢1(z) = (L — 2}l - y) (3.29)
$a(z) = 2(1—y) (3.30)
da(z) = zy | (3.31)
¢a(z) = (1 - z)y (3.32)

Las cuales son precisamente las funciones 'de forma bilineales del método de elementos

finitos. O

3.5. Imposicion de condiciones de contorno.

En esta seccién veremaos la impaosicién de condiciones de contorno esenciales. Segin se
traten contornos concavos o convexos, las propiedades de aproximacion det metodo de los
elementos naturales son diferentes. Esto hace que eI-MEN tenga en lo relativo a Ié imposicién
de condiciones de contorno esenciales unas caracteristicas diferentes a los deméas métodos

sin maila.

En el siguiente teorema, el modelo discreto de! problema consiste en un conjunto de
nodos N que describen un dominio convexo 2, con 952 representando el contorno de la

cépsula convexa CH{N).

Teorema 3.5.1. En el contorno de CH(N) las funciones de prueba u"(x) son estrictamente

lineales entre dos nodos que pertenecen a un borde de un tridngulo de Delaunay.
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1-€ &

T . 2 » 21,
L é
LAl N
N
. ™. -

R
My /
,

Figura 3.7: Comportamiento lineal de u"(¢) en el borde de la capsula convexa.

Demostracion. (Sukumar, 1998) Tomemoes un tipice triangulo de Delaunay, el cual tiene un'
borde (dos nodos) en el borde de capsula convexa CH(N). La funcién «" serd evaluada en
un punto ¢ entre el segmento 1 — 2 {ver Fig.3.7 ). Considérese un sistema de coordenadas
lineal ¢ definido entre esos dos nodos. Se supone que el punto ¢ tiene sélo tres vecinos -
naturales (1, 2y3). La figura 3.7 muestra los diagramas de Voronoi de primer y segundo orden.

Por definicion de las funciones de forma, podemos escribir:

Af(C)
AK)

¢r(¢) = ,(I=1,2,3). (3.33)

3
Donde A(C) = ZAi(C). En la Fig.3.7 se puede observar que las celdas de Voronoi en

=1
esta parte del dominio no tienen limite superior y por tanto poseen un area no acotada. Por

consiguiente, las areas de la ecuacion (3.33) se pueden expresar como:

AQ = lim LEZC 46, Ag(Q) = Jim LS4, A =85 (334)

Donde cada 4; representa un area finita. Se tiene entonces que:

1(Q) = fim 7 f (2151 f )22‘; 2:51253 (3:39)
¢2(¢) = Jim 7— 2?5? 225i2+ 203 (3.36)
93(¢) = Mim 7o 15352 FET (3.37)
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Tomando limites cuando L — oo, obtenemos:

Resulta entonces que sélo las contribuciones de las funciones de forma del nodo 1y 2 son
no nulas. Este resultado es cierto en general si se consideran mas de tres vecinos naturales.
Esto se debe a que las celdas de Voronoi respecto a ¢ y un nodo interior son poligonos
limitados y por lo tanto tienen &reas finitas; por ejemplo el &rea A3({) en la figura 3.7. Usando

la ecuacién 3.38, las funciones de prueba en el punto ¢ pueden ser escritas como:

wP(¢) = (1 = Quy + Cuz (3.39)

las cuales claramente son funciones lineales. O

Del dltimo teorema se observa el hecho de que las areas asociadas a nodos en el con-
torno tienen un area infinita, la contribucién de los nodos interiores en esta zona se hace
nula. Siguiendo este mismo razonamiento, se puede observar como esta propiedad no es
extensible a dominios no convexos. En ese caso, la contribucion de nodos interiores se hace
no despreciable frente a la de los nodos exteriores. En el trabajo de Sukumar (1998) se hace

referencia a que los errores éstan en el rango de 2 %.
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CAPITULO IV

IMPLEMENTACION NUMERICA DEL NEM

En este capitulo se desarrolla la implementacidn numérica y computacional del NEM.
Inicialmente se muestra cdmo plantear el sistema discreto de ecuaciones (Implementacion
de Galerkin) para la solucién de la elasticidad bidimensional, mientras que en las secciones

posteriores se indica la manera de resolverla computacionalmente.

4.1. Sistema discreto e implementacion del NEM

De acuerdo a la formulacion desarrollada en el capitulo 2 y a los conceptos alli expuestos,

de la ecuacion 2.31, vemos que resolver la ecuacion de la elasticidad se reduce al problema

(en forma débil):

Hallar uE(Hl(Q))Z tal que:

La(u):e(p)dQ:/Qb-de—i-/l:t-pds Vv € V = Hy()

En forma resumida:
Hollar ue (HY{(Q)? tal que:

a(u,v) —Ilv) =0 VoveV

Donde;

a(u, v) = fn (2pc(u) : €(v) + MV -u)(V - v))d

l(U)A/b-de+/t-vds
LY r
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Para discretizar la formulacidn débil, considéremos la implementacion de Galerkin desa-
rroflada en el capitulo 2. Para el método de elementos naturales se consideran subespacios

finito-dimensionales W c (H(Q))?y V" C V. La forma discreta se puede expresar como:

Hallar uh e W* tal que :

/ a(uh) : e(vM)d0 =/ b-vdﬂ-l—f t-vds Vot evh
Qh Qe rh

En el proceso de Galerkin-Bubnov, la funcidn de aproximacién u" asi como también las
funciones de prueba v" se representan como combinacién lineal de las mismas funciones de

forma, entonces:

)= diapm ceR . o)=Y sy ceR @)
I=1 I=1

Sustituyendo los valores de las funciones de aproximacién y de prueba de ecuacion 4.2

en la ecuacion 4.1., se obtiene el siguiente sistema discreto de ecuaciones lineales:

Ku=F (4.2}

Donde Kj;, es llamada matriz de rigidez nodal o también Matriz de Rigidez Local y

naturalmente se define como:

Kiy= fﬂ . (BY) C (By)dQ (4.3)

fr = /F rtds + [zh Hrbds) + /ﬂ (BT) C(e)an (4.4)

ycomo I'* = I"g UT%, sabiendo que v € V y por la definicién de V (ver P4ag.33 ), entonces

v se anula sobre el contorne esencial y la daltima ecuacién se escribe como:
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Cfr = / brtds + / 76d + / (BF) C () df2 (4.5)
T} n on .
Donde By es:
¢rz 0
Bi=| 0 ¢, (4.6)
dry dIe
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La matriz constitutiva C' para un material isétropico, elastico y lineal, viene dada por (se-

gun sea el tipo de problema):

= (1- 2;?(1 ) v 1—-v 0 Deformacién Plana (4.7)

1 v 0
E
C=(1_—V2) v 1 0 Esfuerzo Plano (4.8)
1—v
00 5

En el contexo del NEM, la matriz de rigidez K y el vector de fuerzas F' en la ecuacidn
4.2, son ensamblados usando un enfoque nodal. Debido a la ausencia de una estructura de
elemento inherente en el NEM, a diferencia del FEM donde K y F son construidas en base
a un enfoque por elementos. La matriz de rigidez del NEM es simétrica y dispersa (con la

mayorfa de sus elementos nulos), pero no necesariamente es matriz banda.

4.2. Construccion de las Funciones de Forma

En esta tesis se utiliza el algoritmo de Watson (Watson, 1984) para el calculo de 1as
funciones de forma. Este algoritmo es robusto en dos dimensiones; al final de esta seccién
se presentan comentarios y métodos para generalizar a mas dimensiones. Inicialmente, se
presentan formulds geométricas conocidas las cuales se usaran en una segunda parte en la

“implementacién computacional del método..Para mayores detalles ver [40].

4.2.1. Area del triangulo

Consideremos el tridngulo mostrado en la figura 4.1., con vértices A(a1,a2), B(b1,b2) ¥y

C(e1,¢2). El area con signo del triangulo ABC' se define como:

a1 —c1)(ba — c2) — (b1 — 1) (a2 — ¢)

(
A= 2

(4.9)

Para la creacién de las funciones de forma, también se requiere hallar las derivadas del

&rea cuando dos de sus vertices (Digamos A y B) son variables, esto es, A = A(a1{z), aza(x)),
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B = B(bi(x),ba(2)) y C(ey, c2) independiente de . Entonces las derivadas se obtienen de

la ecuacion 4.9.:

A, = (aa®) —c)bai(@) + (ba(2) — 2)ana(e)  (bulw) — c1)an(z) + (az(x) — c2)builx)
! 2 | 2
(4.10)

Donde @ = 1',2 y la coma denota diferenciacion respecto a la apropiada coordenada

espacial.
C((‘n,(‘.z)

wivi,ve)
°

_ S B(bi,b2)
Afar,a:)

Figura 4.1: Circuncircule y circuncentro del triangulo.

4.2.2. Circuncentro y circunradio

Para determinar las coordenadas del circuncentro de un tridngulo dado, se procede a
calcular las ecuaciones de las mediatrices de los lados, las cuales al ser.intersectadas de dos
en dos proporcionan las ecuaciones para calcular el circuncentro. Usando como referencia la

Fig. 4.1 y operando cuidadosamente encontramos que:

_a-d+a-Gla-—a) B -d+-Glla—a)
v = _ (4.11)
D
N s el Tk ) R ) B(a% —cf+a3 — )b —c1) (4.12)

Siendo D:
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D= 2[(0,1 — C])(bz - Cz) — (bl — Cl)(a2 — Cg)]. (4.13)

Para la creacién de las funciones de forma, también se requiere hallar las derivadas de
las coordenadas del circuncentro cuando uno de sus vertices (tal como C) es variable, esto
es, C = x = (z1,22)} Y 4, B independientes de x. Entonces las derivadas se obtienen de las

ecuaciones 4.11.y 4.12.:
_ (&1 —un(z))Da(z)

v1,1(X) = D) , {(4.14)

(o + 22D 1 (x) — v1{z) D 2(7))

v12(X) = D) , (4.15)
_ {—a+zDa(z) — va(z)Da(x))

a1 (X) = e , (4.16)

vpa(x) = F2 = v2@)Datz) (4.17)

D(z) ’
Siendo vy, vo ¥ D definidos en las ecuaciones 4.11, 4.12 y 4.13 respectivamente, y ade-
mas:

o = (b1 +ar)(by — a1) + (by + a2)(b2 — a2), (4.18)

Di(x) = 2(az — ba), D’Q(I) = 2(b; — a1). (4.19)

Finalmente, por definicién y'de la Fig.4.1, se tiene que el circunradio R se puede obtener

de:
R*(z) = (a1 — v1(%))? + (a2 — va(z))%. (4.20)

4.3. Algoritmo de Watson

Como se mencioné al inicio del capitulo, en la presente tesis, al tratarse del estudio de
la elasticidad en dos dimensiones, se utiliza el algoritmo de Watson [43]. En esta seccidn se

explica el algoritmo, su aplicabilidad e implementacién computacional.
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Para ilustrar |la funcionalidad del algoritmo de Watson, plantearemos una nueva y pequena
distribucién de nodos en el plano. El conjunto de hodos consiste de 4 nodos para los cuales
se han constudido los diagramas de Voronoi y la triangulacién de Delaunay. Ademas, se
muestra un punto = que se ha incluido y se dibujan los diagrama de Voronoi de segundo

orden. Respecto a dicho punto calcularemos las funciones de forma, ver Fig.4.2.

Cixng

Figura 4.2: Calculo de las funciones de forma del NEM {Algoritmo de Watson).

La metodologia de Watson para el calculo de las funciones de forma se basa en que la
celda de Voronoi de segundo orden de z puede ser calculada mediante la suma de areas

(con signo) de tridngulos.

Primeramente, determinanos los vecinos naturales del punto en cuestién: para determi-
nar facilmente si un nodo del arreglo de nodo‘s es vecino natural de z se usa el criterio del
circuncirculo vacio definido en la seccién 3.1, esto es, si el cuadrado de ia distancia Euclidea
desde z al centro del circuncirculo v (asociado con los nodos ny,ny ¥ ng) €s menor que el

radio del circuncirculo:

lv - 2| <R? (4.21)

entonces l0s nodos ny, ny ¥ ng son vecinos naturales de x.

Una vez guardados los tridngulos cuyos vértices son los vecinos naturales de x procede-
mos a explicar el algoritmo de Watson: Sea una terna (p, q, r) que representa los vértices de

un tridngulo de Delaunay ¢ . Se forma un nuevo grupo de tridngulos ), ¢, t3, definidos cada
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uno por el punto = y por dos de los vértices de ¢. Consideremos ahora una enumeracion local
(1 = 1,2,3) de los vérices a; de los nuevos tridngulos ¢;, a la vez, asociamos cada vértice
i con su lado opuesto {j — k). Se escribe los circuncentros y sus derivadas en la siguiente

forma compacta:
ci(z) = 8(ay, ax, x), (4.22)

¢im(Z) = Om(aj, ag, ), (4.23)

Donde m = 1,2 e 1,7 y k se toman como una permutacién ciclica de 1, 2,3 en sentido
contrario de las agujas de reloj. ¢ y 4., representan funcionales que proporcionan el circun-

centro de un tridngulo y su derivada, respectivamente.

Para fijar ideas, observe la figura 4.2. El punto z claramente posee 4 vecinos naturales
los nodos (1, 2,3 y 4), los cuales son vértices de dos tridgulos ¢, = £(1,2,3) y ¢t = (1, 3,4).

Para el caso de ¢; tendriamos por ejemplo que ¢1 = ¢o34, €2 = €312 ¥ €3 = €192

Seguimos trabajando con el tridngulo ¢;. El siguiente paso involucra la construccién de
subtridngulos usando la coleccion ¢ (z), ca(z), cs(z), v, de manera tal que v aparece en
cada uno de los subtridngulos, manteniendo la permutacién ciclica de 1,2, 3 para los vér-
tices, es claro también que existen 3 tales subtriangulos: (c;(z), co{x), v), (eafz), c3(x), v),
(cs(z), e1{z),v), asociados con los nodos 3,1, 2. El area y las derivadas de esos tridngulos

se pueden escribir en la forma:

ait(x) = P(cj, ek, v) (4.24)

Qitm () = Ymlci, cryv) (4.25)

Siendo ¢ el tridngulo en cuestion, m = 1,2 e 4, j, k permutados ciclicamente. Ahora de
la asociatividad nodal! de local a global. Se puede determinar la contribucién de 4rea a cada

nodo global, se usa la siguiente simbologia:

Br(z) = Bi(z) + an(z), (4.26)

Bim(®) = Brm(@) + aitm(@), @

Siendo B:(x) ¥ B1.m(z) inicializados con valor cero para todos los vecinos naturales antes

de empezar con el bucle de iteracion.
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El procedimiento arriba mencionado se aplica a cada triangulo Defaunay ¢(t = 1,2..., t,).
Finalmente, el drea de la celda de Voronoi de segundo orden y sus derivadas se obtienen de

la siguiente forma:

Ag(z) = Br(z), (4.28)

Apm(z) = Brm(z), (4.29)

Param = 1,2 e I = 1,2,..,n. Recordando que n es el nimero de vecinos naturales de

Z.
T
Alz) =" As(z), (4.30)
-1 :
n
Am(@) =) Apm(z). | (4.31)
I=1
Las n funciones de forma estaran dadas por las ecuaciones 3.3 y 3.4, reproducidas a
continuacién:
Ar{z
é1(z) = AI((:E)) (4.32)
. A i(x) — or(x)A j(z
b1.5(x) — 1(z) Aﬁ-g )A,j(z) (4.33)

En la figura 4.3 se presenta un diagrama de flujo para la implementacién computacionai

del algoritmo que se ha tratado.

E! algoritmo de Watson funciona siempre y cuando el punto 2 no caiga dentre de un lado
de un triangulo de Delaunay (Por ejempla el caso del ejemplo en la Fig.3.2¢.). Esto es asi
pues en el caso que-el punto = cae dentro del lado A — B del tridngulo (A, B, C) cuando
se forme el nuevo subtridngulo {4, B, x) que se requiere en el algoritmo no tiene un Unico
circuncentro pues es infinito. Para el esquema de integracién de la forma débil presentado en
esta tesis, el punto x siempre cae dentro del tridngulo de Delaunay; entonces esta situacién

nunca se presentara.

Para finalizar, se puede ver que para el calculo de las funciones de forma bastaria un
algoritmo que pueda calcular areas de poligonos a partir de conocer sus vertices. Para el
caso de 3 dimensiones se puede utilizar el algoritmo' de Laserre (Laserre, 1983), mientras
que para el caso general n-dimensional, el autor recomienda utilizar el software LattE para el

célculo del volumen de politopos, ver [5].
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| INIi‘,IO ]

Determinar los vecinos naturales / (f = 1 - n)
y los tridngulos Delaunay t (t =1 >t )

v
ln‘lCia"zar 01 = dall = dQIZ = 0;
A=dA1=dA2=0, vI

v

prTTTTIATT T ( Parat=1-t )

3

Definir v = Circuncentro de ¢

3

A < Parai=1-3 )

:

Definir j y k usando orden ciclico

: g '3

Hallar y guardar ¢ y ¢; ,, {Ecu. 4.14 y 4.15)

e :

prTTTTTT e ( Parai=1-3 >

!

Definir g = nimero de nodo global del nodo local i

¥

: Definir [ = posicién de g en el vector de vecinos naturales (1 £/ <n)
v

Hallar a;; ¥ @jrm(Ecu. 4.16y 4.17)

v

Definira = a; , da = day; ,da = day,

v
Actualizar@ « @, + a,dd « dd,, + da,, dP;; « dd, + da,

. Y
ActualizarA « A+ a,dA; « dA; + da;, dA; « dA; + da,
5‘""':::_’-'-'-'-'-'.'-'.'-'-‘—':-'-'::-'.'-'::-:'-'-'-'-'-'":.‘—'_’-'-'_’-‘-':-':-'-'-ib

""""""""""""""""""" < Paral=1->n )

; y

. Definir @; « &, dg;, « L2 g,  Lrz=0idls

.
.
.
gy i

Figura 4.3: Diagrama de flujo para la imptementacion del Algoritmo de Watson.
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4.4. Integracion numérica

Para la integracion de la forma débil de la elasticidad lineal, la cual se expuso en el capi-
tulo 2, se requieren procesos descritos en esta seccidn. Se debe notar que estas integrales
fueron planteadas desde el punto de vista de la teoria de medida, es decir las integrales co-
rrespondientes a la formulacién débil son integrales de Lebesgue en el sentido general, pero
en virtud de que el problema generalmente esta planteado para funciones de desplazamiento

pertenecientes a R™ donde la integral de Lebesgue y la de Riemman coinciden.

Generalmente, son empleadas dos tipos de aproximaciones que a continuacién se des-

criben:

Integracion nodal directa. Las integrales son evaluadas en los nodos mas cercanos al
punto de integracion. En este tipo de integracion se corre el riesgo de dbtener incompatibili-

dades en los resultados.

Malla de fondo o estructura de celdas. El dominio es dividido en celdas de integracién
sobre las cuales se encuentran los puntos de Gauss. En el caso de la malla de fondo, los no-
dos coinciden con los nodos de [a malla. En el caso de la estructura de celdas, generalmente

los nodos no son coincidentes con los nodos de la malla de fondo.

En el presente trabajo se usa la estructura de malla generada (Triangulacién de Delaunay)

durante la construcciéon de las funciones de forma.

* .
.
.
l
.
e

yoo
NEEY]
.oy

<\
N i

/
\

Figura 4.4: Integracién en métodos sin malla basados en Galerkin: Malia de fondo {lzquier-

da) y fondo con estructura de celdas (Derecha)
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En el presente trabajo, para evaluar integrales implicadas en el proceso de ensamblaje

de matrices se utiliza el siguiente esquema de cuadratura:

B T B ne Mg | | D
/Q¢dﬂ—Zk:[)k¢dﬂ—zk:;wl¢(xm)|nflk|

Donde 1 representa la funcidn que se desea integrar, w; es el factor de ponderacion para
el i-ésimo punto zg, y |J;7| es la matriz Jacobiana para e! area de integracion de la celda k,
en el cual se ubica el punto de Gauss x4, n. es el nimero de celdas (triangulos de Delaunay
en el caso del NEM) y n, es el nimero de puntos de Gauss; de manera similar se puede
integrar sobre la frontera.

Puntos de Gauss, el valor numérico de los puntos de Gauss de cada celda son las rafces

del polinomio de Legendre de grado n, las cuales se encuentran en el intervalo [—1,1] y los

factores de ponderacidn se obtienen utilizando procesos de cuadratura.

Funciba de forma en
1 punto de Gairss

Funclones de forma en puntos de Gauss.
que comparten dominios de soporte

Figura 4.5: Dominios de soporte de los puntos de Gauss

El proceso de integracién nimerica en esta tesis es realizado usando las reglas de cua-

dratura simétrica para un triangulo, las cuales pueden ser encontradas en las referencias [16]

y {31].
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4.5. Eficiencia Computacional del NEM y Comparacién con el

FEM.

El costo computacional de cualquier método numérico para 'a solucién de ecuaciones
diferenciales parciales es un factor escencial para determinar su eficiencia, robustez y poten-
cial para su uso en problemas a gran escala. En el método de los elementos naturales, los

procesos que consumen costo en tiempo de cémputo son:

- Generacién de diagramas de Voronoi y triangulacién de Delaunay. Para este caso, co-
mo se menciond en la teoria, usamos el paquete triangle (ver [36]), el cual puede
realizar la triangulacién de un millon de nodos, aleatoriamente distribuidos en un cua-
drado, en un tiempo de 56.115 segundos (Probado por el creador del software en una
PC Dell Pentium II). En el test realizado por el autor en un ordenador actual con pro-
cesador Intel Core i7 se obtuvo la triangulacion de un millon de nodos en un tiempo de

4.111 segundos. Lo cual quiere decir que este proceso no es de gran costo.

- Para la blsqueda de los vecinos naturales de un punto, se busca en todos los trian-
gulos de la triangulacién Delaunay, este proceso no es costoso cuando el nimero de
triangulos es del orden de 10 (como los casos presentados en este trabajo) si fuera

del orden de 10°, lo mas eficiente seria utlizar el aigoritmo de Lawson (ver [24]).

- Los procesos para el calculo de ias funciones de forma del NEM, son puramente alge-

braicos, sin operaciones con vectores o matrices.

- Para el ensamblaje de la matriz de rigidez K se utiliza una estructura nodal conformada
por los vecinos naturales; a diferencia del FEM que usa una estructura de elementos,
y ya que el nimero de vecinos naturales es pequefo, no se requiere mucho costo en

este proceso.

En comparacién con el FEM, el cual es utilizado en la mayoria de softwares para la so-
lucidn de problemas ingenieriles, el NEM programado produce tiempos mucho menores con
una programacion en un lenguaje de alto nive! como el Fortran, €l cual es usado en esta tesis
por ser uno de los lenguajes mas populares en el drea de la computacién de alto rendimiento
y es el lenguaje usado para programas que evalian el desempefio (benchmark) y el ranking

de los supercomputadores mas rapidos del mundo.
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Para el cdiculo del interpolante en el NEM, [a triangulacién de Delaunay utilizada no tiene
restricciones de angulos para la convergencia del método, como en el caso del FEM (ver [2]).
Esto hace que aunque se dependa aln de una malla para la integracion numérica, el proceso

no tiene restricciones con las carateristicas de la misma.

En el FEM, el interpolante se basa en una estructura de elementos, mientras que en ia
mayoria de métodos sin malla se basa en funciones de peso con soporte compacto. En el
caso del NEM, el interpolante se basa en una medida de Lebesque normalizada que toma
en cuenta la distribuciéon de nodos y su realacién con cada uno en el espacio. Esta es una
ventaja del NEM frente a la mayoria de métodos sin malla basados en funciones de peso, en

los cuales presentan distorsiones en regiones con alta densidad nodal.

Una de las mayores dificultades en la implementacién de métodos sin malla se refiere a
la imposicién de condiciones de contorno esenciales. Por ejemplo las funciones de forma del
método RKPM {ver seccidon 1.3.4) y MLS (ver seccién 1.3.6) no cumplen con la propiedad de
Delta de Dirac (Ecuacién 3.7). Esto ocasiona que se requieran utilizar usar multiplicadores de

l.agrange {ver [14] para el caso del RPIM) o métodos de penalizacidn para lograrlo.

La imposicién de condiciones de contorno tanto en &l FEM como en el NEM se hacen de
la misma manera pues tienen la misma caracteristica de interpolacién (Delta de Dirac}, por lo
que basta con sustituir en el sistema discreto de ecuaciones del métode de Galerkin aquelios

valores nodales que son conccidos.

Vemos entonces que existen simititudes entre el NEM, el FEM y los muchos métodos
sin malla; el NEM puede ser tratado entonces con un intermedio entre el FEM y un método

completamente libre de malla, como el Método Libre de Galerkin (EFGM).
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CAPITULO V

APLICACIONES DEL METODO DE ELEMENTOS NATURALES

En este capitulo se presentan aplicaciones del NEM para la solucién de problemas de
elasticidad bidimensional, en ausencia de fuerzas de cuerpo. Se utiliza el sistema inglés de
unidades. Los indicadores de error en desplazamiento (norma L?) y energia estan, respecti-

vamente, definidos como sigue:

|[uszee — unumlle(Q) — \//g;(u;_smac _ uzzum)?dﬂ {5.1)

”ue:cac _ unum“E(ﬂ) — \/% /g;(ee:r:ac _ Enum)TO(EeIac — Enum)dQ (5_2)

Donde los superindices denotan el tipo de solucién obtenida (exacta o numérica).

Para la solucién de los ejemplos de las siguientes secciones utilizaremos programas ge-
nerados en diferentes leguajes de programacion; el primero consiste de un pequefio pro-
grama, desarrollado por el autor, en Java (Generator NEM) el cual permite al usuario crear la
geometria del problema, a la vez se encarga de crear los ar'chivos .node necesarios paré usar
el paquete trianglé (ver [36]) con el que se generan el diagrama de Voronoi y la triangula-
cion Delaunay. El archivo de salida contiene los nodos y triangulos con vértices ordenados en
sentido contrario de las agujas de reloj, requisito necesario para la correcta implementacion

del algoritmo de Watson.

El segundo programa que utiliza la presente tesis, tiene-la funcién de leer los datos de
entrada, discernir el tipo de problema, ubicar los puntos de Gauss, calcular ias funciones de
forma, ensamblar la matriz de rigidez y el vector de fuerzas. Dicho programa esta desarro-
ilado en los lenguajes de Fortran y C, en parte de su desarrollo se utiliza cddigos existentes

desarrollados por Sukumar (1998) [40]. Para la solucién del sistema Ku - F, el programa
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liama al software libre Lapack (ver [1]) el cual es un paquete muy potente de algebra lineal,
siendo uno de los mas eficientes para este tipo de problemas. Para los cédmputos realizados

en la presente tesis se utiliza un ordenador con procesador intel core i7.

5.1. VIGA DE TIMOSHENKO

En el siguiente ejemplo numérico de elasticidad lineal, estudiamos la viga de Timoshenko,
ejemplo que es adecuado para la exposiciéon de un problema con condiciones de frontera
mixtas en el cual es posible comparar los resultados cbtenidos a través de la formulacién

débil con propuestas teéricas como [42].

Considere una viga de dimensiones L por D, supeditada a la accion de una fuerza con
distribucién parabdlica en el extremo libre como se muestra en la figura (5.1). Para efectos
practicos se considera que la viga es de profundidad unitaria y predomina el estado plano de

esfuerzos.

Y

0 l "
P

|
L _l

Figura §.1: Viga de Timoshenko

La distribucion de la fuerza parabdlica esta dada por:

P (D? 9
=_—_ (= _ 3
Donde ei momento de inercia esta dado por
D3
I=—
12

l.os desplazamientos tedricos de este problema estan dados por las siguientes formulas:

Up = g [(SL —3z)z+(2+0) (y - T)J (5.4)
2

Uy = % [3vy2(L —xz)+ {4+ 5@)% + (3L — a:)scz] (5.5)
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Y los esfuerzos tedricos por:

Tr =011
Tz = 022
Or =J12

(5.6)
(5.7)
(5.8)

Se consideran las siguientes propiedades para los materiales: £ = 3,0 x 107 pst, la razén

de Poisson v = 0,3 y las dimensiones de la viga D = 12 in, L = 48 in. La fuerza debida al

esfuerzo de corte es P = 1000 Ib.

A continuacién se muestra distribucién de los nodos asi como también los puntos de

Gauss que se obtuvieron para una quadratura de 3 {3 puntos por cada triangulo Delaunay),

los mismos son utilizados para la integracién numérica de la forma débil. En este problema,

la triangulacidn de Delaunay produce 304 triAngulos y por consiguiente se tiene 912 puntos

de Gauss.

iy
A
4 . [ ]
’_21 - L J
£ o0 .
b
2 L ] -
..
BN
6 -
38

e & s
* & o
. 2 s =
e & » @
a s 8
e & & =&
» & o o
LR e Rb l
10 15

50

Figura 5.2: Distribucién de nodos de |a viga de Timoshenko (180 nodos distribuidos unifor-

memente)
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Figura 5.3: Puntos de Gauss (912 puntos)
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Al gjecutar el programa mencionado en fa introduccién de este capitulo, se obtienen los
resultados mostrados en la tabla 5.1. Para la comparacion con un método sin malla se uti- -
liza el Métode Radial de Interpoiacidn de Puntos RPIM y el método de Minimos Cuadrados
Moviles MLS, utilizando para cada caso los programas desarrollados, respeciivamente, por
Cérdova (2013) [14] y Flores [19]. En cada caso se usan los mismos nodos en cantidad y

distribucién que los empleados en el NEM.

Tabla 5.1: Resultados para la Viga de Timoshenko

Error en norma L? 0.21 in?

Error en norma de energia 0.34 /psi — in?

Timpo de cémputo total con el NEM 0.08 sequndos

Timpo de cémputo total con el FEM 0.12 segundos

Timpo de cémputo total con el M LS 27.13 segundos

Timpo de computo total con el RPIM 46.81 segundos

La figura 5.4 muestra graficamente la deflexién del eje neutro (y = 0). La tabla 5.2 mues-
tra el desplamiento vertical del eje neutro; se comparan los resultados det NEM con la
solucion tedrica dada en [42], la solucién obtenida con el RPIM ([14]) y con el M LS ([19]),

este cuadro muestra la excelente concordancia entre la solucidn del N EM y la analitica.

o 5 10 15 20 25 a0 35 40 45 50

3 » Exacto

5 * NEM
-
-0.003 hd » FEM

Deflexidn

-0.0C6 ]
-0.007

L ]
0.008 ' .
-0.009 ¢
0.01

Figura 5.4: Desplazamientos de la viga de Timoshenko
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Tabla 5.2: Comparacién de desplazamientos verticales del eje de la viga

x(m) u, Tebrico u, NEM wu, FEM u, RPIM u, MLS
0.000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2526  -0.0001 -0.0000 -0.0000 -0.0001 -0.0001
5053  -0.0002 -0.0002 -0.0001 -0.0002 -0.0002
7579  -0.0004 -0.0003 -0.0003 -0.0004 -0.0004
10.105  -0.0006  -0.0006 -0.0005 -0.0006 -0.0006
12632  -0.0009 -0.0009 -0.0008 -0.0008 -0.0009
15158  -0.0013  -0.0012 -0.0011 -0.0013 -0.0013
17.684 -0.0017 -0.0016 -0.0015 -0.0017 -0.0017
20211 -0.0021  -0.0021 -0.0019 -0.0021 -0.0021
22737 -0.0026  -0.0025 -0.0024 -0.0026 -0.0026
25263 -0.0031 -0.0030 -0.0029 -0.0031 -0.0031
27.790 -0.0037 -0.0036 -0.0084 -0.0037 -0.0037
30.316 -0.0043 -0.0042 -0.0039 -0.0043 -0.0043
32.842  -0.0049  -0.0048 -0.0045 -0.0049 -0.0049
35.368 -0.0055 -0.0054 -0.0051 -0.0055 -0.0055
37.895 -0.0062 -0.0060 -0.0057 -0.0062 -0.0062
40421 -0.0068 -0.0067 -0.0063 -0.0068 -0.0068
42.947 -0.0075 -0.0074 -0.0069 -0.0075 -0.0075
45474 -0.0082 -0.0080 -0.0076 -0.0082 -0.0082
48.000 -0.0089  -0.0087 -0.0082 -0.0089 -0.0089

De la dltima tabla se aprecia que para el ejemplo presentado, el RPIM y el M LS pro-
ducen resultados mas exactos que el NEM. Sin embargo, segan la tabla 5.1 el tiempo de
célculo del RPIM es mas de 500 veces el del NEM, mientras que el tiempo gue tarda el

MLS es més de 300 veces el del NEM.

Para comparar los resultados de los esfuerzos calculados con el NEM, RPIM y las formu-
las de Timoshenko, se presenta en la figura (5.5), la distribucion de esfuerzos a lo largo de

toda la viga.
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Sigma 11 - Exacte Sigma 11 - NEM
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Figura 5.5: Comparacidn de la distribucién de esfuerzos o7 en la viga de Timoshenko

De la solucién tebrica (Ecuacién 5.7) tenemos que o2; = 0, se compara a continuacién

los resultados del N EM y los obtenidos con el RPIM ([14]):

Sigma 22 - NEM Sigma 22 - RPIM
500
15} a0 15 20
15
10 30 10
10
200
s 5 -
100 y
> ol s > of
»
5 100 5 5
10
1200 o
10 15
200
-15 P 20
s 10 15 M 2 N B 40 &5 5 10 5 20 25 I3 35 40 45
b X

Figura 5.6: Comparacién de la distribucion de esfuerzos o4 enla viga de Timoshenko

5.2. PLACA INFINITA CON AGUJERO CIRCULAR

Se considera una placa infinita con un agujero circular sometido a una tensién unidirec-
cional a la largo de! eje z;. La solucién exacta de este problema se puede encontrar en la
referencia [42). El dominio ABC D E mostrado en la figura 5.7 es modelado con las tracciones

exactas impuestas a lo largo de BC y CD.

Debido a la simetria, las condiciones de contorno esencial son: u» = 0 a lo largo de AB,

yu; =0alolarge de DE.
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Figura 5.7: Problema de la placa con agujero circular sometida a traccion.

En coordenadas polares (r, ), la distribucion exacta de esfuerzos para oy = 1psi estd

dada por:
(1,6) = 1 — %5 S cos(26) + cos(d9)) + 2 % cos(d0) 59)
a1ilr, = T2 2COS cos 21"4 CO8 y .
a? 1 3at '
on(r,d) = —T—2(5c03(29) — cos{48)) — 5771608(49)’ {5.10)
_ a1 3a*
o12(r,0) = —T—z(ésen(Zﬂ) + sen(46)) + §Fsen(4t9) (5.11)

Donde a es el radio del agujero circular. Los componentes de desplazamiento son:

uy(r,0) = %{2(5 +1)cos(8) + 2%((1 + k)cos(8) + cos(36)) — 27%::03(39)], (5.12)

w (r,0) = i[g(n — 3)sen(#) + 2%((1 — x}sen(8) + sen(36)) — 2%36?’&(38)}, {(5.13)
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Donde: i es el médulo de corte y « {(constante de Kolosov) es definida (segun el problema)

como:
£=3—4v {Deformacién Plana). ‘ (5.14)
_3—4dv

K= "y (Esfuerzo Plano). {5.15)

Para la solucién numérica se toma ¢ = lin y L = bin, y se asume la condicién de

deformacién plana. En la figura 5.8 se muestra la discretizacién del dominio.
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Figura 5.8: Discretizacidn del problema de la placa con agujero circular con 1345 nodos.

Al ejecutar el programa mencionado en la introduccién de este capitulo, se obtienen los
resultados mostrados en la tabla 5.3. Para la comparacion con un método sin malla se utiliza

el Método Libre de Galerkin EFG M utlizando el programa en MatLab desarrollado Nguyen
(2018) [33].

Tabla 5.3: Resultados para la placa con agujero circular.

Error en norma L? 3.26x10710 jp?
Error en norma de energia 9.09x107° \/psi — in?

Timpo de cémputo total con el NEM 4.15 segundos

Timpo de cémputo total con el FEM 7.55 segundos

Timpo de computo total con el EFGM | 27.13 segundos
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En la figura 5.9. el valor numérico y el exacto de g1, son ploteados a lo iargo del lado
ED (ver Fig.5.7). Se observa que ia aproximacién con el NEM es excelente para este caso.
A |la vez se compara con el FEM, observando que ambos aproximan de manera excelente el

problema. ¢
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Figura 5.9: Comparacion de valares de o1; a lo largo del lade ED obtenidos con el NEM,

FEM y solucién exacta.

En la figura 5.10 se compara los resultados para el esfuerzo ¢1;. Para comparar con un
método sin malla se utiliza el Método Libre de Galerkin EFGM ({33]) y también se compara
con el FEM. Se aprecia que de los tres métodos empleados el N EM presenta la solucién

mas proxima a la analitica.
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Figura 5.10: Comparacién de la distribucion de esfuerzos oy;: (a} Solucién Tedrica,

(b)Solucién N EM (c) Solucién FEM (d) Solucién EFGM .
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Sigma 11-Catculade con el FEM

o~
[52)
T

()

Sigma 11-Calculado con el EFGM

() '

Figura 5.10: Comparacién de la distribucién de esfuerzos o11: (a) Solucion Tedrica,
{b)Solucién N EM (c) Solucién FEM (d) Solucién EFGM .
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1. CONCLUSIONES

Del capitulo dos, se concluye que es necesario definir un espacio formal para la de bls-
queda de funciones de prueba necesarias para aproximar la solucién de la elastostatica. Este
espacio se construye de la idea flsica de representar todo movimiento (espacio de despla-
zamiento) como la suma directa entre movimientos de cuerpo rigido y deformaciones infini-
tesimales. Esta suma esta dada por el nicleo del tensor de deformaciones y el sub-espacio

H*(0).

Se garantiza la existencia y unicidad de la solucion del problema en forma débil, por tanto
se garantiza la factibilidad de aproximar la solucién tedrica del problema mediante una familia
de funciones, que en el caso particular del Método de Elementos Naturales (NEM) son fas

coordenadas de vecino natural.

Del capitulo tres, se puede concluir que la construccion de las funciones de forma esta
basada en conceptos geométricos simples como los diagramés de Voronot y triangulaciéh' de
Delaunay; su caiculo se reduce, en el caso bidimensional, al calculo de areas de poligonos,
lo que hace factible la extensién del método para la solucién de problemas en un espacio de

mayor dimensién que el bidimensional. Esto prueba parte de la hipbtesis de la presente tesis.

De la obtenicidn geométrica de las coordenadas de vecino natural (Seccion 3.2 ), se
concluye que estas son infinitamente derivables (C*) en todo su dominio, excepto en los
nodos donde son C°. En una dimension la interpolacién del método de elementos naturales
coincide con la de los elementos finitos. A la vez, la linealidad de estas funciones de forma

en la frontera del dominio, facilitan la imposicién de condiciones de contorno.

Del capitulo cuatro, se concluye que la implementacion del Método de Elementos Natu-
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rales es mas sencilla gue la de los demas métodos sin malla, pues estd basada en célculos
geométricos sencillos y no requiere parametros de forma, como por ejemplo el caso del RPIM
([14], [28]}. La integracién numérica se realizé de manera rapida usando |a triangulacién De-
launay construida para hallar las funciones de forma, ahorrando el proceso de creacion de
una malla de integracion realizado por la mayoria de métodos sin malla. Esta dltima caracte-
ristica hace que en NEM se adapte a actuales o futuros mecanismas de integracién nodal;

esto prueba la segunda parte de ta hipotesis de la presente tesis.

De las aplicaciones mostradas en el capitulo 5, se concluye que el N EM mejora los tiem-
pos de tedos los métodos con los que se le comparé en la presente tesis, incluido el FEM,
Con respecto al ejemplo de la seccién 5.1 se aprecié que el NEM, implementado en len-
guajes de alto nivel Fortran y C, es hasta 500 veces mas répido que el RPIM implementado
con un software comercial, mostrado resultados realmente satisfactorios para el campo de la

ingenieria.

Con respecto al ejemplo de ia-seccién 5.2. se hizo una comparacién del NEM con el
FEM y el EFGM de los cuales se dijo, en la Gltima parte del capitulo 4, que éste es un
intermedio; se pudo apreciar que el N EM mejora la aproximacion respecto a ambos, en un
tiempo de casi la mitad del que le toma al F'E M (programado en Fortran) y casi en la séptima
parte del tiempo que tarda el EFGM programado en software comercial. Verificado de esta

manera la hipdtesis de la presente tesis.

Finalmente, se concluye, de los ejemplos del capitulo 5, que los resultados obtenidos
para ios esfuerzos son de gran exactitud, pese a que la formulacién presentada esta basada
desplazamientos. Lo cual indica que en esquemas mixtos basados en desplazamientos y

presiones se puede esperar mejores resultados en los resultados de esfuerzos.

6.2. RECOMENDACIONES

Buscar nuevos algoritmos que permitan encontrar de manera mas eficiente los vecinos
naturales de un punto, para ahorrar tiempo de computo en problemas a gran escala; a la
vez, quedan abiertas lineas de investigacién en lo concerniente a la integracién humér‘ica.'
Para la extension del método a mas dimensiones se recomienda estudiar los conceptos de
convexidad fuerte de manera que se pueda construir un dominio tipo politopo, en el cual

existen técnicas mas poderosas para la integracidn (ver [5]).
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Estudiar la aplicacién del Método de Elementos Naturales en la simulacidn de fenémenos
dinamicos, como por ejemplo en la mecanica de fluidos y los problemas tipo Level Set. Dichas
simulaciones son hoy en dia motivo de muchas investigaciones y son una puerta abierta para
el desarrollo de algoritmos y formulaciones cada vez mas eficientes que puedan resolver

problemas a gran escala con {a ayuda de super-computadoras.
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ANEXO

A.1. TENSORES Y OPERADORES TENSORIALES

Se presenta a continuacion la teorfa de Tensores, dando prioridad a tensores de orden
2, ya que en el dmbito de ingenieria es al que se conoce propiamente como Tensor. Pues
bien, un tensor viene a ser aquel elemento que representa a una aplicacién F' : V — [/,
donde U y V son espacios vectoriales y dicha aplicacién es una funcion bilineal de variable
vectorial. A continuacién se define formalmente a un tensor de crden 2, en general es posible
obtener funciones lineales de variable vectorial que sean representadas por tensores de orden

superior, para esto se puede ver [25].

Definicidon A.1.1. (Tensores de Orden 1)
Toda funcién lineal que haga corresponder a cada vector v € R™ un nimero real (funcién real

de variable vectorial), se puede representar por cierto veclor u, es decir sea:
floy=v-u
Donde f:v v -uyv - uelR

Ahora para extender la definicion anterior a funciones vectoriales de variable vectorial
requerimos el conocimiento de cierto tipo de operaciones y funciones las cuales seran pre-

sentadas a continuacion.

Producto de Kronecker(Conocido también como producto tensorial). Dados 2 vectores

a y b se define el producto tensorial ¢ ® b de dichos vectores como:
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I- a1b1 albg s albn
azby azby .- agh,
a®b—=
Ay bl aan ter anbn

Ademas este producto resulta ser una funcién bilineal, entonces podemos extender la

definicién anterior a funciones vectoriales de variable vectorial como sigue:

Definicion A.1.2. (Tensor de Orden 2)
Toda funcion lineal que haga corresponder a cada vectorv € R™ otro vector de R™, se puede

representar mediante el producto de Kronecker, de la siguiente manera:

FRY=3" auese Y (Ae;)

i=1 j=1 =1
Donde se puede definir A = 3 i_, 5°%_ ajiejei = ajie; ® e; y ahora se puede plantear lo

siguiente.

=l

flv) =

De aqui que A representa a-la funcion bilineal y recibe el nombre de tensor de orden 2.

v

A continuacion se indican algunas transformacicnes lineales aplicables a tensores en
los diversos espacios vectoriales empleados {estas transformaciones lineales son Utiles so-
bre todo en el acépite 2.4). Existe la necesidad de definir |la transformacién gradienfe y la
transformacién divergencia para cada espacio vectorial, ya que de un espacio a otro estas

transformaciones presentan diferencias. A continuacién se las define:

- El gradiente de una funcion escalar V : R™ — R" y su ortogonal, como:

9 Ip

oz 1 Oz
Vp=| Tt 5 (Vp)T = s

Sp _op

Oxa Oz,

- El gradiente de una funcién vectorial V : R" — R” x R?, como:

‘ du By
! V’U — 8:::1 (9.1’22
Oy Bup

dxy  Oxo

- La divergencia de una funcidon vectorial V : R* — R, como:
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_Oup | Oy

- El gradiente de un tensor V : R" x R — R™, como:

g O712
VT — 6.’.61 + T2
Oz o Omp
dzxz + Oz

Ademas, se define el producto escalar de tensores de orden 2, como:

ore=tr(c’ €) =tr(oc-€") = oye

Este producto es utilizado en el planteamiento de la formulacién débil del problema de la

elastostatica.
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