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Resumen

En el presente trabajo presentamos un estudio sobre un proceso estocdstico importante:
las cadenas de Markov. Realizaremos el proceso de inferencia estadistica (estimacién puntual
y por intervalos) sobre las probabilidades de transicién de dicha cadena, tanto para el caso
paramétrico como para el no paramétrico. Una vez hecha la estimacién por intervalos veri-
ficaremos, mediante un proceso de simulacion, las probabilidades de cobertura asociadas a
dichos intervalos de verosimilitud (nivel de confianza real) y la compararemos con lo tedrica-
mente indicado (nivel de confianza nominal). Para el caso no paramétrico, nos valdremos de
un ejemplo de aplicacidn real consistente en datos de precipitacion diaria que fueron tomados
de una estacién meteorolégica del Senamhi, ubicada en la provincia de Pasco, en el distrito

de Chaupimarca.
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Introduccion

Uno de los principales recursos naturales del que disponemos en nuestra sociedad es el
agua, imprescindible para cualquier actividad humana, pero en especial para las activida-
des agricolas, sobre todo en la serrania de nuestro pafs. Por ello es importante conocer la
probabilidad diaria de ocurrencia o de no precipitacién, asi como la duracién de las rachas
lluviosas y secas, pues constituyen una valiosa aportacién para poder gestionar los recursos
hidricos de manera adecuada. En climatologia, se entiende por racha lluviosa a si se registra,
0 no, alguna precipitacién durante una serie de dias consecutivos. Por otro lado, si se tiene en
cuenta, ademsds, la cantidad de lluvia precipitada, se estard considerando una secuencia como
lluviosa no solo atendiendo a la presencia del liquido elemento sino, también al hecho de que
cl volumen de la precipitacidon registrada cada dia sea superior a un valor o umbral de corte
determinado (dicho umbral se mide en mm/d{a).

Los procesos estocésticos estudian y caracterizan fendmenos aleatorios como el descrito ante-
riormente, que evoluciona con el tiempo. Uno de estos procesos es el proceso de Markov que
plantea que los valores de los procesos futuros dado los valores de los procesos actuales no
dependen de los valores pasados. Una cadena de Markov a tiempo discreto es un proceso de
Markov. Ejemplos de ellos son la caminata aleatoria simple, teorfa de colas, ruina del jugador,
ete.

Los procesos estocdsticos sirven para conocer el desarrollo futuro de procesos que se reali-
zan a lo largo del tiempo, para predecir el comportamiento de fenémenos fisicos, econémicos,
atmosféricos, etc. Las cadenas de Markov constituyen un caso particular de estos tipos de
procesos. Estas fueron introducidas por el matemético ruso Andréi Markov alrededor del aho
1905. Su intencién era crear un modelo probabilistico para analizar la frecuencia con la que
aparecen las vocales en poemas y textos literarios. El éxito del modelo propuesto radica en
que es lo suficientemente complejo como para describir ciertas caracteristicas no triviales de
algunos sistemas, pero al mismo tiempo es lo suficientemente sencillo para ser analizado ma-
temdticamente. Las cadenas de Markov pueden aplicarse a una amplia gama de fenémenos
cientificos y sociales, y se cuenta con una teoria matemdtica extensa al respecto. En nuestro

pafs no se encuentran trabajos en donde se utilice el principio de méxima verosimilitud para
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estimar las probabilidades de transicién de una cadena de Markov, debido tal vez a la poca
difusién de este método en trabajos de investigacién (el cual resulta ser una buena alterna-
tiva para estimacién de pardametros de este tipo). La estimacién por méxima verosimilitud
es un método habitual para ajustar un modelo y encontrar sus pardmetros. Para ello nos
valemos de una funcién conocida como funcidn de verosimilitud, la cual es proporcional a la
funcién de probabilidad conjunta de las variables aleatorias que conforman la muestra. Por
ejemplo, supongamos que se colocan en una urna, n bolas numeradas de 1 a 7 y que una
de ellas se extrae al azar. Si se desconoce n, su estimador de méxima verosimilitud (el valor
que maximiza la funcién de verosimilitud) es el niimero m que aparece en la bola extraida: la
funcién de verosimilitud es 0 para n < m y 1/n para n > m, que alcanza su méximo cuando
n = m. Sin embargo, fuera de nuestras fronteras si se encuentran trabajos al respecto, como
por ejemplo, Anderson y Goodman ([1]) proponian que el estimador de méxima verosimilitud
v sus distribuciones asintdticas son obtenidos para las probabilidades de transicién en una
cadena de Markov de orden arbitrario cuando existen observaciones repetidas de la cadena.
Las pruebas de radio verosimilitud y las pruebas chi-cuadrado de la forma usada en las tablas
de contingencia son obtenidas probando las siguientes hipétesis: (a) que las probabilidades de
transicién de una cadena de primer orden son constantes, (b) que en caso que las probabilida-
des de transicién son constantes, ellas son numeros especificados, y (c) que el proceso es una
cadena de Markov de u-ésimo orden contra la alternativa que esta es de orden r-ésimo pero
no u-ésimo. En caso que u =0y r =1, el caso (c) resulta en la prueba de la hipétesis nula de
que las observaciones en los puntos de tiempo sucesivos son estadisticamente independientes
contra la hipétesis alternativa que las observaciones son de la forma de una cadena de Markov
de primer orden. Craig y Sendi ([6]) utilizan un modelo de Markov de tiempo discreto para
investigar programas de tratamiento y protocolos de atencién de salud para enfermedades
crénicas. La matriz de transicidn, la cual describe la progresién natural de la enfermedad, es
a menudo estimada de una observacién de cohorte en intervalos en comin. Aqui se resumen
métodos para obtener el estimador de méxima verosimilitud de la matriz de transicién. En la
tesis de Skuriat-Olechnowska ([32]) se considera un modelo de deterioro de puentes en Holan-
da. Este modelo estd basado en una cadena de Markov con una condicién de escala discreta.
Las transiciones en la cadena de Markov ocurren en unidades de tiempo discreto, usualmente
todo el afio. La condicién de detcrioro de los pucntes es representada por una numero de 0 a
6, donde 6 es perfecto y 0 extremadamente malo, donde cada nimero representa un estado
de la cadena. Existen otros trabajos que tratan este tema como por ejemplo en el trabajo de
Salazar et al. ([30]) se considera un modelo de tres estados donde uno de ellos es absorbente y
las observaciones registradas para un mismo sujeto siguen un proceso de Markov. El método
de estimacién de pardmetros se basa en la funcién de verosimilitud que se optimiza mediante

las ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante junto con el algoritmo de Newton-Raphson. En
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otro estudio publicado por Tovar y Salazar ([34]) se considera un modelo de %k + 2 estados
donde dos de ellos son absorbentes y £ son transitorios obteniendo la funcién de verosimilitud
y a partir de ella se hace la maximizacién de dicha funcién mediante los métodos numéricos
de la cuadratura de Gauss y el algoritmo de Newton-Raphson.

El presente trabajo se encuentra dividido en cuatro capitulos. En el primer capitulo se pre-
sentan brevemente algunos conceptos preliminares como variables aleatorias, teoremas de
convergencia y otras nociones previas de teoria de la medida, cdlculo y optimizacién.

En el segundo capitulo se dan definiciones importantes acerca de las cadenas de Markov, las
cuales serdn importantes para los capitulos siguientes. También se mostrardn teoremas, pro-
posiciones, corolarios y ejemplos de cadenas de Markov.

En el tercer capitulo se mostrard cémo hacer inferencia estadistica por el método de mdxima
verosimilitud y su aplicacién mediante un ejemplo.

En el cuarto capitulo se desarrollard la metodologia propuesta de hacer inferencia estadisti-
ca sobre las probabilidades de transicién de una cadena de Markov considerando dos casos:
el caso paramétrico y el no paramétrico. También, mediante una simulacidn, se verificard la
propiedad de verosimilitud de cobertura de intervalos. Finalmente se mostrard un ejemplo de

aplicacion real de una cadena de dias lluviosos o secos.

Los objetivos de la presente tesis son los siguientes:

(1) Aplicar el método de verosimilitud sobre las probabilidades de transicién de una cadena

de Markov.

(2) Obtener simulaciones de observaciones de una cadena de Markov y verificar la propiedad

de verosimilitud de cobertura de intervalos.
(3) Predecir la ocurrencia de un dfa lluvioso o seco.

(5) Probar que existe una relacién entre la estadistica y la probabilidad, ante una misma

situacién problemaética.
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares

En este capitulo estableceremos algunos conceptos y resultados sobre variables aleatorias,
funciones de distribucién, esperanza matemaética, teoremas de convergencia, asi como algunos

resultados de teorfa de la medida y célculo, que usaremos en los capitulos posteriores.

1.1. Variables aleatorias

En esta parte introduciremos algunas nociones béasicas de la teorfa de la probabilidad ne-

cesarias para la definicién de procesos estocdsticos, y por ende, de las cadenas de Markov.

En la prédctica ocurren dos tipos de cxperimentos o fendmenos: los deterministicos, los
cuales son determinadas acciones en las que se puede predecir qué es lo que va a ocurrir con
exactitud, y los aleatorios, los cuales son acciones en en las que no sabemos qué ocurrird al
ser realizados, ya que pueden obtenerse cualquiera de varias alternativas, aun bajo las mismas
condiciones en que se realizan estas acciones. A continuacién daremos algunas definiciones

que nos permitirdn adentrarnos en el desarrollo de esta teoria.

Definicién 1.1.1 Dado un fendmeno aleatorio, al conjunto de puntos de los posibles resulta-

dos se le llama espacto muestral y los denotamos por 2.

Definicién 1.1.2 Sea un fendmeno aleatorio con espacio muestral 2, una variable aleato-

ria es una funcidn X cuyo dominio es 2 y contradominio es R, ast X : 1 —» R.

Adicionalmente a estas definiciones, llamaremos evento a cualquier subconjunto del espa-

cio mucstral y definiremos a la clase F como la coleccién de todos los eventos de §2.

Con lag definiciones anteriores, la medida de probabilidad se puede ver como sigue. Sea F

la clase de eventos de §2, entonces para cada evento A € J se le asigna un nimero P(4) € [0,1].
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Este nimero es la fraccién esperada de ocurrencia del evento A, a lo largo de una serie de

experimentos donde A 0 A€ son observados.

Algunas propiedades elementales de la medidas de probabilidad son resumidas a continua-

cidn.

i) Se cumple que

PQ) =1y P@®) =0

ii) Para eventos A, B € F

P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB)

iii} Si A y B son disjuntos, es decir, AN B = (), entonces

P(AUB) = P(A) + P(B)

Ademds, de la propiedad iii) se sigue que

P(A%) =1~ P(A)

La relacion entre las variables aleatorias y probabilidad-puede ser caracterizada por ciertas

cantidades numdricas. Ahora considercmos algunas de estas.

Definicién 1.1.3 La coleccidn de las probabilidades

Fx(z)=P(X <z)=PH{{w: Xw)<z}). z€R, we

es la funcion de distribucidén de probabilidad acumulada Fx de X.

Utilizando la definicién anterior 1.1.3 podemos determinar probabilidades en términos de

la funcién de distribucién de probabilidad acumulada, como
1. P{w:a < X(w) <b})=Fx(b) - Fx(a) cona < b
2. P(X =2)=Fx(z)— limFx(z - h)
h—0

Con cstas probabilidades sc puede aproximar la probabilidad del evento {w : X(w) € B}
para cualquier conjunto complicado B C R. Daremos otra definicién que nos servird también

para calcular la probabilidad de cualquier evento, pero primero daremos algunos previos.
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Definicién 1.1.4 Una o-dlgebra F sobre Q es una familia de subconjuntos de Q que satis-

facen las siguientes condiciones:
i. 0,QeF

ii. Si A€ F, entonces A € F

[oe]
iii. §i Ay, Ag,... € F, entonces UAi e F

n=1

Ahora supongamos que C es una familia de subconjuntos de 2, pero no necesariamente una
o-dlgebra. Afladiendo més conjuntos a C, se puede obtener siempre una o-lgebra, por ejemplo
el conjunto potencia P(§). Por razones matemdticas, P(f2), en general, resulta demasiado
grande. Ademés se puede probar que: “Para una familia dada C de subconjuntos de €2, existe
una o-dlgebra mas pequefia o(C) en € que contiene a C”. Denotaremos a o(C) como la o-
algebra generada por C.

Tomemos 2 =Ry CV) = {{a,b] : —00 < a < b < c0}. La g-dlgebra B = ¢(C() contiene
conjuntos muy generales de R. Esta se denomina o-dlgebra de Borel y sus elementos son
los conjuntos de Borel. También se puede introducir la o-dlgebra de los conjuntos de
Borel n-dimensionales B™ = ¢(C™), donde Q@ = R* y C(® = {{a,b] : —00 < a; < b; <
o00,a = (ai,az,...,an),b = (b1,b2,...,by)}. Los conjuntos (a, b] se denominan rectangulos
Todo conjunto “razonable” de R™ es un conjunto de Borel, por ejemplo, bolas, esferas, curvas
suaves, superficies, etc. y también los conjuntos abiertos y cerrados. En orden a demostrar
que un subconjunto B C R”™ es un conjunto de Borel, es necesario obtener B mediante un
numero numerable de operaciones N, U o ¢, que operen sobre los recténgulos.

Por ejemplo, se puede demostrar para n = 1 que todo subconjunto de puntos {a}, con
a € R, es un conjunto de Borel. También se puede comprobar que los intervalos (a,b), [a, b),
(—00,a), (b,o0) son conjuntos de Borel. '

Alora si, estamos en condiciones de dar la siguiente definicién para calcular la probabilidad

de cualquier evento.

Definicién 1.1.5 La coleccidn de las probabilidades

Px(B)=P(X € B) = P({w: X(w) € B})
es la distribucion de X para B C R.

La distribucién Py y la funcién de distfibucién de probabilidad acumulada Fx son nocio-
nes equivalentes en el sentido de que ambas pueden ser usadas para calcular la probabilidad

de cualquier evento {X € B}.
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Una funcién de distribucién de probabilidad es continua o discreta (tiene saltos). Consi-

deremos primero el caso especial cuando la funcién de distribucién Fy es una funcion discreta.

Definicién 1.1.6 Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad py. se

define su funcidn de distribucién de probabilidad acumulada por

Fx(z) = Z P, TER (1.1)
ki <z

donde

co

0<pr <1paratodoky Zpkzl

k=1

Y
pr=P(X =)

La funcidn de distribucion de probabilidad acumulada (1.1) y la correspondiente distribu-
cion se dice que son discretas. Una variable aleatoria con funcién de distribucidn de probabi-

lidad acumulada (1.1) es una variable aleatoria discreta.

En contraste a las distribuciones y variables aleatorias discretas, la funcidn de distribucién
de una variable aleatoria continua no tiene saltos, por lo tanto, P(z) = 0 para todo z, o

equivalentemente

lim Fx(z + h) = Fx(z), Vz (1.2)
h—0

es decir, tal variable aleatoria asume cualquier valor con probabilidad 0. Una variable
aleatoria continua obtiene su nombre de la propiedad de continuidad (1.2) de la funcién de

distribucién de probabilidad acumulada EFx.

Definicién 1.1.7 Sea X wuna variable aleatoria continua con funcidn de densidad de proba-

bilidad fx. se define su funcion de distribucién de probabilidad acumulada por

Fx(z) = / " fxwdy. zeR

donde, la funcidn de densidad de probabilidad cumple con
fx@20veery [ fylado=1
—Q0

14
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Por otro lado, algunas caracteristicas interesantes de una variable aleatoria X son la es-

peranza E(X), la varianza Var(X) y los momentos E(X?).

A continuacién definiremos estas caracteristicas tanto para variables aleatorias discretas

como continuas.

Definicién 1.1.8 Sea X una variable aleatoria continua con funcidn de densided de proba-

bilidad fx.

i) La esperanza o valor medio de X estd dada por

[e o]
px =B = [ afx(@ds
—C
i) La varianza de X estd definida como
(o]
7 =Var(X) = [ (@ pxx(a)da
-0

iii) Ell-éstmo momento de X paral € N estd definido como

B0 = [ i)

iv) Para una funcidn real g y la esperanza de g(X) estd dada por

x

Elg(X)) = / o(e) fx (2)de

—0oQ

Similarmente se define

Definicién 1.1.9 Sea X una variable aleatoria discreta con probabilidades py = P(X = zy).

i) La esperanza o valor medio de X esid dada por

(e}
px =E(X) =) zipx
k=1

i1) La varianza de X estd definida como

[e.0]
ok =Var(X) = (zx — px)’p
k=1

15



i) Ell-ésimo momento de X paral € N estd definido como

o
E(XY) = i
k=1

w) Para una funcion real g y la esperanza de g(X) estd dada por

o0

Elg(X)] = g(=x)pr

k=1

Podemos considerar la esperanza py como el centro de gravedad de la variable aleatoria
X, es decir, los valores aleatorios X (w), con w € £, que estdn concentrados alrededor del
valor no aleatorio px. La extensién o dispersién de los valores aleatorios X (w) alrededor de

la esperanza ux es descrita por la varianza 0% y la desviacién ox.
H X X

1.2. Teoremas de convergencia y ley de los grandes nimeros

Teorema 1.2.1 (De convergencia dominada) Si X, X1, Xa,... son variables aleatorias,
donde {Xn} — X con probabilidad 1, y si eziste una variable aleatoria Y con |X,| <Y para

todo n con E(Y) < oo, entonces

lm E(X,) = E(X)

n—ro0
Demostracién (ver [28, pag. 104])

Dado un espacio de probabilidad (2, F,P) y los eventos A, A1, Az,... € F, la notacién
{An} 7 Asignificaque 4 C Ay CA3C ...,y U A, = A. Es decir, los eventos A, aumentan

n
hasta A. Similarmente, la notacién {A,} \, 4 significa que {A%} 7 AS, o equivalentemente

que A1 DAy D As..., ¥y ﬂ A, = A. Es decir, los eventos A, decrecen hasta A.
n

Teorema 1.2.2 (De convergencia monétona) Supongamos que X1, Xa, ... son variables

aleatorias con E(Xq) > —oo, y {Xn} /7 X. Entonces X es una variable aleatoria y
lim B(Xn) = E(X)

n—o0

Demostracién (ver [28, pig. 46])
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Teorema 1.2.3 (Ley débil de los grandes nimeros) Sea X1, X, ... una sucesion de va-
riables aleatorias independientes, donde cada una de ellas tiene E(X;) = p y Var(X;) < o2,

Entonces para todo € > 0

1
lim P(‘E(X1+X2+...+Xn)—/¢l2€> =0

n—oo

. o1
Es decir, el promedio —TZ(X1 + Xo+ ...+ X,,) converge en probabilidad a u.

Demostracién ([28, pig. 60])

Teorema 1.2.4 (Ley fuerte de los grandes niimeros (primera versién)) Sea X1, X,...
una sucesion de variables aleatorias independientes, donde cada una de ellas tiene E(X;) = p
y E((X; — p)*) < a < oo. Entonces para todo € > 0

n—o00 7

1
P<h’m —(X1+X2+...+Xn)=u> =1

1
Es decir, el promedio E(Xl + Xo+ ...+ X,) converge casi con toda seguridad a u.

Demostracion (ver (28, pédgs. 60-61))

Teorema 1.2.5 (Ley fuerte de los grandes numeros (segunda versién)) Sea X7, Xo,. ..
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, donde cada

una de ellas tiene E(X;) = u. Entonces para todo € > 0

1
P (i 205 0t X =) =1

n—oo

1 .
Es decir, el promedio — (X1 + X2 + ...+ X,) converge casi con toda sequridad a p.
n

Demostracion (ver [28, pags. 62-64))

1.3. Nociones de teoria de la medida y calculo

El conjunto potencia de un conjunto X dado, definido como la coleccién de todos los sub-

conjuntos de X, es una o-dlgebra cn X. Se suele denotar al conjunto potencia de X por 2

Si E C X, denotamos por uc(E) al nimero de elementos de E (pudiendo ser finito o

infinito). Esta medida pc también es conocida como la medida de contar.
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Fubini) Sea u una medida de probabilidad en A y v una
medida de probabilidad en B, y sea u X v la medida producto en AX B. Si f: AxB —R

es medible con respecto a p X v, entonces

/;Xde(NXVF /A ( /B f(w,‘y)v(dy)) w(de) = /B ( /A f(x,y)u(dm)) v(dy)

con la condicidn de que / |fld(p x v) < oc.
AxB

Demostracién (ver [28, pags. 110-111])

Veamos ahora un ejemplo que nos muestra que la hipdtesis en el teorema anterior es

necesaria.

Ejemplo 1.3.1 Consideremos la sucesion {amn} con m,n € N dada por

1 sim=n
Gmpn=93—-1 sim=n+1
0 otro caso

Puede verificarse fdcilmente que

Para ello nos valemos de la siguiente matriz que representa a la sucesion {amn} anterior:

1 -1 0
0 1 -1 0
0 0 1 -1 0

La primera suma corresponde a sumar rengldn por renglon y la sequnda suma corresponde
o sumar columna por columna. Por tanto, el teorema de Fubini no es aplicable puesto que

|{amn}| no es integrable en el espacio N x N, con la medida producto uc (la medida de

contar).
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Definicién 1.3.1 Sea f una funcidn integrable sobre un intervalo [a,b]. La media de f sobre

7=bfaAU

Teorema 1.3.2 57 f es una funcidn continua sobre [a,b], entonces eziste un nimero real

[a.b] se define como

c € {a.b), tal que f(c) = f, es decir, tal que

b
/f:f@m—w

Demostracién (ver [12, pags. 570-571])

1.4. La distribucion multinomial

Esté4 asociada con las pruebas repetidas de un suceso con més de dos resultados posibles
([26]). Asi, el resultado del lanzamiento de un dado puede ser cualquiera de los seis niimeros
1,2.3....,6. Si el suceso se refiere a la aparicién de ases en la extraccién de, por ejemplo,
7 cartas. hay cinco resultados posibles: 0.1.2.3 o 4 ases. En general, supongamos que hay k

resultados posibles de un suceso aleatorio y designemos las probabilidades respectivas de estos

resultados por p1.ps, ..., pr. Evidentemente, debe verificarse que
k
Y-
i=1

Supongamos que el suceso se repite n veces y sea X7 la variable aleatoria que representa el
numero de veces que ocurre el resultado asociado a p;, X; la variable aleatoria que representa
el nimero de que veces que ocurre el resultado asociado a pe, y asi sucesivamente. La funcién

de distribucidn para las variables aleatorias X, Xa,..., X es

k
!
PX, =21, Xo=m0,.... Xy =a) = e pri; z;=0,1,...,n Zwizn
' i=1

Si definimos el vector aleatorio X = (X1,X3,...,Xg) y el vector de pardmetros p =

(p1,p2---.,0k), entonces la distribucién de X es una multinomial de pardmetros ny p, y se

representa como

X ~ Multinomial(n, p)
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1.5. Multiplicadores de Lagrange

Este método nos sirve para resolver problemas del tipo general de programacién no lineal

de la forma
minimizar f(z)
sujetoa gi(z) =0 donde f:R"—R
g2(z) =0 g:R* — R™
gm(z) =0
conm < n,donde T = (),T2,....%y) ¥y g; para i = 1,2,...,m son continuas, y en gene-

ral. se supone que tienen segundas derivadas parciales continuas. Por simplicidad notacional,
hemos introducido la funcidn con valor vectorial g = (g1, 92....,9m) y volvemos a escribir el

problema anterior como

minimizar f(x)

sujetoa  g(z) =0

Definicién 1.5.1 Un punto x* que satisfaga la restriccion g(z*) = 0 se denomina punto
regular de la restriccidn si los vectores gradientes Vgi(z*), Vg2 (z*), ..., Vgn(z*) son lineal-

mente independientes.

Teorema 1.5.1 Sea x* un punto extremo local de f sujeto a las restricciones g(z) = 0.
Supongomos, ademds que x* es un punto reqular de estas restricciones. Entonces, existe un

A€ R™ tal que
Vi) + ATVg(z*) =0
Demostracién (ver [20, pdg. 305])
Observamos que las condiciones necesarias de primer orden
Vi(z*) +ATVg(z*) =0

junto con las restricciones

*
g(z*) =0
proporcionan un total de 7+ m ecuaciones (en general, no lineales) en las n +m variables

que comprenden (z*. A). Asi, las condiciones nccesarias son un conjunto completo, pues, al
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menos localmente, determinan una solucién tnica. Introducimos el lagrangiano asociado al

problema con restricciones, definido como

M) = fz)+ATg(x)
Entonces. las condiciones necesarias se pueden expresar de las formas
Vil*(z,A\) =0

Val*(z,A) =0

la segunda no es més que un nuevo planteamiento de las restricciones.
Ejemplo 1.5.1 Consideremos el problema

minimizar 1o + ToTz + T1T3

sujetoa 1+ T2+ x3=3

Identificamos a f(z) y g(x) como

flz)=z1z0+ 20923+ 7123 ¥ 9g(x) =21 +Z2 + 23— 3

Luego, como tenemos solo una restriccion, el lagrangiano asociado al problema seria

(2. )) = f(z) + Ag(a)
¥(z,A\) = 2122 + 223 + 123 + A(z1 + T2 + 23 — 3)
De las condiciones necesarias tendriamos
Vael*(z,\) = (z2 + 23+ A\, 21 + 33+ A, 21 +22 + A) = (0,0,0)

V,\l*(z,/\)=$1+x2+$3—3=0

Se formaria un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, asi

To+z3+A=0

T +x3+A=0

T+ x2-+A=0
T1+x2+23—3=0

Resolviendo las ecuaciones, obtenemos la solucion

x1=x2=x3=1, A=-2
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Capitulo 2

Teoria de Cadenas de Markov

Tomando como referencia a Hoel ([13]), Karlin ([16]) y Rincén ([27]) vamos a analizar a
las cadenas de Markov desde el punto de vista probabilistico. Empezaremos dando algunos
ejeniplos de procesos estocdsticos, siendo las cadenas de Markov un caso particular de estos.
Definiremos lo que es una cadena de Markov junto con la propiedad lmportante de esta
conocida como propiedad de Markov, luego daremos otras propiedades que se derivan de la
matriz de probabilidades de transicién que es una matriz que contiene las probabilidades de
ir de pn estado a otro. Con la clasificacién de los estados de una cadena de Markov podremos

analizar el comportamiento limite del sistema.

2.1. Conceptos basicos

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y T' un conjunto no vacio, finito o numerable.
Consideremos una sucesién de variables aleatorias X, : & — T'. Esto es, para cadan € N
y w € Q, tenemos que X,(w) es un elemento del conjunto 7. Es usual decir que “el proceso
se encuentra en el estado ¢ al tiempo n” cuando X,(w) = 4. El conjunto T' es el espacio de

estados del proceso y en la mayorfa de situaciones se trabajard con T' = {0, 1, 2,...}.

Definicién 2.1.1 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y T un conjunto no vacio. Un
proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias, X, : @ — T indezadas por

algiin conjunto T'. En general

{0,%£1,£2,...} proceso estocdstico a tiempo discreto

R o R proceso estocdstico a tiempo continuo

El conjunto T’ es el espacio de estados. Si T es numerable se dice que el proceso tiene espacio

de estados discreto mientras que si T es continuo se dice que tiene espacio de estados continuo.
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Vamos a ver ahora un proceso estocdstico muy conocido e importante, y que, como se

verd més adelante, es también una cadena de Markov.

2.2, Caminata aleatoria simple

Se le puede considerar como un modelo de juego repetido. Supongamos que se empieza
un juego con a soles y se hace sucesivas apuestas de 1 sol. En cada apuesta se tiene una
probabilidad p de ganar 1 sol y una probabilidad 1 — p de perder 1 sol. Si X, es la cantidad
de dinero que se tiene en el tiempo n (a la que nos referiremos como la fortuna a tiempo n),
entonces Xp = a; luego, X; puede ser a + 1 0 @ — 1 segin gane o pierda la primera apuesta;
X7 puede ser a + 2, si ha ganado las dos apuestas, a, si ha ganado una'y ha perdido la otra

0a—2, siha perdido las dos apuestas. Continuando este procedimiento, se obtendré una se-
cuencia completa Xo, X1, X2, ... de valores aleatorios que corresponden a su fortuna a tiempo
0,1,2,...

El proceso estocéstico anterior {Xp,}nen se denomina caminata aleatoria simple. También
se puede definir este modelo partiendo de {Z;} variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con P(Z; =1)=py P(Z; = -1) =1 — p, siendo 0 < p < 1. Para el caso
anterior Z; = 1 si gana la ¢-ésima apuesta mientras que Z; = —1 si pierde la i-ésima apuesta.

Seguidamente cstablecemos Xy = a y para n > 1 hacemos

Xn=a+2+22+...+ 2,

Ejemplo 2.2.1 Consideremos el paseo aleatorio simple con a =8 yp = 1/3, de forma que se
inicia el juego con 8 soles y se tiene una probabilidad de ganar igual a 1/3 en cada apuesta.

La probabilidad de tener 9 soles tras la primera apuesta seria

P(X1=9)=P@8+2,=9)=P(Z:1=1)=1/3

Asimismo, la probabilidad de que se tenga 7 soles después de la primera apuesta es
P(X,=T7)=P@8+ 21 =7)=P(Z1=-1) =2/3

‘Por otra parte, la probabilidad de que se tenga 10 soles tras las dos primeras apuestas seria

PXo=17=P8+21+23=10)=P(Z1+ 23 =2)=P(Z1 = Z, =1) = (1/3)(1/3) = 1/9
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Ejemplo 2.2.2 Consideremos ahora el paseo aleatorio simple con a = 8yp = 1/3. La pro-

babilidad que se tenga 7 soles tras las tres primeras apuestas seria

P(Xs3=T7)=P8+ 214+ 22+ 23=T7)=P(Zy+ Zo + Z3 = —1)
Ahora, tenemos tres formas diferentes de que Z) + Zo + Z3 = —1, que pudieran ser
e Z\=1yZo=2y=-1
e Ih=1yZy=253=-1
o Zy3=1yZ =2y=—1

Cada una de las posibilidades anteriores tiene una probabilided igual a (1/3)(2/3)(2/3).

Por tanto

P(Xs = 7) = (1/3)(2/3)(2/3) + (1/3)(2/3)(2/3) + (1/3)(2/3)(2/3) = 4/9

Si el numero de apucstas es mucho mayor a que tres, esta forma de calcular las probabi-
lidades resulta cada vez menos adecuada y requerimos de un procedimiento més sistemético

como el que veremos a continuacién.

2.2.1. La distribucién de la fortuna
Primero determinaremos la distribucién de X, es decir, la probabilidad de que la fortuna

X, tras n apuestas, tome diferentes valores.

Teorema 2.2.1 Sea {Xn}nen una caminata aleatoria simple. Si k es un entero tal que —n <

k<n yn+k es un nimero par, entonces

PO =)= (2 )pororgosr
2

Para los demds valores de k tenemos P(X, = a+k) = 0. Ademds, E(X,) = a+n(2p—1).
Demostracién (ver [8, pag. 705])

Corolario 2.2.1 Sea {Xp}nen una caminata aleatoria simple. Si p = 1/2, E(X,) = a para
todon > 0. Sip<1/2, E(X,) <aparatodon>1. Sip>1/2, BE(X,) > a paratodon>1.
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Demostracién
Sea ng € N fijo. Del teorema 2.2.1 sabemos que

E(Xn) =a+n(2p-1)

. . 1
Primero, si p = ok entonces

1
Ahora, si p < 5 entonces

a+n2p—1)<a

E(X,)<a

e . 1
Por ultimo, si p > 3 entornces

O

Podemos intepretar el corolario anterior de la siguiente manera: Si p = 1/2, el juego es
equilibrado, es decir, el jugador y su oponente tienen la misma posibilidad de ganar. Por otra
parte, si p < 1/2, el juego es subequilibrado, es decir, las posibilidades de que el oponente gane
son mayores que las que gane el jugador. Por wltimo, si p > 1/2, el juego es sobreequilibrado,

es decir, el jugador tendrd més posibilidades de ganar que su oponente.

2.2.2. El problema de la ruina del jugador

Vamos a considerar ahora la evolucion en el tiempo del proceso, es decir, considerar dife-

rentes valores de n a la vez.

Sca { X, }nen una caminata alcatoria como cl caso anterior, con un capital inicial a y algin
valor p de la probabilidad de ganar la cada apuesta, y supongamos que a es un entero posi-

tivo. Ademds, sea ¢ > a otro valor entero. La pregunta sobre este problema es: Si un jugador
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apuesta repetidamente 1 sol, jcudl es la probabilidad de que disponga de una fortuna de ¢
soles antes de perder todo su dinero, es decir, antes de que su fortuna sea 0 soles? O en forma

equivalente, jalcanzard la caminata aleatoria el valor ¢ antes de llegar al valor 07
Formalmente, sean

7o = min{n > 0: X,, = 0}

7. =min{n > 0: X, =c}

los ticmpos cn que se llega por primera vez a 0 y ¢, respectivamente, es decir, 7o es el
tiempo cn que sc llega por primera vez a un capital 0 mientras que 7. es la primera vez que

la fortuna del jugador llega a ser c.

La pregunta de la ruina del jugador es, jcudl es la probabilidad de alcanzar ¢ antes de

alcanzar 07, es decir

P(Tc < T9)

Puesto que no existe un limite respecto & la duracién del juego, no es ficil responder a la

pregunta anterior, pero podemos solucionarlo de la siguiente forma.

Teorema 2.2.2 Sea {Xp}nen una caminata aleatoria simple como en el caso anterior, con
un capital inicial a y algin valor p de la probabilidad de ganar cada apuesta. Supongamos que

0 < a < e¢. La probabilidad P(7. < 19) de alcanzar ¢ antes que 0 se define como

Demostracién (ver [8, pdg. 705-708])

También podemos utilizar el problema de la ruina del jugador para calcular P(7p < 00),
la probabilidad de que la caminata alcance siempre 0 o, equivalentemente, de que el jugador

siempre pierda toda su dinero, de la siguiente forma:

Teorema 2.2.3 Sea {Xp}nen una caminata aleatoria simple, con un capital inicial ¢ > 0
y una probabilidad p de ganar cada apuesta. La probabilidad P(1o < 00) de que la caminata

aleatoria alcance siempre el valor 0 se define como
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Demostracién (ver [8, pag. 708])

2.3. Cadenas de Markov

Definicién 2.3.1 Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y T un conjunto no vacio, finito o
numerable. Un proceso estocdstico o sucesidn de variables aleatorias { X, : @ — T, n € N} (o
simplemente { Xn}nen) se llama cadena de Markov con espacios de estados T si satisface la
condicion de Markou, es decir, si para todo n > 0 y toda sucesion 49,41, ..,9n—1,n,tn+1 €T

se cumple que
P(Xn—i-l = in.+1|Xn = in. Xn—l =ip-1,.-.. 7XO = io) = P(Xn+1 = in+1|Xn = 'én)

Ahora vamos a demostrar algunas propiedades para las cadenas de Markov.

Propiedad 2.3.1 Si {X,}nen es una cadena de Markov, entonces se cumple que

P(Xn. =tin, Xn-1 =fn-1,- - 7X0 = 'iO) = P(Xn = iann—l = i'n.—l)'- . -'P(Xl = illXO = iO)'P(XO = 7:0)
Demostraciéon

Por induccidn, probemos para n = 1. Por definicién de probabilidad condicional

P(X1 =11, Xp =io) = P(X1 =i1|X0 =i0)-P(X0 =i0)

Supongamos que se cumple para m, probemos para m + 1. Nuestra hipdtesis inductiva

serfa

P(Xm = 7;m,)(m—l = im—la .. -;XO = iO) =
P(Xm = imIXm—l = im—l) et P(Xl = '1:1|X0 = ?:0) . P(Xo = ’io)

Luego, para m + 1, por definicién de probabilidad condicional
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P(Xm+1 = im+1,Xm = im,---=X0 = iO) =

P(Xm-l-l = im+1le = im: Xm—l = im—la BERE Xo = 'iO) : P(Xm = 7:mme—l = im——l, I :XO = iO)

Por ser una cadena de Markov

P(Xm-}-l :'im+17Xm ='L.m7-'--,XO =i0) =

P(X'm.+1 = im—i-lle = im) : P(Xm = im:Xm—l = im—ly cee 7X0 = 7:0)

Ahora. de la hipétesis inductiva

P(X'm-i-l = Z'm—f-laXm = im, oo -.XO = 7:0) =

P(Xm.+l = 7:m+l|X'm. - im) ) P(Xm = 7:mIXm—1 = im—l) T 'P(Xl = 7:1|X0 = iO) : P(XO = 7;0)

Por lo tanto, para todo n € N se cumple que

g

Ejemplo 2.3.1 Como lo indicamos anteriormente, vamos a probar que la caminata aleatoria

simple {Xn}nen €s una cadena de Markov. Para ello probaremos el caso general.

Sean Z, 7, ..., Z, variables aleatorias independientes con densidad comin P(Z, =1) =
¢; y espacio de estados T = {0,41.£2....}. Sea X una variable aleatoria independiente de
las variables Zy. Zs, . . .. Zn. Consideremos también

Xn=Xo+21+...+2Z,, neN

Con estas definiciones { Xp }nen viene a ser una caminata aleatoria.

Probaremos que {Xp}nen es una cadena de Markov con probabilidades de transicion pi; =

cj—i coni,j€T.
Como Xny1 = Xp + Zng1 y por la independencia de {Xg}i_o ¥ Znt1 tenemos que

P(Xns1 = j|Xo =0, ... Xn =19) = P(Zns1 = — Xn|Xo =0, ... Xn =1
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P(Xpy1 = j1Xo =dg. ... Xp =14) = P(Zns1 = j — i|Xo = dg. ..., Xn = 1)

P(Zpy1 =3 —i) - P(Xo =g, ..., Xn = 1)

P(Xns1 = jlXo =to,..., Xn =1) = P(Xo=1i0,.-., Xn =)
=10y An =

P(-Xn+1 =J|XO=Z0’X‘n:l):P(Zn-i'l:-?_z):cJ—i

P(Xny1 =j|Xo =10,...,Xn =1) = P(Xp41 = j|Xpn = 1)

Por lo tanto

pij =¢Cj—i, LJET

Sin pérdida de gencralidad tomaremos como espacio de estados de una cadena de Markov
al conjunto discreto {0,1,2,...} o cualquier subconjunto finito que conste de los primeros
elementos de este conjunto. Cuando el espacio de estados de una cadena de Markov es un

conjunto finito se dice que es una cadena finita.

A la probabilidad P(Xn41 = j|Xn = 4) la denotaremos por p;(n + 1) y representard la
probabilidad de transicién del estado 7 en el tiempo n, al estado 7 en el tiempo n + 1. Hs-
tas probabilidades se conocen como las probabilidades de transicion en un paso. Cuando los
nimeros pi;(n + 1) no dependen de n se dice que la cadena es estacionaria u homogénea en
el tiempo. Por simplicidad, en este trabajo, se asumird tal situacién de modo que las proba-
bilidades de transicién en un paso se escriben simplemente como p;;. Variando los indices % y
J, por ejemplo sobre el conjunto de estados 0,1,2, ..., se obtiene la matriz de probabilidades

de transicion siguiente:

01 2 3
[ Poo Po1 Poz Po3 - - -
Pio P11 P12 P13 - - -
D20 P21 P22 P23 -

w N = O

D30 P31 P32 P33 - .-

La entrada (3, ) de esta matriz es la probabilidad de transicién p;j, es decir, la probabilidad

de pasar del estado ¢ al estado 7 en una unidad de tiempo.
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Proposicién 2.3.1 [27] La matriz de probabilidades de transicién P = (p;;) cumple las si-

gutentes propiedades:

a. pj; 2 0, paratodot,j €T

b. Zpij =1, €T
JET

Demostracién

a. Es evidente por el hecho de que los p;; son probabilidades.

b. Para cualquier estado 7 y cualquier entero n > 0 se tiene que

> b= P(Xnp1 = jlXn =1)

JjET JjeT

Y opii =P | J{Xnr1 =5HXn =i

JET JET

Zpij = P(Xn41 € {0,1,...}|X = 1)
JjeT

> pij = P(Xp41€{0,1,...})
JET

sz‘j =1

jET

Esto ultimo significa que a partir de cualquier estado ¢ con probabilidad 1 la cadena pasa
necesariamente a algin elemento del espacio de estados al siguiente momento. Toda matriz
cuadrada que cumpla estas dos condiciones anteriores de dice que es una matriz estocdstica.

Si ademas la matriz cumple la condicién E pi; = 1, es decir, cuando la suma de columnas
ieT
también es 1, entonces se dice que es doblemente estocdstica.
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Ejemplo 2.3.2 Sea T = {1.2,3} formado por tres elementos, y las probabilidades de transi-
cion definidas por pu = 0. pro = 1/2. p13 = 1/2, pa1 = 1/3, paa = 1/3, pa3 = 1/3, p31 = 1/4,
P32 = 1/4 y p33 = 1/2. Esto significa que, si la cadena estd en la situacidn 3, entonces tiene
una probabilidad igual a 1/4 de desplazarse al estado 1 en el siguiente desplazamiento, una
probabilidad de 1/4 de desplazarse al estado 2 en el siguiente desplazamiento y probabilidad
de 1/2 de continuar en el estado 3 en el siguiente movimiento. Esta cadena de Markov se
desplaza sobre los tres puntos {1,2,3} de forma aleatoria. Si se inicia en el punto 1, puede
desplazarse al punto 2 0 3 con probabilidad 1/2 para cada uno de ellos. Si se desplaza a 3, en
el siguiente movimiento puede desplazarse a 1 o 2, con probabilidad 1/4 para cada uno o a 3

con probabilidad igual a 1/2. Y siempre continuard realizando tales desplazamientos aleatorios.

Podemos expresar las probabilidades de transicidn p;; en forma matricial, como

0 1/2 1/2
(mi)=11/3 1/3 1/3
1/4 1/4 1/2

La matriz (p;;) es un ejemplo de matriz estocdstica, siendo esta una representacion con-

veniente.

También es necesario establecer el lugar en que empieza la cadena de Markov. Estable-
cemos sencillamente que Xy = ¢ para algin estado determinado ¢ € T. De forma general,
podriamos tener una distribucién inicial {mo(¢) : i € T} donde mp(2) = P(Xo = i). En este

caso necesitamos que mp(i) > 0 para todoi € T, y

Zﬂo(i) =1

€T
En resumen, T es el espacio de estados de todos los lugares a los que el objeto puede
desplazarse, mo(¢) representa la probabilidad de que el objeto parta del punto 7, y py la
probabilidad de que. si ¢l objeto estd en el punto i, se desplace al punto j en el siguiente

movimicnto. En términos de la sccucncia de valores aleatorios Xo, X1, X9, .. ., tenemos que

P(Xn+1 = JIXn = Z) = Dij
para cualquier entero positivo n y cualquier 7,7 € T. Es necesario también que esta
probabilidad de desplazamiento no dependa de la historia previa de la cadena. Es decir,
€s necesario que
P(Xny1=J|Xn =% Xn-1 =%n-1,..., X0 =%0) = pij
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para todo n y todo €, ,%0,...,%n-1 € T.
La distribucién conjunta de las variables aleatorias Xp, X;. ..., X, puede ser expresada en
términos de las probabilidades de transicion p;; y la distribucién inicial 7o como lo muestra

la siguiente proposicién:

Proposicion 2.3.2 Sea {Xy}nen una cadena de Markov con i9,%1,...,in € T y P(Xo =

i0) = mo(4o), entonces

P(Xo =i, X1 =141,..., Xn = in) = 70(80)Pigis -+ + " Pin_nin_1Pin_1in (2.1)
Demostracién
Usando induccién. Para n =1
P(Xo =19, X, =11) = P(Xo =1ip) - P(X1 = 41| X0 = 1p)
P(Xo = d0. Xy = 11) = m0(40)Pipi,
Supongamos que se cumple para m
P(Xo =1g,...,.Xm = ’Lm) = Wo(io)pioil S Dig1im

Probaremos que se cumple para m + 1. Usando la definicién de probabilidad condicional

P(Xo =1d0. ., Xma1 = tma1) = P(Xo =150, .-, Xm = im) P(Xms1 = tms1]X0 = G0s - - ., Xrm = )

Aplicando la propiedad de Markov en la expresion anterior, tenemos que

P(Xo =10,.... Xm+1 = tmy1) = P(Xo = %0, .., Xm = Im)Dimimsr

Pero por la hipdtesis inductiva, obtenemos

P(Xo =0, X1 =11,..., Xm+1 = tma1) = T0(00)Pigi1 * - - - * Pim—1im Pimims1

Por lo tanto, para todo n € N

P(XO = 7:03 -Xl = i17 e 7X‘71‘ = ,LTI) = //To(io)p'i()":l el pin-—Zin—lpin—lin
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Corolario 2.3.1 Sean €N yig,i1,...,in € T. Entonces

P(Xl = 'i] ..... Xn = ’in[Xo = io) = Pigiy " -+ Pip_1in

Demostracion

De la definicién de probabilidad condicional, tenemos que

P(Xo =10, X1 =11,..., X5 =1n)
P(Xo =1p)

P(X) =141,...,Xn =1 Xo=1) =

Notemos que el numerador de la expresién anterior es la distribucién conjunta.

Por lo tanto, de la proposicién 2.3.2, tenemos que

To{20)Pigiy * - - - * Pin_oi )
P(X1 —ip,.. ,Xn. _ in,IXO _ Z'o) _ 0( 0)p1011 P7n—21n—1p1n—11n
mo(%0)
P(Xl =11,... rX'n, = i'anO = 70) = DPigiy "+ -+ " Pin_2in_1Pin_1in

2.4. Calculos con cadenas de Markov

Teorema 2.4.1 [8] Considere una cadena de Markov {Xn}nen con espacio de estados T,

probabilidades de transicidn p;; y distribucidn inicial mo(i). Entonces para todo i € T

P(Xy=1) =) mo(k)psi

keT

Demostracion
De la ley de probabilidad total

P(Xy=1i)=> P(Xo=k X, =1)
keT
Pero

P(Xo =k, X, =1) = P(Xo = k) - P(X) = i|Xo = k)
P(Xo =k, X1 = 1) = mo(k)prs

Reemplazando (2.3) en (2.2)
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P(Xy =) =) mo(k)pks

keT
(]
Ejemplo 2.4.1 Sea T = {1,2,3} y
1/4 1/4 1/2
)= | 13 13 173
0,01 0,01 0,98

Supongamos que P(Xo=1) =1/7, P(Xo =2) =2/7 y P(Xo = 3) = 4/7. Entonces

P(X1=3) = Y mo(k)pss = (1/7)(1/2) + (2/7)(1/3) + (4/7)(0,98) ~ 0,73
keT

Es decir, aprozimadamente el 73% de las veces esta cadena se situard en el estado 3

después de una etapa.

Expresemos ahora

Fi(A) = P(A|Xo =)

como la probabilidad del suceso A, suponiendo que la cadena se inicia en el estado 4, es
decir, suponiendo que mp(%) = 1 y mo(j) = 0 para j # i. P;(Xo = j) es la probabilidad de que,

si la cadena parte del estado ¢ y realiza n etapas, finalizard en el estado j.

Para n = 0 tenemos que Xo = 4. Por tanto F;(Xo = j) = 1 si ¢ = j, mientras que
P;(Xo=j) =0si4# j. Paran =1, vemos que P;(X1 = §) = p;;. Es decir, la probabilidad de
que estemos en el estado j después de una etapa viene dada por la probabilidad de transicién

Dij-

Teorema 2.4.2 [8] Sea {Xn}nen una cadena de Markov. Entonces

Pi(X1=k. X3 = 7) = pikprj
Demostracion
Partiendo de ¢, la probabilidad de desplazarse en primer lugar a %k es p;r. Como en la

primera etapa nos hemos desplazado a &, la probabilidad de desplazarnos a j serfa pg;.

Por tanto
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Pi(X) =k Xy =37) = P(X1 =k, X3 = j|Xo = 9)
Pi(X) = k. Xy =j) = P(X| = k|Xo=1)- P(Xa = j| X, = k. Xo = 1)

Pi(X) = k. X3 = J) = pirpiy

Del teorema 2.4.2 deducimos el siguiente teorema:

Teorema 2.4.3 [8] Sea {Xn}nen una cadena de Markov. Entonces

Pi(Xy =j) = P{X1 ="k Xy =j)
keT

Demostracion

De la lcy de probabilidad total

Pi(Xa=j) =) Pi(X) =k Xy =7)
keT
Usando ¢l tcorema 2.4.2

Pi(X2 =3) = pikpsj
keT

Ejemplo 2.4.2 Consideremos la siguiente cadena con T = {1, 2, 3}

0 1/2 1/2
(pij)=11/3 1/3 1/3
1/4 1/4 1/2
Luego

Pi(Xy=3)=) pubw
keT

= p11P13 + p12D2s + P13P33

= (0)(1/2) + (1/2)(1/3) + (1/2)(1/2) =1/6 + 1/4 = 5/12
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Definicién 2.4.1 Dada una cadena de Markov {Xp}nen y probabilidades de transicidn en

un paso pij, se define la probabilidad de transicidon de orden n (n € N) p@‘)

i como la

probabilidad de que el proceso vaya del estado ¢ al estado j en n pasos

p57)=P(Xm+n=lem:i>s Vi,jET Y meN

pu - . .
0, t#7

Es decir, después de realizar cero pasos, la cadena no puede estar en otro estado més

) . Ny 0 . i
que en el origen. La funcién representada por pgj) es la conocida funcién delta de Kronecker.

Cuando el espacio de estados T es finito, entonces se denotard P(®) = (pg‘) ) como la matriz

de probabilidades de transicién en n pasos.

Teorema 2.4.4 [16] Las probabilidades de transicidn de orden n satisfacen que

1)
o =3 puply

keT

Demostracion

P = P(Xy = j1Xo = 1)

P =" P(Xy =4, X1 = KXo =1)
keT

m_ 3 P(Xn=3,X1 =k Xo=1) P(X1=k Xo=1)

Py = — : —
K keT P(AO = Z) P(Xl = /‘,,XO = ’l)
) = 3 P(Xy = k|Xo =1) - P(Xn = j| X1 = k, Xo = i)

keT

1
o =S puply
keT
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Teorema 2.4.5 [18] Para cualesquiera m,n € N y para cualesquiera estados i, € T se

cumple que

+
n m) szk pk]
keT

Demostracién

Tenemos que

P = P(X g = 41 X0 = 4)

i

p(p—km) _ P(Xn+m = jy XO = 7/)
Y P(Xo = ’L)

+ 1 ' :
pq(;l ™) =P <Xn+m =1 U{Xn = k}’XO - Z) ' m
keT

P(Xn+m =.7a-Xn = k;aXO =?')

(n+m)
=) g
keT P(Xo =1)
p(77+m) Z P(X17+m = ]l/‘{ =k.Xo= ’l) P(Xn =k Xo= 7,)
> POy =9

P ™ = 3" P(Xngm = 31 Xn = k) - P(Xn = k| Xo = 1)
keT

(n+m)
Pij szk pl»J
keT

O

El resultado anterior se conoce como ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Como una con-

secuencia importante de la ecuacién anterior se tiene el siguicnte resultado:

Lema 2.4.1 La probabilidad de transicidn en n pasos, P(M) = (pg")), estd dada por la entrada

(i.7) de la n-ésima potencia de la matriz P, es decir

P(n) = pn
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Demostracién

Por induccién matemadtica, para n = 2

PO = (p)

Donde

pu Zplkpk‘}i ZJET
keT

Por definicién de producto matricial

= (Z pikij)
keT

P2 = ()

pP?=p@

Supongamos ahora que se cumple para 1 — 1

P(n—l) - (pg']r_t—l)) — pn-1

Donde

(n—2)
pu Zp‘ kPrj

keT
Probaremos que es véalido para n, es decir,
(n) _ ¢, (n) n
P = (p3)=P

Usando el teorema 2.4.4 tenemos que

j : 1
p1] pl]»p(n )
keT

Luego

P = PPt = PPOY = (py) (V) = <szkp(n

keT

1>(

P

)=

pn)



O

Este resultado establece que el problema de calcular las probabilidades de transicién en n
pasos se transforma en obtener la n-8sima potencia de la matriz de probabilidades de transicién

en un paso, es decir

n
P(()g) P(()q) Poo por -

PE’S) P§’I’ =1 po pu

El lema 2.4.1 también se puede enunciar en forma equivalente como

Fi(Xn=j)= Z Piiy PiyiaPizis - -+ Pin_2in_1Din_1j
01,4200 ,in_1€T

Esto cs por cl hecho de que, si representamos por P a la matriz (pi;), por v el vector
fila (mo(7)) = (P(Xo = 1)) y por v el vector fila (P(X; = 1)), la relacién puede expresarse
como el producto matricial v; = vyP. Es decir, el vector fila de probabilidades para la cadena
después de una etapa v; es igual al vector fila de probabilidades para la cadena después de
cero etapas vo multiplicado por la matriz P de probabilidades de transicién. Si representamos
por v, el vector fila (P(X,, = 7)), por induccién vemos que vp+1 = v, P para cada n, y por
tanto, v, = voP™. De aquf se seguird entonces que P;(X, = j) es igual al elemento (7, 7) de la

matriz P™.

Ejemplo 2.4.3 Consideremos nuevamente la cadena del ejemplo 2.3.2 con T = {1, 2, 3}.
Luego

P(X3=2)=) > pupups

keT leT

= P11P11P13 + P11P12P23 + P11P13P33+
P12D021P13 + D12P22P23 -+ P12P23P33+
P13p31P13 + P13P32P23 + P13P33P33
= (0)(0)(1/2) + (0)(1/2)(1/3) + (0)(1/2)(1/2)+

(1/2)(1/3)(1/2) + (1/2)(1/3)(1/3) + (1/2)(1/4)(1/2)+
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(1/2)(1/4)(1/2) + (1/2)(1/4)(1/3) + (1/2)(1/2)(1/2) = 31/72 ~ 0,43

Es decir, aprozimadamente el 43% de las veces esta cadena se situard en el estado 2

después de tres etapas dado que el movimiento de la cadena se inicia en el estado 1.

2.5. Clasificacidon de estados de una cadena de Markov

A continuacién daremos definiciones bésicas importantes para el estudio de una cadena
de Markov como por ejemplo: comunicacién, periodo, primeras visitas, recurrencia, transito-

riedad, ticmpo medio de recurrencia, nimero de visitas y la distribucién limite de dicha cadena.

2.5.1. Comunicacion

Definicién 2.5.1 Sea {X,}nen una cadena de Markov con espacio de estados T y probabili-

dades de transicidn pij, 1,7, € T.

i. Se dice que el estado j es accesible desde el estado © si existe un entero n > 0 tal que

pg}) > 0, lo cual denotaremos como i — j.

ii. Se dice ademds que los estados ¢ y j son comunicantes si se cumple que 1 — j y

j — 1, lo cual denotaremos como 1 +— j.

Siempre se cumple que ¢ «+—— %, pues por definicién pgi) = 1. También se puede verificar que

la. comunicacién es una relacion de equivalencia, es decir, cumple las siguientes propiedades:
a. Es reflexiva: @ +— 1.
b. Es simétrica: si ¢ «— j, entonces j «— 1.
c. Es transitiva: si 4 «— j y j «— k, entonces ¢ +— k.

En consecuencia, la comunicacién induce una particién del espacio de estados de una ca-
dena de Markov dada por los subconjuntos de estados comunicantes, es decir, dos estados
pertenecen al mismo elemento de la particién si y solo si, tales estados se comunican. De este
modo el espacio de estados de una cadena de Markov se subdivide en clases de comunicacién.
A la clase de comunicacién de un cstado ¢ se le denotard por C(7). Por lo tanto, ¢ ¢+— jsiy

solo si, C(i) = C(J).
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Ejemplo 2.5.1 La cadena de Markov con espacio de estados T = {0,1,2,3} y matriz de
probabilidades de transicion que se muestra en la figura 2.1 tiene tres clases de comunicacidn
que son C(0) = {0}, C(1) = {1,2} y C(3) = {3}. Es evidente que el estado 0 se comunica
consigo mismo pues existe una flecha que parte de tal estado y llega a €l mismo. Visualmente
tampoco hay duda de que la segunda coleccion de estados es una clase de comunicacidn. Para
la clase C(3) no eziste una conexidn fisica del estado 3 consigo mismo, sin embargo, por
definicidn p:(,,%) =1, y ello hace que esta clase de Unicamente un estado sea de comunicacidn.

Observe que estas clases de comunicacion conforman unae particidn del espacio de estados.

1 0 0 0
(o1) — 1/2 0 1/2 0
PA=0 0 12 172 0
12 0 1/2 0

C(0) — (1)

Figura 2.1: Clases de comunicacién para el ejemplo 2.5.1

Definicién 2.5.2 El estado i de una cadena de Markov se llamard absorbente si pgil) =1.

Por ejemplo, el estado 0 de la cadena de la figura 2.1 es absorbente.
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Definicién 2.5.3 Se dice que una cadena de Markov es irreducible si todos los estados se

comunican entre si.

Dicho de¢ otra manera, una cadena de Markov es irreducible si existe solo una clase de
comunicacioén, es decir, si la particién generada por la relacién de comunicacién es trivial. Por
ejemplo, la cadena de la caminata aleatoria es una cadena irreducible pues todos los estados

se comunican entre si.

2.5.2. Periodo

El periodo es un niimero entero no negativo que se calcula para cada estado de una ca-
dena. Se dard interpretacién de este nimero més adelante y aparecerd también dentro de los

enunciados generales sobre el comportamiento limite de cadenas de Markov.

Definicién 2.5.4 FEl periodo de un estado ¢ es un niumero entero no negativo denotado por

d(i), y definido como sigue

d(i) = MCD{n >1:p" > 0}

Cuando pff Y= 0 para todo n > 1, se define d(¢) = 0. En particular, se dice que un estado

i es aperiddico si d() = 1. Cuando d(i) = k > 2 se dice que 7 es periddico de periodo k.

Proposicién 2.5.1 [27] Sea {Xp}nen una cadena de Markov con espacio de estados T y
matriz de probabilidades de transicién P. Sii,7 € T son comunicantes (i +— j), entonces

tienen el mismo periodo (d(i) = d(j)).

Demostracion
Claramente el resultado es vélido para ¢ = j. Suponga entonces que 7 y j son distintos.
Como los estados 7 y j estdn en la misma clase de comunicacién, existen enteros n > 1 y
m > 1 tales que
pg-l) >0 y pgrin) >0
(s)

Sea s > 1 un entero cualquiera tal que p;;” > 0. Tal entero existe pues

pgin-km) > pgy{l)pgzn) >0

Esto quiere decir que d(%)|s. Ademds
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(m), (s), (n)

n-+m-+s
(nm+s) Pji Py Py >0

JJ
Anélogamcntc
+m+2 2
py(_?+1n+ s) > pj(;n)p& s)pg_z) >0
Por lo tanto d(j)|(n + m + s) y d(j)|(n + m + 2s). Entonces d(j) divide a la diferencia
(n+m+2s)— (n+m+s) = s. Por lo tanto, todo entero s > 1 tal que p(-s)

(23

> 0 cumple d(j)]s.

Pero d(¢) divide a s de manera méxima, por lo tanto

d(é) = d(j)

De manera andloga, escribiendo ¢ por j, y j por 4, se obtiene

d(7) = d(3)

Se concluye entonces que

a

De lo anterior, vemos que el periodo es una propiedad de clase, es decir, si una cadena de
Markov es irreducible, todos sus estados tiene el mismo periodo.

Para probar la siguiente proposicién, vamos a utilizar el siguiente lema:

Lema 2.5.1 Sean n,...,ny enteros positivos y sea d = MCD{n;,...,ng}. Entonces eziste
un entero positivo M tal que para cada m > M existen enteros no negativos ci,...,cx tales

que md = ciny + ... + cxng.

Demostracién (ver [16. pag. 77])

Proposicién 2.5.2 [27] Si el estado i tiene periodo d(i), entonces existe un entero N depen-
(nd(3))
> 0.

diendo de i tal que para todos los enteros n > N se cumple que p;;

Demostracién

Si pgn) = 0 para cada n > 1, entonces d(i) = 0 y por lo tanto la afirmacién es vélida

0 . . . . C .
pues pfi) = 1, sin embargo la interpretacién de recurrencia periddica no se aplica en este caso.

Suponga entonces que ny,....ng son enteros tales que
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pi™ > 0. pT) > 0
Scad =MCD{n,..... ny} > d(i). Como d(%) es divisor de cada entero ny, ..., nk, se tiene

que d(7)|d, y por lo tanto existe un entero g tal que qd(7) = d. Haciendo uso del lema 2.5.1,

entonces tenemos que existe un entero no negativo M tal que para cada m > M

md=ciny+ ...+ cxng

para algunos enteros ci, ..., ct, ¥y por lo tanto
d 17+ e '
pE:n ) _ pg—l'nl cxTk) > pgzlm) . _pgicknk) >0

Por lo tanto, para cada m > M

p(fnd) _ p(’iqu(i)) > 0

13 3

Definimos N = Mgq. Se puede entonces concluir que para todo n > N

pl(?d(‘)) >0

O

(m+nd(3))

Corolario 2.5.1 [27] Si pgn) > 0, entonces p;;

i > 0 para todo n entero positivo sufi-

cientemente grande.

Demostracién

A partir de la proposicidn 2.5.2, para n suficientemente grande, se tiene que

p§;71+nd(j)) > pggn)pﬁzfd(j)) >0

2.5.3. Primeras visitas

También estamos interesados en estudiar el primer momento en el que una cadena de
Markov visita un estado particular o un conjunto de estados. Definiremos & continuacién este
tiempo aleatorio y después demostraremos una férmula 1til que lo relaciona con las probabi-

lidades de transicién.
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Definicién 2.5.5 Sea { Xy, }nen una cadena de Markov con espacio de estados T. El tiempo

de primera visita al estado i se define como

inf{n>1:X,=1} siX,=1, para alginn > 1

00 st Xy, #£ 1, para todon >0

El siguiente resultado relaciona el primer tiempo de entrada con las probabilidades de

transicion:

Proposicién 2.5.3 [13] Sea {Xn}nen una cadena de Markov con espacio de estados T y

probabilidades de transicion p;j. Entonces se cumple que

pl(J") Z P(Rj =m|Xo = z);oj77 ™) (2.4)
m=1

conn>1yi,jeT.

Demostracién

Notemos que los eventos {R; = m, X, = j} con 1 < m < n son disjuntos y ademds
n

{Xn=7}= U {Rj =m, X, = j}. Entonces

m=1

W = 3 P(R = m, X, = jlXo = )

m=1

pU”) Z P(Rj =m|Xyp=1)  P(Xn =j|Xo =14 Rj =m)

m=1
n

pg'ljl) = ZP(RJ :mIXO :i)'P(Xn =j|XO:i,Xl ?éja---me—l #j,Xm:j)

m=1

sz Z P(R; = m|Xo = %)p,(’} ™)

m=1

O

Definicién 2.5.6 Para cadan > 1, el nimero fi(j") denota la probabilidad de que una cadena
que inicia en el estado 1, llegue al estado j por primera vez en exactamente 1 pasos, es decir
f(n) P(R; = n|Xy = 1)

Adicionalmente se define f,i(]p = 0, incluyendo el caso i = j.
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Una forma equivalente de escribir a la probabilidad de primera visita es a través de la

expresién

Y = P(Xn = §, Xno1 # oo, X1 # 1 X0 = 4)
(n)

5 cs la probabilidad de regresar por primera vez al mis-

En particular. observamos que f
mo estado 7 en el n-ésimo paso, y que fi(,il) es simplemente p;;. El siguiente resultado establece
que la probabilidad de visitar el estado j. a partir de ¢, en n pasos, puede descomponerse en
las probabilidades de los eventos disjuntos en los que se presenta la primera visita, la cual
puede efectuarse en el primer paso, o en el segundo paso, v as{ sucesivamente, hasta el ultimo

momento posible n.

De la proposicién 2.5.3 y de la definicién 2.5.6, vemos que la ecuacién (2.4) también seria

equivalente a
n

(n) _ (m), (n—m)
Py =D fiy P

m=1

2.5.4. Recurrencia y transitoriedad

A continuacién veremos que los estados de una cadena de Markov pueden ser clasificados,
en una primera instancia, en dos tipos, dependiendo de si la cadena es capaz de regresar con

certeza al estado de partida.

Antes de ello vamos a definir, en términos de las probabilidades de primera visita, la pro-

babilidad de una eventual visita al estado j, a partir del estado <.

Definicién 2.5.7 Sea {Xp}nen una cadena de Markov con espacio de estados T' y matriz
de probabilidades de transicion P. La probabilidad de que dicha cadena iniciando en i

vaya a un estado j en un tiempo positivo se define como

[o'e) o0
fi=Y 5 =3 PRy =nlXo=1), ijeT

n=1 n=1

El resultado anterior también es equivalente a
fij = P(Rj < OO]X() = Z)

Definicién 2.5.8 Sea i € T'. Se define
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Un estado i es recurrente si fy; = 1, es decir, la probabilidad de regresar a €l en un

e

tiempo finito es uno.

ii. Un estado ¢ es transitorio si fi; < 1, es decir, existe una probabilidad positiva de que

la cadena, iniciando en €l, ya no regrese nunca o dicho estado.

Antes de enunciar un criterio para determinar si un estado es recurrente o transitorio, defi-
niremos lo que cs ¢l nimero total de visitas y ¢l nimero esperado de visitas a un cierto estado.

Definicién 2.5.9 Sea una cadena de Markov {Xn}nen con espacio de estados T. Se define

i. El nimero total de visitas ol estado i como

o0
N() = ZH(X,F;')
n=1
donde

1, Xp=1

0, otro caso

ii. El ndmero esperado de visitas a j, dado el estado inicial i, como

Gij = E[N(j)|Xo =1]
Como el evento {N(j) > 1} es equivalente a {R; < oo}, entonces
P(N(j) 2 1|Xo =14) = P(R; < oo|Xp =1) = fy

Proposicién 2.5.4 (Criterio para la recurrencia) [27] El estado i es

o0

i ; l ; (n) _

1. recurrente st y solo st Py’ = o0,
n=1

oo
ii. transitorio si y solo si Zpl(f ) < 0.
n=1

Demostracién

Sea N (%) el nimero total de visitas al estado ¢, es decir
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o0
N() = ix,=i)
n=1

Entonces N(¢) tiene una distribucién geométrica pues para k > 1

o0

PN(@) 2 klXo =14) = D P(N(@) 2 k. X = 6. X1 # 6, X1 # 1] X0 = 1)

m=1

1

m=

P(Xm = i:Xm—l # iy cee >X1 ?é ZIXO = 7')
[o.0]
P(N(i) 2 k| Xo =) = > P(N() 2 k - 1|Xo = 9) "
m=1

P(N(i) 2 k| Xo=1)=P(N@E) > k—1|Xo=1)fu

P(N() 2 k

=14) = P(N() > 1|Xo = 1)(fii)F™*

P(N(i) > k|Xo = 1) = (fu)*

La esperanza de N(i), posiblemente infinita, puede calcularse de las siguientes dos formas.

Primero

oC

E(N@)[Xo=14) =Y P(N() > k|Xo =1)
n=1
B(N(i)|Xo =14) =) (fu)*
n=1
fii .
s10< i 1
BNOX =) = 41— Fa S 0STES (25)
o< si fii =1

Por otro lado, por el teorema de convergencia mondtona
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E(N(i)|Xo = 1) E]I(Xn—z [Xo = }

EMWNXw=ﬂ=§;EWmFMXh=D

E(N()|Xo = i) = ip(X" — | X0 =1)
E(N(i)|Xo =1) = zﬁm (2.6)-

Se concluye la demostracién comparando las expresiones anteriores (2.5) y (2.6).
O

Demostraremos & continuacién que la recurrencia y la transitoriedad son propiedades de
clase, es decir, si dos estados estdn en una misma clase de comunicacién, entonces ambos

estados son recurrentes o ambos son transitorios.

Proposicién 2.5.5 [27] La recurrencia es una propiedad de clase, es decir
i. Si1 es recurrente e i <— j, entonces j es recurrente.

ii. Sii es transitorio e i «— j, entonces j es transitorio.

Demostracién

(n) (m)

Como % ¢— 7, existen enteros n > 1 y m > 1 tales que i > 0. Entonces

>0y pj
(mtn+tr) S (m), (7), (n)

Dy; i iji Dy P4

De modo que, por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov

oC

Z m+n+r —pggn)pw Zp

Si 7 es recurrente, la suma del lado derecho es infinita. Se sigue entonces que la suma del
lado izquierdo también lo es, es decir, j es recurrente. La segunda afirmacién se demuestra

facilmentc por contradiccién usando cl primer resultado.
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En consecuencia, cuando una cadena es irreducible y algtn estado es recurrente, todos los
estados lo son, y se dice que la cadena es recurrente. También puede presentarse la situacién
en donde el espacio de estados conste de varias clases de comunicacién recurrentes, en tal caso
la cadena también se llama recurrente. En contraparte, una cadena es transitoria si todos los
estados lo son, ya sea conformando una sola clase de comunicacién de estados transitorios o
varias de ellas. De este modo el espacio de estados de una cadena de Markov puede descom-
ponerse en dos subconjuntos ajenos de estados, aquellos que son transitorios y aquellos que

son recurrentes.

A continuacién veremos algunos resultados de aplicar los criterios anteriores.

Proposicién 2.5.6 [27] Sea j un estado transitorio. Para cualquier estado inicial i, se cumple

que

Z (n)
n
Di;
n=1 ?

En consecuencia

Demostracién

Usando la proposicién 2.5.6

Yo =223 1w
i=1

n=1 k=1

La expresién anterior es equivalente &

Zp("’ S5 e

n=1 k=0
Usando el teorema de Fubini, podemos intercambiar las sumatorias anteriores, puesto que

estas son contables

(o]
S = 3 Ay
i=1

k=0n=k+!1

— _ () (m)
DPis f
; ; ZZ p

k=0m=1
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o0
Luego, como f;; = Z fi(;n)
m=1

Zpgﬁ = fij Zpg'j) < Zpg-j) <0
=1 k=0

k=0

x
Sl <
i=1
O

Definicion 2.5.10 Una cadena de Markov {Xp}nen es llamada una cadena de trdnsito
si todos sus estados son transitorios y una cadena recurrente si todos sus estados son

recurrentes.

Proposicién 2.5.7 [27] Toda cadena de Markov finita tiene por lo menos un estado recu-

rrente.

Demostracién

Por contradiccién, supongamos que todos los estados son transitorios. Entonces para cua-

lesquiera estados 7,7 € T', se cumple que

()
> pij) <00
n=1

Sumando sobre el conjunto finito de todos los posibles estados j se obtiene

Y <o

JET n=1
Por otro lado, usando el teorema de Fubini, podemos intercambiar las sumatorias anterio-

res, puesto que estas son contables, llegdndose a la afirmacién contraria

oo o0
HILES R
i=1

n=1j5eT
Por lo tanto es erréneo suponer que todos los estados son transitorios, debe existir por lo

Menos uno que es recurrente.

O

En consecuencia, toda cadena finita e irreducible es recurrente. Mds adelante demostra-
remos que en tal caso, con probabilidad uno, la cadena visita cada uno de sus estados una

infinidad de veces.
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Corolario 2.5.2 [18] Si una cadena de Markov es irreducible, entonces todos los estados son

recurrentes o todos son transitorios.

Demostracién

Sea j un estado recurrente. Entonces como la cadena es irreducible los estados 7 y j son

comunicantes (i «— 7). Luego por la proposicién 2.5.5, ¢ serfa un estado recurrente.

Ahora sea j un estado transitorio y supongamos que i es un estado recurrente. Como
i ¢<— 7, de la proposicién 2.5.6, tenemos que j es un estado recurrente lo cual serfa una

contradiccién. Por tanto 7 necesariamente es un estado transitorio.

O

Corolario 2.5.3 [13] Si una cadena de Markov es irreducible con un ndmero finito de estados,

entonces cada estado es recurrente.

Demostracién

De la proposicién 2.5.7 tenemos que existe al menos un estado recurrente. Entonces por

el corolario anterior todos los estados son recurrentes.

Sean ¢ y j estados de la cadena, entonces por hipdtesis todos los estados se comunican y
de la proposicién 2.5.2, existe al menos un estado recurrente. Como % se comunica con j, por
la proposicién 2.5.5, tenemos que j es recurrente. Andlogamente de realiza para cada uno de

los estados, por lo tanto cada estado es recurrente.

2.5.5. Tiempo medio de recurrencia

Hemos visto que si una cadena de Markov inicia en un estado recurrente, entonces regresa
a él una infinidad de veces con probabilidad uno. Y hemos definido el tiempo de primera visita

al estado ¢, como la variable aleatoria discreta

inf{n>1:X, =14} siX,=4 paraalginn >1
oc si X, #14, paratodon >0
Vamos a definir el tiempo medio de recurrencia como la esperanza de esta variable alea-

toria en el caso cuando el estado a visitar es recurrente.
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Definicién 2.5.11 El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente i, se define

como

(e}

m; = E[Ry|Xo =] = Y _nf}

n=1

Es importante mencionar que el tiempo medio de recurrencia a un estado puede ser infini-
to, aun cuando este sea recurrente. A partir de esto, podemos clasificar los estados recurrentes

de la siguiente manera:

Definicién 2.5.12 Se dice que un estado recurrente i es
i. recurrente positivo si m; < co.
ii. recurrente nulo si m; = oc.
Definicién 2.5.13 Una cadena de Markov {X,}nen es llamada

i. cadena recurrente positiva si cada estado es recurrente positivo.

ii. cadena recurrente nula si cada uno de los estados son recurrentes nulos.

2.5.6. Numero de visitas

Los siguientes resultados acerca de la variable aleatoria N(j) y el valor esperado Gy; per-

miten distinguir la diferencia cualitativa en el comportamiento de los estados transitorios

respecto de los recurrentes.

Proposicién 2.5.8 [13] Sean i,5 € T. Entonces se cumple que
i. P(N(j) =0|Xo=14) =1~ fi
ii. P(N(j) =2 m|Xo=1) = fi;(f5;)""
lii. P(N(j) =m|Xo=1) = fi;(f5;)™ (1 = fjy)

Demostraciéon
Para probar i utilizamos la expresién ya vista anteriormente

P(N(j) > 1|Xo = 1) = P(R; < 00|Xo =1) = fi
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Luego

P(N(7) = 01Xo =) =1-P(N(j) 2 1|Xo =) =1 - fj

Para probar ii, vamos a denotar la probabilidad de que una cadena de Markov que inicié en
un estado ¢, su primera visita al estado j sea en un tiempo m y la siguiente visita j sea en un

tiempo n més tarde, com 1 < m < n, como

P(Xl #jy"':Xm—l %jaszijm-i-l %Ja;Xm+'n:.7lX0=1)

'P(Xl #jw--:Xm—l #j:Xm :jIXO :7:)

ZP(Xl#JaXn—-l #];XILZJIXO:J)P(Xl #]77Xm—17£‘77Xm:.7|X0:Z)

= P(R; = m|Xy =1) - P(R; = n|Xp = j)

Por lo tanto

oo o

P(N(j) > 2[Xo=14)= > > P(R; =m|Xo =1) P(R; =n|Xo = )
m=1n=1

P(N(j) > 2|1Xo =1) = > P(Rj =m|Xo=14)- Y _ P(R; =n|Xo=j)
m=1 n=1

P(N(j) > 2|Xo =1) = fijfj;

Andlogamente podemos obtener qué la probabilidad de que la cadena de Markov con
estado inicial 7 visite al estado j por primera vez en un tiempo k;, la segunda visita sea en un
tiempo kg después de la primera, la tercera visita sea en un tiempo k3 después de la segunda,

y asi sucesivamente la m-ésima visita sea en un tiempo k,, después de la (m — 1)-ésima,
estd dada por
P(R; = ky|Xo = i) - P(R; = ky|Xo = 1) - ... - P(R; = k)Xo = 1)
Entonces
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oo

PIVG) > miXo = 1) = 3

x
D P(Bj = k1| Xo =1)-P(Rj = kol Xo = j)-..-P(Rj = km|Xo = )
ki=1ko=1 km=1

P(N(j) 2m|Xo=14) = Y P(Rj =ki|Xo =1%)- Y P(R; = ka|Xo = j)-.... Y P(R; = km|Xo = j)
ki1=1 ko=1 km=1

P(N(j) >m|Xo=1)= fi; fi5- - fsj

(m—1) veces

P(N(5) 2 m|Xo = 1) = fi;(fi;)™

Para probar iii, notemos que

P(N(j) =m|Xg =1) = P(N(j) > m|Xo =1) — P(N(j) = m + 1| Xo = 1)
P(N(@j) =m|Xo =14) = fi(f;;)™ "~ fi; (Fi5)™

P(N(j) =m|Xo =1) = fi;(f;;)™ (1 = f35)
O

Proposicién 2.5.9 [18] Sea una cadena de Markov {Xp}nen, con espacio de estados T y

probabilidades de transicion py;.

a. Sea j un estado transitorio. Entonces

i. P(N(j) < oo|Xo=1)=1, para todo i € T

i , para todo i €T

7
1— fjj

b. Sea j un estado recurrente. Entonces

ii. Gy =

i. P(N(j) = oo|Xg =1) = P(R; < o0|Xo =14) = fij, para todo i € T
ii. P(N(j)ZOOlXO =j)=1 ijj =0

iii. i fi; =0, entonces Gy; = 0, mientras que si fi; > 0, entonces Gij = oo
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Demostracién
a. Sca j un cstado transitorio. Entonces 0 < f;; < 1. Luego usando

P(N(j) = m|Xo =1) = fi(fi;)™!

tenemos que

P(N(j) = 0| Xp=1) = hm P(N( i) > m|Xo=1)
P(N(j) = ool Xo = i) = lim [i(f3;)™"

P(N(j) = o0|Xo=1) =0

lo que implica que

De la definicién de Gjj, tenemos

Gy = ZmP =m|Xo = 1)
~ Pero
P(N(j) =m|Xo =1) = fij(f;;)™ (1 = fj5)
Entonces
Gy = D mfy(fis)™ (1 = fi)
m=1

Gij = fii (1 = fjj) Z m(f3;)™" !

m=1

Ahora, haciendo el cambio de variable ¢ = f;; en la serie de potencias

1
qu L

tenemos que
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Gij = fi;(1 = fj5) !

(1= f3)?
fij
Gy =
1=y
Por lo tanto
fij
Gy = J < o0
1Sy

b. Sea j un estado recurrente. Entonces fj; = 1 y de

P(N(§) > m|Xo =14) = fi;(f5;)™ "

obtenemos

P(N(j) = ool Xo =) = lim P(N(j) > m|Xo=1)

P(N(j) = oo|Xog = 1) = lm f;(f;;)™"

m—o0

P(N(j) = oc|Xo =1) = fi;

En particular si ¢ = j, P(N(j) = oo0|Xp = j) = 1. Si una variable aleatoria no negativa
(como N(j)) tiene probabilidad positiva de ser infinita, su esperanza es también infinita.

Entonces

Gjj = EIN(j)|Xo = j] = 0

Si fi; = 0, entonces P(N(j) = oo|Xo = j) = 0 para todos los enteros positivos m. De la

proposicién 2.5.3 tenemos que

n
p) = 3 P(R; =mlXo = pl ™, conm>lydjeT
m=1

Por lo tanto

n
A= 3-0-0
m=1

Usando

Gy = EING)IXo =4 = 3 p
n=1
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tenemos

o
Gij = qu(Jn) =0

n=1

Ahora, si f;; > 0, entonces P(N(j) = oo|Xp = 1) = fi; > 0 y por tanto

Gij = E[N(j)|Xo = i] = o0

2.5.7. Distribucion limite de una cadena de Markov

En esta seccién de la teoria de cadenas de Markov deseamos encontrar, para cada par de
estados 7 y 7, condiciones para la existencia de limites de la forma
1§ (n) _ .
im p{) = n(j)

n—roo

n
1im S prf> = 7(j)

n-—+00 7
k=1

donde 7 es una distribucién.

Para estudiar los limites anteriores, supongamos que tenemos las probabilidades de tran-
sicién pi; de una cadena de Markov es un espacio de estados T'. Sea {n(i) : 4 € T} una

distribucién definida sobre T tal que 7(¢) > 0 para todo ¢ y Zw(z) =1
=

Definicién 2.5.14 Sea { X, }nen una cadena de Markov con espacio de estados T y probabi-

lidades de transicidn p;j, 1.7 € T

i. Una distribucion de probobilidad 7 es estacionaria o invariante para la cadena de

Markov st nP =, es decir

Z n(1)pij = 7(j), paratodo j €T
i€T

ii. Una distribucion de probabilidad m es una distribucion limite st

lim p("-l) = 7r(j), para todo 1,5 € T

nooo’ W
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Proposicion 2.5.10 [13/ Si 7 es una distribucidn estacionaria, entonces se cumple que

>om @)p$) = n(j), paratodojeT
i€l

Demostracién

Procediendo por induccién matemética. Sea # una distribucién estacionaria. Entonces

Soa(@p =S 7). pikprs

€T €T keT
> W(l)l’wz) > <Z 7*@2%‘1;) Pkj
€T keT \icT
S w@pl = S w (ks
€T kel

S w(@)pl = n(j). paratodojeT
€T

Supongamos que se cumple para m

S a(@p = w()

i€T

Probaremos para m + 1

S w @l = 3w S p

1eT €T keT
S w@pd = <Zw<z’>p§;:")pk,-
€T . keT \ieT

S a(@pTH = > alk)py

€T keT
Zw(z’)pfjmﬂ) m(j), paratodojeT

Por lo tanto

S w(i)p = n(j). paratodoj €T
€T
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Se dice que es invariante pues si la distribucién inicial 7y de la cadena es invariante, en-
tonces la distribucién de X, es mp para todo n = 0,1, ..., es decir, mp-invariante implica que

P(X,=j)=myconjeT,paratodon=20,1,...

Proposicion 2.5.11 [18] Si la distribucidn inicial 7o es estacionaria, entonces

P(X, =j)=mo(j). paratodojecT

Demostracién

Sea mp una distribucion inicial y estacionaria. Entonces
P(Xp=3) =) P(Xo=1,Xn=j)
i€T

P(Xn=3) =) P(Xo=1) P(Xn=jXo=1)
€T

P(Xn=4) =Y mo(i)p}
€T

O

Ahora vamos a introducir el ndmero total de visitas y el nimero esperado de visitas de la

cadena al tiempo n.

Sea {Xn}nen una cadena de Markov, para cada n = 0,1,... Sea Np(j) el niimero de

visitas de la cadena al estado j hasta el tiempo n

n

No(f) = D Uixms)

Notamos que

1im Na(j) = N(j)
dondce
o0
N(]) = ZH(Xn:'])
n=1



Sea Gj; el nimero esperado de visitas al estado j hasta el tiempo n, dado que
Xo=1

G = E[Na ()1 Xo = ] Zp(m)

m=1

Proposicién 2.5.12 [13] Sea j un estado transitorio. Entonces

N, ..
lim M =0, con probabilidad 1
n—oo n
Yy
.

lim -2 =0, €T

n—oo 1
Demostracion

Sea j un estado transitorio. Entonces de la proposicién 2.5.9 a.i tenemos que

lfim Np(j) = N(j) < oc, con probabilidad 1

n—oo

Luego

N (4
. n(J)

n—eo 1N

=0, con probabilidad 1

De la proposicién 2.5.9 a.ii, Gj; < oo para todo '€ T', cuando j es transitorio. Entonces

l{im G7; —GU—Zp(")<oo, tel

n—oo
n=1
Por lo tanto
Gn
lim -2 =0, €T
n—oo T

Proposicién 2.5.13 [13] Sea j un estado recurrente. Entonces

No(3) _ Liry<oo)

lfm con probabilidad 1
n—=oo M T
Yy
G5 Sy
- = WY
11h—>n<;10 n Z pU nh—>rgo n m;

Sim; = oo, el lado derecho de las zgualdades es igual a cero.
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Demostracion

Consideremos una cadena de Markov que inicia en un estado recurrente j. La cadena
regresa a j una infinidad de veces con probabilidad 1. Lo anterior nos garantiza que la variable

aleatoria R}“, que representa el tiempo de la k-ésima visita al estado 7, es finita con probabilidad
uno, es decir

P(RF <o) =1

Definimos las variables aleatorias

W} =R} y Wf=RF—RF' parak>2

Notamos que Wji'“ representa el tiempo de espera entre la (k—1) y k-ésima visita al estado j.

Entonces se cumple que

k_ wl k
Ri =W; +...+W;

Se demuestra que las variables aleatorias le,W ].2, ... son independientes e idénticamente

distribuidas (ver [13, pag. 59]), por tanto, tendrdn las misma media igual a

BW}| Xy = j] = E[R}|Xn = j] = m;

Ahora, usando la ley de los grandes nimeros se tiene que

W}l . +wWr N
lir}n —‘J—Tz—_—— =m;, con probabilidad 1
n—o0
que serfa
R7
lfm 7] =m;, con probabilidad 1 (2.7)
n—co

Ahora, sea k = N, (j) el nimero de visitas al estado j en las primeras n etapas. Entonces
la k-ésima visita a 7 ocurre antes del tiempo n y la (& + 1)-ésima visita a j ocurre después del
tiempo n; esto es

RY0) < < RO

Luego
R;Yn(J) 3 n < R;\Tn(j)’f‘l -
Nn(]) N Nn(.]) Nn(ﬂ) .



Como j es un estado recurrente se cumple que

lim Np(j) =00, con probabilidad 1

n—o00

Entonces de la relacién (2.7) y la desigualdad (2.8) tenemos

, n.o_ s
nh_)rgo NG mj, con probabilidad 1
que es equivalente a
Ny (3
lim n(7) = -1— con probabilidad 1
n—o0 n mJ

Cuando Xp tienc distribucién arbitraria, la cadena puede no alcanzar al estado j, pero si
lo alcanza, el argumcento anterior también es vélido; por tanto
No(7) —  Irj<oo)

n—o ———— con probabilidad 1 (2.9)
n my;

Para mostrar la segunda parte, usando 0 < N, (j) < n, tenemos que

Nn(j)
n

0< <1 (2.10)

Por el teorema de convergencia dominada, y a partir de (2.9) y (2.10), concluimos que

o[-

lim E [
m;

n—oo

1] -
} P(R; < oo]Xo =1)

Iim F {
n—>

Recordemos que
)
= E[Na(DXo =1 = 3 o’
m=1
representa el nimero esperado de visitas al estado j hasta el tiempo n dado Xg = 1.

Por tanto

m

, i , ~ (k)
lim - = lim = (
n—oo 7 n—oo 1 kZpU
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]
Corolario 2.5.4 [13] De la proposicidn 2.5.13 podemos observar que cuando un estado j es
i. recurrente nulo, es decir, 1/m; =0, obtenemos

m

e
lim —2 = lim — Zp(”_o ieT

n—oo 1 n—oo 1

i 2 _ 12% t_ 1 oy
ate . noson 24P T

1
Ademas, de la proposicién 2.5.13 y el corolario 2.5.4, tenemos que el lim — Zpg?) siempre

n—oo 1N
existe y para cada ¢ € T satisface
0, si 7 es transitorio o recwrrente nulo
1 S -
m = § p —, 8119 =7, j es recurrente positivo
n—oo 1 7}7J
Jij

, sl j es recurrente
T

Proposicion 2.5.14 [13] Sea i un estado recurrente positivo y suponga que i se comunica

con j. Entonces j es un estado recurrente positivo.

Demostracién

De la proposicién 2.5.5 se sigue que j se comunica con %, con § € T. Entonces existen

enteros positivos n; y ng tal que

pg“) >0 y pi™ >0

De la ecuacién de Chapman-Kolmogorov obtenemos

p§;}1+m+n2) > pJ(?Z)p'Ez )pz(JTll)
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Sumando sobre m = 1,...,n y dividiendo por 7, tenemos
L§~ jmtmtng) 5 L™ () m) ()
L3l > L3 i
m=1 m=1

ny+ntng (m) ni+ng (’m)

i Y5 (nz) m) pn
P D Dl Z
m=1 m=1 m=1

n1+n+ng n1+ng
Gt G’

Jj "2) (nl) (m

Pero

G71 Z p(m)
Por tanto

n1-+n-+ngy n1+n2 n
i G e ) G

n o) = My n

Cuando n — oo, del corolario 2.5.4 ii tenemos que

G"r_l-} +n+n2 1 G?-”} +n2 n 1
lim 22— = —, lim 22— =0 y lim —%=_—_
T1—00 n fmj n—00 n n—oo M m;
Entonces
1 p(nz)p(m)
> T¥W S
mj my

y consecuentemente m; < oo. Por tanto j es recurrente positivo.

O

Proposicién 2.5.15 [13] Sea {Xn}nen una cadena de Markov con espacio de estados T

finito. Entonces se tiene ol menos un estado recurrente positivo.

Demostracién
Notemos que para cada m = 1,2, ..., se cumple que
Z Dij (m) - ic€T
JET
Sumando sobre m = 1,...,n y dividiendo por n tenemos que
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n 1 G
IPILAED S S

— 7 < 7
m=1j5eT JE€T

Luego
n
lim Y =1, ieT
n—oeo
JjeT

Ahora, si cada estado fuera transitorio o recurrente nulo, entonces por el corolario 2.5.4 i

tenemos que

Gn Gn
1= lim g Y lim 2 =0, €T
n—oo n n—eo 71

JeT JjET

lo cual seria una contradiccion. Por tanto, se tiene al menos un estado recurrente.
O

Corolario 2.5.5 [13] Sea {X,}nen una cadena de Markov finita e irreducible. Entonces cada

estado es recurrente positivo.

Demostracion

Como la cadena de Markov es finita, esta tiene al menos un estado recurrente positivo.
Ademés, como {X,}nen es irreducible, de la proposicién 2.5.14 tenemos que cada estado es

recurrente positivo.

O

Corolario 2.5.6 Una cadena de Markov irreducible con un numero finito de estados es re-

currente positiva.

Demostracion (ver [13, pdg. 62])

Corolario 2.5.7 Una cadena de Markov con un ndmero finito de estados no tiene estados

recurrentes nulos.

Demostracién (ver [13, pdg. 62])

Proposicién 2.5.16 [13] Sea m una distribucidn estacionaria. St j es un estado transitorio

o recurrente nulo, entonces w(j) = 0.
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Demostracion

Si j es una estado transitorio o recurrente nulo, entonces

n.
lim —¥ =0, JET
n—oo 7

Sea 7 una distribucién estacionaria. Por la proposicién 2.5.10 tenemos que

Z?r(i)p(f) =n(j). k=1 (2.11)
€T
Sumando £ =1,...,n y dividiendo por n, obtenemos
\ Gij N
Zﬂ'(z)— =7(j), jeT (2.12)
ieT n

De (2.11), (2.12) y del teorema de convergencia dominada tenemos que

G,

N s N

m(j) = lim_ EETW('L)—R
1

Por lo tanto

n(j) =0
g

Proposicién 2.5.17 [13] Una cadena de Markov {Xp}nen trreducible y recurrente positiva

tiene uno unica distribucidn estacionaria w, dada por

Demostracién

De la proposicién 2.5.13 y de las hipdtesis de esta proposicién, concluimos que

n

G™
lim — = —1—, i,jeT (2.13)

n—oo N m]

Supongamos que 7 es una distribucién estacionaria. De (2.12), (2.13) y del teorema de

convergencia dominada tenemos que

n

Y -\ Tij

)= i, 2O
i€T
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Entonces, si existe una distribucién estacionaria, debe estar dada por

NUERE S
7(7) m JE

Para probar la unicidad, supongamos que existe otra distribucién estacionaria 7’ para la
cadena de Markov { X, }nen. Entonces

G =Y m0p, vieT
€T

Sumando sobre m = 1,...,n y dividiendo por 7 a la expresién anterior, tenemos que

1 <&,
s> i) = ZZ D

m=1 m 1 ieT

= "'(i) ( Z p(m)>

ieT
Tomando limite cuando 7 — co a ambos lados de la expresion anterior

J ) = i, 3 ( > "‘))

m=1
J— I(s —
PRCIEED o)
€T m=1
Gn.
17 - _ 17 ’ l
#(5) = S  Jim =)
i€T
Nuevamente usando la ecuacién (2.13)
Z?T z)—
€T
Zw
7 ieT
1
Iy o
w(j5) = -

Pero como
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Por lo tanto

m(§)=7'(j), VjET
Esto prueba la unicidad de la distribucién estacionaria .

Ahora debemos ver que la distribucién anterior es estacionaria. Como j es recurrente

positivo, tenemos que m; < oo, entonces 7(j) > 0. Ahora hay que verificar que

Z — = (2.14)

JGT
¥y que

1 1
> —pjk=——, k€T (2.15)

Observamos que

Tl =

je€T
Sumando m = 1,...,n y dividiendo entre n la expresién anterior concluimos que
Gn
YU, ieT (2.16)
‘7
JET

De la ecuacién de Chapman-Kolmogorov obtenemos

+1)
pr Pjk = m

j€T
Otra vez, sumando m = 1,...,n y dividiendo por n la expresién anterior, tenemos
GTI Gn+1 Di
ik
Z " pik - (2.17)
, n n n
je€T

Si T es finito. tenemos de (2.13) y (2.16) que
GTI

1= S0 =5

JET ]ET

entonces se cumple (2.14).

Ahora tomando el limite a (2.17) cuando n — oo tendriamos
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1 , G
b —pij = lim Sy

n—00 n
ieT ¢ i€T
1 o Dkj
E —pi; = lim _ _ lfm &
£ my n—eo 1 n—oc N
€T
1 1
2
ieT J

Luego se cumple (2.15). Por tanto, 7 es una distribucién estacionaria cuando el espacio

de estados es infinito.

Si T ecs infinito, la argumentacién anterior no es vélida, pues en general, no se podria
aplicar el teorema de convergencia dominada. Decimos entonces, sea 77 un subconjunto finito
de T. De (2.16) tenemos que

n

Zi”g, ieT

JET

Como T7 es finito, cuando n — oo en la desigualdad anterior y por (2.13) tenemos

> st

m.
jeT Y

la cual se cumple para cualquier subconjunto finito 73 C T'. Por tanto

> 1o (2.18)

M
jeT Y

pues de lo contrario, la suma sobre algun conjunto finito 77 C T también excederd a 1.

Por un argumento similar, concluimos de (2.18) que si 71 es un subconjunto finito de T,
entonces
+1
G Gy Dik:

IJ LI
2 Pk S
2 -

Tomando limite cuando n — oc en la desigualdad anterior y usando (2.13), obtenemos

> S
RIS
jer, T Tk

Andlogamente a la demostracién de (2.18), concluimos que
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1 1
Y —pp<—, keT (2.19)
jer my my

Observamos que se cumple la igualdad en la desigualdad anterior. Si no fuera asf, entonces

de (2.14), y sumando sobre k. se cumple que

1 1
D > 2 2 i

keT keT \jeT 7

Sy (Tm)

keT JET keT
1 1
P D) D
mE . my
keT JjeT
1>1

lo cual seria una contradiccién. Por lo tanto, se cumple la igualdad en (2.19), es decir

1 1
> —pp=—, keT (2.20)
jer My mg

Por ultimo, debemos demostrar que

jeT "
Definimos
. 1
a= 1
jer M4
Luego por (2.20)
. a .
m(j)=—. JET
ULy



Asi, concluimos que ¢ = 1. Por lo tanto

O

Corolario 2.5.8 [13] Una cadena de Markov { Xn}nen irreducible es recurrente positiva si y

solo si tiene una distribucidn estacionaria.

Demostracion

Usando la hipétesis del corolario y de la proposicién 2.5.8 tenemos una dnica distribucién
estacionaria dada por
A}

m(j)=—. JeT

Como 7 es una distribucién estacionaria, entonces si j es un estado transitorio o recurrente

nulo, de la proposicién 2.5.16, tenemos que w(j) = 0.

Por lo tanto, cada estado ¢ € T debe ser recurrente positivo y asf la cadena serd recurrente

positiva.
O

Proposicién 2.5.18 (Ley fuerte de los grandes niimeros para cadenas de Markov)
[13] Si {Xn}nen es una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva y con distribucion

estacionaria 7, entonces

No(4
lim el

n—oo N

) _r(g), jer

Demostracién

De la proposicién 2.5.13 tenemos que

Np(j 1
m N2l 1 e
n—eo n mj

Ahora. de la proposicién 2.5.17, tenemos que una cadena de Markov irreducible y recu-

rrente positiva tiene una distribucién dada por #(j) = 1/m;.

Por lo tanto ,
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d0

Corolario 2.5.9 [13] Sea {Xp}nen una cadena de Markov irreducible. Si el espacio de estados

T es finito, entonces tiene una unica distribucidn estacionaria m.
Demostracion
Del corolario 2.5.6, tenemos que si una cadena de Markov es irreducible con espacio de

estados finito, entonces la cadena es recurrente positiva. Por lo tanto, de la proposicién 2.5.8,

se tiene una dnica distribucién estacionaria.
O
Como resumen a lo visto anteriormente, para una cadena de Markov, podemos decir que
i. si no tiene estados recurrentes positivos, entonces no tiene distribucién estacionaria.

ii. si tiene estados recurrentes positivos y son comunicantes, entonces tiene una tnica dis-

tribucién estacionaria.
iii. si no son comunicantes, entonces tiene infinidad de distribuciones estacionarias.
(ver [13, pég. 68])

Teorema 2.5.1 (Teorema bdsico de convergencia) [13] Sea {X,}nen una cadena de Mar-
kov trreducible, recurrente positiva y con distribucion estacionaria w. Si la cadena es aperiddi-

ca, entonces

lim p = = =n(j), ijET

n—0o0 m]

Demostracion

Consideremos una cadena de Markov aperiddica, irreducible y recurrente positiva con pro-

babilidades de transicién p;;, espacio de estados Ty distribucién estacionaria .
Sea ¢ € T. Definimos el conjunto 7 como

I={n>0:p™ >0}
Luego
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i. MCD(I) =1
ii. SimeIynel, entonces (m+mn) € l.

A partir de la demostracién en [13, pags. 79-80], vemos que i y ii implican que existe un

entero positivo n’ tal que n € I para todo n > n’. Luego se cumple que

p&’c") >0. paran>n

Ahora scan 4,7 € T. Como la cadena es irreducible, existen enteros positivos n; y ng tal

que

pEZ‘) >0 y pg-”) >0

Luego, de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov para n > n' tenemos que
g q

pgjr1+n+ng) > ps:u)p((:rc;)p((:?z) >0

Asi, para cada %,j € T, existe un entero positivo ng = n; +n' + ny tal que

pfjn) >0, paran>ng (2.21)

Sea ahora

T?=TxT={(,7):4,7€T}

¢l producto cartesiano formado por los pares ordenados de elementos en T'. Consideraremos
una cadena de Markov (X,.Y;) con espacio de estados T? y probabilidades de transicién

definidas pbr

p2((i0. J0), (3, 7)) = PigiPjos

Tenemos entonces que {Xptnen ¥ {¥n}nen son cadenas de Markov con probabilidades de

transicién p;;, donde dichas probabilidades de X, y Y5 son independientes entre si.

Vamos a demostrar ahora que la cadena de Markov (X,,Y;,) es aperiédica, irreducible y

recurrente positiva.

Sean (ip. jo). (3.7) € T2. Por (2.21) tenemos que existe un np tal que

P >0y P >0, n2ng
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Entonces
P (i, jo). (1. 9)) = Bpi™ > 0, m>ng

Por tanto, la cadena es aperiédica e irreducible.

Probaremos ahora que la distribucién 7, en T2 definida como 73(ig, jo) = 7(%0)7(jo) es

estacionaria.

>~ mlio. jo)pa (G, jo), (i, 5))

(i0.50)€T?
= > > w(io)m(jo)PisiPios
ig€T joeT
= Z ﬂ(io)p«,jo-i, Z W(jo)pjoj
ip€T Jo€T

= 7w(t)n(j) = m(%, 5)

Por tanto, 7z es una distribucién estacionaria para la cadena (X,,Yy). Por el corolario

2.5.8 vemos que esta cadena es recurrente positiva, y en particular, recurrente.
Ahora sea

L=min{n>0:X, =Y.}

y b€ T. Como la cadena (X,,Y,) es recurrente

Ly, = min{n > 0: (X,,Y,) = (b.b)}

es finito con probabilidad 1. Ademés, I < L. Por tanto, L es finito con probabilidad 1.

Demostraremos que para algin n > 1

P(Xpn=j4,L<n)=P(Yp,=j.L<n), jeET (2.22)

El argumento anterior es razonable, ya que las cadenas son indistinguibles para n > L.

Para probar (2.22), tomaremos 1 < m < n. Entonces para un k € T' tenemos

PXpn=jlL=m,Xp=Yn=k)=PYn=37lL=m,Xn=Yn =k) (2.23)

75



(n

ya que las probabilidades condicionales anteriores son iguales a pkj‘"m). Ademds, el evento

{L < n} es la unién de los eventos disjuntos

{L=m,Xn=Yn=k}), 1<m<n y keT

Luego de (2.23) se sigue que

P(X,=jlL<n)=P¥,=jlL<n), jeT

Usando la igualdad anterior tendriamos que
P(Xn=j)=PXn=jL<n)+P(Xn=j|L>n)
P(Xn=j)=P(Yp=j.L <n)+ P(Xy = jIL > n)

P(Xn=7) < P(Yp=J)+ P(L>n)

De forma 4naloga podemos obtener

P(Yn:j)SP(anzj)+P(L>n)

Asi, para n > 1 se cumple que

|P(Xn = ]) - P(Yn = 7)' < P(L > n)a 7 eT (224)

Por otra parte, como L es finito con probabilidad 1. entonces

nh_)rgo P(L>n)=0 (2.25)
De (2.24) y (2.25), tenemos que
lim (P(Xn = j) - P(Ya =j)) =0, jE€T (2.26)

n—oo

Ahora, sea 7 € T y sea la distribucidn inicial de (X,,Ys) tal que

P(Xo=1i)=1 y P(Yo=jo)=mo(jo), Jo€T

Ya que {Xn}nen ¥ {Yn}nen son cadenas de Markov con probabilidades de transicién p;;,

se verd que

PXn=5)=p™ y PWp=j)=n(j), jeT (2.27)



Luego de (2.26) y (2.27) se cuinple que

lim (9% — 7(j)) = lim (P(Xn = 5) = P(Yp = 7)) =0

n—co LY n—oo
Por tanto

lim p{™ = 7(5)

n—oo" ¥

O

En este capitulo hemos visto el estudio de las cadenas de Markov desde el punto de
vista probabilistico. Se analizd el comportamiento asintético y el tratamiento que le da la
tcorfa de probabilidad a dichas cadenas. A continuacidn, en el capitulo siguiente, veremos el
tratamiento que se le da a las cadenas de Markov desde el enfoque estadistico. Nos centraremos
especialmente en el proceso de inferencia estadistica sobre las probabilidades de transicién de

estas cadenas. Todo ello lo realizaremos mediante el método de verosimilitud.
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Capitulo 3

Inferencia Estadistica

Se refiere al estudio de cémo sacar (inferir) conclusiones generales para una poblacién a
partir del estudio de una muestra, y que tengan cierto grado de flabilidad o significacién de los
resultados obtenidos. Los problemas més importantes que engloba este proceso son: estimacién
puntual de pardmetros, estimacién de pardmetros por intervalos y prueba de hipdtesis sobre
pardmetros.

En este capitulo se revisan algunos conceptos bésicos de la teoria de inferencia estadistica
que serdn utilizados a lo largo de esta tesis. Aqui se definen conceptos generales como: la
funcién de verosimilitud, la funcién de verosimilitud relativa, la aproximacién continua a
la funcién de verosimilitud y sus propiedades, intervalos de verosimilitud y verosimilitud-

confianza.

3.1. Funcidén de verosimilitud

Consideremos una muestra de variables aleatorias discretas X3, Xo. ..., X, independien-
tes con la misma funcién de distribucién, donde X = (X;....,X,) tiene funcién de pro-
babilidad P(X = z) que depende de un nimero finito de pardmetros reales desconocidos
0 = (01,...,0,) € © C R™. El espacio parametral © es la regién de valores posibles que
puede tomar el vector de pardmetros §. Para resaltar que la funcién de probabilidad depende

de pardmetros desconocidos 6 escribiremos P(X = z;8).

Definicién 3.1.1 La funcidén de verosimilitud del pardmetro 8 dado un conjunto de ob-
servaciones T = (1,2, ...,%n) se define como una funcidn proporcional a la probabilidad de
observar z cuando X sigue un modelo probabilistico paramétrico de @

L(#;z) o P(X = x;6) (3.1)

78



donde x es un vector de observaciones de X y 0 es el valor que indica cudn probable es

observar = ([10, pdg. 24/.

La funcién de verosimilitud juega un papel fundamental en la inferencia estadistica. Su rol
principal es inferir sobre los pardmetros de la distribucién que haya sido elegida para describir
mejor al fenémeno aleatorio de interés a partir de una muestra observada. Notemos que esto
es particularmente relevante después de un experimento, cuando ya fueron observadas las
variables aleatorias. También es importante notar que la funcién de verosimilitud definida en
(3.1) es proporcional y no igual, a la funcién de probabilidad P(X = z;8). Esto enfatiza que

solo el cociente de verosimilitudes

L(6y;7) _ P(X =z;0y)
L(6:x)  P(X = z;02)

tiene significado, y se interpreta como una medida de la plausibilidad de 6 relativa a 6

basada en la muestra observada z. El cociente L(0;;z)/L(62;2) = k significa que el valor
de 6, es k veces mds plausible que el valor de € en el sentido de que ¢; hace a la muestra
observada k veces més probable de lo que la hace #3. Es por ello que se recomienda usar a la
funcién de verosimilitud relativa que definiremos a continuacién para hacer inferencia sobre

los pardmetros del modelo probabilistico P(X = x;6).

3.2. Funcidn de verosimilitud relativa

Para que la funcién de verosimilitud tenga una dnica representacién, que no involucre una
constante arbitraria, es conveniente estandarizar a la funcién de verosimilitud con respecto a

su maximo. El resultado de esto es la funcién es la funcién de verosimilitud relativa ([33, pég.

9]).
Definicién 3.2.1 La funcidn de verosimilitud relativa de 0 se define como

v LGz)  L(#=)
R(fsa) = méx L(6; ) " L(B:2) (32)

donde 0 = 5(:[;) es el valor del pardmetro que mazimiza L(0;z) y se llama estimador de

mdzima verosimilitud (EMV) de 6.

El EMV 8 es el valor de  mis plausible, es decir, 8 es el valor de que hace mds
probable a la muestra observada. Puesto que P(X = z;0) es una probabilidad, necesariamente
estd acotada entre 0 y 1 por lo que el denominador en (3.2) siempre existe y es finito. Asi, la
funcién de verosimilitud relativa yace entre cero y uno, 0 < R(6;z) < 1, para todo valor de

6 en el espacio parametral. La funcién dc verosimilitud relativa proporciona la plausibilidad
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de cualquier valor especificado de @ relativo al méximo verosimil 8, basada en la muestra
observada z. Valores de 6 con R(f;z) cercanos a uno son muy creibles o plausibles mientras

que valores cercanos a cero son poco crefbles a la luz de la muestra observada.

3.3. Propiedades de la verosimilitud

3.3.1. No aditividad de las verosimilitudes

A diferencia de la probabilidad, la verosimilitud no es aditiva. Esta es la principal distincién
entre verosimilitud y probabilidad. La verosimilitud es una funcién puntual cuyo dominio es el
espacio parametral y su contradominio son los niimeros reales. En cambio la probabilidad es
una funcién de conjuntos, el dominio es una sigma~dlgebra y el contradominio es el intervalo
[0,1]. La probabilidad de la unién de conjuntos disjuntos A y B esté bien definida, P(AUB) =
P(A)+ P(B). Pero la verosimilitud de la unién de dos valores 6 y 02 en el espacio parametral
no estd definida. La unién de €; y 02 no es un real y por tanto no puede ser argumento de

una funcién de verosimilitud.

3.3.2. Combinacién de experimentos

Las funciones de verosimilitud combinan datos de experimentos diferentes de manera muy
simple. Como la probabilidad conjunta de eventos independientes es el producto de sus pro-
habilidades individuales, entonces la funcién de verosimilitud de 6, definida en (3.1), basada
en diferentes conjuntos de datos que provienen de eventos (experimentos) independientes es
el producto de las verosimilitudes individuales basadas en cada uno de estos conjuntos de
datos. Asi, el logaritmo de las verosimilitudes individuales basadas en cada conjunto de datos
independientes se combinan a través de su suma. En particular esto significa que la forma
apropiada de combinar informacién de experimentos diferentes que involucran un pardmetro
comun de interés @ es a través de la suma de los respectivos logaritmos de las verosimilitudes
individuales y esta funcién se maximiza para encontrar 8 el EMV comtn a todos los expe-
rimentos. Notemos que cada experimento podria involucrar a otros pardmetros de estorbo

particulares.

3.3.3. Invarianza funcional

La invarianza funcional es una caracteristica muy conveniente de las verosimilitudes. Sig-
nifica que cualquier declaracién cuantitativa acerca de ¢ implica una declaracién cuantitativa
correspondiente acerca de cualquier funcién uno a uno de 8, 6 = §(0), por directa sustitucién
algebraica § = 6(8). Por ejemplo, si § > 0y ¢ = logf, entonces la verosimilitud del nuevo

pardmetro J es
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R*(6;z) = R[f = exp(0); x]

Como consecuencia se tiene que el EMV de § es § = log 8. También a < 0 < bsi y solo
si loga < 0 < logh. Estas dos declaraciones son equivalentes debido a que tienen la misma
plausibilidad o incertidumbre. La invarianza funcional de la verosimilitud es una propiedad
muy util en la practica. En muchos casos ocurre que el pardmetro 6 no es de interés principal
sino que lo es otro pardmetro que es funcién de 6. Por otro lado, con frecuencia un cambio
en el pardmetro puede simetrizar la forma de la funcién de verosimilitud. Es decir, B*(§;x)
puede ser més simétrica, o tener una forma aproximadamente mds normal, que R(6;z). Asi,
inferencias sobre § tendrdn una estructura méds simple, pero matemdticamente equivalente,
que aquellas en términos de € ya que se “acelera” la cercania a las propiedades asintéticas del

EMYV § para la muestra pequeiia en cuestién ([33, pégs. 34-35]).

3.4. Aproximacién continua de la funcidon de verosimilitud y

la verosimilitud exacta

La funcién de verosimilitud en (3.1) se definié en términos de variables aleatorias discretas.
Sin embargo, esto no involucra una pérdida de generalidad ya que en realidad los datos
observados, z, siempre son discretos puesto que todo instrumento de medicién tiene precisién
finita, y solo pueden registrarse mediciones con un nimero finito de decimales ([2]).

Cuando X; es una variable aleatoria continua, la observaciéon X; = x; debe interpretarse
como X; € [:ci - %, i + %], donde A es un niimero positivo fijo que representa la precisién del
instrumento de medicién. Entonces, para una muestra de variables aleatorias independientes
¢ idénticamente distribuidas X = (Xy,...,X,)’ con funcién de densidad f(z;#), la funcién

de verosimilitud de @ es proporcional a la probabilidad conjunta de la muestra observada

n
L(0;z) « HP (Wi,_ g <X; < xi‘}‘g?())

i=1
':L'H-IE'

_ H/ f(w5:0)dz (3.3)

h

i=17%7

A la funcién de verosimilitud de 6 definida en (3.3) la llamaremos verosimilitud exacta

de 6. Notemos que h = 0 significa que el instrumento de medicién tiene precisién infinita
y que las observaciones pueden registrarse con un numero infinito de decimales, lo cual es
imposible en la realidad. Para una variable aleatoria continua X se tiene que P(X = z;0) =0
para todo z y 6. Por ello, no se puede definir a la funcién de verosimilitud a partir de dichas

probabilidades en el caso de variables continuas.
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Si en contraste, se supone que la precisién del instrumento de medicién es & > 0, entonces
bajo ciertas condiciones la funcién de densidad f(z;€) podrd usarse como una aproximacién
a la funcién de verosimilitud exacta (3.3). Sin embargo, si la funcién de densidad tiene una
singularidad (discontinuidad infinita) en cualquier valor de 6, entonces mgx L(#; ), el deno-
minador en (3.2), es infinito y entonces R(6;z) en (3.2) no estarfa definida. Este serfa un caso
donde la densidad f(z;#) no podria usarse para aproximar a la funcién de verosimilitud.

Sin embargo, la aproximacién de la verosimilitud exacta, a través de una densidad, es
justificable bajo ciertas condiciones. Por el teorema del valor medio para integrales de funciones
continuas, la i-ésima integral en (3.3) es hf(z’;6) para algin punto intermedio =’ € [z; —
121. Zi+ %] Si f(z; #) es aproximadamente constante en este intervalo para todo valor plausible
de 6, entonces f(z';0) =~ f(x;0) en ese mismo intervalo. Si esta aproximacién es adecuada
para algunos o todos los ¢ € {1.....n} y si h no depende de # entonces las correspondientes
probabilidades en (3.3) pueden reemplazarse por la funcién de densidad evaluada en el valor
observado z;. En la préactica, es usual que esta aproximacién se use y sustituya a todas las

probabilidades en (3.3). Esto es

n h ; h n "
L(6; ) o EP <x — 5 S Xi<wmi+ 5) ~ Ehf(xi; 0) « gf(xi;e>

Kalbfleisch ([15, seccién 9.4]), Edwards ([7, pdg. 6, pdg. 167]), Lindsey ([19]), Sprott ([33,
pag. 19, pags. 203-294]), Lawless ([17, pag. 186]), Meeker y Escobar ([24, pag. 275]) discuten
sobre lo necesario y lo importante que es tomar en cuenta estos argumentos. Hay que enfatizar
que (3.3) no es el intento ad hoc para discretizar una variable aleatoria continua z, con
funcién de densidad f(x;6), la cual se considera como la base para calcular la funcién de
verosimilitud. En realidad se trata de lo opuesto, una aproximacién continua a una variable
aleatoria discreta z, con funcién de probabilidad P(X = z; ), la cual es la base para calcular la
funcién de verosimilitud. El propésito principal de la aproximacién continua es la conveniencia

mateméatica; derivadas e integrales son mas faciles de calcular que diferencias y sumas finitas.

3.5. Intervalos de verosimilitud

Una manera usual de hacer inferencia sobre un pardmetro de interés es a través de in-
tervalos o regiones de estimacién. Los intervalos de verosimilitud, o de forma més general de
regiones de verosimilitud, indican los valores més plausibles del pardmetro a la luz de la mues-

tra observada. A continuacién definiremos los intervalos de verosimilitud para un pardmetro

0.

Definicién 3.5.1 Un intervalo de verosimilitud o region de verosimilitud de nivel ¢

para 6, se define como
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IV(c) ={0: R(0;z) > c} (3.4)

donde 0 < ¢ < 1.

Todo valor de 0 en el IV (c) tiene verosimilitud relativa igual o mayor que ¢, y todo valor
de @ afuera, tiene verosimilitud relativa menor. Por tanto el 1V (c) separa los valores plausibles
de 8 de los no plausibles a un nivel ¢ ([33, pag. 14]).

Cuando 6 es unidimensional, el IV (c) se obtiene trazando una linea horizontal en la grifica
de R(#;z) a una distancia c¢ paralela al eje cartesiano 6. Ademds, variando ¢ de 0 a 1 se
obtiene una familia jerarquizada y anidada de intervalos de verosimilitud que converge al
EMYV 6 cuando ¢ tiende a 1. El EMV § est4 contenido en todos los intervalos de verosimilitud
puesto que R(é\; z) = 1. Asl, esta familia de intervalos anidados es equivalente a la funcién de
verosimilitud completa y reproduce la gréfica de R(0;z).

Un intervalo de verosimilitud por sf solo no es muy informativo y por lo tanto insuficiente
para indicar el cambio en la plausibilidad de los valores de # adentro del intervalo. Al menos,
un intervalo de verosimilitud debe estar acompanado siempre del valor del EMV ) para dar
alguna idea de la simetria de la funcién de verosimilitud con respecto a 7 v de cémo cambia la
plausibilidad adentro del intervalo. Por ello, se recomienda dar el EMV de 6 junto con varios
intervalos de verosimilitud de nivel ¢ = 0,036, 0,15 y 0,25. En la siguiente seccién se verd que
estos niveles de verosimilitud estén asociados a confianzas aproximadas del 99 %, 95 % y 90 %,

respectivamente.

3.6. Probabilidad de cobertura de intervalos de verosimilitud

Los resultados que veremos en esta seccién son de gran relevancia al momento de asociar
un nivel de confianza a los intervalos de verosimilitud. Lo haremos a través de la convergencia
en distribucidn del estadistico de prueba basado en el método de méxima verosimilitud, como
lo es el estadistico de razén de verosimilitud (Neyman y Pearson, 1928) A = —2log R(6p; ),
a una variable aleatoria chi-cuadrado con un grado de libertad. Para la demostracion de este
resultado citaremos algunos antecedentes relevantes de los cuales no se incluye la demostracion,
para una mayor referencia de su desarrollo cito a Serfling ([31]).

Primeramente debemos considerar condiciones de regularidad para la familia de funciones
de probabilidad que a continuacién describiremos.

Sea © un intervalo abierto, no necesariamente finito ([31]), se cumplen las siguientes con-

diciones de regularidad:
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Condiciones de regularidad

i. Para 8 € O, las derivadas

Olog f(z;60) 0%log f(z;60) 03log f(x;6)
26 R

existen para todo z.

ii. Para 6y € © existen funciones F(z), G(z) y H(x), tal que para 6 en una vecindad de 6

se cumple que

8% log f(x; 6)
060?

8% log f(z;0)

‘8logf(:v;0) <G
— 5y <G(z)y
063

08

‘SH(&?)

< Fi)

para todo z. Ademds

/F(rr)dx < oo,/G(x)da: < ooy Ep[H(z)] < o0

iii. Para cada 0 € ©, se cumple que

(';’logf(x;@)}2

0< F < 00
? 0
- . Olog f(z;6) .. :
La condicién i asegura que la funcién _gé(__) tiene, para cada z, una expansién

de Taylor como una funcién de #. La condicidén ii asegura que las funciones / flz;0)dz y

/ [M} dx pueden ser diferenciables con respecto a @ bajo la integral. La condicién

oo
log f(x;0)

iii establece que las variables aleatorias tienen varianza finita positiva.

Otro antecedente que nos serd de utilidad en la demostracién es la siguiente proposicién:

Proposicién 3.6.1 Bajo las condiciones de regularidad 1, 4i y 1%, consideremos observaciones
independientes e idénticamente distribuidas en la familia de funciones de probabilidad, para
0 € ©. Luego, con probabilidad 1, las ecuaciones de verosimilitud admiten una sucesion {(/9\,1}

de estimadores que satisfacen

a. Consistencia, en el caso de poblaciones infinitas se dice que un estimador 0, es consis-

tente si (6, — 0) 50, cuando n — oo.

b. Asintocidad normal, \/ﬁ(@\n — ) converge en distribucion a una normal con media 0 y
varianza I71(0; %), es decir, v/a(Bn — 0) 5 N(0, I7}(6;z)).
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Por tltimo, utilizaremos en la demostracién el lema de Slutsky relacionado con convergen-

cia en distribucién de sucesiones de variables aleatorias.

Lema 3.6.1 Sean {X,} e {Yn} sucesiones de variables aleatorias tales que X, 4 x yY, 5o,

donde b es una constante. Entonces

X0 +Y, S X +0b

XY, 4 bx
XndX .
Lo 42 Gb£0
Yn—>b,sz =+

Para demostrar la convergencia del estadistico de razén de verosimilitud lo haremos me-
diante una hipétesis nula simple del tipo Hy : 6 = 6. Con este resultado determinaremos
para qué niveles de ¢, los intervalos de verosimilitud se relacionan con ciertos niveles de sig-
nificancia, como por ejemplo o = 0,1, 0,05 y 0,01, a través de los cuantiles de la variable
aleatoria chi-cuadrado con un grado de libertad, proporcionando de esta manera, una pro-
babilidad de cobertura para los intervalos de verosimilitud para los mencionados niveles de

a.

Teorema 3.6.1 Bajo las condiciones de reqularidad 4, % y 4, y bajo la hipdiesis Hy : 6 = G,
el estadistico de razdn de verosimilitud A = —2log R(6p;x) converge en distribucidn a una

chi-cuadrado con un grado de libertad, X%l)'

Demostracion

Sea 1,(0) = log L(6; z) la funcién de logverosimilitud. Construyamos ahora la expansién
de Taylor de I,(f) alrededor de 6§ = b,

(é\n - 90)2 "

n(00) = bn(Br) + (B — 60)1,, () + 7= 1, (6n) + Ra (0. Gn)

Por ser 8 el EMV, entonces l;(é\n) = 0. Reemplazando este resultado en la ecuacién

anterior tendriamos

(O — 600)% o

1n(60) — 1n(6n) = 5 1 (8,) + R1(60. 0y)

Luego

1n(60) — 1n(8,) = n(B, — 60)*1(60) lzlgg()gz) + Ry (b0, Z)})]
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de donde obtenemos

-~

£ (0n)
'l’LI(@o)

A = —2log R(f; z) = —2[ln(00) — 1n(6,)] = n (B — 60)*1(60) [ + R3 (6o, (?n,)J

Considerando que bajo Hp : € = 6y, se cumple que

VU — 00)v/T(00) % N (0,1) = n(Bn — 60)21(60) % 3%

Por la ley fuerte de los grandes niimeros tenemos

l;;((?o) c.§.
—n 4[(90):7_&[(90)

. . P
Por otra parte, por la consistencia (6, — ) — 0, cuando n — oo, tenemos que

R3(905 §TL) _P) 0

Luego, por el lema de Slutsky

A—d>x%

1)

Por lo tanto, el estadistico de razén de verosimilitud converge en distribucién a una variable

aleatoria chi-cuadrado con un grado de libertad.

O

Ahora, supongamos que tenemos una muestra de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas X = (X;...., Xn)' con funcién de probabilidad P(X = z;6), donde
f es un pardmetro escalar desconocido. Si se tiene una muestra observada y que proviene de
la distribucién de X con # fijo en un valor 6y, entonces se puede calcular, a partir de esta

muestra observada, un intervalo [A, B| para el valor verdadero 6.

Definicién 3.6.1 La probabilidad de cobertura de un intervalo aleatorio [A, B] es la pro-

babilidad de que el intervalo [A, B] incluya o cubra, el verdadero valor del pardmetro 6y

PC(6y) = P(A < 6y < B;8 = 6p) (3.5)

La probabilidad de cobertura PC(f) se interpreta como la fraccién de veces que el in-
tervalo [A, B] incluird el valor verdadero fp en un nimero muy grande de repeticiones de la

muestra (o experimento) pero con el valor de @ fijo en fy. Aunque cxisten definiciones més
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generales de probabilidad de cobertura, adoptaremos esta definicién porque es suficiente y
clara para los objetivos de este trabajo.

Los extremos del intervalo [A, B] son variables aleatorias puesto que su valor varfa cuando
cambia la muestra. Observemos que en principio, la distribucién de probabilidad de Ay B se
puede calcular a partir de la distribucién de la variable aleatoria X y generalmente depende
de fp. Ademds, como el intervalo [A, B] puede variar cuando varfa la muestra, entonces este

puede algunas veces incluir y en otras no, al valor verdadero 6g.

Definicién 3.6.2 El intervalo aleatorio [A. B] es un intervalo de confianza (IC) para 0
si la probabilidad de cobertura PC(6y) = P(A < 6y < B;0 = &) es la misma para todos
los wvalores 6y del pardmetro, esto es, cuando dicha probabilidad de cobertura no depende del

pardmetro 6y ([15. pdg. 200]).

En primera instancia, [A, B} es un intervalo del 95% para 8 si PC(fy) = P(A < 6y <
B; 8 = 6p) = 0,95 para todos los posibles valores de . Un IC del 95 % podria incluir el valor
verdadero 6 del pardmetro en un 95 % de las repeticiones del experimento.

La probabilidad de cobertura de un IV(c) se puede calcular a través de la distribucién
de probabilidad de la estadistica de la razén de verosimilitud A para un @ fijo en 6y, A =
~2log R(fy; z). Un valor particular 6y estd en el 1V (c) si y solo si R(fo;z) > ¢, o de forma
equivalente, —2log R(fo;z) < —2loge. Por lo tanto, la probabilidad de cobertura del IV (c)

€5

PC(GU) = P[eo S IV(C);G = 00]

PC(by) = P(A < —2logc; 6 = b) (3.6)

En general es dificil encontrar la distribucién de probabilidad exacta de A; sin embargo por
el teorema, 3.6.1 se cumple que el estadistico de la razén de verosimilitud A = —2log R(fo; z)
converge a una chi-cuadrado con un grado de libertad, X%l)’ para todo # € © C R. Luego de
(3.6) se tiene que PC(f) = P(A < d;8 = o) es la probabilidad de cobertura del IV (c).

Por (3.6), P(A < d) es la cobertura del IV (c), donde d = —2logc; ya que P(A < d =
—2logc), entonces ¢ = e~%. Si se selecciona un valor de tablas d = q(a, 1) = 3,841, donde
q(a,1) es el cuantil (1 — «) de una chi-cuadrado con un grado de libertad, tenemos que
c=e U = 0,147, por tanto P(A < 3,841) es la probabilidad de cobertura del IV (c) con
¢ = 0,147.

Observamos de la tabla 3.1. que los valores 2,706, 3,841 y 6,635 son los cuantiles 0,90, 0,95
y 0,99 de una distribucién chi-cuadrado con un grado de libertad, respectivamente, por lo

que los IV (c) con ¢ = 0.258, 0,147 y 0,036 tienc una probabilidad de cobertura aproximada
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11—« c |d=g(a,1)
0,90 | 0,258 2,706
0,95 | 0,147 3,841
0,99 | 0,036 6,635

Tabla 3.1: Confianza aproximada de IV (c) cuando € es unidimensional

de 90%. 95% y 99 %, respectivamente. De esta manera, IV (c) también es un intervalo o
regién de confianza para el pardmetro f y toma, en consecuencia, el nombre de intervalo de
verosimilitud-confianza para 6.

La mejor manera de construir un intervalo de confianza es a partir de la funcién de
verosimilitud, con la finalidad de no caer en el caso que se estén rechazando valores plausibles
por no ser cubiertos por el intervalo. Cuando aplicamos un estadfstico de razén de verosimilitud
A = —2log R(6p; z) =~ X%l)’ el coeficiente de confianza aproximado, es decir, la probabilidad

de cobertura del IV (c) estd dada por

PC = P(X%I) < —2logec)

porque de la aproximacién chi-cuadrado, los intervalos de verosimilitud son exactos o se
aproximan a los intervalos de confianza en la mayorfa de las aplicaciones. Como el cuadrado
de una variable chi-cuadrado con un grado de libertad es una normal estdndar, por el inciso

b de la proposicién 3.6.1, n(6y, — 6y) LY N(0,17%(fp; z)), tenemos

T-1(6; z) ’

Por el lema 3.6.1 de Slutsky

o~

\/ﬁ(en - 90) £> N‘(O, 1)
I Y(p; )

donde 4/I-1(B,;z) es un pivotal ya que es una variable aleatoria que no depende de 6.

Esto es, es constante para todo 6.

Ejemplo 3.6.1 Consideremos un cierto tipo de componente electrénico que falla en cualquier
instante de tiempo. Sin embargo, los componentes no se deterioran con la edad, y la probabi-
lidad de falla dentro de un periodo de tiempo dado no depende de la edad del componente. Se
supone gue el tiempo de vida de tales componentes sigue una distribucion ezponencial F(z;6)

con funcion de densidad
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1 T o
f(z;0) = g &Xp (—5) , para todo T positivo

donde 0 es el tiempo de vida esperado de los componentes. El objetivo es hacer inferencia
sobre el pardmetro @ basados en observaciones de tiempo de vida de los componentes.

Supongamos que n componentes electrénicos son puestos a prueba durante periodos de
tiempo fijo T1,...,Tn. Consideremos que T de estos componentes fallaron antes de culminar
sus periodos de prueba, y que los tiempos de falla observados fueron ti1,....t.. Asi, los (n —
r) componentes restantes no follaron durante sus periodos de prueba y tuvieron tiempos de
vida censurados Tri1,-...Tn. Entonces, usando la aproximacion continua de lo funcidon de
verosimilitud, solo en los T componentes que fallaron, y considerando el aporte de los (n— 1)

tiempos de vida censurados se tiene que la funcion de verosimilitud de 8 es

n

L(0;z) o {Hf(ti;(’)} [ I1 a-F@s0)
i=1

i=r+1
= ﬁ 1 ex b - ex _ﬁ
= (Hg®P (") | P\
i=1 i=r+1
=67 exp <—§), dondet=Zti+ Z T
i=1 i=r+1

Para encontrar el EMV de 6 procederemos de la siguiente manera. Tomando el logaritmo

natural obtenemos la funcidn de logverosimilitud de 0

log L(#;z) = —rlogd — %

Deriwando e igualando a cero, obtenemos un punto critico

4
0=-
r
Utilizando el criterio de la sequnda derivada verificaremos si este punto critico mazimiza

a la funcidn de verosimilitud de §. Para x > 0 tenemos que

?logL(f;z) r 2

262 . 92 63

72 2t
== |r—0 <0
f=t/r i t/r

L . .. t
Entonces la funcidén de verosimilitud de 0 tiene un mdzimo local en § = - Por tanto, el

EMVMH%@z%

0% log L(6;x)
00?
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Utilizando la definicion de verosimilitud relativa dada en (3.2), tenemos

Sustituyendo el valor del EMYV en la expresion anterior, la funcidn de verosimilitud queda

expresada como

Rois) = (36) e (<5 +7)

Un ejemplo que aparece en la literatura es n = 10, con periodos de tiempo de prueba fijo
T =81,70,41,31.31,30,29,72,60. 21 dias. De estos componentes, siete fallaron antes de cul-
minar su periodo de prueba, y los tiempos de falla observados fueron t = 2,51,33,27,14,24,4
dias. Los tres tiempos de vida censurados fueron Ty = 72, Ty = 60 y T19 = 21 (Bartholomew,
1957 y [38, pdg. 23]). Ast, como r =17 yt = 308 entonces la funcidn de verosimilitud relativa
de 0 es

R(0;3) = (gg—g(’) " e (-? + 7) (37)

La figura 3.1 muestra la grdfica de R(6;z) en (8.7), los intervalos de verosimilitud de
nivel ¢ = 0,036, 0,15 y 0,25 y la ubicacion del EMV de 6, g = 252/8 = 31,5. Se observa
claramente que la funcion de verosimilitud relativa de 6 es asimétrica con cola pesada a la
derecha. Esto también puede verse a partir de los intervalos de verosimilitud y de la ubicacion
del EMV 8. Eziste una desviacidn evidente entre 8 y el centro geométrico de cada intervalo,

lo que da idea de la asimetria de la funcién de verosimilitud.
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FUNCION DE VERGSIMILITUD RELATIVA
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Figura 3.1: Intervalos de verosimilitud

El resumen de las inferencias en términos de verosimilitud consiste en proporcionar el
nivel de verosimilitud, el extremo inferior del intervalo, A, el EMV ) y el extremo superior
B del intervalo de verosimilitud. Usualmente se dan intervalos de verosimilitud de niveles
c = 0,036, 0,15 y 0,25 porque suelen estar asociados con niveles del 99%, 95% y 90% de

confianza, en el caso de que el pardmetro sea unidimensional.

c A ) B
0,036 | 19,02 | 44 | 140,64
0,15 | 22,83 | 44 | 101,80
0,25 | 24,89 | 44 | 88,86

Tabla 3.2: Resumen de inferencias para 6

Notemos que valores de 0 < 19,02 y valores de § > 140,64 tienen plausibilidad muy pe-

quefia, menor que ¢ = 0,036.
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Antes de finalizar esta seccién es importante enfatizar que la verosimilitud es una funcién
puntual v por lo tanto el nivel de plausibilidad ¢ de un intervalo de verosimilitud no es una
declaracién de la incertidumbre del intervalo. Es una declaracién acerca de la plausibilidad

relativa de cualquier punto individual adentro del intervalo, cuya verosimilitud es mayor o

igual & c.
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Capitulo 4

Verosimilitud para Cadenas de
Markov

Hemos dado los conceptos bésicos de la teoria de probabilidad para cadenas de Markov
y también la teoria de verosimilitud para inferencia estadistica. Ahora veremos el enfoque de
la verosimilitud aplicado a las cadenas de Markov, particularmente mostraremos el proceso
inferencial para cadenas de Markov paramétricas y no paramétricas.

Consideremos una cadena de Markov {Xp}nen irreducible con espacio de estados T =
{1,2,..., N}, probabilidades de transicién p;;, distribucién inicial mg(¢) y distribucién esta-
cionaria (limite) 7(j). Los pardmetros a estimar son dichas probabilidades de transicién y

considerando los casos paramétrico y no paramétrico.

4.1. Caso paramétrico

En este caso las probabilidades de transicién pueden ser indexadas por medio de un vector
de pardmetros. Supongamos que p;; = p;;(#), donde § = (61,62,...,60-) es un vector de
pardmetros desconocidos que toma valores en R”.

Sea z = {z1,...,Zn} una realizacién de observaciones de una cadena de Markov de tamaiio
n. Utilizando la probabilidad conjunta dada en (1.3), la funcién de verosimilitud para el caso

pardametrico viene dada por

n N N
L{pi(0); ) @ molio) | [ Paryrze = molio) [ [ [ ] pes (01" (4.1)

k=1 i=1j=1

donde n;; son las frecuencias de las transiciones en un paso de ir de un estado 7 a un estado

7. Tomando logaritmo natural tenemos la funcién de logverosimilitud
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N N :
log L(pi;(0); z) = logmo(io) + D > nij log pi; (6) (4.2)
i1 j=1

Aqui podemos omitir el término log mo(ig) bajo las condiciones de regularidad i, ii y iii
dadas en el capitulo 3 (Basawa, 1980, pdg. 228).
Los estimadores de médxima verosimilitud de los pardmetros 61,04, ... .0, se obtienen re-

solviendo el sistema de ecuaciones

dlog L(pi;(0);z) _

Es decir

N N
Opy(6) 1 7 _
ZZ{% 5, il =0, s=1,2....,r (4.3)

para f1,0s,....0;,.

Ejemplo 4.1.1 Con el fin de ejemplificar el caso anterior, supongamos que existe una cadena

de Markov con espacio de estados T = {1.2} y matriz de probabilidades de transicién

pemion=] 15 »

Usaremos esta dependencia paramétrica (que puede resultar forzada), solo para fines prdcti-

CcoSs.

De la ecuacidn (4.1), la funcion de verosimilitud para 6 serd

L(8;7) a [p11(6)]™* [p22(0)]"** [p12(0)]™2 [p21 (€)]"**

L(8;z) o gmi¥bna)(1 . gymz(] — gyn=

Ahora, usando la definicidn de verosimilitud relativa (3.2) tenemos

(n11+6n22) g\ M2 __ g6\ "1
- () (5 (9
) 1-6 165

A partir de datos reales de precipitacidn diaria discretizados en dos estados (seco=1, llu-

vioso=2) que fueron tomados de la estacidn meteoroldgica de Cerro de Pasco - 000593 (en la
seccidn 6.2 se dardn mds detalles al Tespecto), se obtuvieron las frecuencias de las transicio-
nes diarias totales para 5 anos de precipitacion (2009-2013): ni; . 1136, nis = 254, ng; =
254 y nge = 180.
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A partir de la ecuacidn (4.3), podemos encontrar el EMV para el caso de un solo pardmetro

2 2
8pm 1 _
22 { @] =P

i=1 j=1

Desarrollando lo ecuacidon anterior tenemos

1 1
nll(l) e nlz(—l) : —1_— +n21(—695) : +TL22(695) =0

g 0 — 66

Llevdndolo a la forma polinomial

(r11 + nig + 6n91 + 6712)677 — (n11 + 6n2y + GTLQQ)G’G — (TL11 + ni2 + 6TL22)(9 + (TL11 + 671,22) =0

Ahora, utilizando métodos numéricos, tenemos que el valor del EMV seria 6= 0,843.
También se determinaron los intervalos de verosimilitud-confianza a los niveles ¢ = 0,036, ¢ =
0,15 y ¢ = 0,25. En la tabla 4.1 se muestran los resultados de inferencias de verosimilitud

para 6:

~

c A 6 B
0,036 | 0,826 | 0,843 | 0,859
0,15 | 0,830 | 0,843 | 0,855
0,256 | 0,832 | 0,843 | 0,854

Tabla 4.1: Resumen de inferencias para el caso paramétrico
Si sustituimos el valor de 9 en (4.4). obtenemos la estimacidn puntual de la matriz P
(4.5)

B = (pus(B)) = 0,843 0,157
— Py 0,641 0,359

La interpretacidn que le podemos dar a la matriz anterior es que si el dia de hoy no llovid,
entonces existe mayor probabilidad que mafiana no llueva (0,848) de que llueva (0,157). Si

por el contrario, el dia de hoy llovid, entonces existe mayor probabilidad que mafiana no llueva

(0,641) de que llueva (0,359).

En la siguiente seccién vamos a aprender a simular una cadena de Markov paramétrica y
no paramétrica para poder verificar las probabilidades de cobertura asociadas a los intervalos

de verosimilitud mediante este proceso.
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4.1.1. Simulacién de una cadena de Markov paramétrica

Mediante un estudio de simulacién vamos a verificar las probabilidades de cobertura aso-
ciadas a los intervalos de verosimilitud. En esta parte haremos simulaciones de una cadena de
Markov paramétrica y en la siguiente seccién veremos el caso no paramétrico. A continuacién

mostramos cl algoritmo para realizar csta simulacion.
Algoritmo: Simulacién d¢ una cadena de Markov

Entrada
e 7 distribucion inicial
e P: matriz de probabilidades de transicién de un paso
e n: numero de datos a simular
e X: sucesidn de ceros
Salida
o X
rando « funcion(p)
u < Uniforme(0.1)
s < pl1]
g1
Mientras (u > s) o (j <longitud de p)
Jeg+1
s < 5+ plJ]
Fin mientras
index « j
Fin proccso
X[1] « rando(m)
Para i « 1 hasta n hacer
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X[t + 1] + rando(P[X[i],])
Fin para
Escribir X
Fin proceso

Con el algoritmo anterior podemos obtener cadenas de Markov para el caso paramétrico

y no paramétrico con las caracteristicas que se deseen.

Realizaremos ahora la simulacién considerando el ejemplo 4.1.1 para la cadena de Markov
paramétrica con espacio de estados 7' = {1,2} y matriz de probabilidades de transicién
estimada dada en (4.5). Consideraremos una distribucién estacionaria g, para ello debemos

resolver el sistema de ecuaciones dado por

7r0P = To

que para estc caso seria equivalente a resolver

mo(1)P11 + mo(2)p21 = mo(1)
mo(1)P12 + mo(2)P2z = mo(2)

con la condicién

71'0(1) +mp(2) =1

Asf tendriamos la distribucién estacionaria dada por

mo(1) = P(Xo =1) = 0,803 y mp(2) = P(Xo = 2) =0, 197

Simularemos una cadena de Markov paramétrica con las caracteristicas mencionadas y
tomaremos una muestra de esta de tamaho n = 1826 para realizar la inferencia a través de la

verosimilitud.
Puesto que en la ccuacién (4.1) aparcce ¢l término ny; (que son las frecuencias de las

transicioncs cn un paso para ir del estado i al j en toda la muestra), colocaremos estos valores

en una matriz £ llamada matriz de frecuencias.
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Una vez que tenemos la matriz de frecuencias F' realizamos la inferencia basada en vero-

similitud al igual que en el ejemplo 4.1.1

Los resultados del valor estimado § v de los intervalos de verosimilitud los mostramos a

continuacidén en la siguiente tabla:

—~

c A 7] B
0,036 | 0,830 | 0,848 | 0,865
0,15 | 0,834 | 0,848 | 0,861
0,25 | 0,836 | 0.848 | 0,859

Tabla 4.2: Resumen de inferencias para la simulacién paramétrica

A partir de la tabla 4.2 podemos determinar las probabilidades de transicién estimadas

reemplazando el valor de 8 en la matriz del ejemplo 4.1.1.

. 0,848 0,152
} (“s)

P= s = {0 628 0,372

Al igual que el ejemplo 4.1.1, la interpretacién que le podemos dar a la matriz anterior
es que si el dia de hoy no llovid, entonces existe mayor probabilidad que mafiana no llueva
(0,848) de que llueva (0,152). Si por el contrario, el dia de hoy llovié, entonces existe mayor
probabilidad que manana no llueva (0,628) de que llueva (0,372).

Como queremos verificar la confianza asociada a los intervalos de verosimilitud, veremos
si el intervalo cubre o no el verdadero valor del pardmetro (5 = 0,843) a los niveles de
plausibilidad ¢ = 0,036, 0,15 y 0,25. Para ello realizaremos el proceso anterior 5000 veces y

estimaremos las probabilidades de cobertura.

c 1—a| PC(09)
0,036 | 0,99 | 0,991
0,15 0,95 0,950
025 | 090 | 0,903

Tabla 4.3: Probabilidades de cobertura a los diferentes niveles de plausibilidad

De la tabla 4.3 vemos que la probabilidades de cobertura (nivel de confianza real) a los
diferentes niveles de plausibilidad (¢ = 0,036, 0,15 y 0, 25) son muy similares a lo tedricamente
indicado (nivel de confianza nominal). Se puede optar por usar otra distribucién inicial g,

no necesariamente estacionaria, veremos que los resultados de las probabilidades de cobertura
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son muy similares.
Pasaremos ahora a ver el caso paramétrico, pues el caso anterior resulta a veces complicado

de modelar para un caso real.

4.2. Caso no paramétrico

Para este caso las probabilidades de transicién p;; no pueden ser indexadas a través de
un vector de pardmetros. Sea z = {z1,22,....%,} una realizacién de observaciones de una
cadena de Markov de tamaifio n. Entonces, utilizando la probabilidad conjunta dada en (2.1),

la funcién de verosimilitud para el caso no pardmetrico viene dada por

n N N
L(pijiw) o P(@;pis) = mo(i0) [ [ Pagsaze = molio) [] [ [ 25 (4.7)

donde n;; son las frecuencias de las transiciones en un paso de ir de un estado % a un estado
4. Dichos niimeros de transiciones serén colocados en una matriz F = (n;;) llamada matriz de
frecuencias. Debemos maximizar la funcién de verosimilitud para encontrar el EMV de p;;.

Para ello, tomando el logaritmo a la funcién de verosimilitud, obtenemos

N N
log L(pj; ) = log mo(io) + Y _ > _ 145 log pyj (4.8)
i=1 j=1 ’
N
sujeto a la restriccion Zpij = 1 y utilizando multiplicadores de Lagrange, obtenemos la
j=1
siguiente expresion:
N N N
I*(pij; ) = logmolio) + Y > mijlogpy +A | 1= pi (4.9)
i=1 j=1 j=1

Derivando I* respecto a las p;; y a A, tenemos que

N
ol* Nij ol*
Opij  pij s j};lpn

Igualando las expresiones anteriores a cero, obtenemos

ey Mg
A= — = py=—
Pij D
N .
Sumando y usando que Zpij =1, deducimos que
. j=1
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N N
N 2 D™ N
. 2

j=1 j
2py =T = =

Jj=1
Tomando A = n;, obtenemos el EMV, a saber
L ng
N
donde n; = Zn‘ij'
Jj=1

Nucvamente omitiremos ol término log mo(70) bajo las condiciones de regularidad i, ii y iii
dadas en el capitulo 3 (Basawa, 1980, pag. 228).
Para hacer inferencias sobre las probabilidades de transicidn p;; consideraremos la distri-

bucién marginal de n;;. Sea la matriz de frecuencias

i1 T2 - Mg ot TUN
M1 M22 vt TMgj TN
F=
| ™N1 TNz TN Tt NN

Si fijamos ¢ en la matriz F, podemos suponer que

(ni1- Mg, - - iN) ~ Multinomial(ng, pi1, Pi2, - - -, DiN )

Y si ahora fijamos j tenemos quc

nij ~ anomzal(nnpw)

Luego, la funcién de verosimilitud de p;; basada en la distribucién marginal de n;; es

, g L\
L(p’ij) @ Py (1 _pw) o (4-11)
donde p;; es una entrada de la matriz de probabilidades de transicién P, n;; es una entrada
de la matriz de frecuencias F' y n; es.la suma de las frecuencias del i-ésimo renglén. Con la
funcién de distribucién de p;; basada en la distribucién marginal de n;; podemos encontrar
la cstimacion de un pardmetro especifico cuando se ticnen varios. Como deseamos hallar los

intervalos de verosimilitud para las p;;. necesitamos para ello la funcién de verosimilitud

relativa
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L(pis: N (] — g\ TG
Ripij;z) = LP5T) _ (2) ( ’Q) (4.12)
L(psj; x) Dij 1 — Py

Con la ecuacién (4.12), podemos encontrar los intervalos de verosimilitud para cada una
de las probabilidades de transicién p;; a diferentes niveles de c.

Pasaremos ahora a mostrar un ejemplo de aplicacién real del caso no paramétrico.

4.3. Ejemplo de aplicacidon real

En csta scecién pondremos cn préactica el método propuesto mediante un ejemplo de apli-
cacién real; para ello trabajaremos con datos reales de precipitacién diaria del distrito de
Chaupimarca ubicado en la provincia de Pasco, en el departamento del mismo nombre. Para
definir ¢l tipo y disefio de investigacién nos basaremos en la siguiente cita textual: “Los datos
longitudinales son muy comunes en investigacion y usualmente surgen de medir una o varias
respuestas, junto con caracteristicas propias de cada sujeto o unidad experimental repetida-
mente a través del tiempo. Algunas de estas respuestas pueden pensarse como realizaciones
aleatorias de un cierto proceso estocdstico con espacio de estados discreto” (Tovar y Salazar,
2009, pag. 214) se trata pues de un estudio de tipo no experimental de disefio longitudinal,
mds precisamente de disefio longitudinal de evolucién de grupo (cohorte) pues se trata de una
muestra de estos datos y no de toda la poblacién. A partir de los datos de precipitacion diaria
se ‘construird’ una cadena de Markov de dos estados siendo cada uno de estos una condicién
de ocurrencia o no ocurrencia de precipitacion (o lo que es lo mismo, si el dia fue lluvioso o

seco).

Los datos fueron tomados de la estacién meteorolégica Cerro de Pasco - 000593 ubi-
cada cn c¢l distrito de Chaupimarca a 4260 msnm con coordenadas 10° 41’ 40” de lati-
tud y 76° 15" 15" de longitud. La informacién de dicha estacién meteorolégica estd dispo-
nible al publico usuario, a través de consultas en Internet en la pédgina web del Senambhi
(http://www.senamhi.gob.pe/). Dichos datos consisten de una serie pluviométrica del dis-
trito de Chaupimarcs, registrada dia a dia, donde se midio la cantidad de precipitacién habida
durante un periodo de § afios (2009-2013).

Como ya se mencioné en el capitulo 2 de esta tesis, las cadenas de Markov vienen a ser un
caso particular de un proceso estocdstico de variables aleatorias. Para el estudio que se va a
plantear, consideraremos al tiempo y al estado como discretos, usando como unidad de tiem-
po el dia y como estados posibles lluvioso y seéo, dependiendo de si se recogid precipitacién

considerable o no durante el transcurso del dia.
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Para la medicién de la precipitacion se utiliza el pluviémetro, que es un instrumento que se
emplea en los centros de investigacién meteorolégica para la recogida y medicién de la lluvia

caida.

Figura 4.1: Pluviometro tipo Hellman modelo t0270 TP1K-HLM

Se compone de un recipiente cilindrico, abierto|y con el eje vertical, que termina por su
parte superior en un borde de latén de filo cortante. El cilindro termina por abajo en una espe-

cie de embudo cénico, que en su extremidad inferior|lleva una espita (tubo corto que se abre o

cierra por el giro de una llave o mediante una palanca); al abrir esta, la lluvia recogida durante
un determinado periodo, se transvasa a recipientes graduados. Conociendo la superficie de la
base circular del cilindro se obtiene la cantidad de llluvia, caida por unidad de superficie en el
terreno de la zona. Dicha cantidad se expresa en milimetros (mm), que representan la altura
de la capa de agua caida. La dimensién normal de la superficie anteriormente citada en estos
instrumentos es de 0,1 m?, por lo que un litro de agua recogida en el recipiente (equivale a 1
dm®) representa 10 mm de lluvia.

Ahora que ya conocemos el funcionamiento de un pluviémetro, debemos escoger un um-
bral bajo el cual un dia es considerado seco. En un estudio de precipitacién diaria en Badajoz

(Espafia) hecho por Cadafa ([29]), se consider6 como dia seco a todo aquel cuya precipitacién
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haya sido inferior a 0,1 mm. y como dia lluvioso en caso contrario. Otro estudio realizado en el
Municipio La Canada de Urdaneta del Estado de Zulia en Venezuela ([9]), se considerd tam-
bién como umbral el valor de 0.1 mm. Liao et al. ([18]) realizaron un estudio modelacién de
precipitacion diaria en China, donde consideran a un dia lluvioso cuando la precipitacién es
superior a 0,1 mm y a un dia seco cuando es menor & dicho valor. De acuerdo a Luengo et
al. ([21]), se consideraron dos umbrales para determinar los dfas secos (menor que 0,1 mm
y menor que 10 mm), para un estudio sobre rachas secas en la cuenca del Duero (Espafia).
Martinez et al. ([22]) consideran un umbral de 0,2 mm para los dias secos cuando el drea
escogida para cl estudio no presenta precipitacién elevada. En un informe presentado por el
profesor de la Universidad Nacional de Ingenieria, Edson Plasencia, y al cual se puede acceder
mediante el link http://www.edsonplasencia.com/, sobre el cambio climético en Cerro de
Pasco, se observa que el nivel de precipitacién ha disminuido en los Ultimos afios y contintia
descendicndo. Es por ello que, en vista de los antecedentes, en este trabajo se utilizé para el
anédlisis el umbral 0.1 mm, por lo tanto, para determinar un d{a como seco, la precipitacién

diaria debe ser inferior a 0,1 mm, y serd lluvioso en caso contrario.

En base a estudios anteriores como el presentado por Liao ([18]), que considera una cadena
de Markov de dos estados (lluvioso y seco); el de Gregory ([11]), que plantea también un modelo
de cadena de Markov con diferentes érdenes; el propuesto por Cazacioc ([5]) donde, como en
el caso anterior, se plantea dicho modelo para varios érdenes; o en el estudio presentado por
Barrantes ([3]), acerca de la persistencia de lluvias en San José (Costa Rica), donde también
se plantea este modelo con hasta dos d6rdenes; vamos a tomar el mismo modelo para nuestro
estudio, es decir, el de una cadena de Markov de dos estados, donde el orden lo vamos a
determinar en base al criterio de informacién de Akaike y el criterio de informacién bayesiano,

cuyas metodologias a continuacién pasaremos a detallar.

4.3.1. Determinacion del orden de una cadena de Markov de dos estados

Para determinar dicho orden, nos basaremos en los dos criterios mencionados anteriormen-
te: el criterio de informacién de Akaike (AIC) y el criterio de informacién bayesiano (BIC).
Ambos se basan en las funciones de logverosimilitud de las probabilidades de transicién de la
cadena de Markov previamente construida. Dichas funciones dependen de las transiciones de
un estado a otro y de las probabilidades de transicién. Las funciones de 'Iogverosimilitud para

las cadenas de Markov de orden 0, 1, 2 y 3 se definen como
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2
Ly = Z nj log(p;)
j=1

2 2
Li=7)> mijlog(p;)
i=1 j=1
2 2 2
Ly = Zzznki]’ log(Prij)
k=1i=1 j=1
2 2 2

Ly = Z Z Z Nikij 1og(Pixiz)

=1 k=1 i=1 j=1

o~

donde
1D . o~ 'I’Lij
i
V. i X ;X R ]
pk?’l] = P(ATI+1 = JIAT{ = l,)\.n’_l = k) y pklj — (¥
N
1R¢ , X ¢ o TUkij
plk)ij = P(Xn—f—l = ]IAn = Z,)&n—l = k,An_z = l) y plk'lj — n”f.]
o
ademads

ni. = Znij: Nks. = anij Yy Tuki = ankij
J J J

Los estadisticos para los dos criterios mencionados son los siguientes:

AIC(m) = —2Ly, + 2™+
BIC(m) = —2L,, + 2™(logn)

donde n representa el tamafio de la muestra. Segin Inga ([14]), el criterio que propuso

Akaike se basa en calcular el AIC(m) y luego seleccionar el modelo que tenga el minimo
AIC(m). Cazacioc ([5]) afirma que el criterio BIC tiende a ser mds conservativo, indicando

ordenes més bajos que el criterio AIC. Es preferible usar el criterio BIC para series de tiempo

grandes con un nuimero de datos de alrededor de n = 100 o superior a n = 1000.

Para el célculo de los valores del AIC(m)y BIC(m) se realizé un programa con el software

R, ¥ cuya cbédigo se encuentra en el apéndice de este trabajo. Los resultados que se obtuvieron

se muestran en la tabla 4.4.
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AIC BIC
2009,365 | 2014.875
1919,648 | 1930,668
2628,359 | 2650.399
3757,206 | 3801,285

winv|—|o|3

Tabla 4.4: Valores del AIC' y BIC para diferentes érdenes

De acuerdo al criterio de Akaike vemos que el valor minimo se da cuando m = 1, es
decir, cuando la cadena de Markov de dos estados es de primer orden (existe una dependencia
con un Unico estado pasado). Para el criterio bayesiano vemos que el valor minimo se logra
también cuando m = 1; asi, la cadena de Markov de dos estados para el conjunto de datos de
precipitacién diaria seria de orden uno.

Una vez que ya hemos determinado el orden de la cadena de Markov de dos estados para
nuestro conjunto de datos, pasarcmos a rcalizar la inferencia mediante verosimilitud para la

cadena no paramétrica.

4.3.2. Simulacién de una cadena de Markov no paramétrica

Con los mismos algoritmos para el caso paramétrico haremos simulaciones de una cadena
de Markov no paramétrica finita y luego realizaremos la inferencia mediante verosimilitud
verificando las probabilidades de cobertura asociadas a los intervalos de verosimilitud.

A partir de la ecuacién (4.10) y utilizando la matriz de frecuencias F', la matriz de proba-

bilidades de transicién estimada P serfa

m
o )
. 0,817 0,183
P=(53) = ! ! 4.13
(7i) [0,585 0,415} (413)

Ahora, para hallar el intervalo de verosimilitud para 11, utilizamos la funcién de verosi-
militud relativa dada en (4.12)

R(pi1;z) = Lpuiz) _ (Fﬂ)n“ (1 —p11>"1_"“
, L(p11; =) i 1=

Haciendo lo mismo para P12, P21 v P22, obtenemos ecuaciones similares a la anterior.

Rpuie) = L) _ ()" (L)
’ L(p/fg,a:) ]7/1\2 l_ﬁﬁ
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L(pa1;z na /1 n2—na1
R(py;z) = (p21;7) _ (Pm) < p21>

L(pz:x)  \pa1 1= o1
R(pa; ) = Lipz:a) _ (Pzz)nzz (1 —p22>"2—"22
225 ¢ L(p2; x) o 1= o

Los resultados de los intervalos obtenidos para cada p;; a los diferentes niveles de plausi-

bilidad (¢ = 0,036, 0,15 y 0, 25) se muestran a continuacién en las siguientes tablas:

c A P11 B
0,036 | 0,790 | 0,817 | 0,843
0,15 | 0,797 | 0,817 | 0,837
0,25 | 0,800 0,817 | 0,834

Tabla 4.5: Intervalos de verosimilitud para H11

c A D12 B
0,036 | 0,157 | 0,183 | 0,210
0,15 | 0,163 | 0,183 | 0,203
0,25 | 0,166 | 0,183 | 0,200

Tabla 4.6: Intervalos de verosimilitud para p13

c A Pa1 B
0,036 | 0,524 | 0,585 | 0,645
0,15 | 0,539 | 0,585 | 0,631
0,25 | 0,546 | 0,585 | 0,624

Tabla 4.7: Intervalos de verosimilitud para pa1

c A P2z B
0,036 | 0,345 | 0,415 | 0,476
0,15 | 0,369 | 0,415 | 0,461
0,25 | 0,376 | 0,415 | 0,454

Tabla 4.8: Intervalos de verosimilitud para pgz
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Realizamos la simulacién de una muestra de la cadena de tamafio n = 1826 y luego a
partir de (4.10) estimaremos las probabilidades de transicién p;;. Para ello tomaremos como
condicién inicial a la matriz de probabilidades de transicién dada en (4.13) y, como en el
caso paramétrico, consideraremos una distribucién estacionaria mp que se obtiene al resolver

el sistema de ecuaciones dado por

moP = 7o

que para este caso seria equivalente a resolver

mo(1)P11 + mo(2)P21 = mo(1)
7o(1)P12 + m0(2)P22 = mo(2)

con la condicién

7['0(1) + 7r0(2) =1

La distribucién estacionaria 7y estaria entonces dada por

mo(l) = P(Xo=1)=0.762 y mo(2) = P(Xo = 2) = 0,238

" La nueva matriz de probabilidades de transicién obtenida luego de realizar la simulacién

€s

~ . 0,815 0,184
F=g)= [ 0,579 0,421 ]

- También se hallaron los intervalos de verosimilitud a los diferentes niveles de plausibilidad

c=10,036, 0,15y 0,25, para las p;; de la matriz anterior (todos estos cdlculos fueron hechos

mediante un algoritmo implementado con el software R, €l cual se mostrara en el apéndice de

csta tesis). Los resultados se muestran a continuacién en las siguientes tablas:

c A P11 B
0,036 | 0,788 | 0,815 | 0,842
0,15 | 0,795 | 0,815 | 0,836
0,25 | 0,798 | 0,815 | 0,833

Tabla 4.9: Intervalos de verosimilitud para p17 de la cadena simulada
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c A D1z B
0,036 | 0,158 | 0,184 | 0,212
0,15 | 0,164 | 0,184 | 0,205
0,25 | 0,167 | 0,184 | 0,202

Tabla 4.10: Intervalos de verosimilitud para P12 de la cadena simulada

c A D21 B
0,036 | 0,517 | 0,579 | 0,638
0,15 | 0,532 | 0,579 | 0,624
0,25 | 0,539 | 0,579 | 0,617

Tabla 4.11: Intervalos de verosimilitud para P21 de la cadena simulada

c A D2z B
0,036 | 0,362 | 0,421 | 0,483
0,15 | 0,376 | 0,421 | 0,468
0,25 | 0,383 | 0,421 | 0,461

Tabla 4.12: Intervalos de verosimilitud para paz de la cadena simulada

Ahora verificaremos la confianza asociada & los intervalos de verosimilitud y, al igual que
en el caso paramétrico, una vez calculados los intervalos de verosimilitud, verificaremos si el
intervalo cubre o no el verdadero valor de p;; (en la primera parte de esta seccién, vimos
que dichos valores corresponden a los elementos de la matriz de probabilidades de transicién
estimada P, es decir, p11 = 0,817, p12 = 0,183, p9; = 0,585 y pas = 0,415) a los niveles de
plausibilidad ¢ = 0,036, 0,15 y 0,25. Para ello realizaremos el proceso anterior 5000 veces
y estimaremos las probabilidades de cobertura (para este proceso nuevamente nos valdremos
de un algoritmo implementado con el software R y cuyo cddigo se mostraré en el apéndice de

esta tesis).

De la tabla 2.4.4 mostrada abajo vemos que la probabilidades de cobertura (nivel de con-
fianza real) a los diferentes niveles de plausibilidad (¢ = 0,036, 0,15 y 0. 25) son muy similares
a lo tedricamente indicado (nivel de confianza nominal). Al igual que en el caso paramétrico
se puede optar por usar otra distribucién inicial np, no necesariamente estacionaria, y los

resultados de las probabilidades de cobertura serdn muy similares.
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¢ |1—a| PC(p11) | PC(p12) | PC(p21) | PC(p22)
0,036 0,99 0,992 0,992 0,989 0,989
0,15 0,95 0,947 0,947 0,950 0,950
0,25 0,90 0,901 0,901 0,907 0,907

Tabla 4.13: Probabilidades de cobertura a los diferentes niveles de plausibilidad

Si analizamos nuestra cadena representada por la matriz de probabilidades de transicion
dada en (4.13) desde el enfoque probabilistico, vemos que es finita pues tiene dos estados
(T' = {1,2}). Ademés, como todas sus entradas son positivas (p;; > 0,Vi,j € T), se cumple
que pg-l) > 0,Vi,j7 € T. Asi, vemos que todos sus estados son comunicantes y por tanto la

cadena seria irreducible.

Pasemos ahora a ver la recurrencia de nuestra cadena. Como recordamos, se dice que un
estado es recurrente si f;;, donde f;; denota la probabilidad de regresar al estado % en un tiem-
po positivo. Si querernos couocer el tiempo medio que la cadena tardard en regresar a dicho
estado 4, debemos analizar la recurrencia positiva. Por ser nuestra cadena finita y de acuerdo
a la proposicién 2.5.15, entonces se tiene al menos un estado recurrente positivo. Ademas,
como nuestra cadena es irreducible y finita, por el corolario 2.5.5 tendriamos que cada estado

es recurrente positivo. Por tanto tenemos que nuestra cadena es recurrente positiva.

La periodicidad mide la cantidad de pasos en los cuales un estado regresa asi mismo. Como

p11 > 0, entonces pﬁ)

d(1) = 1y por la proposicién 2.5.1, d(2) = 1. Asi, nuestra cadena serfa aperiddica.

> 0; en general, pi’f) > 0. De la definicién de periodo tendriamos que

Vimos que nuestra distribucién estacionaria estaba dada por my = (0, 762;0,238). De
acuerdo al teoremna 2.5.1, como nuestra cadena es irreducible, recurrente positiva, aperiédica,

con distribucién estacionaria 7, entonces para una cantidad grande de pasos (n = 20)

B0 _ (@9 l 0,762 0,238 }

0,762 0,238

las filas de la matriz anterior tienden a la distribucién estacionaria g, la cual serfa la

distribucién limite (dicha matriz fue calculada computacionalmente).
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Conclusiones

1. Sc probd que existc una relacién entre la estadistica y la probabilidad valiéndonos para
ello de la inferencia estadistica aplicada sobre las probabilidades de transicién de una
cadena de Markov paramétrica y no paramétrica. La teoria de probabilidad se aplica al

analizar el comportamiento asintdtico de dicha cadena.

2. Mediante el método de verosimilitud se mostré cémo estimar dichas probabilidades de
transicién tanto para el caso paramétrico como para el no paramétrico. En la practica
es mas frecuente encontrase con el segundo caso puesto que el primero es muchas veces

muy complicado de modelar.

3. No solo se realizé la estimacién puntual, sino también la estimacién por intervalos. La
propiedad de verosimilitud de cobertura de intervalos fue verificada, mediante un proceso
de simulacién, para ver si esta cubre o no el verdadero valor del pardmetro estimado.
Se comparé dicho valor (nivel de confianza real) con el valor tedrico (nivel de confianza

nominal) viendo que estos valores estdn muy préximos.

4. Para el ejemplo de aplicacién real, sobre la ocurrencia o no ocurrencia de precipitacidn,
nuestra cadena de Markov consiste de dos estados. Segin la matriz de probabilidades
de transicién vemos que si el dia de hoy no llovié es més probable que el dia de manana
no llueva (p11 = 0,817), de que el dfa de mafiana llueva (p12 = 0,183). Asimismo, si el
dfa de hoy llovio es més probable que el dfa de mafiana no llueva (p21 = 0,585), de que

el dfa de mafana llueva (p22 = 0.415).

5. La cadena de Markov en el presente trabajé resulté ser finita, irreducible, recurrente
positiva y aperidédica. Ademds, seglin el teorema bésico de convergencia, vemos que las
probabilidades de transicién de la matriz P" convergen a la distribucién estacionaria

. la cual seria la distribucidn limite.
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Apéndice

1. Cédigo en R del ejemplo 3.6.1

# Calculo del EMV para la distribucion exponencial

tf=c(2,51,33,27,14,24,4) # Tiempos de falla
tf

T=c(72,60,21) # Tiempos de vida censurados
T

r=length (tf)

r

t=sum (T)+sum( tf)

t

theta_esti=t/r

theta_esti

# Grafica de R(theta) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

theta=seq(0,180,by=1)

R=(7+theta /308) " (—7)*exp({—~308/theta)+7)

plot (theta ,R,type="1" ,xlab=expression (theta),ylab=expression ("R(”*theta*”;x
)"))

legend (130,0.8,¢("¢c=0.25","¢=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8,col=c(”red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA™)

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue”)

abline(a=0.036,b=0,col="green”)

(

abline(v=theta_esti)
# Intervalos de confianza para theta estimado
fl <— function (x) (7=x/308)"(—7)xexp((—308/x)+7)—-0.036

xminl <~ uniroot(fl, c¢(—1, theta_esti), tol = 0.0001)8$root
xmaxl <— uniroot(fl, lower=theta_esti , upper=150, tol = 0.0001) $root
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I1<—c(xminl ,xmax1)
I1

f2 <— function (x) (7%x/308)"(—7)*exp((—308/x)+7)—0.15

xmin2 <— uniroot(f2, ¢(-1, theta_esti), tol = 0.0001)8$root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=theta_esti, upper=150, tol = 0.0001) $root
12<—c¢(xmin2, xmax2)

12

f3 <= function (x) (7*x/308)"(—7)*exp((—308/x)+7)~0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢(—1, theta_esti), tol = 0.0001)$root

xmax3 <— uniroot (3, lower=theta_esti, upper=150, tol = 0.0001)$root
[3<—c(xmin3 ,xmax3)

I3

. Cédigo en R del ejemplo 4.1.1

# Calculo de las frecuencias para dos estados

X=read . table(” datos. txt”,header=TRUE)
X

n=dim (X)

n

T=c(1,2)

m=length (T)

Fematrix (0, nrow=m, ncol=m) # Matriz de frecuencias
for (i in 1:(n[1}-1))

{
for (jl1 in 1:m)
{
if (X[i,2]==1 & X[i+1,2]==j1)
{
F[1,j1]=F[1,j1]+1
}
}
for (j2 in 1:m)
{
if (X[i,2]==2 & X[i+1,2]==j2)
{
F[2,j2]=F[2,j2]+1
}
}
}
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nli=F[1,1]
nl12=F[1,2]
n21=F[2,1]
n22=F[2,2]
nl=nll+nl2
n2=n21+4n22

# Calculo del valor estimado para theta
# Raices del polinomio (nll4+nl2+6n12+6n22)x"7—(n11+6n21+6n22)x"6—(nll+nl246
n22)x+(nl1l146n22)=0

a=nll4+nl246%n12+6xn22
b=nl11+6%n21+46xn22
¢=nll+nl246%*n22
d=nl1l+46xn22

z=polyroot(c(d,~¢,0,0,0,0,-b,a))
z
r=Re(z [4])

r
# Grafica de R(theta) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

theta=seq (0.80,0.90,by=0.001)
R=(theta/r) "(d)*((1—theta)/(1-r)) (nl2)#((1—theta"6)/(1—r"6)) " (n21)
par (mfrow=c(1,1))
plot (theta ,R,type="1",xlab="Theta” ,ylab="Verosimilitud relativa (R)")
legend (0.87,0.8,¢("¢=0.25","¢=0.15",7¢=0.036") ,cex=0.8,col=c("red”,” blue”,”
green”) 1ty =1)
title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)
abline (a=0.25,b=0,col="red”)
abline{(a=0.15,b=0,col="blue"”)
abline (a=0.036,b=0,col="green”)
(

abline (v=r)
# Derivada de la funcion de verosimilitud relativa

DD <— function (expre, nombre, orden = 1) {
if (orden < 1) stop(” orden’ debe ser >= 17)
if (orden = 1) D{(expre, nombre)
else DD(D(expre, nombre), nombre, orden — 1)

}
DD(expression ((x/r) " (d)*((1-x"3)/(1-r"3)) "(nl12)*((1-x)/(1-r)) "(n21)),"x","
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1) # 1 es el orden de la derivada

x=seq (0.70,0.95,by=0.001)

y=((x/r)"((d) = 1) = ((d) = (1/r)) * ((1 = x"8)/(1 - r"8))"(n12) -
(x/r)"(d) = (((1 — x"3)/(1 — r"3))"((nl2) - 1) * ((nl2) *

(3 * x"2/(1 = r"3))))) * ((1L = x)/(1 = r))"(n21) — (x/r)"(d) =

((1 = x"3)/(1 = r"3))"(n12) * (((1 - x)/(1 = r))"((n21) -
1) * ((n21) = (1/(1 = 1))))

plot(x,y,type="1" ,xlab="x",ylab="y” ,panel. first=grid () )

abline (h=0,col="blue")

# Intervalos de confianza para theta estimado

f1 <~ function (x, a) (x/a) " (d)=((1—-x)/(1—a)) " (n12)*((1-x"6)/(1—a"6}) " (n21)
—-0.036

xminl <~ uniroot(fl. ¢(0.80, r), tol = 0.0001, a=r)3root

xmaxl <— uniroot(fl, lower=r, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r)8$root

I11<—c(xminl,xmaxl)

11

f2 <— function (x, a) (x/a) (d)*((1-x)/(1-a)) " (nl12)*{{1—-x"6)/(1—-a"6))"(n21)
—0.15

xmin2 <— uniroot{f2, ¢(0.80, r), tol = 0.0001, a=r)3root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=r, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r)8$root

I12<—c(xmin2,xmax2)

12

f3 <— function (x, a) (x/a) " (d)*{((1-x)/(1—a)) " (n12)*((1-x"6)/(1—=a"6)) " (n21)
-0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢(0.80, r), tol = 0.0001, a=r)3root

xmax3 <— uniroot(f3, lower=r, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r)S$root

I3 <—c(xmin3,xmax3)

13

P_esti=matrix{(c(r,1-r"6,1—r,r "6) ,nrow=m, ncol=m)

P_esti

. Cdbdigo en R de la simulacién de una cadena de Markov paramétrica

# Determinacion de la distribucion inicial pi_0

T=c(1,2)
m=length (T)
r=0.843 # EMV del ejemplo 6.1.1

114




P=matrix(c(r,1-r"6,1~r,r"6) ,nrow=m, ncol=m) # Matriz P_esti del ejemplo
6.1.1

P

A=matrix (c(P{1,1)-1,P[1,2]+1,P[2,1],P[2,2]) ,nrow=m, ncol=m)

A

b=c(0,1)

b

pi-O=solve(A,b) # Distribucion estacionaria pi.0 del ejemplo 6.1.1

pi-0

# Simulacion de una cadena de Markov en {1, 2} dadas una

# condicion inicial pi_-0 y matriz de transicion P

N=1826 # Numero de datos a simular (N=Total de datos+1)
X=matrix (0,nrow=1,ncol=N+1) # Inicializar y borrar si hay datos anteriores

t=0:N # Indices de tiempo
# rando genera numeros aleatorios (1 o 2) con distribucion Uniforme ([0,1])

rando<—function (p)

{

u=runif (1,min=0,max=1)

s=p[1]
j=1

while ((u>s) & (j<length(p)))

{
J=i+1
s=s+p[]]

index=j

X{1]=rando(pi-0) # Genera el valor de X(0) con distribucion pi.0
for (i in 1:N)

{
X[i+1]=rando(P[X[i],])

}
X

par (mfrow=c{(2,1))

plot(t,X,type="b” ,col="4",pch=18 main="Una trayectoria de la cadena”)
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hist (X,col="4",breaks=seq(1,2,by=1/2),ylim=c(0,2000) ,main="Frecuencias

relativas de la cantidad de visitas a cada estado”)

n=length (X)

n

F=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de frecuencias
for (i in 1:(n-1))

{
for (j1 in 1:m)
{
if (X[i]==1 & X[i+1]==j1)
{
F[1,j1]=F[1,j1]+1
t
for (j2 in 1:m)
{
if (X[i]==2 & X[i+1]==j2)
{
F[2,j2]=F[2,)2]+1
}
}
}
F
n11=F[1,1]
n12=F[1,2]
n21=F[2 1]
n22=F[2,2]

# Calculo del valor estimado para theta
# Raices del polinomio (nll+nl2+6n12+6n22)x"7—(nl11+6n21+6n22)x"6—(nll+nl2+6
n22)x+(nl146n22)=0

a=nll+nl2+6*nl1246+xn22
b=n11+6%xn21+6%n22
¢=nll4+nl2+6+xn22
d=nll+6%n22

z=polyroot (c(d,~¢,0,0,0,0,-b,a))
z
r.sim=Re(z [4])

r-sim
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# Grafica de R(theta) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

theta=seq (0.8,0.9 ,by=0.001)

R=(theta/r_sim) " (d)*((1-theta)/(1—-r-sim)) " (n12)*((1—theta"6)/(1—r_sim"6)) "(
n2l)

par (mfrow=c¢(1,1))

plot(theta ,R,type="1" ,xlab=expression(theta),ylab=expression ("R(”*theta*";x
)7))

legend (0.87,0.8 ,c(”¢c=0.25","¢=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8,col=c(”red”,” blue” ,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue")

abline(a=0.036,b=0,col="green”)

abline(v=r_sim)
# Derivada de la funcion de verosimilitud relativa

DD <— function (expre, nombre, orden = 1) {
if (orden < 1) stop(”'orden’ debe ser >= 17)
if (orden = 1) D(expre, nombre)
else DD(D(expre, nombre), nombre, orden — 1)
}
DD(expression ((x/r_sim) “(d)*((1—x"3)/(1-r_sim "3)) "(n12)»((1—x)/(1—r_sim)) *(
n21)),"x", 1) # 1 es el orden de la derivada

x=seq(0.70,0.95 ,by=0.001)
y=((x/r_sim) " ((d) — 1) * ((d) * (1/r-sim)) * ((1 — x"3)/(1 — r_sim"3))"(nl2
) =
(x/r-sim)"(d) » (((1 = x"3)/(1 — r.sim"3
((ni2) * (3 * x"2/(1 = rsim”3))))) * ((1 — x)}/(1 — r_sim))"(n21) —
(x/r_sim)"(d) * ({1 — x"3)/(} — rsim”3))"(nl12) = (((1 -
x)/(1 = rosim)) 7 ((n2l) — 1) * ((n21) * (1/(1 — r_sim))))

)" ((n12) = 1) *

~— %

plot (x,y,type="1" ,xlab="x",ylab="y” ,panel. first=grid ())
abline (h=0,col="blue”)

# Intervalos de confianza para theta estimado

f1 <— function (x, a) (x/a) (d)*((1-x)/(1-a)) " (n12)*((1-x"6)/(1-a"6)) "(n21)

—0.036
xminl <— uniroot(fl, ¢(0.75, r_sim), tol = 0.0001, a=r_sim)3$root
xmaxl <— uniroot(fl, lower=r_sim, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r_sim)8root

I1<—c(xminl ,xmax1)
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11

f2 <= function (x, a} (x/a) (d)*({(1-x)/(1—a)) " (nl2)*((1-x"6)/(1-a"6)) " (n21)
-0.15

xmin2 <— uniroot(f2, ¢(0.75, r.sim), tol = 0.0001, a=r_sim)8root

xmax2 <— uniroot (f2, lower=r_sim, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r_sim)$root

12<—c¢(xmin2 , xmax2)

12

f3 <~ function (x, a) (x/a) " (d)*((1-x)/(1—a)) " (n12)*((1-x"6)/(1—-a"6)) " (n21)

—-0.25
xmin3 <— uniroot(f3, ¢(0.75, r.sim), tol = 0.0001, a=r_-sim)$root
xmax3 <— uniroot(f3, lower=r_sim, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r_sim)$root

I13<—c (xmin3 , xmax3)

13

P_esti=matrix(c(r_sim,l1—r_sim"6,1—r_sim ,r_sim "6) ,nrow=m, ncol=m)

P _esti

. Cédigo en R para calcular la probabilidad de cobertura para el caso pa-

ramétrico

theta_esti=0.843
S=5000

k=1

cont1=0
cont2=0
cont3=0

N=1826
xminl=rep (0 ,N)
xmaxl=rep (0 ,N)
xmin2=rep (0,N)
xmax2=rep (0 ,N)
xmin3=rep (0 ,N)
xmax3=rep (0,N)

while (k<S)
{
# Simulacion de una cadena de Markov en {0, 1} dadas una

# condicion inicial pi.0 y matriz de transicion P

pi-0=c(0.803,0.197)
pi-0 # Distribucion inicial
P=matrix(c(0.843,0.641,0.157,0.359) ,nrow=2,ncol=2) # Matriz de
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probabilidades de transicion
P
N=1826 # Numero de pasos a simular (N=Total de datos+1)
X=matrix (0 ,nrow=1.ncol=N+1) # Inicializar y borrar si hay datos anteriores
t=0:N # Indices de tiempo

# rando genera numeros aleatorios (1 o 2) con distribucion Uniforme([{0,1])

rando<—function (p)

{
u=runif(1l,min=0,max=1)
s=p[1]

j=1

while ((u>s) & (j<length(p)))

{
j=j+1
s=s+p [ j]

index=j

X{1]=rando(pi-0) # Genera el valor de X(0) con distribucion pi.0

for (i in 1:N)
{
X[i+1l]=rando(P[X[i],])
}

# Calculo de las frecuencias para dos estados

nll=0
nl2=0
n21=0
n22=0
for (i in 1:(N-1))
{
if (X[i]==1 & X[i+1]==1)
{
nll=nll+4l
}
if (X[i}==1 & X[i+1]==2)

{
nl2=nl12+1

119




}
if (X[i]==2 & X[i+1]==1)

{
n2l=n21+1
}
if (X[i]==2 & X[i+1]==2)
{
n22=n22+1
} N
}
nll
nl2
n2l
n22
F=matrix(c(nll,n21,n12,n22) ,nrow=2,ncol=2)
F

# Calculo del valor estimado para theta
# Raices del polinomio (nll4nl12+6n12+6n22)x"7—(nl11+6n21+6n22)x"6—(nll4+nl246
n22)x+(nl1+6n22)=0

a=nll4+nl2+64n12+6xn22
b=n11+46%n21+46%«n22
c=nll4+nl2+86xn22

d=nl11+6+n22
z=polyroot(c(d,—¢,0,0,0,0,-b,a))
#z

r.sim=Re(z {4])

#r_sim

# Grafica de R(theta) y los niveles para c¢=0.25, 0.15 y 0.036

theta=seq(0.8,0.9,by=0.001)

R=(theta/r.sim) "(d)*((1-theta)/(l-r-sim)) " (nl12)*((1—theta"6)/(1—-r_sim "6)) " (
n2l)

par (mfrow=c(1,1))

plot (theta ,R,type="1",xlab=expression (theta),ylab=expression ("R(”*theta *”;x
)"))

legend (0.87,0.8,¢("¢=0.25","¢=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8, col=c(”red”,” blue”,”
green”),lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline (a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue”)

abline (a=0.036,b=0,col="green”)

120




abline (v=r_sim)

# Intervalos de confianza para theta estimado

f1 <— function (x, a) (x/a) (d)*((1-x)/(1—a)) (n12)*((1-x"6)/(1-a"6)) " (n21)
-0.036

xminl [k] <— uniroot(fl. ¢(0.75, r_sim), tol = 0.0001, a=r_sim)$root

xmaxl [k] <— uniroot{fl, lower=r_sim, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r_sim)

$root

f2 <— Ffunction (x, a) (x/a) " (d)*((1-x)/(1—a)) (nl12)*({1-x"6)/(1—a"6)) " "(n21)
—-0.15

xmin2 (k] <— uniroot(f2, ¢(0.75, r_sim}), tol = 0.0001, a=r_sim)S$root

xmax2[k] <— uniroot(f2, lower=r_sim, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r_sim)

$root

f3 <— function (x, a) (x/a) " (d)*((1—-x)/(1-a)) (n12)*((1-x"6)/(1-a"6)) " (n2l)

~0.25
xmin3 [k] <— uniroot(f3, ¢(0.75, r.sim), tol = 0.0001, a=r.sim)$root
xmax3[k] <— uniroot(f3. lower=r_sim, upper=0.92, tol = 0.0001, a=r_sim)
$root

if (theta_esti>xminl[k] & theta_esti<xmaxl[k])

{
contl=contl+l
}
if (theta_esti>xmin2[k] & theta_esti<xmax2[k])
{
cont2=cont2+1
}
if (theta_esti>xmin3[k] & theta_esti<xmax3[k])
{
cont3=cont3-1
}
k=k+1
}

# Probabilidades de cobertura a los niveles ¢=0.036, 0.15 y 0.25

PCl=cont1/S
PC1
PC2=cont2 /S
PC2
PC3=cont3/S
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PC3

5. Codigo en R del ejemplo de aplicacion

# Calculo de las frecuencias para dos estados

X=read .table(” datos.txt” header=T)
X

n=dim(X)

n

T=c(1,2)

m=length (T)

F=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de frecuencias.
for (1 in 1:(n{1]-1))

{
for (j1 in 1:m)
{
if (X[i,2]==1 & X[i+1,2]==j1)
{
F[1,j1]=F[1,]j1]+1
}
for (j2 in l:m)
{
i (X[1,2)==2 & X[i+1,2]==j2)
{
F[2,j2]=F[2,]2]+1
}
}
}
F
n11=F[1,1]
nl2=F[1,2]
n21=F[2,1]
n22=F[2 2]

nl=nll4+nl2
n2=n21+4n22

P_.esti=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de probabilidades de transicion

for (i in 1:m)

{

for (j in 1:m)
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{ .
P_esti[j,i]=F[j,i]/sum(F{j,])

}

P_esti
# Grafica de R(P[1,1]) v los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq{0.70,0.90 ,by=0.001)

R=(p/P.esti[1,1]) "(nll)*((1-p)/(1—P_esti[1,1]))" " (nl-nll)

par (mfrow=c(1,1))

plot (p,R, type="1" xlab=expression(p[l11]) .ylab=expression ("R("*p[11]*";x)"))

legend (0.72,0.8,¢c("¢c=0.25","¢=0.15","¢c=0.036") ,cex=0.8,col=c(”"red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue")

abline (a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P _esti[1,1])

# Intervalos de confianza para P[1,1]

fl1 <— function (x, a) (x/a) " (nll)*((1-x)/(1-a)) " (nl-nll)—0.036

xminl <— uniroot(fl, ¢(0.75, P_.esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,1])
$root

xmax]l <— uniroot(fl, lower=P.esti[l,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=P_esti
[1.1])8root

[1<—¢(xminl ,xmaxl)

I1

f2 <— function (x, a) (x/a) (nll)*((1-x)/(1—a))"(nl-nll)—0.15

xmin2 <~ uniroot(f2, ¢(0.75, P_esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,1])
$root

xmax2 <— uniroot (f2, lower=P_esti[1,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=P_esti
(1,1]) $root

I12<—c(xmin2 ,xmax2)

12

f3 <— function (x, a) (x/a) (nll)x((1-x)/(1—a)) (nl-nll)—-0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢(0.75, P_esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P._esti[1,1])
$root

xmax3 <— uniroot (f3, lower=P_esti[l,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=P _esti
[1.1]) 8root '

I3<—c(xmin3 ,xmax3)

13
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# Grafica de R(P[1,2]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.10,0.30,by=0.001)

R=(p/P-esti|1,2]) "(nl2)*((1—-p)/(1-P_esti[1,2])) " "(n1-nl2)

par (mfrow=c (1,1))

plot (p,R,type="1" xlab=expression(p[12]) ,ylab=expression ("R("*p[12]”;x)"))

legend (0.25,0.8 ,¢(”¢=0.25","¢=0.15","¢=0.036") ;,cex=0.8,col=c("red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue")

abline(a=0.036,b=0,col="green")

abline (v=P_esti[1,2])

# Intervalos de confianza para P[1,2]

f1 <— function (x, a) (x/a) (nl2)*((1-x)/(1-a))"(nl-nl2)—0.036

xminl <— uniroot(fl, ¢{0.1, P_esti[1,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,2])$root

xmaxl <— uniroot(fl, lower=P_esti[1,2], upper=0.25, tol = 0.0001, a=P_esti
[1,2]) $root

I1<—c(xminl ,xmax1)

I1

f2 <— function (x, a) (x/a) (nl12)%((1-x)/(1-a)) (nl-nl2)-0.15

xmin2 <— uniroot (f2, ¢(0.1, P_esti[l,2]), tol = 0.0001, a=P_.esti[1,2])8root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=P_esti[l,2], upper=0.25, tol = 0.0001, a=P .esti
[1,2])$root

I12<—~¢(xmin2 , xmax2)

12

f3 <— function (x, a) (x/a) (nl12)x((1-x)/(1-a)) (n1-nl2)-0.25

xmin3 <— uniroot(f3, c(0.1, P_esti[1,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,2])8root

xmax3 <— uniroot(f3, lower=P_esti[1,2], upper=0.25, tol = 0.0001, a=P_esti
[1,2]) 8root

I13<—~c(xmin3 ,xmax3)

13

# Grafica de R(P[2,1]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.4,0.7 ,by=0.001)

R=(p/P.esti[2,1]) "(n21)%((1—p)/(1—P.esti[2,1])) "(n2-n21)

par (mfrow=c (1,1))

plot (p.R,type="1" ,xlab=expression(p[21]) ,ylab=expression ("R("*p[21]*";x)"))
legend (0.41,0.8,¢("c=0.25","¢c=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8,col=c(”"red”,” blue”,”
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green”) ,lty=1)
title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)
abline (a=0.25,b=0,col="red”)
abline(a=0.15,b=0,col="blue”)
abline (a=0.036,b=0,col="green”)
abline (v=P _esti [2,1])

# Intervalos de confianza para P[2,1]

f1 «— function (x, a) (x/a)"(n21)*((1-x)}/(1-a))"(n2-—n21)—0.036

xminl <— uniroot(fl, ¢(0.5, P_esti[2,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,1])8root

xmax] <— uniroot(fl, lower=P_esti[2,1], upper=0.65, tol = 0.0001, a=P _esti
[2,1]) $root

I1<—c(xminl ,xmax1)

I1

f2 <— function (x, a) (x/a) " (n21)*((1-x)/(1—a)) (n2-—n21)-0.15

xmin2 <— uniroot (f2, ¢{0.5, P_esti[2,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,1]) 8root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=P _esti[2,1], upper=0.65, tol = 0.0001, a=P _esti
[2,1]) $ro0t

[2<—¢(xmin2 , xmax2)

12

f3 <— function (x, a) (x/a) " (n21)#((1-x)/{(1—a))"(n2-n21)-0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢(0.5, P.esti|2,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,1]) $root

xmax3 <~ uniroot(f3, lower=P_esti[2,1], upper=0.65, tol = 0.0001, a=P _esti
{2,1]) 8root

13 <—c¢(xmin3 ,xmax3)

13

# Grafica de R(P[2,2]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq (0.25,0.65,by=0.001) .

R=(p/P.esti[2,2]) "(n22)*((1-p)/(1—P_esti[2,2])) " (n2-n22)

par (mfrow=c(1,1))

plot(p,R, type="1" ,xlab=expression (p{22]) ,ylab=expression ("R(”xp[22]*”;x)"))

legend (0.51,0.8 ,¢(" ¢=0.25" ," ¢=0.15","¢=0.086") ,cex=0.8,col=c(" red”,” blue” ,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline (a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue”)

abline(a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P_esti[2,2])

# Intervalos de confianza para P[2,2]

125




fl <— function (x, a) (x/a) " (n22)*((1—-x)/(1—a)) " "(n2-n22)-0.036

xminl <— uniroot(fl, ¢(0.35, P_esti[2,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,2])
$root

xmaxl <— uniroot(fl, lower=P_.esti[2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=P_esti
[2,2])$root )

Il1<~c¢(xminl,xmax1})

11

f2 <— function (x, a) (x/a) " (n22)%((1-x)/(1-a))"(n2-n22)-0.15

xmin2 <— uniroot(f2, ¢(0.35, P_esti[2,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,2])
$root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=P_esti[2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=P_esti
[2,2])S$root

12<—c¢(xmin2 ,xmax2)

12

f3 <— function (x, a) (x/a) " (n22)*((1-x)/(1-a)) " (n2-n22)—-0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢(0.35, P_esti[2,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,2])
$root

xmax3 <— 'uniroo’c(fS, lower=P _esti [2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=P.esti
[2,2]) $root

13 <—c(xmin3 ,xmax3)

13

# Multiplicacion de la matriz P_esti consigo misma 20 veces

Pu=diag (2)

for (i in 1:20)

{
Pn=Pn % % (P .esti)

}
t (Pn)

Cdédigo en R para determinar el orden la cadena de Markov no parmétrica

de dos estados

# Codigo en R para el criterio de Akaike y bayesiano

X=read . table(” datos.txt” , header=TRUE)
X

n=dim (X}

n

T=¢(1,2)
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m=length (T)
# Calculo de la logverosimilitud de la cadena de Markov de orden 0

FO=matrix (0,nrow=1,ncol=m) # Matriz de frecuencias
for (i in 1:(n[1]))

{
if (X[i,2]==1)
{
FO[1,1]=FO0[1,1]+1
}
if (X[i.2]==2)
{
FO(1,2]=F0[1,2]+1
}
}
FoO
PO=F0/(sum(F0))
PO
L0=0
for (i in 1:m)
{
LO=LO+F0[1,i]*log(PO[1,i])
}
LO

# Calculo de la logverosimilitud de la cadena de Markov de orden 1

Fl=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de frecuencias
for (i in 1:(n[l]-1))

{
for (j1 in 1:m)
{
if (X[i.2)==1 & X[i+1.2]==j1)
{
F1[1,j1]=F1[1,j1]+1
}
}
for (j2 in 1:m)
{
if (X[i,2]==2 & X[i+1,2]==j2)
{
F1[2,j2)=F1[2,j2]+1
}
}
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}
Fl
Pl=matrix (0 ,nrow=m, ncol=m)

for (i in 1:m)

{
for (j in 1:m)
{
P1{i,j]=F1[i,j}/sum(F1{i,])
}
}
P1

Ll=sum(Flxlog (P1)) # Multiplicacion elemento a elemento
L1

# Calculo de la logverosimilitud de la cadena de Markov de orden 2

F2=matrix (0,nrow=4,ncol=m) # Matriz de frecuencias
for (i in l:(n[l]-2))

{
for (j1 in l:m)
{
if (X[i,2]==1 & X[i+1,2]==1 & X[i+2,2]==]j1)
{
F2[1,j1]=F2[1,j1]+1
}
for (j2 in 1l:m)
{
it (X[1,2]==1 & X[i+1,2]==2 & X[i+2,2]==j2)
{
F2(2,j2]=F2[2,j2]+1
}
for (j3 in 1l:m)
{
if(X[i,2]==2 & X[i+1,2]==1 & X[i+2,2]==j3)
{
F2[3,j3]=F2[1,j3]+1
}
for (j4 in 1:m)
{
i (X[1,2)==2 & X[1+1,2]==2 & X[1+2,2]==]4)
{

F2(4,j4]=F2[2,j4]+1
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}
F2
P2=matrix (0 .nrow=4,ncol=m)}
for (1 in 1:4)

{
for (j in 1:m)
{
P2[i,j]=F2[i,j]/sum(F2[i,])
}
}
P2

L2=sum(F2xlog (P2)) # Multiplicacion elemento a elemento
L2

# Calculo de la logverosimilitud de la cadena de Markov de orden 3

F3=matrix (0,nrow=4,ncol=4) # Matriz de frecuencias
for (i in 1l:(n[1]-3))
{
for (j1 in 1:m)
{
if(X[1,2]==1 & X[i+1,2]==1 & X[i+2,2]==1 & X[i+3,2]==j1)
{
F3[1,j1]=F3[1,j1]+1
}
if (X[i,2]==1 & X[i+12]==1 & X[1+2,2]==2 & X[i+3,2]==j1)

{

F3[1,j1+2]=F3[1,j1+2]+1

for (j2 in I1:m)
{
if(X[1,2]==1 & X[i+1,2)==2 & X[i+2,2)==1 & X[i+3,2]==]2)
{
F3[2,j2)=F3[2,j2]+1
}
if (X[i,2)==1 & X[i+1,2]==2 & X[i+2,2]==2 & X[i+3,2]==j2)

{
F3[2,j2+2]=F3[2,j2+2]+1

for (j3 in 1:m)

{
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it (X[i,2]==2 & X[i+1,2]:.=1 & X[i+2,2]==1 & X[i+3,2]==j3)
{
F3([3,j3]=F3[3.j3]+1
}
if(X[i,2]==2 & X[i+1,2]==1 & X[i+2,2]==2 & X[i+3,2]==j3)

{
F3(3,j3+2]=F3[3,j3+2]+1

for (j4 in 1:m)
{
if (X[1,2]==2 & X[i+1,2]==2 & X[i+2,2]==1 & X[i+3,2]==j4)
{
F3[4,j4]=F3[4,j4]+1
}
if(X[i,2]==2 & X[i+1,2]==2 & X[i+2,2]==2 & X[i+3.2]==]4)

{
F3[4,j4+2]=F3[4,j4+2]+1

}
F3

P3=matrix (0,nrow=4,ncol=4)
for (i in 1:4)

{

for (j in 1:4)

{

P3[i,j]=F3[i,j]/sum(F3[i,])

}
}
P3
L3=sum(F3*log (P3)) # Multiplicacion elemento a elemento
L3

AlC=c(-2xL0+2%x(m~1),-2«L14+2+m*(m—1), —2+L2+24an" 2% (m—1), —2xL3+2xm" 3% (m—1) )
AIC

BIC=c(—2+L0+log(n[1]),—2+L14mxlog(n{1}),—2%L24m"2*log(n{1]),—2+L3+m" 3xlog (n

(1))
BIC

. Cédigo en R de la simulacién de una cadena de Markov no paramétrica

# Calculo de las frecuencias para dos estados
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X=read . table(” datos.txt” header=F)
X

n=dim (X)

n

T=c(1,2)

m=length (T)

F=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de frecuencias

for (i in 1:(n[1]-1))

{
for (j1 in 1l:m)
{
if (X[i,2]==1 & X[i+1,2]==j1)
{
F[1,j1]=F[1,j1]+1
1
}
for (j2 in 1:m)
{
if (X[1,2]==2 & X[i+1,2]==j2)
{
F[2,j2]=F[2,j2]+1
}
}
}
F
n11=F[1,1]
n12=F[1,2]
n21=F{2,1]
n22=F(2 ,2]
nl=nll+nl2

n2=n21+n22

P=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de probabilidades de transicion

for (i in 1:m)

{
for (j in 1l:m)
{
P[j,i]=F[j,1]/sum(F[j,])
}
}
P

131




A=matrix (¢(P[1,1] -1,P[1,2]+1,P[2,1],P[2,2]) ,nrow=m, ncol=m)

A

b=¢(0,1)

b

pi-O=solve(A,b) # Distribucion estacionaria pi.0 del ejemplo 6.1.1
pi-0

# Simulacion de una cadena de Markov en {1, 2} dadas una

# condicion inicial pi.0 y una matriz de transicion P

N=sum (F) # Numero de datos a simular (N=Total de datos+1)
X=matrix (0,nrow=1,ncol=N+1) # Inicializar y borrar si hay datos anteriores
t=0:N # Indices de tiempo

# rando genera numeros aleatorios (1 o 2) con distribucion Uniforme([0,1])

rando<—function (p)

{

u=runif(1,min=0,max=1)
s=p[1]
i=l1

while ((u>s) & (j<length(p)))
{

j=j+1
s=s+p )

index=j

1

X[1l]=rando(pi-0) # Genera el valor de X(0) con distribucion pi.0

for (1 in 1:N)

{
X[i+1l]=rando(P[X[i],])

}

X

par (mfrow=c (2,1))

plot (t,X,type="b",col="4",pch=18,main="Una trayectoria de la cadena”)

hist (X, col='4",breaks=seq(1,2,by=1/2),ylim=c(0,N) ,main="Frecuencias

relativas de la cantidad de visitas a cada estado”)
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n=length (X)

n

F=matrix (0,nrow=m, ncol=m)
for (i in 1l:(n-1))

{
for (j1 in 1:m)
{ .
il (X[i]==1 & X[i+1]==j1)
{
F[1,j1]=F[1,j1]+1
}
for (j2 in 1:m)
{
if (X[i]==2 & X[i+1]==j2)
{
F[2,j2]=F[2,j2]+1
}
}
}
F
nl1=F[1.1]
n12=F(1,2]
n21=F[2,1]
n22=F[2,2]
nl=nll+nl2
n2=n21+n22

P_esti=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de probabilidades de transicion

for (i in 1:m)

{
for (j in 1:m)

{

P.esti[j,i]=F[j,i]/sum(F[j,])

}

P _esti
# Grafica de R(P[1,1]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.70,0.90,by=0.001)
R=(p/P_esti[1,1]) "(nl1)*((1~p)/(1—P_esti[1,1])) " (nl-nll)
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par (mfrow=c(1,1))

plot(p,R,type="1",xlab=expression(p[11]) ,ylab=expression ("R("*p[11]*”;x)”})

legend (0.72,0.8,¢c(7¢c=0.25",7¢=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8,col=c(”"red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline (a=0.25,b=0,col="red"”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue”)

abline(a=0.036,b=0,col="green")

abline(v=P_esti[1,1])

# Intervalos de confianza para P[1,1]

fl <— function (x, a) (x/a) " (nll)*((1-x)/(1-a)) " (nl-nl1l)-—0.036

xminl <— uniroot(fl, ¢(0.70, P_esti{1,1]), tol = 0.0001, a=P.esti[1l,1])
$root

xmaxl <— uniroot{fl, lower=P_esti[l,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=P_esti
[1,1]) 8root :

I1<—c(xminl ,xmax1)

11

f2 <— function (x, a) (x/a) (nll)#((1-x)/(1-a))"(nl-nll)-0.15

xmin2 <— uniroot(f2, ¢(0.70, P_esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,1])
$root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=P_esti[1l,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=P _esti
[1,1])8root

12<—¢(xmin2 , xmax2)

12

f3 <— function (x, a) (x/a) (nll)#((1-x)/(1—a)) (nl-nll)-+0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢(0.70, P_esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,1])
$root

xmax3 <— uniroot (f3, lower=P_esti[1,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=P_esti
(1,1]) $root

13 <—c¢(xmin3 , xmax3)

13

# Grafica de R(P[1,2]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq (0.10,0.30,by=0.001)

R=(p/P-esti[1,2]) "(nl2)=((1-p)/(1-P.esti[1,2]))" " (nl-nl2)

par (mfrow=¢ (1,1))

plot (p,R, type="1" xlab=expression(p[12]) ,ylab=expression ("R{"*p[12]*";x)}"))

legend (0.25,0.8,c(”¢=0.25","¢=0.15" ,"¢=0.036") ,cex=0.8,col=c("red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA")

134




abline (a=0.25,b=0,col="red"”)
abline (a=0.15,b=0,col="blue”)
abline(a=0.036,b=0,col="green")
abline (v=P_esti [1,2])

# Intervalos de confianza para P[1,2]

f1 <— function (x, a) (x/a) (nl12)x((1-x)/(1—a)) (nl-nl2)—0.036

xminl <— uniroot{(fl, ¢(0.1, P_esti[l1,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,2])$root

xmax]l <— uniroot (fl, lower=P _esti[1,2], upper=0.30, tol = 0.0001, a=P_esti
[1,2])8%roo0t

Il1<—c(xminl ,xmaxl)

I1

f2 <— function (x, a) (x/a) " (nl2)x((1-x)/(1-a))"(nl-nl2)-0.15

xmin2 <— uniroot(f2, ¢(0.1, P_esti[1,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,2]) 8root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=P_esti[1,2], upper=0.30, tol = 0.0001, a=P_esti
[1,2])8root

12<—c(xmin2,xmax2)

12

f3 <— function (x, a) (x/a)”"(nl12)*((1-x)/(1-a)) " (nl-nl12)-0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢(0.1, P_esti[1,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[1,2]) $root

xmax3 <— uniroot ({3, lower=P_esti[l,2], upper=0.30, tol = 0.0001, a=P._esti
[1.2])$root

13<—¢(xmin3,xmax3)

I3

# Grafica de R(P[2,1]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.4,0.7 ,by=0.001)

R=(p/P_esti[2,1]) "(n21)*((1-p)/(1-P.esti[2,1])) "(n2-n21)

par (mfrow=c(1,1))

plot (p,R, type="1" ,xlab=expression (p[21]) ,ylab=expression ("R("*p[21]*”;x)"))

legend (0.41,0.8,c(?¢c=0.25","¢=0.15",7¢=0.036") ,cex=0.8,col=c("red”,” blue”,”
green”),lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline (a=0.25,b=0,col="red”)

abline (a=0.15,b=0,col="blue"”)

abline (a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P_.esti[2,1])

# Intervalos de confianza para P{2,1]

f1 <— function (x, a) (x/a) " (n21)#((1-x)/(1—-a)) " (n2-n21)-0.036
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xminl <— uniroot(fl, ¢(0.4, P_estif2,1]), tol = 0.0001, a=P _esti[2,1]) $root

xmaxl <— uniroot(fl, lower=P_esti[2,1], upper=0.75, tol = 0.0001, a=P _esti
[2,1]) $root

I1<—c(xminl,xmaxl)

11

f2 <— function (x, a) (x/a) (n21)*((1-x)/(1—a)) (n2-n21)-0.15

xmin2 <— uniroot (f2, ¢(0.4, P_esti[2,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,1])$root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=P_esti[2,1], upper=0.75, tol = 0.0001, a=P _esti
[2,1]) $root

12<—c(xmin2,xmax2)

12

f3 <— function (x; a) (x/a)"(n21)*({1—-x)/(1—a))" " (n2—n21) —0.25

xmin3 <— uniroot(f3, ¢ (0.4, P.esti[2,1]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,1])$root

xmax3 <— uniroot(f3 ., lower=P_esti[2,1}, upper=0.75, tol = 0.0001, a=P _esti
[2,1]) $root

13<—c(xmin3 ,xmax3)

13

# Grafica de R(P[2,2]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.25,0.65,by=0.001)

R=(p/P_esti[2,2]) "(n22)*((1-p)/(1—P_esti[2,2])) "(n2-n22)

par (mfrow=c(1,1))

plot (p,R,type="1" ,xlab=expression (p[22]) ,ylab=expression ("R("*p[22]*";x)"))

legend (0.51,0.8,c("¢=0.25","¢c=0.15","¢c=0.036") ,cex=0.8,col=c (" red”,” blue” ,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA")

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue"”)

abline (2a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P_esti [2,2])

# Intervalos de confianza para P[2,2]

f1 <- function (x, a) (x/a)"(n22)#((1-x)/(1—a))"(n2-n22)-0.036

xminl <— uniroot(fl, ¢(0.25, P_esti[2,2]), tol = 0.0001, a=P_esti[2,2])
$root

xmax]l <— uniroot(fl, lower=P_esti[2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=P _esti
[2,2])8root

Il1<—c(xminl,xmaxl)

11

f2 <— function (x, a) (x/a) " (n22)«((1-x)/(1-a)) " (n2-n22) -0.15

136




xmin2 <- uniroot(f2, ¢(0.25, P_esti[2,2]), tol
$root

xmax2 <— uniroot(f2, lower=P_.esti[2,2], upper=0.6, tol
[2,2]) $root

I12<—c(xmin2,xmax2)

12

0.0001, a=P_esti[2,2])

0.0001, a=P_esti

f3 <— function (x, a) (x/a) (n22)*((1-x)/(1—a)) (n2-n22)—-0.25
xmind <— uniroot(f3, ¢(0.25, P_esti[2,2]), tol 0.0001, a=P_esti[2,2])

$root
xmax3 <— uniroot ({3, lower=P_esti[2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=P _esti
[2.2]) $root

I3<—c(xmin3 ,xmax3)

Cdédigo en R para calcular la probabilidad de cobertura para el caso no pa-

ramétrico

S=5000

k=1

T=c(1,2)

T

m=length (T)
m

N=1826
contll_1=0
contll_2=0
contl1.3=0
contl2_1=0
contl2.2=0
contl2_3=0
cont21_1=0
cont21.2=0
cont21.3=0
cont22_1=0
cont22_2=0
cont22_3=0
xminll.l=rep
xmaxll_l=rep
xminll_2=rep
xmaxll_2=rep
xminll_3=rep
xmaxll.3=rep
xminl2_l=rep

xmaxl2_l=rep
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xminl2.2=rep (0,N)
xmax12.2=rep (0,N)
xminl2_3=rep (0,N)
xmax12_3=rep (0 ,N)
xmin2l.1=rep (0,N)
xmax21_l=rep (0,N)
xmin21_2=rep (0,N)
xmax21_2=rep (0,N)
xmin2l_3=rep (0,N)
xmax21_3=rep (0,N)
xmin22_l=rep (0,N)
xmax22.1=rep (0,N)
xmin22_2=rep (0,N)
xmax22.2=rep (0,N)
xmin22._3=rep (0,N)
xmax22_3=rep (0 ,N)
while (k<S)

{
# Simulacion de una cadena de Markov en {1, 2} dadas una

# condicion inicial pi_-0 y una matriz de transicion P

pi_0=c(0.762,0.238)

pi-0 # Distribucion inicial

P=matrix(c(0.817,0.585,0.183,0.415) ,nrow=2,ncol=2) # Matriz de transicion
P

N=1826 # Numero de pasos a simular (N=Total de datos+1)
X=matrix (0 ,nrow=1,ncol=N+1) # Inicializar y borrar si hay datos anteriores

t=0:N # Indices de tiempo
# rando genera numeros aleatorios (1 o 2) con distribucion Uniforme([0,1])

rando<—function (p)

{

u=runif(1,min=0,max=1)

s=p[1]
j=1

while ((u>s) & (j<length(p)))

{
j=j+1
s=s+p[j]

index=j

138




X[1]=rando(pi-0) # Genera el valor de X(0) con distribucion pi.0

for (i in 1:N)

{
X[i+1]=rando(P[X[i],])

}

n=length (X)

n
# Calculo de las frecuencias para dos estados

F=matrix (0,nrow=m, ncol=m) # Matriz de frecuencias
for (i in 1:(n-—1))

{
for (jl in 1:m)
{
if (X[i]==1 & X[i+1]==j1)
{
F[1,j1]=F[1,j1]+1
}
}
for (j2 in 1l:m)
{ .
if (X[i]==2 & X[i+1]==j2)
{
F[2,j2]=F[2,j2]+1
}
}

nl1=F{1,1]
nl2=F{1,2]
n21=F[2,1]
n22=F[2,2]
nl=nlli+nl2
n2=n214n22

P_esti=matrix (0 ,nrow=m, ncol=m) # Matriz de probabilidades de transicion
for (i in 1l:m)
{

for (j in 1l:m)
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P_esti[j,i]=F[j,i]/sum(F[j,])

}

P_esti
# Grafica de R(P[1,1]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq (0.70,0.90,by=0.001)

R=(p/P.esti[1,1]) "(nl1l)*{(1-p)/(1—P_esti[1,1])) "(nl-nll)

par {mfrow=c(1,1))

plot(p,R,type="1" ,xlab=expression(p[11]),ylab=expression ("R("*p[11]*";x}"))

legend (0.72,0.8,c(”c=0.25","¢c=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8,col=c(”red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA")

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline{(a=0.15,b=0,col="blue")

abline(a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P _esti[1,1])

# Intervalos de confianza para P[1,1]

f1 <— function (x, a) (x/a) " (nll)x{(1—x)/(1—a)) (nl-nll)—0.036

xminll_1[k] <— uniroot(fl, ¢(0.70, P_esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P _esti
[1,1]) $root

xmax11.1[k] <— uniroot(fl, lower=P_esti[l,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=
P.esti[1,1]) 8root

f2 «<— function (x, a) (x/a) " (nll)x((1-x)/(1=a))"(nl-nll)-0.15

xminll_-2[k] <— uniroot(f2, ¢(0.70, P.esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P_esti
[1,1]) Sroot

xmax11.2[k] <~ uniroot(f2, lower=P_esti[l1,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=
P.esti[1,1])$root

f3 <— function (x, a) (x/a) (nll)*((1-x)/(1-a)) (nl-nll)-0.25

xminll_3 [k]| <— uniroot(f3, ¢(0.70, P.esti[1,1]), tol = 0.0001, a=P_esti
[1,1]) $root

xmax11.3{k] <— uniroot(f3, lower=P_esti[1,1], upper=0.90, tol = 0.0001, a=
P.esti[1,1]) $root '

if (P[1,1]>xmin11.1[k] & P[1,1] <xmax11.1[k])

{
contll.l=contll.1+1

} :
if (P[1,1)>xminll_2[k] & P[1,1] <xmax11.2[k])
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contll_2=contll_.2+1

}
if (P[1,1]>xminll.3[k] & P[1,1] <xmax11.3[k])
{
contll_.3=contll.3+1
}

# Grafica de R(P{1,2]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.10,0.30,by=0.001)

R=(p/P-esti[1,2]) " (nl2)*((1-p)/(1-P_esti[1,2])) " (nl-nl2)

par {mfrow=c(1,1))

plot{p,R,type="1" ,xlab=expression (p[12]) ,ylab=expression ("R("*p[12]*”;x)”))

legend (0.25,0.8,c("¢=0.25","¢=0.15" ,"¢=0.036") ,cex=0.8,col=c("red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA”)

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue"”)

abline(a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P _esti[1.2])

# Intervalos de confianza para P[1,2]

f1 <— function (x, a) (x/a) (nl12)=*((1-x)/(1-a)) (nl-nl2)—-0.036

xminl12_1[k] <~ uniroot(fl, ¢(0.1, P.esti[1,2]), tol = 0.0001, a=P_esti
[1,2])8$root

xmax12.1[k] <— uniroot(fl, lower=P_esti[l,2], upper=0.30, tol = 0.0001, a=
P_esti[1,2]) $root

f2 <— function (x, a) (x/a)"(nl2)x((1-x)/(1-a))"(nl-nl2)-0.15

xminl12.2 [k] <— uniroot(f2, ¢(0.1, P_esti{1,2]), tol = 0.0001, a=P_esti
[1,2]) $root

xmax12_2[k] <— uniroot(f2, lower=P _esti[1l,2], upper=0.30, tol
P_esti[1,2]) $root

0.0001, a=

f3 <— Function (x, a) (x/a) (nl2)x((1-x)/(1—a)) (nl-nl2)-0.25

xminl12.3[k] <— uniroot(f3, ¢(0.1, P_esti{1,2]), tol = 0.0001, a=P _esti
[1,2])8root

xmax12.3 [k] <— uniroot ({3, lower=P_esti[1,2], upper=0.30, tol = 0.0001, a=
P_esti{1,2])$root

if (P[1,2]>xmin12.1[k] & P[1,2] <xmax12_1[k])

{

contl2_l=contl2_1+1
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}

if (P[1,2]>xminl2.2[k] & P[1,2] <xmax12.2[k])

{

contl2_2=contl2_2+41
} .
if (P[1,2]>xmin12.3[k] & P{1,2] <xmax12.3[k])
{

contl2_3=contl2_341
}

# Grafica de R(P[2,1]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.4,0.7 ,by=0.001)

R=(p/P-esti[2,1]) "(n21)*((1—p)/(1—P_esti[2,1])) "(n2-n21)

par{mfrow=c(1,1))

plot (p,R, type="1" ,xlab=expression (p[21]) ,ylab=expression ("R("*p[21]%”;x)"))

legend (0.41,0.8,¢("¢=0.25","¢=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8,col=c(”"red”,” blue”,”
green”) ,lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA")

abline(a=0.25,b=0,col="red"”)

abline(a=0.15,b=0,col="blue")

abline(a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P_esti [2,1])

# Intervalos de confianza para P[2,1]

f1 «— function (x, a) (x/a) " (n21)#((1-x)/(1—a))"(n2-n21)—-0.036

xmin21_1[k} <— umniroot(fl, c(0.4, P_esti[2,1]), tol = 0.0001, a=P _esti
[2,1]) $root

xmax21.1[k] <— uniroot(fl, lower=P_esti[2,1], upper=0.75, tol = 0.0001, a=
P_esti[2,1]) $root

f2 <~ function (x, a) (x/a) (n21)x((1-x)/(1-a))"(n2-n21)-0.15

xmin21_2[k] <~ uniroot{f2, ¢(0.4, P_esti[2,1]), tol = 0.0001, a=P_esti
[2.1]) Broot

xmax21.2 (k] <— uniroot(f2, lower=P_esti[2,1], upper=0.75, tol = 0.0001, a=
P.esti[2,1]) $root

f3 <~ function (x, a) (x/a) (n21)x({1-x)/(1-a)) (n2-n21)-0.25

xmin21.3 [k] <— uniroot(f3, c(0.4, P.esti[2,1]), tol = 0.0001, a=P_esti
[2,1]) 8root

xmax21.3[k] <— uniroot ({3, lower=P_esti[2,1], upper=0.75, tol = 0.0001, a=
P_esti[2,1]) $root

if (P[2,1]>xmin21_1[k] & P[2,1] <xmax21_1[k])
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cont2l_l=cont21.1+1

}
if (P{2,1]>xmin21.2[k] & P[2,1] <xmax21.2[k])
{
cont21_2=cont21.2+1
}
if (P[2,1]>xmin21.3 k] & P[2,1] <xmax21.3[k])
{
cont21_.3=cont21.3+1
}

# Grafica de R(P[2,2]) y los niveles para ¢=0.25, 0.15 y 0.036

p=seq(0.25,0.65,by=0.001)

R=(p/P.esti[2,2]) "(n22)*((1-p)/(1—-P.esti[2,2])) " (n2-n22)

par (mfrow=c(1,1))

plot (p,R,type="1" ,xlab=expression (p[22]) ,ylab=expression ("R("*p[22]*";x)"))

legend (0.51,0.8,¢("¢c=0.25","¢c=0.15","¢=0.036") ,cex=0.8,col=c (" red”,” blue”,”
green”),lty=1)

title (main="FUNCION DE VEROSIMILITUD RELATIVA™)

abline(a=0.25,b=0,col="red”)

abline (a=0.15,b=0,col="blue”)

abline(a=0.036,b=0,col="green”)

abline (v=P_esti[2,2])

# Intervalos de confianza para P[2,2]

f1 <— function (x, a) (x/a)"(n22)*((1-x)/(1—a)) (n2-n22) —0.036

xmin22_1[k] <— uniroot(fl, ¢(0.25, P_esti[2,2]), tol = 0.0001, a=P_esti
[2,2]) $root :

xmax22.1[k] <— uniroot(fl, lower=P_esti[2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=
P_esti[2,2]) $root

f2 <— function (x, a) (x/a) (n22)*((1-x)/(1-a))"(n2-n22)-0.15

xmin22-2[k] <~ uniroot(f2, ¢(0.25, P_esti[2,2]), tol = 0.0001, a=P_esti
[2,2]) $root

xmax22.2 [k] <— uniroot(f2, lower=P_esti[2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=
P_esti[2,2]) $root

f3 <— function (x, a) (x/a) (n22)=((1-x)/(1-a)) " (n2-n22)-0.25

xmin22.3[k] <~ uniroot(f3, ¢(0.25, P_esti[2,2]), tol = 0.0001, a=P_esti
[2.2]) $root

xmax22.3 [k] <— uniroot(f3, lower=P_esti[2,2], upper=0.6, tol = 0.0001, a=
P.esti[2,2]) $root

143




if (P[2,2]>xmin22.1[k] & P[2,2] <xmax22.1[k])

{
cont22_l=cont22.1+1
}
if (P[2,2]>xmin22.2 k] & P[2,2] <xmax22_2[k])
{
cont22_2=cont22_2+1
}
if (P[2,2]>xmin22.3[k] & P[2,2] <xmax22.3[k])
{
cont22_3=cont22_3-1
}
k=k+1
}

# Probabilidades de cobertura a los niveles ¢=0.036, 0.15 y 0.25

PCll.1=cont11.1/S
PC11.1
PCll.-2=contl11.2/S
PC11.2
PC11.3=cont11.3/8
PC11.3
PCl2.1=contl12.1/S
pC12.1
PC12.2=contl12.2/8
PC12.2
PC12.3=cont12.3/S
PC12.3
PC21.1=cont21.1/8
PC21.1
PC21.2=cont21.2/S
PC21.2
PC21.3=cont21.3/S
PC21.3
PC22_1=cont22_1/S
PC22.1
PC22.2=cont22.2/S
pPC22.2
PC22 3=cont22.3/S
PC22.3
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