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Resumen

En el capitulo 1 establecemos los conceptos preliminares sobre el andlisis no estandar,
como la construccién ult;raproducto, la que nos permitird construir el conjunto de los
niimeros reales no estandar (*R) definiendo en él lo que es un infinitesimal, asf como los
conjuntos internos y externos como subconjuntos de *R. Definimos una superestructura
de un modelo estdndar 2" y mencionamos el principio de definicién interna asi como
el muy importante principio de transferencia.

En el capitulo 2 establecemos la formulacién no estindar de conceptos y resultados
bésicos en espacios topolégicos, espacios métricos y espacios euclidianos, tales como
conjuntos abiertos y cerrados, conjuntos compactos, el Teoretua de Bolzano Weierstrass,
topologia producto, el teorema de Tychonov, continuidad y el Teorema de Ascoli no
estandar.

En el capitulo 3 desarrollamos una teoria de integracién no estandar, con la estandari-
zacién (L, T) de una cstructura de integracién interna (L, I). Asimismo desarrollamos
una teoria de la medida pars tales estructuras de integracion. Definimos un espacio
de medida (X, .#x, ux), donde X C R™ es abierto o cerrado. Establecemos una teoria
de integracién sobre R™, estudiamos el teorema de Representacién de Riesz, asi como
teoremas bésicos de convergencia para sucesiones de funciones integrables que no son
necesariamente mondétonas.

En el capitulo 4 presentamos algunas aplicaciones de las estructuras de integracién
no esténdar y su teorfa de la medida en teorfa de la probabilidad, en particular a
los procesos estocasticos. Asimismo mostramos algunas aplicaciones del Analisis No
estandar concentrandonos en los tépicos de integracién Estocistica.

Finalmente damos las conclusiones del presente trabajo.
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Introduccion

Comenzamos haciendo una pregunta muy importante que alguien podria hacerse:
;cudndo es 1til el analisis no estandar? El Andlisis no estandar puede ser usado para
formalizar la mayoria dec drcas de la matematica moderna, incluyendo anilisis real y
complejo, teoria de la medida, teoria de la probabilidad, anélisis funcional y topologia de
conjuntos de puntos, ecuaciones diferenciales, incluso algebra que es menos susceptible
al anélisis no estandar pero se han encontrado significativas aplicaciones.
Histdéricamente la idea del Andlisis no estdndar, que fue desarrollado por Abraham
Robinson en 1960, fue la de justificar rigurosamente el cilculo con nimeros infinitesi-
males. Por ejemplo, formalmente la regla de la cadena del cilculo de Leibnitz para la
funcién F = f(g(z)) puede sér escrito como

AP _ddg
dr = dgdx

y para una prueba formal uno puede dividir numerador y denominador por el niimero
infinitesimal pequeno dg.

Hoy en dia el anélisis no estandar ha ido maés lejos en el reino de los infinitesima-
les. El anilisis no estédndar provee una maquinaria la cual permite a uno describir
explicitamente conceptos matemadticos, los cuales por métodos estandar pueden ser
sélo descritos implicitamente y en una manera incémoda. En el ejemplo dado arriba,
la nocién estandar de limite es en cierto sentido reemplazado por la nocién no estandar
de infinitesimal. Si uno aplica un enfoque similar a otros objetos (tales como espacios
topoldgicos, cspacios de Banach, espacios métricos, cte.) uno ticne una herramienta la

cual provee definiciones cxplicitas para objetos, los cuales pueden en principio no ser



descfitos explicitamente por métodos estandar. Ejemplos de tales objetos son conjuntos
los cuales son Lebesgue medibles entre otros. También podemos considerar funcionales
con tales propiedades (limites de Hanh Banach). Como esto es posible en el an4lisis
no estandar para simplificar calculos con tales objetos, uno puede obtener resultados
acerca de ellos los cuales son extremadamente dificiles de obtener por métodos estandar.
No solamente matematicos han tratado de justificar cilculos con infinitesimales. Hay
muchos otros casos similares: los fisicos han estado derivando funciones no derivables
durante mucho tiempo, con la conviccidn de que las derivadas eran unas “funciones
generalizadas”, que no sabian definir, pero en la que se podia confiar. La razén por la
que éstos célculos con funciones misteriosas no llevaban a paradojas o contradicciones
es que es posible construir unos objetos (las distribuciones) con las propiedades que los
fisicos postulaban implicitamente cn ¢l uso quc hacfan de sus funciones gencralizadas.
Asi, cl analisis no cstandar, cs la respucsta tltima a una asignatura pendicnte que tenfa
la matematica. En su origen, el cdlculo diferencial se basé en sus “ntimeros ideales”
que nadie sabia definir porque tenfan que ser no nulos y a la vez menor que cualquier
cantidad positiva. Eran los infinitésimos (6 infinitesimales) lo cual al calcular la deri-
vada por ejemplo de f(x) = z? llevaba a contradicciones al suponer dz # 0 y luego
se eliminaba como si fuera dr = 0. Sin embargo Leibnitz era consciente de que los
resultados a los que se llegaba con este tipo de razonamientos eran correctos.

El hecho de que los infinitesimales “funcionaran” indicaba. claramente que podian cons-
truirse, pero no fue hasta finales de los anos 60, cuando Abraham Robinson logré este
objetivo. Por desgracia los infinitésimos de Robinson se construian y manejaban me-
diante técnicas de légica matematicas que no eran ficiles para los matemaéaticos no
familiarizados con esta disciplina. Luego surgen aproximaciones axiowaticas al analisis
no estandar que en lugar de coustruir los infinitésimos (que es complicado), lo que

hacen es postular mediante unos axiomas sencillos, su existencia y propiedades.



Tabla de simbolos

1

uq(T)
T
X o O)f

: Conjunto de los nimeros reales no estandar (*]R = H:EE)

: conjunto de nimeros reales positivos (R, = {z € R/z > 0})
: Espacio de sucesiones.de niimeros reales. -
: Ultrafiltro libre sobre N

: Relacién de equivalencia

~u

: Clase de equivalencia de x respecto a =,

: Relacion definida, sobre *R.

: Sucesiéon de subconjuntos de mimeros reales.

: conjunto de los ntimeros naturales no estdndar.

: conjunto de clases de sucesiones

: supcrestructura determinada por un conjunto X.

: supcrestructura incrustrada (saturada),

: también denota una extension no estandar.

: conjunto de todos los subconjuntos finitos de B.

: Ignal al conjunto {y € % /y es interno}.

: Lenguaje que describe la superestructura estandar.
: Ménada de x € X, considerando X espacio topoldgico (X, 7).
. infinitamente cercano a.

: Ménada de iz, considerando (X, d) espacio métrico.
: Propiedad de separacién 73.

: X es la parte estandar de Y.



ns(*X)

(XA, T,\),\e/\

(C(X,Y),d)

(L, T)
L
I
LT
(I,D)
- XE
S(R)
$

°¢

<)

: Conjunto de puntos NE (near standar) a X.

: Familia de espacios topoldgicos.

: Espacio métrico de las funciones continuas acotadas de X a Y.

: Estructura de integracion (interna).

: Lattice (conjunto de funciones integrables sobre un espacio X).
: Funcional (I : L — R).

: Extensién de la estructiura de integracion (L, T).

: Estandarizacién de (L, ).

: Puncién caracteristica yg : X — {0, 1}, donde E C X.

: Conjunto de funciones de paso sobre R.

: Funcional definida sobre S(R).

: Parte estandar de ¢, ¢ € L.

: Conjunto de funciones medibles.

: Conjunto de funciones no negativas en L.

: Conjunto de funciones no negativas h sobre con valores en R
‘tal que h A f € »’L\, Ve L.

: Conjunto de funciones h sobre X con valores en R cuya parte

: positlim h*t = h V0, y parte negativa h™ = —h V 0 estan en m™.
. Funcién definida ecn M* con valores cn R.

: Coujunto de funciones h € M con valores en R tal que T (h) cs finito.
: Conjunto de funciones no negativas en L.

: Coleccién de todos los conjuntos A C X para los cuales x4 € L*.
: g=algcbra sobre X.

: Espacio medible.

: Medida sobre ..

: Espacio de medida.

: Conjunto de funciones continuas con soporte compacto sobre X.

: Funcional lineal positiva sobre Ceo(X).



(*Ce(X),*Iy) .~ : Estructura de integracién interna sobre *X.

Q : Espacio muestral.

P(A) : Probabilidad de un evento A.

r : Medida probabilidad.

& : o-dlgebra llamado coleccién de eventos.

(Q,&,P) : Espacio de probabilidad.

X | : Variables aleatorias.

E(X) = [XdP : Valor csperado E(X) de X.

N(w, t) : Ntimero de llamadas entrantes en [0, ¢], para w fijo.
B(t,-) : Movimiento Browniano sobre (€2, & . 13)

(Q, I(A), L(z)) : Espacio de Loeb construido a partir de un espacio de

: medida interna (Q, A4, v).
h: [0, +20) x © — R : Proceso estocastico.
H:TxQ—="R : Proceso interno.

(Ay) : Martingala (proceso interno, A, adaptado con valores en *R).



Capitulo 1

Conceptos preliminares sobre

analisis no estandar

En cstc capitulo presentamos’ al analisis no cstandar cn cl contexto familiar dCl.
calculo. Fue en este contexto que el concepto de infinitesimal fue usado por Leibnitz y
sus seguidores para definir la derivada para de esta manera, iniciar el cilculo infinitesi-
mal y su espectacular desarrollo. La nocién de infinitesimal es la piedra angular en todas
las aplicaciones de métodos no estandar al analisis y de éste modo un entendimiento

de este capitulo es bésico para el resto del presente trabajo.

1.1. Ultraproductos

Una construccion muy sencilla, la cual produce elementos con propiedades
infinitesimales, es RY, el espacio de sucesiones reales. Nosotros podemos sumergir R en
RY mediante la asignacién a cada r € R la sucesién constante 7 = (r,7,7,...). Ahora,
consideremos la sucesién definida mediante x,, = 1 (n € V).

Denotemos por R,, el conjunto de los niimeros reales estrictamente positivos
(ie. Ryy = {z € R/z > 0}). Dado cualquier 7 € R, observemos que z, < 7,

para todo n salvo una cantidad finita dc valores de n. En cfecto: Dado r € Ryy, y



denotemos F = {n € N/1> r}. Como r > 0 Entonces:

Sir > 1entonces = < 1 < 7, Por lo tanto F = . Como 0 < r, entonces por la

propiedad arquimediana, existe ng € N tal que
1
— T
L]

Entonces, para todo n > ng se tiene que

Luego ;1; < r, para todon € N\ F, donde F C {1;2;--- ;no — 1} finito. O

Definicién 1.1. Consideremos z = (z,),y = (y.) sucesiones reales, luego definimos

una rclacién <z cn RN como
ZT<pyY < I,<Yn ,Vn€F, FCNdonde F finito.

Ademas, denotaremos que = >p y si, y solosi, y <p z.
Diremos que

T=py < T,=y,VneF, FCN finito '
Proposicién 1.1. La relacién <y definida en RY por
T<py < Z,<y,,Vné€F FCNdonde F finito.
es una relacién de orden parcial en RY.

Prueba. 1) Veamos -que <p es reflexiva.
Sea £ € RN,z = (zn)new cualquiera. Como z, < z,,Vn € F = @ (F finito),
entonces ¢ <p . Asf = <p z,Vz € RN.Por lo tanto <p es reflexiva.
2) Veamos que <r es antisimétrica.

Sean 2,y € RN, 2 = (ZTn)nem, ¥ = (Un)new tales que z <r y, y <p . Mostraremos

que T =p y. En efecto: como z <p y = 2, < yn,¥n € F; C N, finito. Como



Y <p T = Yp < Tp,Vn € Fy C N finito. Observando que si a < b = a < b

entonces tenemos que
T < YnNYn < Tn ,Yn € Fy N CIN(Fy N Fy - finito) (1.1)

(Si Fy N F, = { también serfa valido 1.1 pues F) N F, finito)
Asl: Ty S Y Ayn < Zp,Vn € F=FKNFK CN,F ﬁiiito. Coino la relacién <
usual es antisimétrica resulta que z, = y,,Vn € F = Fi N F, C N, F finito.
Asi ¢ =p y. Por lo tanto <p es antisimétrica.

iii) Veamos que <p es transitiva.

Sean z,y, 2z € RY cualesquiera = (Tn)ner, ¥ = (Un)nem, 2 = (Zn)nen tales que
T <p yAy <p z. Mostraremos que r <p z. En efecto: como z <z z entonces
Ty < Yn, Y1 € Fi finito, F; C IN. Ademas, como y <p z entonces Yy, < z,,Vn € F;

finito, #5 C IN. Luego, como la relacion < usual es trausitiva tenemos que:
Tn KYn NUn < en = Tn < 2Zn, VREF =FNEF (1.2)

(Nuevamente, si F = F; N F, = ), también se cumple pues F = { es finito).
Por lo tanto: z, < 2., Vn € F, (F = F{ N F) donde F finito. Asf z <p 2.
Por lo tanto <y es transitiva

Finalmente, de (i),(ii) y (iii).se concluye que <r es una relacién de orden parcial
sobre RF.

O
Entonces = podria ser un infinitesimal en el sentido que
r<pr, Vr>0,r€R

Dosafortunadamente, csta construceién muy sencilla no nos brinda una tcoria

satisfactoria de infinitesimales. Veamos cl siguicnte cjemplo.



Ejemplo 1.1. Consideremos la sucesion y = (yn)new definida de la signiente manera:

2, sin cs impar
Yn = .
0, sin espar
No se cumple que

y <p 1y quetampoco I <py (1.3)

Pues, como I = (1,1,...,1,...), v = (2,0,2,0,2,0,...) vamos a demostrar que y £ 1.
En efecto, y, = 2 > 1, para todo n impar, observando que existen infinitos impares.
Del mismo modo, I £ v, pues 4, = 0 < 1 Vn par, observando que existen infinitos

pares. _ O

En otras palabras, la relacién <z es solamente un orden parcial en RY. Para
construir una teoria satisfactoria de infinitesimales, nosotros consideramos una

construccion ligeramente mas elaborada, conocida como ultraproducto.

Definicion 1.2. Un ultrafiltro libre sobre IN es una coleccién % de subconjuntos de IN

satisfaciendo las siguientes propiedades:
(i) Si A,B € %, entonces ANB € %,

(i) SiAe % y AcC B C N, entonces B € % (cualquier B C IN que contenga a un

elemento A € % también pertenece a % );
(iii) Si A es finito, entonces A ¢ %;
(iv) SSACN, setieneque Ac % 6IN\Ae%.
En adelante % denotara un ultrafiltro libre sobre IN.

Observacién 1.1. Dado cualquier ultrafiltro % sobre IN, notemos, por el item (iv) de

la Definicién 1.2 que debemos tener:
P={246,..}Ye% ol={1,35.1e% puessI=N\P.

Pero no ambos por los items (i) y (iii).



En efecto: Si P € % y ademéas I € %, tendriamos que PN I € % (por (i)). Pero
PNI =§. Luego } € % lo cnal es una contradiccién puesto que como @ es finito,

entonces § ¢ % (por (iii)).

Observaciéon 1.2. Acerca de un ultrafiltro libre sobre IN, podemos indicar que los
ultrafiltros libres existen s6lo con la ayuda del Lema de Zorn. No sélo existe un tinico
ultrafiltro libre, sino que existen 2° ultrafiltros libres sobre IN, donde ¢ = card(R)

(Ver [11])

Proposicién 1.2: Supongamos que N = AjUAUAU- - -UA conn € Ny AiNA; =0,

para i # j. Entonces existe un tinico i € {1,...,n} tal que A; € Z.

Prueba.
Para probar la existencia, definamos B; = IN\ A;. Supongamos que: (Vi € N) : A; ¢ %.
Como A; € N, entonces B; € % (por (iv)). Asi, desde que N = A; U A, U --- U A,

tomando el complemento, tenemos
h=[(BiNBy)NBygN:---NB,, e ¥.

Luego € %, lo cual es una contradiccién. Asi A; € %, para algin i € IN.
Para probar la unicidad, supongamos que existen i,j € {1,...,n};i # 7, tales que
A, A; € %. Como A;,A; € % cntonces AN Aj € %, ¢s decir B € % lo cual

nuevamente es una contradiccién. Por lo tanto i = j. O
Definicién 1.3. La rclacién =4 cn RN es definida por:

z=yysiysolosi {neN/z, =y,} e %
Proposicién 1.3. La relacién =, definida en RY por

T =, ysiy sélo in {neN/z, =y} e¥%

es una relacién de equivalencia.

10



Prueba. i) Veamos que =, es reflexiva.

it

Sea T = (Tn)nen € RY cualquiera. Puesto que {n € N/z, = z,} = N € N por
(iv) de la definicién de ultrafiltro libre %, tenemos {n € N/z, = y.} =N e %
(No se puede tener N\ N = @ € %, pues contradice (iii))

As{ z =, r,Yz € RN, Por lo tanto =, es reflexiva.

Veamos que =, cs simdétrica.

Sean z,y € RN, 2 = (2,)nen, ¥ = (¥n)nen tal que z =, y. Tenemos que demostrar
que y =y T

En efecto: como z =, y entonces {n € N/z,, = y,} € %. Como la relacién de

igualdad es simétrica en R, tenemos que:

{neN/y, =z} =néEN/z, =y} E¥.

Ast {n € N/y, = z,} € %. Por tanto =, es simétrica.

Veamos que =, es transitiva.

Sean z,v,2 € RY cualesquiera con = (Zn)nel, ¥ = (Un)ne, 2 = (Zn)nen. tales
quc T =, ¥, Yy =, 2 Tenemos que demostrar que z =, z. En cfecto: como z =, y
scticne {n € N/z,, = y,,} € % y como y =, zscticncque {n € N/y, = 2,} € %.
Luego:{n e N/z,=z,} ={ne Ny, =2,}n{neN/y,=2,} e % Asiz =, 2.

Por lo tanto =, es transitiva.

Finalmente de i),ii) y iii) concluimos que =, es una relacion de equivalencia. O

Definicién 1.4. Dado z € R¥, denotemos por {z] la clase de equivalencia de z respecto

a la relacion de equivalencia =4. Es decir

7] = {y € R"/y =4 2}

El conjunto de los niimeros reales no estandar denotado por *R (léase R estrella) es

R = {[z]/z € RN} = g

11



Cualquier relacién sobre R puede ser extendida a *RR.

En particular dado [z], [y] € *R, podemos definir:

[#] <o [y] siy slosi {n e N/z, <y} € %.

Es facil verificar que ésta definicién es independiente de los representantes particulares
z ¢ y clegidos dc las clascs de cquivalencia [z] ¢ [y].

En cfccto:

sean [z] <¢ [y]; [z] = [z}, [y] = [¥'].
Entonces [7] <« [¢/], Inego

{rn<u}e% (1.4)
n Como [z] = [7'] entonces © =4 ¥'. Luego A= {ne N/x, =1/} e %
s Como [y] = [¢/] entonces y =4 y'. Luego B={m € N/y,, =y, } € %.

Sea C = {n e N/xl, <y.} € % (por (1.4))

Entonces
ANBNC = {n/z, =2} {nfy. =y} N {n/z, <y.} C {n/x), <y}

Como ANBNC € %, entonces {ne€ N/z! <y} e %.

Por tanto [7'] <4 [V/]
Definicién 1.5. [z] >4 [y] si y sblo si [y] <4 [z].

Proposicién 1.4. Supongamos que [z], [y] € *R. Eutonces cxactamente una de las

siguientes relaciones se satisface.

2] < ), [zl =2 W], (3] >« [yl
Prueba. Definamos:
A = {n/z, <y}
{Tl/.’l?n = yn}
{n/x. > yn}

QW
[

12



Es claro que
N=AUBUC; donde ANB=0,BNC=0,AnC =9

Luego
A€EY oBe¥ oC e sblo una de ellas se cumple

Es decir

[7] <o [y] o [7] =« [y] o [7] ># [y]

Ejemplo 1.2. Sca z € RY, definida por z, = 1;, F=(r,7,...,r)parar € R.
Veamos que [z] es un infinitesimal.

En efecto, si r > 0 entonces {n € N, z,, < 7,,} € Z porque su complemento es finito.

Definicién 1.6.

Diremos que
» {z] € *R es lamada infinita si {z] >4 7, para todo m € N

= Dado cualquier funcién f : R — R, podemos definir una funcién

“f:*R—"Rpor VreR *f([f])=[f(r)]
En otras palabras, * f es definida evaluando f puntualmente en los componentes de 7.
Definicién 1.7. Definimos
{z] = {y] , si[z] — [y] = [2] es un infinitesimal
(donde z, = z,, — ¥, para cada n € ).

Ejemplo 1.3 (de una clase infinita). Sea z = (1,2,3,...,n,...),n € IN.

AFIRMACION: [1] es infinita. Sea m € IN cualquiera (fijo), entonces

m=(m,m,...,m,...), sucesién constante.
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Hay que probar que [z] >4 m siy sélosi A= {n/n>m} € %.

Entonces definimos el conjunto A° = {1, ..., m—1} el cual es finito y por tanto llegamos
aque A ¢ ¥.
Por tanto A= {n/n>m} e %.

Asi, [z] es infinita.

1.2. Conjuntos Internos y Externos

Para trabajar con los nitimeros reales no estandar, necesitamos ser capaces de
hablar acerca de los subconjuntos de *R. Extendemos la construccién ultraproducto
a conjuntos, cousiderando sucesiones en (Z(R))N, donde Z(R) es la coleccion de to-
dos los subconjuntos de R y extendiendo la relacion de equivalencia = de la Definicién

1.3.

Definicién 1.8. Supongamos que A, B € (#(R))N. Definimos una relacién de equi-
valencia =« mediante;

A=9 B& {n/A, =D} e ¥

Denotemos por [A] la clase de equivalencia de A. Dado [z] € *R, definimos:
(4] €w [A] & {n/z, € A} e ¥

Notemos que [A] no es un subconjunto de *R., es una clase de equivalencia de
sucesiones de conjuntos de niimeros reales, no un conjunto de clases de equivalencia de
sucesiones de nimeros reales. Sin embargo, podemos asociar a ella un subconjunto de

*R en forma natural como sigue:

- Definicién 1.9 (Mostowski Collapsing Function). Dado A € (#(R))F, definamos un

conjunto M([A]) € *R de la siguiente manera:

M(A]) = {[a] € *R/lx] €x [A]} (L5)
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Dicho conjunto M ([A]) est4 bien definido, pues si [B] = [A] entonces
M((B]) = {[z] € "R/[z] €w [B] = [A]} = M([4])

Ademés [z] €4 [A] si y s6lo si {n/z, € A} € % esté bien definido. En efecto,
sea [z] €x [A] entonces {n/z, € A} € %. Sea [y] = [z],[y] € B con [B] = [A4].
- Mostraremos que [y] €% [B] = {n/y, € B,} € %. Como [z] = [y] entonces x =4 y
eatonces {n/z, = y.} € %. Como [A] = [B] entonces A =5 B entonces resulta

{n/A, = B,} € % . Ademss, tenemos que {n/z, € A,} € % . Entonces
C={nfzn=yn} N{n/An= B} 0 {n/z, € A} e ¥
Notemos que C C {n/y, € B,} y como C € % entonces {n/y, € B,}

Definicién 1.10. Un conjunto B C *R cs llamado interno, si B = M([A]) para algin

A € (Z(R))N. En otro caso serd llamado ezterno.
Definicién 1.11.
s Una funciéon [ : ¥R — *R es inferna, si su rango es un conjunto interno en *R.

s Sea B C R definimos *B = M ([A]), donde A € (22(R))¥ es la sucesién constante
Ay = (B)pen para todo n € IN.

Ejemplo 1.4. El conjunto de los niimeros naturales no estédndar, es:
‘N = {[2] € *"R/{n/z., € N} € %}

‘WN=M(4]) = {lz] € "R/[z] €« [A]}
= {lz] €e"R/{n/zn € An} € %}
= {[3:] c¢*R/{n/z, ¢ N} ¢ U}
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Sea N = {[a]/n € N}. Entonces IN C *IN. En efecto, sea [A] € N,n € IN. Mostrare-

mos que [7i] € *IN donde 72 = (n)uew = (n,M;: ) lo cual es equivalente a
7] € *]Rvy {n/neN} e %
Observemos que, realmente N es un subconjunto propio de *IN.
En efecto, consideremos (2], donde ,, = n, para todo n € IN, es decir; @y = (1,2;...)
= Veamos que [z] € *IN.

Notemos que {n/n € N} € % entonces [z] € *IN.

» Falta ver que [z] ¢ IN.
Supongamos que [z] € N, entonces [z] = [fig). para algiin n, € N
Entonces

T =4 fig. Por tanto {n/:vn =mg} €U

De lo que obtenemos que {ng} € % lo cual es una contradiccién puesto que {ng}
es un conjunto finito.

En resumen, si m € N, entonces {n/z, =m,} ={m} ¢ %

Luego

[z] # [/] donde M. = (m,m,---) = (ng,ng, -+ ).
Proposicién 1.5. El conjunto *IN — N es un conjunto externo.
Prueba. Supongamos que *IN — N es un conjunto interno, es decir,
*N — N = M([A]), para algin A € (Z(R))Y

La idea de 1a demostracién es construir un elemento [y] € *IN ~NN pero que [y] ¢ M([A])

(v ast, "N — IV # M([A])).

Sca J = {n/A, C N}, podemos cscoger z € RN tal que

0, ned
Tp, N J

'Tn =

16



con z, € A, — IN.

Por tanto se tiene que {n € N/z, € N} = @. En efecto, notemos que N = JU(IN—J)

s SineJ=>2,=0¢N

s SineN-J=sug,eA,—Nie g, e NN
En cualquier caso 2, ¢ N, Vn € IN

Asi, {ne N/z, e N} =0
Luego, como {n € N/z,, € N} =0 se llega a que [z] ¢ *IN, pues si {z] € *N
= {n/z, e N} e %
=>0eU(=<)
Como M{[A]) ¢ *NN (pues M([A]) =*N ~N ¢ #IN)

= [z] ¢ M([A])

= [2] ¢ [4]
=>N-J¢U
Luego, se debe tener que J € % .
Nota.
N - J={n/z, € A,}. Recordar
Tn =0, neJ= {n/A, C N}
N #n€dn—N, n¢J

s N—JC {n/z, € An}. Seane N—J
=n¢J
=1z, € A, — N
= 1, € A,

=n € {n/z, € A,}
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s {n/z, € A} C N—J. Sean € {n/z, € A,}, entonces z, € A, P.D.Q.:
neN—J=n¢ J Supongamos aue n € J

=z,=0
=0¢€ A4,
=0 € 4, ¢ N(=<)(pues 0 ¢ A,)

Ast, ne N—J

Retomando prueba, llegamos a que J € %. v
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que A, C IN, Vn € IN.

Ahora para cada m € IN definamos
T ={n/m ¢ A,}
Notemos que [m] ¢ M([A]) pues

Si ;) € M([A]) = *IN — N{por lo que hemos supuesto)
= [m ¢ N](=<)(ya se ha demostrado esto)

Asi, [m) ¢ M([A)).

Como [m] ¢ M([A]), entonces [m] ¢« [A], entonces {n/n € A,} ¢ %; luego
tomando complemento

Tm={n/m¢ A} e ¥

De esta manera, T,,, € % .

Ahora, para m € NU 0, definamos

Sm={neN/A, C {mm+1m+2,..}}
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Entonces
m~1

Sp=[Te=TyNTpN-+-NTp,; donde cada T} € %.
k=1
En efecto, sea n € S,,, entonces A, C {m.,m + 1,...}. Basta probar que

neTi={n/1¢ A} (yasine (3 Th.

Supongamos que n ¢ Ty entonces 1 € A,, luego tenemos que

le{mm+1,m+2,...},
=1>m
=m < 2(=><)
=neT
=n €M Te
Nota, SineTa=>m>3= 2 ¢ Au:

Luego tenemos que S, € Z (pues Sy, es interseccién finita de elementos en % ).

Ademiss Sy = {n/A, C NU {0}} (bemos supuesto A, C N ¢ NU {0}Vn € N)
Definamos S, = (e Sm, €ntonces

Sop = ﬂ Sm = {n/A, = 0} donde S,, = {n/A, C {m,m+1,...}}

- meN
En ofccto, para ver que S, C {n/A, = 0}, scan € Sx
= VYm.n € S,
=Vm, A, C {m,m+1,...}
= A, C{p+Lp+2,..}m=p+1)
SiA,CIN A, #0
=dpe A,,peN
=>peA, C{p+Lp+2...}
= sellegarfaaquep € {p+1,...}(=<«)
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Ast 5o C {n/A, = O}
Para ver que {n/A4, = #} ¢ Sy consideremos n &€ {n/4, = 0}, entonces A, = ¥,

PD.Q:n € So =\ en Sms i€. n € Sy, ¥Ym € IN.

Esclatoque A, =0 C {m.m+1,...}Vme N

= A, C {m, m + L.. 3
=n¢c {nfA, C{mm+1,...}}Vm

=N € (Vnen Sm = Seo

Ast Soo = (] Sm = {n/An = 0}

melN
AFIRMACION: Si S € % = M([A]) = 0.

En efecto, supongamos que M(]A]) = @

= d[z] € M([A])
= [T} Cy [A] v
= {n/r, € A} €U

Asi, {n/z, € A.} € % y {n/A, = B} € % (por la suposicién). Entonces la interseccién

{n/z, € An=0} €%
=>0e¥

S M([A]) =0
Asf tenemos que M([A]) = @, lo cual es una contradiccién pues *IN — N # )

(recordar aue M([A]) =*N - 'N)
Asi hemos probado que S, ¢ %

Se define una sucesién y € RN de la siguiente manera

] m, siné€ Sny — Smia
U —
0, sin€ Sy
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Nétese que IN = [\ ,(Sm+1 — Smt2)] U Sec.

De la definicién de y, se tiene que {n/y, € N} =N - S..

En efecto, sea n € N/y, € IN. Supongamos que n € S, entonces y, = 0(=<), pues

yn € IN.

Veamos que N — S, C {n/y, € N}. Sea n € N — S,

>nelNyn¢S,
= Y, = m, para alginu m(n € Spy1 — Smt2)
2y, =meN
Asi n € {n/y, € N}
Por lo tanto {n/y, € N} = N — S.. € Z (lo cual es claro, ya que S ¢ % ).

De este modo
[y] € *IN(por definicién de *IN)

Por otro lado, dado m € N (fijo), {n/y, = m} :vSmH — Spy2 CN — Sy0 & % pues
S €YU, Y.

Sca n € {n/y, =m}

= Yp = M, dOndC nc Sm+l - Sm+2

= nc Sm+1 - Sm+2

ASI/, {n/yn: m} C Sm,ll ‘_S‘rnIZ

Sea n € Spit ~ Smi2
= Yn=m,m¢eN

= n € {nfy, = m}
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De este modo llegamos a que [y] ¢ IN donde N = {[]/n € N} pues si [y] € N
= [y] = [/, para algin m € N
=y ~ 7
= {n/yn = m} € % (=><) pues {n/y, = m} ¢ %
Asi[yl ¢ N

Dc aqui [y] € *IN - N. |

Sin embargo {n/y, € A.} C Sw ¢ % . En efecto, sea n € {nfy, € A.,}.

Mostraremos que n € S,.

Supongamos que n ¢ Sy,

= dm € N tal que y,, = m, donde n € S;,11 — Spma2
= mEALNE Spni1 Y N ¢ St
=> A, Cc{m+1,..}pero A, € {m+2,...}
Asi, m e A, c {m+1,...}, entonces m € {m + 1,...}(=<). Por lo tanto n € S.

Fin de la Proposicién 1.5. L

Corolario. IN es un conjunto externo.

Prueba. Supongamos lo contrario, i.e. IN es un conjunto interno. Por definicién,
N = M([A]), para algin 4 € (Z(R))", A = (An)uen donde Az C R

Sea B=IN—A,, paracadan € N

AFIRMACION: M([B]) C *IN.
En efecto, sea [z] € M([B}])

= [1] €4 [B]

= {n/z, € B,} € % peroz,, € B, =N - A,
= {n/z, € N} € %

>z, € Nyzx, ¢ A,
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Asi, [z] € *IN

Por tanto M{([B]) & *NN.

Supongamos ahora que [y] € *IN. Podemos asumir sin pérdida de generalidad, que

un € N, Vn € N. Luego

[y € M([B]) & {neN/y,€ B,} € U (por definicién)
& {(nelN/y, €eA}={neN/y, eB.)Y ¢¥
o B¢ M(l4)

Asf, M(|B]) =*N — NN, pues si [y] € *IN

= [y] € M([B]) cualquiera

syl ¢ MIA)=N

= [y] € M([B])

W ¢Ny e N

&y e N-N
De este modo, llegamos a que *N — IN = M([B]) donde B € (Z(R))", ie. *IN — N es
un conjunto interno, lo cual contradice la proposicién anterior

.. N es un coujunto externo

1.3. Convenciones de Notacion

Es costwmbre omitir los asteriscos (*) en muchos casos. Nétese primero qile pode-
mos incrustar R en *R mediante la aplicacién r — [7]. Asi, es costumbre visualizar a
R como un subconjunto de *R y referirnos a [7] como r. Asi, podemos también escribir
IV en lugar del simbolo més esforzado I, Relaciones bésicas tales como <, >, <, > son

escritas sin la adicién de un asterisco (*). Funciones tales como sen, cos, log,e®, | - |
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(para valor absoluto o cardinalidad) son similarmente escritos sin la presencia de los

asteriscos (*).

Considere la funcién g : *IN — 2(RN), definida por g(n) = RY. Si n es un ntimero
natural infinito, entonces *R™ es definido como (*g)(n); equivalentemente, es el conjunto
de todas las funciones internas de {1,...,n} a *R. El simbolo de suma ), representa
una funcién de R™ a R. Asi, si n es un niimero natural infinito e y € *R", (*> )™, v
estd bien definida. Es costumbre omitir el asterisco (*) de las sumas, productos o
productos cartesianos.

Asi, las siguientes expresiones son aceptables:

Vie*R . >0

T
dn e *IN ; E ;=0
_ i=1

1.4. Modelos Estandar

Nosotros necesitamos ser capaces de considerar objetos como espacios topoldgicos,
o medidas de probabilidad ademas de los niimeros reales.
Esto es tomando en consideracién una superestructura. Tomamos un conjunto base
X consistiendo de la unién de conjuntos de puntos de todos los objetos que nosotros
deseamos considerar. Por ejemplo, si deseamos considerar funciones reales valoradas
sobre un espacio topoldgico particular (7, 7), tomamos RUT.
La superestructura es la clave de todos los objetos los cuales pueden ser obtenidos del
conjunto basc por itcracién de la operacién de formacién de subconjuntos. Nosotros

nos referircmos a ésta como ¢l modelo estandar generado por X.

Definicion 1.12. Supounga que X ¢s un conjunto cuyos clementos son todos atémicos,

es decir, § ¢ X y no existe x € X que contiene elementos algunos.
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Sea, Zy = X; entonces definimos el conjunto

Znpr = [W(U @"k)] UZa(n=0,1,2,...)
k=0

dondec £ cs cl operador conjunto potencia.

Sca,

,@f:fjg;

Entonces, la familia de conjuntos 2~ es llamada la superestructura determinada por X.
Para cualquier conjunto B € 2, % %(B) denota el conjunto de todos los subconjuntos

finitos de B.

La superestructura determinada por X contiene representaciones de subconjuntos
de X, funciones definidas sobre X, productos cartesianos de subconjuntos de X, y
cscncialmente todas las construcciones matcmaticas clasicas que pueden ser definidas
usando X como el conjunto de puntos, dado al inicio. La forma exacta de la represen-
tacion puede llegar a ser un poco complicado.
Los siguientes ejemplos ilustran como varias construcciones mateméaticas son represen-

tadas en la superestrictura.

Ejemplo 1.5. Un par ordenado (z,y) € X x X es definido en teoria de conjuntos

como
(z,9) = {{z} {z, 9}t 2y € Zo= 2

Asi {r} € %1, donde paran =0
% = [P(2) U Zo = [P(X)UF

entonces 27 C #(X)
Ademas {z,y} € Z,. Asi

{{z} {z.y}} € 25

lo cual es cierto pucs,

{z} {zy}} c 2V P (Z)
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En realidad {{z}, {z,y}} ¢ 2(Z) Cc X U P(Z), donde para n = 1

% = [2(J 2V 2, k=01
k=0
= [P(%HU )V 2L

- entonces

Zp=P( X UP(X))U Zo

Ejemplo 1.6. Una funcién f: A = B, donde A,B C X puede'ser representada por
su grafico

G = {(z, f(z))/z € A}

Del ejemplo previo sabemos que cada par ordenado (7, f(x)) en el grafico G es un

elemento de Z,. Asi G € 23

Sea (z, f(x)) € G. Debemos mostrar que (z, f(z)) € 25, lo cual es equivalente a
(@, [(2)) = {z} {=, [(2)}} c L UA(ZX)

esto es debido a que:

{z} C X, es decir {z} € P(X)

Ast (w, [(2)) € {2} C Za.
Ahora veamos que G € 23, os decir enando G = {z, f(z)/z € A} dchemos mostrar
qie G € P(X U P(X)UP(XUP(X)))UX, csto cs,
GcXuUuZ(X)uZ(XUPX))
Sea (x, [(x)) € G, luego
(z, f(=)) = {{z}, {5, f(#)}} € P(X UP(X)) = {{z},{z, f(x)}} C XU 2(X)

y ademas

{z, f(x)} € P(X) C XU ZP(X).
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Ejemplo 1.7. El conjunto de todas las funciones de A a B, con A, B C X es asi re-

presentada por un elemento de Z; y la denotamos por
B = {f: A— B/f cs funcién} € 2
donde
Zi=2XUPX)UPXUZ(X)HuLP2(Xu2(X)uZ2(XUuZ(X))HuX
es decir, debemos mostrar que
{f:A— B/f es funcién} ¢ XULZ(X)ULP(XUP (X)) UP(XUP(X)UP(XUP(X))) |
Basta ver que, por el ejemplo anterior, f puede ser representada por su grafico

{f:A— B/f cs funcién} =
P(XUP(X)UP(XUP(X)UP(XUPX)UP(XUPX)UX

lo cual es cierto, debido a que
G = {(z, f(z))/z € A} C (X U P(X))

En efecto, si (z, f(r)) € G
Veremos que: {(z, f(z)) € (X U (X))

(2, 1)) = {{z}, {z F(x)}} C X U P(X)

lo cual es cierto pues

{2} C X es decir {z} € P (X)

de lo cual se obtiene que {z, f(z)} C Z'. es decir {z, [(x)} € P(X).

Por lo tanto
BA = {f:A-> B/f es funcién} € 2.
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1.5. Superestructuras incrustadas

Dado un modelo estindar 2, se desea construir una extensiéon no estandar, es decir:

una superestructura % y una funcién : Z — % satisfaciendo ciertas propiedades.

Definicién 1.13. El conjunto A € # es llamado interno si A € *B para algtin B € 4,

y externo en otro caso.

Definicién 1.14. Consideremos una funcién * : 2 — %, donde £, es un modelo
estandar e % una superestructura. Diremos que esta funcion x : 2~ — # es Hamada

una superestructura incrustada si

1. * es una funcién inyectiva.

2. o C %, més aln x € Zs.
3. *Zo=%.
4. . C %, n=12,...

ot

M Z1— 20) CHp1 — %, (n=0,1,..)

6. T1,..., Tn € X =*{31,.. ., 2o} ={*21,. ..  Z0a}
7. 8NABeZ =>{AeB&*Ae*B}

8. A, Be X2, entonces:

a) *(ANB)="AN"D

b) *(AUB)="AU*B

¢) *(A\B)=*A\*B

d) *(AxB)=*Ax*B

9. Si ' = G(A, B), es el grafico de una funcién de A a B, A,B € Z, entonces
*I" = G(*A,* B) es el grafico de una funcién de *A en *B
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10. SiAe Z,, Be A= Bec*Zn1
11. Si A csinterno, A C B, B € *2(C) = A € *Z(C)

Definicién 1.15.
= El conjunto A € &% es llamado hiperfinito, si A € *(F £(B)) para algtin B € 2,

donde .# #?(B) es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de B.
s Denotemos por *Z = {y € # /y es interno}

s Una funcidnu cuyo dominio y raugo pertenceen a %7 cs lamada interna si su

grafico es interno (f : A— B con A, B € %)

Ejemplo 1.8. Supongamos X = R, tomemos Y = *R definida via la construccién
ultraproducto. Sea % la superestructura construida con ¥ como un conjunto base.
Luego * como se definid a partir de la construccion ultraproducto es una superestructura
incrustada. Note que % contiene ambos conjuutos internos y conjuntos externos, asf la

funcién * no es sobreyectiva.

1.6. Principio de Transferencia

Leibniz aseveré que los nimeros reales no estdndar obedecen todas las mismas
propicdades que los niimeros reales ordinarios. El principio de transferencia da una
afirmacion precisa de la asercion de Leibniz. El hecho clave ol cual no fue extendido
hasta el trabajo de Robinson (ver [10]) es que el principio de transferencia no puede ser
aplicado para conjuntos externos. Asi la distincién entre conjuntos internos y externos
es crucial en andlisis no estandar.

Dada una afirmacién F' € . el cual describe la superestructura estandar .2 nosotros

podemos formar una afirmacién *F', haciendo las siguientes sustituciones:
1. Para cualquier conjunto A € 2, sustituir por *A.
2. Para cualquicr funcién f: A — B cou A, B € Z, la sustituimos por * f.
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3. Para cualquier cuantificador sobre conjuntos tales como
VA e &(B) 6 3A € 22(B),
donde B € Z se sustituye por el cuantificador
VA e*(#(B)) 6 4A € *(F(B))
el cual vale sobre todo subconjunto interno de *B.

4. Para cualquicr cnantificador sobre funciones tales como
Vfe F(A B)63f € F(A, B),
donde Z (A, B) denota ¢l conjunto de funciones de A a B para A,B € 2,
sustituir el cuantificador
Ve (F (A, B))63f € *(F(A, B))
el cual varfa sobre toda funcién interna de *A a *B.

Nota. El principio de transferencia asevera que: F es una afirmacién verdadera acerca
de nimeros reales si y sélo si *F' es una afirmacién verdadera acerca de los niimeros
reales no cstandar.
Ejemplo 1.9. Consideremos la siguiente afirmacion F:

VSe PN) [S=0Vv3IneS/Vme S:m>n)
F asevera que cada subconjunto no vacio de niimeros naturales tiene un primer ele-

mento.

*F es la afirmacién

VS e *(P(N)) [S=0VIneS/NmeS:m>n]
Observacién 1.3. Cabe mencionar que los subconjuntos externos de *IN no necesa-
riamente tienen primer elemento.

Ejemplo 1.10. El conjunto *IN \ IN no tiene primer elemento: sino fuera asi, es decir
si *IN \ IN tuviera un primer elemento digamos ng, entonces ng — 1 € IN pero entonces

ng € N, lo cual es una contradiccién, pues ng € *IN\ IN
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1.7. Saturacion

La idea de saturacién fue presentado al anélisis no estdndar por Luxemburg en

1969.

Definicién 1.16. Una superestructura incrustada * de 2" a # es saturada, si para
cada coleccién {A) : A € A} donde A, es interno VA € Ay |A} < | 2|, donde | D| indica

el cardinal del conjunto D, se tiene que,

Si ﬂ Ay = { entonces 3y, ..., A, tal que ﬂA,\i =
Ae€A : i=1

Proposicién 1.6. Supongamos que *R es construida via la construccion ultraproducto.

Si {A, : n € N} es una coleccién de subconjuntos internos de *R y (,on An = 0.

no
Entonces ﬂ A, = 0, para algiin ng € N

n=1
Prueba. Como A, es interno para todo n € NN, entonces existe una sucesién B,

| (m € N) tal que A, = M([B,]). Procedamos por contradiccién es decir si
AiNAyN---NA, #0, para todo ng € N,
podemos encontrar 7] € *R con
[r,] € A1N Ay ---N A, para cada n.

Notemos que z7* € RN, asi denotamos por 2 la m-ésima componente de z.,.
Lucgo, cl conjunto {m/z, € Br} D {n,n+1,...} € u. Asi [2] € A,.
Por tanto ﬂ An # 0, lo cual cs una contradiccion.
nelN
ng
Por lo tanto n A, = 0, para algin ny € IN. O
n=1
Teorema 1.1. Supongamos que * : Z° — # es una superestructura incrustada satu-
rada. Si B ¢s interno y zp, zg, . . . ¢s una sucesion con x, € B,Vn € N, cutouces existe

una sucesion interna g, con y, € B para todo n € *IN tal que y, = z, paran € N.
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Prueba. Sea A, = {sucesiones internas y : y; = z;(1 < i < n),y; € B(i € *IN)}.
Fijemos b € B. Si consideramos y definido por y; = z;(1 < i < n)y ademés y; = b
para i > n. Veamos entonces que A, = 0.

Por saturacién, podemos encontrar y € m A,,. Luego y es una sucesion interna., y,, € B

nelN
para todo n € *IN y ademaés y,, = z,, para todo n € IN, O

1.8. El Principio de Definicién Interna

Como una consccucncia del principio de transferencia podemos tener el principio
de definicion interna, la cual informalmente es como sigue: cualquicr objeto en ¢l mo-
delo no estandar el cual se puede describir usando una formula la cual no contiene

expresiones externas, es interno.
Ejemplo 1.11. 1. Sin € *NN, el conjunto {m € *IN,m > n} es interno.

2. Si f es una funcién interna y B es un conjunto interno, entonces f~'(B) es

interno.

3. Si A, B son subconjuntos internos con A C B, entonces la clase de todos los

subconjuntos internos de B que contienen a A {C € #(B)/C D A}, es interno.

4. El conjunto {z € *R : z ~ 0} no cs intecrno (por la presencia de la expresién

externa x >~ 0).

1.9. Extensiones no estandar

Definicién 1.17. Una extensién no estandar de un modelo estandar 2 es una super-
estructura incrustada saturada * : X — # la cual satisface el principio de transferencia
y ¢l principio de definicion interna.

Los ntimeros reales R son definidos como la completacion de los nimeros racionales

Q la cual ¢s construida cn una de las dos mancras: cortaduras de Dedekind o sucesiones
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de Cauchy. En la practica, argumentos matematicos concernientes a R nunca refieren
a los detalles de la construccién. La construccién es usado una vez para establecer la
existencia de un conjunto R satisfaciendo ciertos axiomas. Todos los argumentos son

dados en términos de los axiomas.

En la misma forma, la construccién ultraproducto es usada para demostrar la exis-
tencia de extensiones no estandar. Las pruebas no estandar son entonces establecidas
completamente en términos de aquellas propiedades sin referencia a los detalles de la

coustrucecion ultraproducto.

1.10. Conjuntos Hiperfinitos

Definicién 1.18. Supongamosque A € & y* : 2 — % es una extension no esténdar.
Sea F P (A) el conjunto de los subconjuntos finitos de A. Un conjunto B C *A es

Namado hiperfinito, si B € *(F Z2(A))

Ejemplo 1.12. Supongamos que m es un niimero natural infinito.

Consideremos B = {k € *IN/k < m}. Lucgo la afirmacién
Vm e N {ke N/k <m} € FIP(N)
es verdadera en el modelo estandar 2. Por el principio de transferencia, la afirmacién
Vm € *IN{k € *N/k < m} € *(F P(IN))
€es verd;;\dera. Por lo tanto B es ‘un conjunto hiperfinito. |

Nota. El principio de transferencia implica que los conjuntos hiperfinitos poscen todas

las propiedades formales de conjuntos finitos.

Teorema 1.2. Supongamos que * : Z — % es una extensién no estandar. Si B € 2

y n € *IN\ IN, entonces existe un conjunto hiperfinito D con |D| < n tal que
zteEB=>"reD.
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Prueba. Como n € *IN\ N, entonces para cada m € N se tiene que n > m.

Sea A = B,Ay={D €*FP(B) :*) € D,VID| < n}. Ay es interno, por el principio
de definicién interna y |A| = |B| < | Z|.

Dado Aj,..., M\, € A conm € N = {*,...." A} € N, Ax. De este modo la
interseccién es no vacia.

Luego (M,ea Ax # @ por saturacion.

Si D es cualquier elemento de (,., Ax, entonces D € *# $?(B). Asf D es hiperfinito,
IDi<nyDD>{*z:z¢€ B} O

Proposicién 1.7. Supongamos que *Z — % es una extensién no estandar. Supon-
gamos que B es hiperfinito y A C B, con A interno. Entonces A es un conjunto

hiperfinito.

Prueba. Como B es hiperfinito, se tiene que B € *(F &)(C) para algin C € 4.
Como A es interno, y A C *C = A € *(%?(C)) por el item 11 de la 1.14. Luego se

tiene que
VBe FP(CNAe P(C)VzeClz e A=z € B]]| = [Ae FP(C)]

lo cual ascvera que un subconjunto dc un subconjunto finito cs finito, y csto valc cn
Z..

Luego por el principio de transferencia
VBe*FP(ONAe*PC)[Vze*Clzec A=z € Bl] = [Ae*Z2(0)]

y esto vale en *Z" Asi A € *F P (C) para algin C € X', lo cual muestra que A es
hiperfinito. O
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Capitulo 2

Espacios Topoldgicos, Métricos y

Euclidianos

En cste bapl'tulo cxplorarcmos la formulaciéon no cstandar de los resultados basicos
en espacios topoldgicos, métricos y euclidianos. Los resultados establecidos aqui son
de uso considerable en aplicaciones del anélisis no estandar a la economia. Formamos
una superestructura tomando 2, como la unién de los conjuntos de puntos de todos
los espacios bajo consideracién y suponemos que x : 2 — % es 1na extensién no

estandar.

2.1. Moébnadas

Definicién 2.1. Supongamos que (X, 7) cs un espacio topologico. Si z € X, la

monada de X, denotada por p(z) es definida como

o) = ) T

zeTeT

Ademas, si y € *X con y € p{t) entonces denotamos
Yy~
(I¢asc y cs infinitamente cercano a x)
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Definicién 2.2. Supongamos (X, d) es un espacio métrico. Si z € *X, la ménada de

x denotada por u(z) es definida por:
w(z) = {y € "X /*d(z,y) ~ 0}
Siz,ye€*X, cony € u(x), entonces escribiremos
Y~z
(1éase y es infinitamente cercano a x)
Proposicién 2.1. Supongamos (X, d) un cspacio métrico, z € X. Entonces
b (T) = pa(z)

donde,
po(z): ménada de z, considerando X como espacio topoldgico.

pa(z): ménada de x, considerando X como espacio métrico.

Prueba.

(i) Veamos que ji4(z) C pro(z)

Sea y € pg(x). Entonces *d(z,y) ~ 0. Mostraremos que

Y€ pg(z)= n *T

z€Te7

En efecto, sea T arbitrario tal que z € T,T € 7, entonces como T es abierto,

existe 6 € Ry, tal que B(z,d) C T. Es decir
Vz € B(z,8),d(z,2) <d=2€T, secample en X
Por el principio de transferencia
*d(z,z) < 0 = z €T, se cumple en * X
Ahora, como *d(z,y) ~ 0y *d(z, ) < §, entonces
*d(y, ) < & = y € *T (considerando para z = y)
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Asi, hemos probado que y € *T'con z € T, T € J (T fue arbitrario, pero fijo).
Entonces |

y € ﬂ *T' = py. Por tanto y € pg(x)
z€TeT

(i) Veamos que po(z) C pa(z)

Sea y € pg(x). Mostraremos que
y € pa(x) = {y € "X/*d(z,y) = 0}

Sea § € Ry, y definamos T = {z € X/d(z, z) < 6} = B(x, 6) (abierto).
Dadoque z € TyTe Ty

T={ze*X/*d(z,2) < 8}

Luego y € *T', por definicién de pg(x) =\ eres *T-
Como y € *T, entonces y € *X y *d(z,y) < 4,Vd € R, ., entonces

*d(z,y) ~0

Y € pa(T)
Asf
pz(z) C ps(z)

O

Proposicién 2.2 (Overspill). Sca (X, 7) cspacio topolégico y consideremos A un

subconjunto interno de *X. Sc curhp]c que
1. Siz € A C u(z), entonces cxiste S € *T con A C S C p(x).
2. Si A D u(x), entonces A D *T') para algin T, satisfaciendo z € T € 7.

3. Si (X, J) es Th, ademas u{x) es interno, entonces u(z) = {z} €
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Nota. Un espacio topolégico (X, 7) es lamado T; (cumple la propiedad de separacién
T1) si para cada par de puntos distintos a, b existen N € A, conb¢ Ny M € A; con
ag¢ M.

Ademas

(X,T)esTy Vs e X, (| N={z}
NeAs

Prueba. Sea 7' ={T € 7 /x e T}
1. Tenemos x € A C u(x). Mostraremos que
AS €*T con A C S C p(x).
Por Teorema 1.2 existe un conjunto hiperfinito
Sc*7'|Te T'=*TesS

Sea §' = {T € S/T > A}. Es claro que S’ C S.
Asi 8’ es interno, por el principio de definicién interna.

Ademaés S’ es hiperfinito, por la Proposicién 1.7 (§' C S, donde S: hiperfinito,

S': interno).
Sea S= (] T.
TeS?

Afirmacién: A C S C p(z), donde

px) = ﬂ *T.

z€TeF

Veamos que A C S :
TeS=>T>A luegoS=[|TDA
Tes
Por lo tanto A C S.
Como 7 es cerrado bajo intersecciones finitas, entonces *T es cerrado bajo in-

tersecciones hiperfinitas (por el principio de transferencia).

Por lo tanto S € *.7 . donde S = n T), S’ : hiperfinito.

Tes!
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2. Sea A C p(x). Mostraremos que:
ADT, paraalgin T, tal quez € T € 7.

En efecto:
Dado T € I, sea Ar =*T'\ A.

Luego, tenemos que Ar es interno, por el principio de definicién interna.

() Ar= [ CT\A) =( [} "D\A=pz)\A=0

Teg’ TeT! TegZeT’
= () 4r=0
TET!
Asi, tenemos que n Ar = . Luego por saturacién existen 11,73, ..., T, tal
: Tez’ '
que
n
ATi = @ Y,
i=1
n

comoﬁATizﬂ-—#ﬁ*Ti\A#
=1

=1

()'T: c A

1=1

=AD ﬁ*Ti = *(ﬁTi)
i=1

i=1

Como A C p(x), tenemos que

.'BEﬁTA:TGy

i=1

3. Tencmos que (X, .7) cs Ty. Mostrarcmos que

u(z) = {z} € I, p(z) interno.

Por la parte 2.) de la proposicién

T € *7 tal que p(z) C *T C p(x)( considerando A = u(z))
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Asf p(z) =*T.

Como (X, 7) eéTl. Siye X cony#z, entonces IS € T conz € Sey ¢ S.
Por el principio de transferencia y ¢ *S.

Asl y ¢ p(x) = *T (notemos que *S es uno de los *T en ﬂ *T).
zeTeT

Luego, por el principio de transferencia y ¢ T.
Siendo y € X (arbitrario), y # z, entonces T' = {z}.
Entonces

w(z) =*T = {z}, por el principio de transferencia.

Proposicién 2.3 (Overspill). Supongamos A subconjunto interno de *N

Se cumple:
1. Si A D *N\ N entonces A D {n,n+1,...} para algin n € N.
2.SiADN lcntonccs AD{1,...,n} para algin n € *N\ N..
Prueba.

1. Definamos el conjunto
B={ne*N/VYme*'Nm>n-—-+me A]}

Es claro que B C *N. Ademés B es interno, por el principio de definicién interna.

Sca n el primer clemento de B. Como A D*N\N, B >*N\N. Asin e N,
2.Sea B={ne*N/Yme*Nm<n=meA]}.
Por el principio de definicién interna, tenemos que

By *N\ B son internos.

Si *N'\ B, no hay nada quc probar. En otro caso sca n ¢l primer clemento de

*N\B.Como ADN,BO>N=ne*N\N
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Proposicién 2.4. Supongamos (X, .7) un cspacio ’ropolc')gico; Lucgo:
X es Hausdorff siy sélo siVz,y € X,z # y, u(z) N puy) =0

Prueba.
[=] Sea X espacio de Hausdorff.

Sea x,y € X,z # y, entonces existen conjuntos S,T € Z con
1€8e T, yeTeZ.5NT ={.
Luegd *SN*T =*(SNT) =10y por el principio de transferencia
wr)Nuly)c*Sn*T =10

Asf p(z) N ply) =0

[«<] Supongamos p(z) N p(y) = 8. Como {z} C w(z),{y} C u(y), entonces por la
proposicién 2.2 45, T € *7

Luego z € S C u(x), y € T C pu(y), entonces

SﬂTC,u(a;)ﬂy(y)=@=>SﬂT=@

Asi
Se*7,3Te* Tz SAyeT e SNT =] valeen *X

Luego, por el principio de transferencia

3Se T, ATe T[re SAyeTeSNT =0 valeen X

Por lo tanto X es de Hausdorff. O

Definicién 2.3. Si (X, .7) cs un espacio de Hausdorff, y € *X, y € u(x) escribiremos

z = °y (ledse z es la parte estandar de y)
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Proposicién 2.5. Supongamos que {z,/n € *N} es una sucesién de elementos de *R.
Entonces la sucesién estandar {°z, }nen converge a x € R si y sélo si 3ng € *N\ N tal

que T, ~ x Vn < ng,n € *N\ N.

Prueba.
(=) Supongamos que °z, — z. Sea § € R |, entonces existe n; € N/n > n;,n € N.

entonces |°z, — x| < £, entonces se tiene que |z, — x| < 8. Pues

. € €
|.’L‘n—.'L'! << lwn_ofcnl—‘",l -’I"n_f’:|<§+§:c‘

[°T, — ZTa] < % csto es debido a que z, >~ °%,,.
Ast, dadod e R, vy k € N, sea
Asy = {n€*N/n > kA |z, — x| <4, paracadam € {k,...,m}}

Para cualquier coleccién finita {(81, k1), ..., (0, kn)} con k; > ns, tenemos

ﬂ As.i, # 0 (por saturacién)

i=1

Sea A = {(0,k) e R, |, x N/k > n;}, entonces por saturaciéon

ﬂ Aﬂk 7£ @

(8,k)eA

Podemos escoger ny € ﬂ Az =
(6,K)EA

Dadon € *N\ N con n < nyg, |z, — 2| = 0.

[<] Supongamos que Ing € *N\N,n <ng = =, >~ 7.

Ahora dado d € R, definimos el conjunto
)
A={n € "Nf|z, — | < -2-} U{n € N/n>ng}

A es interno y contiene a *N '\ N.

Por la Proposicién 2.3, tenemos que A D {n,n+1,...} para algin n € N. Esto es
°z, —z] < 0,YVm > n= "z, — 7.
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Proposicién 2.6. Supongamos que {z,,/n € N} C R. Luego
Zn — 2,Z € Rsi y s6lo si z, ~ z para cadan € *N\ N

Prueba.
(=) Supongamos z, — z. Dado £ € R, = 3ng € N tal quc para todo n € N sc ticne
que

(n >ng = |z, — x| < €) se cumple en X.
Por el principio de transferencia
Vn € *N(n>np = |z, ~z| <z) valeen *Z.
Sin € *N\N = |z, — z| < ¢, siendo ¢ arbitrario de R, |, entonces
Tn ™ &

(«) Supongamos ,, ~ z,Vn € *N\ N.

Paran € N°z, =z, asl x,, = = (por la Proposicién 2.5) O

2.2. Conjuntos abiertos y cerrados

Proposicién 2.7. Supongamos (X,.7) es un espacio topolégico. Luego A C X es

abicrto si y solo si p{z) C *A,Vz € A.

Prueba.

(=) Si A cs abicrto y z € A, entonces u(z) € *A (por la definicién de

u@y= () °T

zeTeT
(«<=) Supongamos que pu(x) C* A,Vz € A, por la Proposicién 2.2 (parte 2), 1S € * T

con z € S C u(x), esto es
Se* T,z SC*Avalecen "X,
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Luego
dS € 7,x € S C Avaleen X, por transferencia.

Es decir, A es abierto. O
Proposicién 2.8. Supongamos (X, 7) es un espacio topoldgico. Luego
Aescerrado siy sélosiy € *A = x € A para cada z € X tal que y € u(z)

Prueba. (=)

Sea B = X \ A. Supongamos que A es cerrado. Siy €* AAy € u(z) con x € X \ A,
entonces x € B, siendo A cerrado.

Como ¥ € pu(z),y € *B (por la Proposicién 2.7). Luego *BN*A = *(BN A) = §, por
transferencia.

Asiy ¢ *Al(=<).

Por lo tanto x € AVz € X con y € u(z).

(«<=) Supongamos y €* A = 1 € AVz € X tal que y € p(x). Suponiendo que z € B

entonces debemos tener que
y € *X\*A="DB, Vy € u(x).

Entonces B es abierto {por la proposiciéon 2.7)

Asi A es cerrado. O

Proposicién 2.9. Sea (X, 7) espacio topologico y A C * X, con A interno, eutonces
el conjunto

{z € X/3y € Ay € u(x)]} es cerrado.

Prueba. Definamos C = {z € X/3y € A [y € p(=x)]}. Debemos mostrar que
B = X \ C es abierto

Sea D = *X \ A, D c¢s interno por ¢l principio de definicion interna. Si z € B,

cutonces D D p(z). Asi D D *T para algiun T satisfacicndo z € T € 7 lo cual sc
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cumple en virtud de la Proposicion 2.2.
Siy € T entonces u(y) C *T. Entonces D D u(y). Asiy € B
Luego B es abierto.

Por lo tanto C es cerrado.

2.3. Compacidad

Definicién 2.4. Sea (X, ) un espacio topoldgico y consideremos y € *X. Diremos

que y es NE (near standard), si existe z € X/ .y ~ 1. Denotamos por
ns(*r) = {y € "X /yes NE}
Teorema 2.1. Sca (X, 7) un cspacio topoldgico, sc cumple
(X, 7) es compacto si y s6losi Vy € "X,y es NE a X.

Prueba.

(=) Supongamos que (X, 7) cs compacto.

Por contradiccién, supongamos quc Jy € *X tal que y no cs NE.

LuegoVr € X,3T, conz €T, € T Ny ¢ *Ts.

Asi {T,/xz € X} es un cllbrinﬁento abierto de X, es decir X = (J,x Tx.

Como (X, 7) es compacto, H{T,,, ..., T,,} un subcubrimiento abierto finito. Como X

es una superestructura incrustada

Asiy ¢ *X(=<).
(<) Supongamos que

Vye*X,yes NE a X.
Mostraremos que (X, 7) cs compacto.

En cfecto, sca {Th, A € A} un cubrimicnto abicrto abicrto de X.
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Consideremos el conjunto Cy = X \ Ti.
Por contradiccidn, sino existiera un subcubrimiento finito, entonces para cada coleccién

{AL,.--,An} con n € N, se tiene

ﬂ C)\,‘, 7é wa pues
=1

si ﬂ Cy, =, entonces UT,\‘. = X(=<«).
il il
Luego,

["Cx ="(Cx) # B(1A| < |21]) Luego por

i=1 i=1
saturacion

C=[)"Cr#0.
A€A
Asi, podemos escoger algtin y € . Dado & € X, puesto que y es NE a z existe ) tal

que x € Ty. Como y € C C *C, es decir y € *C,, entonces y ¢ *T.
Como z es un elemento arbitrario de X, se concluye que y no es NE (=<)

Ast {T»/X € A} tiene un subcubrimiento abierto finito.

Por lo tanto

(X, 7) es compacto.

Definicidn 2.5. z € *R es llamado finito, si existe algin n € N, tal que x < n.
Proposicién 2.10. Supongamos que y € *R, y finito, entonces y es NE a R.

Prueba. Consideremos A = {z € R/z < y} y ademas = = sup A.
Sea 0 € R, . Por definicién de supremo, podemos encontrar z € A tal que z > z — 6.

Pero z < y entonces z — 0 < y. Por otro lado = + ¢ > y. Por lo tanto
r-d<y<z+d.
Dado que 8 € R, fue arbitrario, sc ticne que y ~ z. Por lo tanto y ¢s NE. O
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Teorema 2.2 (Bolzano-Weierstrass). si C' es un subconjunto cerrado y acotado de

R*(k € N). Entonces C es compacto.

Prueba. Supongamos que y € *C. Como C es acotado, existe n € N tal que Vz €
C.lz] < n.

Ahora, por el principio de transferencia
Vze*C, |z| <n

En particular para z = y € *C se tiene que |y| < n. Asi, cada componente y; € y es

finito. Luego por la Proposicion 2.10 se obtiene que y; es NE, con y; ~ x; para algin

x; € R
Sea z = (xy,...,,) entonces y ~ z. Como C es cerrado, z € C. Asf C es compacto,
por el Teorema 2.1. O

Teorema 2.3. Supongamos > es una relacién binaria en un espacio topolégico com-

pacto (X, 7) satisfaciendo:
1. Irreflexividad (Vz € X,z ¥ ).
2. Transitividad (V:L', Y, 2€ X,z -y, y > 2=>1 > 2).
3. Continuidad ({(z,y) € X?/z = y}) es abierto.

Entonces X contiene un elemento maximal con respecto a >, i.e. existe algin z € X

tal que $z € X con z > x.

Prueba. Por el Teorema 1.2 existe un conjunto hiperfinito A4 tal que
Te 7 =3re Alze’T)

Como > es irreflexiva y transitiva, cualquier conjunto finito B C X contiene un ele-
mento maximal con respecto a >.
Por ¢l principio de transferencia, cualquier conjunto hiperfinito couticne un clemento

maximal con respecto a * >
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Sea y un elemento maximal de A. Como X es compacto Jz € X tal que y ~ z, por el
Teorema 2.1. Procedamos por contradiccién. Supongamos que z € X y z > «, entonces

385, Te€e TconzxeTeT,z€8e T tal que
v=wWYveS YweT

Por el principio de transferencia v * >w, para todo v € *S, y para todo w € *T.
Pero existe v € *S N A. Luego v * »y(=<«).

Por lo tanto

T es maximal en X con respecto a >.

a

Proposicién 2.11. Supongamos que (X, ) es un espacio topolégico regular, A C *X

es interno. Supongamos ademas que para todo y € A, y es NE. Entonces el conjunto

{ze X/Fye Alye u)}
es compacto.
Prueba. Definamos
C={zeX/IyeAlye u)}

Veamos que C es compacto.

- Supongamos que {C»/X € A} es una coleccién relativamente cerrado con

ﬂC)\Zw

AgA

pero ﬂ Cy, # 0, para cada coleccién finita {Ay, ..., AL}
=1
C es cerrado por la Proposicién 2.9. De este modo C) es cerrado en X.

Dado z € C con z ¢ C) podemos encontrar Sx.:Th, tal que Cy C Sx,.x € D, ¥
Sy, 0T, = 0.
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Sea A" = {(A, z)/z ¢ C,}. Para cualquier coleccién finita {(Ay, z1),..., (Mn,Zn)} C A’

n . .
(i1 Sxz; €8 abicrto, ¢l conticne a ﬂ Cy, # 0.
il

= ﬁ S)\awi # ¢
i=1

n

Elegimos entonces ¢ € ﬂ Cy, =>ceC.
i=1

Dc cste modo, cxiste a € A con a € p(c).

7

*Srm =*(Srz) 0 (pues a € A,a € u(c)).
i=1

=1

Lucgo, por saturaciou

AN () Sua) #0

MmN

cscogemos y € AN ( ﬂ Sxz;)- Como y € A=y cs NE.
(Ax)eA’
Ast y € p(r) para algin z € X.

Por la definicién de C,z € C. Como ﬂ Cy = 0 existe A € A con z € C,.
AeA

Como

*T)‘T D ,LL(.L'), *SAI n *T)‘w = *(S,\I N T)\I) = m,

Asi obtenemos y ¢ u(x), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto C es compacto. . O

2.4. Productos

Proposicién 2.12. Sea (X, 2)) una familia de espacios topolégicos, y sea (X, .7) el

“espacio topolégico producto. Entonces

*X = {y/y es una funcién interna de *A a U *Xayparatodo A € *A, yy €*X)}
A€*A

Ademas, si z € X, entonces

w(z) ={y e *X/VA € Ay =~ x5}
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Prueba. (C) La definicion formal de producto es

X={feFM|JXNNreA, f(z)e X}
AEA

donde F#(A,B)={f: A— B/f es una funcién}.

Por el principio de transferencia,

X = {fe(F(A, UAeA X2))/VA €A, f(z) € *X,\}
= {y:"A = Ujep "X /y cs interno, VX € *A, y € * X, }

Sea z € X cualquiera. Supongamos que y € p(z). Fijemos A € A.
Dado T € 2, con z), € T, definimos

S={ZEX/ZA€T}.

Entonces S € S yx € S. De aqui se tiene y € *S donde *S = {ze*X/z, € *T}.

Luego tenemos que y € *T
Por lo tanto

Y = Ty

(D) Supongamos que y € *X y ademds yy =~ ) VA € A.

En efecto

Siz €T e 7 entonces existe Aj, Ay, ..., A\n € Aconn € Ny T, € 7 tal que si
S={z¢€ X/z, € T),1 <i<n}, cutonces
zreScT
Pero *S = {z € *X /2, € *Th,, 1 < i < n} por el principio de transferencia.
Luego y € *S c*T O
Teorema 2.4 (Tychonoff). Sea (X, Z3)(X € A) una familia de espacios topolégicos y
(X, 7) espacio topoldgico producto. Si (X, Z3) ¢s compacto VA € A, entonces (X, 7)

¢s compacto.
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Prueba. Supongamos que y € *X para todo A € A, entonces existe x € X, tal que
Y = zx (por Teorema 2.1 (X, Z) es compacto).
Por el Axioma de Eleccidn, este define un elemento z € X tal que y) ~ z, para

todo A € A. Por lo tanto
y~z (por la Proposicion 2.1)

Entonces X es compacto, por el Teorema 2.1. O

2.5. Continuidad

Proposicién 2.13. Supongamos que (X,S) e (Y,T) son espacios topolégicos y
f: X — Y. Entonces f es continua si y sélo si *f{u(z)) C u(f(z)) para todo z € X.

Prueba. [=]
Supongamos que [ es coutinua. Siy= f(z) ey e T € F, entonces S = [~1T) € S.
De aqui se cumple que Vz € S, f(2) € T vale en X.

Tor ol principio de transferencia, tenemos:
Vze*S, *f(x) € *T vale en *X.
Tomemos z € u(x) entonces z € *S = *f(z) € *T (1%
Dado que (1x) sc cumple para todo T satisfacicndo f(x) € T € Z sc tiene que

f(2) € u(f(z)).
Ast * f(u(z)) C p(f ().
(<) Mostrarcmos que f cs continua. Supongamos que * f(u(2)) € p(f(z)), para
todo z € X.
Consideremos el abierto T' arbitrario tal que f(z) € T € 7.
Definamos A — p(z), el cual es un conjunto interno, por el principio de definicién

interna. Luego, por la por la Proposicion 2.2 existe s € *S tal que
ze€Scon*f(S)c*Ten*X
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Luego, por el principio de transferencia
dse*S,xeScon f(s)CTen X

Por lo tanto

f es continua

. . O
Corolario. Sca f: R — R, una funcién. Entonces
f cs continua siy sélo si [y~ z € R = *f(y) ~ f(z)]
Prueba. Consecuencia inmediata del teorema anterior. O

Definicién 2.6. Supongamos que (X, S) e (Y, T) son espacios topoldgicos con (Y, T)
Hausdorff y supongamos que la funciéon [ : *X — *Y es interna. La funcién [ es

llamada S-continua si [(x) es NE y
J(u(=)) C p(°J(x)) para todo z € X

Definicién 2.7. Un espacio topolégico (X, ) es regular si es de Hausdorff y dados -
r€XyCcCXcomz ¢ CyC cerado, existen ST € T econzr € SSCCTy
SNT =49.

Luego, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.14. Supongamos que (X, S) ¢ (¥,T) son cspacios topoldgicos con
(Y, T) rcgular. Adcmas supongamos que f : *S — *T ¢s S-continua, definamos una
funcién °f : X — Y mediante (°f)(z) =° (f(z)), para todo z € X. Entonces ° f es una

funcién continua.

Prueba. Como [ es S-continua, entonces [(x) es NE, para.todo x € X, entonces
existe y € Y tal que [(x) € u(y)-

Ahora como (Y,T) es de Hausdorff, y es tnico, por la Proposicién 2.4. De este
modo, la formula, para °f define una funcion.

Supongamos ahora que z € X,y =° (f(xz)). Siy € V € 7 cutonces X \ 'V s cerrado.
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Como (Y, ) es regular, podemos encontrar S,T € Z cony € S, X\V c Ty SNT = {.
Como f es S-continua

178) > ula)
- Luego f~*(*S) es interno por el principio de definicién interna.
Asi f~1(*S) > *W para algiin W satisfacicndo z € W € S por la Proposicién 2.2.
SiweW = we*W,lucgo f(w) €*S.Si°fw)¢V =>°flw)e X\VCT.
Como T € 7, f(w) € *T (por la Proposicién 2.7). Pero

ST =*(SNT)=0= f(w) ¢ *S(=<«)

lo cual muestra que ° f(w) € V para w € W.

Asi ° f es continua. O

Definicién 2.8. Supongamos (X, Z) un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. .

Diremos que una funcién f : X = Y es acotada si

sup d(f(z),f(y)) < oo

z,yeX
El conjunto (C(X,Y),d) denota el espacio métrico de las funciones continuas aco-

tadas de X a Y donde

d(f,q) = sup.d(f(z), 9(x))

z€X

Teorema 2.5 (Teorema de Ascoli no estindar). Sea (X, 7) un espacio topoldgico

compacto e (Y, d) espacio métrico. Si f :* X — *Y es una funcién S-continua entonces

*d(f,° f) = 0, i.e. f es NE como elemento de (C(X,Y),d) y °f es su parte estindar.

Prueba. Por la Proposicién 2.14 °f es una funcién continua de (X, 7) a (Y, d). Defi-
namos g =° f. Dado z €* X, z € p(x) para algin z € X.
Transfiriendo la desigualdad triangular

*d(*g(2), f(2)) < *d(*9(2), 9(x)) + *d(g(z), f(2)) + "d(f(2). f(2))

El primer término cs infinitesimal por las Proposiciones 2.13 v 2.14.

El scgundo lo ¢s por la definicion de g = °f.
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El tercero también lo es, pues f es S-continua.

Por lo tanto *d(g(z), f(2)) = 0,Vz € *S
Entonces *d(f,g) < ¢, Ve € Ry,
Ast *d(f,g) ~ 0. O

Corolario (Ascoli). Supongamos A C C([0,1],R) es cerrado, acotado y equicontinuo.

Entonces A es compacto.

Prueba. Dado que A es equicontinuo y acotado entonces existe d € R, , y existe

M € R tal que para todo f € A, para todo z,y € [0, 1] se tiene
{If@I <M Ally—a| <d] = |f(z) - f(y)l <e}en X
Por transferencia, se ticne que Yf € *A, para todo z,y € *[0, 1]
{If@) <MAlly—=| <] =["f(z) - "f(y)| <e} valeen "X
Supongamos que f € *A, con f(z) finito para todo z € *[0, 1]. Mas ain si
yeulx)=|f(y) - f@)l<e

Como ¢ es arbitrario, |f(y) — f(z)| ~ 0. Por lo tanto *J es S-continua. Luego por el
teorema 3.5 tenemos que f € u(°f).
Como A es cerrado, °f € A por la Proposicién 2.8.

Asi, para todo f € *A, f es NE, entonces A es compacto, por el Teorema 2.1. O
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Capitulo 3

Teoria de integracion no estandar

3.1. Introduccion

Al estudiar la teoria de integracién de Riemann, uno puede plantearse la siguiente
situacion: si asumnimos que tencmos una sucesion monétona creciente {g,(7) bnenw de
funciones integrables y que g.(z) converge a g(z) sobre un intervalo [a, b], necesitamos

condiciones que aseguren que g(z) sea integrable y que se cumpla:

b b
lim | gn(z)dz = / g{z)dz.

300
Ja

Un resultado de este tipo es conocido como un Teorema de Convergencia Mondtona.

Desafortunadamente las condiciones para que se cumpla este teorema son bastante
restrictivas en esta teorfa (por ejemplo, se necesita que la sucesién g,(z) converja

uniformemente sobre [a, b]).

En vista de este inconveniente, Lebesgue y otros matematicos generalizaron
el proceso de integracion tal que las condiciones para el teorema de convergencia
mondtona sean menos exigentes. Por ejemplo, Lebesgue generalizé el concepto de lon-

gitud de un iutervalo, usando el concepto de medida para un subconjunto general de R.
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P. Daniel comenzé con las nociones generales de Lattice L de funciones sobre un

conjunto X y una integral I sobre L.

Nuestro trabajo de integracién no estdndar sigue el modelo del trabajo de P. Daniel
excepto que comenzamos con una estructura de integracién “interna” (L, I) sobre un

conjunto interno X.

Mostramos que sin necesidad de continuidad podemos construir a partir de (L, I)
una estructura de integracion estandar (L. I) sobre el wmismo conjunto interno X y

que tal estructura satisface el Teorema de Convergencia Monétona.

Empczamos nucstro trabajo cstudiando un proceso que denominamos la estandari-

zacién (L, T) dc una cstructura de integracién interna (L, I).

3.2. [Estandarizacién de una estructura de integra-
cion interna

Una teoria general de integracién debe especificar:

) Una clasc L dc funcioncs “intcgrables” sobre un espacio X y

i) Una funcién 7 con valores reales sobre I.. Es decir

I:IL > R
;o= 1)

la cual es usualmente llamada una funcional
Nosotros abstraemos estas propiedades en la nocion de una estructurae de integra-
cion.
Definicién 3.1. Scan X un conjunto, £ C X. Las funciones xg,1 y 0 sobre X son
definidas de la siguicnte mancra:
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a) xg: X — {0;1}
1, zeFE
0; z¢ F

z - xe(@)=

b) 1= xx.
¢) 0= xg donde @ denota al conjunto vacio.
Observacién 3.1. Si [y ¢ son funciones definidas sobre X. escribimos
f<g, s f(z) <g(z), para todo z € X.
Ademas, definimos
af, f+9,f9y f/g (st g no sc anula cn todo punto cn X) v |f|,

COomo:

af(x), f(z) + 9(z), f().9(z), f(z)/9(z) y |/ (z)| en z € X.

Definicion 3.2. Un conjunto /. de funciones con valores reales o hiperreales sobre un

conjunto X es lamado un laftice real o hiperreal respectivamente, si:
a) f,9 € L implica af + g € L,Va, B reales o hiperreales.
b) f € L implica |f| € L.

Definiciéon 3.3. Una funcién cou valores reales o hiperrcales I sobre L es Hamada una

funcional lincal positiva (flp) si:
a) Ilaf+pBg) = al(f)+pBI1(g), para todo f,g € Ly para todo «, § real o hiperreal.
b) 1() >0, [ >0.

El par (L, I) forma una estructura de integracién real (hiperreal) sobre X.

Definicién 3.4. Una estructura de integracién (L, 1) sobre X es una extensidn de la
estructura de integracién (L, I) si:

LCLyI(f)=1I()cuando f €L
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Definicién 3.5. Si f y g son funciones con valores reales o hiperreales definidas sobre

X, definimos el mdzrimo y minimo de f y g mediante:

(f+9+|f—gl)
2 b

min(f,g) = f Ag= (f+g—2|f_g|).

max(f,g) = fVg=

Ademés, definimos la parte positiva y negativa de f mediante:
fr=1rvo,
fm=(=nvo.

Observacién 3.2. Un lattice I, siempre contiene a 0. Ademés es cerrado bajo la

operacién de tomar maximo y minimo.

Ademas, si L es un conjunto de funciones sobre X, el cual es cerrado bajo combi-
naciones lineales y para el cual f,g € L implica que fVgy fA g€ L, entonces L es

un lattice.

Ejemplo 3.1. En el conjunto de funciones continuas con valores reales C([a, b]) donde

[a,b] C R cs un intervalo finito, definimos la funcional lincal

[P:Clabh] =R
fom L= fa)da

catonces (C([a, b]), f:) s una estructura de integracién real sobre [a, b].

Ejemplo 3.2. Una funcién de paso sobre R es una funcién f de la forma

f=Y " cxm,
=1

donde los conjuntos E; son intervalos finitos disjuntos. Sea S(R) el conjunto de las

funcioncs de paso sobre R. Definimos la funcional f[ sobrc S(R) mcdiantc

f[: SR) — R
f o ff = iﬂi,(qu —a;), donde f = iciXE;
i=1 i=1
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y ademas E; tiene los extremos a; vy b; (a; < b;).

Ast (S(R), f[ ) es una estructura de integracién real sobre R.

La siguiente proposicién muestra que cada estructura de integracién real estdndar

sobre un conjunto Y origina una estructura de integracién interna sobre *Y.

Proposicién 3.1. Si (L, I) es una estructura de integracion real sobre un conjunto Y,

entonces (*L,*]) es una estructura de integracién sobre X =*Y.
Prueba. Consecuencia directa del principio de transferencia. ' 0

Nuestro objetivo en esta seccién es construir una estructura de integracién real
(L, 1) a partir de una estructura de integracién hiperreal interna (L, I) sobre un con-
junto interno X en una extensién V(*S) de una superestructura V(S) conteniendo los
reales. De esta manera, en (7, 7) sera valido el Teorema de Convergencia Monétona.

(L, 1) serd Nlamado la estandarizacién de (L, I).

Definicién 3.6. Sea (L, I) una estructura de integracién interna sobre un conjunto

interno X, definimos:

i) El conjunto 7, de funciones nulas como el conjunto de funciones con valores

hiperreales (posiblemente externa) g sobre X tal que:
VeeR,e>0,3peL:|g|<vypy°I{y)<e
i) El conjunto L,

L={f/:X—>R:[=¢+g, dondepe L°I(|¢]) <0y g€ Lo}

Lema3.1. ) Sif=¢+g¢€ L, con ¢ € LeI(l¢]) < 00,9 € Lo, y si ademss
f=Ff+Gconde L ge Ly Entonces
°I(|g)) <oy ¢ — ¢ € Lo.
Ast que I(6) — I(d) = (¢ — §) = 0.
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b) Si f; € L con fi=¢i+ g, di€L,g € Ly(i = 1,2), entonces

(fiVfo)= (1 V d2) y (i A f2) — (d1 A @) pertenecen a Ly

Prueba. R
a) Como f = ¢+ g € L (por hipStesis) donde ¢ € L,°I|d} < oo

y ademés f = ¢+ g, donde ¢ € L, G € Lo
Entonces ¢ +g=¢+7,esdecir p—p=g—g
Afirmacion: g — g € Ly
En cfecto:
Como g¢.g € Ly, por definicién:
Dado ¢ > 0 cualquiera, 3¢, € L tal que |g| < ¥, [§] < ¢

con °T(3h) < £,°T(h) < §

Luego,

lg—Gl <lgl+ gl <v+d=1"€L

Ast 39" =+ € L tal que |g — §| < 9"

Ademis
£

T =+ ) = TW) +°T($) < = + 7

=g

Por tanto g — ¢ € Ly y como $~¢:g—gg
entonces ¢ — ¢ € Ly Ahora, vemos que: °J |$| < 00
I~ @) <°l¢— | =0,puesVeIPel

tal que |§ — ¢ < ¢

=>°Ilg—¢| <°IP<e

=116~ 9| =0

Luego:

°11d] ~°IIgli < °T1g—¢| =0

Asi °I|g| —°I|¢] =0

Entonces °I|@| = °I|¢| y como °I|¢] < co
s concluye °J|¢| < oo.

°Ilg| —°I|¢|| = 0.

Adcmiés
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b) Por hipétesis tenemos f; € L, f; = &; + g5, € L, g; € Ly(i = 1,2)
Mostraremos que : (fi V fo) — 451 V ¢y € Ly
(infa) —di AN € Ly

En efecto
Sea € > 0 cualquiera y como g; € Ip(i = 1,2)
34 € I con |g| < ¢ (Considerando ¥ = max{+1,9n} donde 9,9 € I,
l91] < %1, 192] < 9o)
Ademsés °Iy < ¢
Luego:
(Pr1V o) = = (d1 — ) V (d2 — 1)

Como |g1] < 11, se tiene —) < gy < 9P
Luego ¢y — ¢ < ¢1 + ¢1. Andlogamente se demuestra: ¢, — 9 < ¢y + g
Luego: |

(r1=P) V(=) < (1 +91)V(d2+g2) =FiV fo

y como g1} < 1, |ga < ¢

se tiene (g1 + 1) V(da+g2) = iV a < (1 Vo) + 9
Asl iV foa < (1 V ég) + 1

Lucgo fiV fo — (¢ V@) < 9

- Notcse que
(1Vs)~ < iV foDeaqui —9 < fiV fa~(d1V )
Asi, sc ticne:

~p < iV a—(g1Vda)<tp.Seag=[1V 2~ (¢1V $2)

-

Entonces: —y < g <%
Por tanto |g] = | /i V foa— (61 V ¢a)| < ¢
Ast hemos probado que g = f1 V fo — (¢1 V &) € Ly
Andlogamente sc demucstra (fi A f2) — (01 A ¢a) € Ly.
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Teorema 3.1. Los conjuntos Lg y L son lattices realcs.
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. . O

Observacién 3.3. Si f € L tiene dos representaciones f=¢+g=d¢+g como en el

Lema 3.1, entonces °I(¢) = °I(¢) < oo.

Definicién 3.7. Para cada f = ¢+ g € Z, donde ¢ € Ly g € Ly establecemos
I(f) = °I(¢). El ntmero real I(f) s Namado la integral de f (con respecto a la

estructura de integracion hiperreal (L, I))
Teorema 3.2. La funcional 7 es una funcional lineal positiva sobre L

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. O

o~

Observacién 3.4. El par (E, I) es una estructura de integracién real sobre X.

Definicién 3.8. La estructura (ET) construida de esta manera a partir de (L,]) es -

Namada la estandarizacion de (L, T).

Caracterizacién de las funciones en L

Teorema 3.3. Una funcién con valores reales f sobre X estd en L si y s6lo sl para
cada ¢ > 0 en R existen funciones 9, y ¢ en L con 9y < f < 90,°I(jth]) < < ¥y

I{xp2 —11) < € en cuyo caso se tiene:

Prueba.

[=] Seaf:X——)]R,fEZ

Como f € L, existen ¢ € L,g € Lp tal que f = ¢+ g y ademas °I|¢| < o0
Como g € Ly. Sea € > 0 fijo.
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Para cada n € N, consideremos ¢, € L con [g| < ¢n y I, < &

Definimos
¢1:¢_¢n7 ¢2:¢+¢n

Afirmacién: ¢y < f < by

En efecto:

Veamos primero que ¥; < f

Como |g] < ¢n

Entonces —¢, < g < 4,

luego —¢n — g <0,

f=n—g<f

f=g9-0.<f

yeomo f=¢+gsetienep=f—g

entonces ¢ — ¢, < f

< f

e Vcamos ahora quc f < i

Como |g| < ¢,

entonces —¢, < g< ¢,
¢+9<dn+g

F<t
Asipy < f <y

Afirmacién: °Ily4| < 0o
En efecto

como |¢ — ¢a| <[4

entonces °I|¢ — ¢,| < °I|d|, donde °I|¢| < 00
Luego °I|¢ — ¢,| < oo, donde ¢y = ¢ — ¢,

Por tanto °Ili| < oo.

Veamos ahora que I(y; — ) < ¢
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I =41) = 1o+ dn—0+n)

= I|2¢,| = 2I|¢,| < 2(-2%) <eg
Por tanto

Iy — 1) <&,
Notemos ahora que ¥, = ¢ — ¢, € L (pues @, ¢, € L)
Ademas: ¥y = ¢ + ¢, € L (pues ¢, ¢, € L)
Afirmacién: ¥ — ¢, < ¢ < Uy + ¢,
eVeamos primero que ¢ — ¢, < ¢:
Como 91 < f < by, entonces Py < f < ¢+ én,
U1 < ¢+ o,
h—¢. <9

AS{¢1—¢TLS¢

eVeamos ahora que ¢ < Py + Py
Como 1/)1 S f S ¢27 entonces (b - ¢71. S f S "/)27

¢_¢ns¢2

Asi ¢ < ¢2 +¢n'

Por tanto hemos demostrado que:

7/)1 - ¢n S d) _<_ 1/}2 + ¢n-

De esto se tiene que:

° Iapy — % <°I¢ = T, (Por definicién)

(Recordar que I'¢, < £y como ¥; < ¢, + ¢ entonces °Ih < Id, +°1¢ < £ +°19)

Luego

°Infy _z <°I¢p= ff < "]'11)24—E < °Iz/11+5+-§-, para cadan € N
n n ),
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En efecto
Para la tltima parte de la desigualdad, ndtese que: como ¢ < ), + ¢, entonces

°I6 < °Tthy + I8y, < °Tay + <
| 2 0 o] E
Ast°1§ < Ty + =.

Ahora, como (1) — 1) < €, entonces: I(1hg) — I(¢y) < &,
I(e) < I(3hy) +¢

luego °Ipy < °Inpy + ¢
entonces, como

°Ip — S°I¢=-’ff$°f¢z+%S°1¢1+E+§-, para cadan € N

S|lwm

resulta que:

£ =, g
Ty ——=<If<°Tpy +e+ —, paracadan € N
n n
Haciendo que n — oo, resulta,
Ty <Tf<°Ipy +¢

[«=] Para demostrar el reciproco del teorema, usaremos saturacion.
Supéngase f : X — R arbitraria, para la cual se cumple que:

Ve >0, existen 1,92 € Leon ¢y < f <, °Tih| <ocy T(th — i) < e.
Luego, existe una sucesion creciente {¥}pen (1.€ Yny1 > ¥y Vn € N).

y una sucesién decreciente {¢) }nen en L, con 1, < f < ol,°IlY,] < ooy
I}, — ¢n) < %, para cadan e N

Aplicamos el Teorema I1.8.5 ([5, cap 2]);
conC=ND=Ly¢: N> L ¢:N—L

definidas por ¢(n) = 1, ¢’ (n) = ...

Entonces,

cxisten extensiones internas 5 ‘N> Ly ¢ :*N— L.

Ahora, por ¢l principio de permancucia (Ver Teor I1.7.1, pag 107 [5])
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podemos encontrar k € *N, tal que:
1) ¥ 1, formen sucesiones crecientes y decrecientes, ademds 1, < ¢/, paran < k

Asi, para algin infinito w, w < k,

Yo < Py <, <Y,

De aqui:
~( ~tn) = n — Y, < [~ <Y, ~ %, YR EN
| entonces | f — ¥w| < ¢, — 1, donde Y, — ¢, € L (¢, 9, € L)
y como T(, — o)t
sc ticncque f— 1, € Lo Asi f€ L
(pues f — 1, = g € Ly de donde f = ¢, + 9,9, € L, g € Ly) ' O

A continuacién, veamos un teorema llamado Teorema de Convergencia Mondtona,
el cual nos dice que L es “cerrado” bajo limites moné6tonos si las integrales son acotados

uniformemente.

Teorema 3.4 (Teorema de Convergencia Monétona). Supongamos que {(fn)nen,

fn € E, ¥n € IN es una sucesién monétona creciente tal que:
a) existe lim, o fo(z) = f(z) para todo z € X.

b) sup{T(fn) bnen = LMoo () < 00
entonces f € Ly T1(f) = iMoo T (fu)

Prueba. Asumimos sin pérdida de generalidad que f,, > 0 (sino consideramos f,, — f1)

Como cada f,, € lfl, podemos encontrar representaciones:
fn = d)n + On. CON an € L: gn € LOa adcméﬁ 0 S an. S ‘.bn—i—l
Sea B = lim,, o ffn entonces dado € > 0,3 m € N tal que si n > m (en N)

se tiene que B —e < IAfn < B (vaque l}’_)m 'ff,,‘ = sup{ffn})
. =00 TLGN
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De aqu:
B — e < I¢, < B+ ¢, para cualquier € > 0.

Usamos saturacién nuevamente. Como en la demostracién del teorema 3.3, extendemos
la sucesion {@n}nen C L & una sucesion {@,}nexny C L tal que ésta es atin creciente.
(Si es necesario, repetimos algiin ¢ € L, para todo n,n > k, para algin k € N_).

Asi, para algin w infinito, @, > @, (pues ¢ es creciente) para cadan € Ny

° Iy = sup{°I¢,/n € N}. (ya quec como ¢y, > ¢, > ¢, — Ve >0
entonces °I¢, > °Id, —¢, Ve > 0)
Necesitamos sélo mostrar que f — ¢, € Iy
Fijemos € > 0. Como g, € Ly para cada n € N, elegimos 9, € L con |g,| < ¢ ¥
ademés I, < 5=
Nuevamente por Nj-saturacién, podemos extender la sucesion {41, }neny & una sucesién

{¥n}ne-n tal que para algin infinito k£ € *N, 4/, > 0 y I, < 55 para cadan < k.

k
Sea |9 = Zzpn =Y+ + -+ i, donde Iy, < 5 paracadan <k
n=1

entonces I = I, + Ithy + -+ + Ithy < kx (pues k < 2* = & <1 parak > 1)
Ademas, como |9, < ¥ I entonces:

O~V < b= <P+ gn < f<(1+¢)(¢w + ), paracadan € N

Luego
(¢‘” - ¢w) - 7/) < f - (/)'w < 5¢w + (]. + 5)’(/)
podemos elegir n € N suficientemente grande tal que —2¢ < I{¢,, — ¢,) — It

Ademis

I{epy + (L +)p) < elgy, + € + €7, ya que I(edy, + (1 + £)¢)
= I(epu) + 1((1 +€)¥)
= I(¢w) + (L + )P, Ih < &
<el{pw)+ (1+¢)e
= (e + (1 +)Y) < 2l + 2 + €2,
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como ¢ es arbitrario, tenemos que f — ¢, € Ly N

Nuestro siguiente teorema nos da condiciones hajo la cual la parte estandar °¢
de una funcién ¢ € L, estd en L y 1 (°¢) = °I(¢). En general, tenemos la siguiente

definicién.

Definicién 3.9. Sca ¢ € L. Dcfinimos la parte cstandar de ¢, denotada por °¢, me-
diante |

st{d(x)), o(zx) finito

00, é(z) € *RE

~00, ¢(z) € "R,
Teorema 3.5. Si ¢ € L asume solamente valores finitos y para algtin ¢ > 0 en L con

°I() < o0, se tiene
{reX:ox)#£0}C{re X (x)>1}

entonces

o~

¢—°¢p € Ly, con°p € Ly I(°¢) ="I(9).

Prueba.
Mostraremos que ¢ — °¢ € Iy. En efecto sea € > 0 cualquiera
como ¢ toma valores finitos, °@¢(z) = st(r)
Luego ¢ —°¢p =z, > 0.
Entonces || =9 > 1. [¢ —°¢| =€
De aqui: [¢ — °¢| < ¢e
Por tanto ¢ —°¢ € Ly
Afirmacidn: |¢(x)| < ny(x) para todo n infinito, y para todo x € X.
Usando el principio de permanencia tenemos |¢| < nyy para algiin n € N finito.
De aqui °I¢ < 2o (pues °I¢ = °|¢| < n°IY < 00).
Asicg= ¢ + u el
€L €Ly
Adcmas:

_f(“(b) = °J(por definicién de T).
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Ejemplo 3.3. Sea X un conjunto interno y sea 2o € X. Sea I, el conjunto de todas las
funciones con valores hiperreales las cuales se anulan excepto en xg. Poniendo I(f) =
f(zo) para todo f € L. Entonces (L,I) es una estructura de integracién interna.
Ademas Ly consiste de todas las funciones que se anulan excepto en zy, donde ellas
son infinitesimales y L consiste de todas las funciones J con valores reales las cuales
se anulan excepto en g, donde f(x5) es finito y I (/) = [(x0), donde (E, T) es la

estandarizacién de (L, I).

3.3. Teoria de la medida para estructuras de inte-
gracion completa

En esta seccién desarrollaremos una teoria de medida para cualquier estructura de
integracion (L, I) para cl cual cs valido el Teorema de Convergencia Mondtona. Tales

cstructuras scran llamadas completas.

Definicién 3.10. Una estructura de integracién real (/I:, T) sobre un conjunto X es
completo si dada una sucesién { f, }ren tal que f,, € L,Vn € IN moné6tona creciente que

cumple
a) lim, o fo(z) = f(z), existe para todo z € X,

b) Sup{I(fn)}new = limp o 1(f2) < o0.

Entonces

o~ o~

felyI(f) = lim I(f.)

n—oo
-

Observacion 3.5. En esta seccién (L, I) denotara una estructura de integracion com-

pleta.

—— -~ ——
Presentarcmos un conjunto M de funciones que incluye a L. Las funciones ecn M

son llamados funciones medibles. Extenderemnos la funcional I a un subconjunto Ly de
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M para obtener una estructura de integracion real el cual sera una extensién de (Z T)
Estudiaremos también las propiedades bésicas de estos conjuntos llamados medibles

cuyas funciones caracteristicas estan en M.

Definicién 3.11. El sistema de los nimeros reales extendido es el conjunto
R = RU {—00,4+00}. Ademéas de las reglas usuales de aritmética, tenemos en R lo

siguiente:
i) (£00) + (Foc) = 7 + (+00) = (F00) + T = +o00,
i) (foo)(£oc) = +oo,

i) (£00)(Foc) = —oo,

+o00, siz>0
i) z(Foo) = (foo)r = ¢ 0, » siz=0
Foo,sl x <0

v) z/(£00) = () para todo = € R.

Si un conjunto 4 C R no es acotado superiormente, definimos sup A = +0o. Anélo-

gamente, si A C R no es acotado inferiormente definimos inf A = —oc.
Definicién 3.12.
e El conjunto L' denota ol conjunto de funciones no negativas cn L.

e Denotamos por M™ al conjunto de funciones no negativas h sobre X con valores

en Rtal que h A f € L para cada f € L.
Definicion 3.13.
e Si h e M* definimos:

J:M* - R
h — Jh)=sup{I(hA[f): fel}
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e Denotamos por M el conjunto de las funciones h sobre X con valores en R cuya

parte positiva bt = h V 0 y parte negativa h~ = —h V 0 estén en M+,
e SiheM y al menos Ju+ 0 Jh- €s finito, definimos

Ty = Jyr = T
Observacién 3.6.
1. Si L es un lattice, entonces LcM. Ademis, si h € L entonces :];l = fh
2. J(h) =sup{I(f):0< f <h,f e L} para he M".

Proposicién 3.2. Si hy, hy € M! y a € R entonuces hy + hy,ahy,hy Nha y hy V hy

pertenecen a M+, Ademis

j(hl +hy) = j(hl) + j(hz),

o~ —~

J(ah)) = aJ(hy), parac €R, y

~

J(h)) < J(hs), si by < ha.
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. O

Nuestro siguiente resultado extiende el Teorema de Convergencia Monétona a

(M+, 7).

Teorema 3.6 (Teorema de Convergencia Monétona). Sea {hy, tnen, fin € M ,Vvn e N

una sucesién creciente en M- *, entonces
h=suph, € M*y J, = sup{J(he) bnew = lim T(hs).
Pruebai Sea f € T+ cualquiera. Como h,, € M+ entonces
hoNf € Zpara cadan € N
Luego, la sucesién (h, A f)nen €s creciente a hA fy
sup{f(hn A flaen < ff <00
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puies sp{T (B A f) bnen = HMpyoo T(Au A f) = T(hA f) por teorema 3.4 donde hA f € L
De este modo: h € M*

Luego

Jh =sup{I(hA f)/f € L}

o~

= sup{sup{/(h, A f)/f € L}nen}
= Sup{(Jn)nen}

O

Observacién 3.7. Restringiremos nuestra atencién a aquellas funciones cuyas inte-

grales son finitas.
Definicién 3.14. Definimos:

o Ly como el conjunto de funciones h € M con valores en R tal que J(h) es finito
)T
. Ll' como el conjunto de funciones no negativas en L.

Proposicién 3.3. El conjunto de funciones con valores reales en L; con J forma una

estructura de integracién completa sobre X. Ademas, Lc I y Ji (f)= T (Hsife L.
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. O
Observacion 3.8.

1. Para determinar que una funcion dada h pertenece a I, es suficiente ver que

he My |h| < g para algin g € L}.
2. Sile Z, entonces toda funcion con valores reales en El pertenece a L
Definicién 3.15.

1. Un lattice I (real o hiperreal) es Stoniano si ¢ € I implica ¢ A1 € L.
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2. Diremos que una estructura de integracion (L, I) es Stoniano, si L es Stoniano.
Observacién 3.9.

1. Sil € L cntonces L cs Sfuom'ano.

2. Si L es Stoniano entonces 1 € M.

3. Si L es un lattice Stoniano real sobre un conjunto estandar Y, entonces *L es un

lattice Stoniano interno sobre X = *Y.

4. Si L es Stoniano, entonces ¢ A a € L para cualquier o > 0, pues,

sna=a((X)sn1).

Proposicién 3.4. Si (L, ) es una estructura de integracién interna Stoniana sobre el
conjunto interno X, entonces la estandarizacién (L, I) es una estructura de integracién

Stoniana.

Prueba. Sca ¢ > 0 cnalquicray f € L dada. Por tcorema 3.3 cxisten i,y € L tal
que ¢ < f <o, I(lth]) < ooy °I{yha — th) <e
Entonces

PALLS fALLSYPaAly

como (Y2 — 1) Al < by —
entonces °I (2 A1) — (P A 1)) < °T(3hy — 1) < , ademas Il A1) < o
lo cual demuestra que

fA1le L por teorema 3.3

Por tanto L es Stoniano

Finalmente (L, T) es una estructura de integracién Stoniana O

Observacion 3.10. En lo que sigue asumiremos que todas las estructuras de integra-

ctén son Stonianas.
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Definicién 3.16. Denotamos por % ala coleccién de todos los conjuntos A C X para

los cuales y4 € L*.
Proposicién 3.5. SiA = {z € X : f(z) > a} dondec f € L' y a> 0cntonces A € 2.
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. O

Proposicién 3.6. M™* consiste de todas las funciones con valores en R no negativas

h tal que h Anyxa € Lparacadane Ny A€ 2 Ademsis, dado h € J/\/I\Jf, se tiene
T :sup{f(h,/\nXA) nelN,Ae€ .,5?}
Prueba. Por definicién
]/\/I\“L:{h:X——)R/hzO,h/\fEZ, paracadafei}
ademss, si h € M~ se tiene
Jh=sup{I(hAf): feL}

Definamos B := {h: X = R/h > 0,h Anxa el, paracadanENyAe,?}

Mostraremos que:

ﬂ+={h:X~—>R/h_>_0,h/\nXA€Z, pa;racadanENyAe.,?}

En efecto ‘

Sea h € M* veamos que h € B.

Como h € M*, entonces h A f € I, para cada f € T,
En particular, consideremos f > 0 cualquiera en L.

Para cada n € N, definamos:
o 1 ’ P 22
An{z € X : [(z) > -7;} De aqui A, € .Z por la proposicién 3.5

Entonces x, € L por la definicion de 2

Por tanto x, € L O
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Daremos a continnaciéon algunas definiciones de teoria de la medida.

Definicién 3.17. Una Colcccion 4 de subconjuntos de un conjunto X cs lamado un .

o-algebra si
a) X € A
b) A € .4 implica quc cl complemento A€ de A satsface que A€ € /// .
c¢) Dada una coleccién numerable en #, {A; € A }icn, se tiene UjenA; € A.

d) Cada conjunto en .# es llamado medible y el par (X, .#) es llamado espacio

medible.
e) Una funcién p : .4 — R* es llamada una medida sobre .4, si

i) p@) =0y

i) Para cada coleccién {A;}ien, donde A; € #.Vi € N la cual es disjunta dos
a dos (es decir, A; N A; =0, si i # j) se tiene

H( U Ai) = Z#(Ai)-
i€N i€l

Esta propiedad es llamada aditividad contable.

111) Una medida i sobre .# es completa si dado A € 4 con u(A) =0y B C A,
se tiene B € .. Ademés pu(B) = 0, puesto que
#(B) < p(A — B) + pu(B) = p(A).

Observacién 3.11.
1. La tripleta (X,.#, ) es llamada un espacio de medida.

2. El término completo para medidas o esta relacionada con la completitud de las

estructuras de integracion.

o~

Definicién 3.18. Un conjunto A C X es medible con respecto a (L, ) sixa€ M.
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La coleccién de estos conjuntos medibles es denotado por M. Para cada A € ./Z

definimos

1(A) = Jya)
Observacién 3.12. Notemos que .2 C {Ae M u(A) < oo}
Teorema 3.7. 4 es un o-algebra sobre X y [i es una medida sobre M.

Prueba. Ver [5, Cap. 4]. O

o~

Ejemplo 3.4. Sea (7, T) la estandarizacién de (7, T) = (*Cu(R),* [) sobre X = *R,
donde:

o C¢{R) denota al conjunto de todas las funciones continuas con valores reales

sobre R con soporte compacto, donde el soporte de f es el conjunto

sop(f) = {z: f(z) # 0}

e [ es una funcional sobre C¢(R) definida como:

[Oc(]R) = R
f oo Ji=[ f)ds

El par (Cc(R), [) cs una cstructura de intcgracién rcal. Ademds 1 ¢ Co(R).

a) & contiene todos los intervalos de longitud finita, incluyendo intervalos de lon-

gitud infinitesimal y conjuntos unitarios.
b) M coutiene todo intervalo sobr‘e *R.
¢) El conjunto G de ntimeros finitos en *R est4 en M.
d) El conjunto de nimeros infinitesimalmente cercano a cualqﬁier a € Restden.Z.

Ejemplo 3.5. En el Ejemplo 3.3, & consiste de {xo}, ¥ A consiste de todos los

conjuntos.
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" Mostraremos ahora que comenzando con M y 14 obtenido de (Z, I) entonces las
funciones medibles e integrales obtenidas a partir del desarrollo estandar coinciden

con aquellas obtenidas de (I, T).

En lo que sigue, g denotard una medida sobre un o-algebra arbitrario ..

Definicién 3.19. Una funcién h con valores en R sobre X es medible con respecto a
Msi Aa = {x € X : [(2) > a} € .4 para cada « € R. El conjunto de funciones [

que son rmedibles con respecto a A es denotado por M.

Veremos que M = M, para ello mostraremos que cada h € M es el limite de una

sucesion de funciones en A, que toman solo valores finitos.

Definicion 3.20. Una funcién v € M es.simple si ésta toma solamente valores reales

finitos y distintos aq,as. .. .. a, y los conjuntos A; = {z € X : v(z) = a;} € A para.

i=1,...,n.

La representacion
n
E A X A;
i=1
es llamada la representacion reducida de v.

Proposicién 3.7. Sea h € M una funcién no negativa cualquiera. Entonces h es el
limite de una sucesién mondtona creciente {v,}nen,vn € M,Vn € IN de funciones

simples no negativas.
Prueba. Ver [5, cap 4] O
Definicién 3.21.

e Dada una medida p sobre #. Si v = ). a;xa, es una funcién simple con

a; > 0,Vi=1,...,n. Definimos la integral de v mediante:
. n
/ vdp = Zam(A,;).
- i=1
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e Si h € M es una fimcién no negativa, definimos la integral de h mediante
/ hdp = sup{ / vdp : v es funcién simple, 0 < v < h}

e Sihe Myh=h'—h", definimos:
/hdu = /hfrdu — /h“dp,
si una de las integrales es finita.

Mostremos que nuestro desarrollo de integracién coincide con este desarrollo

estandar.

Teorema 3.8. Sea (L, I) una estructura de integracién completa con funciones medi-
bles A y sea M las funciones medibles respecto al o-dlgebra M obtenida de (f T)

Entonces wma funcién h con valores en R, pertenece a M+ s ysolosihe Mty
3tk = [ b
donde i es la medida obtenida de (I, ).
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. | O
Corolario. M = M y J (h) = [ hdji, para todo h € M tal que J esté bien definida.

Observacion 3.13. Sea (Z, T ) una estructura de integracién completa con conjuntos

asociados M , M y medida ji. Denotaremos €l valor de Jen h € M mediante:

/ hdji.

Proposicién 3.8. Si {h,}nen, donde h,, € M,¥n € N es una sucesién de funciones
en M. , eutonees las siguientes funciones:

h(z) = inf{h,(z) }nem,

H(x) = sup{h., () }nen,

h(z) = Hminf h,(2),

H(z) = lmsup hn (),

———
pertenceen a M.

78



Proposicién 3.9. Sean f, g € M y H una funcién continua sobre el plano R2. Entonces

la funcién

R:X — R
z = h(z)=IH(f(z),9(z))

perteuece a M. En particular f + gy fg pertenecen a M.

Prueba. Como H es una funcion continua, entonces
se tiene que los coujuntos U, = {{u, v} : H(u,v) > a} son abiertos

y de esta manera, se puede escribir como la unién de rectdngulos abiertos
U= {9} - (2,0} € (@nyba) % (cnr i)}
n=1
Por tanto:
(o 1) > 0) = U ({2 10) € (o b1 900 € e )

cs medible

Por tanto, h es medible ]

Observacion 3.14. Si f € M y [ fdfi esta definida, entonces fx, € M , para cualquier

Ae l/{\ Definimos
/ fdf = / Fxadi.
A

Proposicion 3.10. Si ¢ € L cntonces °¢ € M.
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. O

Proposicién 3.11. Supongamos que 1 € L. Para cada h € M™* existe una funcién

¢ € L tal que [(hAn) — (¢ An)| € Ly para cadan € N y asi

J(h) = sup{J(h A n) }nen = sup{° (A A n) }new = °I1(P A w)

para algin w € *IN.
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Prueba. Por el teorema 3.3 podemos elegir sucesiones {@,}nen ¥ {¥n}nen en L

ta‘l que ¢n.<_h/\ns¢m ¢n§¢n+1
Y I{$pn — ¢n) < X, paracadan € N

Dado k > m > n en N, podemos obtener
I AN AR hAR<S Y AN
Ademsis tenemos que
I((Q/)m /\n) - ((bm A TL)) < I(d"m - ¢m) < ',,;
Por saturacion, podemos encontrar ¢ € L tal que:
O AN < oAN <Y, Anparatodom,neN, conm>n

De aqui:

[(hAn) — (¢ An)| € Lo

3.4. Integracion sobre R" y el Teorema de Repre-
sentacion de Riesz

En esta seccién queremos utilizar la teoria desarrollada en las Secciones 3.2 y 3.3 pa-~
ra definir un espacio de medida (X, .#x, p1x) y una estructura de integracién completa

correspondiente (Lx, Ix) sobre X, el cual es una extensién de la estructura (C,(X), o).
Observacién 3.15. Aqui estamos considerando
i) X C R™, abierto o cerrado.
1) Iy cs una funcional lincal positiva sobre C.(X).
iii) C.(X) es el conjunto de funciones continuas con soporte compacto sobre X.
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Sea (L,I) = (*C.(X),*Iy), una estructura de integracién interna sobre *X, con
(1\7 , j), (fq, f), M , f}, it denotando los objetos construidos de (L, I) mediante los pro-

cedimientos de las Secciones 3.2 y 3.3.

Observacién 3.16. Recordemos que si G denota los elementos near-estdndar (NE) en

*X entonces el mapeo parte estandar st, definido por

st:G: - X

z — st(z)
mapea G sobre X.
Definicién 3.22.

e Si f: X — R, dcfinimos fmcdia.ntc

J:i*X - R
z = flz)= f(si(z)), =€G,
’ ’I‘¢G

e Si A C X, definimos A mediante:
A=st™(A)N*X.
Observaci6n 3.17. 1. fes constante sobre las ménadas de puntos estandar en * X

y 0 en todos los puntos remotos (i.e. no near-esténda{). En particular f(:c) =0

si £ € *X y la norma de z es infinita.
2. af =of f+9=F+GIVag=JVGTAg=FrG.
3. Xa=Xa-
Definicién 3.23.

. Seasz{f:feﬂ/Z}.
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o Definimos Jx, mediante:

inMX - R
f = Jx(f) = J(f), cuando f(f) esté definida

e Para cada A C X, con Ac ///{\(i.e. Xa € My), definimos

px(A) = G(A) y Mx = {AC X, A € M}
e Definimos

Lx ={f: Mx — R tal que Jx(f) esta definida y Jx(f) < oc}.

Proposicién 3.12. (Lx, Jx) es una estructura de integracion completa que extiende
(C(X), Ip). Ademds (X, 2, px) es un espacio de medida tal que [ € My si y sdlo si
f es M x-medible y

[ fdux = 3x(p),

cuando Jx(f) estd definida.
Prueba.

Hay que probar que (Lx, Jx) es una estructura de integracién real (hiperreal)

Veamos que Lx es un lattice:

Scan f, g € Lx cualesquicra. Scan « y 3 reales (o hiperreales)
Donde |
Lx = {f: M, = R/Jx(f) estd definida, Jx(f) < oo}.

Mostraremos que

i) af +Bg € Lx
i) Si f e Ly = |f| € Ly

En cfecto:
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i) Jx(af +Bg) = Jaf + By) =Tl +p7) =
= aJ(f) + BI(G) (Por proposicién 3.2)

= aJx(f) + BJx(g)
~ Ast Ix(af + Bg) estd definida pues Jx(f) vy J(g) estin definidas ya que

./.vg € LX
Ademais aJ(f) < o0, 8J(g) < oo.

ii) Sea f € Lx cualquiera veamos que |f| € Lx
En efecto
- Por teoria, sabemos que |f| = f++ f-
entonces

o~

x(1f]) = Jx( fJr )= J(f+) +J(F ) csté definida pues J(f) cstd definida

Ademss J(f%) f(f)<oo

.

J(7) <J(f) < o0
Por tanto Jx(|f]) < oo Asi Ly es un lattice

veamos que Jy es una funcional lineal positiva:

Sean f,g € Lx y a, 3 reales o hiperreales. Entonces af + 39 € Lx

= Jx(af + Bg) = T(af + Bg) = T(a]) + T(63)
= aJ(f) + BT(3)

la cual esta definida pues f,g € Lx
=aJx(f) + BJIx(9)
Asi Jx es lineal

Sif>0=Jx()=J(J)>0

Ahora, mostremos que (Ly, Jx) extiende (Co(X), Io)

Sca f € Co(X). Por la continuidad uniforme de f, se ticne * f(y) ~ * f(z)
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Siy~zy*f=0en cualquier remoto puesto que f tiene soporte compacto
Asi f: f(st(z)) =°(*f)- Por la extensién del ejemplo 3.4(b)
se tiene que

JelyIH=Tf="If=1If

eVeamos ahora que (Ly, Jx) es completo:

Sea {f,}nen una sucesién mondtona creciente en Lx tal que lim, o fo(z) = f(z)
existe, para todo x € X y ademas sup{Jyx [ }nen < 00. Por la definicién de f, tenemos
que {/n}nen €s una sucesién mondtona creciente de funciones en L, y

ademés sup{jﬁ,},,,eN < 00 0

Ejemplo 3.6. Considerando I, la funcional lineal positiva dada por la integracién de
Riemann en el sentido usual, entonces .#x es llamado la clase de conjuntos Lebesgue

medibles y px es llamado la medida de Lebesgue. De este modo, escribinos

[ tdux = [ sa.

Observacién 3.18.

‘o Sea ¥ la coleccién de subconjuntos de X que son compactos en X. Un conjunto

K c X, se dice compacto en X siy solo si K es compacto en R™.

o Sea J la coleccién de subconjuntos de X que son abiertos en X. Un conjunto

V c X C R” se dice abierto en X si V = X NW, para algin abierto W C R".

Ponemos K < f si KE%’,fEC'C(X),.Onglyf(w) = 1, para todo z € K.

Ponemos f <V siV e, feCiX),0< f<1ysop(f)CV.

e La notacién K < f <V quiere decir K < [y [ < V.

Definicidén 3.24. Sea u una medida sobe un o-dlgebra 4 O X% UJ de subconjuntos

de un espacio métrico.
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a) Diremos que u es reqular interior, si

p(A) =sup{(K): K CA Ke ¥} Ac A.

b) Diremos que /i es reqular exterior, si

WA =mf{p(V): ACV,Ve T}, Aec 4.

¢) Diremos que p es regular si p es regular interior y regular exterior a la vez.

Lema 3.2. Supongamos que K € ¥,V € 7 y K C V. Entonces existe una funcion
feCX)talque K < f <V,

Prueba. Sea [/ un conjunto abierto con clausura compacta [V talque K CU CIT CY

Definamos f, f : X — R mediante

plz,U’)
(z,U") + p(=, K)]

f(w)=[p

donde p(z, A) = inf{|y — z|;y € A}, | -| es la norma en X. A
p(z, A) es la distancia de z a A, la cual es continua como funcién de z y ademés

p(z,A) =0, si z € A.

Luego tenemos que f € Co(X)yK< f<V O

Proposiciéon 3.13. SiV € 7 cutonces V € Ax y

px(V) = sap{lo(f) : f < V}.

. Prueba. Sea A€ % y € > 0 dados

Como A € Z = x4 € L+ C L. Por el teorema 3.3

existen 1,12 € Leon 0 <4py < xa < <1y (4 — 1) <5

Recordando que estamos trabajando con estructuras Stonianas, al ser L Stoniano se
obtiené que 9, < 1. |

Definamos ¢l conjunto

Ho={KeX|KCV}
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Para cada K € 4, sea:

a = f{°I(¢ A*f)/K < f}
B =mf{*T (W A*f)/K < [}
Consideremos ademas
a=sup{og : K € %}, B=sup{Bx:K € X}
Ahora, para cada K € Jf, Bx — oy, < £, por definicién de ifimo.

Luego, tenemos que f — a < %

Nuevamente, por la definicién de «, podemos elegir [ € Cg(X), [ standar con [ <V

tal que /(11 A*f) > « — £. Por K-saturacién, podemos escoger K’ € *J5 y ¢ € L tal

que K' D*K
~paracada K € #,0< ¢ < 1,4l =1y It AP) < B+ %
Lucgo,
AT Sxahxg SYaAd ¥ TWand)—TWiA™f) <f-a+2z <3

De aqui x4 A X3 € L, para cada A € &
Concluimos que V € M y Ve dy.
Asumamos que jux (V) < 00. Dado € > 0, existe A € 2

tal que
j(XV) <H(ANV) +e, pues .fx‘.} = sup{J(xa A Xp) A€ ,?\}
Con las funciones v, y f obtenido para este £ y A, tenemos:
Ty AT f) <JI(AN \7) <°I(3p1 A*f) + &, por tanto
T A f) < Ty = px(V) < °T(h A f) + 2¢.

Ademas, por el teorema 3.5 tenemos que °(*f) = fe L

Ademas
T A*f) <°T'f = Iof = Jf < J = ux(V) pues f < xp
Concluimos que px (V) =sup{lof : f <V} O
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Proposicién 3.14. Si K € ¢, entonces Ke gS? entonces K € #x y
Mx(ff) = ﬁlf{[o(f) K < f}
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. . O

Corolario. Si K € .# entonces
px(K) =mf{ux(V): Ve 7,V D> K}

Teorema 3.9 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea T una funcional lineal po-
sitiva sobre C.(X). Entonces existe un g-algebra .#x sobre X que contiene todos los
stbconjuntos abiertos y compactos de X. Existe ademés una finica medida regular j1x

sobre .#x tal que:
T(f) = /fdux, para todo f € C.(X).

Prueba.
La medida px es regular debido al Teorema 3.12

Falta ver la unicidad y completitud de px.

oUNICIDAD

Sea u otra medida regular cualquiera sobre .#x tal que:
Tf= /fdu, para todo f € Cc(X).
Basta probar, por regularidad que: |
u(K) = px(K) para todo K € % .

En efecto: Sea K € ', ¢ > 0 fijo. Como y es regular
existe V O K,V abierto con u(V) < u(K) +¢

Consideremos f tal que K < f <V, entonces:

W(K) +¢ > (V) = / xvdu > / fdu=T(f) = / Jdux > px(K).
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Como € > 0 es arbitrario, tenemos que px(K) < u(K).
Anjlogamente, podemos obtener p(K) < ux(K)
Por tanto, px es tnica.
La completitud de px se sigue de la completitud de /i que la hereda de j: en el proceso

de estandarizacion : O

3.5. Teoremas basicos de convergencia

En esta seccién nuestro objetivo es establecer resultados andlogos al Teorema de .
Convergencia Mondtona en los cuales trataremos con sucesiones de funciones inte-
grables que no son necesariamente monoétonas. Ademas consideramos las clases M y
Ly de funciones con valores en R medibles e integrables sobre un espacio de medida

(X, A, ). También las integrales de funciones [ en My L,.

Definicién 3.25. Una proposicion P(x), que depende de z, 2 € X, se cample p-casi
en todas partes (c.t.p.), si existe un conjunto £ de medida cero tal que P(z) es verdad,

para todo z € E°.
Ejemplo 3.7.

1. Una funcién [ es acotada c.t.p. si existe una constante B > 0 tal que
p({z : |f(z)l > B}) = 0.

2. Dccimos que f = g c.t.p. si existc un conjunto A C X, con pu(d) = 0y

{z: f(z) # g9(z)} C A.

Teorema 3.10. a) SifeMy [=0 c.f.p., entouces [ fdp = 0.
b) Si fe Mty [ fdu=0, entonces [ =0 c.t.p.

Prueba. Definamos E = {&/[(x) # 0}. Entonces £ € A
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a) Supongamos primero que f € M* y que p(E) = 0. Poniendo v, = nxg

tenemos v, € M. Ademés tenemos que:

/vndp, =nu(lk) =0

como {v,} converge, sea h = lim v, se sigue del
teorema 3.6 que h € M*y [ hdu = sup{[v,du:n € N} =0
Como f =0 c.t.p., tenemos que f < h

luego -
0< /fdp, < /hdﬂ = 0. Por tanto /fdﬂ,: 0.
Para el caso general f € M, f= f* — f~. Si f = 0 c.t.p. entonces

f*y f~ son ceros ambas c.t.p.

Finalmente
/fdu= /f*d/r /f’du=0—0=0
Por tanto [ fdu =10

b) Definamos, para cada n € ¥, los conjuntos E, = {z : f(z) > %}.

E., es medible (F € .#)

Definamos E = | J,,cy By E es medible.

Como f > 1xg,, tenemos 0 = [ fdu > 1u(E,) >0
Por tanto: p(E,) =0

Lucgo u(E) = p(UE.) = X u(E,) =320=0
Por tanto u(F) =0

Corolario. Si f,g € My f = g c.t.p., entonces [ fdu= [ gdu
Prueba. Ver [5, Cap. 4].
Teorema 3.11. Si f € M y [ |f|du < oo, cutonces f es finito ¢.t.p.

Prueba. Ver [5, Cap. 4].
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Teorema 3.12 (Teorema de Convergencia Mondtona de Lebesgue).
Sean {fn}nEIN C M)g € M. Si fn 2 g Ctp donde lgdﬂ > —00, y fn S fn+1 c.t.p.
Vn € IN. Entonces f,. converge c.t.p. a una funcién f e M y

lim / fody = / fdu.
—>00

Prueba. luego, por el Teorema de convergencia mondtona
existe lim f, = f, donde f,(z) = fo. — g
lucgo lm f, —limg = f

limf,-G=f
Entonces lim f,, = f + G, haciendo f + G = f

Tenemos que im f,, = f

Adems4s también tenemos: lim [ f, = [ f. O

Lema 3.3 (Lema de Fatou). Si {f.} es una sucesién de funciones medibles no negati-

vas, entonces

/ (liminf f,)du < liminf / fadp.

Prueba. Definamos la sucesién ¢, =inf f; (i > n)

= f{fi}izn
Luego g, es medible, g, € M

Adema3s, se tiene que {g,}nen €5 una sucesién creciente que converge a
liminf f,

Ahora, si n < m, cntonces g, < fin

integrando / gndp < / Smdp
De aqui |

/ gndpt < liminf / fndp

Por tanto
/ (iminf f,)dy = lim / gndp < liminf / fadp (Por ¢l TCM)
n—r>oQ

90



/ (liminf f,)dyp < liminf / Frdis
O

Teorema 3.13 (Teorema de Con\‘rergencia Dominada de Lebesgue). Sea {f,}new una
sucesion de funciones medibles que converge c.t.p. a una funcién medible f. Si existe

una funcién no negativa g € I,; tal que |f,.] < g c.t.p., para todo n € N, entonces

feliy /fdu=,}gg/fndu

Prueba. Fijemos un conjunto E € .# con p(E) = 0, tal que {f,,} converge a f excepto
posiblemente en el conjunto E y |f,.| < g excepto posiblemente sobre el conjunto E.

Definamos
Jo=Iaxx-r + J=Ixx-EYT=9xx-E
Luego, la sucesién {]:,} de funciones medibles converge c.t.p. a 7,
ademas | | < g sobre X y finalmente [ fdp = [ fdu, [ Fodp = [ fadps por ¢l corolario
del teorema 3.10.

Como |f,| < g, entonces tomando limite tenemos que:

Wm | fo] = [Hm [o] = |f] < §

Luego, tenemos también que fE M, fe L1, ast como cada f,,n € N.
Ahora como [ﬁ,] < g, tenemos que g + 1 > 0. De este modo, aplicando €l teorema de

Fatou, tenemos:
[wu+ [Fau= G+ Pau<timint JG+Fan
= lim inf| / Sdp + / Fodyl
- /Zjdu-l—liminf/fndu

Luego,

/fd,u. < l{iminf / fau
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Similarmente, aplicando el teorema de Fatoun a g — f,, >0
Jadn~ [ Fau= [ G- Do < timint [ G- Fydu= [ Gdu~timsup [ o
Luego, tenemos que

/fdu < lim inf / Jadp < limsup /fd}t < /fdﬂ
.-.lim/ﬁdu= /fdu

A continuacién veamos algunas propiedades de convergencia.

Definicién 3.26. Una sucesién {f,} converge casi uniformemente, si para cada e > 0
existe un conjunto E € .#, con u(E) < e tla que {f,} converge uniformemente sobre

Ee.

Teorema 3.14 (Teorema de Egoroff). Si u(z) es finito v { f,.} converge c.t.p. a f sobre

X entonces {f,} converge casi uniformemente a f.
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. [

Otro tipo de convergencia que es importante en teoria de la probabilidad, es la de

convergencia en medida.
Definicién 3.27.

e Una succsion {f,} de funciones con valores en R medibles sobre X converge ¢n

medide a una funcion f con valores reales si:
Ve > 0, se tiene lg’_l)n p({z : | fulx) — f(z)| > €}) = 0.
1—+0Q
e Una succsion {f,} de funciones cs de Cauchy en medida si:

Ve > 0, se tiene 11’1'_1)1 p({z : | fulz) — fm(x)| > €}) =0.
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Observacién 3.19. Si {f,} es convergente en medida a una funcién f, entonces {f,}

es de Cauchy en medida.

El siguiente resultado muestra que la convergencia casi uniforme es mas fuerte que

la convergencia c.t.p. y la convergencia en medida.

Teorema 3.15. Si una sucesién {f,} converge a f casi uniformemente entonces dicha

stcesion converge c.t.p. v converge en medida.

Prueba.

Veamos que f,, converge casi uniformemente

Para cada k € N, como (fs)nen converge casi uniformemente a f sobre Fj donde

p(F}) < 1. Luego (f,) converge sobre F, donde F ={JFy(1<k<20)y
1
w(F) < p(Fy) < 7 bara cada k € N
Por tanto u(F') =0

De este modo (f,,) converge c.t.p. a [

Veamos que (f,,) converge en medida

Sca £ > 0 dado. Elijamos k£ € N/ 715- < z. Como (f,)nen converge uniformemente sobre

Fy, existc m € N tal que {z/|fu(z) — f(x)| > €} C F},
para todo n > m = m(k)

Lucgo p{z/|fa(z) — f(z)] > €} < L < ¢, para todo n > m.
Dado que ¢ fue arbitrario, tenemos im0 p({z/|fn(z) — f(z)| > }) =0

" Por lo tanto: (f,,) converge en medida a f. O

Teorema 3.16. Si {f,} converge en medida a f, entonces existe una subsucesién { f,, }

que converge casi uniformemente y por tanto converge c.t.p. a f.

Prueba.

Dado k € N, como {f,}nen converge cu medida a f podemos encontrar ny tal que
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p({z/|fa(z) = f(z)] > 27%}) < 27%, para todo n > ny,

considerando nyyy > ny, sea By = {z/|fn,(z) — f(z)] > 275}

Dado £ > 0, podemos escoger m € N tal que 2™t < c. Siz ¢ i, Ex= A
entonces |f,, (z) — f(r)| <27%, para k >m

Por tanto f,, (z) converge uniformemente a f(x) sobre A4’.

Pero u(A) = p(Um Br) < i, u(B) < T2, 27F =277+ <.
Entonces : u(A) <e, Ve >0

Por lo tanto (f,,) converge casi uniformemente a f. O

3.6. El Teorema de Fubini

En esta seccién, nuestro objetivo es establecer la versién no estandar de un conocido
resultado en la integracion de Riemann denominado Teorema de Fubini, el cual nos dice
que en R?, por ejemplo, si f(z,y) es una funcién continua sobre el conjunto [a, b] x [c, d]

en R?, entonces se tiene:

[ smasts= [ ([ stz = [*( [ s "

La versién no estandar del Teorema de Fubini seri aplicada sobre estructuras de

integracion cn cspacio Euclidianos.

Observacién 3.20. Trataremos con estructuras de integracién (internas o esténdar)
sobre espacios producto U x V (interno o estdndar). Estas estructuras seran denotadas
por (Liyxv, Iyxv). También consideramos dadas las estructuras de integracién (Ly, Ir)

y (Ly,Iv) sobre U y V respectivamente.

Observacién 3.21. Dada una funcién f € Lyxy, se puede tener que f(u,-) € Ly

para algtin u € U/ (fijo pero arbitrario). En este caso Iy (f) es una funcién de u.

Si g = Iy(f) € Ly, denotamos la integral I;(g) mediante:
Iyg = IvIv(f)
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Definicién 3.28.

e Scan (Ly,Iy).(Lv.Iv) y (Lw. Iw) cstructuras de integracion sobre U, 1% yW =
U x V respectivamente. Si las estructuras de integracién son estandar, diremos
que una funcién f € Ly tiene la propiedad fuerte de Fubini con respecto a Iy, Iy

y Iw si:

i) f(u,-) € Ly, paratodou € Uy f(-,v) € Ly, paratodov € V,
’N) Ivf € LU,IUf € Lv,

i) Iwf=TIylyf=INIuf.

¢ Si reemplazamos en (i) “para todo” por casi todo punto (c.t.p.) y (%) y ()
son validas si Ty (f) y Tv(f) son iguales a cero donde no estd definida, entonces

decimos que f tiene la propiedad de Fubini.

e Si las estriucturas de integracion son internas y ademads las condiciones (),(4) y

(#4) sc cumplen sin exeepeién, decimos que f ticne la propiedad fuerte interna

de Fubini.

Lema 3.4. Sean (Ly, Iy). (Lv,Iv) y (Lw, Iw) con W = U x V estructuras de integra-
cién completa reales sobre U,V y W respectivamente. Supongamos que cada funcién
fn € Lw en la sucesién {f.}.en tiene la propiedad de Fubini con respecto a Iy, Iy
y Iw donde {f.} es una sucesién monétona creciente que converge a una funcién f
con valores reales. Ademéas supongamos que sup{ [y fn}nen < co. Entonces f tiene la

propiedad de Fubini con respecto a Iy, Iy y Iw.
Prueba. Consecuencia directa de la definicion 3.27. O

A continuacién estableceremos resultados andlogos relativos a las estandarizaciones
(ZU, E’j), (fv, fv) y (Ew, IAW) de estructuras de integracién internas (Ly, Iv), (Ly, Iv) v
(Lw, Iw) sobre conjuntos internos U,V y W = U x V respectivamente en una extensién

Nj-saturada.
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Lema 3.5. Supongamos que ¢ es una funcién con valores finitos en Ly . Entonces °¢

tiene la propiedad fuerte de Fubini con respecto a fu, Iy y T

Prueba. Desde que, por hipétesis, ¢(u,-) € Ly para cada u € U, podemos ver que
°¢(u,v) € Ly, por el teorema 1.16 (ver [5]) Similarmente, usando el teorema 1.16 (ver
[5]) adecuadamente, tenemos que Tv(°¢) =°Iyden Iy, Iy (°¢) =°Iyd en Ly y ademis
fw(°¢) = °Iw(d) = °IyIy(¢) = Iy°Iyv(¢) = Iy Ty (°¢) Utilizando el mismo argumento

con U y V invertido nos d4 el resultado. ‘ O

Observacidn 3.22. Si h es una funcién con valores reales y no negativa, entonces A es

una funcién nula con respecto a una estructura de integracién (L,I) siusélosi h € L

y I(h) =0.

Lema 3.6. Supongamos que h es una funcién nula acotada con valores reales sobre

W. Entonces h tiene la propiedad de Fubini con respecto a .TU, TV y fW
Prueba. Ver [5, Cap. 4]. O

Teorema 3.17 (Teorema No Estdndar de Fubini). Sean (Ly, Iy), (Lv, Iv) y (Lw, IW)'
estructuras de integracién internas sobre los conjuntos internos U,V y W = U x V,
respectivamente, con 1 € Ly y °Iiw1 < oc. Asumiendo que toda funcién ¢ con valores
finitos en Ly tiene la propiedad fuerte interna de Fubini con respecto a Iyy, Iy v Iy .
Entonces cualquier J € Jﬁw con le J| < oo tiene la propiedad de Fubini con respecto
aly,Ivy Iw.

Teorema no estandar de Fubini. Usando el hecho que la propiedad fuerte de Fubini es
preservada bajo sumas y escribiendo la funcién f como f = f* — f~, podemos asumir
que f es positiva. Ademas, podemos asumir que f sea acotada (estableciendo primero
cl resultado para f A n y usando ¢l lema 3.4 para cl paso al limitc).

Supongamos cntonces que f € Lw cs una funcién acotada y no ncgativa. Entonccs
f tiene una descomposicién f = ¢ + h con ¢ € Lw acotada y h una funcién nula y
acotada. Asi f = °¢p+ (¢ — °¢d+ h) y puesto que la funcién nula (¢ + °¢ + h) es real

valorada, el teorema se obtiene de los lemas 3.5 y 3.6. O
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Capitulo 4

Procesos estocasticos desde el
punto de vista no estandar y

algunas de sus aplicaciones

En este capitulo presentaremos algunas aplicaciones de las estructuras de integra-
cién no estandar y su teoria de la medida en teoria de la probahilidad, en particular
a procesos estocasticos. La idea fundamental es extender los conceptos de teoria de la
probabilidad elemental sobre espacios muestrales finitos a situaciones en que el espacio
muestral es un conjunto *-finito en alguna extensién. Asimismo terminaremos presen-
tando algunas aplicaciones del analisis no estandar y en particular el espacio de Loeb

en teoria de la probabilidad enfocandonos en los tépicos de integracion estocastica.

4.1. Nociones preliminares sobre teoria de la pro-

babilidad

Comenzamos dando nociones bisicas de teoria de la probabilidad que fue desa-
rrollada para proveer un fundamento matematico al estudio de problemas donde los

resultados de ciertos experimentos o mediciones no pueden ser determinadas con
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certeza.

En general, un modelo abstracto para problemas en probabilidad se construye de

la siguiente manera:

i) Construimos un espacio Q2 llamado espacio muestral cuyos puntos consisten de

todos los resultados del experimento.

i) Los eventos a los cuales queremos asignar una probabilidad son subconjuntos de

Q.

Requerimos que €l conjunto de eventos sea cerrado bajo complementos y uniones

contables, es decir sea un-o-algebra &.

i4) La probabilidad de un evento A es un ntimero P(A) tal que 0 < P(A) < L.
Dado que & es un o-algebra, podemos hacer que P sea una medida sobre &. En

particular

P( G An) = i P(A,),

n=1 n=1

para eventos A, disjuntos.
Definicién 4.1.

s Un espacio de probabilidad es un espacio medible (2, £, P) donde P es una medida

sobre (£, &) que satisace P(f)) = 1.

» El o-4lgebra & es llamado la coleccién de eventos y P es la medida probabilidad.

El modelo de equiprobabilidad
Cuando cl cspacio €2 cs finito y & ¢s ¢l conjunto de todos los subconjuntos de €2

entonces P estd completamente determinado por sus valores sobre los elemenos de ().

98



Cuando todos los puntos de (Q tienen igual probabilidad, tenemos que

OB ]

donde | - | representa el niimero de elementos de dicho conjunto.

Observacién 4.1. En los ejemplos que siguen, los modelos no estandar seran anglogos
hiperfinitos del mo delo de equiprobabilidad. Siguiendo una convencién usual para teoria

de la probabilidad, usaremos w para denotar elementos de €}
Definicién 4.2.

» Una variable aleatoria es una funcién X medible con valores reales sobre el espacio

de probabilidad (2, &, P).
= El valor esperado F(X) de X es:
B(X) = / XdP,
cuando la integral esta definida.

» Una distribucién Px, es una medida probabilidad definido sobre la coleccién 4

de subconjuntos Borel-medibles de R, por la férmula:
Px(A) = P({w €:X(w)e A}),A €.
» Una funcidn distribucion de X, es una fuucién definida como:
Fx(z) = Px({-0c0, 2]).

Observacién 4.2. Cuando X toma sélo una cantidad finita dc valorcs {ai,...,a,}

entonces Py estd completamente determinado por los valores

Px(a;) = P({w €N X(w) :a.,;}),z': 1,...,n
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Definiciéon 4.3 (Proceso estocastico). Un proceso estocdstico es una familia
{X:,t € I} de variables aleatorias, todas definidas sobre un espacio comiin de pro-

babilidad (2, &, P). I es lamado el conjunto pardmetro.

Definicién 4.4. Una coleccién X, ..., X, de variables aleatorias es independiente, si

para cualesquiera zq, Ta, . . ., Z,, se tiene:
P({w €0 Xy(w) <z, Xo(w) < mn}) =[IP(fwea: X@w) < xi}).
=1

Si las variables aleatorias X, tiene valores enteros, podemos reemplazar las

desigualdades < por igualdad.

Una préctica comin es definir un proceso estocastico { X, }:c; mediante propiedades
que involucran las funciones de distribucién de ciertas combinaciones de X;. como por
ejemplo, los incrementos X, — X. Los proceso de Poisson y el movimiento Browniano -
son aquellos en los cuales los incrementos sobre un ntimero finito de intervalos disjuntos

son independientes.

Definicién 4.5. La probabilidad condicional del evento A dado ol evento B cs dado

por
P(ANB)

P(AIB) = —Frs

, si P(B) #0.

4.2. Ejemplos de procesos estocasticos

4.2.1. Proceso de Poisson

El proceso de Poisson es un proceso el cual intenta modelar situaciones en donde
ocurren eventos aislados aleatoriamente en el tiempo. Consideremos por ejemplo
un éxperimento en el cual registramos el tiempo { > 0 de llegada de cada llamada
telefénica a una oficina. Podemos definir un conjunto {N(w,t) : ¢ € [0;+00)} de

variables alcatorias donde w € ((2, & , I~7) (espacio de probabilidad atdn no especificado).
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Ademéas w deberia representar una seleccion particular del conjunto de mane-
ras en las que las llamadas que ingresan. Para w fijo pero arbitrario, N (w,t) es
igual al nimero de llamadas entrantes en el intervalo de tiempo [0,t]. Entonces, para
s < t, N(w,t)— N(w, s) es igual al niimero de llamadas en el intervalo (s, #]. En muchos

caso, se tiene que N (w,t) posee las siguientes propiedades:
i) Para cada w, N(w,t) >0, N(w,0) = 0 y N(w,t) toma valores enteros.
i) Sis<tyw e Qentonces N(w,s) < N(w,t)y N(w,1) es continua por la derecha.

i) Para cada t; < t, < --- < t, € R, las variables aleatorias: N (,t2) —
N(,t),..., N(-,t.) — N(,#,—1) son independientes.

k
) ({u, : N(w,s+1t) — N(w, s) = k}) = ——At((_)‘zil_)

Observacion 4.3.

1. La condicién #ii) nos dice que lo que sucede en un intervalo de tiempo no es

afectado por lo que sucede en otro intervalo de tiempo disjunto.

2. La condicidn v) dice que la probabilidad de que ocurran n llamadas en el intervalo
(s,s +t) cs indcpendiente de Sy depende sélo de la longitud ¢ del intervalo y
cl paramctro A cn la mancra indicada. Llamamos a A la vclocidad o ritmo dcl

proceso.

4.2.2. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano es un proceso estocastico el cual pretende modelar el
comportamiento de una particula, por ejemplo, un grano de polen suspendido en agua.
La particula esta sujeta a una turbulencia (por ejemplo colisiones con las moléculas del
agua) que causan que su posicién cambie con el tiempo. Por simplicidad, consideremos
el caso unidimensional y denotemnos la posicién aleatoria de la particula sobre la recta

real en tiempo { > 0, por X (¢).
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Por simplicidad, seguimos a la particula sélo para un intervalo de tiempo unitario.
Entonces { X, : ¢ € [0, 1]} serd un proceso estocéstico sobre un espacio de probabilidad

atin no especificado (2, &, P).

Un movimiento Browniano (estdndar) {X, : t € [0, 1]} debe satisfacer las siguientes’

condiciones:

i) Sisy <ty <8<ty < onnns $p < t, pertenecen a [0,1] entonces las variables
aleatorias X (t;)—X(s1), X (t2)—X(s2), ..., X(t,)— X(s,,) son variables aleatorias

independientes, las cuales denotamos por X;, — X,,, Xi, — X,,, ... etc.
i) Sil > s pertenecientes a [0, 1], entonces
P({w € Q : Xy(w) — Xi(w) < a}) = Pla/Vi— s),

donde

1 T2
P(x) = _—\/Z_W— e 7 du.

Observacion 4.4.

e La condicién ) ubica la particula en el origen en ¢ = 0.

e La condicién ii) nos dice que la probabilidad de un cambio en la posicion de la
particula en cualquier intervalo de tiempo (s;, ;] no es afectado por los cambios

cn posicidn cn otros intervalos disjuntos.

e La condicién 4ii) indica cuan cercana la posicion de la particula en el tiempo ¢
puede ser determinada si su posicion en el tiempo s es conocida. La funcién de
distribucién de probabilidad 1(z) es conocida como la distribucién normal con
media 0 y varianza 1. Podemos notar que

v =—= [ Fa

g o\ 21

que cs la distribucién normal con media 0 y varianza o2.
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Un movimiento Browniano puede ser definido como sigue: Fijamos n = (! un facto-
rial infinito en *IN; y sea (0, &, P) el espacio interno para el lanzamiento de moneda in-
finito (con €2 siendo todas las sucesiones w = (wy, ..., w,), y w; = +1 6 —1) construido
a partir de la estructura de integracién interna (I, T). Sea (2, &, P) la estandarizacién
correspondiente de (2, &, P) construida de (L, T). Denotemos por X (¢,-) la variable

aleatoria interna (funcién en L) definida como:

)

X(t,w) = —\}ﬁ Z X;(w), te*0,1],
=1

donde X;(w) = w;. Aqui [nt] denota ¢l mayor clemento de *IN menor o igual a nt.
Asi, para cualquier w = {(wy, wy, . . ., wy,) la particula ubicada por X (¢, w) comienza
en el origen en t = 0 (i.e. X(0,w) = 0), y en cualquier tiempo #; = (i = 1,2,...,n)
la particula se mueve a la derecha o izquierda una distancia ﬁ, dependiendo de si
w; es +1 o —1; en los tiempos entre los ¢; la particula permanece fija. El movimiento

resultante es un andlogo interno de un camino aleatorio simétrico (estandar).

Definimos ahora A(t. w) =° X (t,w) parat € [0,1] y w € Q. Mostraremos que (¢, -)

es un movimiento Browniano sobre (2, &, P).
Definicion 4.6.
e Una variable aleatoria interna sobre (), &, P) es una funcién X € L.
e Una coleccién {X; : i € I } de variables aleatorias internas es *-independiente

si para toda =finita subcoleccion interna { Xy, ..., X} (m € *IN) y cada m-upla

interna (w, ..., 0,) € *R, tenemos:

P{we Q: Xi(w) < 'a], ey Xm(w) < a}) = ﬁP({w € 0 : Xi(w) < ax})
k=1
(4.1)

o {X; : i € I} es S-independiente si para toda subcoleccién finita
{X1,..., Xn}(m € N) y cada m-upla {(@;,...,an) € R™, (4.1) cs vilido con

= rcemplazado por ~
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Lema 4.1. Supongamos que {X; : i € I} es S-independiente. Luego {°X; :i € T } es

una coleccién independiente de variables aleatorias sobre (€2, & , IB)

Prueba. Supongamos que m € N, {as, ..., &) € R™. Entonces

ﬁ({w P Zalw) < ay,...,° X —im(w) < am}).

1 1
= lim °P({w Za(w) <oy — = Xin < Qg — —})
1 n

n—oc

=t (ITP(tws 00 <o )

lim °P (w : X;(w) < c; — 1)

n—rx n

I
s

j=1

= ﬁ({u, 2 Xg(w) < ozj}).

7=1

O

Teorema 4.1. Sea {z,}new una sucesién interna de variables aleatorias
x-independiente sobre (€, &, P). Asumiendo que existe una funcién de distribucién
estandar tal que *F es la distribucién de z,,, E(z,) = 0y E(z2 = 1) para cada n € *IN.
Denotemos por 7 la distribucién normal estandar. Entonces para cualquier m € *IN—-IN

y cualquier « € *R, se tiene:
: 1
D — n < ~*
Pllw e Q: == Xa(w) < a}) = "1h()
Prueba. Ver (2, teorema 21]. O

Teorema 4.2. Si n € *IN — IN; entonces B(t,-) es un movimiento Browniano sobre

(0, &, P).

Prueba.

i) Dadot € [0,1], Z (¢, -) cs &-medible, y de este modo tawbién (¢, -) cs &-medible,

por [5, proposicién 2.31]

104



ii) Por el principio de transferencia del caso del lanzamiento de monedas finito,
vemos que los 2; tienen distribuciones idénticas. Ademas si Sy = Ef‘: . X; para
cualquier K € *N, entonces los Sk tienen incrementos (Por la transferencia del

ejercicio (1)(ver [5, cap 4]))

{Z (b, )~ Z(51,)y- -y X (tn, ) — Z (5n, -)} son x-independientes, y por tanto

Asi, si s; < t; < 82 < g < ... £ 8, < t, son puntos en [0,1], entonces

s-independientes y la condicién (ii) de movimiento Browniano se obtiene, por el

lema 4.1

iii) Dado s <t en [0,1], A = [nt] — [ns], y sea « € R. Luego

ﬁ({w € Q: Bt w) — B(s,w) < (y}>

- ﬁ({w o d (t,w) — ° (s,w) < a})
[n]

=13({'w:°( Z %)Sa})

K={n,s]
[nt]
- fm (g 3 wes o))

= 1}2200(*¢) (\/g(a + %)) (Por el teorema 4.1)
v (5 2))

1

= Jim y[ZE] o[ ]

Esto establece la condicién (iii) de movimiento Browniano.
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4.3. Aplicaciones del analisis no estandar a los pro-
cesos estocasticos

De manera preliminar, estudiaremos el movimiento Browniano y una descripcién
del espacio de Loeb. Luego daremos una construccién no estandar de la integral de

1t6. Finalmente presentaremos unos teoremas de existencia para las ecuaciones de Ito.

Desarrollaremos nuestro trabajo en una extensién w,-saturada de una superestruc-
tura couteniendo los nimeros reales. (€2, L(A), L(v)) denota. el espacio de Loeb construi-
do a partir de un espacio de medida interna (§2, A, v). Esto es ®v se extiende a una inica
medida o-aditiva sobre o(A), el o-dlgebra estdndar generado por A y (0, L(A), L(v))
denota el completamiento del espacio de medida resultante. Ademés usaremos el si-

guiente Teorecma de Fubini:

Teorema 4.3. Si (£, A;,v:)i = 1,2 son espacios de medida interna finita,

(Cv;(§%;) < 00), f: 8 x €2y — R cs acotada y L(A; X Ag)-medible. Entonces
i) wp — f(wy,wy) es L(A)-medible para L(v;) a.a.wy,
i) wy — /'f(W1,WQ)dL(U2) es L(Aq)-medible

iii) / J(wn, w3)dL(vy X v3) = / ( / J wn, wa)dL(wn) ) dL(on).

Prueba. Ver [8]. O

4.3.1. Preliminares

Elijamos un elemento infinito n € *N y sea T = {£/i = 0,...,n?}. Escribiremos
At = L. Nuestro espacio muestral es el espacio producto interno Q = {~1, 1}7 el cual
dotamos con ¢l dlgebra A de subconjuntos internos y la medida de probabilidad interna

P asignando masa igual a -2-,;%—; a cada punto de €. El espacio de Loeb construido de
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Q, A, P es denotado por (2, F, P). Los elementos de T son denotados por s,,.... Para

cada t € T, A; es el g-dlgebra generado por las aplicaciones coordenadas
w — w para s < 1.

Una familia no-decreciente de sub-o-algebras de F, es decir {£,/t € [0;+00)} es

definido por

F=((oA)) VN,

°s52t

donde N denota la clase de los conjuntos P-nulos en F.

Observacién 4.5.
1. FL - ns>t Fs.

2. Si w = (wy)ser € €2 entonces {w,/s € T} son variables aleatorias independientes

sobre (2, F, P), tomando los valores +1 con igual probabilidad.

El camino aleatorio infinitesimal de Anderson es definido mediante:
X, w) = Z w(At)'/?
0<s<t
Deseamos usar el proceso interno X con valores en *R para construir un procéso
estocdstico con valores en R sobre el espacio de Loeb (€2, F, P). Para ello, consideremos
ol espacio C(L, R™) dc las funcioncs continuas con valores en R™ sobre L(L C R¥) desde
un punto de vista no estandar. Consideramos C(L, R™) la topologia compacta-abicrta

(es decir, la topologia de convergencia uniforme sobre compactos).

Definicién 4.7. Sea A un subconjunto interno de *R*. Una funcién F : A — *R" es

S-coutinua (sobre A) si y solo si cuando Ay = Ay estdn en ns(A), tenemos que
°F(A) =°F(X) € R™

Observacién 4.6. Si F' es S-continua sobre A(A C *R*), existe una 1inica funcién

continua f : st(A) = {°A/A € ns(A) = R"} satisfaciendo:
FEA) ="F()
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para cada A € ns(A). Escribimos f = st(F).

Definicién 4.8. Un proceso interno, X : A x 2 — *R™ cs S-continuo si y sélo si
X(-,w) es S-continuo a.s. y en este caso podemos definir un proceso estocéstico con

valores en R™ con caminos continuos sobre st(A), st(X), mediante:

st(X)(\ w) = st(X(-,w)), si X(-,w) es S-continuo;

en otro caso.

Proposicién 4.1. Si L C R*, entonces F' € *C(L,R") es S-continuo si y sélo si F es

near-standar en *C(,, R™) y en este caso, st(F) es la parte estandar de F en C(7,, R™)
Prueba. Ver [8]. O

Teorema 4.4. El camino aleatorio infinitesimal, X, es S-continuo. El proceso
B = st(X), es un movimiento Browniano continuo sobre (Q, F, P, F,). Esto es, pa-
| ra todo s < t,B(t) cs Fr-medible, B(t) — B(s) cs independiente de F, ylti(:nc una
distribucion éc)n media cero y varianza t — s y la aplicacién ¢ — B(t,w) es continua

para cada w.

Prueba. Ver [7]. 0

4.4. Integracion de Ito

Para motivar la aproximacién no estandar a la integracién de It6, primero recor-

demos una construccién no-estandar de la integral de Lebesgue debido a Anderson.

Denotemos por C el dlgebra de subconjuntos internos de T' y sea A la medida interna
sobre (T, C) asignando masa AT a cada elemento. Por un ligero abuso de notacién
escribimos (ns(T), L(C), L())) para la “restriccién” del espacio de Loeb (T, L(C), L()\))

al subconjunto medible ns(T).
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Observacién 4.7. Si B denota los subconjuntos Lebesgue-medibles de [0, +00) y m

es la medida de Lebesgue, entonces:
°: (ns(T), L(C), L(A)) — ([0, 00), B,m)
es medible y preserva la medida.

Por lo tanto, si f : [0,+00) — R es acotado y Lebesgue-medible entonces la
aplicacién ¢ — f(°t) es L{C)-medible sobre ns(T) y de aqui, por el Teorema Lifting
de Loeb, existe una funcién interna acotada (de manera estdndar) F': T — *R tal que

°F(t) = f(°t), L(\)-a.e. sobre ns(T).

Para cada t € ns(T), tenemos:

"> P@at=" [ 1s <F@r

s<t

_ / I(s < 0)°F(s)dL(\)
/ I(°s < °)f(C8)dL(N)

= /0 f(s)ds.

De aqui, pa&a construir fot fds, primero encontramos un apropiado lifting F’, de
f v luego tomamos la parte estdndar de una suma de Riemann interna. El mismo

procedimiento puede ser usado para coustruir la integral de Ito6.

La integral de Ito, fu s,w)dB(s,w) es definido (de manera estdndar) cuando
h eI ={h:][0+)xQ — R/hcsmedible, h(s,-)esF; — medible para cada

s>0y fot h2(s,w)ds < oo, para todo t > 0,a.s}.

Notacién

T={H:TxQ- *R/H es interna, H(t,-) es A, — medible para todo
te T, I(-,w)I(- <m)
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es S-integrable sobre (T,C,\) para cada m € IN y para a.as y ademds
sup |H (¢, w)| € "R}.

2. Si H:T x = *R es interna. Consideremos

[ Hewixsw) = S max(w),

<t

donde AX(s,w) = X (s + At,w) — X(s,w) y ademés

/ * (s, w)d = / Is < HH(s,w)dr = 3 I (s, w)AL.

s<t

Definicién 4.9. Un proceso interno H : T x 2 — *R (i.e. H es una funcién interna

es un lifting de un proceso estocdstico h : [0, +oc) x = R) si
°H(t,w) = h(°t,w)

L(\ x P)-a.s sobre ns(T) x §). Decimos que un proceso interno H, es A;-adaptado si

H(t,-) es Ar-medible para cadat € T.
Proposicién 4.2. Todo proceso en ] tiene un lifting en 1.

Prueba. Todo proceso en I tiene un lifting en / Asumamos que h € Iy. Entonces

existe una sucesion de funciones, {h,}, en I de la forma:
ho(t,w) = Y BE ) gpan 3 (1), 0 =17 <i7 < ... <ty 4 <00 (2)
=1
tal que |h,| < C, (C, € R),

P / " o — o) (s, w)ds ) ) > 27 (D) < 9= (+1) 3
(), = b))} 2 27047) ®
y por lo tanto
P(( / (hn = B (5, w))ds) > 27) <277, ¥m > n. (4)
Jo
(La existencia de tal sucesién se sigue sin dificultad de Doob [3]).
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Fijemos n, con ¢ < N, y escojamos una sucesién, {Sg/K € N}, en T tal que °Sy
decrece a T*. Como h} es a.s igual a la variable aleatoria medible o(Ag, ), podemos
aplicar el teorema 9 de 1L V.A de Loeb [7] para obtener una variable aleatoria interna
medible-Ag , digamos Hy tal que °Hx = h asy [Hk| = C‘n. Por un argumento

rutinario de saturacién producimos una variable aleatoria interna H* tal que
°HI = hl as. ,|H'| < C,y

H? es A;»-medible, para algin £ = 7.
Sea ITa(t,w) = 7 I (w) g g, (0,
donde

n 4N
OLN, 41 = IN,41-

Entonces (4) y la construccién previa de la intcgral de Lebesgue mucstran que
_ n 1/2
P((/ (H,, — Hyp)2(s, 'w)d)\) > 2‘-") <2 Vm>n
0

Por W-saturacién, podemos extender { H,,/n € n € N} a una sucesién interna indexada
por *N y de aqui se obtiene un proceso interno, digamos H.,, (para algin v € *N\ N),

esto es Ai-adaptado, acotado en valor absoluto por C, y satisface:

p(( / (- B0 >27) <2 Vn<y,
0

Las ecuaciones (3) y (5), junto con el hecho que H, es un lifting de h,, muestran que

II, € I'y II, cs un lifting dc h. O
Observacién 4.8. La proposicién c¢s un resultado que asocia a un proceso cstandar

dado, un proceso interno con propiedades analogas.

Habiendo encontrado un lifting H de h € I, deseamos construir fut h(s)dB(s) to-
mando la parte estandar de ful 1I(s)dX(s) os S-continua para IT € I y que la parte

ostandar de su proceso interno no depende de la cleccion del lifting.
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Definicién 4.10.

= Un proceso interno, Ai-adaptado con valores cn *R, M (¢, w) s un (A4) martingala,

si R(M(t)|) e *Rparate Ty
E(M@t+ At){A)=M@E)  P-as
& Una aplicacién interna V : Q@ — T U {co}, es un (A,)- tiempo de para si
{V =t} € A, paracadatenT.
Observacién 4.9. Si H € I entonces
E(H(E,w)AX (¢, w)|A) =0 P—as

Con esto se tiene (iue
L
[ s wixw
D

es un (A;) martingala.

Proposicién 4.3. 1. Si Hy, H, € T satisface °H1(t, w) = °Hy(t,w) LA x P)-a.s

sobre ns(T) x €2, entonces:
t t
[ s waxeu) ~ [ B w)dX (s w)
JO JO
para todo t € ns(T) a.s
2. Si H,, Hy, € I(n € N) satisface
°/ (Ha(s.w) — Hols, w))Qd)\ 50, cnandon — coVm e IN.
0
Entonces
._‘f,_ .1 . P
ozﬁaxl / H,(s,w)dX (s, w)—/ H..(s,w)dX(s,w)| = 0, cuando n = oc¥m € IN.
t<m | Jy Jo
Prueba. Sca IT € I, y para b > 0, definamos

11 At
T(b) = min{t/ / H2(S,w)d) > b} (min ¢ = o0)
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Puesto que
t
/ II*(s, w)dA ¢s Ag_ap-medible para @ > At, T'(b) ¢s un
0

(Ag-tiempo de parada. Note que parae >0y meN .

P Km >s)<P méix /st)dX(sw) >6T(3)>m)
(T(Ei))
< P(&xrg%s /0 “His, w)dX (s, w)l > 5) + P(T(e*) < m)

_ T(e3) 2 _
<=2B(( [ MawiXizw)) ) + PEE) <m)
0
Desigualdad martingala maximal, Ver Doob [3].

=£‘2E‘( Z H(g,w)‘?At)+62E(2 Z H(s,w)H(t, w)

s<T(e%) s<t<T(e*)

x Ax(s, w)AX (2, w)) + P(T(s%) <m)
E‘ZE(/T(E ) (s, w)zd)\)'+ P(T(%) < m}
0

(la 1ltima parte sigue por la independencia de AX (¢, w) y A;).

Por lo tanto

P(rtréax l /L H(s, w)dX (s, w) > 5) <e+ P(/m H(s,w)%d) > 83) (6)
<m | Jy 0

Para demostrar (1), establezcamos H = H; — H; en (6) para encontrar que para cada

z€{0,+o0) y m € N,

P

L<m

s+P< (/ (H, — H,) (§,w)d/\) 26)
=z+ P(/Omo(Hl — Hy)*(s,w)dL()) > 53) =¢

/ H (s, w)dX (s, w) — / Ha(s,w)dX (s, w)l > 5)

(2) El resultado es una consecuencia inmediata de (6), (poniendo H = H,, — Hy,) O
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Definicién 4.11.

» Un proceso interno Y, (A )-adaptado con valores en *R, es localmente S-integrable
si existe una sucesién de (A,)-tiempos de parada {V,} tal que °V,, crece a oo a.s.

y Y(V, At) es S-integrable para todot € Ty n € IN.
» La variacién cuadrdtica de un proceso interno Y, es el proceso

Y10 =Y(0)*+) (AY(5)*  (AY(s) =Y(s+ AL) = Y(s)).

<t

n Mas generahmente, si Y ¢ Y son procesos estocasticos tenemos

Y1, Yal(@) = Yi(0)Y2(0) + ) _ AYi()AY;(s).

s<t
Observacién 4.10. 1. [ I de] (1) = JEH(s, w)*dA
2. [ [ Idz, fIIde] @) = [X(H(s, w) Ha(s, w))d)

Ahora daremos un teorema el cual es la clave para construccién no estandar de

solirciones para las ecuaciones de It6.

Teorema 4.5. Una (A,)-martingala M, es S-continua y localmente S-integrable si y

sélo si [M]'/? es S-continua y localmente S-integrable.
Prueba. Ver [4]. O
Corolario. Si H € I, entonces
[ At waxw
es S-continuo.
Prueba. Ver [8, Sec. 3]. | ' O

Definicién 4.12. Si h € I, elegimos un lifting H de h en I. Definimos la integral de

Ito de h con respecto a B mediante

/th(s, w)dB(s,w) = st(/HdX)(t).
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Observaciéon 4.11. e Ll Corolario 4.4 y la Proposicién 4.3 muestra que la integral
| hdB es un proceso bien definido con caminos continuos y es independiente de

la eleccion del lifting H.

e La integral [; hdB es F,-medible para cada ¢t > 0, es decir [J hdB es
(F,)-adaptado.

e E] Corolario 4.4 tiene un mayor alcance que establecer la continuidad de la inte-
gral de It6, pues se aplica a procesos internos en 7, que no necesita ser un lifting

de algin proceso estandar en 1.
e La definicién anterior coincide con la definicidn clasica de la integral de Ité.

Hemos construido la integral de It6 [ hdB para el movimiento Browniano particu-
lar B = st(z). Surge naturalmente la siguiente pregunta: ; Tal construccién también

funciona para otro movimiento Browniano B’ sobre (2, F, P, F})?

Parte de la respuesta la tenemos con el siguiente teorema bajo consideraciones

especiales.

Teorema 4.6. Si B’ es un movimiento Browniano sobre Q, F, P, F, existe una
biyeccién interna que preserva medida ¢ : 2 — ) tal que A € F; si y sélo si ¢(A) € F
(¢ es llamada una transformacién interna sobre @) y B'(¢,w) = B(t, ¢(w)) para todo

t>0as.

Luego, podemos definir la integral de 1t6 con respecto a B, mediante:

/Oh(s,'u))dB'(s,w)zjﬂ h(s, ¢~ (-))dB(s.-).¢(w).

Prueba. Ver [8]. ' O
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4.5. Ecuaciones de Ito

A continuacién describiremos un teorema de existencia simple para las ecuaciones

de Ito.

Teorema 4.7. Sean o, f : [0,4+00) x R — R funciones medibles acotadas tal que:
z — ot,z) y z = f(t,z) son continuas para cada t > 0. Entonces, para cada mo-
vimiento Browniano B’ sobre (S, F, P, F;) e yo € R existe un proceso Fi-adaptado,
(¢, w) con caminos continuos tal que:

t

t .
y'(t, w) = yo +/ o(s,y'(s,w))dB'(s, w) + / f(s,¥'(s,w))dsVt > Oa.s
0 . 0
Prueba. Ver [8, Sec. 3]. O

Haciendo pequenos cambios en las pruebas anteriores, como por ejemplo si
o : [0;4+00) X R* = R™*? (n x d matrices), f : [0,00) x R™ — R", tenemos que B’ es
un movimiento Browniano d-dimensional sobre (Q, F, P, F}) donde 2 = ({—1,1}%)T y

yo ¢s una variable alcatoria Fy-medible.

Algunas otras posibles extensiones son las siguientes

1. Sean 50, +00) X R™ x 2 — R™?y f: [0, 00) x R® x = R™ dependiendo de
w, donde o, f(t,z, ) son F;-medibles, para todo (¢, z).

2. Permitir que ¢ y f dependan de la historia pasada de y, esto es:
0 : [0, +00) x C([0,+0),R*) = R™?y f:[0,+00) x C([0,+00),R™) — R™*¢,

dondc z|jg = yljo,4 implica que

ot,z) =0, y)y f(t,z) = f(,y).
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Conclusiones

El titulo del presente trabajo pretende ser una introduccién al anilisis no estdndar,
que fue iniciado por Abraham Robinson a finales de los afios 60. El anélisis no estdndar
cs una técnica ampliamente utilizada en diversas drcas de la matematica pura y apli-
cada (incluyendo teoria de la probabilidad, fisica, matematica, analisis funcional, entre
otros). El anélisis no estdndar es 1til cuando se reemplaza argumentos € — ¢ en el anali-
sis (calculo) los cuales son complicados por los mas simples e intuitivos argumentos no
estandar involucrando infinitesimales.

Dada la dependencia por ejemplo del trabajo en economia matematica sobre argumen-
tos del andlisis real de nivel (como por ejemplo, Rudin (1976) o Royden (1968)) un
ntimero muy grande de articulos pueden ser simplificados en forma significativa usando
argumentos no estandar. La teoria de la probabilidad es actualmente el campo mas
activo para las aplicaciones del anélisis no estandar Debido a que las construcciones
probabilisticas son ampliamente usadas en teorfa de equilibrio general, teoria de juegos
y finanzas, éstas parecen ser ireas fructiferas para aplicaciones del analisis no estandar.
Asimismo como consideramos cu el preseute trabajo podemos mencionar algunas apli-
caciones del analisis no estdndar en teorfa de la probabilidad (integracion estocastica)

asi como a los proceso estocdsticos.
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