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RESUMEN

Desde su publicacion en 1972, el Principio Variacional de Ekeland, ha sido utilizado
en multiples aplicaciones en Optimizacion, Ecuaciones Diferenciales, Geometria Dife-
rencial, Teoria de Control, entre otras. Ademas de proporcionar demostraciones elegan-
tes de muchos resultados ya conocidos. El Teorema de Weiertrass es de sobra conocido,
que establece la existencia de maximos y minimos para funciones continuas sobre espa-
cios métricos compactos, pero si se esta interesado s6lo en problemas de minimizacion,
no es necesario suponer que f sea continua, bastara con una nocién mas débil. Surge
el concepto de funcién semicontinua inferiormente. Entonces, en cierto modo lo que se
va hacer a lo largo de este trabajo es estudiar como es que se debilitan dichas hipotesis
para resolver el problema de existencia de minimos de funciones, lo cual tiene su punto
de partida en el principio ya indicado.

En el Capitulo 1 se establecen los conceptos tedricos y definiciones que se utili-
zaran posteriormente. Principalmente se revisara el concepto de funcién semicontinua
inferiormente en espacios métricos, asi también el concepto de funcion localmente Lips-
chitziana, el gradiente generalizado de una funcién en un punto determinado y el cono
normal a un conjunto, todo esto sobre espacios de Banach.

En el Capitulo 2 se presenta el famoso Principio Variacional de Ekeland en sus
versiones fuerte y débil, tema central del presente trabajo. Asi mismo se ve la aplicacion
directa de la version débil a la Teoria de Punto Fijo y a la existencia de minimos para
funciones Gateaux diferenciables, y se obtendran algunos resultados para funciones que
ademas satisfacen la condicion de Palais-Smale.

Finalmente, en el Capitulo 3 se dan aplicaciones de la version fuerte del principio,
una dirigida a la Teoria de Optimizacidn, y otra aplicada al Calculo Generalizado, donde
se establece el concepto de gradiente generalizado para funciones localmente Lipschit-

zianas, asi como una version n—dimensional del Teorema del Valor Medio.
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Capitulo 1

FUNDAMENTOS TEORICOS

1.1. Minimizacion de funciones semicontinuas inferior-

mente

Definicion 1.1 (/4], [9]) Sean X un conjunto no vacio, f : X — R U {400} una

Sfuncion.
1. Se define el dominio de f (o dominio efectivo de f) como el siguiente conjunto

domf ={z € X/ f(z) < +o0}.

2. Sedice que f es propia siy sélo si domf # (.

Observacion:

El hecho de que en la definicién se haya incluido el valor de +oc a la funciéon surge de
lo siguiente:

Si nuestro objetivo original es minimizar una funcién f sobre un subconjunto propio K

de X, consideraremos la funcién f : X — R U {40c0} definida por

F(z) = f(z) sf z€EK
+oo si z¢ K

Asi, nuestro esquema sera uniforme y no dependera exclusivamente de K, al menos en

las definiciones.

Definicion 1.2 (/3]) Un espacio métrico es un conjunto X en el cual se ha definido una

Sfuncion distancia (o métrica) d : X x X — R, la cual satisface:

i) d(x,y) > 0, para todo z,y € X.



ii) d(z,y) = 0siysdlosiz=y.
iii) d(z,y) = d(y,z), para todo xz,y € X.
iv) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2), para todo z,y,z € X.

La propiedad (iv) se denomina desigualdad triangular. Denotamos el espacio métrico

por (X, d) o simplemente X.

En un espacio métrico X, una sucesion (z,),eny C X converge a x € X si y solo si

lim d(z,,z) = 0. Es decir

n—00

dado €¢>0, existe N €N talque n> N implicaque d(z,, ) <ec.
Diremos que una sucesion (z,),eny C X es de Cauchy si y solo si
dado €¢>0, existe NeN talque m,n> N implicaque d(zm,z,) <e.

Un espacio métrico X se dice que es completo si y solo si, toda sucesion de Cauchy en

X es convergente.
Definicién 1.3 (/4], [5], [9]) Sean (X, d) un espacio métrico, f : X — R U {400}
una funcion.

1. Sedice que f es semicontinua inferiormente en un punto o € X si y solo si, para

cada sucesion (x,,) en X convergente a x,, se tiene que
f(zo) < liminf f(z,).
n—00

2. Se dice que f es semicontinua inferiormente si y solo si f es semicontinua infe-

riormente en cada x € X.

Ejemplo 1.1 Definamos la funcion f : R — R, mediante f(x) = [z], funcion menor

entero de x. Es decir, dados x € R y n € Z cualesquiera
[z] =n siysdlosi n—1<z<n

Parte de la grdfica de dicha funcion se muestra en la Figura 1.1. Notese que dados
zo € Ry € > 0 cualesquiera, para cada (x,,) C R con z, — o, se puede encontrar un
N € N tal que

Vn>N: f(zn) > f(zo) — ¢

Lo cual, equivalentemente expresa que lim inf f(x,) > f(xo). Asi concluimos que
n—o0

dicha funcion es semicontinua inferiormente en R.
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Figura 1.1: Funcién Menor Entero de z en R

Teorema 1.1 (/4]) Sean (X, d) un espacio métricoy f : X — RU{+o0} una funcion.

Luego, las siguientes afirmaciones son equivalentes
a) f es semicontinua inferiormente.
b) Paracada ) € R, el conjunto S) = {z € X / f(z) < A} es cerrado.

Demostracion:

Veamos que (a) implica (b). En efecto, sea A € R cualquiera. Tomemos una sucesion
(zn) en {z € X / f(z) £ A} convergente a x,, debemos probar que z, pertenece a
dicho conjunto, lo cual es cierto, pues, si f es semicontinua inferiormente, lo es en zo,
entonces

f(@o) < liminf f(z,) < \.

De aqui se concluye que zg € {z € X / f(z) < A}, en conclusion, dicho conjunto es

cerrado.

Veamos ahora que (b) implica (a). En efecto, tomemos una sucesion (z,) convergente
argen X.

Si f(zo) < 400, consideremos un € > 0 arbitrario y A = f(zo) — ¢, luego el conjunto
{z € X/ f(z) > f(zo) — €} sera abierto debido a que su complemento es cerrado
por hipotesis. Como z, pertenece a dicho conjunto, existe un N € N tal que para todo

n > N, f(z,) > f(zo) — ¢, entonces, h’n_l)inff(xn) > f(zo) — €. Como ¢ fue tomado



arbitrariamente, se sigue que

f(ao) < limint /()

Si f(zo) = 400, consideremos A > 0 cualquiera. Se tiene que el conjunto dado por
{z € X/ f(z) > A} es abierto y z, pertenece a este conjunto. Por lo cual se deduce
que liminf f(z,) > A, y como X es arbitrario, lin_l) inf f(z,) = +o0.

n—o00 n—oo

Asi, se concluye que f es semicontinua inferiormente.

1.2. Espacios de Banach

Definicion 1.4 (/3]) Sea X un espacio vectorial sobre R. Se dice que X es un espacio
vectorial normado o simplemente un espacio normado si existe una funcion || - ||: X —

R, llamada norma, tal que satisface las siguientes condiciones:
i) ||z || > 0,paratodo z € X.
ii) ||z ||= 0, siysolosiz =0.
iii) || Adx ||= |M || z ||, paratodox € X y X € R.
W le+yll<llz|l +ly |, para todo z,y € R.

Tomando, d(z,y) =|| £ —y ||, tenemos que d : X x X — R es una métrica, luego todo
espacio normado es un espacio métrico.

Se dice que un espacio métrico X es de Banach si y solo si, es un espacio métrico
completo con la métrica inducida por la norma.

Dado un espacio normado X, denotaremos con X* al espacio dual de X, es decir,
X*={f:X >R : f esunafuncional lineal y continua}

y () : X* x X — R al producto de dualidad, (z*,z) = z*(z) para todo z* € X*y
EIEIENE

El espacio dual X* también es un espacio vectorial normado, con la norma definida

por
|| f ||= sup (f,x), paratodo f € X*.
z% |z ||

Los siguientes resultados, nos permiten hallar funcionales lineales acotadas con propie-

dades especiales, la prueba de ellos se puede encontrar en [7].
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Teorema 1.2 (Hahn Banach) Sean X un espacio vectorial real, p : X — R una fun-

cion que verifica

p(Az) = Ap(z), VYA>0 y VzelX,

pz+y) < p(x)+p(y), Vz,y€X;

(la funcion p que satisface las dos propiedades anteriores, se dice que es una funcional
sublineal positivamente homogénea) y T una funcional lineal definida en un espacio Y
de X, la cual satisface T'(x) < p(z), Vz € Y. Entonces existe una funcional lineal T,

definida en X, que satisface

T(z) < p(z),Vz € X;
T(z) = T(z),Vz €Y.

Corolario 1.3 Sea X un espacio normado y x € X. Entonces existe un * € X,

diferente de cero, tal que

(@) =llz" [l v

Dado un espacio de Banach X, se pueden definir en ¢l dos topologias. La primera,
la topologia fuerte, inducida por la norma || - ||, y la segunda que es conocida como
topologia débil, denotada por o (X, X*). La topologia débil es la topologia menos fina
sobre X que hace continuas a todas las funcionales lineales 7" € X*. La convergencia
en ésta topologia esta caracterizada de la siguiente manera: una sucesion (z,,) converge

débilmente a z (converge en la topologia o(X, X*)), denotado por z,, = z si y sélo si
(T, z,) = (T,z), VT € X*.

Todo conjunto cerrado en la topologia débil (llamado débilmente cerrado) o(X, X*)
es cerrado en la topologia fuerte. En efecto, sea A C X débilmente cerrado y sea
(Zn)nen C A una sucesion tal que z,, — z, entonces tenemos que T, 5 z, de donde
x € Aj; asi A es fuertemente cerrado. Lo reciproco no es cierto en general, como lo

muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. La esfera unitaria
= {x € E :|| « ||= 1} no es cerrado en la topologia débil. Mas aun, la clausura

débil de S es la bola unitaria B = {x € B :|| z ||< 1}. (Ver [7]).
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Para conjuntos convexos, las nociones de cerradura fuerte y débil coinciden como

muestra el siguiente teorema, el cual puede ser encontrado en [3].

Teorema 1.4 Sea C C X un conjunto convexo y cerrado. Entonces C es débilmente

cerrado si'y solo si es fuertemente cerrado.

Corolario 1.5 Sea f : X — R una funcion semicontinua inferiormente (respecto a la
topologia fuerte), para la cual el conjunto {x € X | f(z) < A}, es convexo para cada
X € R. Entonces f es semicontinua inferiormente en la topologia débil. En particular,
Si T, 2 x, entonces

f(z) < lim inf f(z.)

n—o0

Demostracion:

Se sigue de los Teoremas 1.1 y 1.4.

1.3. Derivadas Generalizadas

En esta seccion seguiremos el esquema de [6], estudiaremos los gradientes genera-
lizados, algunas de sus propiedades, que seran utilizadas mas adelante cuando aplique-
mos el Principio Variacional de Ekeland a la optimizacion y al célculo generalizado. A

lo largo de esta seccion, X denotara un espacio de Banach.

1.3.1. Gradiente Generalizado

Sea f : X — Runa funciény a € R. Se dice que f es lipstchitziana en una vecindad

de z, si existen € > 0y k > 0 tales que

1 fly) = f@) IS klly—y'|l, paratodoy,y € Be(z),
donde k es llamada constante de Lipschitz.

Definicion 1.5 Sea f una funcion lipschitziana en una vecindad de x y v € X. Defini-

mos la derivada direccional generalizada de f en x en la direccion v como el limite

fe(z,v) = limsup fly+tv) — f(y)
y—z tl0 t




Notemos que este limite siempre existe en R U {+0c0} pues es un limite superior, pero
como veremos en la siguiente proposicion este limite, entre otras, tiene la propiedad de

ser finito. Para la prueba ver [6].

Proposicion 1.6 Sea f : X — R una funcion lipschitziana con constante de Lipschitz

k en una vecindad de . Entonces

1. La funcion v — f°(z,v) es finita, positivamente homogénea, y subaditiva en X.

Ademas

|f*(z, )] < k [[v]l

2. f°(z,v) es semicontinua superiormente como funcion de (x,v) y lipschitziana

con constante k como funcion solo de v para z fijo.

3. fo(z,—v) = (= f)°(z,v), Vz,v € X.

Por el Teorema 1.2 (Hahn Banach), cualquier funcional subaditiva y positivamente ho-
mogénea, mayora alguna funcional lineal en X, luego, bajo las condiciones de la Pro-
posicion 1.6, tenemos que existe por lo menos una funcional lineal z* € X™ tal que
() < fo(x,v).

Esta conclusion nos permite definir el gradiente generalizado de f en z, denotado por

0f(x), como un subconjunto de X*, dado por
0f(z) ={z" € X* /(z",v) < f°(z,v); Vv E X}

Ademas, a la multifuncién asociada 9 f : X = X", la llamaremos subdiferencial de f.

Luego, se tienen las siguientes propiedades, que se pueden ver en [6].

Proposicion 1.7 Sea f : X — R una funcion lipschitziana, con constante de Lipschitz

k en una vecindad de x. Entonces

1. 0f(z) es un conjunto no vacio, convexo, débilmente compacto en la topologia

débil estrella, y || * ||< k para cada x* € Of(x).

2. Paracadav € X, se tiene que

fo(z,v) = maz{(z*,v) /2" € Of(z)}.



Proposicion 1.8 Sea f : X — R una funcion lipschitziana en una vecindad de z. Sean
{zn}y {z}} sucesiones en X y X* tales que z*, € 8f(z,,). Si z, — Ty =* es un punto
de acumulacion en la topologia débil estrella de {x}}, entonces x € 0f(z*).
Demostracion:

Sea v € X, entonces existe una subsucesion de nimeros (z};, v) que convergen a (z*, v).
Esto junto con f°(z,v) > (z,,v) y la semicontinuidad superior de f°, implica que

f°(z,v) > (z*,v). Como v fue tomado arbitrariamente, concluimos que z* € 9f(z).

Los siguientes resultados proporcionan propiedades para el gradiente generalizado, sien-
do el mas importante el que muestra la relacion existente entre el subdiferencial del

analisis convexo con el que estamos estudiando, seguiremos el esquema de [6].

Proposicion 1.9 Sea f : X — R una funcion lipschitziana en una vecindad de t,

ademas tiene derivada segin Gateaux f'(x) € X*. Entonces f'(z) € 0f(x).

Recordemos que el subdiferencial para una funciéon f : X — R convexa en un punto

z € X, denotado por 9f(z) esta definido como
0f(z) ={z* e X* / (z*,v) < f'(z,v), Vv € X}

Los elementos de 0 f(z) son llamados subgradientes. Ahora establezcamos el siguiente

resultado.

Proposicion 1.10 Sea f : X — R una funcion convexa, lipschitziana en una vecindad
U de z. Entonces O f(z) coincide con el subdiferencial del analisis convexo, y f°(z,v)

coincide con la derivada direccional f'(z,v) para cadav € X.

Ahora, daremos unas propiedades que facilitaran el calculo de df, las pruebas se pueden

ver en [6].

Proposicion 1.11 Sea f : X — R una funcion lipschitziana en una vecindad de z.

Entonces

1. Para cualquier A € R : 3(\f)(x) = A0 f(z).

2. Si f alcanza un minimo o maximo local en z, entonces 0 € O f(z).

3.0 (Z f,-) (z) C Za fi(z).



1.3.2. Conos Tangente y Normal de Clarke de un conjunto

Ahora estudiaremos algunos conceptos geométricos, relacionados con las definicio-

nes dadas hasta el momento, esto se puede ver en detalle en [6].

Definicion 1.6 Sea C' un subconjunto no vacio de X. La funcion distancia a C es la

Sfunciondc : X — R, definida por
de(z) =inf{||z —c||: ce C}.

Observermos que si C' es un conjunto cerrado, entonces z € C'siy sélo si dg(z) = 0.
Esta funcidén no siempre es diferenciable, pero siempre es globalmente lipschitziana.
Usaremos el gradiente generalizado de d¢ para definir los conceptos de cono tangente
de Clarke, y cono normal de Clarke a un conjunto arbitrario C. Comenzaremos con la

siguiente proposicion.

Proposicion 1.12 Sea C un subconjunto no vacio de X. La funcion distancia d¢ satis-

face

|de(x) — de(@)] <[z -yl

Definicion 1.7 Dados un conjunto C'y punto x € C. Decimos que un vector v € X es
tangente a C en z, cuando d(x,v) = 0. Definimos el cono tangente de Clarke de C en

z, denotado por T(x) como el conjunto de los vectores tangentes a C en .

Notemos que de la Proposicion 1.6(2), obtenemos que T¢(z) es un cono convexo cerra-

doen X.

Definicion 1.8 Se define el cono normal de Clarke de un conjunto C en un punto z,

denotado por N¢(x), como el conjunto
Ne(z) = {z* € X* : (z*,v) <0, Vv € T¢(x)}.

El siguiente resultado da una caracterizaciéon de N¢(x) en términos de gradientes gene-

ralizado.

Proposicion 1.13

Ne(z) =c | JAdde(z)
A>0

donde cl denota la clausura en la topologia débil estrella.
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Demostracion:
De la definicion de T (), junto con la Proposicion 1.7(2), se sigue que v pertenece a
Tc(z) siy solo si (z*,v) < 0 paracada z* en Odc(z). De esto, se tiene que N¢(z) es el
cono convexo, débilmente cerrado en la topologia débil estrella generado por dd¢(z), lo
cual es el enunciado de la proposicion.

A continuacién daremos unos resultados que seran utilizados en aplicaciones a la

optimizacion.

Proposicion 1.14 Sea f una funcion lipschitziana con constante de Lipschitz k en un
conjunto S. Sea x € C C Sy supongamos que f alcanza un minimo sobre C en .
Entonces para cada k > k, la funcién g(y) = f(y) + kdc(y) alcanza su minimo sobre
Senz. Sik > kyC es cerrado, entonces cualquier otro punto que minimiza g sobre S

debe estar en C.

Corolario 1.15 Sea f una funcion lipschitziana en una vecindad de x y que alcanza un

minimo sobre C en z. Entonces

0 € 9f(z) + Nc(z).

10



Capitulo 2

EL PRINCIPIO VARIACIONAL DE
EKELAND

2.1. El principio variacional de Ekeland

Teorema 2.1 (Principio variacional de Elekand:Forma Fuerte) (/8]) Sean (X, d) un
espacio métrico completo, f : X — RU {+o0} una funcion semicontinua inferiormen-

te, acotada inferiormente y propia, ¢ > 0y u € X tales que
f(@) < igl{ff—l— €.

Entonces, para cada k > 0 existe u = u, € X tal que

f(u) < f(@), 2.1)
d(u,u) < %, (2.2)
Yv#u: f(u) < f(v) + ekd(v, u). (2.3)

Demostracion:
Sean ¢ > 0y k£ > 0 cualquiera. En vista de que f es acotada inferiormente y propia, se

tiene que —oo0 < iE’f f < 4o00. Luego, se puede asegurar que existe 7 € X tal que
f(@) <inf f+e (definicion de infimo).

Vamos a definir de manera inductiva una sucesion (u,) en X, que serd convergente y
cuyo limite sera el elemento u en X que buscamos.
Tomemos u; = u € X que verifica las condiciones (2.1) y (2.2). Supongamos que

u, € X esconocido, que verifica las condiciones (2.1) y (2.2). A partir de este elemento,

11



definiremos u, 4, considerando el conjunto
Sn={weX/w#u, y flw)+ekdw,u,) < flun)}

Distinguimos dos casos:

Si S, = 0, es decir, si para todo w # u,, f(u,) < f(w) + ekd(w,u,). Elegimos
Unt+1 = Un, €0 CUYO CasO Serd una sucesion constante a partir de n, luego convergente.
Tomando u = u,, tendremos que se verifica claramente (2.1), (2.2) y (2.3).

Si S, # 0, es decir, si existe w # u, tal que f(w) + ekd(w, u,) < f(u,), entonces

l'g']ff < f(w) < flup) — ekd(w,un) < f(un).

1
Luego igff < f(un), y se sigue que 5 [f(un) - félf f] > 0.

Asi, podemos elegir u,,; € S, (debido que existe) tal que

A partir de ahora, consideraremos el caso S, # (, pues en caso contrario, como vimos

(u,) es constante a partir de algin n, por lo tanto convergente, y se verificaba el teorema.

Veamos que (u,) en el caso a considerarse, es convergente:

En efecto, desde que u, 41 € S,, entonces

Ungr F Un ¥ lg]‘ff < flunta) < flua).

Luego, la sucesion ( f(u,)) es decreciente y acotada inferiormente, por lo tanto, conver-

gente. Sea ! = lim f(u,), de la definicion de S, es claro que
n—o0

Ekd{u-n-l-lrun] i f‘.unj = f(un-i-l}: vn € N

Tomemos n, m € N conn < m. Luego

m—1

ekd(Un, Um) < €k Z d(u;, uitr)

1=n

m—1
= Z ekd(ui, uiy1)

m-1
< S 1) = fluirn)] = f(wn) = fum) 2.5)

1=n
y como (f(uy)) es convergente, (u,) es una sucesion de Cauchy y en vista de que X es

un espacio completo, se concluye que (u,) es convergente. Sea

u = lim u,
n—oo

12



Veamos que se cumple (2.1):

En efecto, como f es semicontinua inferiormente y lim w, = u, entonces se tiene que
n—o0

flu) < ligir.}ff(un) = nlLrEo f(un) =1,y se sigue que
flu) <L (2.6)

Por otro lado f(@) = f(u1) > f(un), Vn € N. Luego f(u) > nlg{.lof(un) = [. De

aqui y de (2.6) se concluye que
fw) < f@).

Veamos que se cumple (2.2):

En efecto, tomemos en (2.5), n=1:

ekd(uy, um) < f(w) = f(tm), YmeN.

Se sigue que

ekd(@,um) < f(@)— f(um),
< f(ﬂ) - lrkl,f fa
< e
Se concluye que
d(ﬂ, Um) < 716-, Vm e N.

Haciendo m — oo y sabiendo que la funcion distancia a un punto es continua, podemos

concluir que

d(u,w) <

Veamos que se cumple (2.3):

En efecto, por contradiccion, supongamos que (2.3) no se cumple, es decir, existe v # u

tal que
f(u) > f(v) + ekd(v, u). 2.7)

Luego, haciendo m — oo en (2.5), obtenemos

ekd(un, u) < f(ua) = L. (2.8)
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De este resultado, de (2.6) y (2.7) se tiene que

IN

f() f(u) — ekd(v, u)

< |- ekd(v,u)
< f(un) — €kd(un, u) — ekd(v, u)
< f(un) — €k d(up,v).

Ademas, como v = lim u,, podemos asegurar que existe un N € N suficientemente
n—oo0
grande tal que paratodo n > N, v # u,. Luego, se sigue que paratodo n > N, v € S,.

De aqui y de (2.4) se tiene que
2f(unp1) — flun) < inf f < f(v) < f(un) — ckd(un,v), Vn2N.
De aqui se sigue que
2(f (un41) = f(un)) < —ekd(un,v),
haciendo n — oo obtenemos que
ekd(un,v) <0,

lo cual es falso, pues ¢ k d(u,,v) > 0. Luego, podemos concluir que se cumple (2.3).

Corolario 2.2 Con las mismas hipotesis del teorema anterior, se concluye que, existe

u € X tal que
fw) < f@
d(u,m) < Ve
Vo#u:f(v) > f(u)—+Ved(v,u)
Demostracion:
Basta tomar en el Teorema 2.1, k = 1 > 0.

Ve
Corolario 2.3 (Principio variacional de Ekeland: Forma Débil) Sean (X, d) un es-
pacio métrico completo, f : X — RU {+oo} una funcion semicontinua inferiormente,
acotada inferiormente y propia. Entonces, para cada € > 0 existe u = u. € X tal que
flu) < ig__ff + €, (2.9)
Vo #u: f(u) < f(v) +ed(v,u). (2.10)
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Demostracion:
Sea ¢ > 0 cualquiera. Como f es acotada inferiormente y propia, —oo < inf f < 4o00.

Luego, por la definicién de infimo, existe algun @ € X tal que
f(@) < 1'2,{ f+e

Tomando este ¢ > 0 y haciendo £ = 1 en el Teorema 2.1 se asegura la existencia de
u = u, € X tal que

flw) < F@ < fyf £+
De aqui se verifica (2.9). Ademas

Vo #u: f(u) < f(v) + ckd(v,u).

Lo cual verifica (2.10).

2.2. Aplicaciones del principio variacional de Ekeland
en su forma débil a la teoria de puntos fijos

Teorema 2.4 (Punto Fijo de Caristi) (/5], [8]) Sean (X, d) un espacio métrico com-
pleto, una funcion ¢ : X — R semicontinua inferiormente y acotada inferiormente,

F : X — X una funcion que satisface
Vw € X : d(w, F(w)) < ¢(w) — ¢(F(w)). (2.11)
Entonces, F tiene un punto fijo, es decir,
Jwo € X tal que F(wy) = wp.

Demostracion:

Del Corolario 2.3, tomando € = 1 existe u € X tal que
Vo#u: ¢(u) < ¢(v) +d(v,u).
Tomemos wy = u, entonces
d(wo) < P(v) + d(v, wo).
Afirmamos que F'(wp) = wp, pues si no fuera cierto, se tendria

P(wo) < ¢(F(wo)) + d(F(wo), wo),
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pues F'(wp) # wo. Entonces

d(wo, F(wo)) > ¢(wo) — ¢(F'(wo)).

Lo cual seria una contradiccion con la condicion (2.11). Luego, se debe cumplir que
F(wp) = wo. B
Observacion:
Sean (X, d) un espacio métrico completo, T : X — X una contraccién, es decir,
3k € [0, 1) tal que

d(T(u), T(v)) < kd(u,v) VYu,veX.

Probemos que T tiene un punto fijo.

En efecto, usaremos el Teorema 2.4, para esto definamos:

p: X = R

v o dlo) =

d(z, T(z))

Notemos que ¢ es semicontinua inferiormente y acotada, debido a que es continua y no

negativa. Sea ahora un w € X cualesquiera,

d(w, T(w)) — ¢(w) + ¢(T'(w)) =

— d(w, T(w)) — ii—kd(w, T(w)) + l—i—];d(:r(w), T2(w))

< d(w, T(w)) - l—ik—d(w,T(w)) + I_Lkd(w,:r(w)) ~0

Esto muestra que 71" satisface la condicion (2.11), por lo tanto, existe wy € X tal que

T (wo) = wy. [

Teorema 2.5 (Punto fijo de Caristi para operadores multivaluados) (/5/, /8]) Sean
(X, d) un espacio métrico completo, ¢ : X — R una funcion semicontinua inferior-
mente y acotada inferiormente, T' : X — 2% un operador multivaluado tal que para

cada u € X se tiene que I'(u) # 0y paracada w € T'(u) :

(s, w) < $(u) = Bluw). 2.12)
Entonces, existe ug € X tal que T'(up) = {uo}-

Demostracion:

Del Corolario 2.3, tomando ¢ = 1, se tiene que existe 7 € X tal que

Vv #u: ¢(u) < ¢(v) + d(v, ).
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Tomemos uy = U, entonces

d(uo) < p(v) +d(v,ug) Vv # up. (2.13)

Por otro lado, como I'(ug) # @, debe existir un w € I'(up). Supongamos w # ug, de

(2.12) se tiene que

d(uo, w) < ¢(uo) — P(w),
y de (2.13)

$(uo) — p(w) < d(uo, w).

En conclusion, d(ug, w) < d(ug,w) lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, w = uy

y como para cualquier otro w # ug se llega a una contradiccion, luego, se debe cumplir

[(ugp) = {uo}-

Teorema 2.6 (Punto Fijo segiin Clarke) (/5], [8]) Sean (X, || . ||) un espacio de Ba-
nach, V' un subconjunto convexo y cerrado de X y f : V. — V una funcion continua

satisfaciendo que existe § € (0, 1) tal que para todo v € V, 3t € (0, 1]:

|| fluwe) — f(u) [[< 0 [|ue—ul| (2.14)
donde uy = tf(u) + (1 — t)u. Entonces, f tiene un punto fijo.

Demostracion:

Definamos la funcion F' : V — R, dada por

Fw) =||w = f(w) ||

la cual sera continua en el conjunto cerrado V' pues f es continua y ademas acotado
inferiormente. Luego, por el Corolario 2.3, tomando 0 < ¢ < 1 — 4, existe v € V, tal
que

F(v) < F(w) + ed(w,v) Vv #w.

Equivalentemente, Vw € V : F(v) < F(w) + ed(w,v) de donde

lv = f(v) ISllw—Ff(w)|[+e| w—v]|.
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Tomando w = v, = tf(v) + (1 = t)v € V, pues V es convexo, para algin ¢ € (0, 1], se

sigue que
lv=f@) I < [lve=fve) [l +ellve—v ||
< Nve=f@) |+ 11 fw) = flv) | +e |l ve = ]
< Jlue=f@) I+l —vl[+ellv—v]l
= |Jve = f) || +(6+¢€) [[ve —v ||
= [[tf@)+ (1@ =t —f) ||+ + ) [ tf(v) + (1 = t)v —v ||
1A =t)v— (1 =1)f() [| +(6 +¢€) [| t(f(v) = v) ||
= 1=t lv=F@) [+ +et|lv—f(v)l
Entonces t||v— f(v)||<(6+€)t||v— f(v)|l, yenconsecuencia

lv=f@) IS (@+e)[lv—f) ]l

Como d + € < 1, entonces || v — f(v) ||= 0y por lo tanto v = f(v). Asi, se concluye

que f tiene un punto fijo.

2.3. [Existencia de Soluciones

Definicion 2.1 Sean X un espacio de Banach, f una funcion. Se dice que f es Gateaux
diferenciable si para cada v € X existe una funcional lineal continua f'(v) € X* tal

que

YVue X : lim flvttu) - f(v)

t—0+ t

= (f'(v),u).

Teorema 2.7 (/8]) Sean X un espacio de Banach, f una funcion Gateaux diferenciable
sobre X, semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Entonces, para cada

e > 0, existe un punto v € X tal que
f(v) _<_1’§ff+e (2.15)
Il f'(w) "< e (2.16)

Demostracion:

Sea € > 0 cualquiera. Del Corolario 2.3, existe v € X tal que
f(v) <inf f+e,
lo cual prueba (2.15). Ademas, tomando d(w,v) =|| w — v || se tiene que
Vw#v: fluv)< flw)+ellw—-v]|.
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Esta ultima relacion también se puede escribir
VYweX : flo) < fw)+ellw-vll. (2.17)

Luego, tomemos x € X y t > 0 cualesquiera, y en particular w = v — tx € X,

reemplazando en (2.17)

f) < flo—ta) +e || —tz |

fw +i(-x)) - f(v)

Luego, ; = —e || z|j.
De aqui, h’rg}r {f(v +t(—:)) ~ f(v)} > —¢ ||z ||, ycomo fes Gateaux dife-
t—
renciable
(f'(v),—z) 2 —€ ||z ||, se sigue que
/
M _<_ € T # 0’
kA
luego
Lol _
21—
de lo cual,
/
ORI
cex |z
T#0
y se concluye que
IFACR
Finalmente, esto prueba (2.16). |

Definicion 2.2 (/5], [8]) Sean X un espacio de Banach, f : X — R una funcion
de clase C*. Se dice que f satisface la condicién Palais-Smale si y sélo si para toda
sucesion (uy) C X con f'(u,) = 0 en X* y f(un) acotada, se tiene que, 6 f'(u,) =0

para algun n ¢ la sucesion (uy,,) tiene un punto limite en X.

Teorema 2.8 (/8]) Sea X un espacio de Banach, f una funcion de clase C*, acotada
inferiormente y satisface la condicion de Palais-Smale. Entonces, la funcion f alcanza

su minimo, es decir

dve X talque f('l))=1’1}"l’ff y f'(v)=0.
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Demostracion:

. 1 .
Sea n € N cualquiera. Tomando ¢ = — > 0, en el Teorema 2.7, existe u,, € X tal que
n

flu) <iff+1

St

| f/(ua) |I°<
Luego, cuando n — 0o

f(un) = inf

Il f'(un) [["= 0, deaqui f'(un) =0

concluimos que existe (u,) C X tal que f(u,) es acotado, pues es convergente y
f'(un) — 0.
Del segundo resultado, o podemos extraer una subsucesion (u,, ) tal que f'(u,,) # 0
para todo k, 6 f'(u,) = 0 para todos excepto un nimero finito de n.
En el primer caso, f'(un, ) # 0para todo k € N, luego por la condicion de Palais-Smale,

la sucesion (u,, ) tiene un punto limite v € X, hacia el cual una subsucesion converge.

Por continuidad de f, se tiene que
f(v) = f(lim u,,) = lim f(u, ) =1inf f yademds f'(v)=0.
k—oo k—o0 X

En el segundo caso, sea

S={veX/[f(v)=0}

Para cada n € N, existe un camino C! en S que conecta cada u, con algin punto v,
que esta en la frontera de S. Por el teorema del valor medio, f(u,) = f(v,) y desde que

vn, esta en la frontera de S, existe algin w,, ¢ S tal que

/o) = fawn)] < =

como f'(wy) # 0y f(wa) — iﬁf f, esto nos conduce al primer caso. Con esto conclui-

mos la prueba. [ |

Teorema 2.9 (/5]) Sean X un espacio de Banach, f : X — R una funcion Gateaux
diferenciable sobre X, semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Ademas

k > 0, c € R son constantes tales que
Ve eX: f(z)2k|l zll+c

donde
||z ||=>r paraalginr >0 (2.18)
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B'={z"e X"/ || 2" |I< 1}
Entonces, f'(X) es denso en kB*.

Demostracion

Debemos demostrar que f'(X) = kB*. Es decir, dados ¢ > 0y z* € kB*, debemos

probar que existe u. € X tal que

I f'(ue) — 2" [|< e
En efecto, definamos la funcion
g: X —-R
g(z) = f(z) — (z*,z).
Se tiene que para cualquier u € X

o Y@ te) —gl@) . fattu) - (@t a+ ) — [f(z) - (2%, 2)]

t—0+ t t—0+ t

1
—
-
B

= (f'(z),u) - (z",v)

lo cual demuestra que g es Gateaux diferenciable y
g'(z) = f'(z) — ="
Claramente g es acotada inferiormente en {z € X/ || z|l< r}ypor (2.18) g es

acotada inferiormente en {z € X / || z ||> r}. Luego es acotado inferiormente sobre
X.

Asi, aplicando el Teorema 2.7, existe u, € X tal que

[| g*(ue) [ < € deaqui
[| f'(ue) —2z*|] < e

Concluimos que f'(X) es denso en kB*. |

Teorema 2.10 (/5], [8]) Sean X un espacio de Banach, f : X — R una funcion
Gateaux diferenciable sobre X y semicontinua inferiormente. ¢ : [0,+00) — R una

funcion continua, tal que

Vze X: f(z) 24¢(lzl), »y
(1)

- — 00 cuando t — oo.

Entonces f'(X) es denso en X*.
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Demostracion:

. t .
Sea k > 0 cualquiera. Como %l — oo cuando ¢ — oo, existe V > O tal que ¢(t) > kt
siempre que ¢t > N. Tomando ¢t =|| z ||, se tiene que ¢(|| = ||) > k || = ||, siempre que

|| z ||> N. De aqui

f@zellzl)2kllzll, llzlzN

Aplicando el Teorema 2.9, se tiene que f’'(X) es denso en kB* C X*,y como k > 0 fue

tomado arbitrariamente, concluimos que f’(X) es denso en X*. |
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Capitulo 3

APLICACIONES DE LA FORMA
FUERTE DEL PRINCIPIO
VARIACIONAL DE EKELAND

3.1. Programacion Matematica

Proposicion 3.1 (/8]) Sea X un espacio de Banach, f : X — R una funcion semicon-
tinua inferiormente sobre X. Supongamos que para cada ¢ > 0, existe una funcion f.

Gateaux diferenciable tal que

fe< 1 (3.1
igl(f fe> igl(ff — €, 3.2
fi(v) > ¢(u), cuando ¢—0 y v— u. (3.3)

Entonces, cualquier punto u € X el cual minimiza f también satisface la ecuacion
d(u)=0 en X~ 3.4

Demostracion:

Sea u el punto que minimiza f sobre X. Luego, de (3.1) y (3.2) se tiene que

folw) < fu) = it f

y como iﬁ_f f< il}}f fe + € se concluye que

felu) < i!{'f fo+e
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De aqui y del Corolario 2.2 se sigue que existe v, € X tal que || u — v, ||< /€y que
fe(w) > fo(ve) — Ve || w— v, ||, para todo w # v,. De la tltima desigualdad tenemos
que v, minimiza a la funcién g (w) = f.(w) + /€ || w — v, || sobre X. Ahora la
funcién f, es claramente diferenciable en v, y aunque la funcién w —|| w — v, || no es
diferenciable en v,, tiene derivada direccional +1 en cada direccion. Se sigue entonces
que

0 € fi(vd) + V/eB® (3.5)

donde B* = {z* € X*/ || z* ||< 1}. Luego, en (3.5) hacemos que ¢ tienda a cero,
asi v, converge a u 'y de (3.3), f!(v.) converge a ¢(u). Se sigue que el conjunto en (3.5)

converge a {¢(u)} y como 0 pertenece a dicho conjunto, concluimos que

é(u) = 0.

Consideremos ahora el problema de minimizar f(z) sujeta a las siguientes restricciones

de igualdad y desigualdad

gi(x) = 0, 1<i<r
hi(z) < 0, 1<j<k

donde f, los g; y los h; son localmente Lipschitzianos sobre R™.

Establecemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (/8]) Si T € R™ minimiza a la funcion f sujeta a las restricciones prece-
dentes, entonces existen numeros reales )\, o;, 3;, no todos nulos, con ; > 0 para todo

3,y A > 0tales que
AOf(Z) + Z 0g:(T) + Zﬂjﬁh
Si todas las funciones son continuamente diferenciables, esta relacion se puede escribir

(T +Zazgz +Zﬁjh’

Si ademads otras condiciones de regularidad se cumplen, por ejemplo que los g;(T) y
los h(T) para hj(T) = 0 sean linealmente independientes, entonces N # 0, luego

dividiendo por A obtenemos la usual Regla de Multiplicadores de Lagrange.
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Demostracion:

Definamos la funcion F' : R® — R, mediante

F(z) = méx{f(z) - f(z), l:(2)l, by ()}

Notemos que Z minimiza dicha funcion, que ademas es localmente Lipschitziana (pero
no es diferenciable, aun si las funciones envueltas en la maximizacion son continuamen-
te diferenciables). Usando calculo generalizado, escribimos que 0 deberia pertenecer al

gradiente generalizado de /' en Z, es decir
0 € OF(ZT).

Dicho gradiente puede ser visto ademas como la envoltura convexa de 9 f(Z), 9|g:(Z)|
y Oh;(Z) para h;(ZT) = 0. Esto significa que se pueden hallar A, ¢;, 3; nimeros no

negativos tales que

k
NOf(Z +Za18|gz )|+ Y B;0h;(T) =
j=1

T k
donde A + Zai—i— Zﬂj =1.
i=1 j=1
Pero, en la igualdad anterior 9|¢;(Z)| esta expresada como U t0¢i(T), de manera que

lt|<1
dicha relacion se puede expresar asi

AOf(T) + Z a;t:09:(T) + Z B;0h;(T

T k
donde )\+Zai+2ﬁj=1 y 1<t <L
i=1 j=1
Luego, la solucién trivial aparece tomando A = 0, 3; = 0, o; # 0, pero t; = 0; lo cual

no se puede evitar.

Ahora, dado € > 0 cualquiera, consideremos la siguiente funcién

F(x) = mix{f(z) - (&) + &, lo:(@)], hs @)}

Notemos que no necesariamente T minimiza dicha funcién, pero si se cumple claramen-
te que

F(Z)=¢< igl(f F.(z) +¢,
luego, aplicando el Corolario 2.2, existe z. € R™ tal que
1z~ |I< Ve
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F(z) < F(z)+Vellz—z|l, YzeR"

Lo ultimo significa que z. minimiza a la funcién G.(z) = F.(z) + v/€ || z — z. || sobre
R", esto implica que
0 € 8G,(z,) = 8F.(z.) + ¢B

donde B es la bola unitaria de R™. Luego, vemos en la expresion anterior que 0 F,(z.) ha
sido calculada para ser la envoltura convexa de las gradientes generalizadas de alguna
de las funciones f, |g;(z)|, h;; cuyos valores en z. son exactamente Fi(z.). Pero debe
ser que F(z.) > 0, de otro modo z. satisfaceria todas las restricciones y f(z.) seria
estrictamente menor que f(Z), lo cual es una contradiccion pues Z es el punto que mi-
nimiza f. Se sigue entonces que tendremos que considerar 9|g;(x.)| solo para aquellos
i donde se satisface g;(z.) # 0.

Pero notemos que la aplicacion ¢ — |¢| es continuamente diferenciable en R\{0}, cuya
derivada es la funcion sgn(t), de manera que, aplicando la regla de la cadena se tiene
que

dlgi(z)| = [Sﬂ'n L'} (xcjlagl{xt}-

Finalmente, tendremos que

T k
AOf(z) + Y aeilsgngi(z))0g:(ze) + D BejOhy(zc) 3 0.

i=1 j=1

T k
donde )‘e 2 0) ae,i 2 0, Be,j 2 0 y )‘e + Z ae,i + Z ﬁe,j =1
i=1 j=1
Ahora, hacemos ¢ — 0 y por compacidad, el vector (k + r)—dimensional (A, ¢ i, Be.;)

tiene un punto limite, afirmamos que sea (A, a;, 5;)-

Sean ahora u. € 9f(z.), v, € 0g;(z), w. € Ohj(x.) tales que

r k
Aele + E Oe,iVei + E :ﬁf,jwhj =0.
=1

j=1
Luego, de propiedades conocidas del gradiente generalizado, se sigue que (u, Ve i, We ;)
tiene un punto limite, el cual es (u, v;, w;) donde u € 9f(T), v; € 09:(T) y w; € Oh;(T).

En el limite, tendremos que

r k
Au + Z(:l:ai)vi + Z Bijw; =0
i=1 j=1

r k
donde \ > O,CY,’ > O,ﬁj > OYA-FZQ,-FZ,BJ = 1.
i=1 j=1
Con lo cual concluimos que existen nimeros no negativos A, a;, 8; no todos nulos tales
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que
0€ Nf(T +Zazagl +Zﬂ,6h

que es el resultado del teorema. ]

3.2. Calculo

En esta seccion, a no ser que se indique lo contrario, se establece lo siguiente: X
un espacio de Banach, f : X — R una funcién localmente Lipschitziana, 0 f(u) C X*
el gradiente generalizado de f en u, S C X un subconjunto cerrado, Ng(u) el cono
normal a S en u y finalmente dg(u) la distancia de u a S. Ademas se cumple la siguiente

relacion

= Jrdds(u), VueS.

A>0
Teorema 3.3 (/8]) Sean E = {w € S/ f(w) = 0} un subconjunto cerrado de S.

Entonces, para cadau € S\ E y a € (0, 1), existe algunv € S tal que

|v—ull< ade(u)

B o) y vieNsw) con [fvf+u; s L

adp(u)

Demostracion:

Seanu € S\ E'ya € (0, 1. Definamos la funcion:

F:X - RU{+o0}

/@), €S

F(z) =
@ +o00, x¢S

Notemos que F' es semicontinua inferiormente y acotada inferiormente debido a que f
es continua (lipschitziana) y S es cerrado. Luego tomemos ¢ = |f(u)| y claramente se
tiene que

F(u) < inf F+| f(w)],

luego, por el Teorema 2.1, tomando k = existe v € X, tal que

1
adg(u)’
1
||v—uu_E=adE(u)

[w—v |l 1f(w)
adg(u)

Vwe X : Fw) > F(v) — (3.6)
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Si tomamos a w € S, se tiene que F(w) = | f(w)| y entonces por la ultima desigualdad
F(v) seria finito, luego

veS y F(v)=|f(v)|

Asi, (3.6) se puede escribir

fw—v || |f(u)
S : >
V€S 1 1f ()] + T > IS
|| w—w ]l |f(u)
adg(u)
su minimo sobre S en w = v. En este sentido, la regla de Multiplicadores de Lagrange

y si consideramos la funcion g(w) = |f(w)| +

, vemos que g alcanza

nos da que

0 € 9g(v) + Ng(v)

lo cual significa que

0 € 9|f(v)| + Ng(v) +B*£;;u(—zt|)

donde B* = {z* € X*/ || =z* ||< 1}. De aqui se obtiene la conclusion del teorema. W

Se puede entender el teorema anterior como una version n—dimensional del Teorema

del Valor Medio. Para ver esto, establezcamos el siguiente corolario.

Corolario 3.4 Sea g : R® — R una funcion de clase C*. Para cada u € R, denotemos

por E(u] al siguiente conjunto de nivel

Elu] = {w/g(w) = g(u)}.
Entonces, para cualesquiera dos puntos u; y u,, existe un punto v € R™ tal que

w1 = v IS dppu,) (u1)

|g(u1) — g(ua)|

/
<
| g'(v) || < dopun (1)

Demostracion:
Sean u;, up; € R” cualesquiera. Utilizaremos el Teorema 3.3, para esto tomemos S =

R™ y definamos la funcién
f(u) = g(u) — g(uy),

con la cual, consideraremos el conjunto de nivel
Eluy) = {u € R"/ f(u) =0} cerradoen R".
Entonces para u; € R*\E[us] y a € (0, 1], existe algiun v, € R™ tal que

Il 1 = va || @ dgju) (1)
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l9tws) = g(ua)|

adgfu,)(u1)
Sia € (0,1), de la primera desigualdad notamos que v, ¢ FElu,], de manera que

f(vq) # 0y entonces 9| f(v,)| = £ f'(ve) = +4'(v,), de donde se verifica el resultado.

Existe v} € 9| f(ve)| con || v2 [|<

Cuando a tiende a 1, la sucesion v, tendra un punto limite v € R™ pues este punto
permanece en la bola de centro u; y radio dgjy,)(u;). Como g'(v,) tendrd como punto
limite a g’(v), de aqui se deduce el resultado. m

El Teorema 3.3 se puede expresar en un sentido distinto, dicho resultado se muestra

en el corolario siguiente, que tiene importantes aplicaciones en Teoria de Optimizacion.

Corolario 3.5 Sean E = {w € S/ f(w) = 0} un subconjunto cerrado de Sy w € E.
Supongamos que existen € y ¢ > 0 tales que, para todov € S\ E con || v — w ||< e se

tiene que
Si v; €0|f(v)] ¥ v3€ Ns(v), entonces ||v]+uv;]|>c (3.7

€
Entonces, para todou € S con || u — w ||< 5 %€ cumple que

|f ()]

dg(u) < .

Demostracion:
€ :
Seau € Scon || u—w||< 3 Luego, por el Teorema 3.3, para cada a € (0, 1), existe

un punto v, € S tal que
| va =ul| < ade(u) (3.8)

Existen vj € 9| f(v,)| y vj € Ns(v,) con

o +05 1< 22 (.9

De la desigualdad (3.8), notemos que v, € S\ E puesto que al tomar a < 1, tenemos

que || v, — u ||< dg(u). Luego, de (3.8) también se deduce que

| va —w ||

IA

lva—ull+|[v—wl|

IA

adg(u)+ ||u—wl|

IN

allu—wl+lu-w
(@+1)|lu—wll
(a+1)e

2

IN

IN
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Ademas, de (3.9) también se tiene que

inu) < — @)

Toallvi-ul
Y por la condicion en (3.7) obtenemos que

Haciendo a — 1, obtenemos el resultado deseado.
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Conclusiones

En este trabajo se han abordado algunas aplicaciones del principio variacional de
Ekeland en sus formas débil y fuerte. El punto esencial de dicho principio segun se
muestran en las aplicaciones se ubica en el Teorema 2.1, condicién (2.3). Tal condicién
asegura, en particular, la existencia de un punto « tal que suponiendo X espacio de Ba-
nach y f Gateaux diferenciable, || f'(u) || puede ser tan pequefio como uno desee. Esto
induce, en el caso cuando X es de Banach, a introducir un concepto de solucion apro-
ximada a un problema de minimizacion, como se estudio en las secciones posteriores.

Ahora, desde otro punto de vista, podemos estar interesados en construir a partir
del punto inicial @ dado (en el Teorema 2.1) para el cual el ¢ que satisface la ecuacion
en dicho teorema es conocido, otro punto tal que, ademas de satisfacer (2.3), f(u) se
aproxima al fgl{f f con un error < e. El principio no excluye la posibilidad de tener
u =  si tal punto ya verifica (2.3). Observando (2.2) uno podria esperar f(u) < f(%) si
k es suficientemente pequeiio. Si este fuere el caso, el principio variacional tal como fue
establecido no nos da una nueva estima del error y por lo tanto no sabemos cuanto hemos

mejorado el valor f(@). Ciertamente, esto no fue el objetivo original del principio.
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