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Resumen

Este trabajo suministra condiciones bésicas en la teorfa de la mejor aproximacion
uniforme en espacios lineales reales normados, referentes a la existencia, unicidad y
caracterizacién de las mejores aproximaciones, la investigacién de las propiedades
de continuidad de la proyeccién métrica para calcular las mejores aproximaciones
uniformes, dedicando nuestra atencién principal a los espacios de Chebyshev, asf
como se muestra el algoritmo de Remez para el cdlculo de la mejor aproximacion

uniforme desde espacios de Chebyshev.



Introduccion

La interpolacién es un método relativamente simple para aproximar una funcién
dada por funciones de un espacio de dimension finita, en particular por espacios de
polinomios.

De otro lado, es natural investigar aquellas funciones de un espacio de dimensién
finita las cuales son las mejores aproximaciones de una funcién con respecto a una
norma dada.

Empezamos con algunos hechos elementales sobre mejor aproximacién en espa-
cios lineales reales normados. Luego consideraremos mejor aproximacién por espa-
cios de Chebyshev en la norma uniforme. En particular, nosotros damos resultados
“sobre caracterizacion, unicidad y unicidad fuerte de las mejores aproximaciones uni-

formes. Finalmente, describimos un algoritmo para calcular tales aproximaciones.
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Capitulo 1

Mejores Aproximaciones

Uniformes

1.1 Mejor Aproximacién en Espacios Lineales Nor-

mados

Nosotros damos algunos hechos elementales sobre existencia, unicidad y continuidad
concerniente a la mejor aproximacién en espacios lineales normados.

El problema de la mejor aproximacién puede ser establecido como sigue.

Definicién 1.1 Sea G un subconjunto no vacfo de un espacio lineal real normado
E, y sea un elemento f € E dado. El problema de la mejor aproximacion es

determinar un elemento gy € G tal que
If = gsll = inf |If — gl . (1.1)
Tal elemento es llamado una mejor aproximacion de f desde G, y
d(f,G) = inf ||f —gl|, (1.2)
geG

es llamada la desviacion minimal de f desde G. El conjunto de las mejores

aprozimaciones de f desde G es denotado por Pe(f) y la aplicacion conjunto-valuada



resultante Pg : E — POW(G) es llamada la proyeccion métrica sobre G, donde
POW (G) denota el conjunto de todos los subconjuntos de G.

Observacién 1.1 Fjemplos cldsicos de problemas de mejor aprozimacion corres-
ponden a E = C'[a,b], G es un subespacio de polinomios o un subespacio de splines
(en este trabajo no serdn estudiados los splines) y la norma es una L,-norma, donde

1<p<oo.

Los problemas bésicos en la teoria de la mejor aproximacién son la existencia,
unicidad y caracterizacién de las mejores aproximaciones, la investigacién de las
propiedades de continuidad de la proyeccién métrica y el desarrollo de métodos
eficientes para calcular las mejores aproximaciones. Un problema adicional es inves-
tigar la importancia de la aproximacién de ciertas clases de funciones, en particular
de polinomios y splines.

Primero mostraremos que las mejores aproximaciones desde espacios de dimen-

sién finita siempre existen.

Teorema 1.1 Sea G un subespacio de dimensidn finita de un espacio lineal real
normado E. FEntonces para cualquier f € E, existe una mejor aproximacion desde

G.

Prueba. Sea f € F arbitrario. Entonces por definicién de infimo, para cualquier

n € N, existe un g, € G tal que
d(£,G) < I1f - gull < d(,C) + -
De esta manera hemos construido una sucesioén (g,) en G tal que
Tim ||f - gall = d(, ),
pero esto implica que existe un ng € N tal que

l”f = gn” = d’(faG)l <1 para n > ny,



luego tenemos que || f — gn|| < d(f, G) + 1 siempre que n > ng, por lo tanto

gall < IIf = gall + || £]l < d(f,G) + 1+ ||f]| paran > ne.

Sea K = max {d(f,G)+1+|Ifll,llgall,. .., l|gno|l}, entonces K > 0y |lga]| < K
para cualquier n € N, por lo tanto (g,) es una sucesi6én acotada en G, y como G es
de dimensién finita, tenemos que existe una subsucesién (gx,) de (g,) y existe un

gr € G tal que Jlrgﬂgkn = gy. Luego

If =97l = | £ = lim g,

= lim ||/  ge,|| = d(£,G),
es decir gy € Pg(f). Esto prueba el teorema 1.1. =

Ejemplo 1.1 La dimensién finita de G es fundamental en el teorema 1.1. En efecto,
si G es el conjunto de todos los polinomios sobre [0, 3|, considerado como subespacio
de C [0,3], se tiene que dim(G) = co. Sea f: [0,1] — R, tal que f(t) = (1 —1)~"
para todo t € [0, 3], y para cualquier n € N definimos hy : [0,1] — R, tal que

ha(t) =14+t+...+t",

para todo t € [0, %] FEvidentemente para cualquier n € N, h, € G. Ahora sea un

e >0 cualquiera y t € [0,1]. Luego

Bl = | 14+t+...+t")| = L A
tn-!-l 1
= < —
1=t 27
1 In (1
Ahora bien, = <gsin> ]n]n;)' Luego si N € Ny N > %, para cualgquier

| £(£) — ha(t)| < e siempre quen > N.
Luego se tiene que

| f — hnllo, < € siempre que n > N,



(ver definicion de la norma uniforme en el ejemplo 1.3) y de aqui d(f, G) =0. Sin

embargo, desde que f no es un polinomio, observamos que no existe g € G tal que

d(f,G) = I — gl = 0.

El siguiente resultado muestra que las mejores aproximaciones desde un sub-

espacio de dimensién finita de un espacio estrictamente convexo son siempre tinicas.

Definicién 1.2 Un espacio lineal real normado E es llamado estrictamente con-

vexo si para cualesquiera fy, fo € E con fi # fo y ||fill = || foll = 1, se cumple que
I3 (A +£)| <1.

Teorema 1.2 Sea G un subespacio de dimensién finita de un espacio estrictamente
convezo E. Entonces para cada f € E, existe una tnica mejor aprozimacién desde

G.

Prueba. Sea f € E arbitrario. Desde que G es de dimensién finita, por el
teorema anterior existe un elemento g; € Pg(f). Mostraremos que Pg (f) = {97}
Primero mostramos que Pg(f) es convexo. Sean gy, go € Pe(f) y a € [0,1] dados.

Entonces

If — (ag1 + (1 — @) go)|| = [la (f — 91) + (1 — a)(F — g2)|
<alf-all+(1-a)|f - gl
=ad (f,G) + (1 — a)d(f, G)
=d{f,G)-

Desde que ag; + (1 — a) g2 € G, esto muestra que ag; + (1 — a) g2 € Pe(f). Supon-
gamos ahora que g € Pg(f). Entonces (g7 + g) € Pa(f), lo cual implica que

13{(f —99) + (F =)} = |If = §(9s +9)]| = d(£, 5.

Ahora, d(f,G) = 0 0 d(f,G) > 0. Si d(f,G) = 0, entonces ||f — gr|| = || f — gll =0,
lo cual implica que f — gy = f — g = 0, entonces g = f = g¢. Si d(f,G) > 0, sean

1 1
f1=m(f—9f) }’f2=m(f—9)=
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entonces [|fi]| = ||foll = 1y ||3 (fi + f2)|| = 1, pero E es estrictamente convexo,
luego se tiene que f; = f, lo cual implica que f — gy = f — g, es decir g = g;. Esto
muestra que Pg (f) = {gs} y prueba el teorema 1.2. =

Ejemplo 1.2 Si E es un espacio prehilbertiano, entonces E es un espacio estricta-

mente convexo. En efecto, sean fy, fo € E con fi # fo y ||fill = | f2]| = 1, por la
igualdad del paralelogramo, tenemos

Ifi+fll* = =i = £I7+ 20417 +1£1%)
< 0+2(1+1)=4,

por lo tanto, ||§1, (it fz)” <1

Ejemplo 1.3 Sea el espacio C [a,b] dotado con la norma uniforme o Ly-norma

Ikl = sup |R(¥)], h€Cab].
t€la,b|

Definimos f; : [a,b] — R para i =1,2 tal que

t—a

A =1, falt)=—

para cada t € [a,b]. Claramente, fi, f» € Cla,b] y fi # fo- También tenemos que
[ fillo = lfollec = 1, ¥

fi+ folloo = sup

Esto muestra que C [a, b] dotado con la norma uniforme no es estrictamente convezo.

Ejemplo 1.4 Sea el espacio C'[a,b] dotado con la L,-norma
b
Ihll = [ b@)dt, he .
Definimos f; : [a,b] — R parai=1,2 tal que

A== Rl)=H




para cada t € [a,b]. Claramente, fi, fo € Cla,b] y fi # fo. También tenemos que
IAll,=1fl, =1y

b
I+ £l = [

Esto muestra que C'[a,b] dotado con la Li-norma no es estrictamente convezo.

i +2(t—a)

b—a (b—a)? =%

Ejemplo 1.5 Seap > 1 y consideremos el espacio C [a,b] dotado con la L,-norma

b 1/p
lAll, = (/ |h(t)l”dt) , h e Cla,b].

Demostraremos que C'[a,b] dotado con la L,-norma, es esirictamente convezo.

Para esto usaremos las siguientes propiedades:
(2) Para cualquier p > 1 y cualesquiera z,y € R, con z # y, se cumple
|z +ylP <227 (Jal” + [yPP).

(#i) Sean f,g € Cla,b] tal que f(t) < g(t) para cada t € [a,b]. Si existe to € [a,b]
tal que f(to) < g(to), entonces

/a " byt < fa ’ o(t)dt.

Ahora sean fi, fo € Cla,b] con fi # fo y |fill, = | f2ll, = 1. Como fi # fo, se
tiene que eziste to € [a, b], tal que fi(to) # fa(to), luego usando (i), tenemos

filto) + S < 2 1) + 1 folto)P). (13
Tumbien por (3) s¢ tiene que
O+ HOF <2 (AOP +1£OP), (14
para cada t € [a,b]. De las desigualdades (1.3) y (1.4) y de (is) concluimos que

b b b
[ 1@+ sora < 22 1hora+ [ 1m0
P 1(1+1) = 2,

de aqui tenemos que ||fi+ fol, < 2. Esto muesira que Cla,b] dotado con la

L,-norma donde p > 1, es estrictamente convezo.
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Observacién 1.2 Por la tanto, se sigue del teorema 1.2 que si G es un subespacio
de dimension finita de C [a,b|, entonces las mejores aproximaciones con respecto
a una Ly,-norma, 1 < p < oo, son siempre tnicas. Sin embargo, el problema de
unicidad de las mejores aproximaciones con respecto a la Li-norma o Le,-norma

necesita investigaciones adicionales.
Concluimos esta seccién con un resultado de continuidad de la proyeccién métrica.

Teorema 1.3 Sea G un subespacio de dimensién finita de un espacio lineal Teal
normado E con la propiedad de que cada funcién en E tiene una inica mejor aproxi-

macién desde G. Entonces la proyeccion métrica Pe : E — G es continua.

Prueba; La prueba se divide en tres partes. Primero mostramos que para
cualesquiera fi, f» € E, se tiene que |d(f1,G) — d(f2,G)| < ||f1 — f2l|. Veamos,
sean fi, fo € E dados, luego

d(f1,G) < |lfi =gl £ Ifs = foll + [ f2 — gl| para cada g € G,
es decir
d(f1,G) = i = foll < |lf2 — 9|l para cada g € G,
lo cual implica que
d(f1,G) = |lfi = foll < d(f, G),
con lo cual concluimos que
d(f1,G) — d(f2,G) < |lfr — fll -
De manera ansloga d(f2, G) — d(f1,G) < ||f1 — fall, por lo tanto
|d(f1,G) — d(fo, G)| < |lf1 = fall -

Lo segundo que mostraremos es que la funcién ¢ : E — R tal que o(f) = d(f,G)

para cualquier f € E, es continua. Veamos, sean f € Ey € > 0 dados, y sea 6 =,

T



luego h € E, [|h — ]| < 6 = |o(k) — o(f)] = ld(h, G) — d(£,G)| < b — fll < 6 =,
por lo tanto ¢ : E — R es continua. Estamos listos para probar que la proyeccién
métrica P; : E — G es continua. Supongamos lo contrario, es decir supongamos
que exista fy € E tal que Pg no es continua en fo, luego existe € > 0 tal que para
cualquier n € N, existe un f, € E con ||fo — foll < 2 ¥ [|Pa(fz) — Po(fo)l| = €. De
esta manera, hemos construido una sucesién (f,) en E tal que nlEEo fa = fo. Ahora

la funcién ¢ definida anteriormente es continua, luego la sucesién (¢ (f,)) converge

a ¢ (fo) . Por otro lado

1Pe(fa)ll € 1Pa(fa) = fall + I fall = d(fns G) + |l fnll = ¢(fn) + Il

para cada n € N, luego la sucesién (Pg(f»)) es acotada puesto que las sucesiones
(¢ (fx)) ¥ (f») son acotadas por ser convergentes. Desde que G es un subespacio de
dimensién finita y (Ps(f,)) es una sucesién acotada en G, tenemos que existe una
subsucesién (Pg(fx,)) de (Ps(fa)) tal que n].i_{lélﬂ Po(fx,) = 9o, donde go € G. Evi-
dentemente go # Pa(fo), ya que si go = Pe(fo), tendriamos que || Po(fx,) — go|| = €o
para cada n € N, lo cual implicarfa que 0 > €, lo cual es absurdo ya que ¢ > 0.
Ahora

Ifo—goll = | lim fi, - lim Pe(fe,)
= lim |[fs, — Pe(fi)ll = lim d(fy,,G)
= Iim ¢(fr.) = ¢ (fo) = d(fo, G).

Por lo tanto, go v Ps(fo) son dos distintas mejores aproximaciones de f desde G, lo
cual contradice la unicidad de las mejores aproximaciones. Esto prueba el teorema

1.3. m

1.2 Caracterizacién de las Mejores Aproximacio-
nes Uniformes

En esta seccién proporcionamos caracterizaciones de las mejores aproximaciones uni-

formes. En particular, es mostrado que las mejores aproximaciones uniformes desde
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espacios de Chebyshev pueden ser caracterizadas por propiedades de alternacién.

Empezamos con la definicién de las mejores aproximaciones uniformes.

Definicién 1.3 Para cada funcion h € C [a,b], la norma uniforme o L.,-norma

es definida por

[Allee = sup |A(£)]. (1.5)

tefa,b]
Las mejores aproximaciones con respecto a esta norma son llamadas las mejores

aproximaciones uniformes.

En los resultados siguentes la notacion siguiente es usada. El conjunto de puntos

extremos de una funcién h € C [a, b] es definida por
E(h) = {t € [a,b] / |h(t)] = [|hllo} -

Es sencillo probar que E(h) es compacto. A continuacién damos una caracterizacion

de las mejores aproximaciones uniformes debido a Kolmogorov.

Teorema 1.4 Sean G un subespacio de C [a,b], f € C[a,b] y gy € G. Las siguientes

expresiones son equivalentes:
(i) La funcion g5 es una mejor aprorimacion uniforme de f desde G.
(i) Para cada funcion g € G,

i (F(t) = 97()(t) 0. (1.6)

Prueba. (ii) = (i). Usaremos la siguiente propiedad:
Sia,b € R, entonces
|a —b] = |a| + |b] < ab < 0. (1.7)
Supongamos que se cumple (i¢) y sea ¢ € G dado. Como G es un subespacio de

Ca,b] con g, gr € G, entonces g — gy € G, luego por hipétesis

ey (F15)— 9r(®)(9(t) — gs(t)) <0.



Pero E(f — gs) es compacto, entonces existe to € E(f — g5) tal que

(f(to) — g5(t0))(g(to) — g5 (to)) < O. (1.8)

La propiedad dada en (1.7) y (1.8) y nos permite concluir que

I|f = glls = (o) — g(to)] = |(f(to) — g5 (to)) — (g(to) — g7(t0))]
= |f(to) — g7 (to)| + |g(to) — g5 (to)|

= |f — 9sll + lg(to) — g7 (to)| 2 | f — 9fll »

para cada g € G, y como gs € G, se concluye que

If — 91l = a(F, G),

luego se cumple (7).
(i) = (ii). Supongamos que (i) no se cumple, es decir existe una funcién g, € G

tal que

a=_min (Ft)~ 9/()o:(6) >0

Luego, para cada t € E(f — gy),

(f(t) — 97(£)g:(t) > 5- (1.9)

| R

Desde que (f — gf)g1 € C [a, b], esto y (1.9) implican que para cada t € E(f — gy)
existe un intervalo abierto I; con t € I, tal que para cada s € [a,b] N I,

. (1.10)

N R

(£(s) = 95(s)gr(s) >

Ahora, es claro que E(f —g;) € I = U I, con I abierto, luego [a, bJ\I es
cerrado, y como [a,b]\I es acotado, entonces [a,b]\I es compacto, luego existe

ax t) — gs(t)|, y se tiene
terﬁ,b]\‘,[f( ) — 95(t)]

max |f(t) —gr@®)| < If — 91lloo - (1.11)

te(a,bj\I

10



Debe observarse que en (1.11) se obtiene la desigualdad estricta, y no puede darse

la igualdad ya que si este fuera el caso, existirfa ¢y € [a,b] \I tal que

| £ (o) = 95(t0)l = If — 97lls »

lo que implicarfa que ¢, € E(f — g;) C I, es decir ¢y € I, pero esto es absurdo ya
que to ¢ I. Definimos

B=IIf = 9slleo = max 1£() - 9/(5)] >0, (1.12)
. (84 ﬁ

A= ’ 0, s

Iﬂm{zuﬁ'lllim 2||g1||w} g (1.13)

92 = g5 + Ag1. (1.14)
Luego por (1.10), (1.13) y (1.14) tenemos que para todo t € [a,b] N I

(f(t) — g2(1))” = (F (1) — 95 (t) — Aga())?
= ((t) — 95()* = 2A(F(®) — 95 ()0r(1) + N'g} (1)
<11f = gl = Ao+ N lgull% < I1F = 95ll% = e+ X2 (55)

= I~ gsll = 5= < IIf = gsll%,
Luego se ha probado que para todo t € [a,b] N 1,
1) — g2 < IIf — 9/l - (1.15)
Ademis, por (1.12), (1.13) y (1.14) tenemos para todo ¢ € [a,5]\I,
1£(8) — g2(8)] = |£(&) — 95(t) = Aga (B)] < [£(t) — g5 (B)] + Alga (D)
< max 1) - s+ Ml < 1 = 01l — 842 ()

tela,bl\/

=If — 9slloo —-<[|f 91l oo

11



Luego se ha probado que para todo ¢ € [a,b]\I,

|F(®) = g2(8)| < [If = 97l - (1.16)

De (1.15) y (1.16) concluimos que

If = g2llo < 11 — glloc

donde g, € G, y por lo tanto, gy no es mejor aproximacién uniforme de f. Esto
prueba el teorema 1.4. m

La condicién (1.6) es llamado el criterio de Kolmogorov y representa un criterio
general para las mejores aproximaciones uniformes desde subespacios arbitrarios
de C[a,b]. Si consideramos la clase especial de espacios de Chebyshev, entonces
usando el teorema 1.4, obtenemos una caracterizacién de las mejores aproximaciones
uniformes en términos de puntos extremos alternantes del error (Teorema 1.8) la cual
es la base del algoritmo descrito en el capitulo 2.

En lo siguiente damos algunas definiciones y teoremas sobre espacios de
Chebyshev, cuyas pruebas pueden ser encontradas en el libro Approximation by

Spline Functions, por Giinther Niirnberger.
G154+ 3 9n
tls N in

Seanty,... ,t, € [a,b]y g1,... ,9. € C [a,b], denotaremos por D

al determinante dado por

ai(t1) ... ga(t)

D gl}"”gﬂ —

tl: “aileTy tn
g1(tn) - gn(tn)

Definicién 1.4 Un subespacio G de C |a,b] tal que dim(G) = n, es llamado un
subespacio de Chebyshev o subespacio de Haar si existe una base {gi,... ,gn} de G
tal que

D g1y--+ 1 9n <0
tiy.-estn

para todos los puntos t; < --- < t, en [a,b]

12



Teorema 1.5 Sea G un subespacio de C |a,b] tal que dim(G) = n € N, las siguien-

les expresiones son equivalentes:

(i) Para todas las funciones f € C [a,b] y todos los puntos t, < --- < t, en [a,b]

existe una unica funcién g € G tal que
g(tt)=f(tt)1 t=1,...,n
(#i) G es un subespacio de Chebyshev.

Teorema 1.6 Sea G un subespacio de C [a,b] tal que dim(G) = n € N, las siguien-

tes expresiones son equivalentes:
(i) G es un subespacio de Chebyshev.
(ii) Ninguna funcién no nula de G tiene por lo menos n ceros distintos en [a,b] .

(i) Para todos los puntos a = tg < t; < --+ < tp_1 < t, = b, exisle una funcion

g € G tal que

g(t)=0: te{tla"-:tn—l}a
g(t) #0, té{t,...,ta1},
(—1)i9(t) >0, te(ti-1,t), t=1,...,n

Ejemplo 1.6 El prototipo de un subespacio de Chebyshev de C [a,b] es
P,={p:[a,b] > R: p(t) = Eajtj, ag, ... ,an € R},
=0

el subespacio de los polinomios de grado a lo mds n. Es bien conocido que
dim(P,) = n+ 1 y cada polinomio no nulo en F, tiene a lo mds n ceros distin-

tos en [a,b], luego por el teorema 1.6, P, es un subespacio de Chebyshev de C' [a,b].

Ejemplo 1.7 Sea [a,b] un subintervalo de [, 7). Llamamos

Qn={f:[a,b] > R: f(t) = a0+ 3}, (a; cos(jt) + b;sen(jt)),
g, a1, - - - :anabla-' . vbn € R}

13



el espacio de los polinomios trigonométricos de gradon. Cada funcién f € Q, puede
ser escrita como
1 o il
f(t) = E z ((aj — ij) e It + (0;3' + ij)e Ut) .
=0

Haciendo z = €, obtenemos f(t) = z~™p(z), donde p es un polinomio de grado a lo
mds 2n con coeficientes complejos. Desde que cada polinomio p # 0 tiene a lo mds
2n ceros distintos, la funcion f tiene a lo mds 2n ceros distintos en [a,b]. Ademds

dim(Q,) = 2n + 1, por lo tanto, se sigue del teorema 1.6 que Q, es un subespacio
de Chebyshev de C [a,b).

Corolario 1.1 Sea G un subespacio de C [a,b] tal que dim(G) = n € N. Luego para
todo entero m € {1,... ,n} y todos los puntosa =t <t < -+ < tpm_1 <t = b,

eriste una funcion no nula g € G tal que
(-1)*g(t) >0, te[tint], i=1,...,m.
Ahora estamos listos para dar un resultado de unicidad de Haar.

Teorema 1.7 Sea G un subespacio de Chebyshev de C [a,b]. Entonces para cualquier

funcion f € C[a,b], eziste una tnica mejor aprozimacion uniforme desde G.

Prueba. Supongamos que G es un subespacio de Chebyshev de C' [a, b] tal que
dim(G) = n € N y sea f € C[a,b] dado. Es obvio que si f € G, entonces f tiene
una dnica mejor aproximacién desde G dada por f. Ahora, si f ¢ G, por el teorema
1.1 existe una mejor aproximacién uniforme g; € G. Nosotros primero mostramos
que E(f — g7) contiene al menos n + 1 puntos distintos. Supongamos lo contrario,
es decir que E(f — g7) = {t1,... ,tp} con p < n. Sean los puntos i5.y,... ,tn €n
[a,B] tal que los puntos ty,... ,t, son distintos. Desde que G es un subespacio de
Chebyshev, por el teorema 1.5 existe una funcién g € G tal que

gt:) = f(t:) —grt:), i=1,...,n
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Por otro lado, siendo f # gy, tenemos

If(t%)_gf(t%)lr_-“f_gf”oo}oa ?:=1)"' ) P

Entonces para todo t € E(f — g), tenemos

(f(®) — 9s()g(t) = (£(£) — 97(2))* > 0.

Por lo tanto, por el criterio de Kolmogorov, la funcién g IO es mejor aproximacion

uniforme de f, lo cual es una contradiccién. Supongamos ahora que g1, 92 € Ps(f),

desde que Fe(f) es convexo, tenemos que g = 1(g1+g2) € P(f). Asi, existen n+ 1

puntos distintos t1,... ,tn1 en E(f — g), luego
[f&:) — gt = |If — glle =d(f,G), i=1,...,n+1,
es decir
(F(t:) — 91(8:)) + (F(t:) — g2(t:))] = 24(£,G), i=1,...,n+1.

También

|f(tl) —'gj(ti)l S ”f -gj”m = d(-faG)r 1= 13"* )n+1: j: 112

De (1.17) y (1.18), tenemos que
ft) —qi(t) = fts) —g2(ts), i=1,...,n+1,
lo cual es equivalente a

91(t:) — g2(t:;) = 0, i=1,...,n+1,

(1.17)

(1.18)

es decir g; — g, es un elemento de G con n + 1 ceros distintos, con G subespacio de

Chebyshev y dim(G) = n, lo cual implica que g; — g» = 0. Esto prueba el teorema

1.7. m

La idea de puntos extremos alternantes juega un rol importante en la descripcién

de las mejores aproximaciones.
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Definicién 1.5 Llamamos a los puntos t; < -+ < t, en [a,b] puntos extremos

alternantes de una funcién h € C [a,b] si eviste un signo o € {—1,1} tal que
o(-1)'ht) = |Al,, i=1,...,p. (1.19)

El siguiente resultado, debido a Chebyshev, muestra que las mejores aproxima-
ciones uniformes desde espacios de Chebyshev son caracterizadas por propiedades

de alternacién del error.

Teorema 1.8 Sean G un subespacio de Chebyshev de C [a,b] con dim(G) =n € N,
f €Cla,b] y gy € G. Las siguientes expresiones son equivalentes:

(i) La funcién g5 es una mejor aprozimacion uniforme de f desde G.
(ii) El error f — gs tiene al menos n+ 1 puntos extremos alternantes en [a,b] .

Prueba. Sea G un subespacio de Chebyshev C'[a,b] con dim(G) =n € N.

(¢1) = (4). Supongamos que se cumple (i), es decir existen puntos
a<t; < <tn1 < b
y un signo o € {—1,1} tal que
o (1) (f(t:) —gst:) = If — 91l i=1,...,m+1L (1.20)

Ademés, supongamos que (i) no se cumple, es decir existe una funcién g € G tal

que
1 —9llee <If = 9rlleo -
Entonces se sigue de (1.20) que

o (1) (f(t:) — 9(t) S If = 9lloo < IIf — 9¢lloo
=o (-1 (ft:) —grt:)), i=1,...,n+1,

lo cual implica que
o (=1) (gs(t:) — g(t)) <0, i=1,...,n+1
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Por lo tanto, la funcién no nula o (g5 — g) € G tiene al menos n ceros distintos en
[@,b], lo cual contradice el teorema 1.6.

(¢) = (it) . Supongamos que se cumple (i). Es obvio que si f € G, entonces
f—g5 = 0 tiene més de n+1 puntos extremos alternantes. Ahora, si f € C [a,b]\G,
demostraremos que f — g, tiene al menos n + 1 puntos extremos alternantes en
[a,b] . Supongamos lo contrario, luego se tiene que f — g 7 tiene a lo mds n puntos
extremos alternantes. Nosotros escogemos un mimero maximal de puntos extremos
alternantes t; < --- < t, de f — g;. Entonces se tiene que r < n. Asumiremos que

f(t1) —g7(t1) = ||f — g7ll.- (El otro caso sigue andlogamente). Asi, existen puntos
a=u <u <- - <U_1<U=0b
y un ndmero real ¢ > 0 tal que

uée[tiati-f—l)a ?::1,...,?"—].,

)F(FE) —9s@) S If =9l =) £ E [unuwia], =0,...,7 =1
Desde que r < n, por el Corolario 1.1 existe una funcién no nula g € G tal que
(-1)¥g(t) =0, te€ [u,un], ¢=0,...,7—1L
Sea g; = —g, entonces g; € G es una funcién no nula y
(=1)igi(t) 2 0, t€ [wi,uspa], i=0,...,7—1L

Ahora consideremos A > 0 tal que A||g1]|, < c. Entonces, tenemos para todo

i€{0,...,r—1} y paratodot € [, wi1],
—If = 95llee < (1) (F(E) — 95(2))
< (1) (f@) - 9s,2) — (1) A (2)
S =91l ¢+ A ll91llo
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Esto implica que para todo ¢ € [a, b],

[F(8) = (9r(®) + 21 ()] < IS = 9loo »

es decir

If = (gr +290)ll < IF = 91llos -

Por lo tanto, las funciones distintas gy y g + Ag: son mejores aproximaciones uni-

formes de f, lo cual contradice el teorema 1.7. Esto prueba cl tcorema 1.8. ®

Ejemplo 1.8 El teorema justamente probado es muy importante para la delermi-
naciéon numérica de las mejores aprozimaciones uniformes. Por ejemplo, si de-
seamos aprozimar la funcion definida por f(t) = sengmt por un polinomio de grado
menor o igual a 1, g(t) = ag-+ayt sobre [0,1], es decir, en este caso G = span {1,t},

entonces la funcion error f — g debe allernar al menos ires veces.

T e s
; E ' .
I-----..___._..__.E.‘.. = ;-----;;W
: | i e E
[y B J fr.-" '
1 i ."‘i' i
o A ;
; i |
025 sl oo :
: i — i
i} 0.25 03 € 0.75 1

t

figura 1

De la figura 1, podemos afirmar que los puntos de alternacion son 0, ¢ y 1, donde c

es desconocido. Sca € = ||f — gll- Entonces

f(0)—g(0) = —e
fle)—g(e) = e
f(1)—g(1) = —e
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Desde que f(t) = sen %ﬂ‘t y g(t) = ap + a1t, tenemos las siguientes ecuaciones

ag = €
- 1
ag+ca; = sen Ewc —i€
ap+a; = 1l+e

Si conocemos ¢, podemos determinar ag, a, y €. FEn ¢, el error es mdzimo. Asi
f'(e) = g'(c) = 0, de aqui (m/2)cosjme = a;. Desde que a; = 1, oblenemos

¢ = (2/m) arccos(2/7) = 0.56066418 ¥y luego

€=ag = %(—-c + sen %ﬂ'c) = (0.10525683.
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Capitulo 2

Unicidad Fuerte de las Mejores

Aproximaciones Uniformes

2.1 Unicidad Global y Unicidad Fuerte de las Me-
jores Aproximaciones Uniformes

Se muestra que los espacios de Chebyshev son exactamente aquellos espacios para
los cuales las mejores aproximaciones uniformes son siempre 1nicas e incluso tnicas
fuertemente. Para demostrar esto, necesitamos una caracterizacién de las mejo-
res aproximaciones uniformes tnicas fuertemente. Ademss daremos férmulas para
calcular la constante de unicidad fuerte.

Primero introducimos la idea de las mejores aproximaciones tnicas fuertemente,

las cuales juegan un rol importante en el cdlculo de las mejores aproximaciones.

Definicién 2.1 Sea G un subespacio de C'[a,b]. Una funcién g5 € G es llamada
una mejor aprozrimacion uniforme unica fuertemente de f € C'la,b| si existe una

constante K¢ > 0 tal que para todo g € G,

If = 9lleo 2 If — 91lle + K ll9 — 91los - (2.1)

La constante de unicidad fuerte K(f) de f es definida como el mdximo de tales

mimeros K.
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Ahora discutimos la relacién entre las mejores aproximaciones uniformes tinicas

y unicas fuertemente.

Observacién 2.1 Obuviamente, cada mejor aprozimacion tunica fuertemente es una
Unica mejor aprorimacion. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general, como

muestra el siguiente ejemplo.

Consideremos el subespacio G = span {g1} de C'[-1,1], donde g;(t) = . Sea la
funcién fo € C[—1, 1] definida por fo(t) = 1 — |t|. Entonces las funciones g; y 0
son mejores aproximaciones uniformes de fp desde G. Sin embargo, si modificamos
fo en una vecindad pequena arbitraria de ¢ = 0 tal que para la funcién resultante
tenemos f € C[-1,1], ||fllo =1y f'(0) = 0, entonces g; = 0 es una tnica, pero
no una mejor aproximacién uniforme tnica fuertemente de f desde G. Pero, desde

que fo y f coinciden excepto en una vecindad pequenadet{ =0y

1f = g1llo = I = 91llo »

en la préictica considerarfamos ambos g5 y g1 como las mejores aproximaciones uni-

formes de f desde G.
Ademés, este ejemplo muestra que aunque una funcién g; € G es una tnica

mejor aproximacién uniforme de una funcién dada f, no podemos concluir que, si

para algin g, € G, ||f — g1llo— || — 95l €8 pequefio, entonces también [|g1 — gr||,

es pequeiio. Esto, sin embargo, es cierto si gy € G es una mejor aproximacion tinica

fuertemente de f, desde que para todo g € G,

o= gpll. & Kif (1 = glloo — I = 911l - (2.2)

Las observaciones anteriores muestran que en la préctica solamente las mejores

aproximaciones tnicas fuertemente pueden ser consideradas como iinicas mejores

aproximaciones.
Ahora examinaremos la relacién entre la unicidad fuerte y la Lipschitz-continuidad

de la proyeccién métrica.
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Definicién 2.2 Sea G un subconjunto de C'la,b] y sea f € C |a,b] tal que f tiene

una unica mejor aprorimacién uniforme gy € G. La proyeccion métrica
Pg : Cla,b] = POW(QG)

es llamada Lipschitzcontinua en f si existe una constante Ly > 0 tal que para todo

f € Cla,b] y todo g; € Ps(f),
los —a7ll,, < e |[£ = 7| (23)

Teorema 2.1 Sean G un subconjunto de C [a,b] y f € C [a,b]. Si f tiene una mejor

aproximacion uniforme tnica fuertemente desde GG, entonces la proyeccion métrica

Pg : Cla,b] — POW(G) es Lipschitz-continua en f.

Prueba. Sea f € C [a,b] tal que f tenga una tinica mejor aproximacién uniforme

g5 € G, es decir existe una constante Ky > 0 tal que para todo g € G,

If = 9llee = If — 95l + B llg — 97l -

Entonces para todo f € C[a,b] y todo g 7 € Po( f), tenemos

Ky lgs — 97ll o, < IF = 97ll o — IIf — 91llce

<=7+ |F-9i] - 1F ~9sll

=7~ A|_+dF:0) - 1f - 95l

<|lr= A+ |7 -9l - 17 —9sls

< f_fm+”(f—gf)—(f—gf)“mﬂﬂf—fﬂm-

Luego Ly = ?{%— es la constante deseada. Esto prueba el teorema 2.1. =
El siguiente resultado muestra que las mejores aproximaciones uniformes iinicas

fuertemente pueden ser caracterizadas en términos del criterio fuerte de Kolmogorov.

Teorema 2.2 Sean G un subespacio de dimension finita de C [a,b], f € C'[a,b]\G

y g5 € G. Las siguientes expresiones son equivalentes:
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(i) La funcién g; € G es una mejor aprozimacién uniforme tnica fuertemente de
f desde G.

(it) Para cada funcién no nula g € G,

min )(f(t) —g5(%)) g(t) < 0. (2.4)

teE(f—g f

(i) Ewiste una constante Ky > 0 tal que para cualgquier funcion g € G,

im0~ 9r®)9() < ~KrIf ~orll loleo-  (29)

Prueba. (i) = (). Supongamos que (#ii) se cumple y sea la funcién g € G

dada. Por (i) existe un punto ¢t € E(f — gy) tal que

(f(&) —g7®)) (9(¢) — 957(2) < K5 |If — 97llo 19 — 97l oo -
Esto implica que
If — 9lloo = 1£ ) — 9@)| = |(F(£) — 95(2)) — (9(t) — g7 ()]
= |£() — gr@®)] + |g(t) — g5 ()]

> ||f—gfnm+1<f%_—9;’-j','g'7)l o — sl

=||f — 97l + K1 llg — 95ll oo -

(i) = (iii). Supongamos que (iéi) no se cumple, es decir existe una funcién

g1 € G tal que para todo t € E(f — gy),

(f(&) — 9r®) 91(8) > —E; [If = 95lloo 191]lco -

Desde que E(f — g;) es compacto, existe una vecindad abierta U de E(f — gy) tal
que para todot € U,

(f(&) — 97(®) 91(8) > =K1 [|If = 9rlloo 191 lc0 »

£ = 950] > 5 1F ~ 97l (2.6
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Es més, podemos escoger U suficientemente pequenio tal que para todo ¢ € U con

(f() — 97()) 9:(¢) <O,
91 (8)] < K |91l oo - (2.7)

Desde que [a,b]\U es compacto, existe un mimero real ¢ > 0 tal que para todo

t € [a,b]\U,
[F@&) —gr@)| < Nf — g1l — (2.8)
Multiplicando g; con un factor positivo apropiado, podemos asumir que
y 1
ol <min e, 3 1 - g5l | 29)

Definiendo gs = g; + g1. Entonces por (2.8) y (2.9) tenemos para todo ¢ € [a,b]\U,

|7 () — g2(0)| = |(F(£) — 97(2)) — 1 (2)]
<|Nf = 91llee — €+ 911l < IIf = 91l -

Ademés, por (2.6) y (2.7) tenemos que para todo t € U con (f(t) — g5(t)) 9:1(t) <0,

|£(t) — g2(®) = |(f () — 9£(2)) — 9:(2)]
= |£(t) — gr @) + 19:1(®) < | — 97lloo + K7 91l oo

=1f = 91lloo + K ll92 = 91l -

Finalmente, por (2.6) y (2.9) se tiene para todo t € U con (f(t) — gs(¢)) 91(¢) = 0,

|£(#) = g2(®)] = |(£(£) — 9s(2)) = 91 (®)]
= |£(®) — gs@)| — 191 (&) < [|F — 9slloo -

Esto muestra que
If — g2llee < If = 91lloo + Ky llg2 — 91lloo »

es decir no se cumple (2).
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(#) = (4ii). Supongamos que se cumple (i7). Sea la funcién
Fi{geG:llgl,=1} =R,

definida por
F( )= min Mg(t).

o teB(f—gy) “f = gf"oo

Desde que G es dimensién finita, el conjunto {g € G : 9]l = 1} es compacto. Por

lo tanto, desde que se cumple (ii), tenemos que
F(g) < 0 para todo g € {g € G : ||g]|, = 1},

entonces existe Ky > 0 tal que F(ﬁ) < — K para toda funcién no nula g € G,
lo cual muestra que se cumple (iii).gDogsde que la implicacién (i42) = (i) es obvia,
la prueba del teorema 2.2 est4 completa. m

El siguiente resultado es una caracterizacién de aquellos espacios de dimensién
finita para los cuales las mejores aproximaciones uniformes son siempre tnicas, res-

pectivamente, tinicas fuertemente.

Teorema 2.3 Para un subespacio de dimensién finita G de C [a,b], las siguientes

expresiones son equivalentes:

(i) Para cada funcién f € C [a,b], eziste una tinica mejor aprozimacion uniforme

desde G.

(1) Para cada funcion f € C [a,b], exisie una mejor aproximacion uniforme inica

fuertemente desde G.
(i) G es un subespacio de Chebyshev.

Prueba. La implicacién (i2) = (7) es obvia.
(#4i) = (4i). Supongamos que se cumple (i) y sea f € Cla,b] dado. Por el
teorema 1.7 existe una unica mejor aproximacién uniforme g; € G de f. Ademds

por el teorema 1.8 existen puntos

aﬁt;(---(thSb
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y un signo o € {—1,1} tal que

o (—1) (F(t) - gs(t)) = If —gsllyr i=1,... 041

Asumiremos que (z) no se cumple. Entonces por el teorema 2.2 existe una funcién

no nula g; € G tal que
0 < (f(t:) — gr(t:)) g (t:)
=o(-1)'|f ~gtllo01(k)s i=1,... ,n+1. (2.10)

Desde que por el teorema 1.6, la funcién g; € G tiene a lo més n — 1 ceros distintos,
existe un entero j € {1,... ,n+ 1} tal que g,(¢;) # 0. Ademss, por el teorema 1.5

existe una funcién g, € G tal que
o(=1)'g(t:) =1, i=1,...,n4+1, i#j. (2.11)
Desde que o (—1) g;(t;) > 0, existe un & > 0 tal que
o (—1) (g1(t;) + €ga(t;)) > 0.
Ademss, se sigue de (2.10) y (2.11) que
o (—1) (g1(t:) +€92(t:)) >0, i=1,... ,n41, i#j.

Por lo tanto, la funcién g; + g, en G tiene al menos n ceros distintos, lo cual

contradice el teorema 1.6.
(z) = (¢42). Supongamos que (i4¢) no se cumple. Sea {gi,...,gn} una base de

G. Entonces existen puntos t; < --- < t, tal que
D o =0. (2.12)

Por lo tanto, las filas de la matriz correspondiente son linealmente dependientes.

Esto implica que existen mimeros reales a;,... ,a, tal que
T
> e #£0
i=1
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Zaig (t;) =0 para todo g € G. (2.13)

=1

Ademds, se sigue de (2.12) que existe una funcién gy € G con llgolls =1 tal que
_Q()(fg) =O, }= 1,... y 0.
Ahora definimos para todo i € {1,... ,n},
h(t;) = 1, siag, =0,y
h (ti) = Sgna;, si a; ?é 0.
Entonces h puede ser extendido a [a,b] tal que h € Cla,b] y ||hll, = 1. Sea la
funcién f € C'[a,b] definida por

f(t) = h(t)(1 — |go(t)|) para todot € [a,b].

Desde que ||f||, = 1, se sigue que d(f,G) < 1. Supongamos que d(f,G) < 1.

Entonces existe una funcién g € G tal que

F@) -t <1, i=1,....n.
Seai € {1,...,n} con a; # 0 dado. Entonces |(sgna;) — ¢(t;)| < 1 lo cual implica
que (sgna;) g(t;) > 0. Asi se sigue que

Z a;g (t;) > 0,

=1

lo cual contradice (2.13). Esto muestra que 0 € Pg(f). Ademds, para todo t € [a, )],
|£(t) — go(t)] < |R(£)(1 — |go(£)])] + |go(?)]
<1—go(t)] +go(t) = 1.
Esto muestra que ||f — goll, = 1 lo cual implica que go € Pu(f). Por lo tanto, la
declaracién () no es cierta. Esto prueba el teorema 2.3. =

En lo siguiente derivamos férmulas para calcular la constante de unicidad fuerte

(ver definicién 2.1). Observamos que las constantes de unicidad fuerte pueden ser
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usadas para obtener estimaciones del error en el célculo de las mejores aproximacio-
nes uniformes (ver observacién 2.2).
A fin de establecer el resultado, usamos la siguiente notacién. Para una funcién

dada f € C'[a,b], definimos la funcién signo de f por

—1, si f(t) <0
sgn f(t) = 0, si f(t)=0
1, sif(t)>0

para todo t € [a, b].

Lema 2.1 Sea G un subespacio de dimension finita de C [a,b], y sea gf € G una

mejor aprozimacion uniforme tnica fuertemente de f € C [a,b]\G. Luego

K(f) = glgg,l tegggﬂgﬂsgn(f(t)—gf(t))g(t)

llgllo=1

— min {1/ lgll,, : g € G, sgn (F(t) — 95(£)) 9(t) < 1 para todo t € E(f — gy)}.

Prueba. Denotamos el primer (respectivamente el segundo) minimo por m;
(respectivamente my). Por la prueba del teorema 2.2 las constantes K; > 0 las
cuales aparecen en la condicién (i) y (éii) del teorema 2.2 son las mismas. Desde

que la condicién (2.5) es equivalente a

max }(f(f) —g7(1) 9(t) = Ks | f — 95lloo 119 ]leo

teE(f—ay
para todo g € G, se sigue que K(f) = mi. Mostraremos que m; = ms. Sea una

funcién no nula g € G con

sgn (f(t) —gs(¢)) g(t) <1

para todo t € E(f — gy) dado. Nosotros definimos g, = 9/ |lgll- Luego tenemos

que flg1flo =1y

my < max sgn(f(t) —gs(t) 1(t) < 1/ [lgallc -
teE(f-ay)

Esto muestra que m; < ma.
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Por otro lado, sea g € G con ||g||,, = 1 dado. Definimos

M = :_eé’:'(l?ﬁ 7 (f(t) — g7(t) 9(2)

y g2 = (1/ M) g. Entonces tenemos

sgn (F(2) —9s(£)) 9(®) <1

para todo t € E(f — g5) y por consiguiente, M = 1/ ||g2||, = m2. Esto muestra
que my > mg y prueba el lema 2.1. =

El siguiente resultado, muestra que para espacios de Chebyshev G, las constantes
de unicidad fuerte pueden ser calculadas por la norma de las funciones de interpo-

lacién desde G.

Teorema 2.4 Sea G un subespacio de Chebyshev de C [a,b] tal que dim(G) =n, y
sea g; € G una mejor aproximacién uniforme tnica fuertemente de f € C'[a,b]\G"
tal que E(f — g7) = {t1,.-. stn+1}. Para cada j € {1,...,n+1}, sea g; € G la

funcidén tnicamente determinada tal que
gi(t:) =sgn (f(t:) —gst:)), i=1,...,n+1, i#].
Entonces tenemos
K(f) = min {1/ |gill -5 =1, ;n+1}.
Prueba. Por simplicidad haremos
E=E(f —g5) y o =sgn(f —g5)-

Por el lema 2.1, existe un go € G tal que o(t)go(t) < 1 para todot € E y
K(f) = 1/||goll,- Escogemos un punto extremo ?o de go. Ademss, definimos
A={teE:gt) = o(t)} y tenemos que mostrar que A contiene exactamente n

puntos. Para hacer esto primero mostramos que no existe un g € G tal que

o(t)g(t) <0, tE€ A, (2.14)
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sgn go(to)g(to) > 0. (2.15)

Supongamos lo contrario, es decir que exista una funcién ¢ € G que cumpla lo

anterior. Para todo € > 0 definimos g. = go + €g. Entonces por (2.15) tenemos
19ellee = 192 (to)| = |go(to)] + € lg(to)| > llgollo - (2.16)
Por (2.14) existe una vecindad U de A tal que para todo t € U,
o(t)g(t) <0, tel.
Entonces para todot € ENU,
o(t)ge(t) < 1+e0(t)g(t) < 1.

Ademés, existe un mimero real ¢ > 0 tal que

a(t)go(t) < 1—c¢, t € E\U.
Entonces para todo t € E\U,

o(t)ge(t) <1—c+ellglle <1,
si ¢ es suficientemente pequefio. Por lo tanto, por (2.16) y el lema 2.1

K(f) <1/ ||9elleo < 1/ llgolle = K(£),

lo cual es una contradiccién. Esto muestra que (2.14) y (2.15) se cumplen.

Ahora mostraremos que A contiene al menos n puntos. Supongamos lo contrario,

es decir A = {uy,... ,Un}, donde m < n. Si es necesario, agregamos los puntos
Umi1s- -+« »Un—1. Desde que G es un espacio de Chebyshev con dim(G) = n, existe
un § € G con

§(u;) = —o(us), g= Lieasnit=— 1,
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§(to) = sgn go(to),

lo cual contradice (2.14) y (2.15).

Si A contiene n+ 1 puntos, entonces por la suposicién A = E y por la definicién
de A,

(f(t) - g7,(®) go(t) >0, t€E.

se sigue del teorema 1.4 que gy no es una mejor aproximacién uniforme de f, lo cual
es una contradiccién. Esto prueba el teorema 2.4. m

Observamos que si como en el teorema 2.4 el conjunto E(f — gs) contiene exac-
tamente n+ 1 puntos, entonces por el teorema 1.8 estos puntos son puntos extremos
alternantes de f — gy.

En lo siguiente mostraremos que las funciones f con f®™*V(¢) # 0 para todo
t € (a,b) tienen mejores aproximaciones uniformes gy desde P, con esta propiedad.

Para hacer esto, usamos el siguiente resultado.

Lema 2.2 Sea una funcién f € C™ [a,b] con f®™(t) # 0 para todo t € (a,b).
Entonces el espacio span {P, U {f}} es un subespacio de Chebyshev de C [a,b] con

dimension n + 2.

Prueba. Sea H = span{P, U {f}}. Supongamos ahora que H no es un espacio
de Chebyshev. Entonces por el teorema 1.6 existe una funcién no nula » € H con

al menos n + 2 ceros distintos. Ademés se sigue del teorema de Rolle que
K € span{P, U{f'}}

tiene al menos 1 + 1 ceros. Consideramos derivadas adicionales de h’ y finalmente

obtenemos que h®™) € span {f (»+1)} tiene al menos un cero lo cual es una con-

tradiccién. Esto prueba el lema 2.2. =
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Teorema 2.5 Sea una funcién f € C** [a,b] con f™+(t) # 0 para todo t € (a,b),
y sea gy € Py, la mejor aprozimacion uniforme de f. Entonces el error f — gy tiene

ezactamente n + 2 puntos extremos alternantes
a:tl‘(tg 5 <tﬂ—f—1 ‘(tn_,_g:b
tal que f'(a) — gj(a) # 0 y f'(b) — g5(b) # 0.

Prueba. Por el teorema 1.8 el error f — g tiene al menos n+2 puntos extremos
alternantes. Entonces se sigue que f — gy tiene exactamente n + 2 puntos extremos
alternantes; de lo contrario f — g; tiene al menos n + 2 ceros lo cual por el teorema
1.6 es una contradiccién al lema 2.2. Supongamos ahora que f'(a) — g%(a) = 0. (El
otro caso sigue andlogamente) Entonces f' — g} tiene n + 1 ceros en i,... ,tn41.
Como en la prueba del lema 2.2 se sigue que f®+D = f»+1) _ g}“’“) tiene al menos
un cero, lo cual es una contradiccién. Esto prueba el teorema 2.5. =

Por ejemplo, las funciones

fik)=e , te]ab],
RE)=vt ,tel0,8],
f3(t) =cost , t€[0,7],
fa(t) =sint , t€[-5,5],
satisfacen las suposiciones del lema 2.2 y del teorema 2.5 para todo n.

Unicamente en casos muy raros las mejores aproximaciones son conocidas explici-
tamente. Una situacién excepcional es la aproximacién de la funcién f(t) = t"*! por
polinomios de grado n. Antes de probar este resultado enunciaremos el siguiente
lema cuya prueba puede ser encontrada en el libro Approximation by Spline

Functions, por Giinther Niirnberger.

Lema 2.3 Sea el polinomio de Chebyshev de grado n, T, : [-1,1] — R, definido

por

T,,(t) = cos(n arccost)

para todo t € [—1,1], entonces se cumplen:
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(i) La funcién T, es un polinomio de grado n con | T/, = 1.
(i) Tol)) =1, Ti(t) = t y
Toi1() = UTL() — Tos(t), te[-1,1], n=12,... (2.17)

(iii) Los ceros de Tpiq1 son

2n+1—4)+1 :
l; = T ) '
Ccos { 2t } X i=1,...,n+1 (2.18)
(i)
Toii(ws) = (1) | Tntalloo » (2.19)
donde

. n+2—1 -

ug—COS{Tl_'l—TT}, e IS (220)

Teorema 2.6 La mejor aprozimacion uniforme de f(t) = t"*! desde P, sobre
[~1,1] es el polinomio

1
'2'; n+1 (t))

t‘n+1 =
donde Ty, 11 es el polinomio de Chebyshev de grado n+ 1.
Prueba. Sea

1
97() = ™ — 2 Tun (1)

para todo t € [—1,1]. Por el lema 2.3 (ii), el coeficiente de £*** del polinomio T},

es 2*. Por lo tanto, nosotros tenemos que gy € P,. Ademsis se sigue del lema 2.3

que
i n+2-—1 1
(~1)2 (f) — 97(w)) = (D)™ s ()
1 :
= §;Tn+1 zllf_g,f”m} z=1,...,n+2,

donde u;, ... ,Un42 son los puntos en la expresién (iv) del lema 2.3. Entonces por el

teorema 1.8 el polinomio gy € P, es una mejor aproximacién uniforme de f. Esto

prueba el teorema 2.6. ®
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2.2 Algoritmo

Uno de los problemas fundamentales en la Teorfa de la Aproximacién es el desarrollo
de algoritmos eficientes para el cédlculo de las mejores aproximaciones. En esta
seccién describimos un método iterativo para las mejores aproximaciones uniformes
desde espacios de Chebyshev las cuales se remontan a Remez.

Sean G = span{hy,...,h,} un subespacio de Chebyshev de C [a,b] tal que
dim(G) = n y una funcién f € C[a,b] \G dado.

La idea de Remez es iterativamente calcular una sucesién de funciones (gx) en
G que converja a una funcién g; € G con la propiedad de que existan puntos

a<t)<- <ty <byunsigno o € {—1,1} tal que

o (-1 (F &) —9r@) =f —9sllee» E=1,-..,mn+1.

Se sigue del teorema 1.8 que g es una mejor aproximacién uniforme de f desde G.

En lo siguiente describimos esta aproximacion.
Descripcién del Algoritmo
En el primer paso del algoritmo escogemos un conjunto de puntos
My= {815
tal-que
a<tV <o <t®, <b.

Luego determinamos la nica funcién g; € G y el tnico mimero real A\; € R que

satisfacen
(1) (FE) ~m@E ) =X, i=1..,ntl (2.21)

Como serd mostrado después, este sistema de ecuaciones lineales tiene una tnica

solucion 0'(11):--- atP Ay, donde g1 = >, agl)hi. Para & > 1 procedemos por

induccién como sigue. Determinamos un punto ty € [a, 8] tal que

el < |£(tk) = ge(te)l = 1f = gilleo » (2.22)
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donde debe observarse que puede darse el caso de que |A\x| = | f(¢x) — gr(tx)| v en ese
caso terminarfamos de iterar ya que f— g tendrfa n+1 puntos extremos alternantes,
lo cual implicaria que g sea la mejor aproximacién uniforme de f, de manera que
supondremos que para cada k € N se cumple (2.22). Luego reemplazamos un punto
de

M= {0, 68,),
donde
a<tP <...<t®, <,
tal que un nuevo conjunto
7 - {t£k+1), o »tgf:il) ,
donde

oLt 2o ) 2,

es obtenido. En lo siguiente describimos cual punto de M; serd reemplazado por #x.
Regla de Intercambio

Definimos tJ? = —co y t,(,i)_g = 00. Entonces existe un fndice j € {0,...,n+ 1}
tal que t&) <t < £5;.

Casol. j € {1,... ,n}

Si sgn( f(t?‘)) - gk(tg-k))) = sgn(f(tk) — gk(tx)) (en caso contrario, tendriamos
sgn(f (tg’jr)l) - gk(tg-’fl)) = sgn(f(te) — gx(tx))), entonces reemplazamos tgk) (en el
segundo caso reemplazamos t;’fﬂl) por .

Caso 2. =0

Si sgn(f (tgk)) — gk (t&k))) = sgn(f(tx) — gx(tx)), entonces reemplazamos t&k) por
tx. En caso contrario, reemplazamos tfﬁl por ix.

Caso 8. j=n+1
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. k
Si sgn( f (tft_,)_l) - gk(t(k)l)) = sgn(f(¢x) — gx(tx)), entonces reemplazamos tﬂl por
tx. En caso contrario, reemplazamos tE ) por tg.
Al reemplazar un punto de M;, por t; de acuerdo a la regla anterior, obtenemos

un nuevo conjunto
k+1 k+1
M= (#7529

Luego determinamos la winica funcién gr,; € G y el tinico niimero real \x,; € R que

satisfacen
0 (FE) = g t) = Msr,  i=1,00,mt 1, (2.23)

y procedemos por induccién.

De esta manera obtenemos una sucesién (gx) en G y una sucesién (A;) en R.
Ahora mostraremos que (gx) converge a la tinica mejor aproximacién uniforme gy de
f desde G, y que (|Ax]) es una sucesién creciente y converge a la desviacién minimal

d(f,G).

Primero consideramos el sistema de ecuaciones lineales
(0 (FEP) - gut) =My i=1,..,n1 (2.24)

Si hacemos gi = Z';_I g )h , entonces (2.24) es equivalente a

n
3 aPn (tgk)) F (=D =), i=1,...,n+1 (2.25)
i=1
Este es un sistema de n + 1 ecuaciones lineales con n + 1 incégnitas a( ) : ,ag"’) y

Ar. Denotamos el determinante correspondiente por

m(E®) ... hn(tg’ﬂ) (=i)?
M) e )

El primer resultado muestra que el sistema (2.25) tiene una solucién tinica, y que la

sucesion (|Ax|) es creciente y acotada superiormente por d(f,G).
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Lema 2.4 Para todo k = 1,2,... las propiedades siquientes se cumplen:
(i) D(Mj) # 0.
(ii) Emiste un signo oy, € {—1,1} tal que

sgn(F () — go(t*™) = opsen(F(EP) — 0et®)),  i=1,...,n+1

(iii) | M| < |Aes1] < d(f,G).

Prueba. (i). Expandiendo D(M;) a lo largo de la tltima columna, obtenemos
D(M;) # 0, desde que G es un espacio de Chebyshev.
(#1). Esta propiedad sigue de la regla de intercambio.

(¢42). Para todo k = 1,2,... nosotros hacemos

h hn,
(k) _ 1 )
A=l 19 1B (E) 1) ) . (2.26)
1 2= 2 %—=12%+412--" 1»%n41

Desde que G es un espacio de Chebyshev, para cualquier base {us,... ,u,} de G se

cumple una de las siguientes posibilidades: Para cadat; < --- < t, en [a, ], se tiene

que
; i i | u
“ " 1>0,
- TORREH:
o para cada t; < --- <, en [a, b], se tiene que
p|l ™" ] <o
tl: ¥ ?tn
Luego en cualquiera de los casos se tiene que
m
ID(M)| = | DS )|- (2.27)
i=1
Ademés, tenemos que
n+1 )
3 (-1 DPg(t?) = 0 (2.28)
i=1
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para todo g € G. Esta propiedad sigue del hecho que

rED) o b)) o)
: : - =0
M) ... hn(tf:‘.‘ll) (t““’l)

para todo g € G. Luego se sigue de (i), (2.25), y (2.28) que existe un signo
o € {—1,1} tal que

2 .
Ay =——— DED (_13i £ kD)
+1 D(Mk+1) ; 5 ( ) f( 1 )
1 n+1

MTZDUH-U( l) (f(t(k+l)) i (t(k+l)))

1
L DUH“I)
D(Mk+1) Z

Uksgl AL |f(t(k+l)) ( k+l))|

Entonces se sigue de (2.27) que

1 1
[Arsi] = m DEHJ)‘ If(t£k+1)) _ gk(t§k+1))‘
=1
1
1
= | M| + T D£k+l}| ('f(tz(k-kl}) . gk(t§k+1))‘ ~ Il).
=1

Ademés, se sigue de (2.22) que
[Aka] > [Anl-

También, usando (2.27), obtenemos que

1 n+1 ] ‘
[Ak+l| = UWT) E DEk—i l)(__l)t(f(‘tgk+l)) . gk(t£k+l)))
2 =1

1
= DMy Z

donde g; € G es la mejor aproximacion uniforme de f. Esto prueba el lema 2.4. m
El siguiente resultado, debido a Remez, muestra que la sucesién (g) construida

en el algoritmo converge a la mejor aproximacién uniforme de f desde Gy que (| )
converge a d(f, G).
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Teorema 2.7 Las siguientes erpresiones se cumplen:
(i) lim [ M| = d(£,G).
(1) k]j_fgo llgx — g5l = 0, donde g; € G es la mejor aprozimacién uniforme de f.
Prueba. Mostraremos que existe una constante L > 0 tal que para todo k,
ktal = [kl 2 L1 f = gklloo — Ak]) - (2.29)

Supongamos por el momento que (2.29) se cumple. Por el lema 2.4 (i), la sucesién
(|Ak|) es creciente y acotada por d(f,G). Por lo tanto, esta sucesién converge.

Ademés se sigue de (2.29) que para todo k,

(@£, G) = Mel) < 7 (Pesal = M)

y, desde que k].im (JAk+1] — |As]) = 0 obtenemos que Jim |Ax| = d(f, G). Esto prueba
— 00 —
(7). Ademés, se sigue de (2.29) que para todo &,

A(£,6) < If — gilles < Pl + 7 (sl = D) <, G)+ 7 (Mesal = IMeD:

Esto implica que
lim || = gilloo = d(f, G)-
Por el teorema 2.3 existe una constante K > 0 tal que para todo &,
If = gklloo = I1f = 911l = Ky llgx — 97l
lo cual implica que
1 = gelloo — (£, G) = Ky llgx = 9o

Esto prueba (ii).
Asf, resta probar (2.29). Primero mostramos que existe una constante M > 0

tal que para todo k y todoi € {1,...,n},

‘tﬁ)l - tg"’}l > M. (2.30)
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Supéngase que (2.30) no se cumple. Entonces recurriendo a una subsucesién, pode-

mMos asumir que existen puntos
a<th - St <,
donde al menos dos de esos puntos son iguales, tal que

lim ¢t =¢, i=1,...,n+1 (2.31)

k—oo

Entonces por el teorema 1.5 existe una iinica funcién g € G tal que
(—1)f(&) —gt)) =Ar=0, i=1,...,n+1. (2.32)

Ademss, usando argumentos de continuidad, se sigue de (2.24), (2.31) y (2.32) que
existe un k suficientemente grande tal que |Ax| < |A;] lo cual es una contradiccién a
la propiedad (7i%) en el lema 2.4. Esto prueba (2.30).

Ahora mostramos que existe una constante L > 0 tal que para todo k y todo
ie{l,...,n+1},
P
!_ﬁm > L. (2.33)
Seai € {1,... ,n} dado. Entonces por el teorema 1.5, para todo k existe una tinica
funcién gy € G tal que

Gt = fE),  j#4 j=1,...,n+1L

Usando argumentos de continuidad, se sigue de (2.30) que existe una constante

L; > 0 tal que para todo k,
”f == §k"oo < L.

Ademés, se sigue de la prueba del lema 2.4 que

n+l
P < el = E(—;m 3 [P0 |7 - 1)
j=1

Q

2

(k)
|768) — 38| < iz

1

1

D(M;)|
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Por consiguiente, tenemos que

|A1
D0g > L

Esto muestra que

A
P
t=1,... ,n+1 Li

L=

es la constante deseada en (2.33). Finalmente, se sigue de (2.33) y la prueba del

lema 2.4 que

[aali= = W—)—'Z ) — gkt 9)| - A

= L(If — gkll oo — Ak])-

Esto prueba (2.29) y el teorema 2.7. =

Ejemplo 2.1 Consideremos el espacio C[0,1], su subespacio P; sobre [0,1] y la
funcién f € C[0,1] tal que f(t) = t* para todo t € [0,1]. Es fdcil darse cuenta que
la funcién g; € P; tal que g¢(t) = t—3 para todo t € [0,1], es la mejor aprozimacion
uniforme de f ya que los puntos t; = 0 < 1y = 5 < tg = 1 son puntos extremos
alternantes de f — g¢ y dim(P;) = 2. Determinaremos a gy usando el algoritmo de
Remez. Con M, = {tﬁ” =0,t) = 3 A = 1} y la base {h1, ha} de Py sobre [0,1],

donde hi(t) = 1,ha(t) = t para todo t € [0,1], resolvemos el siguiente sistema de

ecuaciones lineales

M) ha@®) -1\ [ o G
m) @) 1 || o | =] &) |
m?) ma(t”) -1 )\ M £&5?)
es decir
10 -1 at? 0
1 -é- 1 agl} = ;1;- )
1 1 -1 A1 1



cuya solucién viene dada por ag} = —%, | Ay = —%. Luego g1(t) = _% +t

para todo t € [0,1]. Ahora |f—gi, = Imax ax |[2+L—t| = & > |\, luego
= | 1
ty = 5. Como th < t, < &V y sen(F(t) — gy (t(l))) = sgn(f(tl) 91(t1)), entonces
reemplazamos t( ) porty, luego My = {t?J 0, t(z) (2) = 1} Resolvemos ahora
el sistema
mt”) k@) -1 [ of 7&?)
mt) () 1 o | =| ) |,
ha(ts?)  ha(ts”) M 157
es decir
1 0 -1 a? 0
1y || =[]
1 1 -1 Ao 1
cuya solucion viene dada por a( ) = —-1— a(z) = 1,0 = ~%. Luego go(t) = _.% 4t

para todo t € [0,1]. Ahora ||f — g2|lo = i 2+ 3 —t| = 3 = |2, entonces g, es

la mejor aprozimacion uniforme de f.

Observacién 2.2 (Estimacion del error). Es facil verificar que para todo

k=1,2,... las siguientes estimaciones se cumplen:

@) If = kllee = If — 97lleo < If = rllco — [Al-

(i) llgx — 9flloo < w75 (1f — Gtlloo — | Ak]), donde g5 € G es la mejor aprozimacion
uniforme de f y K(f) > 0 es la constante de unicidad fuerte de f.

Desde que los valores ||f — gkl ¥ |Ax| son calculados durante el algoritmo (y
también la constante de unicidad fuerte K(f) puede ser calculada (compare Teorema

2.4)), paramos el algoritmo, si | f — 9klloo — |Ak| < €, donde € > 0 es la exactitud

deseada.
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2.3 La importancia de la Aproximacién Polino-
mial

A fin de decidir cual conjunto de funciones deberia ser usada para aproximar una
funcién dada eficientemente, es necesario investigar la importancia de la aproxi-
macién de cierta clase de funciones. Aquf brevemente discutimos que tan bien las
funciones pueden ser aproximadas por la clase de los polinomios. Observaremos
que las funciones analfticas pueden ser aproximadas eficientemente por polinomios.
Sin embargo, esto no es el caso para las funciones no suaves. Desde que este tema
es tratado en detalle en muchos libros sobre Teorfa de la Aproximacién, solamente
daremos algunos resultados tipicos sin prueba.

Antes de dar las estimaciones sobre el error 6ptimo en las mejores aproximaciones
uniformes por polinomios, nosotros necesitamos algunas notaciones.

El mddulo de continuidad de una funcién h € C [a, b] es definida por
w(h; 6) = sup {|h(t1) — h(t2)| : t1,ts € [a,b], [t1 — ta| < 6},

donde é§ > 0 es un nimero real positivo.

Observamos, que para cada funcién h € C? [a, b] tenemos
w(h; ) < 6 [|H]|o -

La desviacién minimal de una funcién f € C [a,b] desde un espacio de polinomios

P,, en la norma uniforme es denotada por

En lo siguiente damos algunos resultados sobre la importancia de la aproximacién
polinomial. Las pruebas de estos teoremas pueden ser encontradas en muchos libros

sobre la Teoria de la Aproximacion.

El primer teorema sobre funciones las cuales son diferenciables hasta un cierto

orden es debido a Jackson [1930].
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Teorema 2.8 Sean los enteros m > 1 y j € {0,... ,m—1}. FEntonces eriste
una constante K > 0 (dependiente solamente de j) tal que para cualquier

funcién f € C7 [a,b], tenemos que

b—a ).
i sk (5 ) (i) s
En particular, si f € C7* [a,b], entonces
0, ——= o (3+1)
o (9 5m=) < Ty N (2.35)

En lo siguiente, damos un resultado sobre funciones infinitamente diferenciables

la cual también es debido a Jackson [1930].

Teorema 2.9 Si f € C™ [a,b], entonces para todo p € (0, c0),
lim m*du(f, Pn) = 0. (2.36)

El siguiente resultado, debido a Berstein [1926], trata con funciones analiticas

f : C — C las cuales son de valor real sobre [a,b]. Aqui C denota el conjunto de

mimeros complejos.

Teorema 2.10 Si f : C — C es una funcién analitica tal que f(t) € R para todo

t € [a,b], entonces
lim %/deo(f, Pr) = 0. (2.37)

Observacién 2.3 Se sigue de (2.36) y (2.37) que las funciones analiticas pueden

ser aprozimadas eficientemente por polinomios.

Sin embargo, la estimacion (2.34) en el teorema 2.8 muestra que,
si f € C"[a,b]\C™" [a,b] y 7 es pequefio, entonces do(f, Prn) puede converger
lentamente a cero cuando m tiende al infinito. Un ejemplo tipico es la funcién
f(t) = v/ sobre [0,2]. Se sigue de (2.34) que

doo(f) Pr) < K (f; :i‘) K
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De hecho, resultados numéricos actualmente muestran que en este caso la disminu-
cién del error do(f, Pr) €s extremadamente lenta cuando m se incrementa.

De otro lado, la estimacién (2.34) muestra que el error deo(f, Pn) €s pequefio
si el valor %‘? es pequeno. Por lo tanto, para obtener las mejores aproximaciones
nosotros podemos dividir el intervalo dado [a, b] en varios subintervalos y trabajar
con polinomios sobre estos intervalos més pequenos. Esta es la principal motivacion

para el uso de polinomios por partes o splines como funciones de aproximacion.
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Conclusiones

En este trabajo se han mostrado aspectos bésicos acerca de la teorfa de la mejor
aproximacion uniforme, asi como se han visto propiedades importantes acerca de
los espacios de Chebyshev en relacién a esta teorfa, espacios en los cuales la mejor
aproximacion es tinica, se ha mostrado este trabajo no usando espacios Pre-Hilbert,y
se ha visto la importancia que tiene la unicidad fuerte de la mejor aproximacion
uniforme.

La demostracién de la convergencia del Algoritmo de Remez se ha basado en el
uso de la teoria de la unicidad fuerte de la mejor aproximacién uniforme, razén por
la cual la importancia de la teorfa de la unicidad fuerte de la mejor aproximacion
uniforme.

La teorfa de la mejor aproximacién uniforme por espacios de Chebyshev es muy
amplia, lo que se ha pretendido con este trabajo es mostrar los aspectos bdsicos de
esta teorfa sin entrar al aspecto estrictamente topolégico, sin embargo se hace nece-
sario sefialar que muchos de los teoremas probados aqui son vélidos si reemplazamos
el intervalo [a, b] por un espacio de Hausdorff compacto arbitrario (respectivamente
espacio métrico) con pruebas parecidas (por ejemplo teoremas 1.4, 2.2, 2.3, 2.4 re-

sultan ciertas).
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