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Resumen del Informe de Suficiencia
Bachiller: Flor Norma Quiifiénez Cuyubamba

Tema : Descomposicion QR del Producto de Matrices

El presente informe tiene como objetivo mostrar el producto de matrices
descomposicion ORPT, es decir si se tiene M, = A A,A,..A, de orden n en dicho
producto se presentara una dificultad al efectuar en forma directa, es que cuando
aumenta, el nimero de operaciones aumenta .

Es por ello que dicho producto sera realizado mediante una descomposicién de la

forma A4 = ORPT, donde Q es ortogonal, R triangular superior y P es una permutacion.
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Capitulo 1

Introduccion

La presente monografia se encuentra orientado a la descomposicién QR del producto
de matrices M,, = A;A3A;...A,, de orden n. La principal dificultad natural de dicho
producto, es que cuando m aumenta, el niimero de operaciones aumentan.

En este trabajo enfocaremos como dicho producto puede realizarse a través de
la descomposicién de la forma A = QRPT; donde () es ortogonal, R triangular
superior y P es una permutacion.

En el capitulo 2 definiremos algunos conceptos preliminares que seran empleados

durante el desarrollo del capitulo 3 donde se vera el algoritmo y su comportamiento.



Capitulo 2

Conceptos Preliminares

2.1 Imagen, Espacio Nulo y Rango de una Matriz

Existen dos subespacios importantes asociados a una matriz A € R™*".

La imagen de A, denotada por R(A) estd definida por:
R(A) = {y € R™/y = Az para algin z € R"},
y el espacio nulo de A, denotado por N(A) estd definido por:

N(A) = {z € R"/Az = 0}

Si A = [ay,...,a,), donde a; € R™ es un vector columna para todo i = 1,...

entonces R(A) = span {ay,... ,a,}.

El rango de la matriz A, denotado por rank(A) estd definido por:

rank(A) = dim(R(A)).

2.2 Algunas Matrices Especiales

2.2.1 Matrices Triangular y Diagonal

7’”’)

1. Una matriz A = (a;;) € R™" es una matriz diagonal si a;; = 0, Vi # j.

Denotaremos A = diag(a;y, .- . ,ass), donde s = min {m, n}.
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2. Una matriz cuadrada A = (a;;) es una matriz triangular superior, si a;; = 0,

Vi > j.

3. La transpuesta de una matriz triangular superior es una matriz triangular

inferior, esto es A = (a;;) es triangular inferior si a;; = 0, Vi < j.

Algunas Propiedades de las Matrices Triangulares

Las siguientes propiedades de las matrices triangulares son ttiles:

1. El producto de dos matrices triangular superior (inferior), es una matriz tri-

angular superior (inferior).

2. La inversa de una matriz triangular superior (inferior) no singular, es una

matriz triangular superior (inferior).

3. Los valores propios de una matriz triangular, son exactamente los elementos

de su diagonal.
4. El determinante de una matriz triangular, es exactamente el producto de los

elementos de su diagonal.

2.2.2 Matriz Ortogonal

Una matriz cuadrada U es ortogonal si UUT = UTU = I.

Propiedades

1. La inversa de una matriz ortogonal U, es justamente su transpuesta.

2. El producto de matrices ortogonales es una matriz ortogonal,

URV(URV)T = I

donde U, R, V son matrices ortogonales.



2.2.3 Matriz de Permutacion

Sea P € R™*", decimos que P es una matriz de permutacion, si existe exactamente

un elemento no nulo en cada fila y columna que es el 1 y los restantes son ceros.

Luego si (ay, ... ,a5) s una permutacién de (1,2,... ,n) entonces:
e,
p=| % |,
el

donde e; es la i-ésima columna de la matriz identidad I € R®*" es una matriz de

permutacion.

Similarmente P = ( €a1s €azs -+ »€an ), donde e; es la i-ésima columna de

la matriz identidad I € R™*", es una matriz de permutacién.

@y @12 Gy3 010 ( e
1. A= oy gy oy P = 0 01 - eg ,
flzy flge dadaa 1 00 b\ 6?
gy dgy oy 2da fila de A \
PIA=| a3, asp azs | = | 3erafilade A
dy; 12 daia lera fila de A )
010
22.Ph=]1001 :(ﬂ's £1 rrg),
1 00

i3 apn ap
APy =| ay ay an
(33 az 32
= (3era columna de A, lera columna de A, 2da columna de A)

Propiedades de la matriz de Permutacion

1. Las matrices de permutacion son ortogonales.
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.2. Si P es una matriz de permutacién entonces P~! = PT,
3. El producto de matrices de permutacién, es una matriz de permutacion.

4. La transpuesta de una matriz de permutacién, es una matriz de permutacion.

o
el

Prueba. 1. Sea P = :_tz una matriz de permutacién, donde (o, ... , ap)
el

es una permutacién de (1,2,... ,n) y e; es la ¢-ésima columna de la matriz identidad

I € R Luego

(T

al

eT

T _ | e
PP = , (em €ay - ean)

T
\ €

T T T
(ec,ueo,1 €a,€az '#is €q,€an

T T T
e €a, € €ay .ei €L €an
= -1,
T T G
k\ €a.€a1 €g,€az «ss €g Eapn

por lo tanto P es ortogonal. m

2.3 Transformaciones de Householder y Aplica-
ciones a la Factorizacion QR

Definicion 2.1 Una matriz de la forma H = I — 2%%, donde I € R™" matriz

identidad y u € R™, u # 0, es llamado matriz de Householder.

1. La matriz de Householder es simétrica y ortogonal.

2. H2=1.



Lema 2.1 Sea z = (71,3,... ,%,)] € R®, donde z # 0. Luego si

u=x++ .ﬁ‘-yﬂ(Il} |l$|tz €1,

donde e; = (1,0,...,0)T € R™, entonces la matriz de Householder
-
H=1I-2—,
ulu
cumple Hz = —sign(z1) |z|l,e1 = (—sign(z1) ||zl;,0,- .. ,0)T.

Prueba. Sea

2 2
B = Th = & ¥ signier) 2 I &)@ + sign(er) [ 2 2 €1)
2
= =B +2sign(e) 12 | 21 + sign? (@) [ = 2
1

|z ll2 (| = |l2 + | 21 [)
Ahora veamos
Hr = (I - puul)z =z — Pu(z + sign(z1) ||zl e) x
= z—Pu(| z |13 +sign(z1) || = ||2 z1)
= z—u=z— (z+sign(z1) ||zll, e1) = —sign(z1) |zl €1,

y por lo tanto el lema 2.1 queda demostrado. =

Observacion 2.1 Para z; € R, defintmos

. 1 ’ st I 2 0
sign(z;) = . ‘ -
-1 ,siz; <

2.3.1 Factorizacion QR con Matrices de Householder

Teorema 2.1 (de la Factorizacién QR de Householder) Dada wuna matriz
A € R*™" no singular, eziste una matriz ortogonal () € R™*™, y una matriz trian-

gular superior R € R™*" tal que A = QR.



El proceso para hallar la factorizacién QR usando matrices de Householder consta
de n — 1 pasos.

Denotemos por A® = (a¥) € R*™*" para k =0,1,2,... ,n— L.

Inicialmente hacemos A® = A.

Paso 1: Halle una matriz de Householder H; € R™*" tal que:

1 (1) (1)

a1 Qi -0 Qpy

(1) (1)

AD — A0 — 0 a3y ... ay
0 asi,) cor ald)

- . T
para esto es suficiente construir H; = I — 2332, tal que:
n

(@) (o

(o)
@y 0

(@)

\ @i / \ 0

Paso 2: Halle una matriz H, € R™" tal que

2 2 2 2
( ‘151) a§2) a§3) agn)
2 2 2
0 aff aff ... a7
A® = H2A(1) S 0 0 a:(,%) s a:(f)
k 0 0 af ... o)
Hj es construido como sigue. Primero construimos una matriz de Householder
T
Hy=1I,_,— 2% € RO-Dx(m=1)
Up—-1Un-1
tal que
sy x
)
~ a 0
H2 ?2 = 3
afllz) 0

10



y luego definimos

1 01 x(n-
H, - 1 iﬂ 1)
O(n-1)x1 H,
Paso k (k=2,3,... ,n— 1): Primero creamos una matriz de Householder

T
o Un—k+1U;,_ _ _
H.=1I, 1 —2 n—k+1 e R(—k+1)x(n k+1),
Up k+1Un—k+1

tal que
AL
(k—1)
. a 0
i, IH.-l,k -
) \o
y luego, definimos
H, - J P} ﬂ{k-1j>i{n_.m1j
O(n—k+1)x (k—1) Hy

Calculamos A%) = H, A®—1),

Aqui la matriz A®) tendra ceros debajo del elemento (k,k), en la k-ésima
columna, y los ceros ya creados en las columnas previas no seran modificados.

Al final del paso n — 1, tendremos que A™ 1) = R, donde R es una matriz
triangular superior.

Ahora como
AR — [ A®-D para k=1,2,...,n—1,
entonces
R=A"D=H, A" = H, \H, ,A"® = Hy 1H, ... hA.

Llamamos QT = H,_1Hpn_s...Hy, entonces R = QTA,y Q = HTHY ... HL |,
pero puede comprobarse que Hi, Hy,... ,H,_; son simétricas y ortogonales, en-

tonces Q = H1Hy... H,_1, y Q es ortogonal, luego A = QR.

11



Ejemplo 2.1 Sea

011
A=]1 2 3
111

Paso k = 1: Construimos la matriz de Householder H, tal que

0 *
Hl l —_— 0 ¥
1 0
0 1 0 1
uz=1\|1 | + .sign(O)(O2 +1% + 12)1/2 ol=111+V2 0 | =
1 0 1 0
V2
1 ( V2 11 )
i 1 00 ]
U3u3
H = -2 =1010|—-2
ugug \/52 +12412
0 01
0o f f
— _¥2 1 _1
2 2 2
_¥2 _1 1
2 2 2
Calculamos
—1.4142 —-2.1213 -—-2.8284
AV = H A® = H1A= 0 —0.2071  0.2929

0 —-1.2071 -1.7071

Paso k = 2: Construimos la matriz de Householder Hy tal que

~ —0.2071 *
H2 - ’
< —1.2071 ) ( 0 )

12



~0.2071 _ 1
up = + sign(—0.2071),/(=0.2071)2 + (—1.2071)?
~1.2071 0

—1.4318
—12071 |’

. T —0.1691 —0.9856
H2=I2_2u2u2:< )

Uus uz —0.9856 0.1691
Construimos
1 0 0
lel 01)(2
Hy = . =] 0 —0.1691 —0.9856
O2x1  Ha
0 —0.9856 0.1691
Calculamos
—1.4142 —-2.1213 —2.8284
A® = H,A® = 0 1.2247 16330 | =R
0 0 —0.5774
Ahora

0 0.8165 0.5774
Q=HH,=| —0.7071 0.4082 —0.5774
—0.7071 —0.4082 0.5774

13



2.4 Rotaciones de Givens y Aplicaciones a la Fac-
torizacion QR

Una matriz de Givens es de la forma:

7 k
columnas
1 |
(100 0
010 - 0
G(i,k,0) =
( ) 0 0O c s 0 — 1
filas
0 0O —-s c 0 — k
\000.,. ...0...1)><

donde ¢ = cosf, s =sen 6
El efecto de una matriz Givens aplicado a un vector es rotarlo un dngulo de 6

grados.

Proposicién 2.2 1. Como c® + s2 =1, los G(i, k,0) son ortogonales.

2. Multiplicacion por un vector.

Cuando un vector n-dimensional:

es multiplicado por una matriz de Givens, solo las componentes i y k son

14



afectadas, las otras componentes permanecen iguales, es decir:

f w )

Ti—1
CT; + STk —1

Tit+1

Tk—1

—S8x; + cxg — k

Tk+1

\ &

luego cada componente de Y puede ser ezpresado como sigue:

cT; + sxTR, SLJ=1
Yj =94 —sz;+crk, SLJ=K

T, sij#ik

3. Multiplicando una matriz A € R™*"*(m > n) por la izquierda con una matriz
de Givens G(i,k,0) tal que 1 < i < k < m el unico efecto es un cambio de
la i-ésima y k-éstma filas. Las nuevas filas son una combinacion lineal de las

anteriores y estdn dadas por:

(GikA),;j — ca,-j+sakj

(GA)r; = —saij+ cakj, 1=12,...,n,
en particular, si a;; = ax; =0, entonces

(GixA)is =0, (GiA)r; = 0.

15



c T
Ejemplo 2.2 Sea G(1,2,0) = ° y el vector X = ' , hallar los

—S C )

valores de ¢ y s para transformar X en

0
Solucion
CT1 + ST9
G(1,2,6)X =
—8T1 + CcTy
igualando la segunda fila a cero resulta ¢ = =J\ y usando el hecho que c?+s% =1
T
) Ty

2
z
se llega a que s2(— +1) =1, de donde s = ———=—, ¢ = ——e—,
73 ’ Vet /ol o
Sin embargo, el cdlculo anterior puede causar overflow o underflow y se re-

comienda lo siguiente:

) [y 5 o] wbomoss  t=2, s=—— c= st
+ : W, === = — = st.
i) Si |zo| = |z1| € ‘L - \/1_1'_9,
z
ii) Si |z2| < |z1| entonces t:—z, C= ——— s = ct.

z] V1t

2.4.1 Haciendo ceros en una posicion especificada de un vec-

tor

Sea el vector

ri"l\

L

\ 20 /
supongamos que queremos hacer cero solamente la posicién z; del vector. Entonces

se debe usar la matriz G(i, k,6) con i < k, de manera que



Ejemplo 2.3 Sea el vector

hallar la matriz de Givens que hace cero la tercera componente y hallar el nuevo

vector.
Solucion:
Pasol:
k=3,1=2
c 8 -1 -
-8 C 3 i
3 -1
s = ,C=
10 10
Paso 2:
1 O 0
_ —1 3
0 s -l
V10 V10
entonces
1 0 0 1 1
— -1 3 =
G23,0X=]0 3 H -1 |=] V10
=] 3 0

2.4.2 Haciendo ceros en una posicion especificada de una

matriz

Si se desea crear un cero en la posicién (k, ), k > i de una matriz de Givens G(i, k, 6),

la cual al multiplicar por A sélo afectara las filas i, k& de A.

17



Ejemplo 2.4 Sea la matriz

hacer cero la posicion (2,1) usando rotacién de Givens.

Solucién:
Paso 1:
G(1,2,6)

G(1,2,0)A =

2.4.3 Factorizacion QR con rotaciones de Givens

Similar a lo que se hizo con las matrices de Householder, la factorizacién Q R de una
matriz puede ser obtenida usando rotaciones de Givens, lo cual es mas conveniente
para calcular los valores propios de una matriz y para resolver sistemas de ecuaciones
lineales con matrices que tienen muchos ceros. Aunque el tiempo de computo es casi

el doble comparado con matrices Householder se pueden adaptar mas facilmente a

*
2] \o
2
1)
1 2
A Y
2z e 0
7
0O 0 1
1 2 3
= w0 12 —Z= —%
2 1 1
-2 20 23 |=| o -%
0O 0 1 4 5 4 )

computacién paralela.

Consideremos la matriz A € R™*",

matriz triangular superior R paso a paso.

18

Lo que se busca es convertir a A en una



En el primer paso se hace cero debajo de la posicién (1,1) de la primera columna

obteniéndose una matriz A = Q; A donde
Q1 =G(1,m,0)G(1,m —1,6)...G(1,2,6)

es ortogonal, ya que el producto de matrices ortogonales es ortogonal.

(***H.*\

0 * * --- x
A — QA=
0 * * .-- x

'\0**“'*)

En el segundo paso se hace debajo de la posicién (2,2) de la segunda columna

obteniéndose una matriz A® = Q, AW donde
Q2 = G(2,m,0)G(2,m —1,6)...G(2,3,6)

(***---*\

0 * * == %

A(z)—>Q2A(1)= 0 0 % o0 x

K 00 * --- * }
es también ortogonal y asi sucesivamente.
Sea s = min(n,m-1), entonces:

R=A"=QA"Y =Q,Q,1A" Y =...=Q,Qs1... Q1A= QT A

GEqu.ivalentemente A= Q‘R con QT = QJQJ—IAEJ_;” e = QJQJ-I il QEQI

AW, 0, ACD M) e s i aaw ws =R

19



Ejemplo 2.5 Sea la matriz

011
A=|1 2 3
111

encontrar la factorizacion QR usando la rotacion de Givens.

Solucion:

Paso 1: Encontrar c y s tal que

c s an *
-5 c a9 0
an = 0, az =1
c = 0, s=1
0 10
J(1,2,0)=| -1 0 0
0 01
0 10 011
A=J(1,2,6)A=]| -1 0 0 1 2 3
0 01 111
1 2 3
=10 -1 -1
1 1 1

Encontraremos c y s tal que

20



an = 1,
1
C = ==,
V2
1
V2
J(1,3,60) = 0
1
V2
1
v O
AW = J(1,3,0)A = 0 1
1
_E 0
Vi %
= 0 -1
0 -%

21

!'131'—"1
-;—1
V2
0 %
1 0
0 -L
7
1
7 1
0 0
1
= 1
2v2
-1
-2

1
6132——%
1
8§ = —=—
3



1 0 0
— 2
J(2,3,6) =] o —% —7‘5
1 2
0 J -2

= 0 Y38 22
V2 V3
0 1

por lo tanto

3
— 3 2y2
R=| o0 % 22
1
0 0 %

2.5 Transformacion Rapida de Givens

La habilidad de introducir ceros en forma selectiva hace que las rotaciones de Givens
sea una herramienta importante en ciertos problemas estructurados. Esto ha con-
ducido al desarrollo de procedimientos rdapidos de Givens. La idea de este pro-
cedimiento equivale a una representacién mejor de ), cuando @ es el producto de
Rotaciones Givens.

En particular, () es representado por un par de la matriz (M, D)
donde MTM = D = diag(d;) y cadad; es positivo. Las matrices Q, M y D estin

relacionadas a través de la formula

02



Q= MD™V? = M diag(1/\/d;)

Notar que QTQ = I, pues (MD~Y2)T(MD-1/2) =]

y asi la matriz M D~Y/2 es ortogonal.

Los detalles son mejor explicados en una matriz de 2x2. Sean X = (z, z)T y
D = diag(d;,d2) dados y se asumira que d; y do son positivos.

Se define

y se tiene que

Mi‘r}f " Bz + T2 )

T + axy
y
. dy + Bdy dy, +dacx
MTDM, = 2+ Fidy  dify) +doa, .
d[ﬁl +dyry dy+ cl?dg
. I a1ds
sizg#0 y {11:—2:—2 y Bi=-— 4 entonces

MTX — (IEU""]H) )
TX =
0

b +y) 0 )

MTDM; =
0 dl{l + "‘lf']}

23



d2 I 2
donde Y1 = —a]ﬂl = d—l (;;;)

Anélogamente, asumimos z; # 0 y definimos M, por

G d
donde ay = = y por B, = — (—1> as , entonces
z1 dy

ﬁf’fTX e Il“""'?ﬂ}
2 =
0

dy(1+ . 0
ME‘DM2= 1( Tj} —_—Dg

0 dal+7y)

d zo\ 2
donde ’}'2 = —a2ﬁ2 — (d—;> ('z_?)

Notar que , J = DY2M; D'/ es ortogonal, i = 1, 2.

En efecto: parai =1

TT] &= (Dl—l/Z)TMlT(DIﬂ)T(D1/2MlD1—1/2)
= (D7Y*)TMTDM, D2
= (Dy*Dy D7V
= I

Andlogamente para i = 2.

Ademés se tiene que el segundo componente de JT(D~'/2z) es cero.

24



Veamos

JI(DPz) = (D7VATMT (DY) D2
= (Dl_l/z)TMlTiE
z2(1 + 1)
0

= (D77

71571”2(1 +71)
0

d 2 (d 2
Note que ~; satisface, v;7, = (d—z) (%) <El) (E) =1, siempre podemos
1 2 2 Ty

seleccionar el M; de manera que el factor de crecimiento (1 + ;) sea acotado por 2.

Il

Las matrices de la forma:

B8y 1 1l @
M=|"" M, = &
1 o B, 1

entonces —1 < o3, < 0.

veamos para i::ld: N2 . N
a1y = — (f) (-ﬂ;i) entonces o33, <0, pues E% >0; ;i > 0.
Por otra parte se tiene que el factor (1 + ;) < 2 entonces 7; < 1
pero ;= —a18; por lo tanto —1 < o3, <0.
Las matrices mencionadas son transformaciones rdpidas de Givens de orden 2x2.
Notar que la premultiplicacién por una transformacion rapida de Givens implica
la mitad del nimero de multiplicaciones que la premultiplicacién por una transfor-

macién ordinaria de Givens.

La primera forma de la transformacion es :

25



columnas
Lol
(100 0 )
010 0
F(i,k’a’ﬂ)z
0 00O B 1 0 —1
filas
0 0O 1 a 0 — k
\0 00 0 1)
mientras que la segunda forma de la transformacién es :
1 k
colurnnas
b |
(100 . 0 )
010 - 0
F(”"k7a7lg)=
0 00 1 a 0 — 1
filas
000 - B 1 -0 — k
\000--- sedi 0 s 1 4

Asi | si MeR™" y D = diag(d;) satisface MTM = D y si F es una transfor-
macién ripida de Givens de orden n x n, con FTDF = D, diagonal, entonces

MzuevoMnuevo = D puevo donde Mvevo = MF.

26



2.6 Factorizacion QR con Columna Pivoteada

Si A € R™" (m > n) y rank(A) < n, entonces la factorizacién QR no necesaria-

mente produce una base ortonormal para el R(A).

Ejemplo 2.6 Si A tiene la siguiente forma:

)"'l = [ 1, 4as Ay ]
y su factorizacién QR es:

111

A=[ql o 43] 001
00 1

Veamos que su rank(A) = 2.

Se tiene que

A= [lh 1 f3|+f:'*z+q3]

ahora demostraremos que {q1,q1 + ¢2 + g3} son linealmente independientes.
Supongamos que {q1,¢1 + ¢2 + g3} son linealmente dependientes.Entonces exis-

ten escalares (a, 8) e R¥\ {(0,0)} tal que:

aqy + B+ @ +q) =0

Sia#0yB=0=>aqg =0=q =0(=><«).
Sia=0yB#0=>B@+@+e)=0=>qa+¢+qegp=0.

Se sabe que Q es ortogonal entonces q; ¢; > 0, y g7 q; =0,1#j.
Luego multiplicando por ¢ se tiene:

A +q @+ g=0=>q q=0(=«)

Sia # 0y 3 # 0y multiplicando por ¢} se tiene:

aglq1 + BB+ BeE %+ el gs = 0= Bgiqr = 0= gl gy = 0 (=5<=).

Por lo tanto {q;,91 + ¢2 + g3} es linealmente independiente.
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Luego rank(A) = 2 = dim(Span {a,, as,as}) y

R(A) = Span{q,q +q + ¢}
R(A) # Span{q, g}
R(A) # Span{g,qs}
R(A) # Span{q,qs}

Afortunadamente el procedimiento de factorizacién QR (por ejemplo el método
de Householder), puede ser modificado de manera simple, para producir una base
ortonormal, para el R(A).

La idea es generar una matriz de permutacién P tal que

AP =QR (2.1)
donde
Ry, Ry
R— 11 12
0 0

donde r = rank(A), @ es ortogonal, R;; € R™ " es triangular superior no singular.
Las r primeras columnas de @) entonces formardn una base ortonormal para el R(A).
Antes de probar el teorema 2.4 que garantiza la existencia de la factorizacién

dada en (2.1) enunciaremos el siguiente teorema que usaremos en su demostracion.

Teorema 2.3 Sea A € R™" con rank(A) = n. Entonces eziste una matriz orto-

gonal Q) € R™*™ tal que

R
0

QTA=

donde R € R™" es triangular superior con elementos diagonales positivos. La

matriz R es tinica, como son las primeras n columnas de Q).

Prueba. Ver demostracién en [4]. =
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Teorema 2.4 (Columna Pivoteada QR). Sea A € R™*™ (m > n) con rank(A) =
r < n. Entonces ezisten una matriz de permutacion P € R**" y una matriz orto-

gonal Q € R™™ tal que

Rn Rl'.!
0 0

QTAP =
donde R, es triangular superior con elementos en la diagonal no nulos.

Prueba. Sirank(A) = r, existe una matriz de permutacién P tal que
AP = ( A Ay )

donde A; € R™*" y sus columnas son linealmente independientes. Consideremos

ahora la factorizacién QR de A;:

Ry
]

QA =

donde R;; € R™*" es triangular superior y sus elementos en la diagonal son no nulos.

Entonces

Rll er

QTAP=(QTA;, QT4 )= -
22

rank(QTAP) = rank(A) = r, y rank(Ry;) = r, tenemos que Ry = 0. ®

R
Observacion 2.2 Sea A = @ la factorizacion QR de A . FEntonces para
0

RP

cualquier matriz de permutacion P, QT AP = (
0

Sea UT(RP) = R la factorizacién QR de RP.

R
Entonces diag(U, I)TQTAP = es una factorizacion QR de AP.
0
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2.6.1 Creando una matriz de Permutacion

La matriz de permutacion P es formado a través del producto de r matrices de
permutacion desde P; hasta P,. Estas matrices de permutaciones son aplicadas a la
matriz A, uno por uno, antes formamos matrices de Householder creando ceros en
las columnas apropiadas. Especificamente hacemos lo siguiente:

Paso 1: Encontrar la columna de A de mayor norma. Intercambiar la columna

de A mayor norma con la primera columna, donde

1
2)2 T _mpn
nTI= ( E a:i) , T = (Z1,T2,Z3,...,Tn)" €R™.

Esto es equivalente a formar una matriz de permutacion P; tal que la matriz AP,
tenga en la primera columna la mayor norma. Formamos una matriz Householder

H, de manera que:
A“} = If;qu]

tenga ceros en la primera columna debajo de la posicién (1,1).

Paso 2: Encontrar la columna de méxima norma de la submatriz A®) obtenida
de AWM eliminando la primera fila y la primera columna. Permutar las columnas de
AM de manera que la columna de A®) de norma méxima llegue a ser la primera
columna de AM. Esto es equivalente a construir una matriz de permutacién P tal
que la primera columna de ADP, tenga norma maxima y luego postmultiplicar A®)

por una matriz de permutacién P, definido por:

Ahora construimos una matriz de Householder H, de manera que:

A® = H,AVP, = H,H,AP,P,
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tenga ceros en la segunda columna de A® debajo de la posicién (2, 2).
Supongamos que necesitamos r pasos. Entonces en el final del paso r-ésimo,

tenermos,

A = AY=H .. HAP...P

_ QTAP=R= Rll R12
0 0

Ejemplo 2.7 Sea

o

0
1 = (ay,as)
1

Nl= D=

3Ix2

primero encontramos la columna que tenga la norma mdzima, en este caso es la

columna as,.
(01
P, =
\ 1 0)
[0 0
AR = 1 3
S
(0 —1/v2 —1/v2
H = | -1/v2 12 -1/2

K—l/\/ﬁ -1/2 1/2

0 -1/vV2 -1/v2 0 0
AY = HIAP = | —1/vV2 1/2 -1/2 14
-1/vV2 -1/2 1/2 1 3

—V2 —V2)2
=] o 0 =R
0 0
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R=
0 0
asi, para el ejemplo,
Q = H1T=H1
01
P = Pl =S
10

La matriz A tiene rango uno, pues Ry = /2 y su orden es 1 x 1.
0

El vector columna | —1/+/2 |forma una base ortonormal para el R(A).

1)V
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Capitulo 3

Descomposicion QR del producto

de matrices

Trabajaremos con descornposiciones de la forma A = QRPT, donde Q es ortogonal

R es triangular superior, y P es una permutacién.

3.1 Algoritmo

En esta seccién describiremos el algoritmo para actualizar la descomposiciones QRP.
Esta descripcion se hara en dos fases: la primera una visién general sobre la matriz,
la segunda una descripcion detallada.

La entrada en el algoritmo es la de descomposicién QRP de la matriz
A= QARsP}

y una matriz B.no factorizada.

La salida sera una descomposicion QRP de
C = AB = QcRcPE (3.1)
Los pasos son los siguientes:

1. Calcular la descomposicién QRP de PTB = QpRpP%.
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2. Calcular la matriz ortogonal U tal que R4 = UT R4Qp es una matriz triangular

superior.
3. QC = QAU'
4, I?( = RARH.

Verifiquemos que las cantidades mencionadas satisfacen (3.1)

C = AB=(QaR4)(P;B)
= QaRA(QpRpPE)
= (QaU)(UTRAQBR5)PS
= (QaU)(UTRAQB)RBFE
= QcRsRpgPL

= QcRcPE.

En algunas aplicaciones es necesario trabajar con productos de la forma AB~!. El
algoritmo mencionado puede ser adaptado para calcular la descomposiciéon QRP
de AB™!. La idea es calcular una descomposicién PRQ de B, de tal manera que
cuando la descomposicion es invertida, se convierte en una descomposiciéon QRP de

B~!. Esto conduce al siguiente algoritmo.

1. Calcular la descomposicién PRQ de BP, = PcRgQ%
Se tiene que : AB™! = Q4R P} B!
Veamos: PJB~! = QgRgP¥
(PAB™)™' = (QsRsPC)™
B(P{)™! = (P¢)'Rp'Qp
BPy = PcRR'QE,  pues P'= P}

BP, PcRBQ%

2. Calcular la matriz ortogonal U tal que R4 = UTRaQs-

34



3. QC = Q.AU«
4. Rc = RAR3.

En algunas aplicaciones en las cuales deseamos las potencias de una matriz A,
debemos proceder con matrices cuadradas; esto es calcular la secuencia A, A2, A, . ...

Asi dada la descomposicién QRP de A¥, calcularemos la descomposicién QRP
de A% AF,

En forma mas general dadas las descomposiciones QRP de A y B es posible
calcular una descomposicién de su producto; es decir de (QaRAPY)(QpRpPE).

El algoritmo es el siguiente:

1. Calcular la descomposicién-QR PiQp = VD. Note que D serd diagonal

porque PIQp es ortogonal.
2. Calcular la matriz ortogonal U tal que R4 = UT R4V es una matriz triangular.

3. Po = Pp, Qc = QaU y Rc = RyDRp.

Veremos algunos detalles de los tres algoritmos mencionados, los cuales son va-
riantes uno de otro; trataremos solo el primer algoritmo.

El primer paso del algoritmo esta relacionado con el plano de rotaciones. Especi
ficamente, las rotaciones (4,7 + 1) eliminan los elementos en PTB.

Antes que la k-ésima columna sea procesada, la columna que tiene la mayor
norma-2 de la submatriz es intercambiada con la columna k-ésima.

En el segundo paso, las rotaciones generadas en la primera parte son aplicadas a
R,. Cuando la rotacién en (i,7 + 1) es postmultiplicado sobre R4, crea un elemento
no nulo en la posicién (i + 1,7). Este elemento es eliminado al ser premultiplicado
por la rotacién (7,7 + 1).

Este proceso es ilustrado en la fig. 1, aqui las flechas indican las rotaciones, y el
sombrero indica el elemento que sera eliminado.

Las rotaciones del primer paso pueden ser aplicadas a R4 tan pronto como son

generadas, las cuales son almacenadas. De modo semejante las rotaciones que forman
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U pueden estar acumuladas en (04, con el fin que Q)4 sea transformada en Qc¢.
Asi se tiene los pasos uno, dos y tres de la implementacién estdn completamente
interelacionados.

Asimismo cuando un producto de la forma A;A,... A, debe ser procesado, el
procedimiento puede ser iniciado definiendo A = Q4 = P4 =1y B = A;. En este
caso el segundo paso debera ser obviado y las rotaciones del primer paso acumuladas
en Q A-

En este algoritmo el nimero de operaciones es aproximadamente 5%713 de adi-
ciones y 10%713 aproximadamente de multiplicaciones. Cuando n es suficientemente
grande, las rotaciones de la transformacién rapida de Givens pueden ser usadas para

reducir el nimero de multiplicaciones aproximadamente 5%n3.

1 1

T T T T T T T T T T T T T T T T
Orrr = Orrr—0rrr=—>0rrr—
00 rr - 00 rr 00rr - 07 rr
0 00T - 00 7 r 00 0T 0 00T

1

T T T T - r rTrr T T T T

Orrr=—>7rrr= 0r7rrr

00 rr 0 0rr 00 rr

0 00T 0 00T 0 00T

Fig. 1: Reduccién de Ry
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Capitulo 4

Conclusiones

Este algoritmo se recomienda por su simplicidad y su eficiencia. Esta eficiencia esta
comprobada por la cantidad de operaciones.

Sin embargo no se puede garantizar el funcionamiento de este algoritmo.

Cabe resaltar que dicho algoritmo puede se usado para el producto de descom-

posicién de valores singulares(PSVD).
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