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Notaciones

= Los simbolos N, Ny, Z, R, C denotan el conjunto de nimeros naturales, enteros no nega-

tivos, enteros, reales y complejos, respectivamente.

= [as letras s y 2 usualmente representaran nimeros complejos donde s = o +¢7 (0 a veces
s = o +1t ) siendo o la parte real de s y 7 la parte imaginaria de s que se denotan también

comoo =Rsy T =Ss.

= Dado un nimero real a, denotaremos por {c > a} al semiplano {s € C : s > a}. De

manera andloga tenemos los semiplanos {c > a}, {0 < a} y {0 < a}, asi como la recta

= Dadas f y ¢ funciones, escribiremos f(z) = O(g(x)) o f(x) < g(z) para indicar que

existen M > 0y a > 0tal que |f(z)| < M|g(z)| para |z| > a.

= Del mismo modo, fijado €, escribiremos f = O (g(z)) o f(z) <. g(z) para indicar que
existen M, > 0y a > 0 tal que |f(z)| < M|g(x)| para || > a. Note que aqui M,

depende de e.

= Dados fy g funciones y a € C, por abuso de notacion, escribiremos
f(z) = O(g(x)) cuando z — a

para indicar que existen € > 0y M > 0 tales que | f(z)| < M|g(x)| para |z — a| < e.

f(z)

= Dadas [y g funciones, escribimos f(z) = o(g(z)) para indicar que lim o) —0.
z—o0 g(x



Dadas f y ¢ funciones, escribimos f(x) ~ g(z) para indicar que f y g tienen practica-

. . o . - f@)
mente el mismo comportamiento asintético, en el sentido que lim ——=

= 1.
2= g()

Dado un nimero real a denotaremos por a a la parte positiva de a, i.e. a; = méx{0, a}.
log* : (0, +00) — [1,00) denotard a la funcién definida por log™ (x) = max{2, log x}.
La parte entera de « es definida por | x| = méx{n € Z; n < z}.

Dado un conjunto finito A, la cantidad de elementos de A es denotada por | A|.

Dado un conjunto S € R", x(5) : R" — R es la funcidn caracteristica de S definida por

1 sizels,
0 siz¢gs.

xs(z) =



Introduccion

Uno de los teoremas mas conocidos por los mateméticos, en especial en el area de teoria
de niimeros, es el famoso teorema de los nimeros primos (TNP), de belleza indiscutible, que

afirma que si w(x) es la cantidad de niimeros primos menores o iguales a x, entonces se tiene

que lim —W(QC) log(x)
Tr—r00 €T

= 1, dando a conocer algo la distribucién global de los nimeros primos:

T

cuando x es grande, la cantidad de numeros primos menores que x es aproximadamente Togz"

El primer gran paso para la prueba de este glorioso teorema fue dado por Bernhard Riemann, en
su tinico articulo sobre este tema [R] !, en el cual da varias ideas y asocia el comportamiento de

o0

los niimeros primos con la famosa funcién zeta, ((s) = Z % que aparecid por primera vez
como funcidén compleja en este trabajo. Riemann sugiri6 %Zule la prueba del TNP estaba basada
en técnicas de variable compleja. En 1896, en trabajos independientes, Jacques Hadamard y
Charles Jean de la Valle-Poussin probaron el TNP usando métodos de analisis complejo; sus
pruebas estaban basadas en el argumento crucial de que la funcién zeta de Riemann no se anula
sobre la recta {0 = 1}. Pruebas posteriores simplifican bastante las pruebas mediante el uso de

teoremas tauberianos, un concepto que provino del intento de caracterizar teoremas basados en

los prototipos de los teoremas de Abel (feoremas abelianos) y de Tauber (teoremas tauberianos).

Teorema 0.1 (Abel, 1829). Sea {ay} una sucesion de niimeros reales o complejos, y sea

G(z) = Z a2
k=0

o
la serie de potencias asociada a esta sucesion. Suponga que la serie E ay converge a A, o
k=0

'Ver [Ed] para una discusién detallada de este articulo.



n
equivalentemente la sucesion s, = E ay converge a A. Entonces
k=0

z—1—

lim G(z) = Zak = A.
k=0

Como podemos apreciar, el prototipo de un teorema abeliano es el de interpretar una pro-
piedad de una sucesion, como la sumabilidad de una serie, y transformarla en una propiedad de
una funcién asociada a esta sucesion (también conocida como la transformada de la sucesion),
como la existencia de un limite de la funcion.

El objetivo de un teorema tauberiano es el de encontrar una reciproca de estos teoremas abelia-
nos, usualmente imponiendo nuevas condiciones tauberianas, Tauber probd que la condicién

lim na, = 0 bastaba para obtener una reciproca del teorema 0.1:

n—o0
Teorema 0.2 (Tauber,1897). Sea f(x) = Zanm” para —1 < x < 1, y supongamos que
n=0

o0

lim na, = 0. Si f(x) — S cuando x — 1~, entonces g a, converge y tiene suma S.
n—oo
n=0

De este modo, un teorema tauberiano traduce informacion de una funcién f a una propiedad

[e.9]
en los coeficientes de esta E a, converge y tiene suma S
n=0

Una condicién 6ptima del teorema 0.2 fue dada por Littlewood (1911), debilitando la condicién
tauberiana a la de {na,} ser acotada. Subsecuentemente, Hardy y Littlewood probaron varios
de estos teoremas reciprocos, los cuales denominaron teoremas tauberianos.

Otro teorema tauberiano para series de potencias es el siguiente.

o0

Teorema 0.3 (Frobenius, 1880). Sea f(x) = Zanm” el cual converge para |x| < 1. La
n=0
relacion asintética s,, = Zkgn ap ~ An implica que

A

cuandor — 1™
1—=z

f@) = (=) s ~

Hardy y Littlewood (1914) probaron que la afirmacion reciproca es valida bajo la condicion

tauberiana a,, > 0.



La situacién es mas delicada en el caso de series de Dirichlet (cldsicas) > f*(z) = —,
. . . n:1
las cuales son importantes en teoria de numeros. Si una tal serie es convergente parax > 1y

s, ~ An, entonces

cuadoz — 17.

fr(@) ~

Sin embargo, en este caso se necesita mucho mds que una condicién a,, > 0 para obtener una
reciproca.

Aqui es deseable considerar el comportamiento de la sumatoria f* para z complejo. Los teo-
remas tauberianos donde las propiedades complejas-analiticas cumplen un rol importante son
llamados teoremas tauberianos complejos. Un resultado de este tipo para serie de potencias es

un teorema de Fatou:

Teorema 0.4 (Fatou, 1905). Si la transformada f(z) = Z a,z" de la serie Z a,, existe para
n=0 n=0

|z| < 1y esanalitica alrededor de z = 1, entonces la condicion a,, — 0 implica la convergencia
[e.e]

de Z Uy

n=0

En el caso del TNP, una demostracion conocida usando un teorema tauberiano, es una dada
/
s . .
por Edmund Landau (1908), cuya prueba se basa en que i) no crece mas rapido que cierta

((s)
potencia de s cuando |s| — 00 en el semiplano {0 > 1}. Mas precisamente, existe M tal
!
1
iés)) — — = O(|s|™) en {oc > 1}. Hardy y Littlewood (1918) pudieron debilitar esta
s s

condicién a una de orden exponencial, pero el verdadero salto ocurrié con el teorema de Wiener

que

(1928) y los trabajos de su estudiante Ikehara (1931), resultando en el conocido teorema de

Wiener-Ikehara (ver el capitulo 2). La prueba del teorema de los nimeros primos aplicando

¢(s) 1

(s) 50

extiende continuamente en {¢ > 1}, sin necesidad de acotar la funcién en este semiplano.

el teorema de Wiener-Ikehara se basa solamente en el hecho de que la funcién

Nuestro objetivo en este trabajo es desarrollar teoremas tauberianos complejos sobre series

de Dirichlet, y dar aplicaciones en teoria de nimeros. Veremos el teorema de Wiener-Ikehara

oo

. . L a L .
*Una serie de Dirichlet es una funcién de la forma F'(s) = E )\—ns, cldsicamente se considera el caso A, = n,

n=0""

estas series son definidas y estudiadas en la seccién 1.3.

10



cuya simplicidad hace de esta nuestra primera herramienta para estudiar el comportamiento
asintético de funciones aritméticas. Cabe resaltar que para la prueba de Wiener-Ikehara se desa-
rrollan técnicas de andlisis funcional como lo son las series y transformadas de Fourier, las
cuales cumplen un papel importante en toda esta teoria. También se verd la prueba de uno de

los teoremas de Landau, mas precisamente el teorema hiperbodlico de Landau, el cual se aplica

para estimar el término de error en el teorema de los nimeros primos, 7(z) . Por ultimo,

log x
analizaremos el problema de estudiar la distribucion de valores de ciertas funciones aritméticas

usando el método de Selberg-Delange.

11



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Herramientas de analisis

1.1.1. Formulas de Abel y Euler

Definicion 1.1. Una funcion aritmética es una funcion real o compleja definida en el conjunto

de los niimeros naturales.

EJEMPLO.- La funcién de Mobius p : N — Z es la funcién aritmética definida como sigue:

Sin > 1, escribimos n = p;** - - - pp**. Luego

Note que (n) = 0 siy solo si n tiene un divisor cuadrado perfecto mayor que 1.
Definicion 1.2. Una funcion aritmética f es multiplicativa si

fmn) = f(m)f(n) si med(m,n) =1,
y completamente multiplicativa si

12



f(mn) = f(m)f(n) paratodo (m,n) € N x N.

Nuestro objetivo es estimar como crece la suma de los primeros términos de una funcién
aritmética. Para esto definiremos la integral de Riemann-Stieltjes, que es ttil para expresar su-

mas discretas en integrales.

Definicion 1.3. Sea [a, b] un intervalo cerrado acotado y sean f 'y a dos funciones reales defi-
nidas en [a,b]. Dada una particion puntillada P = (z,t) donde a = xo < x1 < --- <z, = b,

t <ty <---<t,cont; € [x;_1,x;], definimos
HPH = méx{a:l — iL‘i,l,l S ) S n},

S(f.a, P) = Zf i) = alwioy).

Se dice que f es integrable en el sentido de Riemann-Stieltjes con respecto a « si existe el
limite

lim S(f,a, P).

||P[|—0
Formalmente, se dice que [ es integrable en el sentido de Riemann-Stieltjes con respecto a
« y se denotard por f € R(«), si existe un L tal que para todo ¢ > 0 existe un 6 tal que

|S(f,a, P) — L| < ¢ paratodo P con ||P|| < 0. Y se denota

= [ 1@ e

OBSERVACION.- Sea f € R(«) con « diferenciable en el intervalo [a, b]. Dada una particién
a=mxy<w <--- <z =D, por el teorema del valor medio, existen ¢; € [z;_;, z;] tales que

o (0;) = 2ed=elric) Giendo P = (x,6), tenemos que

Ti—Ti—1

S(f,a, P) Zf Ti— Ti 1)

Haciendo esto para particiones P con || P|| — 0, concluimos que
b b
/ fda = / ft) (t)de

13



Teorema 1.4 (Integracion por partes). Sea f : [a,b] — R con f € R(«a), entonces se tiene que

a€ R(f)y b i
/f(l“)da(w)=f(b)a(b)—f(a)a(a)—/ a(z)df(z).

Teorema 1.5 (Identidad de Abel). Para cualquier funcion aritmetica a(n) sea

n<wz
donde A(x) = 0 six < 1. Si f tiene derivada continua en el intervalo [y, x|, donde 0 < y < «,
entonces tenemos
S an)f(n) = A@)f@) - AWFw) - [ A0S O (L.
y<n<az y
PRUEBA.- Podemos expresar la sumatoria usando la integral de Riemann- Stieltjes e integra-
mos por partes

> o= [ fwdaw)

" [ awmar)

Y

= A(t) (1)

yt
x

= A(z)f(z) = Al)fy) — | A@)f()dt.

Y

Como caso particular de la formula de Abel obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.6 (Férmula de sumacion de Euler). Si f tiene derivada continua [’ en el intervalo

ly, x|, donde 0 < y < z, entonces

> fln)= / xf(t)dt+ / x (t=1t]) f'@)at + fo)(lz] —x) = f)(lv] —y). 1.2)

y<n<z

PRUEBA.- Basta tomar la funcién aritmética tal que a(n) = 1 paratodon € Nen (1.1).

14



Asi tenemos A(z) = |x]|y

> 1) = lalite /UM

= |2)f(z) - uﬂw—/a—u—wm%w
=Mﬂw—Mﬂwafa—MWWW—/3ﬂWt
~ Lal(o) = s+ [ (e~ 1) 0ar— (a0~ 1) - [ sione)

= [ s [T 1) £ 5 (1)~ 1) (1] -v)

1.2. Analisis complejo basico

La mayoria de funciones con las que vamos a tratar son funciones definidas en subconjuntos
del plano complejo. Hagamos un breve resumen sobre este tema. Como referencia usamos los

libros [A] y [Rudc].

1.2.1. Funciones holomorfas

Definicion 1.7. Sean a € C, r € R,r > 0 los discos abierto y cerrado de centro a y radio v

son, respectivamente

D(a,r)={x € C/lxr —a| <r}

D(a,r)={z € C/|lz —a|] <r}.

Definicion 1.8. Sea X un subconjunto del conjunto de los niimeros reales o complejos. El

conjunto de las funciones continuas en X se denota por
C(X)={f:X = C: fescontinuaen X }.

15



Definicion 1.9. Sea ) un subconjunto de C, f : Q) — Cy zy € QN QY. La derivada de f en z

se define, si existe, por el limite

(20) - f(zo+h)— f(Zo).

=1
h—0 h
En este caso, se dice que f es derivable en z.
Definicion 1.10 (Funcién holomorfa). Sea €2 un abierto no vacio de C. Decimos que una funcion
es holomorfa en () si f es derivable en todo punto de (). El conjunto de funciones holomorfas

en () se denota por

H(Q)={f:Q— C: fes holomorfa en Q}.
Si f € H(C), decimos que f es una funcion entera.

Proposicion 1.11. EI conjunto de funciones holomorfas en ), H(S2) es un anillo con respecto
a las operaciones de suma y producto de funciones. En particular, si f,g € H () entonces

f+geHQ), f-ge H().

1.2.2. Series de potencias y holomorfia

Teorema 1.12. Sea {a,},>0 C C, y R definida por la férmula de Hadamard

R~ = limsup|a,|'/".

n—oo

La serie de potencias

Z an(z — z0)"

n>0

converge absolutamente si z € D(zy, R), y diverge si z ¢ D(zy, R). Ademds, la serie converge

uniformemente para todo disco cerrado D(zy,r) conr < R.

Teorema 1.13. Con las notaciones del teorema 1.12,

[e.9]

f(z) = Z an(z — 29)"

n=0

es continua para z € D(zo, R); ademds es diferenciable y

f'(z) = Znan(z —2)" |z — 2] < R
n=1

16



1.2.3. Integracion sobre arcos

Definicion 1.14. Una curva en C es una aplicacion continua v : |, 5] — C, donde |« 3] es

un intervalo compacto de R. El rango de la curva se denota por

Siv(a)) = v(B) decimos que la curva es cerrada.
La curva v : [a, B] — C se dice que es un arco si y es continuamente diferenciable excepto
quizds en un niimero finito de puntos t; € |«, (5], donde existen las derivadas por la izquierda y

por la derecha.
Ahora definamos la integral sobre un arco.
Definicion 1.15. Para una funcion g : [«, 5] — C, definimos la integral

/ t)dt = /3% dt+z/BS(g(t))dt,

donde las integrales del lado derecho son integrales de Riemann de funciones reales de variable
real. Si g es continua sobre |« 3], salvo un niimero finito de puntos o« =ty < t; < ... <t, =f

que pueden o no incluir o y 3, donde g posee limites a izquierda y derecha, definimos

/a ? ()t = i /tt g(t)dt

Definicion 1.16. Para un arco vy : [a, 8] — Cy f € C(v*), definimos la integral de f a lo

[ = [ " F) e
/ F(2)ldz] = /f (1)t

Definicion 1.17. Una reparametrizacion regular (o simplemente reparametrizacion) de un ar-

largo de v mediante

Definimos también

coa: [a,b] = Cesunarco 8 : [c,d] — Cdelaforma f = aos, donde s : [c,d] — |a,b] es una
funcion continuamente derivable, tal que s'(x) # 0 para todo x € [c,d]. La reparametizacion

es positiva si s'(x) > 0 para todo x € [c, d], y negativa si s'(x) < 0 para todo x € [c, d|.

17



Definicion 1.18. Si o : [0,1] — C es una curva, la curva —« : [0,1] — C definida por

(—a)(t) = a(l — t) es una reparametrizacion negativa de « llamada curva opuesta de .

Definicion 1.19. Sean o : [0,1] — Cy 5 : [0,1] — C son arcos tales que a(1) = [(0). La

yuxtaposicion de oy (5 es la curva definida por a x 3 : [0,1] — C

o0 a(2t),  t<1/2
BRt—1), t>1/2.

Proposicion 1.20. Se cumplen:

i) Si aesunarco, f € C(a*)y B es una reparametrizacion positiva de «, entonces

fec@)y
/af(z)dz:/ﬁf(z)dz.

ii) Si avesunarco, f € C(a*), entonces f € C((—a)*) y

/_a F(2)ds = —/af(z)dz.

iii) Si 'y f son arcos, f € C(a*) N C(B*) y los arcos admiten una yuxtaposicion o * 3,

entonces | € C((a* 3)*)y

/a*ﬁf(z)dz:/af(z)der/ﬁf(Z)dz.

Definicion 1.21. Para un arco 7y : [, 5] — C, la longitud de arco de ~ es

o= [1as= | .

Proposicion 1.22. Dados un arco : [a, 3] — Cy f € C(v*),

/Vf(z)dz
Lf(z)dz

< [1r@le)

En particular

< Izré§§|f(2)l L(7).

18



Definicién 1.23 (Indice). Dado un arco cerrado~y = ¢ ~v*, definimos el indice del arco ~ con

respecto a z mediante

ind, ( (1.3)

" omi f
Definimos el indice del arco v como la funcion ind., : C\7 — C, dada por (1.3).

Siv:[a, ] = C, (1.3) se escribe explicitamente como

ind, (2) = ! /B () dt.

omi J, (t) -z

Teorema 1.24. Para un arco v en C, se cumplen las siguientes propiedades:

a) ind, € H(C\y*).
b) ind,(C\v*) C Z
¢) En cada componente conexa de C \ *, ind., toma un valor constante.

d) En la componente acotada de C \ v* toma el valor 0.

1.2.4. Teoria local de Cauchy

Teorema 1.25 (Teorema de Cauchy para un abierto convexo). Sea €2 un abierto convexo de C
y [ €CQ)nH(Q\{p}) p € Q. Entonces existe F € H(Q) tal que f = F'. En particular,

f f(2)dz = 0 para todo arco cerrrado  en €.

El siguiente resultado es una reciproca del teorema de Cauchy anterior. Este resultado sirve

para conocer la holomorfia de ciertas funciones.
Teorema 1.26 (Morera). Sea f € C(X2), ) abierto tal que

f(2)dz = 0, para todo tridngulo A C .
Entonces f € H(Q).

Teorema 1.27 (Férmula de Cauchy para un abierto convexo). Sea §2 un abierto convexo , y un

arco cerradoen Qy f € H(Q). Si z € Q\*, entonces

F(2) -indy(2) = o / g_zdg
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Teorema 1.28. Sea 2 abierto en C, y f € H(S)). Entonces [ se puede representar localmente

por una serie de potencias, de la siguiente manera: si zo € )y para alginr > 0, D(zy,r) C £,
ch — , para todo z € D(a,r). (1.4)

donde los coeficientes c,, estan dados por

1 f©)

Cpn = — d¢, n>0.
278 Jop(zory (§ — 20)" T

Teorema 1.29. Con las condiciones de la formula integral de Cauchy

P i, ) = o [ S

Corolario 1.30. Si Q C C es abierto conexo, f € H(Q), z € Qy f*(z) = 0, para todo

k > 0, entonces f(z) = 0, para todo z € €.

Corolario 1.31. Si Q C C es abierto y conexo, f,g € H(Q), 20 € Qy f®(z) = g™ (), para

todo k > 0, entonces f(z) = g(z), para todo z € Q).

1.2.5. Teorema homolégico de Cauchy

Definicion 1.32 (Cadena, ciclo). Sean 1, ... ,, arcos en el plano C.

Para toda f € C(yf U ---U~) definimos funcionales lineales

_ /7 F(2)dz

La suma Z f )dz se define como / f(2)dz, donde T es la suma formal de los arcos ~;

L =y .

Estas sumas formales se denominan cadenas y si los s son cerrados se denominan ciclos.

También definimos I'* como v; U~y; U--- U,

Definicion 1.33 (Suma de cadenas, ciclo opuesto). Sea I' = v;+vo+ . .. 4, un ciclo.

La cadena opuesta de la cadena I es la cadena —1" definida por

T = (=)+(=n)+ - +(=m),

20



donde los —; son los opuestos de los arcos 7;,i = 1,...,n. Observamos que (—1I")* = T'*. Por
otro lado, si A = §,+5+ - - - +0,, es otra cadena, definimos la suma de las cadenas T" + A
como la cadena

AR \SDNE S SR N N S

Observamos que (I' + A)* = I U A*. Denotamos ademds I" — A =T+ (—A). Evidentemente

la cadena opuesta de un ciclo es un ciclo, y la suma de dos ciclos es también un ciclo.
Proposicion 1.34. Se cumplen:

i) SiT esuna cadenay f € C(I'*),entonces

/_Ff(z)dz _ —/Ff(z)dz.

ii) SiT'y A son cadenasy f € C(I'* U A*), entonces
f(z)dz = /f(z)dz +/ f(2)dz.
T+A r A

Definicién 1.35 (indice de un ciclo). Si T = y,4+7o+ - - - ., es un ciclo, entonces definimos el

indice de el ciclo I" como
n

indr(o) = Z ind,, ().

i=1
Teorema 1.36 (Teorema de Cauchy para ciclos). Sea f € H(2), Q abierto en C y I" un ciclo
en () que satisface

indr(«) = 0, para todo o ¢ .

Entonces

£(2) - indp(z) = — flw)

= — dw, paratodow € Q\ I'".
21 Jrw — 2

1.2.6. Teorema homotdpico de Cauchy

Definicion 1.37. Sean v, , 71 curvas cerradas en un espacio topolégico X, ambas parametri-
zadas por el intervalo I = [0, 1]. Diremos que 7y y 71 son homotéopicas en X (o simplemente

homotopicas) si existe una aplicacion continua, llamada homotopia H : 1 x [ — X tal que
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i) H(s,0) ="0(s), paratodo s € I;
ii) H(s,1) = v(s), paratodo s € I;
iii) H(0,t) = H(1,t), paratodot € I.
OBSERVACION.- Dada una homotopia H como la de arriba, tenemos que para cada s € [0, 1],
Ye(s) = H(s, 1),

define una curva en X. Esta familia infinita de curvas representa las deformaciones sucesivas
que sufre la curva 7, para convertirse en y; .
NOTA.- La relacion de homotopia es una relacién de equivalencia en el conjunto de curvas

cerradas en X . Denotamos 7, ~ < para indicar que las curvas cerradas vy, y y; son homotdpicas.

Definicion 1.38. Si -y es homotdpica a una aplicacion constante -y, se dice que ~y, es ho-

motopicamente nula.

Teorema 1.39. Si vy y 1 son arcos cerrados homotdpicos en una region )y si a ¢ €), entonces
ind,, (o) = ind,, ().
Corolario 1.40. Si (2 es una region simplemente conexa y I" un ciclo en ), entonces

indr(«) = 0, para todo o & SQ.

1.2.7. Singularidades

Definicion 1.41. Si zy € Qy f € H(Q\{z0}), decimos que f tiene una singularidad aislada en

zo. Decimos que la singularidad es removible o evitable si existe g € H(2) tal que g|ao\ (-1 = f-

Teorema 1.42. Si f € H(Q\ {z20}) y f estd acotada en
D'(z0,7) = {2 € C;0 < |z — 20| <},
para algiin r > 0, entonces f tiene una singularidad removible en z.
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Teorema 1.43. Si zg € Qy f € H(Q\ {20}), entonces uno y solo uno de los siguientes casos

debe ocurrir:
i) f tiene una singularidad removible en z.

ii) Existe {c1,c2,...,¢n} CC,n>1, concy, #0, tal que

m i
f2) =) ——p
2 ap
tiene una singularidad removible en z.
iii) Sir >0y D(zp;r) C §Q, entonces

f(D'(z0;7)) = C.

Definicién 1.44 (Polo y singularidad esencial). Sea zg € Qy f € H(Q\ {z0}). Siguiendo las

notaciones y casos del teorema 1.43 :

a) En el caso ii), se dice que f tiene un polo de orden m en z, y ¢, se denomina el residuo

de f en zy y se le denota por Res(f(z)), y
z=2z0

Z (2 — 20)%’

k=1
es la parte principal de f en z.

En el caso cuando m = 1, decimos que el polo es simple.
b) En el caso iii), se dice que f tiene una singularidad esencial en z.

OBSERVACION.- Se puede clasificar el tipo de singularidad en funcién solo del comporta-

miento del médulo de la funcién alrededor de la singularidad:
a) Si|f(z)| esta acotada cuando z — a, la funcién posee una singularidad removible en a.
b) Si|f(z)| — oo cuando z — a, la funcién posee un polo en a.

¢) Si|f(z)| aproxima cualquier valor real > 0 cuando z — «a (o simplemente si es que no se

da uno de los casos anteriores), la funcion posee una singularidad esencial en a.

23



1.2.8. Series de Laurent

Teorema 1.45 (Serie de Laurent). Consideremos f holomorfa en el anillo
Q={z€C:r<|z—2| <R},

donde 0 < r < R < o0, entonces existe una sucesion {a, ez C C tal que, para z € )

[e.e]

F& = aulz— 20",

n=—oo

donde

1
an:—,/ &df para n € Z,r < p< R.
278 Jop(z0,p) (§ — 20)"

OBSERVACION.- Como en el caso de los polos, sea 2 = {z € C/0 < |z — %| < R}. Si
a_, # 0 para infinitos n’s, entonces f tiene una singularidad esencial en zy y a_; se denomina

el residuo de f en z; y se escribe

Res f(2) = a_;.

2=20

La serie
o0
>
n=1 (Z o ZO)n

se denomina la parte principal de f en 2. Esto completa la clasificacién de singularidades en

funcién de la serie de Laurent de f:

i) Sia, = 0 paratodo n < 0, f posee una singularidad removible en zy;

ii) sia, = 0 paratodo n < m, para algiin m < 0 con a,, # 0, f posee un polo de orden |m)|

en zo;
iii) si a,, # 0 para infinitos valores de n < 0, f posee una singularidad esencial en 2.

Lema 1.46. Sea f € H(S)) y g meromorfa en Q con polo de om’en men s = sgy con serie de

o0

Laurent alrededor de sy definida por g(s) = Z —I—Z an(s—so)" = Z an(s—s0)",
S — 50

k=1 k=—m
k

(=D (g,
Res((6)a(6) = Do L)

entonces
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PRUEBA.- Como f es holomorfa en s, en serie de potencias
[e.e]
F(s) = 3 buls = 0)",
k=1

donde by, = f*) (s0)/k!, multiplicando con la serie de Laurent de g, tenemos que

o0

F(8)9(s) = Y culs —s0)",

n=—m

con ¢, = E amby, en particular
m-+p=n

m mo el (g
Res(f(s)g(s)) =c_1 = Z a_pbr_1 = Zakf(kf(l)!)'

$=50

1.2.9. Funciones meromorfas y calculo de residuos

Definicion 1.47 (Funcién meromorfa). Si €2 es abierto, decimos que f es una funcion mero-

morfa en § si existe A C ) tal que

a) A no tiene punto limite en ().
b) fe HQ\ A).
¢) f tiene un polo en cada punto de A.

El conjunto A se denomina conjunto de polos de f y se denota A = P(f). El conjunto de

funciones meromorfas sobre €} se denota por
M(Q) =A{f: f es meromorfa en Q}.

Si f € M(C), decimos simplemente que f es meromorfa.

Teorema 1.48. Si Q(z) = E —( o C es la parte principal de f en a, entonces f — () tiene
z—a
i=1

una singularidad removible en a y

1 4! "
- am s,

6= R:es(f(z)) = lim

z—a (m — 1)
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Corolario 1.49. Si f posee un polo simple en a, entonces

Res(f(z)) = lim(z — a) f(2).

zZ=a z—a

Teorema 1.50 (Teorema del residuo). Sea f una funcion meromorfa en §2 y A el conjunto de

los polos de f. Si T es un ciclo en Q) \ A tal que
indr = 0, para todo o ¢ (),

entonces
1
27

[ £z = 3 Res((2)) (o)

a€A

OBSERVACION.- La suma que aparece en el enunciado del teorema es finita.

1.3. Series de Dirichlet

En 1737 Euler prob¢ el teorema de Euclides de la existencia de infinitos nimeros primos
mostrando que la serie > p~!, extendida sobre todos los primos, diverge.

El dedujo esto del hecho que la funcién zeta ¢ (s), dada por

((s) = ! , (1.5)

ns
n=1

para s > 1 real, tiende a oo cuando s — 1. En 1837 Dirichlet probé su conocido teorema de

primos en una progresion aritmética estudiando la serie

L(s,x) =) x(n), (1.6)

nS

n=1
donde x es un caracter de Dirichlety s > 1.

Las series en (1.5) y (1.6) son ejemplos de series de la forma

i f(n) (1.7)

ns’

donde f(n) es una funcién aritmética. Estas son llamadas series de Dirichlet con coeficientes

f(n). Ellas constituyen una de las mas ttiles herramientas en teoria analitica de nimeros.
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1.3.1. El semiplano de convergencia absoluta de una serie de Dirichlet

Primero note que si o > a se tiene |n°| = n” > n%, entonces

fo)| _ Lfm)l

ns na

Por tanto, si una serie de Dirichlet Z f(n)n™* converge absolutamente para s = a + bi luego,
n=1

por el test de comparacion, este convergerd para todo s con ¢ > a.

Esta observacion implica el siguiente teorema.

Teorema 1.51. Suponga que la serie Z ‘ f(n _S‘ no converge para todo s o diverge para

todo s. Luego existe un numero real aa, llamado la abscisa de convergencia absoluta de la

serie Z | f(n)n~*

converge absolutamente si 0 < o,,.

, tal que la serie Z f(n)n=° converge absolutamente si o > o, pero no

o
PRUEBA.- Sea D el conjunto de todos los 0 € R tales que Z } f (n)n_s‘ diverge. D es no
n=1
vacio ya que la serie no converge para todo s. Entonces D tiene un supremo el cual llamamos
0q.S10 < 0, entonces 0 € D, pues caso contrario ¢ seria una cota superior para ) menor que

el supremo. Si o > o,, entonces o ¢ D ya que o, es una cota superior de D. Esto prueba el

teorema. [ |

NOTA.- Si Z |f(n)n™%| converge en todo punto, definimos 0, = —oo y si la serie no

converge en mngun punto definimos o, = 400.

1.3.2. La funcion definida por una serie de Dirichlet

Asuma que Z f(n)n™* converge absolutamente para ¢ > o, y sea

=S fopn (1.8
n=1

definida para o > o,.
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Lema 1.52. Si N > 1yo > ¢ > o, se tiene

N fn)n~

n=N

PRUEBA.- Tenemos

<Y M7 =Y |f ) n T < NTETD N T f(n)n”
n=N n=N n=N

—S

|
El siguiente teorema describe el comportamiento de F'(s) cuando o — +oc.
Teorema 1.53. Si F'(s) es dado por (1.8), entonces
lim F(o+1it) = f(1).
o—+00
uniformemente para —oo < t < +00.
PRUEBA.- Ya que F'(s )+ Z f(n)n~* resta probar que el segundo término tiende a
0 cuando 0 — +o00. Escoja ¢ > o,. Luego para o > cel lema 1.52 implica
S fn <277 | f(n)|n
n=1 n=2
donde A es independiente de o y t. Como lim A/2° = 0, esto prueba el teorema. |

ag—00

Ahora probaremos que todos los coeficientes de la serie son tnicamente determinados por los

valores de la serie de Dirichlet.

Teorema 1.54 (Unicidad). Dadas dos series de Dirichlet

G(s) = Z gq(lzl)

n=1 n=1

ambas absolutamente convergentes para o > o,. Si F'(s) = G(s) para cada s en una secuencia

infinita { sy} tal que o, — +00 cuando k — oo, entonces f(n) = g(n) para todo n.
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PRUEBA.- Sea h(n) = f(n) — g(n) y H(s) = F(s) — G(s), de la hipétesis tenemos que
H(sg) = 0 para cada k. Queremos probar que h(n) = 0 para todo n. Por reduccién al absurdo,

supongamos que h(n) # 0 para algin n. Sea N el menor entero para el cual h(N) # 0 . Luego

= 350 S bl

nsz

n=N n=N+1
Entonces
s .~ h(n)
h(N)=N°H(s) = N* Y  ——.
n=N+1

Haciendo s = s tenemos H (s;) = 0 entonces
h(N) = —N?* i h(n)n®.
n=N+1
Escogemos k tal que o, > ¢, donde ¢ > o,. Luego el lema 1.52 implica
|W(N)| < No(N + 1)~ (@9 i |h(n)|n=¢ = (Ly A
- W N +1

donde A es independiente de k. Haciendo & — oo se tiene que (N/(N + 1))7* — 0y entonces
h(N) = 0, una contradiccion. |
El teorema de unicidad implica la existencia de un semiplano en el cual la serie de Dirichlet no

se anula (a menos que la serie sea la nula).

Teorema 1.55. Sea F(s) = Z f(n)n™* y asuma que F(s) # 0 para algin s con o > o,.

Entonces, existe un semiplano o > ¢ > o, en el cual F'(s) nunca es cero.

PRUEBA.- Asuma que tal plano no existe. Luego, para cada k = 1,2, ... existe un punto sy
con Re(sg) = o > k tal que F'(sx) = 0. Ya que 0, — oo cuando & — oo el teorema de unici-

dad muestra que f(n) = 0 para todo n, contradiciendo la hipétesis que F'(s) # 0 para algin s. B

1.3.3. Multiplicacion de series de Dirichlet

El siguiente teorema relaciona productos de series de Dirichlet con la convolucién de Diri-

chlet de sus coeficientes.
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Teorema 1.56. Dadas dos funciones F(s) y G(s) representadas por series de Dirichlet,

|
=
«Q
=

]
WE

=, (1.9)
n=1 n

donde h = f x g : N — C, la convolucion de Dirichlet de f y g, definida por

hn) = 3" fld)g (%)

dln

Reciprocamente, si F'(s)G(s) = » «a(n)n™° para todo s en una sucesion {sy} con

|M8

n=1
o, = Re(sg) — +oo cuando k — oo, entonces o = f * g.

PRUEBA.- Para cualquier s para el cual ambas series convergen absolutamente se tiene que

n=1m=1

F(s)G(s) =Y fm)n=" )Y gm)m™ =% " f(n)g(m)(mn)~",

ya que por la convergencia absoluta podemos multiplicar estas series y reordenar los términos de

cualquier modo sin alterar la suma. Juntemos aquellos términos para los cuales mn es constante,

digamos mn = k. Los posibles valores de £ son 1,2, ..., entonces
F(s)G(s) =) ( > f(n)g(m)) o= h(k)k™,
k=1 \mn=k k=1

donde h(k) = Z f(n)g(m) = (f % g)(k). Esto prueba la primera proposicion, y la segunda
mn=k
se sigue del teorema de unicidad. [
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1.3.4. Productos de Euler

El siguiente teorema, descubierto por Euler en el afio 1737, es a veces llamado la version

analitica del teorema fundamental de la aritmética.

oo
Teorema 1.57. Sea f una funcion aritmética multiplicativa tal que la serie Z f(n) es absolu-
n=1

tamente convergente. Luego la suma de la serie puede ser expresada como un producto infinito

absolutamente convergente,
S ) =[[{1+ )+ @+ }. (1.10)
n=1 p

sobre todos los primos. Si f es completamente multiplicativo, el producto se simplifica y se tiene

;f(n) = Hl—;f(p) (1.11)

D

NOTA.- En cada caso, el producto es llamado el producto de Euler de la serie.
PRUEBA.- Considere el producto infinito

Px)=][{1+f0)+ @) +--}.

p<w
sobre todos los ndmeros primos p < z. Siendo este el producto de un nimero finito de series ab-

solutamente convergentes, se pueden multiplicar las series y reordenar los términos de cualquier

modo sin alterar su suma. Un término es de la forma

fi)f(ps?) -+ forr) = fF(p1'ps? .. o)

ya que f es multiplicativa. Por el teorema fundamental de la aritmética podemos escribir
P(x) =Y _f(n),
neA
donde A consiste de aquellos n teniendo todos sus factores primos < x. Entonces
S fn) - P@) =Y f(n),
n=1 neB

donde B es el conjunto de los n teniendo por lo menos un factor primo > z. Entonces

<1l < Y1)l

neB n>x

> f(n) = P(a)
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o

Cuando x — oo la dltima suma en la derecha tiende a 0 ya que Z | f(n)| es convergente. Luego

n=1

P(x) — i f(n) cuando = — oo.
n=1

Ahora, un producto infinito de la forma H(l + a,,) converge absolutamente siempre y cuando

la serie correspondiente E a,, converja absolutamente. En este caso se tiene

n

DO @)+ <D (I @)+ ) < 1)l

p<x p<z

Como todas las sumas parciales son acotadas, la serie de términos positivos

SO+ F@*) + -

converge, y esto implica la convergencia absoluta de el producto en (1.10). Finalmente, cuando
f es completamente multiplicativa, se tiene f(p") = (f(p))" y cada serie en la derecha de
(1.10) es una serie geométrica convergente con suma (1 —f (p))fl. |
Aplicando el teorema anterior a una serie de Dirichlet absolutamente convergente se obtiene lo

siguiente.

Teorema 1.58. Asuma que Z f(n)n™? converge absolutamente para o > o,. Si f es multipli-

n=1

— f(n) _ flo) 0
; - —H{1+ b T T } (1.12)

p

cativa, se tiene que

para o > 0, y si f es completamente multiplicativa se tiene que

> f(n 1
Zlfés)znuf !

» (p)p—*

para o > o,.

1.3.5. El semiplano de convergencia de una serie de Dirichlet

Una serie de Dirichlet no esta definida en todo el plano complejo, puesto que hay valores
complejos para los cuales dicha serie no converge. Vamos a ver que una serie de Dirichlet tiene

como regién de convergencia un semiplano.
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Lema 1.59. Sea sy = og + itg y asuma que la serie de Dirichlet Z f(n)n™% tiene sumas

n=1
parciales acotadas, digamos
S fmn| < M,
n<x
para todo x > 1. Luego para cada s con o > o se tiene
S fn0| < 2Ma™ (14 s = ol ) (1.13)
a<n<b g =00

PRUEBA.- Sea a(n) = f(n)n=% y sea A(z) = Za(n). Luego f(n)n™° = a(n)n®**y
n<x
aplicamos la identidad de Abel (1.1), con f(z) = 0 ~*, para obtener

b
Y fmn s = AB)b™ " — Aa)a™ " + (s — ) / A(t)to—s1at.
a<n<b a

Como ‘ A(z) ‘ < M, entonces

> fn

a<n<b

b
< MV~ + Ma®™ " + (0 — 00) M / ool

baofa _ aaofcr

<2Ma®77 4+ |s — so|M

< 2Ma0° <1 4 M) .

0O — 0y

Og — O

|
Ahora probemos que en efecto la region de convergencia de una serie de Dirichlet es un semi-

plano.

Teorema 1.60. Si la serie E f(n)n=% converge para s = oy + ity entonces esta también
converge para todo s con o > 0. Si la serie diverge para s = oy + iy, entonces esta diverge

para todo s con o < oy.

PRUEBA.- La segunda proposicion se sigue de la primera. Para probar la primera proposicion,

escoja cualquier s con o > 0. El lema 1.59 muestra que

> fnn

a<n<b

< Ka®™7,
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donde K es independiente de a. Ya que a°~? — 0 cuando a — +o00, el criterio de Cauchy

muestra que Z f(n)n=° converge. |
n

Teorema 1.61. Si la serie Z f(n)n™* no converge en todo punto o diverge en todo punto,
n

existe un numero real o., llamado la abscisa de convergencia de la serie E f(n)n=*, tal que
n
la serie converge para todo s en el semiplano o > 0.y diverge para todo s en el semiplano

o< 0.

PRUEBA.- La prueba es andloga a la del teorema 1.51, tomando o, la menor cota superior de

todos los o tal que Z f(n)n=° diverge. [

NOTA.- Si la serie converge en todo punto definimos 0. = —o0, y si esta no converge en
ningtn punto definimos o, = +o0.

Ya que la convergencia absoluta implica convergencia, siempre se tiene o, > o..
Si o, > o, existe una franja infinita 0. < 0 < 0, en el cual la serie converge condicionalmente.

El siguiente teorema muestra que el ancho de esta franja no excede de 1.
Teorema 1.62. Para cualquier serie de Dirichlet con o, finito se tiene
0<o, —0.<1.

PRUEBA.- Basta con probar que si Z f(n)n™*" converge para algin s, luego este converge

absolutamente para todo s con 0 > 0y+1. Sea A una cota superior para los nimeros ‘ f(n)n=s° ‘ .

Luego
F)| _[fm))| 1 |_ A
n—s 50 ns—so | — npo—oo ’
de donde Z | f(n)n™?%| converge por comparacién con Z n 7. [

Las propiedades de convergencia de las series de Dirichlet pueden ser comparadas con aque-

llas de las series de potencias. Toda serie de potencias tiene un disco de convergencia, mientras
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que toda serie de Dirichlet tiene un semiplano de convergencia. Para series de potencias, el in-
terior del disco de convergencia es también el dominio de convergencia absoluta. Para series
de Dirichlet el dominio de convergencia absoluta puede ser un subconjunto propio del dominio
de convergencia. Una serie de potencias representa una funcion analitica dentro de su disco de
convergencia. Se probard que una serie de Dirichlet representa una funcion analitica dentro de

su semiplano de convergencia.

1.3.6. Propiedades analiticas de las series de Dirichlet

Las propiedades analiticas de las series de Dirichlet serdn deducidas del siguiente teorema

general de la teoria de funciones complejas.

Lema 1.63. Sea {f,} una secuencia de funciones analiticas en un subconjunto abierto S del
plano, y asuma que {f,} converge uniformemente en todo subconjunto compacto de S a una
funcion limite f. Entonces f es analitica en Sy la secuencia de derivadas { f }converge uni-

formemente en todo subconjunto compacto de S a la derivada f’.

PRUEBA.- Ya que f,, es analitica en S tenemos de la formula de integral de Cauchy

fnla) = = fn—<z>dz,

2 Jopz—a
donde D es cualquier disco compacto en S, 9D es su borde orientado positivamente, y a es

cualquier punto interior de D.

@)y, [ 1)

op < — a oD < — a

Ful2) = £(2) ,
dz‘ < [ OO, < onmgeginte) - s

|2 = al

A causa de la convergencia uniforme en 0D, haciendo n — oo, tenemos que

ftm [ 3y, - (2) 4.

n—oo Joap 2 — Q@ op < —a

Por lo que

fay= - [ 1&g

21 Jop 2 —a

lo cual implica que f es analitica dentro de D. Para las derivadas se tiene
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fi(a) = = / I gy play = / ) g,

" 27 Jop (2 —a)? 27 Jap (2 —a)?
de donde se sigue facilmente que f/(a) — f’(a) uniformemente en todo subconjunto compacto
de S cuando n — oo. |
Para aplicar el lema a series de Dirichlet primero probamos que estas convergen uniformemente

en cada subconjunto compacto del semiplano de convergencia.

Teorema 1.64. Una serie de Dirichlet Z f(n)n™% converge uniformemente en cada subcon-

n
junto compacto dentro del interior del semiplano de convergencia o > o..

PRUEBA.- Basta con mostrar que Z f(n)n™* converge uniformemente en cada rectangulo

n
compacto R = [«, 8] X [¢,d] con a > 0. Para hacer esto, usamos la estimacion obtenida en el

lema 1.59
N fn)n~t| < 2Ma%0 (1 n M) : (1.14)

o — 0Oy
a<n<b

donde sy = oy + ity es cualquier punto en el semiplano ¢ > 0.y s es cualquier punto con
o > 0y. Escogemos sq = 0y donde 0, < 0¢ < a, luego si s € R, tenemos que 0 — oy > a — 0
y |so — s| < C, donde C' es una constante dependiendo de sy y R pero no de s. Luego (1.14)

implica que

Z f(n)n™*| <2Ma°™° (1 + ¢ > = Ba’""?,

a — O0p
a<n<b

donde B es independiente de s. Como a”°~* — 0 cuando a — 400, se satisface la condicion

de convergencia uniforme de Cauchy . [

Teorema 1.65. La funcion suma F(s) = Z f(n)n=° de una serie de Dirichlet es analitica en
n=1

su semiplano de convergencia o > o., y su derivada F'(s) es representada en este semiplano

por la serie de Dirichlet

F'(s) = —i% (1.15)

obtenida por diferenciacion término por término.
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PRUEBA.- Aplicamos el teorema 1.64 y el lema 1.63 a la secuencia de sumas parciales

fm(s)

= Z f(n)n=>. |

P
NOTA.- La serie derivada en (1.15) tiene la misma abscisa de convergencia y la misma abscisa

de convergencia absoluta, de la serie F'(s).

1.4.

Transformadas de Fourier y aproximaciones de la iden-

tidad

En esta seccion daremos resultados de aproximacion de funciones y teoria de transformadas

de Fourier que serdn utiles en los siguientes capitulos. Los resultados se pueden encontrar en

[Ste][Cap. 1] y [Fol][Cap. 7].

En esta seccion usaremos las siguientes notaciones:

El espacio de funciones continuas en IR” se denota por

C(R") = {f:R" = R, f es continua }.

El espacio de funciones continuas en R" que tienden a cero en el infinito se denota por
Co(R") = {f € CR"), lim_f(x) =0},

Para un multi-indice o = (ay, ag, . . ., @), definimos |a| = oy + ag + -+ + .

Dada una funcién f € C'(R") y un multi-indice o = (aq, ag, ..., ay) € (Ng)™, definimos
0%(f) como la derivada parcial (si existe)

olel

T 92010232 .. Oxon

9*(f) f

y decimos que 0%( f) es una derivada parcial de orden |«

El espacio de funciones continuas en R" tales que todas sus derivadas de orden menor o

igual a k existen y son continuas, se denota por
C*(R™) = {f : R* = R, 0°(f) es continua cuando |a| < k}.
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Cuando f € C*¥(R"), decimos que f es de clase C*.

Sea f : R" — R, definimos el soporte de f como el conjunto

supp(f) = {x € R", f(x) # 0}.
El espacio de funciones en R™ de clase C'* con soporte compacto se denota por

C¥HR™) = {f € C*(R"),supp(f) es compacto}.

Dadol <p < ooy f:R" — R, definimos || f||, como
1/p
Il = ([ 1rpas)
R
Definimos el espacio de funciones L”
LPR™) ={f:R" > R,||f|l, < oo}
|| - ||, define una norma en este espacio, por lo que también denotamos || f||.> = || f]|, -
Definimos el supremo esencial de un conjunto A € R como

esssup(A) = inf {z < 0o, a < z en casi todo punto de A}.

Para f : R" — R, definimos || f||. = ess %uP | f(x)|. Definimos el espacio
zER™
L®(R") = {f : R 5 R, ||f]los < 00}.
|| - ||co define una norma en este espacio, por lo que también denotamos || f||z~ = || f||co-
El espacio de funciones que son localmente L se denota por

Lp

loc

(R") = {f:R* = R, xx.f € L’(R") para cualquier K C R" compacto }

donde i es la funcidén caracteristica de K.
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1.4.1. Aproximaciones de la identidad

Sean f y g dos funciones medibles en R". La convolucion de f y g es la funcién f * g,

definida por
(f *g)(x) = . fy)g(z —y)dy.

Directamente de la definicién podemos inferir las siguientes propiedades bdsicas.
Proposicion 1.66. Asumiendo que las integrales en cuestion existan, tenemos:
(i) El operador de convolucion es bilineal y simétrico.
(ii) (f*g)*h=fx(gxh).
(iii) Para w € R" tenemos 7,(f * g) = (1.f) * g = [ * (1,9), donde 7, f(z) := f(x — w).
(iv) Si A es la clausura del conjunto {x + y;x € supp f,y € supp g}, entonces

supp(f * g) C A.

Tal vez el hecho més interesante de este operador de convolucién es su caricter regularizan-

te,i.e. Si f € CK(R")y g € L} (R"), entonces f * g € C*(R") y satisface

9*(f+g) =(0°f) x g,
para todo multi-indice o con || < k. En ese caso la convolucién de dos funciones tiene por lo

menos la regularidad de la mas regular.

Sea @ una funcién en R y € > 0 Escribimos

O () := l<I> <£> :

e €

Observe que si ® € L'(R™) tenemos

/ () dr = / d(x)d,
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para cada € > (. Cuando ¢ — 0, la masa de ¢, se vuelve mds concentrada en el origen, de
modo que, heuristicamente, ®. estd convergiendo a un multiplo de la delta de Dirac. Ese es

esencialmente el contexto de los proximos dos resultados.

Teorema 1.67 (Aproximaciones de la identidad-convergencia LP). Sea ® € L'(R™) con

/ ®(x)dx = A. Entonces valen las siguientes propiedades:

(i) Si f € LP(R")(1 < p < o0) entonces f x P, — Af en la norma LP, cuando ¢ — 0.

(ii) Si f es acotada y uniformemente continua, entonces f * ®. — Af uniformemente cuando

e — 0.

(iii) Si f € L>®(R™) y f es continua en un abierto U, entonces f * ®. — Af uniformemente

en subconjuntos compactos de U, cuando € — 0

Teorema 1.68 (Aproximaciones de la identidad-convergencia puntual). Sea ® € L'(R"™) con
/ ®(z) dz = A. Defina el menor mayorante radial de ® como V(x) = esssupy, >, [P(y)| y

suponga que ¥ € L*(R™). Si f € LP(R") con 1 < p < oo, tenemos

lim f « & (z) = Af(z)

e—0

para todo x en el conjunto de Lebesgue de f (en particular para casi todo punto).

1.4.2. La transformada de Fourier

El concepto de transformada de Fourier, nominada en homenaje al matematico francés Jean
Baptiste Joseph Fourier, es motivado por dos ideas centrales en andlisis, la idea de expresar fun-
ciones periddicas como superposicion de ondas bésicas (senos y cosenos), que esta relacionada
con las llamadas series de Fourier y la concepcion de un operador que transforma diferencia-
cién en multiplicacidn por polinomios, una herramienta de extrema utilidad en la resolucion de
ecuaciones diferenciales.

De este modo, para una funcién f € L'(R"™), definimos su transformada de Fourier f por

f) = [ s d
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Nuestra primera proposicion colecciona una serie de propiedades basicas de la transformada de
Fourier. En particular, observe su relacion con el operador convolucion y su caricter especial de

transformar diferenciacion en multiplicacién por polinomios.

Proposicion 1.69. Sean f,g € L'(R"). Entonces:
(i) || Flleee < [ f]]0-
(ii) T,1(€) = e 2™V f(€) y 7, (f) = h donde h(z) = ¢ f(x).

(iii) Si T es una transformacion lineal invertible en R" y S = (T*)~! es la inversa de su

traspuesta, entonces f o T = |det T'|~! f oS. En particular, si'T' es una rotacion, tenemos

—

foT(§) = fo T;ysiTx =tz (t > 0), entonces f/o\T(f) = t"f(t{).
(iv) Fxg=fa.
(v) Siz®f € L'(R") para |a| < k, entonces f € C*(R™) y 8*f = [(—2imz)* f]"

vi Si f e CHR"),0°f € LY(R") para|a| < k,y0*f € Co(R") para |a| < k—1, entonces

(0°f)(§) = (2mi&)* f(£)-

El préximo resultado nos da una caracterizacion (parcial) importante del conjunto imagen

de la transformada de Fourier en L!(R").
Lema 1.70 (Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R™) entonces f € Cy(R™).

Pasamos a investigar ahora el problema inverso: como obtener f a partir de su transformada
de Fourier f . Definimos para eso la transformada de Fourier inversa (denotada por ~) de una
funcién f € L'(R") por

fe) = [ e paydn

Teorema 1.71 (Férmula de inversioén). Si f y f estdn en L' (R™), entonces

fo) = [ e e,

para casi todo punto x € R".
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Capitulo 2

Teorema tauberiano de Wiener-Ikehara

El teorema tauberiano de Wiener-lkehara es un teorema dado por Ikehara en 1931 que se
sigue de un teorema tauberiano de Wiener. La simplicidad de las condiciones necesarias hacen

del teorema la primera herramienta en el estudio del crecimiento de funciones aritméticas.

2.1. EL teorema de Wiener-Ikehara

Lema 2.1. Sea A : [0,00) — [0, 00) no decreciente tal que

/ e "A(y) dy < oo,
0

para todo o > 1. Entonces la funcion

S / e YA(y)dy = w(s)
0
es analitica en la region Re(s) > 1.

PRUEBA.- Esto viene del teorema 1.26 (Morera) pues, si consideramos un tridngulo compac-
to A en la regién Re(s) > 1, entonces existe oy > 1 tal que Re(z) > o para todo z € A.
Luego
L[ e amlanas < q@a) [T iy < o,
0 0
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por tanto por el teorema de Fubini [Fol][Teo 2.37] podemos cambiar las integrales, y usando

que e *Y A(y) es analitica en la variable s para y fijo, por el teorema de Cauchy (1.25), tenemos:

/ / e Y A(y) dyds:/ / e Y A(y) dsdy:/ 0dy = 0.
aaJo 0o Joa 0

Por lo que concluimos que s / e ¥ A(y)dy = w(s) es analitica. |
0
Veamos el ejemplo particular cuando A(y) = e?, en este caso

1
s—1°

o0
S / e Veldy =
0

El enunciado del teorema de Wiener-lkehara es lo reciproco, viendo que si la funcién

o0 1
/ e W A(y) dy es préxima a
0 §—

T entonces A(y) es proxima a ev.

Teorema 2.2 (Wiener-Ikehara). Sea A : [0, 00) — [0, 00) no decreciente tal que

/ e 7YA(y)dy < oo
0

para todo o > 1y suponga que
1

s—1

s+ w(s) —
se extiende continuamente a {o > 1}, donde w(s) = / e~ A(y)dy. Entonces
0
lim A(y)e ™ = 1.
y—00

PRUEBA.- Sea

Defina para o > 1,

Note que m, € L'(R) para o > 1. Ademads

a(t) = / it () dy

o0

_ / 2=V A(y) — %) dy = M(o + 2mit).
0
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Asf, teniendo m, (t) = M (o + 2mit).

Supongamos que vale la inversion de Fourier; tendriamos

o (y) = / " M(o + 2mit)emitvdt,
y si pudieramos tomar limite de 0 — 1,

my(y) = /OO M (1 4+ 2mit)e*™™ dt.

Por el lema de Riemann-Lebesgue, ylggo my(y) — 0y tendriamos que e ¥Y(A(y) — e¥) — 0, i.e.
A(y)e ¥ — 1 cuando y — oo, y tendriamos resuelto nuestro problema. Ahora bien, no pode-
mos usar la inversién de Fourier, puesto que no sabemos si 7, € L'. Cuando nos enfrentamos
con estos problemas en andlisis, la mayoria de veces la técnica para saltar el obstaculo es apro-
ximar por objetos (funciones) regulares donde podemos aplicar nuestros resultados (teoremas)
conocidos y luego pasar al limite, para obtener lo deseado. En esta ocasion usaremos técnicas
de aproximaciones por la identidad.

Consideramos el niicleo de Fejer k(x), definido por

o= (%)

con transformada de Fourier k(t) = (1 — |¢[) .- Entonces

ks(z) = 0k(62),

ks(t) = k(t/8) = (1 - aHtl) , -
Considere m, * ks € L'(R). Entonces

o — o~

1y % s = 7y (£)eg (1)

= M (o + 2mit) (1 - %'>+ .

—_—
Al ser m, * ks continua de soporte compacto, la inversién de Fourier vale

> t .
Mg * ka(:l:) = / M(O’ -+ 2m't) ( — %) p2mite 4
oo .
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Como m, * ks(x) = / me(y)ks(x —y)dy = / mey(y)ks(z — y) dy, tenemos
oo 0

/ ma(y)k‘a(x - y) dy = / M(g —+ 2772'75) (1 _ @) 627rita: dt.
0 —00

+

Tomando limite cuando o — 17, por el teorema de la convergencia dominada [Fol, Teo 2.24],

/ M (1 + 27it) (1 - U) e dt.
o o),

El lado izquierdo es / e YVA(y)ks(z—y) dy— / e~ 7YeVks(x—vy) dy. Tomando limite cuan-
0 0

el lado derecho queda

do 0 — 17, usando el teorema de la convergencia monétona [Fol, Teo 2.14], el lado izquierdo
queda
| erawiste =y [ kst —g)dy
0 0

Luego

/Ooo(eyA(y) — Dks(z —y)dy = /:Mu + 2mit) (1 - %) e2ite gt

+

y como t — M (1 — 2mit) (1 - %>+ € L'(R), por el lema de Riemann-Lebesgue

/ (e7YA(y) — 1)ks(z —y) dy — 0, cuando z — 0. (2.1)
0
Sea 0 < € < 1y asuma que ¢ es suficientemente grande para que
Ve
1—e</ k(y)dy < 1.
—V5
Haciendo y = 2z y recordando que k;(2) = 6k(dz)
1/V3
1—e</ ks(z)dz < 1,
-1/V8
y para A = \/ig
z+A
1—e§/ ks(x —y)dy < 1. 2.2)

—-A

Usamos la condicion de que A es no decreciente y elegimos x grande, A pequefio (v > \) para

tener que

e "M A — \) < e VA(y) < e TP Az + N). (2.3)
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Usando (2.2) y (2.3), tenemos que

(1—e)fe™ Az - V)] < /i e VA(Y)ks(z —y)dy < e Az 4 N). 2.4

De la primera desigualdad (el lado izquierdo) de (2.4) tenemos que

T+ 0o
(1—e)fe ™ Az —N)] < / e VAy)ks(x —y)dy < / e VA(y)ks(x —y)dy. (2.5)
T—A 0
Puesto que lim ks(z —y)dy = lim / ks(t) dt = / ks(t)dt = 1, de (2.1) obtenemos
z—00 Jq z—00 J_ o oo

que

/ (e A(y))ks(z —y)dy — 1, cuando x — 0.
0

Fijando 0 y tomando lim sup en (2.5), tenemos que

T—r00

limsup(1 — €)(e ™" *A(z — \)) < 1

T—00

limsup(e > Az — \)) < e®/(1— )

T—r00

limsup(e “A(z)) < /(1 —¢).

T—00

Teniendo asi que limsup(e " A(z)) < e**/(1 — €), como esto se cumple para cualquier € y 4,
T—00

haciendo 0 — oo (A — 0),¢ — 0

limsup(e ™ "A(x)) < 1.

T—00

En particular, también tenemos que existe ¢ > 0 tal que e *A(x) < ¢, usando la segunda

desigualdad de la ecuacion (2.4)

z+A
liminf e " A(z 4+ \) > lim inf/ e VA(y)ks(x — y) dy

T—00 T—00 Y

00 T—A 0o
:liminf(/ —/ —/ )
T—00 0 0 T4+

A

=1-—1lim sup/ e YA(y)ks(x —y) dy
0

T—r00

— lim sup/ e YA(y)ks(x —y) dy

—00 +A
z—A 00
21—6(/ +/ )ké(l”—y)dy
0 T+
>1— ce.
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Anidlogamente al primer caso, tenemos que lim inf e * A(z) > (1 — ce)e™**. Como esto ocurre
T—00

para cualquier € € (0, 1) y cualquier J suficientemente grande, podemos hacer ¢ — 0, 6 — oo

(A — 0), obteniendo que lim inf e *A(z) > 1. Concluimos que lim e *A(x) = 1. [

T—00 T—00

2.2. Aplicaciones del teorema de Wiener-Ikehara

Mostramos una aplicacion inmediata del teorema de Wiener-Ikehara al estudio de las series
de Dirichlet.

Sean1 < \; < Ay < ... con lim )\, = oo. Consideremos la serie de Dirichlet
n—oo

F(s) = Z ;\Lnsv
n=0 """

con a, > 0 paratodon € Ny con abscisa de convergencia 0. = 1. Supongamos que F'(s)
se extiende meromérficamente a una regién abierta conteniendo {o > 1} con un tnico polo en

s = 1 con residuo 7. Definamos B : [0, 00) — [0, 00) como B(z) = Z a,. Usando la integral

An<z
de Riemann-Stieltjes y la integracion por partes, podemos expresar nuestra serie de Dirichlet

como
F(s)= 30 2 = | @
— An - xs
— B(z) +s/ B(z)z~ 5! da. (2.6)
x® |- 1

Vemos que cuando o > 1, lim |B(x)/z°| = 0. En efecto, sea 0 = 1+2¢y considere oy = 1+e.
T—00

oo
C . Qp, . .
Por hipotesis g -— existe y converge a un valor digamos L, luego tenemos que
=1

0

S
B() n3>T n —€ n —€ —€
(@) _ e =(Z—) g(Z—) < Lo
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B(z) ™

:ES

Tomando limite cuando x — oo se tiene lo deseado. De este modo = Oy laintegracion

-
por partes en (2.6) nos deja

F(s) = s/ B(x)z~*'dx, parac > 1.
1
Hacemos el cambio x = e':

— et dt, parac > 1.

B(et F
(<) y G(s) = r(j) , tenemos que A es no decreciente, y al tener F'(s)

una continuacion meromorfa a una regién €2 conteniendo {o > 1} con un tnico poloen s = 1

Definiendo A(t) =

con residuo r, entonces G(s) tendrd continuaciéon meromorfa en la regién €2 \ {0} conteniendo

{o > 1} con un tnico polo en s = 1 con residuo 1, de modo que G(s) — tendrd ex-

tensién continua en {o > 1}, cumpliéndose asi las hipdtesis del teorema de Wiener-Ikehara.
B(e! , B(x
Qe_t =1,1.e. lim L

= r, obteniendo el siguiente teorema.
T T—00 €T

Concluimos que lim
t—o00

Teorema 2.3. Seanl < \; < Ay < ... con lim A\, = oo. Si la serie de Dirichlet

n—oo
o
an . . . . . .,
F(s) = E pWE a, > 0 tiene abscisa de convergencia o. = 1y admite continuaciéon meromor-
n=1""

fa a un conjunto abierto conteniendo {c > 1} con un tinico polo simple en s = 1 con residuo
T, entonces

A(z) ~ rx,

donde A(x) = Z .
An<z

Podemos obtener una prueba del teorema de los ndmeros primos usando el teorema anterior,

para a,, = A(n), A\, = n, donde A es la funcion de von Mangoldt, definida por

logp sin=pF keN

A(n) =
0 otro caso.
—! A
Del hecho conocido que CC(—()S) = Z ﬂ para 0 > 1, y que la funcién ( se extiende de
s ns
n=1

manera analitica a todo el plano complejo, sin polos ni ceros en la recta {o = 1}, a excepcién
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Y

(
¢(s)

del polo simple s = 1 [Apo, Sec. 13.5] (lo cual implica que tiene un Unico polo simple

en s = 1), tenemos del teorema 2.3 que

=> An) ~ . (2.7)

n<x

La funcién ¢ aqui definida es llamada la funcion 1) de Chebyshev, o segunda funcion de
Chebyshev. Ahora veamos que en efecto esta tltima ecuacién implica el teorema de los nimeros
primos. Para ello veamos una proposicion simple que nos permitird intercambiar el estudio de

la funcién A por el de la funcién log sobre los primos.

Proposicion 2.4. Definimos la funcion ¥ como V(x Z log p. Entonces, se cumple que
p<x

V(x) ~ x.

PRUEBA.- Vemos que

:ZA Zlogp—l—Zlogp J(x +ZIOgP

p<w p<z pF<w pF<z
s s
y tenemos que Z logp = Z logx| _ 1)logp < Z logz < z'/?log x.
- log p - -
pP<z p<z!'/? p<z'/?
k>2
Por tanto ¥(x) ~ x viene del hecho que 1 (z) ~ x. [
Para finalizar, note que
+
o))" o9t
e [ Wy,
o logt logt o o t(logt)
obteniendo que
v o0t
(o) = 2 / 0 _ g 2.8)
log x 5 t(logt)?

Como ¥(x) ~ z, en particular tenemos que ¥(z) < C'x paratodo x € R, para alguna constante

universal C. Luego

=) v
<
gt@mﬁ“—cla%w”t

1/2

r 1 z 1
< —dt t
=C (/2 (logt)? dt+ /21/2 (logt)? d )

zt/? x—l = a :
= 1g22” T log@ ) OQ@@J
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Reemplazando esto ultimo en (2.8) y multiplicando por el factor

, Se tiene que

m(z)logz  J(z) (
= + 0

i T

) , x> 2. (2.9)

log x

: . . U(x -
Tomando limite cuando x — o0, y sabiendo que lim (—) = 1, tenemos el siguiente resultado
T—00 X

Teorema 2.5 (Teorema de los nimeros primos).

T

()

~ logz’

De este modo, vimos que el teorema tauberiano de Wiener-Ikehara tiene como aplicacion
directa el teorema de los nimeros primos, esto es, la descripcion del comportamiento de la can-
tidad o de la densidad de los nimeros primos. Claramente del teorema de los ndmeros primos,

tenemos en particular que M =0 ( > , x> 2, por lo que lim w
T—00 T

T

= 0, que significa
log
que los primos tienen una “densidad” nula sobre los naturales.

Podemos obtener otras aplicaciones del teorema de Wiener-Ikehara, consideremos por ejem-
plo que queremos estimar la densidad de los valores de una funcién aritmética, digamos de la

funcién ¢ de Euler. Sea a(n) = #{m : ¢(m) = n} y denotando A(z) = Z a(m), queremos

m<x
. A(x) ) . . .
estimar ——. Veremos como el teorema de Wiener-Ikehara sirve para responder parcialmente
T

esta pregunta.
Primero estimemos a(n) (ni siquiera vimos que este niimero era finito), sea m tal que p(m) = n,

sim = pi'py?...ppFconpy < py < --- < p, esladescomposicion como producto de primos

de m, es facil ver que

m m D1 P2 Pk
n o p(m) (Pl—l) <P2—1> (pk—1> ‘

Pr—

T
y por ende, aunque sea una cota muy débil, tenemos que a(n) < n(n + 1). Teniendo esto,

debido a que 7 < 1y que p; — 1|n (por lo cual p, — 1 < n). Tenemos que m < n(n + 1),

podemos definir




de momento para 0 > 3, donde es absolutamente convergente, por lo que podemos reordenar

los términos y tener

> aln > 1
F(S):z 7(18) :Z;QO(”)S

Pero, como ¢ es multiplicativa podemos expresar

> a(n =1 1 1 1
F(s)=>_ ;s)zzso(n)s:]_[(uw + + +>

s 2)s 3)s
o = . p)* @) e’

<1+ L ;1 ! + )
(p—=12 (p—12p° (p—1)pp> )

p

La ultima productoria converge para o > 1, asi que de hecho todas las sumatorias en la igualdad

convergen para o > 1 también. De hecho los factores en la tltima productoria son del tipo

1 1 1 pe
1+ + + +...=1+
(p=1° (=1pp (p—1)0p* (p—1)(p—1)
s 1 1
S <1 + _ —) .
P — 1 (p _ 1)3 s
Obteniendo que
> 1
> 5 =6, o>,
1
donde G(s H ( ) es una funcién holomorfa para ¢ > 0, puesto que
» - p’
1 1
Z ( ( 0 — —) es absolutamente convergente en partes compactas de {o > 0}. Asi,
p _ S pS

tenemos que F'(s) admite extension analitica definida por ((s)G(s) a laregién {o > 0} con un

tinico polo en s = 1 con residuo igual a G(1), aplicando el teorema 2.3, tenemos que

lim
Tr—r0o0 xr

El célculo de G(1) es inmediato:

o) =TJ <1 . ﬁ . %) _ rp[ (pﬁpZ 1p2pi 1p3pj 1) B <<22)(3)‘

p

Teorema 2.6. Se cumple que

Lo M) S5} C@)3)

o v ¢(6)
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Capitulo 3

El teorema tauberiano de Landau

En este capitulo enunciaremos y probaremos la version hiperbodlica de un teorema tauberiano
de Landau, usando de referencia la tesis doctoral de Mathieu Roux [Roux, Cap. 13]. La ventaja
de este teorema es que solo requiere de una extension meromorfa a una region hiperbdlica, la
cual es una region pequeiia, de modo que nos permite trabajar con funciones cuyas localizacio-
nes de ceros o polos no se conocen del todo, como la funcion zeta de Riemann. Se dard una

pequeiia modificacion al enunciado del teorema tauberiano hiperbdlico de Landau y con esta

oz
logz*

estimaremos el término de error en el teorema de los ndimeros primos, ()

3.1. El teorema tauberiano hiperbdélico de Landau

Primero establezcamos hipdtesis antes de enunciar el teorema tauberiano hiperbdlico de

Landau.

Definicion 3.1 (Hipétesis(H_)). Sea (a,,) una sucesion de elementos de Cy ¢ : R — R*, una

funcion par con lim (1) = 0y @ decreciente en R ;. Definimos la zona hiperbdlica
T—00
U=U(p)={s=(0,7)€C:0,—¢(T) <o <0,}.

Seaa >0y B : N — R una funcién creciente.
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Decimos que la sucesion {a,,} verifica las hipdtesis (H_) con los pardmetros

(Oaa {<807 m0>7 (517 m1)7 SRR (ST7 mr)}7 AJ ¥, &, B)
siempre y cuando :

. . a
1. La abscisa de convergencia absoluta de Z(s) = E —Z es o, con o, > 0.
n
n>1

2. La aplicacion s — Z(s) se extiende meromdrficamente a U con un nimero finito de

polos, y denotamos sy, s1, ..., s, los polos de tales que para 0 < 1 < r,0; = 0.

2(5)

Denotamos ademds por m; al orden de s; como polo de

3. Parae > 0,7(s) < 1+ |7|4a=9)* para s € U, con T suficientemente grande en valor
absoluto.
4. Z la,|n~7 < (0 — 0,)~%, uniformemente en o, < o < o, + 1.

n>1

5. Paran > 1,

a,| < B(n).
Ahora enunciemos el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.2 (Teorema tauberiano hiperbélico de Landau). Supongamos que la sucesion (a,,)

verifica las hipdtesis (H_) con los pardmetros

(Ua’ {(307 mo)v (517 m1)7 SRR (87“7 mr)}a A7 ¥, &, B>7

donde o0, > 1y B es una funcion acotada. Entonces, para todo j =0, ...,r,
Z(s
Qj(x) = e %" Res (Qe‘“c)
§=8; S

es un polinomio de grado m; — 1, donde m; es el orden de s; como polo de , Y ademds

para todo € > (0
= Suponiendo que existe 3 > 0 tal que o(T) > 2z y o < %

N =3 a, =Y t9Q,(Int) + O, (t"“ (In t)a—%+6) .

n<t §=0
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» Suponiendo que existe § > 0 tal que o(T') > W

N(t) Z ZtsJQ] (Int) + <t”“ exp ( (M In t) 5(1— (—:)))

n<t

entonces existe M > 0 tal que

3.2. Previos a la demostracion

3.2.1. Foérmula de Perron
La funcion de Heaviside h : R, — R se define por:

1, sia>1,
ha)=4q 1, sia=1,
0, si0<a<l.

Tenemos el siguiente lema.

c+i00
Lema 3.3. Si c > 0, nos referiremos a / como el valor principal de la integral impropia
c—100
c+iT
lim . Luego, si a es cualquier niimero real positivo, se tiene

T—o0 c—iT

1 c+1i00 dZ

_— F__ =} .
2mi c—100 “ < <a)
Mas aiin, tenemos
1 c+iT d c
_./ Sl — L sio<a<1, (3.1
21t Jo_ir z 7T log (5)
1 c+iT d c
f/ | U P | (3.2)
211 J . _ip z T loga
1 c+iT d 1
_,/ <<l sia=1. (3.3)
2t Jo_ir 2z 2 il

PRUEBA.- Suponga primero que 0 < a < 1y considere el contorno rectangular 2; formado
por los vértices ¢ — i1, b — iT, b+ iT,c+iT, con b > c. Ya que a®/z es analitica en el interior

. a® . ) a”®
de este rectingulo R, tenemos —dz = 0. Entonces escribimos la integral de — como
z

c+zT c+zT b—HT c+iT a?
c—iT # b+iT c—



y luego

c+1iT b =z
2T
/C / —dz + a / %dx
< / e + 2T ab B 2 ([ —a° n 2T ab
- T/, @ b T \loga b

Hacemos b — co. Luego a’ — 0, de donde

/ e+l Ldz 2a°
f— | < —
c—iT TlOg( )

Esto prueba (3.1) .
Sia > 1, usamos el contorno rectangular formado por los vértices —b — 1", c — T, ¢ + 1T,

—b+iT.Aquib > ¢ > 0y T > c. Ahora a”/z tiene un polo de orden 1 en z = 0 con residuo 1

ya que
a* = e*°8* = 14 zloga + O(|z|*) cuando z — 0.

Por consiguiente

c+iT b+iT c—iT
i ([ )
c+iT' b+iT
1 c+iT dZ 1 c+iT b+iT —b—iT dz
— aF— —1=— a®—.
2mi ( / /c—iT ) <

21t J it z —b+iT

de donde

Ahora estimamos las integrales de la derecha. Tenemos
1 af

c+iT
N < :l: —
' / / de / de = T loga’

b—HT

b+iT
‘ / < 2T—

[ /
a®— —dx < =
c—iT z Tloga

Haciendo b — oo, la segunda integral tiende a 0, obteniendo (3.2)

Cuando a = 1, podemos analizar la integral directamente. Tenemos

HT T T T g
/ —:/ ,dy:/ 2y2dy+ic/ 23/2
c -T¢€ Ty -T¢€ +y

—iT R _rc+y
T
d
:2z'c/ 7
0o A+y?
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T
donde la primera integral / %dy del segundo miembro se anula, pues el integrando es
_r 4y

una funcién impar. Luego

1 [Tdz ¢ [T dy 1 T 1 1 ¢
= —arctan — = 5 — —arctan —.
0

2wt Jo_ip 2 0w AcA+y? c T T

Como arctan(c/T") < ¢/T, esto prueba (3.3), y la prueba del lema 3.3 estda completa (haciendo
T — 00). [

Teorema 3.4 (Férmula de Perron). Sea Z(s Z an /A’ una serie de Dirichlet absoluta-

n=1
mente convergente para o > 0,, de modo que (\,)n>1 es una sucesion de niimeros reales tal

que lim A, = 400, sea ¢ > 0, x > 0 arbitrario. Luego si ¢ > o, — c tenemos:
n—oo

1 c+ioco z
— Z(s+ z)x—dz =

271 :
c—100 A<t

*an

donde " significa que el iiltimo termino en la suma estd multiplicado por 1/2 cuando x = \,.

*a
NOTA.- Denotaremos a N (z) = 3 =,
n

An<z
PRUEBA.- En la integral, c es la parte real de z, luego la serie Z(s + z) es absoluta y uni-

formemente convergente en subconjuntos compactos de el semiplano ¢ + ¢ > o,. Se sigue

que

c+iT c+iT oo e
/ . Z(S + Z / )\ S+z _dZ
c—iT c—iT
Z /c—HT( > dz
_ Z a”s /C+ZT x %—l— Z a”s /C+iT z %
A Jemir \ M) 2 M Semir \ ) 2
A An>T

n <&

c+iT
, G dz

Y

S
T Je—iTr <

Indicando el simbolo +' que el dltimo término aparece solo si  es algdn \,,.
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En la suma finita ) 7, __ podemos pasar el limite 7" — oo término a término, y la integral es

2mi por el lema 3.3 (aqui a= %, a > 1). El dltimo término (si este aparece) resulta wia,, Ay, °,

y el teorema estaria probado si mostramos que

c+iT
715202 / ( ) = 0. (3.4)
c+oo

Sabemos que / (x/An)?(dz/z) = 0si A\, > x, pero para probar (3.4) debemos estimar la

c—100 il
velocidad con la cual / tiende a cero. Del lema 3.3 tenemos el estimado
c—1T
/c—HT d P 2 a O _ _ .
— para a .
c—iT T (1 0og Lll)

Aquia = x/\,, con \,, > z. Entonces 1/a = \,/x > Ay/x > 1, donde N es el menor entero

tal que Ay > x. Entonces

an, / et/ N dz
> () Y
A Semir \ z

An>T

Z M—>Ocuand0T—>oo.

Esto prueba la formula de Perron. |
NOTA.- Si ¢ > o,, la férmula de Perron es valida para s = 0 y obtenemos la siguiente represen-

tacion integral de las sumas parciales de los coeficientes:

Corolario 3.5. Si c > o,, tenemos que

D Z)—Aaz = Ay = T
27 ) eino z = 0

3.2.2. Formula de Perron efectiva

> 1,

Teorema 3.6 (Primera férmula de Perron efectiva). Para ¢ > max(0,0,), T > 1y x

tenemos que

B 1 c+iT ’an’
N = gy [, 20T 0 ( Z T log<x/An>\>> -
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PRUEBA.- Del lema 3.3, y de las ecuaciones (3.1) y (3.2) tenemos que
1 c+iT ys 1
h(y) — — —ds| < ——°
’ ) 2mi /c—iT o S‘ ~ 7T[log y|y 7
luego para y tal que 7’| log y| > 1 tenemos que

1 c+iT s
’h@_—,/ Yas| <

21t Joir S

c

c Yy
— Y <
7T |log vl 1+ T|logy|

Supongamos ahora que 7’| log y| < 1:

c+iT | s c+iT d c+iT (i, 1
/ Y gs = yc/ =4 yc/ Mds.
c—iT S c—iT S c—iT S

Por un lado, del lema 3.3, ecuacién (3.3)

/c+zT ds
c—iT S

y por otro lado, como tenemos que |e® — 1| < |t| para \t| < 7r/2.

/c+zT ‘
c—iT

1
<_ il
7TT+2

(T log y)
S

dr

—/T

< 2Tlogy| < 2,

y entonces

c+zT
y

S

IN

c—i

c 5\ (14 T|logyl|)y°
- 9 I
( + + >y (7TT+2) 1+ T[logy|
<9 40 i
- 7rT 2) 14 T|logy|

Luego, si y < 1, tenemos que h(y) = 0y entonces, en este caso

1 c+iT
h(y) - —/ y—d

21t Jo_ir S

1 5 y°
< (L2 4
“w\rT  2)1+T|logy|

mientras si y > 1, tenemos h(y) = 1y entonces

1 c+iTys 1 c 5 yc
hiy) — — Tas) < 2 (=+2)—2L 11
'(y) 2m'/c_iT s = 7r(7rT+2)1+T|10gy|Jr
1 5 ¢ ‘71
< L1fe 5 Yy +y! og y|
r\xT " 2) 1+ Tllogy| |Tlogy]
1 5 y°
< (= 1) —7
- ( (7TT+2>+ )1+T!logy!
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1 5
Obtenemos asi una cota uniforme M = max {— (LT + 5) +1, 1} de modo que
AT

1 c+iT s
]h(y) S

21t Jo_ir S

yC
<M{|——— ).
)

Haciendo y = =/, y sumando sobre todos los n > 1 (después de una multiplicacién por a,,)

obtenemos la formula establecida. |

Corolario 3.7 (Segunda formula de Perron efectiva). Sea Z(s) = E I yna serie de Dirichlet
nS
n>1
de abscisa de convergencia absoluta finita o,,.

Supongamos que existe un niimero real o > 0 tal que :

Z la,|n"7 < (0 — 0,)"% uniformemente en o, < 0 < o, + 1,
n>1

y una funcion B : N — R no decreciente, satisfaciendo para todon € N:
la,| < B(n).

Entonces parat > 2, T > 2,0 < 04 c=0,—0 + ﬁ

an I dw (Int)*  B(2t) logT
= Z w Oq—0 1 '
e e A CR Tt b le (t s ( i )) (3.6)

n<t

1 .
Int®

N(t) = 5 /CHT Z(w)t“’%w +0 (t%% + B(2t) (1 + tlnTT»

2mi c—iT

En particular, cuando s = 0, parat > 2, T > 2,0, > 0, c = 0, +

PRUEBA.- Aplicamos la férmula (3.5) a la serie F'(w) = Z b,n"“ conb,, = a,n " °. Notan-

n=1
do que F(w) = Z(s + w), tenemos que
I dw > la,n =%
apn~® = — Z(s+w)x*— + 0| x° .
; 2701 J i ( ) w ( ; nc(l + T 10g(35/n)|)

Cuando n no pertenece a [, 2z tenemos que | log(z/n)| > log 2, entonces

c |ann78| :L.c |an|

*ne(L+ T|log(z/n)]) = Tlog2nere
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Luego, la contribucidn en la suma de estos términos es

oo
< T Z |an|n ™7 < 27T log )™
n=1

Cuando %x < n < 2z, escribimos n = N + h donde N es el entero mds cercano a x (por lo que

|IN — x| <1/2); luego

» Siz <n <2z, entonces 0 < "% < 1. Usando que log(1 +a) > § cuando 0 < a < 1,

n n—x n—ux
log<5>:log(1+ . )2 T

Por desigualdad triangular, tenemos que n — x > |n — N| — |z — N| > |h| — 1/2.

a
2

tenemos que

Si N # n, entonces |h| > 1y por tanto n —x > |h| —% > |—Z:| Sin = N, entonces h = 0,

por lo que también se cumple que n — x > |—g| Concluimos que

lo <2>>M
& x/) ~ Az’

= Si § <n < 2, entonces 0 < === < 1. Usando que log(1 +a) > § cuando 0 < a < 1,

tenemos que

x r—n r—n r—n
log (-) —log 1+ > > .
n n 2n 2x

Por desigualdad triangular, tenemos que x —n > |N —n| — [N —z| > |h| — 1/2.

Si N # n, entonces |h| > 1y por tanto x —n > |h| —% > |—;°| Sin = N, entonces h = 0,

por lo que también se cumple que z — n > |—Z| Concluimos que

lo <£>>m
& n/ — 4z’

h . .
"l Con esto estimamos la contribucién de la suma restante:

x

Asi tenemos | log(z/n)| >

. || B(2x) 1
DY 1+ T|log(a/n)] & o 2 1+ Thiz

z/2<n<2zx 0<h<z+1

B(2x) x
Sk S S DR W 1

1<h<z/T z/T<h<z+1
B(2x logT
< B ){1+x 8 }
x° T
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donde esta tltima estimacion se deduce de la férmula de Abel. |
Antes de empezar con la prueba del teorema hiperbélico de Landau, veamos que los (); defini-
dos son efectivamente polinomios. Ahora enunciemos la primera parte del teorema hiperbdlico

de Landau.

. S) .
Teorema 3.8. Sea Z(s) una funcién meromorfa, de modo que tiene polo s = s; de orden
m = m;. Definimos

)= o (2.

5=5; S

Luego (); es un polinomio de grado m; — 1.

A
PRUEBA.- Aplicamos el lema 1.46 para f(s) = ey g(s) = ﬂ ya que f*)(s) = zFes®,
s

tenemos que

269 ) _j5, e
R (270) = Loy

k=1
Luego
Z o a
e %% Res ( (S) esx) — a—k xkz—l
§=5; S —1 (k — 1)'
es un polinomio de grado m; — 1. [

3.3. Prueba del teorema hiperbdélico de Landau

Para probar el teorema hiperbdlico de Landau, vamos a hacer uso de la férmula de Perron

efectiva para tener el siguiente estimado.

Lema 3.9. Con las notaciones del teorema 3.2, tenemos que

+ O, (t7==1Te) . (3.7)
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o =0a—¢(7)

c+1T

y C

Figura 3.1: Contorno de integracion para el teorema hiperbolico de Landau
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PRUEBA.- Consideremos el contorno rectangular de vértices ¢ — iT, ¢ +iT,¢ +iT,d —iT

/

como se muestra en la figura 3.1, donde ¢ = o, + , =0, —¢(T)y apliquemos el teorema

. . Z(s
de residuos a la funcién s — Lts.
s

Int

Tenemos asi

S (o o) o (220,

Analizando el camino 7, tenemos por el punto 3 de la hipdtesis (H_) que

‘Z(S)ts _ 12 1Z6)]t
s 5] 7]
1_’_TA(a'afo')+e

< t7

T
<. (T—l + TA(Ua—cr)+e—1) .

T—$00 -

1
Abhora bien, como lim ¢(z) = 0, entonces A(o, — o) < A(p(T)) < 5 — € para T suficiente-
mente grande. Por lo que

TA(aan)Jrefl < T71/2,

y entonces

A
ﬂ758 < TV, para 7' suficientemente grande.
s

Luego

/—Z(S)tsd < /C il do < 1
S € g € .
2 S o ﬁ \/Tlnt

Andlogamente, obtenemos que

Z(s) 1 toe

2 s < =i
/M s S Tt

Para el andlisis sobre ~; usamos la formula de Perron efectiva:

L / 208 g = L /CHT 26 psqs = Ny + 0 (t""(lnTt)a + B(2t) (1 + tln—T)) |

2mi s 2mt Jo_ir S T

63



Por ultimo estimamos la integral sobre 3, usando de nuevo ((H_)3.), y ya que ¢ es par, tenemos

1 [ Z 1 [T 7
1 2),, L 0
21 )y, S 270 J g — ()it

1 Acp )+e/2
L 77 T)/ i ’T‘ dr

1 Aap )+e/2
< 1o g"T>/ +|T| dr.
0

—=t%ds

Como lim ¢(x) = 0, existe Ty > 1, tal que Ap(Ty) < €/2y se tiene

T—00

/T (1 + |7_|)A<p(r)+e/2dT _ /To (1 + |7_|)A<p(r)+e/2dT N /T (1 + |7_|)A<p(7)+e/2d7_
0 0 To

7l 7l 7l

T
<. 1 +/ (1+ |r))=tdr

To
<L T".
Combinando las estimaciones sobre cada 7; obtenemos

Zi:ie; (@t) =N(t)+ O (t%% + B(2t) (1 + t#)) + O, (%{Zt)

+ O, (t7=#1Te) .

Por lo tanto

ZT: Res (@ﬁ =N(t) + O (t"“% + B(2t) (1 + tlnTT»

+ O, (t727#DTe) .

3.3.1. Prueba del primer punto del teorema hiperboélico de Landau

Para probar el primer punto del teorema, vemos que si ¢(77) > #, entonces existe M > 0

tal que para T suficientemente grande tenemos ¢(7") > % Definamos 7" implicitamente por:

Mlnt

TP InT = .
1+¢€

De aqui obtenemos los siguientes resultados:
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Int

L — <. T,
InT <
1
2. Int <. T°InT <L T8 | de aqui haciendo ¢; tal que — — = ¢, tenemos
B B+ea
sucesivamente, que
Int <., TP+
Int <, TF+a
(Int) 7 >, T
(Int)~ 5+ > T,
. 1 T
obteniendo que T L (Int)"57
3. Multiplicando por ¢7¢(In ¢)“
Int)* 1
t”“% <L t%(Int)*7F T (3.8)

4. Como teniamos que B estaba acotada, entonces B(2t) < 1.

5. Usando la estimacién en 2, vemos que

Int

tTﬂ+1

B+1
1 B+1 T
=tlnt (T) L, tint (1n t—%-&-q) <, t(lnt) é(ln t)e1(5+1)

Int
y haciendo ¢, tal que € = €;( + 1), obtenemos t% <, t(In t)_%“.

Entonces, dado que 0, > 1

tInT Int _1.. oL e
B(2t) ; <<1tT2+1 < t(lnt) T <, 170 (Int)* T F T (3.9)

6. Para la altima estimacion vemos que

—Mlnt —MlInt
toa—(T)pe < t7%* exp (T—Bn> T =t exp <T—Bn) exp(elnT)

—MInt
§t0aexp( Tﬁn +elnT>

<t%exp(—InT(1+¢€)+elnT)
7

<

- T
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y entonces

17— Te  19a(Int) 5 < 19 (Int)> B, (3.10)

Combinando todas las estimaciones (3.8), (3.9), (3.10) y reemplazando en la ecuacion (3.7) ,

obtenemos el primer punto

N =3 a, =Y t9Q,(Int) + O, (t%(lnt)a*%“) .

n<t §=0

3.3.2. Prueba del segundo punto del teorema hiperbdlico de Landau

Para la segunda parte, vemos que si ¢(7") > ﬁ , entonces existe M > 0 tal que para T’
suficientemente grande tenemos p(7') > %. Definamos en este caso a 7' como

Mnt\ 71
T:exp((1+ne) )

1 1 1
1. = = exp —(Mlnt)ﬂirl—1 pero al ser § > 0, tenemos ﬁ < 1, de donde
T (14 ¢)5+1
(1+e)ﬁ < 14¢€, y entonces L > % > 1—¢, en particular ——— > 1 —e+ey,
(14€)F+T te (14¢) FFT

para €; suficientemente pequefio. Obtenemos asi que

1 1
= < oxp (-(Mlnt)m(1—e+el)>. 3.11)

2. InT < (Int)7+.

3. Usando (3.11) tenemos que

t%(Int)®

T < 17 exp <—(M1nt)ﬁ(1—e+61)+alnlnt>,

pero como alnlnt < (M In t)ﬁel para t suficientemente grande

t%(Int)®

T <7 exp (—(Mlnt)ﬁﬂ - e)) . (3.12)

4. Dado que B esta acotado, B(2t) < 1.
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5. Ahora estimamos

InT 1 1
B(Zt)tnT < t(Int)F exp (—(Mlnt)ﬁ(l —e+ 61))

1 1
<,  tex Inlnt — (MInt)A+1(1 —e+ € .
(gt - (Mo cra)
Como ﬁ Inlnt < (MIn t)ﬁel, para ¢ suficientemente grande, tenemos

InT
B‘(zzs)tnT <. texp (-(Mln £)7 (1 — e)) .

Como o, > 1, entonces

InT 1
B(2t)tnT <. 7 exp (—(Mlnt)ﬁu - e)> . (3.13)

6. Para la estimacién de ¢7»—#(T)

Mint
n

T, vemos que

=t7exp(—(1+€)InT +¢elnT)
7

T

y entonces usando una estimacion dada en (3.11), tenemos que

7P DT < 7% exp (—(Mln £)7 (1 — e)> : (3.14)

Juntando las estimaciones (3.12), (3.13), (3.14) y reemplazandolas en (3.7), obtenemos

T

N(t) = Zan = Ztszj(lnt) + O, (t"“ exp (—(Mlnt)ﬁ(l - e))) :

n<t =0
[
OBSERVACION.- En la prueba del segundo punto (en la hipétesis que existe ( tal que
o(T) > W), podemos debilitar la la hipdtesis que B sea acotada por la hipotesis que

B(z) < log(z)?, para algiin § > 0, y luego podemos estimar B(2¢)t'2L del siguiente modo:

InT 1 1
B(Qt)tnT <. (In(2t))’t(In t) 77 exp (—(Mln £)7 (1 — e + 61)>
1 1
<, texp <5lnln(2t) + 511 Inlnt(MInt)s+1(1 — e+ 61)) .
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Como ¢ Inln(2¢) Inlnt < (M lnt)ﬁel para t suficientemente grande, tenemos

- 5+1
B(2t)tnL <, texp (—(Mln t)ﬁ(l — e)) y como o, > 1, entonces

InT
B(Qt)tnT <. exp( (M Int)F1 (1—e)> (3.15)

Asi tenemos que se sigue cumpliendo la estimacion de (3.13), y por lo tanto la prueba asumiendo
B(r) < (log z)° se sigue del mismo modo (salvo la nueva estimacién (3.15) a la que se llegé de

otro modo). Este razonamiento se resume en la siguiente variante del teorema 3.2.

Teorema 3.10 (Teorema tauberiano hiperbdlico de Landau, segunda version). Supongamos que

la sucesion (ay,) verifica las hipétesis (H_) con los pardmetros

(Uaa {(307 my, (517 m1)7 B (Sry mr))}a A7 ¥, &, B)7

donde 0, > 1y B(z) < log(x)° para algiin § > 0. Entonces para todo j =0, ...,

Q)(o) = e Res ()

§=5; S

. Y ademds

Z(s)

es un polinomio de grado m; — 1, donde m; es el orden de s; como polo de
para todo € > 0: Suponiendo que existe 5 > 0 tal que p(T') > i T) =7, entonces existe M > (

tal que

-3 a4, = Ztsf (Int) + O, (-(Mlnt)ﬁu—e)).

n<t
3.3.3. Una aplicacion del teorema hiperboélico de Landau
El teorema de los nimeros primos

Podemos aplicar el teorema previo para la serie de Dirichlet

= An —('(s
260=3 5 =)

n=1
donde A : N — R es la funcién de von Mangoldt. Veamos que Z(s) cumple con todas las

hipétesis del teorema 3.10:

= 7(s) tiene como abscisa de convergencia (absoluta) o, = 1, teniendo un polo en o, = 1.
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((s) no tiene ceros en la recta {o = 1} y ademds existen (', Cy constantes tales que

((s)] = Ci(log|7])~" enlaregién {|7| > 2,0 > 1 — Cy(log |7|)~°}[Ten, p. 168]. Por
—{'(s)
¢(s)

tinico polo en s = 1, donde (1) = Cy(log |7|) ™ para 7 suficientemente grande.

tanto Z(s) = tiene extensién meromorfa en una regién {oc > 1 — ¢(7)} con

¢('(s) < log(|7

)? en la regién {|7| > 2,0 > 1 — Cy(log|7])~} [Ten, p. 147], por lo
¢'(s) (log |7])
Cilog|7|~7

¢(s)

particular, como (log |7|)? < |7]¢ para |7| suficientemente grande, tenemos

que |Z(s)| = < (log|7|)? para |7| suficientemente grande. En

Z(s) <. 1+ |7|, para || grande.

n — log(n) es creciente y A(n) < log(n).

_
f( (; ) tiene un polo simple en s = 1 con residuo 1, por lo que
s
e
lim C(S)(s -1) =1,
s—1 C(s)
: . —(¢(0) _ .
en particular lim (6 — 1) = 1, por lo que existe § € (0,1) tal que
o1+ ((0)

o
) C((;) (o0 — 1)‘ < 2cuando 1 < ¢ < 1+ 4. Ademds, como [1 + ¢, 2] es compacto,
g

_ !
existe una constante Cj tal que Clo) (o0 — 1)‘ < Cpcuando 1 + 0 < o < 2. Deno-
(o)
tando C' = max{Cy, 2}, tenemos _Cg( (? (o0 — 1)‘ < (Cpcuando 1 < o < 2, esto es
o
A
Z (n) < (0 —1)"" uniformemente en 1 < o < 2.
nO’
n=1
(1) —

o(T —.

(log |7])?

De este modo, hemos verificado las hipotesis del teorema 3.10 con los pardmetros
(00 = 1,(s0,mo) = (1,1),A = 0,p,00 = 1,B(n) = log(n)) y con § = 9, de lo cual

obtenemos que existe M tal que

Y A(n) =t + 0. (texp (= (MInt)in(1— e))) ,

n<t

es decir, existe c tal que

sl

@D(t):tJrO(teXp(—c(lnt)l )) (3.16)
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Como ya habiamos visto antes, en la proposicion 2.4 y en la ecuacion (2.9), se tenia que

I(z) = () + O(z/?log z),

) = fogq O (ao;c)?) ’

w(z) = % + 0@z + 0 ((10;)2) :

de donde

y reemplazando usando la ecuacién (3.16), nos da

x x 1
m(z) = ez +0 <loga: exp ( — c(log z) )) .
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Capitulo 4

El teorema de Bateman y el método de

Selberg-Delange

4.1. Estudio de la distribucion de los valores de la funciéon ¢

de Euler

En el capitulo 2 habiamos introducido la funcién aritmética a(n) = #{m : ¢(m) = n},y

estimamos mediante el teorema de Wiener-lkehara

A(z) = Z: a(n) ~ C<2g§3)x
<(2)<B)

Ahora queremos estimar el término de error A(z) — 2 al igual como lo hicimos con el

¢(6)

£ Sin embargo, esta funcién aritmética a(n) no nos permite usar el

término de error m(z) — =

teorema tauberiano hiperbdlico de Landau, pues este a(n) no es mayorado por alguna funcién
b(n) creciente, pero al mismo tiempo cumpla que b(n) < (log(n)), y aunque hagamos uso
de la férmula de Perron efectiva no obtendremos la estimacion deseada. Aqui se va mostrar un
método para poder llegar a nuestro cometido, de manera indirecta, analizando / ’ A(t)dt.

0

Haremos uso de la siguiente variante de la férmula de Perron:
oo

Lema 4.1. Sea Z(s) = Z b, /n® una serie de Dirichlet con abscisa de convergencia absoluta

n=1
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0,. Siendo B(x) = Z by, , entonces para ¢ > max{0,0,} se tiene que

n<x
x 1 c+ioo s+1
/ B(t)dt = — Z(s)——ds
0 2700 J e—ioo s(s+1)

Definiendo F'(s) = Z a(zz), habiamos visto que F'(s) = ((s)G(s), donde
n=1 n
1 1
G(s) = (1 + — —) es una funcién holomorfaen {o > 0}. Primero verificaremos
=TI+ =g o >0}

p
esta dltima afirmacién y estimaremos (G(s) en cierta regién hiperbdlica.

Lema 4.2. Para s € C cono > 0,

1 1

) 2 || }
- T|< . 4.1
‘(p—l)s p° _nmn{(p—l)"’(p—l)"+1 @D

En particular G(s) es holomorfa en {o > 0}. Ademds
A . 1
|G(s)| < (14 1log|7|)" enlaregion {0 >1— —F— 4.2)
log™ |7

G(s)| <5 (14 |T))'~° para cualquier 0 < § < 1.

para alguna constante A > 0. En particular,

PRUEBA.- Para la primera parte, solo note que

‘ 1 1 ‘ 1 1 1 . 12
(p—1)2 p| (=1 |p*| @—-17 p°~ (p—1)7’
‘ 1 1 /p sdx ’ | /p dzx < ‘ | 1
— — | = = |S S | S|l
(p _ 1)5 ps 1 J}S'H b1 Is—i—l (p _ 1)a+1

Para cada s con o > 0, existe una bola compacta B(s, ¢ /2) en la cual

Xp:‘(p—ll)z_z%

< SR (s o p2c0+ D),

(p—1)=* 2

e 1 1
para todo z € B(s,0/2), lo cual implica que la productoria | | (1 + RS —) €s nor-
p _ S pS
p

malmente convergente y por tanto define una funcién holomorfa en {o > 0}.

< F(2)((2) para ¢ > 2, tenemos que

Para la segunda parte, como |G(s)| = |F(s)] )ﬁ

|G(s)] < 1en{o > 2}.
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Por tanto basta analizar en la regién {1 g+| | <o< 2} Usando que 1 + x < e* podemos

) <om(Sltp-2) e

estimar G/(s) del siguiente modo:

=T+ [555 5

Ahora para estimar Z ‘ 0 — —|, siendo s = ¢ + ¢7 partimos la suma
— S ps
Z‘ 1 I Z ' 1 1 ‘ 1
—1)s s| — 1 Nk
PRl LAY B [ = b

Para estimar el primer sumando, hacemos uso de la estimacion del teorema del nimero primo,

m(z) = O(-2-):

log z

2

<WWD+/“MMM

Tl
< / dzr < loglog||.
9 xlogx

Estimamos el segundo sumando:

1 1 |s]
. S D D i
_ s s| — _ o+1
Sole=1 p| T e 1)
3 7|
=0 [ S
_ o+1
p>|7| (p 1)

-0 ’T|Z—

log | 7]
p>|T|
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El dltimo sumando lo podemos estimar por integracién por partes y nuevamente usando el

teorema del nimero primo:

1 o 1
_— = ——d(n(x
p; (p—1)° /TI (& —1)" i)

- (1‘>|> (mm) [, ﬁd

1 & 1
L T—F— + 21—dZE
7] log |7| Ir| x” el log x
1
7| log | 7|’

<

Uniformemente cuando o > 1 — WIITI’ |7| > 3. Por tanto

2 o= 5l = © )

p>|7]
Uniendo las dos partes, tenemos que existe una constante A tal que

1

H(s) = ; ‘ﬁ T < A(loglog |7]),

para todo s en la regién {o > 1 — |7| > 3}. Esto implica que

_1
log|7|’

|G(s)| = exp(H(s)) = O ((1 + log |7-|)A) , en la region {a >1- ﬁ} :
og"|T

|
Finalizado este lema, proseguimos con la demostraciéon del teorema de Bateman. Para esto,

estimaremos primero la integral / A(t).
0

Lema 4.3.
/ A(t)dt = @ﬁ + O(x2 exp(—coy/log x)), 4.4)
0

para alguna constante cy > 0.

PRUEBA.- Dado r > 0 suficientemente pequefio, existen M, c¢; > 0, con ¢; < 1 tal que !

0 < |¢(s)] < M(1+1log|7|) enlaregion {o > o(1) =1 —c1/log" |7],|s — 1| > r}.

'Ver [Apo, Teo 13.4]
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Usando el lema 4.1, obtenemos que
K+100 x3+1
/ Alt F(s)———ds, 4.5)
T 2mi oo s(s+1)
donde xk =1 +

log z°

Tomemos un 7" > 1 del que luego detallaremos su valor,
K+1i00 I8+1 K+i00 nJrzT s +1
F(s)———ds = —ds.
A—ioo ( >S(S + 1) /H—‘riT /n 100 / S + 1)
Como F'(s) = G(s)((s), entonces
F(s) < (1+|7)'*°(Mlog|7|) < (14 7)'%/2

en{o >o(1t)=1—-c/log"|7|,|s — 1| > r}. Luego,

K+ioco o5+l oo e
/WT F(s)mds <</T |r|1—§(T)2 o2, (4.6)
Andalogamente
k—iT 5Tl
L - F(s)- T 1)ds < xT792, (4.7)

Para estimar lo que nos falta, usamos el teorema de residuos:

1 K411 ZL‘S+1 :L.erl
— F ds =R F
i PO =t (Fogiy )+

1 o(T)—iT k+iT o(T)+iT 5Tl
P +/ —i—/ (F(S) ) ds.
210 Jir o(T)+iT  Jo(T)—iT s(s+1)

Analicemos cada uno de los sumandos del miembro derecho de esta ultima ecuacion:

F(s)zstt  G(1) ,
- PS{:els s(s+1) 2

wk+iT s+1 K o+1 k+1 2
/ F(s)———ds <</ T30 e < TN« -

o(T)+iT s(s+1) ) T2 logz — T'9/2]logx’
k—1T sl 2
Del mi do, F(s)———d —_
el mismo modo /U(T)_ZT (3)8<S+ D 5K T Togx

= Usando el contorno de la figura 4.1

o(T)+iT e e’
F(s ds—/ F(s)————ds
/o(T)—z'T OGTD s(s+1) 3 ( )5(5 +1)

/T( ’ Dl s xa(T)—i—l
< 1+|7|) 2 ——5dr
0 (1 +[7)?

< a:HU(T)/ (1+ |7.|>75/271 < gttoD), (4.8)
0
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Tomando T' = exp(,/% log x), y reemplazando todas las estimaciones (4.6), (4.7) y (4.8) en
5

(4.5), tendremos que para algun c;

/Or A(t)dt = @aﬂ + O(a? exp(—c2y/log z))

[
Ahora obtengamos informacion de A(t) a partir de la informacion de / A(t)dt que ya tene-
0

mos.

Lema 4.4. Si 0 < h < z/2, entonces tenemos que

o G(1) 2 2
/ A(t)dt = T(Q:Uh + h*) + O(2” exp(—c2y/log z)). (4.9)

PRUEBA.- Como 0 < h < x/2, entonces (x + h)?* = O(x?), usando esto y (4.4) tenemos que

AHhA@Mt:

z+h

A@Mt—/mA@Mt

QS—

1
a %((m + h)? — %) + O((z + h)* exp(—cay/log x))
- @ (2zh + h*) + O(2® exp(—c2y/log 7).
|
Lema 4.5. Si 0 < h < z/3, tenemos que
z+h
/ (A(t) — A(z))dt = G(1)R* + O(x’e=VIe"). (4.10)
PRUEBA.-
z+h z+h T
0< / (A(t) — A(z))dt < / A(t)dt — / A(t)dt. (4.11)
T x z—h
Como h < z/3, entonces h < (z — h)/2. Hacemos uso de (4.9) para obtener que
o ‘ G(1) 2 2 2, —c2 V0T
/ A(t)dt —/ A(t)dt = T(2hx + h* — 2h(z — h) — h®) + O(z?e~ V18"
x xz—h
= G(1)h* + O(aPe2VI87), (4.12)
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Reemplazando esto tltimo en (4.11), se obtiene el resultado. |

Para finalizar, note que

z+h z+h
hA(z) = / A(t)dt — / (A(t) — A(z)dt, @.13)
Reemplazando (4.9) y (4.10) en (4.13), tenemos que
3 ZL’Q —cov/Tog T
Alz) = G(1)z + §G(1)h +0 e 2vios T ) (4.14)
Eligiendo h = ze~(¢2/2VIeZ y como ya sabemos que G(1) = % tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 4.6 (Bateman). Existe una constante positiva ¢ > 0 tal que para todo v > 1

{n:p(n) <az}| = —C(Z)C(B)x +0 (:pe_c\/@> .

Esta prueba del teorema se basé6 en el método de Selberg-Delange, un método que permite

estimar B(z) = Z b,, cuando la serie de Dirichlet asociada F'(s) = Z b,/n® se puede
n<x n=1

expresar de la forma F(s) = G(s,z)((s)? para algin z € Cy s — G(s,z) holomorfa en
una regién hiperbdlica. En este caso, al ser z = 1, la funcién ( es meromorfa en una regién
hiperbdlica, lo cual permitié aplicar el terorema de residuos. En el caso general, cuando 2z ¢ Z,

se debe evitar la semirecta | — 0o, 1] usando un contorno de Hankel.

OBSERVACION.- En realidad, bajo estos argumentos, tenemos un teorema més general que

puede ser usado para estimar la distribucion de los valores de otras funciones aritméticas.
o0

. . a .
Teorema 4.7. Sea {a,} una sucesion de numeros reales y sea F(s) = E — su serie de
n

n=1

Dirichlet asociada. Si F(s) = G(s)((s) donde G(s) define una funcion holomorfa en una

region del tipo {a >1- } c1 > 0y cumpliendo G(s) <5 (1 + |7])'7° en esta region,

Cc1
log™ |7

para algiin 6 > 0. Entonces existe ¢ > 0 tal que

Z an, = G(1)x + O(ze V8),

n<x
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>k +iT

Figura 4.1: Contorno de integracion para la prueba del teorema de Bateman
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4.2. Estudio de la distribucion de los valores en una familia
de funciones multiplicativas

Usando el teorema 4.7, podemos estimar la distribucién de los valores de otra funcién

aritmética multiplicativa, la funcién suma de divisores oy : N — N, definida por oy (n) = Z d.
dln
Para esto, vamos a extender el estudio ya hecho sobre la funcion indicatriz de Euler ¢, a una

familia de funciones multiplicativas.

Teorema 4.8. Sea f : N — R multiplicativa con f(p*) = pF (1 — % +0 (#)) donde \
es una constante distinta de 0. Entonces Fy(s) = Z ﬁ es una serie de Dirichlet que se
puede expresar como F(s) = ((s)G1(s), donde G1(s) es holomorfa en {oc > 0} y cumple que
G1(s) <s (1 + |7|)'9 en la region {0’ >1- ;}

log™ |7

Para la prueba de este teorema necesitaremos unos lemas previos.

Lema 4.9. Para N € Ny definimos la funcion Ly : C x (—1,00) — C por

Ly(s;z) = (1+2)° — iv: (;f) 2",

k=0

Entonces, para cualquier 6,7 € R tal que —1 < 6 < , tenemos que
|Ly(o +iT;2)| Ksqnve (14 7))V |V H!
uniformemente en v € [5, 7] vyt eR
PRUEBA.- Sea f(x) = (1 + x)~*, vemos que usando la férmula de Taylor de orden N,
f"0) , FM(0)

f(z) = f(0)+ f(0)x + B TR N4 Ry(x).

Con un calculo simple tenemos que

(1+2)° =1+ —sz+ <_2$>x2 . (;):L‘N + Ry(x).
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Donde Ry(z) = /ar W(aj —t)Ndt.
0 !

z | £(N+1)
|Ry ()] < /0 WW—ﬂth'

< N+1 t+ 1) Nz —t|Ndt
<| (o) o] [ e
2V max {(t+1)77 N}

o — 1T
t€[min{0,6},7]

<Gy

Kwase (L+ 7)) M

|
Ahora bien, note que
1 1 1
2 7oy 1l (1 TR e T )
1 1 1
~oll (=5 (v 7+ 7o )
=C(s) [T (1 + Bp; s) + B s) + B 8) +-- )
donde $(p*;s) = f(p*)™* — p~*f(p"~!)*. Note que podemos expresar
Bpkss) = fF) ™ —p e+ p (p Y — fpPH) ). (4.15)

En lo siguiente, fijamos € € (0, 2).

Lema 4.10. Tenemos que

Z 1B(p*: s)| < !il, en la region {e < o < 2}.
=1 p
PRUEBA.-
e ks e A N\
O —p = (1-2 40 —)) _pt
p p
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Aplicando el lema4.9con N =0, x = —% +0 (#) < %, obtenemos que

s ks 1+ k|7
PR — ) < p;mll 3 “.16)

Reemplazando (4.16) en (4.15), obtenemos que

\5(pks)|<< 1+ k7| 14+ (k—1)|7| 1+ k||

ka-I—l pk0'+1 pk0'+1 :
Concluimos que
L+ klr| 1 1 p*’
Z B(p"; 5)] < Z PRl p(p — 1) + P (p7 — 1)2|T|'
< \SI
p0'+1’

en {e <o <2}

Lema 4.11. Tenemos que

o

1
D 1B s)| < — en{e <o <2},
k=1 p

PRUEBA.- Como f(p*) = p* <1 —

% +0 (#)), en particular f(p*) > p*. Por desigualdad
triangular,

18" )| < |F(") | + I fF ) < p P+ pp oD <« ph

Por lo que

k‘ —_— _—
SIS0 <3 =y
en {e <o <2}
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4.2.1. Prueba del teorema 4.8 y estudio de la distribucion de los valores de

la funcion o,
Prueba del teorema 4.8

Fijado € > 0, el lema 4.10 implica en particular que

S B0s)

p

Se tiene que para cada s con o > ¢, existe una bola compacta B(s,d) C {o > €}, en la cual

ZZlﬂp Z|<<Z:||Jr < (|s| +0)¢(1+e),

p k=1

para todo z € B(s,d). Concluimos que la productoria G1(s) = H (1 + Zﬁ(pk; s)) es

-1
normalmente convergente y por tanto define una funcién holomorfa en {o > €¢}. Como esto se
cumple para todo € > 0, concluimos que (G1(s) es holomorfa en {o > 0}.

Por otra parte, los lemas 4.10 y 4.11 implican que

o] < s {2 £4])

en la regién {o > ¢}. Tenemos asi las mismas estimaciones que en el caso de la funcién ¢

de Euler (4.1), salvo multiplicacion por una constante que depende de €, pero esto permite

proseguir del mismo modo que en el caso anterior, obteniendo para todo 0 < € < %
[G1(s)] = Oc(1 +log |7|)™

en{oc >1- m} En particular, |G;(s)| < (1+|7))" % en{o > 1 - bgi ) probando

asi el teorema 4.8. [ |

Estudio de la distribucion de los valores de la funcion o,

Aplicando el teorema 4.8 al teorema 4.7, obtenemos el siguiente
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Teorema 4.12. Sea f : N — R multiplicativa con f(p*) = pF (1 — % +0 (}%)), donde \ es

una constante no nula. Entonces, siendo a, = |{m; f(m) = n}

1 an,
Fi(s) :ZW :ZE’

es una serie de Dirichlet que se puede expresar como Fi(s) = ((s)G1(s), donde G(s) es

, lenemos que

holomorfa en {c > 0} y existe ¢ > 0 tal que

Z an = G1(1)x + O(ze VIoE"),

n<x

Note que al ser ¢(p*) = p* (1 — }%) , el teorema 4.12, es una generalizacion del teorema de

Bateman.
Como
k41
R (RS - ,
p—1 p plp—1) pFt—pt
1 1 1 ) .
donde - =3 c = O | — ), el teorema 4.12 puede ser aplicado a la funcion suma
plp—1) pFt—p p

de divisores 0. Obtenemos que

‘{n co1(n) < x}| =Gi(1)x + O(:pe_c“logz), 4.17)
1 1 1 1
ara cierto c¢;, donde G(s) = 1——+ - + —)
b 1 1) 1}( P+l (+p)r PPHpt1)
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo del trabajo hemos desarrollado técnicas para estudiar el comportamiento asintoti-
co de ciertas funciones aritméticas mediante teoremas tauberianos que traducen propiedades
de la serie de Dirichlet asociada a dicha funcién, en propiedades de crecimiento de la funcién
aritmética. El resultado mas sencillo fue el teorema de Wiener-Ikehara cuyo unico requisito es la
existencia de una extension continua apenas en la frontera de la region de convergencia absoluta
de la serie de Dirichlet. Este fue nuestro primer resultado, del cual pudimos deducir el teorema

de los niimeros primos
x

m(w) ~ logx’

y también pudimos dar nuestra primera estimacion del crecimiento de los valores de la funcién

indicatriz de Euler,
(21)
¢(6)

Luego, nos enfocamos en estimar nuestros términos de error en los dos casos anteriores mostra-

{n: o) <a}| ~

dos. Introdujimos el teorema tauberiano de Landau en su version hiperbdlica y debilitamos una
condicion para poderla aplicar y obtener el siguiente estimado usando propiedades de la funcion

zeta de Riemann

T X 1
w(x) = +0 exp ( —c(logx)io) |,
(z) log (loga: p( (log ) ))
para cierto ¢ > (. Se intentd usar el mismo teorema de Landau para poder estimar el término

de error de [{n : ¢(n) < z}| — %x, pero la funcién aritmética a(n) = |[{m : ¢(m) = n}|

84



no pudo ser mayorada por una funcién del orden (logx)® para algin € > 0. Para resolver
esto, usamos un método de “promediado”, el de Selberg-Delange, para poder llegar al siguiente

resultado dado por Bateman:

para cierto ¢ > 0.
Se logré extender el resultado de Bateman a una familia de funciones multiplicativas, lo cual
permitio el estudio de la distribucion de los valores de la funcion suma de divisores o1, teniendo

el siguiente estimado.
[{n:o1(n) < a}| = Gi(1)z + O(ze”1V18"),

1 1 1 1
para cierto ¢y, donde G1(s) = H (1 - —+ + . )
p

P (p+1) (PP+p)* PP+p+1)
Todos estos teoremas tauberianos estudiados fueron teoremas tauberianos complejos, en el

sentido que se basaron en propiedades analiticas como el estudio de las singularidades mediante
el teorema de residuos, extensiones analiticas y meromorfas, propiedades de crecimiento mo-
derado en dichas extensiones, etc.

Es interesante como el problema discreto de estimar la cantidad de elementos de un conjunto,
puede llegar a pasar por el plano complejo para llegar a una respuesta. Mas ain, problemas
discretos que dependen de més de una variable, como por ejemplo el problema de contar el
niimero de distancias distintas en un conjunto S C R2, esto es, encontrar cotas inferiores de

A(r) = |A(S) N B(0,7)

,donde A(S) = {||z — y||, (z,y) € S}, pueden ser estudiados desde
el punto de vista de un teorema tauberiano complejo multivariable mediante series de Dirichlet

multivariables de la forma F'(sy, s5) = Z M

S1..89
(n1ma) nyny
Por eiempl L . . B ||z — yl|? .
jemplo, definir series de Dirichlet del tipo F'(s1, s2) = Z —|| T puede servir
x S y S

(z,y)€S?
para el problema de conteo anterior cuando S cumple ciertas propiedades de autosimilitud [EL].
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