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Resumen

En la primera parte del trabajo daremos algunos conceptos bésicos del algebra lineal
y teoria de la probabilidad que emplearemos en el trabajo. Luego se presentara la
teoria clasica de sistemas lineales, el objetivo de este breve resumen es para motivar
la introduccién de los sistemas lineales con saltos markovianos.

La parte fundamental del trabajo es analizar la estabilidad de los sistemas lineales
asociados a una cadena de Markov, esta familia es conocida en la literatura especializada
como sistemas lineales con saltos markovianos o discrete time markov jump linear
systems(en inglés) o por sus siglas en inglés MJLS como se denota en [4]. Los sistemas
lineales gobernados por una cadena de Markov son sistemas dinamicos que presentan
cambios abruptos. Ejemplos de este tipo de sistemas los podemos encontrar en: sistemas
de control aéreo, sistemas eléctricos, sistemas sociales, etc.

Presentamos algunas definiciones de estabilidad para el sistema MJLS, para luego
presentar dos test de estabilidad, donde uno de ellos es mediante el radio espectral de una
matriz que contiene la informacién probabilistica de la cadena de Markov y el otro test
es mediante una ecuaciéon del tipo Lyapunov.

Por ultimo veremos que estos tipos de estabilidad son equivalentes siempre y cuando

el espacio de estados de la cadena de Markov es finito.



Introduccion

En muchas situaciones practicas un sistema fisico opera bajo condiciones adversas
como en el caso de un avién que vuela en medio de una tormenta alterando abruptamente
algunos de los parametros del modelo. Lo mismo puede suceder con un modelo econémico
sujeto a alteraciones por el contexto exterior muchas veces incierto. Para modelar
situaciones como estas se introducen los sistemas lineales con saltos markovianos. La
cadena de Markov que gobierna el sistema muda de estado aleatoriamente a medida
que transcurre el tiempo de manera que cada estado de la cadena representa un modo
de operar distinto del sistema. Este modelo se ha venido utilizando en diversas areas de
investigacion como, por ejemplo, sistemas econdémicos [8], sistemas eléctricos [11], sistemas
robéticos [12], sistemas de control aéreo [13], [14], [15], etc. Los sistemas lineales con
saltos markovianos vienen siendo estudiados desde la década de 1970, con los trabajos de
Rosenbloom [6], Belmman [7], Bhuracha [9], Kats y Krasovskii [16], Morozan [17], Krtolica
[18], Kozin [19], Ji y Chizeck [1], O. Costa y Fragosa [20], Fang, Loparo y Feng. [21], entre
otros.

En la actualidad estos sistemas siguen siendo estudiados en las lineas de investigacién
de Teoria de control y analisis estocastico.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el capitulo uno se estableceran los conceptos bésicos que utilizaremos en todo el
trabajo, los principales conceptos y resultados de la teoria de probabilidad y por ultimo
la teoria basica de cadenas de Markov.

En el segundo capitulo se presentara la teoria clasica de sistemas lineales clasicos y la
estabilidad de ésta.

En el tercer capitulo se presentard la teoria de sistemas lineales con saltos markovianos
y ademas ciertos operadores y matrices que nos ayudara para el andlisis de la estabilidad.

En el cuarto capitulo se presentara algunas definiciones de estabilidad para el sistema
lineal homogéneo y las cuales veremos que estos son equivalentes debido a que el espacio
de estados es finito. Por ultimo se presentaran dos test de estabilidad, uno mediante el

radio espectral de cierta matriz y el otro mediante la ecuacién del tipo Lyapunov.



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Conceptos Basicos

Recordaremos algunas definiciones y resultados fundamentales de la teoria de
operadores en espacios de Banach que serdan de mucha utilidad para el desarrollo del
presente trabajo. En primer lugar denotemos el espacio euclidiano n-dimensional de los
numeros reales por R", el conjunto de niimeros enteros no negativos, por Z,. Sean X e
Y dos espacios de Banach, donde B(X,)) es el espacio de todos los operadores lineales
acotados de X en ). Por simplicidad denotamos B(X',X) por B(X) . Denotaremos por
o(T) al espectro del operador T € B(X) y definimos el radio espectral del operador de la

forma siguiente

p(T) =sup{|A\; A € o(T)}

Si X es un espacio de Hilbert entonces el producto interno lo denotamos por (-; -), para
T € B(X) denotamos el operador adjunto de 7 por 7. De forma estdndar denotamos
a los operadores T € B(X) semidefinidos positivos de la forma siguiente 7 > 0, para
los definidos positivos lo denotaremos 7 > 0. Denotamos al conjunto de matrices de
orden m X n por M,,«,(R), es decir, si A = [a;;] € Myxn(R),a;; € R. Por simplificidad
denotamos M,,,.,(R) por M, (R).

Denotamos a los valores propios de la matriz A € M,(R) de la manera usual
Ai(A),i=1,...,ny el radio espectral de A lo definimos de la forma siguiente

p(A) = mdx [A;(A)].

1<i<n
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Las normas vectoriales usuales para R™ que vamos a usar en este trabajo son las
siguientes:

Seax € R", x = (xq,...,2,)7

n
[zl = Z |zil,
i=1

1
n 2

el = (zﬁ) |
=1

s = i [z

Las normas vectoriales usuales para M,,(R) que vamos a usar en este trabajo son las
siguientes:

Sea A = [a;;] € M, (R)

n
A = Jagl,

1,j=1
A
1 Alls = max 1AZll2.
R Tl

Teorema 1.1. Sea A € M,(R), se cumple la siguiente relacion
IA[5 = p(AT A).
Demostracion. Ver [22]. O

Teorema 1.2 (Desigualdad de Rayleigh). Sea A € M,,(R) una matriz simétrica, entonces

se tiene la siguiente desigualdad

Aallzlls < a" Az < Ay,
donde A\, y Ay son el menor y mayor valor propio de A, respectivamente.
Demostracion. Ver [22]. O

Teorema 1.3 (La férmula de Gelfand). Sea A € M,,(R). Para cualquier norma matricial

| - || se cumple:

p(A) = lim || A*|+.
k—oco

Demostracion. Ver [22]. O



Teorema 1.4 (Serie Neumann). Sea A € M,(R). Si ||A|| < 1 entonces la matriz [ — A

es tnversible y ademds
[—A=> A%
k=0
Demostracion. Ver [22]. O

Teorema 1.5 (Descomposicién de Cholesky). Si A € M, (R) una matriz simétrica y

definida positiva entonces existe una matriz no singular S tal que A = SST.
Demostracion. Ver [22]. O

Teorema 1.6 (Desigualdad de Jensen). Sea ¢ una funcion conveza, entonces se tiene

p(E(X)) < E(p(X)),
donde X es una variable aleatoria y E es la esperanza.
Demostracion. Ver [3]. O

Lema 1.1. Sea A € M,,(R) una matriz simétrica. Si para todo x € R™ se tiene 27 Az = 0

entonces A = 0.

Demostracién. Tomando = = e; esto implica que el Ae; = a; = 0 para todoi=1,...,n

y por tltimo tomando x = e; + ¢; se sigue
(ei + €j)TA(€i + ej) = 6?146@ + G?Aej + e;TFAej + 6?1461'
T T
=e; Aej + ¢ Ae;
=0

y como A es simétrica esto implica que e} Ae; = 6]TA62- reemplazando se obtiene que

el Aej = a;; = 0 para todo i,j = 1,...,n;i # j lo que concluye que A = 0. n

Lema 1.2. Sean A € M,,«n(R) y B € M,xm(R). Las matrices AB y BA tienen los
mismo valores propios no nulos. Ademdas p(AB) = p(BA).

Demostracion. Sea A un valor propio no nulo de AB con su respectivo v vector propio,

es decir, ABv = \v.



Tenemos que Bv es un vector no nulo esto implica que Bv es un vector propio de la

matriz BA. En efecto

BA(Bv) = B(ABv)
= B(\v)
= \Bwv,

entonces AB y BA tienen los mismo valores propios no nulos, es decir, p(AB) =

p(BA). O

Definicién 1. La transformacion traza tr : M, (R) — R es una funcional lineal definida

de la forma siguiente:

tT(A) = Z (077

Resaltaremos algunas de las propiedades importantes de la transformacion traza.
Proposicion 1.1. La transformacion traza cumple las siguientes propiedades
1. Para todo A € M, (R), se cumple tr(A) = tr(AT).

2. Para todo A, B € M,,(R), se cumple tr(AB) = tr(BA).

3. Para todo A € M,,(R), se cumple tr(A) = Z ANi(A).

S
=
=
>
E
N———
~
=
=
IN
=
i
=
IA
RS
=
IS
"
>

mix \(B)) (),

5. Sea A € Myyn(R), sitr(ATA) =0 entonces A = 0.
Demostracion. La prueba esta desarrollada de la forma siguiente.

1. Como la diagonal principal de la matriz A no se ve afectada al transponer se tiene
que tr(A) = tr(AT).

10



2. De la definicién de la traza de AB se sigue

tT(AB) = i i aikbki

i=1 k=1

n n
= E E @i bri
k=1 i=1

=tr(BA).

3. Aplicando la descomposicion de Jordan para A se tiene

tr(A) = tr(P ' J,P)

4. Aplicando la descomposicién de Jordan para A y B se tiene

tr(AB) = tr(P~'JaPQ™ " JpQ)
= tT(JAJB)

..........

i=1,..., n

4. Sea A € M,yxn(R) se sigue

ai;r ... Qmi ay ... Qip

A1p ... Amn Am1  --- Qmn *

Debido a que tr(ATA) = 0 entonces A = 0.

11




La norma siguiente va ser utilizada en la proposicion 1.2.

Lema 1.3. Sea H € M, (R) una matriz simétrica y definida positiva. Sea la funcion

|- |l : R™ — [0, 4o00] definida por
2]l = VaT Hz.

Entonces esta funcion es una norma.

Demostracién. Comprobaremos que || - ||z es una norma, debido que H > 0 por la
descomposicién de Cholesky se tiene H = S~7S~!, donde S es una matriz no singular.
Luego

|zl = 2" He = 27§78 e = ||S™1a3
esto implica que ||z]|z = [|S™ 2|
a) Para todo z # 0, ||z| g = VaTHz > 0.
b) Para todo z € Ry B € R, |||y = /F2aTHe = |B|VaTHz = |B|||z|| 4.

c) Para todo z,y € R”

Iz +yllr =157 (= + )2
<187 zll2 + 15~ yll2
= llzlla + llyllm

]

Proposicién 1.2. Sea una matriz A € M,(R), las afirmaciones siguientes son

equivalentes:
a) La sucesion (A¥)en converge a cero, es decir, kh—>Holo AF = 0.
b) El radio espectral de A es menor que uno, es decir, p(A) < 1.
c¢) Eziste una matriz simétrica, H > 0 tal que ATHA < H.

d) FEziste una matriz no singular S tal que ||ST'AS], < 1.

e) Eziste una norma || - ||« tal que ||All. < 1.

12



Demostracion.

a) —b) Sea A € o(A) y v # 0 el vector propio asociado correspondiente. Se tiene

lim A*v = lim A\*v = 0 y esto implica || < 1.

k—o0 k—o0

b) — ¢) Como
p(A) = Ifm || A *,
k—o0

donde es conocida en la literatura como "la féormula de Gelfand”, aplicandola para

Ay AT se tiene que existe v € R tal que 0 < p(A) = p(AT) < v < 1 lo cual implica
1Az <%, (A7) 2 < A"
Donde la siguiente serie es convergente

H="S"(AT)k A",

NE

i

0

En efecto
n

k=0

3

<D AT AR < Y A

2 k=0 k=0

n
. 2%k . . . .
la serie ~v“" es convergente entonces por el criterio de la comparacion se tiene

k=0
n

que la serie Z(AT)kAk es convergente esto implica que existe la matriz H.
k=0
Donde H es simétrica, dado que

H" =) (A")kA* = H

k=0
ademas es una matriz definida positiva, en efecto

Vo # 0,27 Hx = ZxT(AT)kAka: = Z |A*zl2 >0
k=0 k=0

por ultimo obtenemos

H—ATHA =Y (AT)*A* =Y (AT Ak =1, >0
k=0 k=1

13



c) = d)

d) — e)

Se tiene que H > 0 entonces existe una matriz no singular tal que H—1 = SS7.

Entonces
||S_1AS||§ =p ((S_IAS)TS_IAS)
=p (STATSfTSflAS)
=p (STATHAS) (1.1)
De la desigualdad AT HA < H se tiene
Vz#£0,27 (H—ATHA)Z >0
tomando z = Sz tenemos
2T (H — ATHA) 2 =a" (STHS — STATHAS) T
=27 (In — STATHAS) T
entonces
Vo #0,2" (I, - STATHAS) z > 0

tomando x = v donde v es un vector propio de la matriz ST AT HAS y X su respectivo

valor propio.

vl (In - STATHAS) v=0vTT,v— v
= o3 = Allvll3
= [lol3(1 =)
> 0.

entonces A < 1y de (1.1) se concluye.

Existe una matriz no singular S tal que [|[ST*AS||; < 1. Sea H = S7TS™! > 0y

consideremos la norma definida en el lema 1.3.
2|13 = 2 THy =278 T8 1y = 1S~ |5

Con base en la norma vectorial “H”, podemos definir una norma inducida sobre el

espacio de matrices, como sigue:

[Alle = sup [[Az]n

]| =1

14



Note que

1Al = sup  [[S7'Az],

S~ el2=1

= sup [ STPASS 'z

[S—tzl2=1

< sup  [[STIAS|) Sl

S~ fl2=1
= ST AS]
Por lo tanto || A]|. < [|[STTAS||s < 1.
e) — a) Podemos encontrar un v tal que || A/« <y < 1, ademas se tiene que
0 < A% < JAIE <" <1
esto implica que lim A* =0
k—o0

]

Nuestro analisis se va concentrar en espacios de dimension finita donde las normas son
equivalentes, es decir, sea dos normas || - ||a, || - |3 en un espacio de Banach X si existen

c1 > 0,co > 0 tal que:

Vi e X, [lzfla < eoflzlls, (2]l < erllzfla

Definicién 2. Sean A € M,,«,(R), B € M,,»,(R). La matriz de orden mn X pq

anB e alpB
A® B = ‘ :
amB ... anpB

es llamada producto Kronecker de A en B.
Algunas propiedades basicas y de mucha utilidad se presenta a continuacién :

Proposicién 1.3. El productor Kronecker cumple las siguientes propiedades
1. Para todo A € M,un(R), B € My (R), se cumple
(Ao B)Y = A" @ BY

15



2. Para todo A € M, (R), se cumple

(A® A) = (AN | Ay ) € o(A)}

3. Para todo A € M, (R), se cumple
p(A® A) = p(A)?
4. Para todo A € Myxn(R), B € M,y (R),C € M,yxs(R), D € My (R), se cumple

(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD)

Demostracion. La prueba esta desarrollada de la forma siguiente.

1. De la definicién del producto Kronecker se sigue

_ T
CLllB c. alpB
(AeB)=| + - :
(a1 B ... an,B
-CLHBT Ce anlBT
_alpBT - aanT
= AT @ BT

2. Sean v; y v; autovectores de A, A; y A; sus respectivos autovalores.

(A® Ayvec(vv] ) = vec(Avw] AT)
= vec( Av;(Av;)T)
= vec(/\ivi)\jvf)

= N Ajvec(v)]).

3. Consecuencia directa del item 2.

16



4. De la definicién del producto Kronecker se sigue

-CLHB e alnB C11D R ClsD
@B ... apnB| |cuD ... cpsD
Z alkcleD e Z alkckpBD
k=1 k=1
Z amkcleD e Z amkckpBD
Lk=1 k=1 _
— (AC) ® (BD)

]

Definicién 3. FEl operador vec es una transformacion lineal que convierte la matriz

A € Mxn(R) en un vector columna, se define de la forma siguiente:

T
U€C(A): < aiq ... Qm1 alg...amg...aln...amn) .

Proposicion 1.4. El operador vec cumple las siguientes propiedades

1. Para todo A, B € M ,«n(R), se cumple
vec(A + B) = vec(A) + vec(B)
2. Para todo A € Mp,«n(R), a0 € R, se cumple
vec(aA) = a vec(A)
3. Para todo A, B, C € M,(R), se cumple
vec(ABC) = (CT ® A)vec(B) (1.2)

Demostracion. La prueba estd desarrollada de la forma siguiente.

1. De la definicion del operador vec se sigue

T
U€C(A+B>: ( a11+bll---amn+bmn>

Z(all...amn )T—F(bll...bmn )T

= vec(A) + vec(B)

17



2. De la definicién del operador vec se sigue

T
vec(aA) = < aayy - .. Qlppy, )

T
=a<a11...amn)

= avec(A)

3. Sean by, ..., b, las columnas de B, entonces B se puede expresar de la forma siguiente

B = i bieiT,
=1

donde e; son elementos de la base canénica de R™.

vec(ABC) = vec (A (i bﬁ?) C’)
= Z vec (A (bieiT) C)
= Z vec (Ab; (e] C))

=1
n

= ; vec (Abi (CTGZ-)T)

i=1

= (C’T ® A) Z vec(bel)

i=1

= (CT ® A) vec (Z bﬂ?)
1=1

= (C" ® A) vec(B)

]

Lema 1.4. La trasformacion vec : Mpyxn(R) — R™ es continua y biyectiva. Ademds

su tnversa es continua.

18



Demostracion. En primer lugar probaremos la continuidad.

Sea una sucesién (Ay) = (a¥) convergente tal que lim A = A entonces lim a¥; = a;;.
v ] J
k—o0 k—o0
Por otro lado

k
arp

vec(Ay) =

esto implica kh'm vec(Ay) = vec(A). Ahora probaremos que es inyectiva, en efecto
—00
vec(A) = vec(B) — a;; = by;

y como A,B € My,,n(R) entonces A = B.

La sobreyectividad y que su inversa es continua, la prueba es trivial. O

1.2. El espacio vectorial Hy"

A continuacién definimos el conjunto que tiene como elementos vectores de N
componentes donde cada componente es una matriz de orden m x n. Se denotara por

m,n
H",

Hy" ={V|V =W,...,Vx),Vi € Mpxn(R),i € {1,...,N}}.

Por simplicidad denotamos Hy" por Hf .

Lema 1.5. El conjunto Hg™ sugjeto con las operaciones siguientes es un espacio vectorial

de dimension finita.

Para todo U,V € Hp"", U+V=U+V,...,.Uyv+Vy)
Para todo U € Hp"", B € R, p.U = (BUy,...,BUN)

19



Demostracion. La demostraciéon del lema 1.5 se basa en la prueba que R™ es un espacio

vectorial de dimension finita. OJ

Lema 1.6. El espacio vectorial HR™" es un espacio vectorial normado, con las siguientes

normas. Sea V= (Vy,...,Vy) € Hp"", se define las siguiente normas equivalentes

N
IVIk = Vil
i=1

IVll2 = (Ztr(W’W)

IV o = i IVil

Demostracion. La demostracién del lema 1.6 se basa en la prueba que R™ es un espacio

vectorial normado con las normas usuales. O

Lema 1.7. El espacio vectorial (||.||,Hg"") es un espacio de Banach, es decir, es un espacio

vectorial normado completo.

Demostracion. Sea (Vi)ren C Hg™" una sucesién de cauchy donde Vi = (V¥ ..., VE), es

decir, para todo € > 0, existe J € N tal que J < k,s con ||V — Vi||max < € esto implica
IV = Vil < s IV = Vil = Vi = Vil < €

Debido que M, (R) es completo entonces lim V;k = V; € Myxn(R) esto implica que

k—o0
la sucesion (Vi)ren €s convergente. O

Lema 1.8. El espacio (||.||2,Hg™) es un espacio de Hilbert donde el producto interno

inducido por la norma ||.||s esta dado por:

(Vi) => tr(V/"S))

N
Demostracion. Notamos que (V;V) = Ztr(ViTVi) = ||V ||3. Sélo basta verificar que es
i=1
un productor interno. En efecto:

20



1) Linealidad

(ViaS + W) = " tr(V' (aS; + SW))

=1
N N
=ad tr(V'S) + 8> tr(V'Wy)
=1 =1

=a(V;5) + B{V; W)
2) Hermiticidad

(V;S) = itr(V;TSi)

3) Definida positiva. Notamos la matriz V,''V; es simétrica y semidefinida positiva
entonces los autovalores son mayores o iguales a cero. Esto implica

(Vi) =3 (V) 2 0

i=1
Adema3s si

N
(V;V)y =Y tr(Vi'Vi) =0,
=1

esto implica que tr(V;IV;) = 0 y por el item 5 de la proposicién 1.1 se concluye
V; = 0 entonces V = 0. Lo reciproco, es decir, V = 0 esto implica de forma directa

que (V;V) =0.

Sea V = (V1,...,Vy) € Hg"", se define VT = (V[T ... V) € Hp™.
Se dice que V' € H2 es simétrica, si V = V7.
También es conveniente definir las norma inducidas de los operadores 7 € B(HE) con

respecto a las normas anteriores

1T (V)lx
[Tl = sup i
e T
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[Tl
[Tz = sup
Wizzo V12
Definimos los conjuntos siguientes

Hy" ={V eHy;V,=V",ie{l,....N}}

Hit = {V eHy;V; >0,i € {1,...,N}}
Ademsds, se denota V > SsiV —S = (V; —5,...,Vy — Sy) € Hgt y V > S si
V;—SZ'>0.

Definicién 4. El operador supvec es una transformacion lineal que convierte un elemento

V e HZ"" en un vector columna. Se define de la forma siguiente:

vec(Vh)
supvec(V') = :
vec(Vy)
Lema 1.9. La trasformacién supvec : Hg " (R) — RN™ es continua y biyectiva. Ademds

su tnversa es continua.

Demostracion. La demostracion del lema 1.9 se basa en que la trasformacion vec es

continua y biyectiva.

]

1.3. Teoria de Probabilidad

Definicién 5. Un espacio de probabilidad (Q, F,P) es un espacio de medida tal que
P(Q2) = 1. En este caso, se dird que P es una medida de probabilidad y a los elementos

de F se les llamardn eventos.

Definicién 6. Para cada conjunto A € F la funcion indicadora 14 es definida de la

siguiente manera, para cada w € €2



Definicién 7. Sean A,B € F, donde B es un evento con probabilidad positiva. Se define
la probabilidad condicional de A dado B por

P(AN B)

P(A|B) =
(AIB) =~
Definicién 8. Una variable aleatoria real X es una funcion medible X : Q — R, y la

esperanza de X se define como
E(X)= / XdP
Q

Definicién 9. Dado G un o — subalgebra de F, y X una variable aleatoria, se define la
esperanza condicional de X dado G, denotado por E(X|G), como una variable aleatoria

que cumple lo siguiente:
i) E(X|G) es G-medible
i) Para todo A€ G: [, XdP = [, E(X|G)dP
Cuando G = o(Y'), el o-algebra generado por la variable Y, E(X|G) se reduce a E(X|Y)

La esperanza condicional es una herramienta fundemental en nuestra teoria por tal
motivo mencionaremos algunas propiedades de esta.

Observe que si A € Fy P(A) > 0 entonces :

E(X|A)= > mP(X =n]A) = > ka(XP:(Z)k,A) _ E}(D)((j;)

Proposicién 1.5. Sean a y b dos constantes , g una funcion medible de valor real y X ,

Y y Z son variables aleatorias. Entonces
1) E(aX +b0Y|Z) =aE(X|Z) +bE(Y|Z).
2) E(X|Y)>0,s X >0.
3) E(Xg(Y)|Y) = g(Y)E(X]Y).
4) E(E(X[Y,2)[Y) = E(X]Y).
5) E(E(X]Y)) = E(X).
Demostracion. La prueba esta desarrollada de la forma siguiente.
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1) Partiendo de la definicién de esperanza condicional

B((aX +bY) 1.
B(aX +bv]7 = 2) = ZUaX T 0V)11z—s))

P(Z = z)
_ B(Xlz=y) B 1lz—y)
= Pz=2 "PZ=2

=aFE(X|Z=2)+bEY|Z = 2).

2) Partiendo de la definicién de esperanza condicional

E(X1y—y)
P(Y =y)

> 0.

B(X|Y =y) =

3) Partiendo de la definicién de esperanza condicional

E(Xg(Y)ly=y)
P(Y =y)
E(Xg(y)liy=y))
PY =y)

_ o B L=y
= g(ﬂ)ﬂ

= g(y) E(X|Y = y).

E(XgY)|Y =y) =

4) Partiendo de la definicién de esperanza condicional

=Y =y Z=2)
Y=y, Z=2) ’

EX|Y =y Z=2)=)_ xP<XP

TERx
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por otro lado

P(Y =y, 7 = z)

BEXY.2|Y =y) =3 EX)Y =y.2=2)

2€ERz P<Y:y)
—a:Y—y,Z 2)\ P(Y =y, Z =2)
B (B Y)

:Z<Zx —xY—y,Z— 2)

2Ry \wCRx =) )

(Z P(X =Y =y, Z=2)

2€Ryz

e P(Y =y)
B P(X =zY =y)
a erRX TPy =y)
— B(X|Y =)

5) Partiendo de la definicién de esperanza condicional

E(E(X|Y))= ) EX|Y =y)P(Y =y)

yERy

:Z(Zx _xY_y))P(Y:y)

yERy xERx

= Z rP(X =x)

TERX

= B(X).

1.4. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocastico que satisface la propiedad
Markoviana, es decir, si se conoce la historia del proceso hasta el instante actual, su
estado presente resume toda la informacion relevante para describir, en probabilidad, su
estado futuro.

En este capitulo presentamos los aspectos teoricos basicos sobre cadenas de Markov

en tiempo discreto que son necesarios conocer para el desarrollo de nuestro trabajo.
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En este caso asumimos que el proceso toma valores en un conjunto finito Sy llamado
espacio de estados:

S@Z{l,Q,...,N,NGN}

Caso Discreto

Sea 6(k) una cadena de Markov en tiempo discreto con una matriz de transicién de
probabilidad II(k) = [p;;(k)] € My(R), donde p;;(k) es la probabilidad de transicién del

estado 7 al estado j en el instante k, esto es,

pij(k) = P(0(k+1) = j|0(k) =1), i,j € Sp,

N
donde p;j(k) > 0y Z pij(k) = 1 . La distribucién de probabilidad de 6(0), llamada
j=1

distribucién inicial, la denotamos por m = (7, ..., 7y ), donde m; = P(6(0) = 7).

Observe que

N
Z T = 1.
i=1

El vector de distribucion de probabilidad en el instante k£ de la cadena de Markov se define

por

donde v
mi(k) = P(0(k) =1) y Zm(/f) =1

Denotaremos la matriz I[I" como aquella matriz que tiene entradas como probabilidad
de transicién del estado 7 al estado j en n pasos, esto es, I1(k)" = [pgl)(k)], donde

pP (k) = P(8(n) = j|0(0) = i), i,j € Sp.

En nuestro trabajo consideraremos que la cadena de Markov es homogénea, es decir,
las probabilidades de transicién no depende de k, por lo que p;;(k) = p;;.Vk € Z.

De la homogeneidad se sigue que

m(k) = 7Il¥,
lo que siginifica que dados la distribucién inicial y la matriz de transicién de probabilidad

el proceso queda completamente determinado, en términos probabilisticos.
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Capitulo 2
Sistemas Lineales en tiempo discreto

En este capitulo se revisan brevemente algunos aspectos basicos de la teoria de los
sistemas dindamicos de control clasicos, es decir, de aquellos sistemas lineales de control
que no estan sujetos a saltos. Nuestro objetivo es que este breve resumen sirva para

motivar la introduccion de los sistemas lineales con saltos markovianos.

2.1. Sistema Lineal

Muchos fenémenos dindmicos de la fisica, la biologia, la ingenieria, la economia, etc,

pueden ser modelados bajo la forma del sistema dinamico en tiempo discreto

x(k+1) = Az (k)

2(0) = 29 € R", 21)

donde A € M,,(R) es la matriz que almacena los pardmetros del modelo. Para cada
ke€Z,, x(k) € R" es el vector de estado. El modelo (2.1) configura lo que en la literatura
se conoce como sistema (clasico) de control lineal. El vector 2 = x (ko) denota este estado
y es llamado estado inicial del sistema, donde kg es el momento inicial. Por la linealidad

del modelo, usualmente se considera ky = 0, por lo que se escribe z(0) = zo = z (ko).
Definicién 10. Una sucesion {z(k)}rez, C R™ es solucion de (2.1) si satisface

z(k+1) = Az(k)
2(0) =29 € R”
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Observacion 2.1. Para cada estado inicial xy la solucion de (2.1) estd dada por
z(k) = AFa. (2.2)

A x(k) se le llama también la trayectoria del sistema. Cuando se quiere especificar el
estado inicial, la trayectoria suele escribirse como x(k;xy). Observe que la trayectoria
(2.2) depende claramente del estado inicial del sistema. Estd parte es conocida como la

parte no forzada que es enteramente debida a las condiciones iniciales del fenomeno.

Ejemplo 1. Sea el sistema
r(k+1) =2x(k) +y(k)
y(k+1) = 2y(k)
z(0) =0, y(0) =1
Haciendo el cambio de variable z(k) = [x(k) y(k)]T entonces el sistema se puede

reescribir de la forma siguiente

2(0) =0 1]"
2 1 ok fok-1 .
donde A = entonces AF = y de (2.2) se obtiene
0 2 0 2k

z(k) = k281, y(k) = 2

2.2. Estabilidad

La estabilidad es un requerimiento fundamental en el disenio de todo sistema. Un
sistema no estable puede salirse de control, alterarse y perder sus caracteristicas esenciales,
o simplemente no ser de utilidad practica. En esta seccion se define y estudia el concepto
de estabilidad para sistemas lineales clasicos. Las nociones de estabilidad méas conocidas
que pueden ser relacionadas al sistema (2.1) son la BIBO estabilidad y la estabilidad de
Lyapunov.

La BIBO estabilidad esta relacionada al sistema siguiente



donde B € M,»,(R), C € Mi,,(R), u(k) € RP es la variable de control o también
llamada senal de entrada, e y(k) € R se conoce como la senal de salida. Si lo que se desea
es estudiar la relacion entre la senal de entrada y la senal de salida, entonces la BIBO
estabilidad es la nocién adecuada. BIBO son las siglas en inglés de la expresion bounded
wmput bounded output, es decir, el interés es ver si la respuesta del sistema sera acotada
cuando se aplique una senal de entrada acotada. Si el sistema siempre responde de esta
manera, ¢l serd BIBO estable. En este caso la parte no forzada de la trayectoria no juega
ningtn rol en el analisis de la estabilidad.

Por otro lado, si solo es de interés la estructura interna del sistema, esto es, si no
se considera la senal de entrada, es decir u(k) = 0 como en el sistema (2.1) entonces la
nocién apropiada de estabilidad es la de Lyapunov. Se dice que la trayectoria z(k; zo) es
estable o marginalmente estable (en el sentido de Lyapunov) si cualquier otra trayectoria
que partiendo suficientemente cerca de ésta permanecerd por siempre cerca de ella.

Formalmente se tiene
Ve>036>0/ H:vi) —ZEOH <0 = Hm(k;,xé)) —x(k;xo)H <€ k>kyeZy.

La trayectoria z(k) puede ser entendida como un modo de operar del sistema. Suelen

ser de interés los modos de operacion en equilibrio.
Definicién 11. Se dice que x. € R" es punto de equilibrio para el sistema (2.1) si
Az, = x..
Observacién 2.2. Notamos lo siguiente
Az, =z, — (I — A)z. =0

Si la matriz I — A es no singular entonces se tiene un unico punto de equilibrio
z. = 0. Caso contrario tiene infinitos puntos de equilibrio un caso particular r, = 0. En
general x. # 0, pero en este caso, por medio de un cambio de variable, éste punto puede
transformarse en un punto nulo, por lo que solo x. = 0 es considerado en el andlisis. Un
punto de equilibrio no solo puede mostrar estabilidad, sino también un comportamiento
atractor, es decir, las trayectorias que parten cerca del equilibrio no solo permaneceran
por siempre cerca de €él, como se requiere en la estabilidad marginal, sino ademas el

acercamiento es asintotico.
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De ahora en adelante cuando se mencione que el sistema es estable o asintéticamente
estable estaremos haciendo referencia a que el sistema es estable o asintéticamente estable
en el punto de equilibrio . = 0. A continuaciéon definimos la estabilidad del punto de

equilibrio x, = 0.
Definicién 12. Consideremos el sistema (2.1)

a) El punto de equilibrio x. = 0 es estable si

Ve>035>0/||z(0)|| <d=|zk)| <€ k>ky€Zy.

b) El punto de equilibrio x. = 0 es asintdticamente estable si es estable y ademds

dn>0/||lz(0)|<n = klim z(k) = 0.
—00

La figura siguiente muestra estos conceptos.

Estable

Inéstable

El teorema 2.1 caracteriza la estabilidad asintética de Lyapunov mediante el radio

espectral de la matriz A.

Teorema 2.1 ([10]). Consideremos el sistema (2.1). Si el punto de equilibrio x. = 0 es

asintdoticamente estable si y solo si p(A) < 1.

Demostracion. Asumamos que el sistema (2.1) es asintéticamente estable, por (2.2) se

tiene

lim A*z(0) = 0,V¥x(0) € R"

k—o0
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por la proposicién 1.2 implica que p(A) < 1.
Ahora supongamos que p(A) < 1 por la proposicién 1.2 existe una norma tal que

|Allx < 1, de (2.2) se sigue
0 < [lz(k)llm = 14" (O)]|a < [IAII]l=(0)[lx
entonces lim z(k) = 0. O
k—ro0

El siguiente ejemplo muestra un sistema que no es estable ni asintoticamente estable.

Ejemplo 2. Sean

2 3 kE+1
1 1 1

Notamos que la solucion no es acotada, esto implica que no es estable ni asintoticamente

estable.
El siguiente ejemplo muestra un sistema es estable pero no asinstéticamente estable.

Ejemplo 3. Sean

A= ,x(0) =

Notamos que la solucion es acotada esto implica que es estable pero no es

asintoticamente estable.
El siguiente ejemplo muestra un sistema asintoticamente estable y por ende estable.

Ejemplo 4. Sean



Se tiene que p(A) < 1 y calculando la trayectoria solucion del sistema (2.1) se obtiene

1

wk)=| %
4K

Notamos que la solucion es convergente, esto implica que el sistema es asintoticamente

estable.
El teorema 2.2 proporciona una caracterizacion algebraica de la estabilidad asintética.

Teorema 2.2 ([10]). El sistema (2.1) es asintéticamente estable si y solo si para toda
matriz simétrica definida positiva W, existe una unica matriz simétrica definida positiva
M tal que

M—ATMA=W. (2.3)

La ecuacion (2.3) es conocida como ecuacion de Lyapunov.

Demostracion. Asumamos que se cumple la ecuacién (2.3). Sea A un autovalor de A con

su respectivo autovector v # 0 entonces

vIWo = ol (M — ATMA)v
= v Mv — 0" AT M Av
= v Mv — (Av)" M Av
= vl Mv — ()" MM
= vl Mu(1 - \?).

Sabemos que M y W son matrices simétricas y definidas positivas , es decir, v Wov > 0
y vI'Mv > 0. Luego 1 — A% > 0 entonces |\| < 1. Por lo tanto p(A) < 1 por el teorema
2.1 se tiene que el sistema (2.1) es asintéticamente estable.

Asumamos que el sistema (2.1) es asintéticamente estable, por el teorema 2.1 se tiene

p(A) < 1. Sea W > 0 entonces definimos la siguiente matriz

M =Y (AT AF, (2.4)
k=0

En primer lugar garantizemos la existencia de la matriz M esto implica asegurar que
la serie es convergente.

En efecto, como p(A) < 1 por la proposicién 1.2 existe una norma tal que [|A|, < 1.
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n

k=0

<SS ATIC WL AL
k=0

*
n

Debido que ||A]|x < 1 entonces la serie Z HATHf IW ||, IIAll* es convergente por el

k=0

n

criterio de comparaciéon implica que la serie g (ATYEW AF es convergente.

k=0
Ahora probaremos que M es simétrica. En efecto

MT = (i(AT)’“WAk>

k=0

i(AT)kWTAk

=
Il
o

[
]2

I
<1

Ahora probaremos que M > 0, sea x # 0

o' My =27 (i(AT)kWAk> x

k=0
_ i T ARNT 17 Ak
—nh_g)lo Zx (A")" WA x)
k=0
— 1 ko AT A
= nh_)rrolo Z(A z) WA :10)
k=0
_ T ko ATV AF
—nh_g)lo x Ww+Z(A z)' WA x)

k=1

>0

Ahora comprobemos que M cumple la ecuacién (2.3). En efecto

M=) (ATWAF =W + ) (AT)'w AR, (2.5)
k=0 =
Por otro lado
ATMA = AT (Z (A7) WAk) A= Z (AT)F AF (2.6)
k=0 k=1
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De (2.5) y (2.6) se obtiene
M =W+ ATMA.

Por tltimo comprobemos que M es tnico. En efecto de (2.3) se sigue

vec(W) = vec(M — ATMA)
= vec(M) — (AT @ AT )vec(M)
= (I — AT @ AT )vec(M)

vec(W) = (I — AT @ AT vec(M). (2.7)

Por el item 3 de la proposicién 1.3 se tiene p(AT @ AT) = p(A)? < 1. Luego por la
proposicién 1.2 existe una norma tal que [|AT @ AT||, < 1 esto implica por el teorema 1.4
I — AT @ AT es inversible. Por ultimo de (2.7) se tiene que para cualquier W existe un

unico M tal que

M =vec™" ((I — A" @ AT) lwec(W)) (2.8)
[

Observacion 2.3. En la demostracion del teorema 2.2 se define la matriz M en (2.4)
el cual tiene su explicacion, la cual detallamos porque se asume esa forma. De (2.8) y

debido a la serie de Neumann se sigue
M =vec™ " ((I — A" @ A") wec(W))

= vec ! Z(AT ® AT)kvec(W)>

k=0

=vec ™! Z(Ak)T ® (Ak)Tvec(W)>

k=0

k=0

= vec ! Z vec {(Ak)TWAk}>

=3 (AT AR
k=0

Teorema 2.3 ([10]). Consideremos el sistema (2.1). Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

a) El sistema (2.1) es asintdticamente estable.
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b) El radio espectral de A es menor que uno, p(A) < 1.

c) Para toda matriz simétrica definida positiva definida W, existe una tnica matriz

simétrica definida positiva M tal que

M—ATMA=W

d) Existe una matriz simétrica definida positiva M tal que

M—ATMA >0

Demostracion. Por los teoremas 2.1 y 2.2 tenemos que a), b) y ¢) son equivalentes. Vemos
que c) implica d) se prueba de forma directa. Entonces nos concentraremos en demostrar

que d) implica b). Sea A un autovalor de A con su respectivo autovector v # 0 entonces

v (M — ATM Ay = v My — o7 AT M Av
= v Mv — (Av)" M Av
= vl Mv — (M)T MM
= vl Mu(1 — \?)

> 0.

Debido que M > 0 esto implica que 1 — A? > 0 lo que concluye p(A) < 1.

Ejemplo 5. Sea

A:
1 2

Se tiene que p(A) = 3.3028 entonces el sistema (2.1) no es asintéticamente estable. Esto
se puede comprobar mediante la ecuacion de Lyapunov. De (2.7) y tomando un W > 0 se
obtiene
2 1 0.33 —0.33
W = M =
11 —0.33 0

donde observamos que M es simétrico pero no es definido positivo.
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Ejemplo 6. Sea
05 0
1 025

A:

Se tiene que p(A) = 0.5 entonces el sistema (2.1) es asintdticamente estable. Esto se
puede comprobar mediante la ecuacion de Lyapunov. De (2.7) y tomando un W > 0 se

obtiene un M tal que

21 2.6667 2.6667
W= M =
11 2.6667 5.3333

donde observamos que M es simétrico y definido positivo.
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Capitulo 3

Sistemas lineales con saltos

markovianos

Una diversidad de procesos pueden ser modelados por el sistema (2.1), éste no resulta
util en la modelizacién de fendmenos en los que por diversas circunstancias los parametros
cambian abrupta o aleatoriamente. En efecto, en muchas situaciones practicas el sistema
opera bajo condiciones adversas como en el caso de un avion que vuela en medio de
una tormenta recibiendo fuertes descargas eléctricas. Lo mismo puede suceder con un
modelo econémico sujeto a alteraciones adversas debido al contexto exterior muchas veces
incierto o una central térmica solar sujeta a cambios de temperatura por las condiciones
atmosféricas. A veces la alteracién de los parametros también es causada por fallas internas
del sistema, por la interconexién de los componentes o la antigiiedad de estos. Para
modelar esta situacion se introducen los sistemas dindmicos con saltos markovianos. Este
modelo se ha venido utilizando desde la década de los 70 en diversas areas de investigacion
como, por ejemplo, sistemas econémicos (8], sistemas eléctricos [11], sistemas robdticos
[12], sistemas de control aéreo [13], [14], [15], etc. La cadena de Markov asociada al sistema
muda de estado aleatoriamente a medida que transcurre el tiempo. Cada estado de la
cadena representa un modo de operar distinto del sistema. De esta manera, en lugar de un
unico sistema dindmico, se tienen en realidad muchos sistemas cambiando aleatoriamente
y modelando todos ellos un mismo fenémeno. El modelo matematico resultante es un
sistema dindmico estocastico conocido en la literatura como sistemas lineales con saltos
markovianos o por sus siglas en inglés, MJLS (ver p.ej. [4], [5]).

En vista que el fenémeno bajo estudio se torna aleatorio comenzamos el analisis
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introduciendo un espacio de probabilidad (2, F,P), donde Q2 es el espacio muestral, F
es la o-dlgebra y P es la medida de probabilidad. La cadena de Markov es denotada por
0(k) y su espacio de estado por Sy = {1,...,N; N € N}, consideramos la cadena de
Markov homogénea.

Consideremos el sistema

w(k+1) = Ay (k) (3.1)
2(0) = zo €R"

donde para todo i € Sy, A; € M,(R), z(k) € R™. Vamos a asumir que las condiciones
iniciales x(0) y 0(0) son independientes, ademas x(0) es de segundo momento finito, es
decir, E(||z(0)]|?) < oc.

El sistema (3.1) se le conoce como sistema no forzado. Buena parte de los resultados
de esta tesis estdan referidos al sistema (3.1), también llamado en la literatura sistema

homégeneo.

Definicién 13. Se dice que el proceso estocdstico x(k) = {x(k)}rez, es solucion de (3.1)

si para toda realizacion w de 0(k), la ecuacion (3.1) es satisfecha puntualmente, esto es,
(k4 1,w;2(0)) = Agrewyz(k,w;0), k€ Zy.
A la solucion z(k) del sistema (3.1) se le llama también trayectoria solucion.

Observacion 3.1. Para cada condicion inicial x(0) € R"™ dada, la solucion de (3.1) puede

ser obtenida de forma recursiva como sigue:

x(l) = Ag(g)x(())
2(2) = Agryz(1)
= Aoy Ao(0)7(0)

procediendo de este modo por induccion se obtiene

k—1
2(k) = [ ] Ao-1-0(0). (3.2)
(=0
Ejemplo 7. Sean las matrices asociadas al sistema (3.1), para este caso N = 2.

1 2 3 1
A1: , AQZ )
10 11
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la matriz de transicion de probabilidad y vector de distribucion inicial:

01
II = , m=1[0.5 0.5].
10

FEsto quiere decir que las inica realizaciones de la cadena de Markov son w; = {2,1,2,...}

ywy={1,2,1,...}. Como se representa en la siguiente figura

1l 4] 8] |28] |52
1 2] 714l 7 |12] |28

El siguiente lema se usa frecuentemente en la literatura al momento de hacer
derivaciones con esperanzas condicionadas. Esencialmente se prueba que la variable
aleatoria E{1grs1)=j1|z(k),0(k)} definida en términos de x(k) y 6(k), solo depende de
0(k).

Para presentar el resultado, tengamos en cuenta la notacion siguiente:
POk +1) = jl6(k)) = Poge;-
donde para cada j fijo en Sy, ps(r); €s una variable aleatoria cuyos valores son p;;, i € Sp.
Lema 3.1 ([25]). Sea x(k) la trayectoria solucion de (3.1) con x(0) = zo. Entonces

E (Liogerny= |z (k), 0(k)) = oy
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Demostracion. Para los valores especificos z(k) = x y 0(k) = iy tenemos

E(Lprs1)=jy 2 (k) = 1, 0(k) = iy
= Y wP(Lpgen=gy = zlo(k) =z, 0(k) = i)
z€{0,1}
_ L PUgomen=i = (k‘) = x, 0(k) = ix)
_Zi;{o;l} ' P(x(k ) LO0(k) = i)
_ POk+1)=j,2k) = xk,e(k) =iy)
P(z(k) = g, 0(k) = ix)

> POk+1)=j,0(k) =i, 0(k — 1) = ix_1,...,0(0) = i, z(0) = o)

> P(O(k) = ir, 0(k — 1) = iy_1,...,0(0) = io, z(0) = )

1050tk —1=1

Como z(0) y 6(0) son independientes entonces sus correspondientes sigmas algebras
generadas son independientes. Ademds como o ({0(k +1),0(k),...,0(0)}) € o ({6(0)})
entonces o ({#(k+1),0(k),...,0(0)}) v o({z(0)}) son independientes. Luego cada
evento {0(k + 1) = j,0(k) = ix,0(k — 1) = dg_1,...,0(0) = ip} que pertenece a
o({0(k+1),0(k),...,000)}) y el evento {z(0) = z} que pertenece a o({z(0)}), son

independientes. Por esto y la propiedad markoviana, (3.3) se reduce a

L
Z PiyiPiy_viy - - - Pigiq P(e(()) = Zo)

1050yl —1=1

E(Lourn=j|z(k) = zy, 0(k) = iy) =——
Z Dij_viy, - - 'pioi1p(‘9(0> = iO)

1050yt —1=1

= Piyj

lo que concluye la demostracion. O

3.1. Notaciones Principales

En esta seccion presentamos ciertas notaciones las cuales seran utilizadas mas adelante,

las notaciones siguientes son fundamentales para analizar la estabilidad del sistema (3.1).

40



Paracada k € Z,,1 € Sy

Qi(k) = E(x(k)z(k)" Lpm=iy) € Mn(R) (3:4)
Q(k) = (Qi(k), ..., Qn(k)) € Hy (3.5)
Q(k) = E(z(k)z(k)") € My (R) (3.6)

Notamos que las matrices presentadas en (3.4) y (3.6) son matrices semidefinidas
positivas, esto implica que Q(k) € Hg". Ademés que Q(k) pueden ser expresado como

sigue

=D Qilk) (3.7)

La notacién Q;(k) definida en (3.4), puede expresarse de forma recursiva como se

expresa en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 ([4]). Sea el sistema (3.1). Para cada k € Z,j € Sp se cumple

N
Qi(k+1) = sz’inQi(k)A? (3.8)
i=1
Demostracion.

Q;(k+1) = BE(x(k+ Dz(k + 1) Ljpme=)
= E(Apgyz(k)z(k)" A Liors1)=1y)

N
=K ( Az’1{9(k):i}$(k)x<k)TA?1{9(k+1)=j})
=1
N
= ZAZE ) Lot =i Loy =) A7
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condicionado a {z(k),8(k)} y aplicando el item 5 de la proposicién 1.5 obtenemos:

j(k+1) Z AE(x ) otk 1)=iy Loy =i ) AT

= Z Al-E (E(ﬂ?(k)$(k)T1{g(k+1):j}1{9(k):i}‘.’E(k), 9(/6))) A;TF,

debido a que x(k)1gk)=; es medible con respecto a {x(k),0(k)} y aplicando el item 3 de

la proposiciéon 1.5 obtenemos:

ZA E ( (k)" Loy E <1{e(k+1>=j}

debido al lema 3.1 obtenemos:

o(0)000)) ) AT

ZA E (z ) Liogy=iypis) Al
= Z P AiE (w(k)x (k) ory=iy) AT

N
Z Z]AQ

El siguiente lema sera ultil en la demostracién del lema 3.4.

Lema 3.2. Sea A € M,(R), se cumple la siguiente relacion
tr(A) < n]|A]l (3.9)

Demostracion. Debido a la definicion de la traza se sigue

n
=1
n
< Z |aiil
i—1
n
<Y lay)

ij=1

< nf Al
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Lema 3.3. Sea v € R™ se cumple la siguiente relacion

lov” [l < nllvll3 (3.10)

Demostracién. Debido a la definicién de la norma matricial, sea v = [vy ... v,]T

n
oo™l = Jvi]

,j=1

™ o + fo?
<2

ij=1

se sigue

= n|lv]3

La siguiente desigualdad va ser de gran utilidad en la seccién de estabilidad.

Lema 3.4. Sea x(k) la solucion del sistema (3.1). Para cada k € Z; se cumplen las

siguientes desiqualdades

B < ooy, (3.11)

1Q(k )||1 < nB([|l(k)][3), (3.12)
donde Q(k) estd definido en (3.5).

Demostracion. Primero probemos una desigualdad

(Z H21{9 Z}>
= Z E(|lz(k)31to=i})

E([|(k



por (3.9) se obtiene

ZQZ
1
<nZH@ )

= n[|Q(F)]|

Ahora probemos la otra desigualdad, por la desigualdad de Jensen se sigue

1Q(k HI—ZHQZ )

—ZHE k) Liogm=i)
< ZE |z(k)z™ (k)1 110k)=i})
de (3.10) se sigue
Q)| < HZE 2 (B) (131 o cs)=i3)
=nE ([|z(k)|3)

3.2. Operadores Principales

En esta seccién presentamos operadores principales que son fundamentales para

analizar la estabilidad del sistema (3.1).

L()=(Li()s-.., Ln() € B(HE)
T()=(T(),---, Tn() € B(Hz)
T = (A()....,In()) € B(HE)
V() =0(),- - Vn()) € B(HR)
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Para cada V = (V4,...,Vn) € HE,i,j € Sp tenemos

N
T,(V)=> piAViA] € Mo (R)
=1

N
= AiT (ZPMG) A; € M, (R)
j=1
N

=1

N
V)= pyAfViA; € Mu(R)

j=1

Teorema 3.2 ([4]). Para cada k € Z, se cumple:

Qk+1) = T(Q(k)) (3.17)
y ademas
Q(k) = T*(Q(0)) (3.18)
donde Q(k) estd definido en (3.5) y T en (3.14).

Demostracion.
T(Q(k) = (T(Q(K)), ..., Tw(Q(K)))
(ZpﬂA Qi(k) AT, .. ZplNA Qi(k )
=(Qi(k+1),....,Qn(k+1))
= Q(k+1),
y por induccién se comprueba (3.18). O

Lema 3.5. Para todo V € Hg, se cumple las siguientes relaciones

TV =TV
LV =L(VT)
v(V)h =y
JV) =gV



Demostracion. En efecto:

T = (W)Y, ..., Te(V)T)

N N
- <Z pu VAT ZpiNAi‘/;TAiT>
=1

= (7'1(VT), S ,TN(VT))
=T(V")

De forma analoga se cumple para £,V, 7.

Proposicién 3.1 ([4]). Los operadores definidos en (3.13)-(3.16), cumplen las siguientes

relaciones:

T=rrv=7g"

Demostracion. Sean S,V € Hg



3.3. Matrices Principales

En esta seccion presentamos las matrices que seran fundamentales para analizar la
estabilidad del sistema (3.1) mediante el radio espectral de estd y que estan ligados a los

operadores principales. Denotamos una matriz diagonal por bloques por diag[M;], donde

M; € M,(R),i € N, definido de la forma siguiente:
M, ... O

diag[M;] =

Presentamos ademas unas matrices auxiliares

C= (HT X ]nz) S Man(]R)

47



Las matrices fundamentales que utilizaremos para analizar la estabilidad del sistema son

las siguientes:

Ay =CN
As =NTCT
As =NC
Ay =C"NT

La siguiente proposicion nos da una relacién entre los operadores principales y matrices

fundamentales.

Proposicién 3.2. Para cada V € Hy se tiene

supvec(T(V)) = Ay supvec(V)
supvec(L(V)) = Assupvec(V)
supvec(V(V)) = Assupvec(V)
supvec(T(V)) = Aysupvec(V)

Demostracion. Sea V= (Vi,...,Vy).

supvec(T (V) =
Lvec(Tn(V))

_ N -
vec (Z pilAi‘/iAiT>

=1

N
vec (Z piNAin‘AZT)
L i=1 J

N
ZpilAi ® Avec(V;)
i=1

N
Z pinA; @ Avec(V;)

Li=1
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-pllAl ®A ... pviAn ® Ay vec(Vr)

pivA ® A .. pnnAN ® An| [vee(V)
(puln oo pwil | [Ai@ A 0
= : - : : - : supvec(V')
pinln .. pynIn 0 oo AN ® AN
Puin ... PnN1

= o | @1, | diag[A; @ Ajlsupvec(V)

PiN ... PNN
= (" ® I,,) diag[A; ® Aj]supvec(V))
= Ay supvec(V),

de forma analoga se cumple para £, V, J. O

Observacion 3.2. De la proposicion 3.2 se observa el siguiente esquema

n n
Hi T Hp,

vV ‘ v
supvec | supvec
supvec(V) l supvec(T(V))

2 A2
Rf\n Al RI\M

Notamos que Ay es la representacion matricial de T. Debido a que supvec es un

homeomofirmos esto implica que
p(A1) = p(T), p(A2) = p(L), p(As) = p(V), p(A1) = p(T)
Ademis se tiene que AT = Ay, AT = A, entonces
p(A1) = p(A2) y p(As) = p(As).

Por el lema 1.2 implica

p(A1) = p(Az) = p(A3) = p(As)
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En resumen se concluye

p(A1) = p(Az) = p(A3) = p(As) = p(T) = p(L) = p(V) = p(T)

Por otro lado de la proposicion 3.2 y (3.17) se obtiene

supuec(Q(is + 1)) = supvece(T(Q(K)))
= Ay supvec(Q(k)), (3.19)

y por induccion implica

supvec(Q(k)) = A¥supvec(Q(0)) (3.20)
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Capitulo 4

Estabilidad

El analisis de estabilidad de sistemas lineales con saltos markovianos por una cadena
de Markov se remonta a la década de los 70 con Rosenbloom [6] . Desde entonces la
teoria a desarrollado abundantes resultantes de gran importancia teorica y practica, como
se mostro en la introduccion de este trabajo. La naturaleza estocéastica de un sistema
con saltos markovianos induce a considerar varios tipos de estabilidad en este sentido. A
continuacién presentamos las definiciones de estabilidad para el sistema (3.1) dadas en la

literatura [2], [5].

Definicién 14. Se dice que el sistema (3.1) es

a) Estable en media cuadrdtica (EMC) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 0(0) se

tiene

lim Q(k) = 0,
k—o0

donde Q(k) estd definido en (3.6).

b) Estocdsticamente estable (EE) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 0(0) se tiene

STE (Ja(k))3) < 0o

k=0

o0

c¢) Ezponencialmente estable (EXE) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 0(0) existen

constantes 0 < a < 1 < B tal que para todo k € Z se tiene
E (z(8)[3) < Ba”E (|2(0)]3) .
donde o y B son independientes de x(0) y 0(0) .
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d) Casi sequramente estable (CSE) si para cualquier x(0) € R™ y cualquier 6(0) se

tiene

P (lim [2(k)]l> = 0) =1

4.1. Test de estabilidad mediante el radio espectral

de ./41

En esta seccién analizamos la estabilidad de (3.1) en términos del radio espectral de
la matriz A;. El resultado que se presenta constituye un test facilmente implementable,

por ejemplo, en MATLAB, con el que se puede determinar la estabilidad del sistema.

Lema 4.1 ([25]). El sistema (3.1) es EMC si y solo si para cualquier x(0) € R™ y para

cualquier 6(0) se cumple

lim Q(k) = 0. (4.1)

k——+o0
Demostracion.

Asumamos que el sistema es EMC. De la desigualdad

QiR = [|E (x(k)a" () Lo=a) || < || (2(k)=" (k) || = |QK)]

se sigue que klim Qi(k) = 0y esto implica inmediatamente (4.1).
—+00
Ahora si lim Q(k) = 0 entonces lim @Q;(k) = 0y por (3.7) se concluye que el
k—+o0 k—+o00
sistema (3.1) es EMC. O
El teorema 4.1 provee una herramienta de facil implementacion computacional para

analizar si el sistema (3.1) es EMC mediante el radio espectral de la matriz A,. El resultado

es completamente andlogo al establecido en el teorema 2.1.
Teorema 4.1 ([25]). El sistema (3.1) es EMC si y solo si p(A;) < 1.

Demostracion. Si el sistema es EMC, entonces por el lema 4.1 se tiene klim Q(k) = 0.
—+o00

Como z(0) y 0(0) son arbitrarios y teniendo en cuenta que

Q;i(0) = E{z(0)z"(0)} E {190)=i } = E {z(0)2"(0)} m;,

entonces siempre es posible obtener Q(0) con componentes no nulas. Entonces por (3.18)

se deduce que p(7) < 1 entonces p(A;) < 1.
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Si p(A;) < 1 entonces p(T) < 1. Tomando limite a ambos lados de (3.18) y por la
proposicién 1.2 se tiene ka Q(k) = 0. De aqui, por el lema 4.1, se concluye que el
—+00

sistema es EMC. O

4.1.1. Ejemplos

En esta seccién se proporcionan diferentes ejemplos que ilustran los resultados
presentados en las secciones previas. En particular se analiza la estabilidad del sistema

estocastico en relacion con la estabilidad de los subsistemas que lo conforman.

Ejemplo 8. Consideramos el sistema escalar con 2 modos, a; = 0.7 y as = 1.2, y matriz

de transicion de probabilidad
0.6 0.4

0.8 0.2

En este caso la matriz A, es :

0.2940 1.1520
0.1960 0.2880

y dado que p(A;) = 0.7662 < 1 entonces el sistema es EMC. Notemos que el modo a; es

estable, mientras que el modo as es inestable.

Ejemplo 9. En este ejemplo se muestra un sistema con todos sus modos estables, sin

embargo, el sistema no es EMC.

0 4 06 0 09 0.1
Al - A2 — 5 H -
0 0.5 8 0 0.3 0.7

En este caso la matriz A, es:

000 144 0108 0 0 0
000 18 144 0 0 0
000 18 144 0 0 0

A |0 000225 192 000
000 16 0253200 0
000 02 33 000
000 02 33 000
|00 0 0025 448 0 0 0 |
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Notamos que todos los modos son estables, pero como p(A;) = 5.7811 > 1 el sistema

no es EMC.

Ejemplo 10. En este ejemplo se muestra un sistema con todos sus modos inestables, sin

embargo, el sistema es EMC.

1.5 =2 0 10 02 08
A1 - 5 AQ - 5 H —
0 O 0 2 0.85 0.15

Claramente los modos del sistema son inestables. La matriz A; es:

[ 045 —0.6 —0.6 08 0 0 0 85 |

O 0 0 0 000 17

O 0 0 0 000 17

A—| 0 0 0 000034
18 —24 —24 32 00 0 15

O 0 0 0 000 3

O 0 0 0 000 3
0 0 0 0 000 06|

Como p(A;) = 0,6 < 1 el sistema es EMC.
Los ejemplos presentados permiten concluir que no hay relaciéon entre la estabilidad

de los modos y la estabilidad del sistema visto como un todo.

4.2. Test de estabilidad mediante la ecuacion de
Lyapunov

En esta seccién se presenta una caracterizacion algebraica para la estabilidad
estocdstica del sistema (3.1) mediante un conjunto de ecuaciones de tipo Lyapunov.
Observe que cuando el espacio de estados se reduce al conjunto unitario Sy = {1} la
ecuacién (4.2) se convierte en la ecuacién de Lyapunov para sistemas lineales sin saltos.

La ecuacién de Lyapunov que proponemos para el sistema (3.1) es de la forma siguiente:

N
M; = pyATMA; = Wi, ij €S, (4.2)

j=1
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en esta ecuacién todas las matrices estan definidas en el espacio M,,(R).

Sea Mpy(ry una matriz simétrica definida positiva y definamos una funcién de Lyapunov

apropiada, como sigue:
V(w(k) (k) = =7 (k) Moy (k). (43)

Observe que V (+,+) es una funcién positivo definida. Enseguida se muestra que esta funcién

es decreciente.

Lema 4.2 ([25]). Sea z(k) la trayectoria solucion del sistema (3.1) y supongamos que dado
el conjunto {W;; i € Sp} de matrices simélricas definidas positivas existe un conjunto de

matrices simétricas {M;; i € Sp} definidas positivas que satisfacen (4.2). Entonces
E{V (x(k +1),0(k + 1)) = V(x(k),0(k))} = —E {2 (k) Wy (k) } (4.4)
Demostracion.

E{V(z(k+1),0(k+1))—V(x(k),0(k))}
= E{z"(k + 1) Mygrnyx(k + 1) — 2" (k) M)z (k) }

N
=F { Z xT(k)A?Min$(k)1{9(k+1 J}l{g =i} — Z$ M 1{9 1}1‘(/6)}

ij=1

w(k)ﬂ(k)}}

Debido que 2 (k)z(k)1ok)=iy es medible con respecto a {z(k),0(k)} la igualdad de

N N
—_ E {E { Z I’T(k?)AZTMinx(kI)1{9(k+1):j}l{g(k):i} — ZJZT(]{?)Mil{Q(k):i}I‘(k’)

ij=1 i=1

arriba se puede escribir como

E{V(x(k+1),0(k+1)) —V(x(k),0(k))}

N N
=F { Z J}T(k‘)A?MinZE(k‘)1{9(k):i}E {1{9(k+1):j}|x(k:), 0(14:)} - Z IT(k)Mil{g(k)i}x(k)}
=1
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De aqui, por el lema 3.1 se sigue:

N

E{V(x(k+1),0(k+1)) —V(x(k),0(k))}

E

Mz

T (k)AL M; Az (k)L ioe)y=itPok); — Zl’ k) M1 o) Z}QL’(lﬂ)}

2,7=1

&,
Il

I
&

M=

N
o (k) AT M; A (k)piy — Y xT(k)Mil{e(k):i}x(k)}
i=1
7 (k {Z AT M, Aipi; — Ml} 1{g(k)i}$(k)}
Z W 1{9 Z}.?Z )}

{27 (B)Woya(k) }

’L

&,
Il
—

WE

1

.
I

I
&=

:
g
f
o

El resultado anterior implica inmediatamente la ecuacién (4.5).

Corolario 4.1 ([25]). Bajo las hipdtesis del lema 4.2 se sigue que

E{V(x(k+1),0(k+1) = V(z(k),0(k)}  E{a"(k)Womz(k)} )
E{V(x(k)7 9<k))} N E {xT<k)M9(k)x(k')} ) (k) 7£ 0 (4.5)

Esta igualdad sera utilizada en la demostracién del resultado principal de la presente
seccion. Para presentar el siguiente lema, recordemos que la desigualdad de Rayleigh se
aplica para matrices simétricas, si las matrices son definidas positivas entonces los valores

propios son estrictamente positivos.

Lema 4.3 ([25]). La funcion de Lyapunov V(.;.) definida en (4.3) es decreciente

exponencialmente en media, es decir, existe 0 < a < 1, tal que

E{V(a(k),0(k))} < a* E{V (2(0),6(0))}, (4.6)

Demostracion. Para x(k) = 0 la desigualdad es trivial.
Ahora para el caso x(k) # 0, aplicando la desigualdad de Rayleigh a Wy v Mo

definimos

n= H(Iguer}%{)‘mm{WG }}
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Debido que Wy es una matriz definita positiva entonces p > 0 y ademds

wllz (k)13 < Amind Wou Hlz (k)15 < 2™ (k) Wogn z (k)

= M,
0= efn?ée{)‘max{ 0(k }}

Debido que Mjy(;) es una matriz definida positiva entonces 6 > 0 y ademds
" (k) Moy 2 (k) < Amaa{ Mo Hlz(B)3 < 6]l (k)3
De (4.7) y (4.8) se obtiene

pE{x(k)[3} < B {a" (F)Wouwa(k) }

E{a" (k) Moy (k)} < SE[lz(k)[15},

De (4.9) y (4.10) implica

pE{le®)13} _ E{e’ (k)Wowz(k)}
SE(e(R3} = B () Magyr (R}

no_ E{a™ (k)W z(k)}
0 = BE{aT(k)Myuyx(k)}

Ahora definimos

7]
=1-=-x<1
“ 5

la desigualdad de arriba se puede escribir como sigue

E{a (k)Woyux(k)} < _

TR () Myge ()} 5 !

SRS

De (4.5) y (4.12) se sigue

E{V(x(k+1);0(k+1))} <

VS TTEVER R

«,

esto implica

E{V(z(k+1);0(k + 1))} < aB{V (z(k); 0(k))}

y de aqui, el resultado se concluye por induccion.

o7
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Teorema 4.2 ([2]). El sistema (3.1) es EE siy solo si para cualquier conjunto de matrices

simétricas {Wi;i € Sp} definidas positivas existe un conjunto de matrices simétricas

{M;;i € Sy} definidas positivas que satisfacen (4.2).

Demostracion. Asumamos que se cumple (4.2) y consideremos la funcién de Lyapunov

definida en (4.4). Si z(ko) = 0 para algin kg € Z,, debido a la recurrencia de (3.1)

tendremos que x(k) = 0 para todo k > ko y por lo tanto la estabilidad estocéstica de

(3.1) es trivial. Asumamos, pues, que z(k) # 0,V k € Z, entonces de (4.6) se sigue:

E {Z V(z(k), H(k))} <(A+a+a®+...+a"E{V(2(0),0(0)}

_ (M) E{V(2(0),0(0))}

a—1
_ (%) E{«" (0) Magoyz(0)}

Ahora definamos

- { AIm'n M,
5 9(1%16%9{ { Mo} }

Como Mg es una matriz definida positiva entonces 8 > 0 implica
B (K)e(k) < Amin{ Moy o™ () (k) < 2 (k) Mooy (k)

De (4.13) y (4.14) se sigue

E {Zx%)x(m} < (g(a—j) E{a (0) My(o)2(0)}

Como 0 < a < 1 entonces

nh_)IgoE {Z :UT(k;)x(k)} < (c(;) E{z"(0) My0yz(0)} < o0

1—a)

lo que prueba que el sistema (3.1) es EE.

(4.13)

(4.14)

Ahora asumamos que el sistema (3.1) es EE y para comenzar definamos la matriz D},

como sigue:

I
D = HAe(zsz@H)
s=k

o8

(4.15)



Con base en D! definamos ahora la sucesién de matrices aleatorias { M (n — k,0(k)) : 0 < k < n}

de la siguiente forma :

M0 = 1,006) Wag + A5 { Wawon

x(k)ﬁ(k)} Aot

+ Z AgwE { " Wog) (D)

s000) Ay (210)
Observe que debido a que Wy es simétrica y definida positiva entonces M(n — k,6(k))

es también simétrica y definida positiva.

A partir de (4.16) la sucesion escalar

xT(k;)M(n — k, «9(k‘))x(k¢) :xT<k:)W9(k)I<k) + mT(k)Ag}k)E {Wg(k_,_l)

w(k)ﬁ(k)} Augyn(k)

+ Z xT(k)AeT(k)E { (DZ)T Woas2) (Dy)

=k

o(k), e(k)} Aggyn(k)

se puede escribir de la siguiente forma:

T (K)M(n — k,0(k) {Zaz

Para z(k) =z y 0(k) =i, de (4.17) se sigue que

D 2(k) = 24, 0(k) = z} (4.18)

lo que implica de inmediato que la sucesion es creciente puesto que Wy es positivo
definida para todo 0(l) € Sp. Veamos enseguida que la sucesién también es acotada. Esto
se sigue de la estabilidad estocastica del sistema. En efecto, por la desigualdad de Rayleigh

tenemos:
o (1) Waya(k) < Amss{Wa}a™ (R (k) < 7a” () () (4.19)
donde v esta definido por

v = mdx {Apnaa(Woe)}-
0(k)ESey
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Luego sustituyendo (4.19) en (4.17) tenemos
wpyM(n —k,i)zy = E {Z et (Y Woz(D)
1=k
<HE {Z #T (1))
I=k

E {Z 2" (1)@ (D)1 o) =an.0(k) =1} }
<7 :

x(k) =z, 0(k) = z}

z(k) =z, 0(k) = z}

Dado que el sistema es EE esta desigualdad implica que la sucesion de lado izquierdo es

acotada superiormente. Lo anterior prueba que el limite lim x} M (n — k, i)z} existe para
n—oo

todo x5, € R"™.

Sea M(n — k,i) = [m(n — k,i);+]. Tomando x; = e; entonces existe el limite
lim e;‘-FM(n —k,i)e; = lim m(n — k,i);; = m(i); (4.20)
n—00 n—00
De otro lado, tomando zj;, = e; + ¢; se sigue

(ej +e) ' M(n—k,i)(e; +e) =e M(n—k,i)e; + el M(n—k,ie,
+ e]TM(n —k,i)e, + el M(n — k,i)e; (4.21)

Como M (n — ki) es simétrica entonces e] M(n — k,i)e, = e} M(n — k,i)e;. El limite de

la izquierda de (4.21) existe y por (4.20) se tiene que

lim e} M(n —k,i)e, = lim m(n — k,i); = m(i); (4.22)

n—o0 n—oo

De (4.20) y (4.22) se concluye

lim M(n — k,1)

n—o0

M, (4.23)

donde M; = [m(i);,].
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De (4.17) y del item 4 de la proposicién 1.5, se sigue:

E{a" (0)M(n,0(0))2(0) — 2" (1)M (n — 1,6(1))(1)](0), 0(0) }
= E{E{;ﬂ () Waayz(1)|x(0) 9(0)} (0) 9(0)}
E{E{éﬂ x(1)|z(1) 9(1)} 2(0) 0(0)}
=FE {li;xT z(0) 0(0)}
E{E{l: 2T ()W x(1)|2(0), 6(0) x(l),@(l)} 2(0) 9(0)}
=F {Zigﬂ z(0) 0(0)}
—FE {lz:: z7 (1) z(0), 9(0)} = 27 (0)Wp(o)z(0) (4.24)

Por otro lado,
E{z"(0)M(n,0(0))z(0) — =" (1)M(n — 1,6(1))x(1)]x(0), 6(0)}
= 27(0)M(n,0(0))z(0) — E{z" (1)M(n — 1,6(1))x(1)|z(0),6(0)}
)
)

)
= 2" (0)M(n, 6(0))(0) — E{z" (0)Ajo) M (n — 1,6(1)) Ago)x(0)](0), 0(0) }
= 2" (0)M(n, 0(0))(0) — 27 (0) Ay E{M (n — 1,6(1))[(0), 0(0) } Ag0)z(0)  (4.25)

De (4.24) y (4.25) para 6(0 y 2(0) = x( se obtiene

) =
rEWizg =l M(ni)zg — 2f ATE{M(n —1,0(1))|x(0) = x4, 0(0) = i} Aszo

= xg M(n,1)xg

N
— Y af AT E{1 o)y M (n — 1,5)|2(0) = 0, 0(0) = i} Ao
= 2l M(n,1)xg

N
= > ag ATM(n = 1,5) E{1{oq)=53|(0) = 0, 0(0) = i} Aszo

j=1

= 23 M(n,i)xg

N
— > ag ATM (n = 1,§)ps; Aio (4.26)

J=1
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Como (4.26) es valido para cualquier zy € R™ y por el lema 1.1 se tiene:

N
M(n,i) = piy AT M(n—1,5)A; = W, (4.27)

J=1

Finalmente, tomando limite a ambos lados de (4.27) cuando n — oo se obtiene

N
M; = pi AT MA; =W,

Jj=1

]

Observacion 4.1. La ecuacion (4.2) se puede reescribir de la forma siguiente. Aplicando

el operador vec a (4.2) se obtiene

vec(W;) = vec(M;) — Zpij (Al @ AT )vee(M;).

j=1
Esto es equivalente a
vec(Wh) _Vec(Ml)— _pHAlT @ AT ... pivAL @ A vec( M)
vec(Wy) vec(My) | |pmiAT @ AT ... pvnvAN Q@ AN [vee(My)
-Vec(Ml)_ -pnfn . pivl | |AT @ AT L. 0 vec(My)
_VGC(MN)_ _lefn C pNN]n 0 c. A% X A% VGC(MN>
[ vec(M;) | P11 .. DIN AT @ AT .. 0 vec(My)
= : - R = : ' : :
| vec(My) | PN1 --- DPNN 0 oo AL @ AL | | vee(My)

Definiendo

W= (Wy,...,Wy) e Hgt,W >0

M = (M,,...,My) € HZ M >0
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la ultima ecuacion se puede expresar

supvec(W) = supvec(M) — (1 @ 1,,) diag[AT @ AT |supvec(M)
= supvec(M) — CE N7 supvec(M)
= supvec(M) — Assupvec(M)
= supvec(M) — supvec(V(M))
= supvec(M — V(M)

Esto implica que la ecuacion (4.2) es equivalente a para cualquier W € Hgt, W > 0 existe

un unico M € Hg", M > 0 tal que
W=M-V(M).
Por otro lado notamos lo siguiente

supvec(W) = supvec(M) — Assupvec(M)
= (I — As)supvec(M) (4.28)

Si el sistema (3.1) es EMC por el teorema 4.1 entonces p(Asz) < 1 esto implica que la

matriz I — Az es inversible. De (4.28) se obtiene
M = supvec™ ((I — Az)™'supvec(W)) (4.29)

En la siguiente seccién se proporcionan diferentes ejemplos que ilustran los resultados

presentados en las seccién previa.

4.2.1. Ejemplos

El siguiente ejemplo es un sistema que no es EE, el cual comprobaremos mediante la

ecuacion del tipo Lyapunov.
Ejemplo 11. Sean

1 0 0.5 1 0.5 0.5
1 0.5 2 1 0.9 0.1

considerando Wy y Wy matrices simétricas definidas postivas

1 0 11
Wl - WQZ )
0 2 1 2
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de (4.29) se obtiene

—1.0483 —3.7348 M 0.3065 —0.7108
2
—3.7348 —3.2006 —0.7108 —1.0593

donde notamos que My y My son matrices simétricas pero no son defnidas positivas.

El siguiente ejemplo es un sistema que es EE, el cual comprobaremos mediante la

ecuacion del tipo Lyapunov.
Ejemplo 12. Sean

1 0 05 1 0.6 04
A = Ay = , I =
0 0.2 0 0.1 0.2 0.8

considerando Wy y Wy matrices simétricas definidas postivas
10 11
Wl = W2 - )
2 1

de (4.29) se obtiene

5.0111 0.0604 M 7.0223 1.2175
2
0.0604 2.0534 1.2175 2.0492

donde notamos que My y My son matrices simétricas y ademds son defnidas positivas.

4.3. Equivalencia entre las diferentes

nociones de estabilidad

En esta seccion se establecen la relaciones entre los diferentes tipos de estabilidad
introducidos en la seccion anterior. Se prueba que bajo la condicion de ser Sy un espacio
de estados finito, las nociones de estabilidad (a)-(c) son equivalentes y todas esta implican
la estabilidad (d), no siendo necesariamente cierto lo contrario (ver [4, Ejem. 3.17,Pag.39]).
Asi pues, la estabilidad CSE es més débil que las demds. Comencemos por el lema

siguiente:
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Lema 4.4 ([25]). Para la matriz R;(k), definida por

se cumple:

D_tr(Rik) =D tr (Z E (:p(l)xT(l)l{g(l):i}))

N k

=223 B (treDa” () Low-n)
=1 1=0

=22 E(lx031e0-1)
k N

=Y E Z H$(l)||§1{9(1)=¢}>
Z:O =1

=2_E(l=OI5)
=0

Teorema 4.3 ([25]). El sistema (3.1) es EMC si y solo si es EE.

Demostracion.

Si el sistema (3.1) es EMC. De (3.19) se sigue que
(I — Ay) supvec(Q(k)) = Ay (supvec(Q(k — 1)) — supvec(Q(k))), k € N.

por la propiedad telescopica se obtiene

k
(Z — Ay) (Z supvec(@(l))) = A (supvec(Q(0)) — supvec(Q(k)))

=1

(Z - A) (Z supvec(Q(l))) = supvec(Q(1)) — Aysupvec(Q(k))
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Puesto que el sistema es EMC entonces p(A) < 1 lo que implica que la matriz Z — A; es

inversible. Por consiguiente,

> supvec(Q(D)) = (I — Ay) ™" (supvec(Q(1)) — Arsupvec(Q(k)))

y por el lema 4.1, tomando limite a ambos lados de esta ecuacién, se obtiene

lim Z supvec(Q(1)) = (Z — Ay) 'supvec(Q(1))

Asi pues la serie de vectores Z supvec(Q(l)) converge lo que implica que la serie de las
1=0
componentes también converge. Entonces existen T; € R"2, 1 € S, tal que

k

T; = lim vec(Qi(1))

k—o0
=0

y tomando en cuenta que el operador vec es continuo, entonces

k
1 . — 1§ . — -1 .
Jim R (k) klggoz:@z(l) vec (T3) (4.31)
Finalmente, por (4.30)
k N
. 2\ _ 1
Jin S8 (1) = Jin 3 (R#)
N

1
N
7 N
T=
g B

=
=
N——

lo que prueba que (3.1) es EE.
Si el sistema es EE, ZE (|lz(k)||3) < oo esto implica que lim E (||z(k)|j3) = 0. La
P k—oo

estabilidad EMC se comp;ueba por (3.12). O
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Para establecer la equivalencia entre la EMC y EXE, teorema 4.4, sera de utilidad la

desigualdad (4.32).
Lema 4.5. Sea A € M,(R). Si p(A) <1 entonces existen 5> 1y 0 <~y <1 tal que
|44y < 67, ke Z, (432)

Demostracion. Aplicamos el teorema de la forma candnica de Jordan para A entonces

existe P € M,,(R) no singular, tal que A = PJP~! y esto implica A* = PJ*P~' k € Z,.

Sea {1, ..., \s} los autovalores de A, la matriz J* es de la forma siguiente:
O 00 0|
0 O 0 0
Jk = : . .. :
0 e 0 Jylfzs,l()\s—ﬁ 0
I 0 0 ans()\s)_

donde los bloques de Jordan JT";()\Z) son de la forma siguiente:

D () RV (9 P P (R D

0 A (DA e (A
T () = | : ' '

0 0 A O

0 0 0 AP |

Sea v = p(A) < 1. Notamos que

mg k
HMIlZZ( > amWV)» aij € N

i=1 \j=k—m;+1

< Z by", b; € N, m = max{m,}
=0
= ~F (Z bjw) : (4.33)
=0

Se tiene que Zbﬂ_j > 1, se define 8 = (Z bﬂ_]) | P|l1|P~ ]y > 1.
=0

J=0
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De (4.33) se sigue
1AM = PP~y
< PP M T

< IPIlP~ I (Z bﬂj> 7

=0
= By*

Consideremos

||supvec||; = sup —||supvec(V)||1
wizo VI

[supvec™ ()]

|supvec™||, = sup
vl o]l
Estamos preparados para presentar la equivalencia entre EMC y EXE.

Teorema 4.4 ([25]). El sistema (3.1) es EMC si y solo si es EXE.

Demostracion. Si el sistema es EMC entonces p(A;) < 1, por el lema 4.5 se tiene que

para algin > 1y 0 <~ < 1 tenemos que
A%, < B+", para todo k € Z,

Por (3.11) y (3.20) se sigue

E ([lz(k)]3) < nll Q)]
= n|supvec™" (A} supvec(Q(0)))|l

< nlsupvec™ |1 || Afll: | supvec]1|Q(0) [l
Ademas por (3.12)

E (lz(k)3) < Bn?llsupvec ||y || supvec|iy* | E(||=(0)]2)

=By E([2(0)]3)

donde § = pn?||supvec|i||supvec|y > 1. Por otro lado, de la definicién se sigue

directamente que la EXE implica la EMC. O]

68



Teorema 4.5 ([25]). Si el sistema (3.1) es EMC entonces es CSE.

Demostracion. Del teorema anterior si el sistema es EMC entonces él es EXE, es decir,

existen constantes 0 < o < 1 <  tal que para todo k € Z, se tiene

E (llz(®)]2) < Ba"E (2(0)]12) ,

Esta desigualdad implica

> B (k)3) < 2B (l«(0)3)

De (4.34) y (4.35) se obtiene

> Pl 29 < 5 3 B (IB) < 7= (IO}

Definiendo la sucesion de eventos

Ap = {llz(k)ll2 = €}

se sigue de (4.36) y del lema de Borel-Cantelli que

P (ﬂ U An> =0
k=1n=k
Tomando complemento en esta igualdad se obtiene
P (U ﬂ A;) =1
k=1n=k
de donde
P ( fm [z(k)|s = o) ~1.

n—oo

Recordemos el teorema de Lyapunov para el siguiente sistema

w(k+1) = f(x(k))
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Teorema 4.6. Si ¢ es una funcidn de Lyapunov para el sistema (4.37) y

¢(f(x(k))) = o(x(k)) < 0,Va # 0.
entonces el sistema (4.37) es asintdticamente estable.

Demostracion. Por ser ¢ una funcién de Lyapunov se tiene ¢(z(k)) > 0 y ademas
o(x(k+1)) < ¢(x(k)), esto quiere decir que la sucesién ¢(x(k)) es decreciente y acotada

inferiormente entonces es convergente. Por la continuidad de ¢ se sigue

Jm o(z(k)) =L
entonces existe un z* € R™ tal que klﬁf x(k) =" O
—400

Lema 4.6 ([4]). Sean S,V € Hy" y ademds S,V > 0 se cumple la siguiente desigualdad

o) (L 300) £ 029 s (33000,

7j=1 =1 Jj=1 =1

1<j<N \ 1<i<n 1<j<N \ 1<i<n

donde co(S) = min <m1n A (S, )) >0, ¢i(S) = méx (maXA(S )>

Demostracion. Por el item 3 de la proposicion 1.1 se sigue

(min 75)) 1) < (1)) < (i (5 ) 1)

1<i<n 1<i<n

co(S)tr(Vy) < tr(S;V;) < ex(S)tr(V;)

(S) (Z M‘G)) < tr(S;V;) < eu(S) (Z w»)
o) (L 300)) < Xt <as) (3300
() <ZZM%)> < (V.5) < ex(S) (Z ' M‘G))

Teorema 4.7 ([4]). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El sistema (3.1) es EMC

70



2. El radio espectral de la matriz A; es menor que uno, es decir, p(A;) < 1.
3. Para todo S € Hyt,S > 0, existe un tnico V € Hg",V > 0 tal que

V-T(V)=S. (4.38)

4. Para algin V € HE",V > 0, se tiene

V—T(V)>0. (4.39)

5. El sistema (3.1) es EXE.

6. El sistema (3.1) es EE.

El resultado es similar si reemplazamos T en (4.38) y (4.39) por L)Y o J. La expresion
(4.38) nos da una ecuacion, la cual es llamada ecuacién de Lyapunov y en la expresion

(4.39) nos da una inecuacion, la cual es llamada inecuacion de Lyapunov.

Demostracion. Por los teoremas 4.3 y 4.4 tenemos que 1),5) y 6) son equivalentes. Por
el teorema 4.1 se tiene que 1) y 2) son equivalentes y por el teorema 4.2 se tiene que 3)
y 6) son equivalentes. Vemos que 3) implica 4) se prueba de forma directa. Entonces nos
concentraremos en demostrar que 4) implica 2).

Consideremos el sistema homogéneo
Y(k+1)=L(Y(k)), Y(0) € Hg", (4.40)
donde Y (k) € Hg'. Sea la funcién ¢: Hgt — R donde se define
P(Y)2(V,Y), Y € HRt.
Comprobaremos que la funcién @ es una funcién de Lyapunov.
I) (0)= (VT 0)=0
IT) La funcién es continua &.

En efecto, sea (Y") € Hgt tal que lim Y" =Y

n—oo

b(Yn) = (ViYo)

N
= tr(ViY")
=1
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nh—{ilo@ Ztr Vi,Y;)
= (VY)
=o(Y).

D) VY e HE", Y # 0(Y > 0) se tiene que (V) > 0.

En efecto como Y > 0 entonces

oY) 2 (VY)
=) tr(V.Y))

(V%V%Y)

VYV

< ||M2||M21

>

IV) &(Y(k+1)) — (Y (k)) < 0. En efecto por el lema 4.6 se tiene

V) (zzw) <o) < (V) (zzw)

j=1 i=1 j=1 i=1

por V. — T (V) =S se obtiene

QY (k+1)—2(Y(k) =(V.Y(k+1)) —(V.Y(k))
= (VLY (k) = (VY (R))
= (T(V), Y (k) = (V.Y (k)
= (T(V) = VY (k)
= —(SY ()
< —co(S) (Z ‘ m@(k)))
<0

Tenemos que @ es una funcién de Lyapunov y por el teorema 4.6 para el sistema

(4.40) tenemos que es asintGticamente estable esto implica que p(£) = p(A;) < 1.

]
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente trabajo son las siguientes:

e Los resultados fundamentales de la teoria clasica de sistemas lineales sin saltos
pueden ser extendidos para el estudio de los sistemas lineales con saltos markovianos
en particular, la ecuacién de Lyapunov y test de estabilidad, mediante el radio
espectral. A pesar de la dificultad técnica que ofrece los sistemas con saltos

markovianos, es decir, la aleatoriedad, etc.

e Probamos que los distintos tipos de estabilidad para los sistemas lineales con
saltos markovianos expuestos en este trabajo son equivalentes y estos implican la
estabilidad casi segura. Esto cumple teniendo en cuenta que el espacio de estados

de la cadena de Markov es finita.

e En el caso de sistemas lineales sin saltos se presenta una ecuacién de Lyapunov,
para el caso de sistemas lineales con saltos markovianos se presentan 4 ecuaciones

del tipo Lyapunov.

e Se analiza la estabilidad de los sistemas lineales con saltos markovianos mediante el
radio espectral de cierta matriz que contiene toda la informacién probabilistica de

la cadena de Markov y ademaés los paramétros del sistema.

73



Bibliografia

1]

[9]

YUANDONG JI. CHIZECK HOWARD. Jump Linear Quadratic Gaussian Control:
Steady-state Solution and Testable Conditions, Control-Theory and Advanced
Technology, vol. 6 No.3, 1990 pp. 289-319.

FENG XIANGBO. LOPARO KENNETH. & YUANDONG JI. CHIZECK HOWARD.
Stochastic Stability properties of Jump Linear Systems,IEEE Transactions on
Automatic Control, vol 37 No.1, 1992 pp. 38-53.

ATHREYA, KRISHNA B. Measure theory and probability theory Springer, New York,
2010

CostA, OswALDO Luiz DO VALLE. Discrete-time Markov jump linear systems

Springer, London, 2005

FANG, Y. Stability analysis of linear control systems with uncertain parameters .
Ph.D. Dissertation, Deparment of Systems, Control, and Industrial Engineering, Case

Western Reserve University, Cleveland, OH. Springer, London, 1998.

ROSENBLOOM, A. Analysis of linear systems with randomly time-varying parameters,

IRE Convention Record (1955) pp.106.

BELLMAN, R. Limit theorems for non-commutative operators, Duke Math, Vol 21

(1954) pp.491-500.

D.G. LUEMBERGER AND A.ARBEL . Singular Dynamic Leontief systems, Econome-
trica, vol 45 No.4, 1977 pp.991-995.

BHARUCHA, B. ,0n the stability of randomly varying systems . Ph.D. Dissertation,
Dept. of Elect. Eng. , Univ. of Calif. , Berkeley, 1961.

74



[10] CHI-TsoNG CHEN. Linear System Theory Design, Oxford University Press No.3,
1999.

[11] R.W. NEwcoMB The Semistate Description of Nonlinear Time-Variable Circuits,
IEEE Trans. Autom. Control, vol CAS-28 No.1, 1981 pp.62-71.

[12] J. MILLS AND A. GOLDEMBERG. Force and Position Control of Manipulator During
Constrained Motion Tasks IEEE Trans. Automat. Control, vol 5, No 1, pp. 30-46 1989.

[13] B. L. STEVENS AND F.L. LEWIS . Aircraft Modeling, Dynamics and Control, New
York, Wiley 1991.

[14] H. ZuanGg, W. S. GrAy, aNnD O. R. GONZALEz. Markov Jump-Linear
Performance Models for Recoverable Flight Control Computers, , IEEE Southeastern
Symposium on System Theory, 2004 pp.408-412.

[15] R. WaNG, W. S. Gray, O. R. GONzALEZ, AND J. R. CHAVEZ-FUENTES,
Tracking Performance of Recoverable Distributed Flight Control Systems Subject to
High Intensity Radiated Fields, IEEE Transactions on Aerospace and Electronic
Systems, vol 49, No.1, 2013 pp. 521-542.

[16] I. KATS AND N. KRASOVSKIL. On the stability of systems with random parameters,
Jounal of Mathematical Systems, Estimation , and Control, vol 24 No.5, 1960 pp.809-
823.

[17] T. MOROZAN. Stabilization of some stochastic discrete-time control systems, Stoch.
Anal. Appl, vol 1 No.1, 1983 pp.89-116.

[18] R. KRTOLICA. Stability of linear feedback systems with random communication
delays, Proc. 1991 ACC Boston 1991.

[19] F. KozIN. A survey of stability of stochastic systems , Automatica, vol 5 No.1,
Boston, 1969 pp.95-112.

[20] O. CosTA Y M. FRAGOSA. Stability Results for Discrete-Time Linear Systems with
Markovian Jumping Parameters Journal of Mathematical Analysis and Applications

1993.

75



[21] FANG. LorARrRO. FENG. Stability of discrete time jump linear systems Journal of

Mathematical Analysis and Applications 1993.

[22] R. HORN AND C. JOHNSON Matriz Analysis Cambridge University, New York,
2007.

[23] D. G. LUENBERGER. Introduction to Dynamic Systems: Theory, Models e Applica-
tions, John Wiley e Sons, 1979.

[24] I.OJEDA Y J. GAGO Métodos matemdticos para estadistica 2008.

[25] MAYTA G. JORGE. Regularidad y Fstabilidad de Sistemas Lineales con Saltos Mar-
kovianos en Tiempo Discreto. Tesis M.S, Dpto. Matematica, Pontificia Universidad

Catolica del Peru, Lima, Peru 2015.

76



