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Se hallan las ecuaciones de estado estable en las

que se describen el funcionamiento asincrono y sincrono
de una m3quina eléctrica de induccidon general de m-n fa-
ses. Se identifican las condiciones para funcionamiento
sincrono en velocidad cero y en una velocidad especifica
del rotor debido a la interaccidon entre dos arménicos.

Se concluye que todo par de armbénicos pertenecientes al
mismo grupo de componentes d-—P produce funcionamiento sin
crono e inversamente todo par de armdénicos que producen
funcionamiento sincrono pertenecen al mismo grupo de com
ponentes o - B Esto también confirma que los arméni -
cos de cada grupo de componentes o - p no son indepen-

dientes. Se desarrolla la aplicacidén en la comin maqui-



na de induccidn trifasica con rotor jaula de ardilla. Se
describe el procedimiento para identificar los armdénicos
mas significativos, a partir del andlisis de estado esta
ble, los mismos que son indispensables para obtener wuna
representacidon razonable con un modelo de bajo orden Y
su posterior andlisis en estado transitorio. Se exami -
nan los efectos de los armbénicos de la FMM en estado es-
table de tres madquinas de induccidén jaula de ardilla, que
han sido expresamente disefiados para mostrar torques a-
sincronos y sincronos pronunciados. En la derivacidn de
los parametros de estas maquinas se han tomado en cuenta
el efecto Skin, inclinacidon de las barras del rotor y la
influencia de la abertura de ranura en la FMM. Se pre-
senta tres programas de computacidén elaborados para re-
solver las ecuaciones del funcionamiento asincrono, sin
crono en una velocidad especifica y sincrono en veloci -

dad cero.
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INTRODUCCION

Han pasado mads de cincuenta afnos desde que Gabriel
Kron descubridé su teoria de la m3quina eléctrica genera-
lizada y mientras en aquel entonces el interés en esto
fué despertado lentamente, ahora estd firmemente estable
cido como una herramienta analitica. EIl tratamiento ted
rico original aunque completamente desarrollado por Kron,
fué dejado por €1 en un estado algo indigestible. Sinem
bargo, las interpretaciones dadas por Gibbs, Lynn, White-
Woodson y muchos otros han clarificado los resultados de
la teoria basica, permitiendo que ahora se pueda trasla-
dar la atencidén en forma mas fructifera hacia la correla
cidon estrecha de la estructura primitiva de Kron <con la
estructura no,ideal de las maquinas practicas. En este
contexto, se puede citar el trabajo de Jones, Carter,
Barton-Dunfield y Robinson. Los tres Gltimos relaciona-
dos a las inductancias de las maquinas actuales y su va-
riacidon con respecto a la saturacidén y posicion del ro-
tor, toépico que resulta pertinente desde que la teoriaba
sica trata de una maquina lineal de entrehierro uniforme

y distribucidn sinusoidal del bobinado,

Las varias bobinas sobre las estructuras magnéticas

de una m3quina eléctrica produce un campo magnético en



CAPITULO 1

ANTECEDENTES

La caracteristica torque-velocidad del motor de in-

duccidn cl3sico es una curva lisa generalmente mostrada

como en la Fig. 1.

A TORQUE

—-

VELOCIDAD

Fig. 1. Curva torque-velocidad de un motor de induc
cién ordinario como generalmente se la dibu

JTas
Varios investigadores han encontrado que rara vez
es la curva lisa como la mostrada en la Fig. 1. En vez

de é€11o han encontrado curvas mas parecidas a la Fig. 2.

A torque

VELOCIDAD

Fig. 2. Curva torque-velocidad en el que se muestra
depresiones en velocidades subsincronas.



el entrehierro de la mdquina, este campo magnético se pue
de analizar en series de arménicos, los que son debidos

principalmente a la distribucién no sinusoidal de las bg
binas y las variaciones de la permanencia en el entrehie
rro debido a las aberturas en las ranuras. Desde hace
mucho tiempo los arménicos espaciales en las ondas de la
fuerza magnetomotriz de las maquinas eléctricas son de
gran interés para los disefadores de maquinas eléctricas,
puesto que son responsables por causar varios efectos in
deseables como vibracidn, ruido magnético, rizos de ten-
sidon armbénica, clispides o depresiones en las curvas tor-
que vs velocidad y pérdidas de carga. Es por esta razén

que todo intento que se hace es para minimizarlos.

En el andlisis de las maquinas eléctricas de induc-
cion es de gran interés los torques que se presentan ya
que definen caracteristicas de operacién de la maquina y
tienen influencia directa en el funcionamiento y rendi -

miento de la misma.

En una maquina de induccidn ademds del torque debi-
do a las componentes fundamentales de los bobinados del
estator y el rotor se pueden identificar los torques asin
cronos y sincronos debido a los arménicos de la fuerza

magnetomotriz.

Frecuentemente estos estudios fueron experimentales
acompafnados por algunas explicaciones cualitativas de los

resultados tal como el efectuado por Dreese, En la mayo



ria de estos primeros estudios se usd la teoria de campo
giratorio. Un ejemplo, en la derivacidén de las ecuacio-
nes de estado estable para la maquina de induccidn es el
realizado por Alger. Aunque el circuito equivalente pro
puesto por Alger no incluye el funcionamiento sfincrono,

no existe método alguno para calcular el torque y corrien
tes para esta forma de operacidén. A excepcidén del traba
jo desarrollado por el Br. Bravo en el que deduce 1a

ecuacidn de torque electromagnético para madquinas de de-
vanados primarios asimétricos; es decir, considerando to
da clase de asimetrias eléctricas y magnético-estatdori -
cas; y las condiciones de velocidad del rotor para que
se produzca torque cuando los arménicos del estator y ro
tor son diferentes. ©Esta ecuacidon se deduce en base al
método de la conservacidén de la energia y de los traba -
jos virtuales. La formulacidon matemdtica de una maquina
de induccidn conteniendo arménicos espaciales usando el
método de circuito acoplado, el cual ha sido aplicado sa
tisfactoriamente en el andlisis de las maquinas de induc
cién, y la derivacién de los pardmetros de circuitos se
puede encontrar en el trabajo realizado por Barton -

Dunfield.

En conclusidn, una revisidon en la literatura técni-
ca sobre el andlisis de maquinas de induccidn contenien-
do arménicos espaciales muestra que se han tomado en
cuenta una amplia variedad de métodos cada una con algu-

na limitacidén propia. Ademds, no estd claro que la in -



teraccion de arménicos en la madquina esté bien entendido
ni existe un tratamiento completo y coherente sobre el
andlisis del funcionamiento asincrono y sincrono que pue

da aplicarse al caso general.

Como el objetivo del presente trabajo es la deduc-
cion de las ecuaciones de estado estable que describen
el funcionamiento asincrono y sincrono de una maquina
eléctrica de induccion general de m-n fases, es necesa -
rio definir el torque asincrono y sincrono que se presen

tan en dichos funcionamientos.

El torque asincrono debido a los arménicos tienenel
mismo cardcter que el torque fundamental es por esta ra-
z26n que se le domina asi. Las fuerzas magnetomotrices -
giratorias producen flujos arménicos giratorios andlogo
a la fuerza magnetomotriz fundamental que produce un flu
jo giratorio. Debido a que el rotor devanado tiene un
nimero fijo de polos es menos sensible a los flujos armé
nicos, en el caso del rotor jaula, éste ajusta su nimero
de polos a los del flujo giratorios y reacciona a cada
flujo arménico igual que a la onda fundamental; de decir,
produce una caracteristica completa torque vs velocidad
consistente en las tres zonas de funcionamiento (freno -
motor-generador). Como la velocidad sincrona es diferen
te para los diferentes arménicos, se puede pensar que la
médquina de induccidon resulta ser una composicidén de ma-

quinas de induccib6n todas sobre el mismo eje produciendo

cada una de éllas una caracteristica completa, torque vs



velocidad, que al sumar sus efectos producen las depre -
siones (dip). Estas depresiones pueden ser lo suficien-
temente grandes como para que el torque electromagnético
resultante sea menor o igual al torque de carga en cuyo
caso la méquina de induccidén no podrd alcanzar su veloci

dad plena.

En resumen, el torque asincrono es el resultado del
acoplamiento en cualquier velocidad del rotor de un armé
nico del estator y un arménico del rotor que se produce
por el mismo arménico del estator. Estos torques asin -
cronos son similares en naturaleza al torque asincrono
fundamental y las depresiones que se encuentran en las
curvas torque vs velocidad se deben a la suma de efectos

de los torques asincronos.

El torque sincrono en una maquina de induccidn es
el resultado del acomplamiento de un arménico del esta -
tor y un arménico del rotor que es generado por otro ar-
ménico del estator. Y se presenta en la curva torque vs
velocidad en la forma de cispide. Esta cispide se produ
ce en valores especificos de velocidad del rotor o en
reposo. De forma andloga al torque asincrono, se puede
pensar en la maquina de induccidn enlazada con infinitas
maquinas sincronas todas sobre el mismo eje, girando en
una velocidad especifica del rotor o en reposo, que al
sumar sus efectos producen las cispides (cusp); porque
el torque sincrono se debe a una serie infinita de pares

arménicos del estator y rotor donde el arménico del ro-

.



tor consigue su excitacién de otro arménico del estator

en vez de una fuente continua y ademds cuando ambos armd
nicos estan enlazados con velocidad relativa cero, es
precisamente por esto que se le ha bautizado como torque
sincrono. En oposicién al torque asincrono que es una
funcidén de valor Gnico con respecto a la velocidad, el

torque sincrono es una funcidén de valor mdltiple.



Todavia investigaciones mads cuidadosas revelan que
las curvas son de hecho muy rugosas cerca a3 la velocidad
cero y la Fig. 3 representa més aproximadamente el verda
dero diagrama de funcionamiento.

L
TORQUE

VELOCIDAD=

Fig. 3. Curva torque-velocidad en el que se muestra

rugosidades encontradas generalmente en ba-
jas velocidades.

Las explicaciones mas admitibles anticipadas para
estas rugosidades de las curvas se atribuyen a la presen
cia de armdnicos en la onda de flujo de la maquina. Por
ejemplo, considere una maquina que tiene un prominente
7mo arménico en su onda de flujo. €Este armdénico, si es
deb}do al bobinado del estator estarada girando en la mis-
ma direccidn que la fundamental. Por consiguiente, este
fenémeno se aclara al considerar que el motor realmente

es una composicion de dos motores, uno de los cuales tien

de a funcionar en la velocidad normal y el otro a 1/7
de la velocidad normal. Esto puede mostrarse en la Fig.
4.

Esta es una explicacidén admisible y sin duda la pre

sencia de los arménicos producira efectos como los mos-



trados en esta figura.

la rugosidad de las curvas en

las velocidades bajas

Esto también sirve para explicar

a
causa de la presencia de los arménicos des alto orden. A
este efecto se le denomind, '"efecto del motor de induc -
cion' de los armdonicos. B
- S
.l 5.4 \\
L4 "
TORQUE Fundamental + Composicion
\
i
)
]
|
1
|
\
\
1
|
|
| g 7 VELOCIDAD
N
N~

Fig. 4. Curva torque-velocidad del
tal, del

de ambos.

motor fundamen-
Jmo arménico y de la composiciodn

En todas las curvas mostradas anteriormente el

tor-
que es una funcion de valor Unico de la velocidad, pero
en algunos casos el torque no es una funcidn de valor

iGnico y ninguna de

las curvas mostradas anteriormente re
presenta el verdadero estado de funcionamiento.

El trabajo empezd en un motor de induccidon jaula de
ardilla, con las siguientes caracteristicas: 3 fases, 4
polos, 28 barras en el

rotor y 24 ranuras en el estator.
El

motor mostrd una tendencia a desarrollar

torque cero
a 1/7 de

la velocidad fundamental. La primera conclusion

a que se arribdé fue que se debia al ''efecto del motor de
induccidon' del 7mo armdénico del estator. Tomando en cuen
ta ésto, fué confrontada

la sensatez de esta suposicion



pormedio del cdlculo matemdtico de la magnitud del 7mo .
armbébnico en este motor en particular usando los métodos
de Fourier. Puesto que estos métodos son bien conocidos

se dardn Unicamente los resultados.

Se encuentra que la magnitud de las fuerzas magneto

motrices estd expresado por la siguiente relaciodn:

sl
FRM == & Kq, K,

donde:
Y : arménico
de: factor de distribucidén del arménico

KRV : factor de paso del armbénico

Para el caso ideal en el que Kdv = I,KﬁJ = 1; las

magnitudes relativas de las fuerzas magnetomotrices del

fundamental y 7mo. armbnico son:

Fundamental 7mo. armdénico

1 1/7 = 0.143

Para el caso de bobinado de 2 ranuras por polo y fa

se Kd1= 0.9659, Kd7 = 0.2588; las magnitudes relativas

de las fuerzas magnetomotrices del fundamental y 7mo.ar-

monico son:

Fundamental Jmo. arménico
1 0.038
Para el caso de bobinado de paso recortado a 150

grados eléctricos Kd4 = K& = 0.9659, Kd7 = h’P.’ = 0.2588;



las magnitudes relativas de la fuerza magnetomotriz tal

como existia en el estator son:

Fundamental 7mo. armdnico

1 0.010

Como resultado de este calculo, no parecia razona-
ble asumir que un 7mo. arménico con 1% de la magnitud fun
damental y girando a 1/7 de la velocidad fundamental pu
diera producir suficiente torque por efecto del motor de
induccién como para vencer al torque fundamental a 1/7

de la velocidad fundamental.

Por consiguiente, la atencién fué dirigida hacia el

andlisis matemdtico de los arménicos del rotor.

Para ello considerar un rotor jaula de ardilla de

N barras las que estan energizadas por un campo girato -

rio sinusoidal de P polos. Las corriente en las barras
por lo tanto estaran desfasadas en P (T /N) radianes y
el diagrama vectorial de corrientes serd como se mues -
tra en la Fig. 5, en la que |1, l2 e I3 designan las co-

rrientes en las barras 1,2 y 3 respectivamente.

Fig. 5. Diagramas vectorial de corrientes de las
N barras.
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Por propdsitos de andlisis se reemplaza el sistema
de barras por N bobinas de una sola vuelta espaciadas
con un paso de ranura del rotor. Donde las corriente en

las bobinas son il’ i2 e i3 respectivamente tal como se

muestra en la Fig. 6

O O O
I, I, I

Reemplazado por

S ONOS N

Y

Fig. 6. Se muestra el reemplazode las barras del
rotor por las bobinas.

Las relaciones vectoriales que se establecen entre

las barras y bobinas se muestran en la fig. 7.

Fig. 7. Diagrama vectorial que establece la rela-
cion entre el sistema de barras y bobinas

Se puede ver que las N barras que tienen corrien-

tes de magnitud | y desfasadas en P(TI/N) radianes pue
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den reemplazarse por un rotor de N bobinas de una vuelta
con corrientes de magnitud i y desfasadas en P (TT/N)
radianes; dado que:

I -2t Sen(f_f.'.)
2N

Ahora es necesario determinar las ondas de fuerza
magnetomotriz de este sistema de N bobinas separadas en
el espacio por (2TI/N) radianes y con corrientes desfasa

das en{P1T/N) radianes en el tiempo.

Primero se encontrard la fuerza magnetomotriz de
una de estas bobinas. La forma de onda de la fuerza mag
netomotriz en una bobina debido a una corriente instanta

nea i se muestra en la Fig. 8.

Esta forma de onda se puede expresar como series tri

gonométricas:

H: ib + b1C059+ szOS'Ze T = bm Coswme,...
e A FMM
N-1;
N
T ull1 | LN
-R|
) o
I-——ZITrN—A

Fig. 8. Distribucién de la fuerza magnetomotriz de-
bido a las corrientes en una bobina del ro-
tor.

Por tratarse de una funcién par y simétrica con res



pecto al tiempo, la funcidn contiene s6lo términos cose-
no y ademés el término constante bO es cero. Siendo M a

cualquier entero positivo y a partir del método de Fourier:

0 ™
N : 4
bm:_?-_J (M_LCosme)de +£J (__LCosms)de
™ N ™ Ju ' N
N
De donde
bm:&. Se.n(m_'_.)
mo N
Si la fuerza magnetomotriz de la bobina 1 se denota
como H], en la cual la corriente i es el valor instanta-
neo de i es decir:

];
‘. 3 =E L1 Cos wt (aqui i
- Hy= > bm Cosme

; €s la magnitud solamente)

_Z V2 L, Sen(_@g_) Cos me Cos wt

H =

L m 71

. Z eVvZ 4y Sen(m) A Cos(me-wt) & _’l_Cos(mmwt?
b mTi N 2 e

De modo que cada bobina produce ondas viajeras en
uno y otro sentido puesto que las expresiones del tipo:

Cos (m6 - wt) representan ondas viajeras de 2m polos.

Las ondas del tipo Cos (m6 - wt) se denominan gira-
torias hacia adelnate y las del tipo Cos (m8 + wt) se de
nominan giratorias hacia atréas. De igual manera, la on-
da de fuerza magnetomotriz de la segunda y subsiguientes

bobinas seran:
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Hz:z E_JE"__L.E Ser\[T_TI) 4 Cos(me-wt+ eflm . P—Z) +
m T N 2 N
21T I
%Cog[me:fwt + = + PN )J
N v
Z ZEL;:, Sen mN [ Cos (me-wt + = "ZPH) +
4 Cos(me +wt + 117 ZPlT_):)
2 N N
Considerando que las bobinas estan separadas en
2 TT/N radianes con corrientes desfasadas en p T/ N

radianes

Para obtener el campo resultante se superpone las

fuerzas magnetomotrices desde H] hasta HN. de modo que

el campo giratorio de 2m polos consiste de N campos su-

perpuestos de igual magnitud ya que:

Los N campos giratorios hacia adelante de igual mag

nitud estan desfasadas en:

(—E—ILE— - P Jl) radianes
N N

E1l angulo total para los N campos vectoriales es:

—— -

27 o _ - pT
N(N Tq') R = P



Como m siempre es un entero y p siempre es un n(me-
ro par, los vectores siempre estan extendidos a través
de un nimero entero de revoluciones completas y la suma

por lo tanto es cero con una excepcidn.

Esta excepcidn es cuando:

2Tm o7 2K
N N
donde K es cualquier entero positivo o negativoincluyen-

do el cero. De donde la fuerza magnetomotriz giratoria

de 2m polos se producen por el rotor si:

2m = &KN « P (n)

De forma andloga la fuerza magnetomotriz hacia atras
forman vectores cuyos campos estan separados por:

(?jijﬂ + ji. ) radianes
N N

y de igual forma, después de la superposicidn todos es-
tos campos giratorios hacia atras desaparecen excepto a-

quellos para los cuales:

o m = ?-KN = P (B)

La magnitud del arménico del rotor de 2m polos es:

H, =N 2¥2' L 56,\(1:‘71 ;[_flz_cos(me.wt) +%C05(me+wtﬂ)(c)

mTl
dado que en el resultado aparecen solamente los campos

que estidn en fase en las N componentes.
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Fig. 9. Representacién de los N componentes del
campo m.
Considerando nuevamente el rotor de 28 ranuras, se

puede elaborar una tabla en la que se muestra el ndmero
de polos armdénicos de las fuerzas magnetomotrices tanto
del estator como del rotor. Para el caso presente de 3
fases, 4 polos, p puede ser L4, 20, 28, L4, 52, etc. para
los arménicos fundamental, quinto, séptimo, onceavo %
treceavo respectivamente. Y sustituyendo varios valores
para K, en las férmulas A y B, se pueden encontrar los

diferentes polos arménicos del rotor. Estos se muestran

en la Tabla 1I.

ARM.

AD | AT AD.| AT AD.) AT. AD.| AT.| AD. AT AD.| AT

u@zo 36 | 28| 28| uu |12 | 52| 4| e8| 4y
60 (108 76 92 84 | 84 [ 100 | 68 (108 | 60 [ 124 100

116 164 (132 148 | 140|140 | 156 114 164 116 | 180 [156

ARM = ARMONICO

P = POLOS DEL ESTATOR
AD. = ADELANTE

AT. = ATRAS

Tabla |. Arménicos para un rotor de 28 ranuras.



De la tabla se puede advertir que el campo del esta
tor de b polos actuando sobre las 28 ranuras del rotor
produce un arménico giratorio de 52 polos del tipo hacia
atrés. Estd también presente en el estator un treceavo
arménico giratorio del tipo hacia adelante de 52 polos.
Naturalmente, surge la pregunta para saber como reaccio-
nan uno sobre el otro estos campos independientes de 52

polos.

Fué solo un paso el considerar el campo del rotor de
52 polos como el campo giratorio de una mdquina sincrona
que consigue su excitacidn del flujo fundamental del es-

tator en vez de una fuente de tensidn continua.

El siguiente paso natural fué encontrar a qué velo-
cidad del rotor estos campos de 52 polos tenian veloci -
dad relativa cero, ésto es, a qué velocidad estos campos
interaccionantes de 52 polos estdn enlazados. La ecua-
cién C muestra que el campo de 2m polos gira a una velo-
cidad angular relativa (w/m) con respecto al rotor. Don-

de: w =2 T (frecuencia del rotor).

Ahora (w/m) serd positivo o negativo de acuerdo con
que el campo 2m estd girando hacia adelante o hacia atrds

con respecto al rotor.

Para encontrar la velocidad del rotor en la que los

campos de 52 polos se entrelazaran, el procedimiento es:

Hagamos que S sea la velocidad sincrona del flujo



19 -

fundamental de 4 polos del estator relativo al estator y

n la velocidad del rotor relativo al estator. Luego:

S/13 : velocidad del arménico de 52 polos del estator re
lativo al estator

S-n ! velocidad del flujo fundamental del estator rela-
tivo al rotor, también representa la velocidad del
flujo fundamental del rotor relativo al rotor.

-(S-n)/13: velocidad del arménico de 52 polos del rotor

relativo al rotor.

-Lé;ﬂl + n: velocidad del arménico de 52 polos del rotor

13

relativo al estator
Ahora si igualamos las velocidades de los campos de

52 polos

S (s-n)

—_— = - + N

13 5D

n _ 1

S 7

Los dos arménicos treceavos se enlazan a 1/7 de la
velocidad, lo que concuerda con el efecto observado enel

rotor de 28 ranuras, b4 polos. Como este efecto difiere

de las explicaciones publicadas anteriormente se le deno
minard un "efecto de motor sincrono' sobre la operacién

normal de un motor de induccién.

Con este nuevo resultado, se decidid deducir la cur
va torque-velocidad del motor cuidadosamente con un di-
namémetro. La velocidad fué lefTda con un tacémetro con

una precision de 5 revoluciones por minuto.
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Fig. 10. Curva torque-velocidad debido al efecto

del motor sincrono.

Dentro de los limites de precisidon del tacémetro e-
xistia un efecto de motor sincrono. En la Fig. 11 se
muestran algunos puntos representativos en la vecindad

de 1/7 de la velocidad (257 RPM).

VELOCIDAD
(RPM)

700 ) ©

600
50

40

30

20

100
TORQUE

%%« 5 © 7 8 9 10 uw 12z 13 (Lb-pie)

Fig. 11. Puntos de prueba a velocidad constante de
bido al efecto del motor sincrono.
Donde aparece que es posible variar el torque en un
32 por ciento a 257 RPM sin cambiar la velocidad. Para

tener una certeza del resultado obtenido, al eje del mo-



tor se le adopté un disco estroboscépico con 7 marcas es
paciadas a igual distancia alrededor de una circunferen-
cia. Esto se veia a través de otro disco con una ranura

girando como para dar 1800 exposiciones por minuto.

DINAMOMETRO MOTOR ESTRGEQSCOP!O
Fig. 12. Estroboscopio instalado para comprobar la

constancia de la velocidad con el efecto
del motor sincrono.

Con el estroboscopio la porcidén aplanada de la cur-
va torque-velocidad se verifico que es absolutamente apla
nada. El motor funcionaba como un motor sincrono super-
puesto al de un motor de induccién. El Gnico efecto en
la imagen estacionaria del disco de 7 purtos era que en
cuanto la carga variaba, se observé un ligero cambio en
el angulo de acoplamiento, como en un motor sincrono. A
medida que el torque se aproximaba a los puntos A y B de
la Fig. 10, el rotor vibraba erraticamente y luego per-
dfa sincronismo. De esta forma se establecid definitiva

mente la prueba de la existencia del efecto del motor

sincrono.

Una prueba total en el trabajo matemdtico demostrd

que no solamente eran los arménicos treceavos enlazados



sino una serie infinita de armonicos estaban enlazados a
1/7 de la velocidad. pPara demostrar esto se parte de las

féormulas Ay B. Un breve examen revela que la expresion:

a m = eKN + P

cubrird las ecuaciones A y B; si ademds se estipula que
valores negativos de m denota rotacidon negativa. Es ne-
cesario, sin embargo que esta nueva convencidn satisfaga
la ecuacion C. Vemos que la ecuacidén C se satisface des
de que el término en Seno no cambia por un cambio en el
signo de m. El 0Onico cambio es en la direccidon de rota-

cién como se puede verificar en el término Coseno.

Sea C el armonico del estator el cual estd actuando
sobre el rotor. Si C es negativo esto indica que gira en

sentido contrario. Ahora:

em = KN + ClD

Si C] es cualquier otro arménico del rotor con el

cual 2m enlaza, entonces:
am = X C1 ED

. _ 2KN
(-« 2K

Si cualquier par de armbénicosdel estator pueden sa
tisfacer la ecuacidon D existiran arménicos del estator y
rotor con el mismo nimero de polos. Otra condicidn nece

saria para que se produzca el efecto del motor sincrono



es que las velocidades relativas de los campos equipola-

res del estator y rotor sea cero.

S/C : velocidad de C relativa al estator
S/C-n : velocidad de C relativa al rotor
Ahora, si 2m = 2KN + Cp, la velocidad de 2m relati-

va al rotor es:

(2.n) L (5 _n CP
C em C 2KN+Cp

(S/C1)-n: velocidad de C, relativa al rotor.

lgualando estas velocidades:

S _n . (s-n)_Cr
C, C 2KN+CP .
-N
.gL - n = (ii-r\)._ﬁLE_ - 52-” - éb
Ca c iC,,p Ca -C1
Usando el signo (+):
_n - .Nn —E-
C,
De donde C=C]. Esto da el efecto de motor de induc
cién. Usando el signo (-):
g .9 :ﬂ(—§-+4)
g, 4
2
N - (E)

S - (:*C1

Esto da el efecto de motor sincrono y por lo tanto:

2WKN
C*Cq =" T

Si los arménicos del estator satisfacen F existira

(F)



un efecto de motor sincrono a una velocidad dada por E.
Habrad tantos efectos de motor sincrono a la misma veloci
dad como pares de valores C vy C] satisfagan F. El ndme-
ro es infinito. Como un ejemplo, para el caso que consi

deramos aqui. Los pares de valores ya tomados en cuenta

fueron:
C=1y C, =13

Otros pares son:

C 13 19 25 31 37 ... etc.

C 1 =5 |-11 (=17 |-23 ... etc.

Asi vemos que existe una serie infinita de nimeros
de polos enlazados. Los miembros de estas series son:
4, 20, 44, 56, 68, ..., etc. polos y todos ellos enlaza-

dos sincrbénicamente a 1/7 de la velocidad.

Este descubrimiento origina un cambio de punto de
vista en vez de considerar la operacion de un motor sin-
crono superpuesto al motor normal de induccidn, ahora es
necesario considerar el efecto como debido a una serie de
motores sincronos superpuestos al motor normal de induc-
cién, teniendo todos estos motores la misma velocidad sin
crona. Se puede mejorar la comprensidén de este fendmeno
al considerar un motor de induccidén y un numero infinito

de motores sincronos conectados al mismo eje.

Hasta este punto los experimentos realizados han si



do con el uso de un rotor de barras inclinadas. A conti
nuacidn se tratd con varios rotores de diferentes incli-
naciones y se encontrd que la longitud de la porcidn sin
crona de las curvas torque-velocidad eran muy sensitivas
con respecto a la inclinacidon de las barras. Por consi-
guiente, se decidid experimentar con un rotor construido
de manera que la desviacidn de las barras pudiera variar
se, para establecer definitivamente si el efecto de mo-
tor sincrono era debido a un par de armbénicos o a una

pluralidad de pares.

Esto se puede demostrar por una pequefa considera -

cién de la naturaleza de la inclinacidén. Si un rotor fue:
ra desviado a través de un paso completo de dos polos
no habria tensidn generada en la varilla y como conse -

cuencia el rotor actuaria como si no hubiera ningdn bgcbi

nado para ese paso particular de polo. De manera anéalo-
ga se puede eliminar cualquier arménico particular por
el simple expediente de inclinar la barra del rotor a

través de dos (o cualquier miltiplo de dos) polos de ese

armdnico. Suponga, por ejemplo, que el rotor fuera in -
clinado para eliminar el treceavo armdnico. Es obvio que
en esta condicidn ningldn torque pueda ser ejercido en-

tre los dos campos, porque no pueden entrelazarse.

Asi con el rotor con inclinacidén variable, solamen-
te era necesario dibujar la longitud de la porcidn sin -

crona A-B de la curva torque-velocidad vs inclinaciodn.



CAPITULO 11

PRINCIPIOS Y BASES DEL ESTUDIO

Aqui, desde el punto de vista de circuito acoplado,
se hallan las ecuaciones de tensidn y torque para opera-
cidn de estado estable, sinusoidal y balanceado de una

mdquina eléctrica de induccidn. £Esto significa que:
- estado estable, es decijr:

er = wr -t + eo
con w_ = constante.

- balanceada, es decir que en magnitud:

.S
.S ) 1
L1;..... :Liz..,....---—m
S )

S [ -—
AR A - Om
. C -
L1: :LK; :Ln

- sinusoidal, es dec ir:

5& = T V7 Cos (wt - (=M 21

(S .2 I° Cos (wt+ §° - (i-4) 3‘;:;)

(" - JVT I Cos ((w-vPwr)t + ¢7_ (k-)uP 2ll)

Se asume que la mdquina se alimenta desde una fuen-

te ideal de tensidon balanceada. Adem3s se considera una



maquina general de m-n fases con las siguientes suposi -

ciones:

1. Saturacién despreciable

2. Entrehierro uniforme

3. m fases estatdricas idénticas y uniformemente dis -

tribuidas
L. n fases rotéricos (barras o bobinados) idénticos vy

uniformente distribuidas.

Para mantener cierto tratamiento generalizado se
considerard una m3quina de induccidon de jaula de ardilla,
con m fases en el estator y n barras en el rotor. Como
no es rnecesario introducir el concepto de perfodo béasico,
Py n son los nimeros originales de pares de polo y de

barras de rotor respectivamente.

1
J

tm-1)

Fig. 14. Representacidn de una mdquina eléctrica
de induccién de m-n fases



Las ecuaciones de tensidon para las m fases del esta

tor y los n circuitos o fases del rotor son:

[(®] - (RS +plI)C1%) 4 pLEDLI7]
[Vr] P[Lsr]-t[15:|+ ([Rr]+ P[Lr:l)[lr]

La expresidon del torque para una midquina de entre-

hierro uniforme es:

Te= [1°7° 2 [7] L1

0y
Y las expresiones de equilibrio eléctrico para wuna
fase del estator y rotor son: n
s (mP.p T ) S U )
G52 (RPe p B L) i+ P L Lk b
1=1 K=
) n n . .
o .S . 2
0= PLLE + (XL Re+rPLL)G W
i=14 Kz 4 k=1
r
m N .S S N
=1 Kz 4 ber
Del trabajo desarrollado por Moreno, en la que hay
una explicacidon de la transformacidn poliféasica a of-
]5 - 0 y el Anexo correspondiente a la deduccidn de las

expresiones de inductancia se encuentra que:

SRS DL m Fle 4 , N2 , Ku2

> _ m ou,le w N [8
'z% L{ = Lp put L\ “* 2 ge Tf( P) ( V)
L=
R “Br Sen¥ (v PH
Z R|< = P\v z 2R°_+ Llp\b en L\),_n_J
Kz1 2 VPW,
N Lr _ LNP‘.._ (ZLQ'#HL\,SG“?'kvf_iI) )4..‘1,(10@ _L[_ -N:L Sen(T
k; oo " 2 % TP 2
P = Loy Li Cos vP®

v
Lir S pmerle 4 N Ky sen(2Pl)
Y9e T PZ? 1% e e

yPe - vPw.t +v¥P6 - L(-1)% o (w1 —



El tratamiento que se dard en la deduccidn de las ex
presiones se basard en la teoria de los nGmeros comple -
jos; se ha comprobado a través de muchos textos mateméti
cos que la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales
y la teoria de las operaciones con las matrices se gene-
raliza sin restricciones al caso en que se permite el
uso de los nimeros complejos, mds conocido dentro delcam
po de la ingenieria eléctrica como fasores y mas especi-
ficamente en la notacidn desarrollada por el genial mate
madtico Euler a través de su ecuacidn. Sea:

2= 0+ jb
o« = rCos g +J’(f5€n¢)
Ecuacidn de Euler:
J P
& = 7 &

De donde las formas fasoriales de las tensiones si-

nusoidales del estator v?, corrientes del estator i?, Y

corrlentes del rotor ir son:
NT V° Cos(wt-u-ﬂ?-‘T')
o Re L v Iot - T )

~ - _4) T
5% = Re(Va V?° e’® e‘)Ll 3% ) (1)
(5 . VZ T°Cos(wt 4+ ¢ - (i-4) Zg\ )

‘ S _Jwt - ety 2T
s. Re(V@ 1%’ e €’ = )

~ 'th -J .-4) 2_'__1 S}
(5. Re(va I* e “ W) (

r -y
L‘: :}:‘_\F‘I Cos( (w -vPwet + §, - (K-1) W’?_#)
PW.)t  -jk-1ypP 20
. Re(@:[: J‘p (ld\r’ I ej(. v n)
= 2
v

~

: s (- P 2T
JLuJ-v'Pqu)t -yl PP ez ) (o)
'Lr -~ } F\De(“?- :



Donde:
Vi vTe |
3 ISeJ¢

- i 9,
Iy =1, e "

w: frecuencia de alimentacidon del estator

. wr: velocidad del rotor

Las corrientes del estator inducen tensiones de or-

den V , donde:
Y = Km * A > O ; K=0 12 ........ (1)
o alternativamente
Y = Km + 1 5 K= O ’1‘1’1:211.....(3)
Estas dos Gltimas expresiones son equivalentes. La

expresion (8) produce arménicos de valor negativo, de las

cuales se pueden indicar que producen campos giratorios

negativos. Se observa que las tensiones armdnicas de
orden Y =k 1 (K = 1,2 ...) no existen ya que L;r es
p

igual a cero para este orden de armbnico.



CAPITULO 11

ECUACIONES DE ESTADO ESTABLE DEL FUNCIONAMIENTO ASINCRONO

3.1 Ecuaciones de tensiodn

Las ecuaciones de tensidon fasorial de estado estable
para una madquina eléctrica de induccion de m fases en el
estator y n circuitos o fases del rotor se obtienen em

pleando las ecuaciones (4), (5) y (6) y reemplazdndolas

en las ecuaciones (1) y (2).

Desarrollando la ecuacion del estator

Re (VZ V3 e ‘“’"“"”"U = (R®+pLP*) R (V2 T5e

cp L Re(L €T Re(f 5]
Ks1 v

¢ J(wt-G- 1)2(!)
~r' J(w-vPWeIT _y(K- 4)p?P 2fl

e n)
v

Efectuando el cambio del dominio de tiempo al domi-

nio de frecuencia, el operador p para la ecuacidon del es

tator resulta ser p = jw; reemplazando: (Wt -(i-1) 211 )
- 1) ~ j (- 74l
Re (7%’ V) L (R4S Re(Tte ")
a st _jvPe (W -yPwelt <j(K-1)vP 20
+ju){Re(gLUe )Re(}:I e o)
KA

Tomando los armbénicos comunes y haciendo uso de la

propiedad A1.2, en el segundo térmlno .. Jwt- “_4)21\

Re (V° e;(whu-ﬂg;:,) - (r® *JWL )Re(l' e

(2vPwct + pPo, - (i-4) 20 &
. g Oy J ¢ ° m
+_)UOZ iRe(Lv Iv(Z.
v 2 K=4
Mo VPE, +wt - (L-4) 2T)
) o
t) e " )
K1

2(k-1)VP 2T _wt)
n
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Como el Gltimo término es independiente de k, tene-

mos:

Re( J(wt te-4) ZN)) _ (RS +JUJL;J )Re(f

Jwt - (i-4) 2
e ™)

sej(th-Li-i)%n?_Tl)
) ST ~r juPe,
+L jwil,Re(1I, e
¥

Retirando el operador Re a toda la ecuacidn y sim -

plificando:

S . ps ~S : S
o (Riejwly )T Y junly I, € (®)

Desarrollando la ecuacidén del rotor para el arméni-

co de orden v:

Adpr ~ j(W-pPwWelt _j(w-4)pPaiv
O:(Ro\tpr‘fPLP )RE(EI; ’ ‘ GJ Y\)
m VPO Jlwt - -4 27)
,p ) Relly @) Re (1 )
1=1

El operador p para la ecuacidon del rotor resulta

ser :
p = jwr = j (w—var); reemplazando
odpr . ~r J(w vPWe) t -J(K1JUP2T
0= RUP+j(U”VP”r) L )Re (I, e n )
P ~s _JWt - (i-4) 21T)
4jlw- va,)Z Rel F VP9 ) Re(F5 6 ™
14
Haciendo uso de la propiedad Al1.2: o y >
ro ~ (wuwrt—(.KUVz”
0= (Vu}3 + ) (W-VPwr) LVP )RQ(IJEJ g’ )

5,— us m  jwPwt +pPE, -2(01- 1)2r‘+(;< 4)uPziT+wr,)
+ ] (w- var);Re( (> €

k:

[y

M (WPWet + VP, + (K1) WP 2T _wt ) )
n

+}:e

1z 4



Como el Gltimo término es independiente de i, y ha-

ciendo uso de la propiedad A1.6, tenemos:

or  J-vPweT - (K-4) P %I’))

olpr . olfpr
0-= R‘uf’rﬂ (W-DPw) L,,’3 ) Re (I, €

’ ((w-VPW) £ - (K-4) DP 21T )
sr vg _-)UPB J(Uﬁ-’ VFwe _—
+J'(w.—uf’wr}l’_n_Re(L,_, o ; EJ ae n )
P2

Retirando el operador Re y simplificando:

oLpr ST vs ~-jVPP
“']3'- . P =T . m L I o ,1
0={R, +jw-vPuw) L, ) T, + j(w-vPur) = e (40)
donde 60 es el angulo arbitrario entre los ejes de 1a

primera fase del estator y el primer circuito del rotor

en t=0. Debido a que los pardmetros equivalentes monofd
sicos de las ecuaciones (9) y (10) son los mismos que
los parametros dados en [3] , estan representados por

los correspondientes parametros alP para evitar la intro
duccidén de un nuevo grupo de notaciones. Definiendo el
deslizamiento (por unidad) para el VY-ésimo armbénico y

las corrientes armonicas desfasadas del rotor como:

S, < _Uir:ﬂ"_‘i’zzmvp_u_lg (44)
w W w
.3 eV (12)

y empleando la ecuacién (12) en la ecuacién (9), se tie

ne:

@S ~ . ST i
v (Roejwly ) 354 ¥ jenl, I (13)

jV P8y

dividiendo (10) entre Sv y multiplicando por e en

ambos miembros, se tiene:

oLBr o3 y VPG
R . ! ~e ) o ) SU o
0- (v +jwly ) I € rjwmly, T

2
v



empleando la ecuacién (12):

oLP" i?r ~r! sr ~ S
o=(J Ljuwl, )T 4 jenly, d (14)
Sy 2

Para poder referir las corrientes del rotor al esta
tor previamente se hace necesario considerar lo siguien-
te:

La tensidn aplicada es sinusoidal y alterna a la

frecuencia f] por lo tanto:

= P Ou
+1' 60

El rotor que gira a n, (RPM) corresponde a una fre-
. _ n2 - .
cuencia fz, tal que fz = P %o S© estd deslizando con
respecto al campo giratorio a la frecuencia f; fff2=5ﬁ;

donde:
+1 - -}2 _ n1 - n?.
t, N4

El efecto del campo magnético que gira a velocidad
de sincronismo es el mismo que si cada fase estuviese en
lazada por un flujo fijo de magnitud 4 y alterno a la
frecuencia de linea f1. Si el rotor gira, el efecto es
el mismo que si cada fase del secundario estuviese enla-

zada por un flujo fijo éd y alterno a la frecuencia de

deslizamiento Sfl'

Para condiciones de reposo la f.e.m. en el primario

y secundario sera:

B, = "4 Ky, Kp Nof ¢

£, = WH4 Ka, Kg N ¢



En condiciones de funcionamiento, cumple que:

SEZ = H.4949 KdeP?. NZ 5'}’1 ¢

donde:

Kd Kd, : factores de distribucidn
Kp1, Kp2 : factores de paso

N N : espiras en serie por fase

 : flujo por polo en webers.

Cada f.e.m. se retrasa 90 grados eléctricos con res
pecto a # y como el devanado secundario es cerrado, en-

tonces se produce una corriente.

I - S F—?_ - E'L
2 _f 2 2yl R, 2 y2
R2455X1 (EE)‘+X1
Y las fuerzas magnetomotrices del primario vy del

secundario expresada en ampere-vuelta por polo son:

'
FMM,‘ :__'Z:{_T_@ Kd1 Kﬂ, m1 NE{ I4 = N4 -I1

FMMZ - ?.\/E-‘ Kda Kpa mz NPZ I?. = N2 IZ
TF

donde:

Np1, sz : nimero de espiras por polo y por fase

A raiz de ésto, es evidente la analogia que existe
con el transformador fijo. De lo que se deduce que en

condiciones de carga es necesario que:
] ' !
= N I
N1 IA + Nz :[2 1 o

y dividiendo entre N1



\
N
[
1
donde:

I : corriente magnetizante en vacio (Amperes/fase)

Las magnitudes del primario y del secundario, tales
como f.e.m.s., corrientes, resistencias y reactancias es
tdn Tntimamente relacionadas, por lo que resulta posible
expresar las magnitudes del secundario en funcién delpri
mario o viceversa de la misma forma que se hace en el

transformador.

Asi, en reposo la razén de la f.e.m. del primario
al secundario es:
B4 Kd1 KP1 N,
E, Kdl KP’L N,

Por lo tanto, las f.e.m. de los secundarios reduci-

das a valores equivalentes en reposo, si se multiplican
por esta relacién, resultaran expresadas a términos equi

valentes de los primarios.

La relacidén de transformacién de corrientes que con
vierte la verdadera corriente del secundario por fase

en la equivalente corriente del primario es:

E}- _ mz Kdz KPZ Np?- ) m_l Kdl K?2 N1 m, _4_
N, m, K4, Kp, Ne,  m, Ka, He Ny m, Qa

Y el factor por el que hay que multiplicar la re -
sistencia, reactancia e impedancia del secundario para

expresarlas en términos equivalentes del primario es:

my 0?

m,



De la aplicacidon al caso de un rotor jaula de ardi-

lla se obtiene:

K, N

A o e,
Sen(vp )
n
' P
N, “_1"1(_4__)- _ﬁSeﬁ\u n)
NS Ty Y m K, N

Por 1o que:

\VP—:—{-) f'[r' (15)

f"' n oOen

g m K, N

~o

Colocando la ecuacién (13) en funcidén de I:r, se tie

~ sr oy
TRTN N E S P (LU S

v 2 nSenlwPI)
ABS. , m Ky N 157y 30"
~5 s - S m 0
vV = KR '\'JwLU )I +ZJUJ( 2, S@,T\\UP_D)) ) 4
yi

sumando y restando Z;ijS
vV

v
1° y agrupando:
LB
V= (R%+jw( Lf - ZULL, )

Vo (Rjul ) % T ol (54 T (16)
1%

Multiplicando en ambos miembros de la ecuacidén (14)

por el factor de transformacidn a y colocédndola en fun-

=1r

cién de Iu , se tiene:
OZP'- u.p!" ~y
K. N R : K., N K N )
0= Y 4 T JLU a Ly ).E.__..I‘.’-————-' Ip
Sen(vPliy S, Sen (VPIT) n Sen (VP
" n s
K N =1 ~S
+jw (M Y L, ) I
2  Sen(vPIl)
LAY o
Sumando y restando jw LT Jur y agrupando:
T 2 olpl' .2 ~,
K olgr m '
0- (2 SN BT jaim BN P T
. Sent (\)P_g) Sy n Sen? (VPIT )
n
m ~5 ~ayr
sjwl, (T7+ I )



finalmente:
i i ~ T ) m ~ 5 ~y T

0= (Bu 4 jwbly) I 4w, (27 5) (1)
v

donde: Lv » la inductancia magnetizante del y-ésimo armd

nico (estator) est3 dada por:

W . L .4 (19)
2 Sen (wPIM)
n
ademas:
*pS m
Lf; e Ly, g U (18.4)
v

la resistencia del rotor de jaula referido al estator

es
2 2
V m K, N oL B
= v

R (19)
L, —
n Sen> (VPT )
1"

puﬂpf': 2(Ra + 2Ry Seﬂl(pP%T))

sustituyendo para
KN R
-
RO . IMO ™ (Ry 4+ —
v n 2 Sen’ (vPI)

Similarmente, la inductancia de dispersion del ro-

tor referida al estator es:

r N2 oL pr m
l':l = va LU — LU
v n Sen* Lu?%)

o3
sustituyendo Ll)Fa por

3 PIr
2 nSen (VF-1)
SPT 2 (L + 2L, Sen (u?.’;ll))a- n Lpz

=
v~ m K, N? K
-O +1 +'2
¢ K'ZN'Z
L, = S0 v T (Lb4 La_{ Z 1
n 2Sen(u?_1‘_r) K20 an)

Kz 44 22




La expresidén (19) para la resistencia del rotor,
Ir . _
Ry es aplicable al caso cuando el rotor tiene un nime
ro no entero de barras por par de polos del estator y es

similar al usado en los métodos de diseio convencional

2,4 La expresidn aproximada de er dada en [4] puede
ser inexacta cuando se aplica a los arménicos. La induc
tancia de dispersion del rotor dada por los métodos de

disefio convencional es el mismo que el primer término de
la ecuacidn (21). El segundo término de la ecuacidn (21),
la cual es de la naturaleza conocida como inductancia

de dispersion diferencial, ha sido tomada en cuenta de
manera distinta al de la mayoria de cdlculos de disefo
convencional. La dispersidon diferencial del rotor es un
componente principal de la dispersién del rotor especial

mente para los arménicos.

En el arménico fundamental el segundo término aun -
que pequeifo no es despreciable. Por consiguiente, no
parece ser una buena aproximacidon despreciar la disper -
sion diferencial del rotor de jaula. Tanto el torque
asincrono como el sincrono producidos por los arménicos
estan afectadas por las reactancias de dispersidn, espe-
cialmente la dispersidon diferencial. En el pasado ha
habido muchas controversias sobre la dispersidon diferen-
cial, algunos de los conceptos [2,9,5,6,ﬂ , podrian ser
apropiados para el arménico fundamental, aunque frecuen-
temente no son adecuadas cuando se aplican a los arméni-

cos de mayor orden. El método que se usa aqui para eva-



luar las inductancias del rotor elimina las ambiguedades
asociadas con la interpretacion de la inductancia dife -

rencial,

3.2 Ecuacidn de torque

Considerando la ecuacidn (3) se tiene:

"™ n o
T (‘5 ol ix CF
ez ) L e
(=1 K=1 r
donde:

Juwt - (i-4)%f\
s
(*=RelT 1%6 )

haciendo uso de la propiedad A1.8

~ i (Wt - Ci-41) 20
2. Re (VZ(T®*)" ) (WF -0 5R))

sr P
sbiv _ y pPLf;r Im (&777)

aer Y
haciendo uso de la propiedad Al.4

s yLPe
dliv _ 7 uPLly Re (j &’ )

6 v
JUw -yPwe)t - (K-«)UP%D)

xr

L: z Zj RGL({E‘:IU e

¥
reemplazando:

m n ~g ¥ ‘j(wt— L("‘) _2_El)
T-2Py 5 (Re((I) @ =)

(=1 K34 -
s . _J)uPe
(Re(Evl, j & 7))
v 20
e (w-vPwet - (k-4) ¥P 2T
(%(% I, e’ "))
haciendo uso de la propiedad A1.2 y tomando los armdnicos
comunes: J(wt - (-0 21T)
m

~ e K
Te:aPE (Re((T%)" &
=

Tﬂﬂ

=

1

—

[ (WPWT 40P, - ((-1)20 Lot 2k-4) UP_lr_I_’ )

™m

oPe, + wt - ((-4) 27 )
Koo, )

m

~
ZiRekijTqu(e
vy 2

+ €
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' - ((-1) 20
J(}dt -1) = )

m s *
Te=PZ L (Re((IH)7" €
Vo ot=4
n SF o ijeo J(wt-ti-4) Zg)
S Re(jwl, I, €~ € )
K=

como es independiente de k, se tiene:

™m ~c . X A .
Te:PnZE(Re((IS) @I (WE - -2
v (=1
s ~pt Jlwt - Ci-1) 2I7)
Re (jyl, T, ™)

haciendo uso de la propiedad A1.2: )
m 2wt -G-1) 2Ty
J e

TooPn Foly Re G I (T (1T e )
e= 2 L

=1 =1

finalmente:

sr _Nr. -us"(’
Te:Pmlﬂ_ZuLU Re(jT, (17) ) (22)
2 Y
o también en términos de corrientes referidas del rotor,
considerando que:
~ Pl vl o
I,r_ D_ Seﬂ(v ,_:\I) Ir'
v = ")
Ky, N
sr
Lﬂ\ m KpN L
v = — —7 ¥
= Sen (VP IT)
reemplazando: n KN A e K
or .
Te:?mﬂ Z va Re (J ’F‘r?' v I\J (I > )
Oy Sen (vPiY )
T

K. N ST CC  ~ g K
T, Pm s u(m ™ 5Ty R T (D))
o Z\) (?_Sean_m”) ) v
. n
finalmente:
m

Te = Pm ZULU Re (] i;)r (fs)*) (23)

1%



CAPITULO 1V

ECUACIONES DE ESTADO ESTABLE DEL FUNCIONAMIENTO SINCRONO

L.1 Funcionamiento sincrono en una velocidad especifica

Después de una sustitucidén de las corrientes del ro
tor y estator en la ecuacidén de torque (3) y simplifican
do se pueden separar los términos relacionados al funcio
namiento sfncrono. La condicidén para que estos términos
sean diferentes de cero corresponde a la condicidén para

el caso de funcionamiento sincrono.

Para simplificar el cdlculo, se considera dos armé-
nicos interaccionantes de O6rdenes p] y Vz las cuales sa

tisfacen la ecuacidn (8).

U1: K,‘m + A

UZ a Kztﬂ + 4

con V] # V (24)

2

La velocidad especifica en la cual ocurre el funcio
namiento sincrono es simplemente la velocidad en la cual
un torque en régimen estable constante se desarrolla por
la interaccidon de la corriente del estator, con un armo-
nico de corriente del rotor con orden de arménico dife -
rente al del estator. El torque en régimen estable no
es cero en la velocidad:

w
We = = (%)

Py, +1,)




Py, +y,) = Bn (@)

donde H es cualquier entero positivo o negativo excluyen
do el cero. La condicidén (26) se puede expresar en tér-
minos del nimero de fases del rotor y estator por susti-
tucién de los valores de V, y V, dadas por la ecuacidn
(24) en la ecuacidn (26).

P(K,m+4 «K,mt+4) = HnN

P(K, + K,)m + 2P = Fin

7
Hn - PKK-\*KZ)m: 2P (27
De la misma manera, la velocidad en la que ocurre
el funcionamiento sincrono se puede expresar como:
2w 293
We 2 ad

Hn

Se puede concluir que existe una serie infinita de
arménicos sincronizados a la velocidad del rotor dados
por la ecuacidén (28). Este resultado es consistente e
incluye como un caso especial, la condicion para la exis
tencia del torque sincrono hallada en la referencia [17

usando la teoria de campo giratorio.

L. 1.1 Ecuaciones de tension

Considerando la condicién (25) y reemplazan-
do las corrientes del rotor y el estator en la ecuaciodn

(1) se tiene: N
AFS . .S S
5S o (R4 Pd%)H +PZL“LK
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donde: .
~ ('(AJ - (,L 1 ’T
(5. Re (RS e’ PER)
~ j(uut - (i-4) 217
iis: Re (¥Z I° ™)
. .s(w VPW-It _j(k-1)y P21
L:- Re (V2 (I € C’J "+
s s 11
e" (W=, Pwe )t e'J (K-A)u, P &L )
V
-
s =1 JVP

® s _jV,Pe
Liv - Re(ly e ' +Lly e ™ )

7 . 7]
WPe= VPuWt + VPO - (,'L-ng__tg & ¥ *JV.,P__.L.

Y Pe = BPWrt + 4P8, — (i-9) 2m DNP Z”f
P] J‘*’d
reemplazando: Gyt < G ”271
~ wt - UZT s
Re (VT v gl LWt -t 2l

) = [‘R -tJuJLV )Re(f'l e

ywPe  sf Jv?e
! *’—u,)_ )

J(uJ YPW) T Ly (x-4)y P2lr
wa}:Re(L,,e Re(V2 (I, e jPel
(34
wr SN PWT _j(k-4) P 2T
o I:; e e s n ))
2

definiendo: e _\(uJ-V1Pqu)t __',LK-i)M,P?:r%! )

() =} Re (L) €77) Re(3, e e
Kz j (- P“)r)'te—J(K-"J%Pgrg_ )
n of jv e
®) - LRelly €7 )RQ(I o
K=1 PO ( ~ J(u) MPw)t e—J (X-2) %P 259
n
() :LRe(Lp{ ) Reld, e
K=1 e Svre ( J(g.o Y Pwy St _J(K-UVP27’)
S 2 I’ e
(61 -5 Re(by € ) Reidy,
Kz=1
desarrollando (o), aplicando la propiedad A1.2
sr ~r N (YPYT 4+ PE, 4 2(K-4) P2y L wt - -1) 207)
t Re (L, I, (Z ! W m
7 1M 5

A Jivre, gwt - Ci-4) 28 )

+ 7 & o))
K=4

como el Gltimo término es

independiente de k, se tiene:



st NMr
nRe (L, I, €
2 .
sr o~ (wt-i-4) 2 )
n Re Ly 1Ly
2 [}
de forma andloga se desarrolla ( ﬁ), obteniéndose:
s ~r! J(wt - Ct-4) 277 )
n Re(Lv IU e m )
2 roo

desarrollando (¥ ), aplicando la propiedad Al1.2: P2 47
st N (O Pt 4y Pe, Wt L ((-1) 20 ¢ ) 0410, )
1 Re (L) I,,z(Z e m d

—2__ K=4 ¢
) 21 4 (KA V)P ht o))
n 3(.(01+ Brw-t + % P6, - (1) T + L " 4 )
L3 € )
K=1

reemplazando las ecuaciones (26) y (28) en el segundo

término: . J(Hn(_:i‘).)t +U1'P9°*[.i-‘\)2w—.[r-r -{-(K-«)ang_w‘c-gbvr)

r_r n ‘
T D Y
-2" 1 2 K=

donde (K-1) 2HTT representa siempre un nimero completo

de revoluciones por lo que se reduce a:

st F  J(YP6+ wt - (i-1) 27 _ P
g_Re(Lv1IV26J4 YWt - (i) 20 ul))
2 . . _

sr _r JG-84%Pe) L (wt - (i-4y 20
n Re(Ly Iy, € : eJ m )
—2—- ] 2

de forma andloga se desarrolla f?), obteniéndose:

e
(- 9, +v, Pe,) (Wt - ((-1) 21T )
n Re(l, T,e = 4 7 e’ ™)
-i" 2 1

reemplazando (<), (P), (&) vy 0&); retirando el opera

dor Re y simplificando:

oA3s s ~e' . S ~r!
~ S . ~s .
VP= (R7eJwl) ) T2 juwn by 1y 4 jwd by, I,
2y & (-Dd 4y Pe
sr_r LJE9%, +yPe,) sr_p  JE9,+5P6)
vjog by e T en by, e 9)

Desarrollando la ecuacidén del rotor para el arménico Vl:
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«pr Xpr.oor M o .s
0= (RD+PL )LK+PZ_L\\< ¢
(=1
donde: e 5wy Pwa) t _J(n-1)1}1P2_’_71_T)
it - Re (Y2 I, € e
| S w2
i’ - Re(vZ I° e m
v, PO rs _3W%7P0
f' 1 2
LS[‘;( = K\. - REQLU + LVZ )
L~ - P 2IT
wPe - yPuwt + Y PO - (1-1) 2N 4 LK ) 2T

))?_?G = Vzpwr-t t V—lpeo - (L."‘) 2-_2; 4 (K'J) %_P %T_

5\11‘_ m‘ lo que es lo mismo que: w-nyw,_; Slf,w
w

pajw = j(w-yPuw) = J 8§, «

reemplazando:

W-y, P
0. ( Rt3r+_) '5u UJLU )RQ(PI eJ( wr)te_J(K .,)l,pm

JYPe us J(wt - u1)zni

m s rs z
'*'JE; 5’)‘[uJRe(LL% e -}-l_%~ @, )Re(r
=1

definiendo: . . 25

v, Y6 (wt-L1-4) 270
m s \ ~ J -

) = ) Re (L € ) Re (T5¢ m )

. ‘- Tf
gt - 1) %))

oo .
(R) - ZLRe (W5, €777 ) Re (7

desarrollando (0*’), aplicando la propiedad A1l1.2: -
JWT -200-4) 2T | » Put 4y) PO, 4 (K-4) Y, P 2T
4Re(‘-y IS(Z( R R s &
2
Tt - v Pt -1 P6, - (K-4) y P 20T ) )
4 e 1 2}

como el Gltimo término es independiente de i, se tiene:
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FS ms PO, (W PW) T _j(Kk-1)yP 2T
2

desarrollando (2), aplicando la propiedad Al.2:
s _s mo Wt -2(0-1) 20 , » PW,t + p PE, + (K-1)YP2T, ¢°
ARe Ly T (1 e ) 2D,y P, 2 MEVERS)

2 i.-:.1
Pu,t + 1 Pe, + (K-1) P20 - ¢7)
2 n )

m jpwt+%
+ e
=1
como el Gdltimo término es independiente de i, se tiene:
rs _g J(wWt+yPw,t +UPE, +(K-4Ju P2iT _ ¢S
m Re(l, I 2 Y ¥ ))
2 2
P2TT
sumando y restando (lﬁ Pw_t + (k-1) V] 2 ) en el térmi
n

no exponencial:

rs g Jwtr(tl) Pa),_‘t+u1Peo+ (K~1)(14+112)P§£7,<p5.14 Pt _ (k-1)Y,Pan
Re U.u I e n i
2

NIES

reemplazando las ecuaciones (26) y (28) y simplificando:

JEWE 4 WE + U PO, 4 (K-4) ZHT-@% Pt - (K-1) 4 P2TT )
n

)

5
_v'_\r\_f?e\L‘;,2 1°e

N

donde (K-1) 2HTT representa siempre un nimero completo

de rfevoluciones por lo que se reduce A:

y (LPe, -¢p° Ww-12P- 1T (K- pP2ry
ser ¢)e_) 41T W eJ(K”H’E\T{)

rs
m Re,(L% i ¢
2

reemplazando () vy (ﬁ ); retirando el operador Re y sim

plificando:
oLpr oBr ‘ S ~s -)yPo
0 - (12% +) S%I*JL% ) I% _Fhisﬂtulg L% I 1%

-

rs ) (- p°
m L) 1S e.}( P 11 Pg, )

e (30)

+J S%td

De forma andloga desarrollando para el arménico yz,

se obtiene:



- R LUL : 2 o
0=4 Ry Jsz y )z ..,JS%LA_)*; Lu1
s s J(-®° +uPE,)
= m 1 ° z4)

Definiendo las corrientes arménicas desfasadas del

rotor como: )

~ ! ~ JV1P9,
T o = e

b, ¥ T

~ ! ~f
IV,.‘,_ = IVZ e

reemplazando en (29), se tiene:
S S i “i35 ~Ng f" s ~
= (R7+jwl, ) 1° +_)“°“ (Lu I’V *Lu I

y (- - v,Po
cywd (5T et AN S

si hacemos: . r
ot K (P, + % Po,
(3, ) = T,, e % ° )

"

1

~
3 V. Pa.,
:fu J( ¢g:t 2 )

*
-4
(I, <
2 2
reemplazando, se tiene

C (RE+jwly ) 2° Jw%(L‘ﬁI’%+ %

X W+Y,) P, '
+_)wr\ (LV (T 11 ) J S

1t

<
~—
(4
!
L
(D
Ty
~—
i, =
b
p‘c

)Pa, )

factorizando, finalmente se tiene:

~  dBS . we - s ~
Voo (R74jwlLy )IS‘wa%(Lp I, +1, I,

+jw1\£(f;): (% ) +L,, & Y (32)

Dividiendo (30) entre Sy
1
"’ = °© -+ ¥ tE,)

514
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)
~ G by -1
reconociendo que ( 1 )T = 1% e id

P WA
ambos miembros por e’ 1P8,
sp

y multiplicando a

, se tiene:
xpr I PO,
Ry o 1
0= (___. 4 J wLU ) .I
Sy

finalmente:

rSAJ

_ --'s* _){L{H")PQ
e’ ijum(tyl j e )

2K 9

J(u+ul?9

B o pr rs e
0= (R

JwL ) 'f; pjul (by T+ l—u 3)e (33)
)

De forma analoga para el

arménico Vz, se obtiene:

* J(H 470,
ol wm Ls"’s (Is) é ) (39
Sy + )Wk )IU -+-J ( +Lp (

L.1.2 Ecuacidén de torque

Considerando la ecuacién (3) se tiene
™M

Z Z LS é}‘_‘.lf. L:

(=4 X=A

donde: » Jﬁuf-(f-4) 2;2)
(; = Re (@ 1 -
st J#

e - Re (Pj (4 hy =
3 6r

)P = pPort + 4P -fHles

2L, e 7))

x2P9 = Pw,-t +1JP9 - (A

N
31 =t 3‘2 +
&
=
T
o
\P

o wﬂ 2T JLuJ Y Pup) t _Ju{-ﬂ»}?gﬂ’
L, - Re
) K- PP 2T
~ J(LU—U.z?u),.]t "J(K g zTL )
Z I:: e e

reemplazando:

(W-PWe )t -1 P 2T
8 e = Ee 8 v
A 2



td:}fizigd;; Gyl %) ge (3 &M e"J“'"”‘*P iv"f')
@) = z"i R (szf-?;: eJV )?e('if J(w -y Pwdt e—J(“"‘)Vngd._r;Ll_)
W) Kﬁ Re (ju Ly €17 Re gy PTG URTET
1 - y
(5) _ Kf.“Re(Jstr JY F‘e) Re (Iy e_,(wy? rJtéJ(K ‘I)UP.E_n_)

desarro\lando (a:) y aplicando la propiedad Al.2: pal _wt)
- JQYPWT 14 P8, - ((-1) 211 + 2(K- 11 P2 -

n J(y?e +wt_u -4) 2T )

+.<Z4 e )

como el Gltimo término es independiente de k, se tiene:
J (Wt -C(-4) 2T )

Pa,
n Re()vl e’” &
2
o (WU 1) 20)
n RG(JVLu I
2
de forma andloga se desarrolla (P), obteniéndose:

5" AJrl _j(wt—Li-usz)

ﬂRe(Jz12@ =)

desarrollando (¥ ) y aplicando la propiedad Al.5:

0 sr InPo 2 (W Pur )t _jk-ny P2
5 I byt @My Re(F) @R TG

Kz4

s|1=
N

aplicando la propiedad Al.7:
-ju g (W-1 Pt .J(K-f)li?z_ij
z;-xmwtpe")ﬁue g
k=4
aplicando la propiedad Al.3: _ -
n JEG R POCT - P8, + (A - (- 1P2T )

~
Tmpl, I, (L € "
1 2 K=1
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J W ) Put — 1y Pe, + (i) 2T (K-1)04435) P2TT 00T ) »

.)€

™M

=1
reemplazando las ecuaciones (26) y (28), se tiene:

or ~or N SN (2W (¢ - L+ Ci-4) 27 ) 207, ot
Im(%LV{ IJ;Z e.)\ Lﬂv‘\\ WPe, + (i ),y_v\__(gq)HnKJ, ))

3

A
2 =4
srapr DN (-wt o+ Ci-4) L,E—%Pﬁo -(K-1) 2H )
4 Im (5l 1,4)_ g___ €
2 =1

donde (K-1) 2HTT representa siempre un nimero completo

de revoluciones por lo que se reduce a:

_ sr o (-t + (1) 2T _ Yy pg )
myl, I, e m )
2

>

sumando y restando

VZ P86, en el término exponencial:
SC oL~ _JuPe, G-J(wt-(t'ﬂz_'u’e—j(V,H’,_}PQ,

sr ~g! .J'(w( -((-1)217 ) _.J'(V1,+V11PG,
N Im (%L‘J, _T,: e ™ e )
2

aplicando la propiedad Al.4:
L ST et o (Wt ()2 ) (Y 14)PE,
Re (jyly I, e =g

n
- = 2
2

de forma andloga se desarrolla (?) obteniéndose:
srart o) (Wt-Gi-1) 200 (4 +14 ) P8
. ™ -J) 't °
_n Re(jy by I e
2

reemplazando (&), (JB), (¥) y (§):
Jwe - (-4) 2K )

&t
|
=
=
M3
=
m
2
0w
M

P Wt -ti-4) 20 s Tr' tht-ct-th;_l}
r W oyivky 1, €
Jr "l

L (wt-G-h 20 é\’)kv1+u1)ﬁeo

sr F\Jr’
L, T
"J % % 4

o @GN JOEHITE
'JVL‘U1. IU{ c e
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definiendo:

(@) = E Re (%° e:i(w‘t—Li-«} ‘51_’__“1'1) )Re (Jq ]f; m;; ejtwt~ai-1)z_21
£ Re(fs eJ(.u.)t u-i)ztl)) Re (J%L ;Z e‘j(wt-u-nz_g!
f_ Re(F* € jlat -~ 2l J) - (JV’S :'f'J e"] wa-u-u%g})
- i Lt~ G1)20 )
B - -f_Rchse R o 2
desarroI;:ndo (%) 'y aplicando la propiedad Al.8:
E Reld* e e ?:") )?e(JvL,, iy CJ(wT G-1)2 )

=1

aplicando la propiedad A1.2: ; lUﬂt-((4)2U')

osT et Lox , M O M
ARe (L, L (9 (£ ¢ v L e W)
2 f ! i.-.1 =1
5 ﬁ)r (I) )

m Ke kJV
2

de forma andloga se desarrolla (B ) obteniéndose:

i N

S Ve %
m Re (jmhy, I, (T7)7)
2 2

desarrollando (&) y aplicando la propiedad A1.2

S ompt -1(Mt¥)Pe, , ™M jaudt-thbéﬂ JO
1 Re(‘)';qlp' I; I° ed (> (e w4 € )))
2 =1

s onr! 7 C-J(L;H;_)PQ,)

de forma andloga se desarrolla (? ), obteniéndose:

reemplazando (%), (B), (4) y (§):
S Relje)* I ly Re( @) L)

To - pm%\%l.% e(J(I) Tv‘) t Yk TRY 4
- 2 Wt y) Pe,

Lu Re {j T I° e” )

NS 5
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o we wr' =)W1 ) PO,
by Re (33 e ) (35)

El primer y segundo término de la ecuacidn (35) son
torques asincronos asociados con los armdnicos de &rdenes

% y Y respectivamente, los dos Gltimos términos son

1 2
los torque sincronos que resultan de la interaccidn de
los mismos arménicos. Asi modelos previos en régimen es

table y transitorio no inclufan la interaccidn entre ar
moénicos diferentes, los términos relacionados a la inter
accion sincrona no fueron tomados en cuenta en esos mode
los. Sin embargo, es importante que los torques sincro-
nos sean explicedos ctuantitativamente, como que mas ag

nitudes de los torques sincronos.

Aln. cuando las ecuaciones (32) = (35) han sido ha -
lladas para dos armdnicos arbitrarios de 6rden V] y ME,
estas ecuaciones pueden extenderse rapidamente a cual -

quier grupo de armdnicos.

4,2 Funcionamiento sincrono en velocidad cero

La condicidn para que ocurra el torque sincrono cuan
do la velocidad del rotor es cero es diferente de aquel
que cuando el rotor esta girando en una velocidad dada.
Por otra parte asumiendo los armdonicos de Ordenes Vl y
Vz como los dados por las ecuaciones (24), la condicidn

para que el torque sincrono sea un valor constante dife-

rente de cero, cuando la velocidad del rotor es cero, es:

= Hn ' (36)

P(Y, -V



donde H es cualquier entero positivo o negativo excluyen

do el cero. Cuando V1 y Vz son expresados en términos

del nimero de fases del estator y rotor la condicidn (36)

viene a ser:

PUKM+ 4 - (K;Mm+4)) = Hn

\\

Hn (371)

n

P(K,- K)m

4.2.1 Ecuaciones de tensiodn

Cuando se satisface la condicion (36) o (37),
se pueden obtener las ecuaciones de tensidén para funcio-

namiento sincrono con velocidad cero del rotor.

Considerando la ecuacién (1):

oPs N sr . r

0‘-5;\R5+?Lu )L?+ P2 Lik U
K<1

LY

donde: wt - (i-1) 2 r’

Ui° = Re (& ¥3 & WH-UWRR)H

g Wt - Ci-1) 2zl )

(% = Re (V2 I° e - s
WwPe sy

sro_ RQ(E,ZGJ" thy € : )

Lix = | i
wr G (W-4PWA T )Pl o J(w-uPRR)t ety P2
(r _RQLH(I;;QJ ! e‘} "\+:,;€ e
K =
p= de
reemplazando
Re(3 7° & R (R P RetT # )

AL st JguPe s _onPe
+J'uJZ:,Re(LL#e thy € )
K=1 )
J(U"'M,Pw,-)t _j(KA )UPgﬁ f'f:

(W- PRt () P2
Re (V2 (1 - 16’( AT )
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defin!endo . (uJ-LJch.d,-)'t _j{_K-ﬂng?I_T )
5 e
) = }1 Re (L 9y R (%
( Y J(w-léPquJt ‘J(K,”%P%)
(P) = n RE(L,} J Pa)ﬁe(fy:e, e
g J - jw-gPw t kD% Zn
; (o, > (1, €
(3) = Z )Re 14
= ' - » :
K" ( sl JV ) R (j\gr e_}(“) %Pu)r)te_JLK {]%P%)
L e b‘
(?1 ): Re (Ly )

desarro]lando (<) y aplpu:ando la propiedad Al1.2: )
'*Jr n J 2y Puw,t +4P6, + 2(k- {),ule:er‘t..(t 1)20
” ?elLu 1 Z ( n

j (P8, +wt - i-4) 21T
+ ))

como el Gltimo término es independiente de k, se reduce

a: sr ~r P8, J(wt-(-v) 2IT)
0 Re( L) T5 et @it =)
2

st~ e JlOIE- (A1) 21)
n Re(‘-u 15 S " )
2 77

de forma analoga se desarrolla (;3), obteniéndose:

s(‘ ~ J.(wt—L(-{)ZLT)
n Re( 2 —Iu m

2

X\)

desarrollando (Y) y aplicando la propiedad Al.2:

s~ N (W) Pupt 4P, + (K1) (1) P2 _wit (i-1)2r- ¢F)
iRe(L%L_LZ(@J1’ 1% 275 2r-4
2

K=1
§ (%) PWAT P8 (K01 P2 swt-(-020 4 &)
+ e )
reemplazando las ecuaciones (36) vy w, = 0:
n )(YPE + KA4) ZHT gt _ (1) 20 L &) )

S~ 1 —_— Y,
1 Re (L, Ib_;_ S ™ =)
=z 1 k=4

donde ( K-1) 2HTT representa siempre un nimero completo

de revoluciones, por lo que se reduce a:
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r . . —
st _r (0, +1P6) HWwt-(-1)2l)
n Relly I, € % 7 e M
2 v =
de forma andloga se desarrolla P&), obteniéndose:
L o J(@;-WPG,) J(wt-(-4) 20 )
nR(L I, € %% e M
7 2

Y

reemplazando () P) (&) vy 0?); retirando el ope-

rador Re vy simpliflcandO'

~r juPo, . ST P
(R+J(.UL )I +JOJn Lu I QJ* -g-Jw%L%I <

1% U
2 1 g
JUP + Y . sF_r (@ +uPa)

rjwa by I, € ety T e (35)

Desarrollando la ecuacidon del

r r .S
= (Rup-k}?‘-dp) + PZ- l-||< Le

rotor para el arménico VY, :

dande: J(UAJ qu,—}t - (k-1 4P2T)
LK - Re [F Ip - & )
3 UPG rs JY
L' _ - Re( r J + LU e )
ol (th - Li-1) '2-,?,.r
05 Re(ﬁ? 1° e’ )
¢ &

o )
w-YPW- . o tambien w-Y P = §;gUJ
S% -t b

p=juw’= jlvyPur) =% @

reemp]azando ~ J(Uul{p“#)t (K1JL’P%; {)
0= Ry +j 5y wly”) Re(@ L, €
2ie J(w'f (- 1)211)
s, w L Re(l e 7 ) (Relli X )
3% Q=
definiendo: H(wt-U- {)zU )
m rs vro J
(oz):.Z_Re“% e ”‘e“ ©

. (1) 20
_J(w'f -1} 27 )

Lﬁl = EE_RQ( U ) 6(



desarrollando (&« ), aplicando la propiedad A1.2 y la con

dicion Wi, 0: .
e we M (PO + (K1) P20 _wt)
Re(Luf iy (e 1"
(=1
. - Z.Ti' i 1Tf wt
3(14[?6.1.0( 1JM,P_ﬁ__z(f 1J_w_‘+ ) 3
+

como el primer término es independiente de i, se reduce a:

S o 3y Pe, -t +(k-1) Y PzTT)

m RQ(.H) Q )
e

aplicando la propiedad Al.6:
rs 95 <j4Po jt - (k-1)y P2 )

m ﬁeU-p < .

la con

desarrollando (f2), aplicando la propiedad A1.2 vy

dicién w_ =0 i
4 Re(L, I° }; (e P
2 1
JLYPE, - zu -1) 72 (K-U%P% cwt 4 0°)
+ € )

como el primer término es independiente de i, se reduce a:

rs (4P, -wt + (K4)yP2ll - ¢°)
mRe(LuzIseJ" 2% )

)

aplicando la propiedad Al.6:

rs _s -/4P6 J(wt—w UVP
m Re (by T et
2

+¢s))

1L i :
sumando y restando (K-1) vl P ZF_ en el término exponen

ial:
o rs g I Ty PB) Wt -kl Pal) j(K-UU-,’-V,',JP.ﬁ-’:’
m Re (L, T € e )
3 2

reemplazando la ecuacion (36):
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. S
rs _s J(@-uP8) j(wt- (=N P2AT) ;(g-4) 24T

donde (K-1) 2HT representa siempre un nidmero completo de

revoluciones por lo que se reduce a:

rs J(9pPe,)  jlwt-(x-1)yP2T)
m Re (Lua. I® e 2 6‘) T N )
2

reemplazando (‘7‘) y (

2 iT
J(wt (l<4)uP _’;_\)

)
r‘s s JVPGO Jwt- (k-1 P z_n‘j)

R (Lrs Iséj(dJs-uzP&.)éj(u)t—(\(-i)%Pg.#))
F m
) SyW T TNy
retirando el operador Re y simplificando -J Y €

*pr S 's ~ns /% ™o
0- (Rupdsg‘”x; ) I )Wy L e

1

rs (9% 1 P6,
S wmky ISQJM) LFé,) (39)
+J l‘; —2‘ 2

De forma andloga se desarrolla la ecuacidon del rotor pa-

ra el arménico V_.

2° rs .
o{ BT Apr Vs -y Pg
_VP@)
jS,wm Luf Ise“q’ ' (40)
2 2
dif:.niends:- \jv‘ 0
I% = I, e
1L, P6,
~ ~ JQ.
I a4 &
A 2

reemplazando en la ecuacidn (38):
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|3$ I gl ~¢! ~rt

&R +JLULP ) ; +Jujn (L% Jﬁ 4‘LV jg )
o, pe sr q}r i1, PO,
W N I L I J
+) E(L‘f %G % 6 thydy € )
sumando y restando LEPGO, 1«P60 a los dos Gltimos tér-

minos de la exponencial respectivamente, se tiene:
vr

(RS"‘JWL )I +Jwv\ (LV p + LV i-u )

LY Pe’—.u-‘{,PQD
ar r J4Pé, _)o;-,;Pe, errGM eJ(1 )

+JU°%(LU 1, < + by v
flna]mente r' g agpe
Zx
. AR +JooL,_, )I +JN“UV + Ly Py )
: -)(u-H PG
sr ~r' I8, gr kil -l irk
+JUJ“( Y .,_ * 1{1—‘46 ) (41)
jVIPGO
en la ecuacidén (39) se multiplica por e y se divi
de entre S U1
dPr NPF j%Pd 5ra\; 6 sr’" S ( 1P€n
c eauomibky T 68
0 :( _:L 1-JLDLV ) e *JUJ"(
Sy,
~ Y )Pe
opr opr ~ S 5"15 .) KIre,
Ry ol wm(Lp I +Lly C )(“1‘2.)
O:K__‘l +Jw%)1u +)
5;4 jVZPQ
en la ecuacién (L40) se multiplica por e y se divi
de entre S vy r 'o{yypp
BT ) ?0,, s "S"J KR
0. (% ”wL,, )Ip meu_;,r iy 1°€ )
Suz

i s ~ 5 -'_JL Z}Pga
0-(“’% L julf ) E s jum (G2l T ) (13)
Sy,

L,2.,2 Ecuacidn de torque

Considerando la ecuacién (3) se tiene:

m N .s at?r o
= Lo by SHM b
(=1 k=1 d 6

donde:
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. ~ (w‘t‘(l"1) 2‘1.1)
(° = Re(VZ I°¢’ g

\
st‘ JU‘PG . SP JL{PQ
ohix PRe(jyly & 4 yly € )

e L JURPI SR enypa

- Re (V2 ( I e 1 e e P

1

reemplazando y considerando la condicidn que wo =

) Y AU
T, - PE L Re(# ™t L’)(I?e(hz,,e“”e Ly €W )

(=1 K=t

Jlwt- (- 1)uP T) wp  J(WE-(k-1)yP 27)
Re (3, ¢ .1, e £
2

definiendo:

Wt~ K1)y P 2T )
) e Gyt € ) ey el 7,
K=A i}
. ,Po of J(u}f (K- UuPz_/_;
" i; “ (}%Lz " (IV j(Wt-(&-1] ,P2T )
K=
N sr J16)Re(1y J
W) - 5 Re(july €
K:1 .)z r J(u)f -(I{’UHPLI"_/)
(5J=;; Rekﬂlue )Re(ii,,e )

desarrollando (o) y aplicando la propiedad Al.2:
sr 2 )4 PO 1 (-1) 21 4 2(K-1)y P2 _ ot
1 Re (jy by Iy (et i 15 )
2 W=t
5 (4Pa rwt-Ci-1) BT

. o )

como el segundo término es independiente de k, se reduce

stowr_jure, _W(Wi- (1) 2T)
p_Rf:(JLJ1L1,1 I,%Q’ Q ™

2

-

s ~N ! \}(U)t U “ 2l )
n Re (jy Ly, Iu1 e /
2

de forma andloga se desarrolla (ﬁ), obteniéndose:

r’dj(wt—(f-ﬂ 21 ) )

Sr ~
n .
desarrollando (¥ ) y aplicando la propiedad Al1.5:



JLZ,PQ ~r J(QJ'C'(K"”VZPZYj\’))

_F Imly, ) Re( T, €

K=

aplicando la propiedad Al.7:

ﬂ itk (wt- (k-1 Y, P2l )
aplicando la propiedad Al.3:
gf wir M J (%P6, +(i- fJ 0 - (K-1) (- ’P%;f"-wt)
A Im(nly I, Z (e
2 K=1

- " 4] 211 ~4) (g 1P 2T L wt
. 5 (-4 P8 + i 1}3#{-(“ JUtg 1P 22w 3

reemplazando la ecuacidn (36),se tiene:

_ sror N G (-YPB +(i-1) 20 _(K-1/2HT w1t
Im (yly I, =7 " /% )

4
2 1 le= 1

donde (K-1) 2H T representa siempre un ndmero completo

de revoluciones por lo que se reduce a:

S & '-V76¢,+(i—1 .Z_Z,T-
n Im (y L) 3 @/ S -wt)

2

aplicando la propiedad Al.4:
r JCHPE, +((-1) 2l 2” ~wt)

-n R&(J Ly € )
2
sumando y restando L/PG en el término exponencial:
sr~r Ly -V 1P8, + C(-1) 2T~ w
R’e(J Ly I,fe GJ( B U015 “)
.50 e j((u -H)Pe, - ((-1) 2T fuut)
__riz_ Re (jy Ly (I, ) )

aplicando la propiedad A1.6:
SCapt ¥ JWY) P8 @wt- (1) 20
Ir ) eJ 1" e)( (1) MA/

de forma andloga se desarrolla f@ ), obteniéndose:
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SC e A Y-y P
DGy by ()7 e % o Wt- (2] )

)

reemplazando (&), (P), (&) y (é)t
” : .

Te - Pn ¥ Re (§5¢v W00 200

(=1

sttt glwt- ()20 s wrt_J(WE-((-1) )

(Re (i by L4 e +J'vzlu, 3

* e\i(vazJPeo eJ‘(un.u'—u 2l )

207
wA

Y

s o
_juby (3 )
. . . .'_r
s ~r qWey)Pe,  jlwt-w-4)zh)
Syl (T, e T e )

m

definiendo, todas afectadas por Z

=1siwt-d- 1) 2l )

o R TR ety AR )
N roep Jwt-((-4) 27 )
@J—Re( S\J(UJtL(‘U_JJ)Re(JVIL"L Ibe W

wrr ¥ SR IPO, (Wt-U 1/1“J
W) - —?e(I J(wt-Ci- ”w))?e(‘)\”p (I% J* eJ )

\‘g') -Re( ~rl % —J(V -,) Pé, J(wt_ «- i/le})

)RQ(JL{LV' (_Iul
desarrollando (&) y aplicando la propiedad A1.8:

j (-4) 2n) Fa £ J(wt-u‘—f)zfi)
2 ge(@s* R ) Ryl 3y =1 )
=1

n

aplicando la propiedad Al1.2

sC ~ed - x W )
AReGuly I, ()7 2 (e =)
2 (=1

n m Re(jy, Lu Y (1 )%)

de forma andloga se desarrolla (P ), obteniéndose:

st »\Jrl v *
m RE(J ) Lyz. I‘4 (2°)7)
2

desarrollando (¥ ) y aplicando la propiedad Al.2:



- 6L -
S o R (Y- m . 0 2(wt--4) 21
Reljy Ly, (2 )F 222578 5 (% @
(1
srvs = ¥ (4-4)P8
_mz'Re(J%Lq I" () e )

=t

3|

)

-1
2

de forma andloga se desarrolla (é ), obteniéndose:

reemplazando (%), (B), (¥).

M
n (L Re (i (25)¥Z)
Te=PmE ity Re (LI 4y 1

or ¥ =)W1 P8,

gL, Re(GES(E) € )) (44)

Puesto que P(u] + Vz) en las ecuaciones (32)-
(35) y P (V1 - »E) en las ecuaciones (41) - (44) se pue -
den reemplazar por Hn, se puede concluir que el torque
sTncrono de una maquina de induccidn, si existe, depende
Gnicamente del nimero de barras del rotor y el &ngulo en-
tre las fases del rotor y estator. NOotese que la veloci-
dad sincrona w_ dada por la ecuacién (27) también depende

idnicamente del ndmero de barras del rotor.

4,3 Relacidén entre el funcionamiento sincrono y los ar-

ménicos en cada componente X- B

+

Los dos arménicos de ordenes V1 y V., los cuales per
tenecen a un grupo de componentes °(-F' satisfacen la
ecuacién (26) 6 (36). Lo contrario también es verdad,
‘es decir que los arménicos de 6rdenes U1 y le que satis

facen la ecuacién (26) 6 (36) pertenecen a un grupo de

componentes S P . Esto demuestra que el agrupamiento



de arménicos dentro de diferentes grupos de componentes
L - p - 0 no es un artificio de la transformacidn con-

siderada sino es en realidad una indicacidén de su inter-

accidén natural. £Esta importante conclusidon invalida la
suposicidén comin que el rotor de jaula responde a cada
arménico independientemente. Esta suposicidon puede ser

conveniente o aln aplicable a algunos ejemplos por razo-
nes de facilidad o sencillez; sin embargo, esto es una
sobresimplificacién. En general, no es posible asumir un

circuito independiente para cada arménico.



CAPITULO V

APLICACION DEL ANALISIS DEL FUNCIONAMIENTO SINCRONO Y

ASINCRONO EN LA MAQUINA DE INDUCCION CON ROTOR JAULA

DE ARDILLA EMPLEANDO TECNICAS COMPUTACIONALES

El objetivo de esta parte final del documento es el
de ilustrar la aplicacidén de la teoria desarrollada a la
comin maquina de induccibn trifdsica tipo jaula de ardi-
11la en la que se incluyen el efecto de los arménicos es-

paciales.

Se describe el procedimiento para identificar los
arménicos mas significativos. Se examinan los efectos
de los arménicos de la fuerza magnetomotriz en funciona-
miento de estado estable de tres mdquinas de induccidn
cuyos rotores han sido expresamente disefiados para obser
var torques sincronos y asincronos pronunciados. Se plan
tean los algoritmos de solucién y finalmente se procede

a la simulacidon en una computadora digital.

5.1 Cdlculo de los pardmetros de la maquina de induccidn

Las tres maquinas tienen un disefio estatdérico comdn,

y difieren dnicamente en sus rotores.

La mdquina | tiene un rotor expresamente disefiado -
paradar torcues arménicos asincronos pronunciados, mien-

tras que la maquira 11l tiene un rotor que proporcionra -



torques sincronos pronunciados. La maquina |l tiene pe

uefos torgues arm6ricos stncronos asincronos es -
q

el disefio que se recomienda

5.1.1. Especificaciones Generales
- Potencia 5 HP
- Nimero de Polos : 4
= Nimero de fases

del estator 3

Tensiodn
Frecuencia

Comnexidn

5.1.2 Especificaciones

460 Voltios
60 Hz

Estrella

estator

Las dimensiones e<t3 en pulgadas.

- Nimero de ranuras 24
- "asc bobina/paso yfolar

(p) 5/6
- Longitud del estator

azilado 4.5
- Longit'"d e‘ectiva(le) L. 54
- Longitud del entrekie-

rro (g) 0.01%
- Ertrehierro efzctivo

de la Maquina | (ge) 0.0247
- Entrehierro efectivo

de la Maquina |1 y 111

(g¢) 0.024
- Ndmero de vueltas por

fase (N) 240

nen al

Los valores de entrehierro efectivo se obtie

corregirlos por el

coeficiente de Carter y el

fag



tor de saturacidn.

El estator tiene un bobinado imbricado de do
ble capa con alambre de cobre esmaltado calibre N°18 AWG.

La densidad de flujo en el entrehierro se -
asume que e<td por debajo de la saturacién (36.6 Klineas/
pulgz).

Lac ranuras estatdériczs scn rectangulares y

semicerradas cnn las siguientes dimensiones:

- Ancho de 1la abertura : 0.125

- Profurdidad de 1la

abertura - 0.04
- Ancho de la porcidn rec

tangular - 0.5
# Profundidad de la por-

cidén rectangular : 0.85
- Pronfundidad total - 0.93

0.5
0.85 (0.93

0.125

~ e

Fig.15. Dimensiones de una ranura del estator

o0
oo
rey

A partir de estos datos de base se efectuan
los cadlculos que a continuacidn siguen para construir el

esquema de bobinados.

- N°de bobinas : 24

- N°de bobinas/fase - 8



N°ranuras/(poloxfase) : 24/(4 x 3)=2 (1 grupo for-
mado por 2
bobinas)

N°grupos/fase : 8/2 = 4

Paso polfr ( ) : 24/4 = 6 ranuras/polo

Paso de ?ase : ranuras/(fase x pares de -

polos) = 24/ (3x2)=4

Paso de bobina : 5 ranuras
Paso de grupo : N°ranuras/N°polos =24/4=6
—> € — D —
A \L \
1 e' 7 A8 13 Yi' 9 A0
| S, ~ ‘
— <« —> D —
) 12817 18* 23 Ly'
sr Ls‘ 1 A °
Se .
—_ < —— — <
!
9 10' 15 AJs' 21 y22' 3 AL o
/ A
To—

Fig.16. Esquema de las conexiones de los grupos de
bobinas del estator.



Fig.17. Esquema lateral del devanado trifdsico pa
ra un estator de 24 ranuras y b4 polos.



5.1.3 Especificaciones del rotor de la M3quina |

- Nimero de barras (n) Y

- Seccion transversal de

cada barra : 0.0255
- Seccion transversal de

los anillos : 0.09
= Longitud de la barra : 5.5

Las ranuras rotdricas son rectangulares y se

micerradas con las siguientes dimensiones:

- Ancho de abertura : 0.06

- Profundidad de abertura: 0.04

= Ancho de la porcidn

rectangular : 0.085
- Profundidad de la por-
cién rectangular : 0.0287 (0.3287)
- Profundidad total : 0.42
0.06
++
SRk
0.3287 (0.42
| O.085 .,

Fig.18.Dimensiones de una ranura del rotor de la M3
quina |.

5. L4 Especificaciones del rotor de la Maquina ||

- Nimero de barras (n) : 30

- Seccidn transversal de
cada barra $ 0.039

- Seccidon transversal de
los anillos £ 0.09



i Longitud de la barra : 5.5

Las ranuras rotéricas son rectangulares y se

micerradas con las siguientes dimensiones:

- Ancho de abertura : 0.06

- Profundidad de abertu-

ra : 0.04
a Ancho de la porcidn rec
tangular : 0.106
- Profundidad de la por-
cidén rectangular : 0.bL4o
- Profundidad total : 0.447
0.06

[0.0%
1 o.08

0.4 0.447
l 0.108 1
1 1
Fig.19.Dimensiones de una ranura del rotor de la M3
quina 1.
5. 6 €Especificaciones del rotor de la Maquina ||
- Nimero de barras(n) : 28

- Seccidn transversal de

cada barra : 0.042
- Seccidén transversal de

los anillos : 0.09
- Longitud de la barra : 5.5

Las ranuras rotéricas son rectangulares y se

micerradas, con las siguientes dimensiones:



Ancho de abertura

Profundidad de abertg
ra

Ancho de la porcidn
rectangular

Profundidad de la por-
cidn rectangular

Profundidad total

0.06

et

0.105

0.477

"0.04 e
"0.007

0.43 0.477

L 0.l08 |
T 1

Fig.20. Dimensiones de una ranura del

maquina |11,

5.1.6 Pardmetros calculados del

estator

Resistencia del estator

(Rs)

Inductancia de disper-
sidn (L?)

1

1

.866

1.6x10°3 H.

rotor de la

Incluye la inductancia de dispersidn de ranu

1

2
)

K - Sen(90°w) Sen (75°)

ra, cabezas de bobinas y zig-zag.
s K
Ly = 0.298%) (X
i v D
Donde:

Sen (30°v)

Sen (2.65')

2 Sen (15°%)

0.0462 v
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5.1.7 Parédmetros calculados de la Miguina |

Resitencia de cada ba

rra (Rp) T 178 a2

Resistencia del segmen

to de anillo (Ra) 2,75 a2
Inductancia de disper- 6

sién de cada barra(lL 0.296x10 ° H.

b)
Inductancia de disper-
sion del segmento de -

anillo (L) . 5.1x1072  H.

Inductancia mutua esta -3 180

tor-rotor (LST) ~ o 42959 x40 -K—"f- 5en(—"u) M.
v pZ 23

5.1.8 Parédmetros calculados de la M3quina ||

Resistencia de cada

barra (Rp) : 116.3 a0

Resistencia del segmen

to de anillo (Ry) : h,22 u LU

Inductancia de disper-

persién de cada barra -6

(L) : 0.2953x10 H.

Inductancia de disper-

siéon del segmento de -9

anillo (La) : 7.8x10 “H.

Inductancia Ky Sen ( 180 U) H.

utua esta
")

-3
=  "4196 x40 v 15

m
tor-rotor (Li

5.1.9 Pardmetros calculados de la Maquina |1

Resistencia de cada

barra (Rb) : 108 4 <L
Resistencia del segmen
d i : .
to de anillo (Ra) 4L.52 a2
Inductancia de disper- -6
sién de cada barra (Lb): 0.31x10 H.
Inductancia mungga es- 4496 « ‘0—3 Ky sen | ﬁ;_.o lJ) H
tator-roto (Lu ) = bR 14 :
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5.2 Formulacién de los algoritmos de solucidn

Se pueden obtener las caracteristicas completas de
estado estable al resolver las ecuaciones para funciona-
miento sincrono y asincrono. El procedimiento empieza -
al determinar si existe funcionamiento sincrono signifi-

cativo y en que velocidad ocurre.

Desde que cualquier par de arménicos pertenecientes
al mismo juego de componentes d—P satisfacen la condi -
cién dada en la ecuacién (26) 6 (36), como se vera mas
adelante es relativamente simple determinar las velocida
des sincronas de las Tablas 3-5. A continuacidén se ob
tienen las caracteristicas de estado estable en las velo
cidades sincronas. Finalmente, se obtienen las caracte
risticas de estado estable para funcionamiento asfincrono

en las otras velocidades.

5.2.1 Seleccién de arménicos significativos

La seleccidén se basa en el conocimiento de -
que arménicos estan presentes y sus interacciones. Para
una maquina de induccidén trifdsica, la interaccién esta
presente entre dos arménicos cuyas ordenes son comunes a

n . . .
V = Km + 1 y P = H ; +]j. La magnitud de estas in
teracciones se determinan mejor de los cdlculos de esta-

do estable.

Los arménicos estatéricos cumplen:



Para:

(0¢i < T gy (i, ,'.’3?:_-)

Entonces para el caso particular que desarro

l1la, debe cumplir que:

% - 3K + 1

Tabla 2. Arménicos del estator de 3 fases.

K 0 +1 +2 -2 +3 -3 +4 -4
Y, 1 4 -2 7 -5 10 -8 -13 -11
K +5 -5 +6 -6 +7 -7 +8 -8
vI 6 4 19 7 22 -20 25 -23
Los arménicos rotéricos de la maquina | cum-
plen:

)
Para: n-1
(0<j< =) y =1 —

Entonces para el caso particular que se desa

rrolla, debe cumplir que:

))J,_’A?:H )

[
U



Table 3. Arménicos del rotor de la miaquina |I.

Para el caso particular de los arménicos ro

toricos de la mdquina |l, debe cumplir que:
Vi = 15 W +) s Je= A2, .
N 1 2 3 4 5 6 7 0
0 1 2 3 L 5 6 7 0
-1 14 1;__ 12 1 10 9 8 15
1 16 17 18 19 20 21 22 15
-2 29 28 27 26 25 24 23 30

Tabla 4. Arménicos del rotor de la M3quina II.



Para el caso particular de los arménicos ro-
téricos de la maquina 111, debe cumplir que:
16 = HH + ) ) =oAL .7
N\ 1 2 3 b 5 6 7 0
0 1 2 3 4 5 6 7 0
-1 13 12 11 10 9 8 7 14
1 15 16 17 18 19 20 21 14
-2 27 26 25 24 23 22 21 28
Tabla 5. Arménicos del rotor de la Maquina III.
Los bobinados del estator son de disefo stan
dard, no se ha intentado incrementar el contenido de ar

ménicos mads alld que el
convencional.

0.833, que reduce

el

esta configuracion de bobinado son el

ceavo.

sétimo.

Las bobinas del

Aunque,

los arménicos mas

obtenido con el

leos primeros dos arménicos,

onceavo y el

el

disefio practico

estator tienen un paso

quinto

importantes con

tre



Con una configuracidn ya establecida del es-
tator, las caracteristicas de los torques armdnicos asin
cronos y sincronos dependen del nimero de barras del ro-
tor. Los rotores de las maquinas |, Il y 1!l tienen L6,
30 y 28 barras respectivamente. Las Tablas 3-5 muestran
la distribucion de los arménicos del rotor de menor or-

den en los diferentes juegos de componentes rotéricas.

Los arménicos del rotor que interaccionan -
con los del estator estan encerrados en circulo.

No todos estos arménicos son significativos,
de hecho muchos de estos arménicos se pueden ignorar, en
particular los arménicos mds altos tienen menor efecto -
en la mayoria de los casos.

Basados en estas tablas y las conexiones de
bobinados, se pueden hacer una eliminacidn juiciosa de

ciertos grupos de arménicos.

5.2.2 Funcionamiento asincrono

Para la evaluacion del funcionamiento asin -
crono, se hace uso de las ecuaciones (13),(14) y (22) 6
alternativamente las ecuaciones (16), (17) y (23).

Considerando el primer caso, se tiene:
dps ~g sr”r'
o5 S+ jwl 17+ ¥ jwn L, T
ol prf ,(Pr \ s
R . Tv i m
(2 sjwby )T, + )05
v

st o
L, T

0 =



Reagrupando, se tiene:

~ s - B, ms AT LA Lsf' i’r'
STV S SRS LA
sf ~s opf dpr""rl
0= jwmh T o R yjwlhy) Ty
2 SU

Transformando a la forma submatricial,
o -b
-b-
@+ ) = b Q.

Y desarrollando para un solo arménico,

— of 1 =
R® _wL,,ps 0
~ g NS
V. = L + or
Aps A nL
wl,, R Wik
_ - - g
0 -umly (7
2 ~. g v
0 - I +
A %
wﬂlLu 0 uﬂp
| 2 . s

. t

v®- Lvi o
T

3 . [11 127

t
- [1» 1I4])

Las ecuaciones se pueden transformar a la forma matricial:

considerando que:

se tiene:

e

~wn L
> P

O

apf
- wly i

L

-

|

b

e42
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A I & o35 st | I 7
Ve R -l 0 -wlly T
*Ps s*
0l |w) @ Wik, 0 12
= . ap’ WHd (4s)
0 Wom L Ry -~ Wky I3
- v .
ol 0 SV“P' ! A
0 Wiz wi, S, i

Para la expresion del torque, se tiene:

Te = Pmn { vl Re () i (i's)*)]
2

de donde:

_— . X
RQ(J E\I’; ('IS)*) :Re(j(13+)IH)(11+JIZ) )
- Re ((-14+jT3) (T4~ 12))

_ Re ( (1113-111“\) +J (T2TH +I413))

- TI2I3% - I4IH

Reemplazando:

sC (46)
-141I4)
Te _ ng ILVLP (12I3%-1 }

6.2.3 Funcionamiento sincrono

A. En una velocidad especifica

Para la evaluacion del funcionamiento sincrono en =
velocidad especifica, se hace uso de las ecuaciones (32)

(35). Considerando e, =0 ; se tiene:



% kR”wwLZP)IS*J‘”"“:fé « by ERENLLICACHY g &)
der olpl ) ~g S, ~e X
0= (X ARE EREL At + by (277
Sy,
)
Kpr r sl w ST ‘,_?[SJ
0-\_R_ +lev?) I,, .;')wm(l-p S+Lu( )
S,_;?-

Reagrupando, se tiene:

(_R -\-JwLpps) ‘_]'_' A an LLpr i{pr-}f..p (IV J }-i-JU)n (Lp -Ip +Lp (.:g,- } )

r~$ 5T g :13 var !
O_me(tp L, 1)+ ( 5«})+Jw ) I

1

. R‘F”' f’?r Mg
§r S ne
O:meUuIs’fv(I)) ¢ (e e gy )y
2 sz
Transformando a la forma submatricial, considerando que:
a -
a+ b =
1) J b o
X A=]ja = b+tjc



Entonces, se tiene:

_83_

KPS a
R el 0 on 5N ] L. | o wp (-
gl y
P
0 wm (5 ) i .u)L,,IT '
0= o Lsr L - wpr _{xpr Ju‘
R EAN oif M
: 5
a4 ]
il Iy Xp
0 Wi (.Liit*"“] 2wl
2 2 "{l N Sp
0 = (B T + 2 )
w -2-(va+ b ) Ps) Q)L;Pr Ry
L = L, % Sy,
Si se hace:
T +
V= [v1 0] _ 5. [34 127
)
t ! T ]t
i 13 IY . 5 = L%
35 = LID ] ) h

1

Las ecuaciones se pueden transformar a

[vl] - [z7 L1

la forma matricial:

(47)
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1=[v1 0 0 0 0 o]

t
[1] =[14 T2 I3 14 15 To]

S sC sf
g _wlF 0 wh (-hy 4y ) o wn(lly
X3S sr ., of r sr
D(Pr .,Lpr
.
0 Wi L4l ) Mo uly o .
[2): 5”1 Ry
ol pr 7
w'_V\__(L:L:—J,Li) ) wl; s 0 ©
Y,
1 KpT
'é=1l
5rfr ?% _uﬂup
0 wmllyely) o 0 o, :
-
P Ay
S of Y
W (ky+f, ) 0 0 0 Wiy =
S 4

Para la expresiéon del torque, se tiene:
S

Tes P2 f uly Re Qe 3 ) v yly Re(ie" 3)

ﬁ%]; RQLJ?[‘S fé') - %L:; X (j'i"" 1o )]

o

de donde:




Re(; @) 1, )

Iy

Reemplazando:

n
Te = PMR {

i

"

1

—_

u

"

-
=

-—
-
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Rel; (114jT0)" (13+)TH)
Reu(ﬂ-)‘m) (13+J’Iq))

Re (\I2+J‘14) (T3 +)T4))

Qe ((T2T3 -T1I9) 4 (T2 T §T413))
1213 - T4 TY

Re () un\jn)* (15+)T6))

Re ((32+)14) (TS +jTe))

Re (125 -11T6) +j (7216 + 11 15))
1215 - 1116

Re(J' (14+jI2) (T5+)T6))

Re (-T2 +)TA) (TS + )16))

Re (- (125 +TIC) + ] (1276 + T135))

~ (1215 «1116)

Re (j (T4+T? (124 )I4))

Re (L—Iujiu(;meH )
' T

Re (- (F2T3 +I1TU) +J(-12I4+I1

- (12T3 + 11 M)

o
ST )
WLy (3213 -TIH T+ yly (1215 - T116)

sr .
T L':’"' (1215 +T116) +Y) Luz (1234 T41 u,)} (48)
1™

En velocidad cero

Para la evaluacién del funcionamiento Sincrono en ve
locidad cero,

Considerando

6

0:

se hace uso de las ecuaciones

(41) - (bb) .

0 y S€ tiene;



4 e
N JBS ; st ypt sf r i Sfwer ST Ir

)

1

Mcl

R . Y g s ~g sr j‘_.s
o= (M ) B+ jugly Bl 5
A
,(ﬁf‘ ’(Pr T sf ~wg S ous
. Ly L
0= Do jwby ) Iy e jomlly Toeby )
Sy
N

Reagrupando, se tiene:

~ . ¥PS & . st 57 ~r! . 5° sC . mpt
T R N A A AL
.(pl" o
. r sr ~ T?y < Pr ~et
0= Jlﬂ@%(Lﬁ +L%} 4% ( A +Juﬂ4 ;)]%
f
Iipr'
Ry . RT or
sr b ( __2. wLU ) U
0= jwl(by+l )T + Sph) . ) 7h
-

Transformando a la forma submatricial, considerando que:

a -b
Q-‘-:)b:
b ¢V

Entonces, se tiene:
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S KBS ;
R -wl, - 0 _w%(L§+L§r) o 0
= « @S s 4 sr sl 1114 sC sr
wl, R w%(l.,{'d%) o w_;i_(LHH%}
ulp"
Ry “pr
0 s sr 1 _wh
—w%(L‘ﬁ+L‘5’ SU4 1 .\,r'
ST or £r Rﬁpr 4
w"g“‘ﬁ”"z) 0 W ) M
5u{
L3
_“’vf
0 —('\)m s r -g-—
7 (vl | 15 N "2
«pr
sr s wl,
U.)m(LU*LV ) 0] u?
» 2 1 2 _ L.
Si se hace:
NS t $5_ L 14 127
+
't ‘\)rl
] _ Ib
I, = [13 T4 A N

sr sf
..wg.”j_{'fl%} ilf'

O

Las ecuaciones se pueden transformar a la forma matricial:

[v] = T=z3 LT (49)
+
0 0 o O o J

[vl) - L VI ’
[ 1 72 I3 Iy I5 16 j

[T] =

—

)
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r > "PS st sf r Sr
R -wl, 0 - w%(lv‘*rl*uz ) 0 -wg(Ljﬁ Lv, )
ups S sr ser or sr
w R |
Ly w—E(Lu{*Lui) O w %(LL,ﬁL,_‘ , 0
BT KBl
o emg) FBoo-wT o0 o
2 { 1 ‘5V
[Z] - of s 4‘_ Q‘(Pr
[
SH' QNP" «pr
s of ) _wl
0 —wg(tuf +ly, | 0 0 51 4
'Vz RatBl'
N s
W (el ) 0 0 0 wLV}sr —
f 2 SV1

Para la expresidon del torque, se tiene:

sl Hs*”r' 57 ) X .\,ro
Te = Pm2 {V,,L% Re(jE*) 37 ) + %l Re (A9 Iy

r g ! L Ne Al
oyl Ry B ) ~yky, Re(GE° u,f-)*)}

de donde:

3 ! : N - :
Re(J(ISJ"' 151 ) = Re(J (1+jT2)" (T3+)TH))

Re ((12+J11) (I3 + 1Y)

L]

Re ((12 T2 -TA14) + j(12T4 + 1113))

1273 - T1TY



K ,
Rekjtfs)* 151-)  Re U(:ﬂsz) (15+)16))
_ Re Lt2+)11) (I5+ )T6))

Re ((1215 - 111¢6) +)’(121C,+I1ISH

- 1235 -11TI0b

Re(jlat+)12) (19 +)16) %)

Re (j isafg)*) |
_ Re((-12 +)T4) (T5-jT6))

Re Q(1215-14Ie) +)(12Ib-¥1115))

Al

_ . (1215-T11T¢) ,
! ' ' 134 (TH) )
Re (11° (3 %) . Reljlri+jT2)l .\j
_ Re (¢-T2+jT1) (T3-§T9))

-—

- Re (- (1213 -T1T4H) + (T2T4 + T113))

.- (7213 -T1I4)

Reemplazando:

s
o 1215 ~14T6)
T._pPmnN {%L,; (1213 - TATH)  + 4Ly C
e = 2L

" st 513 . 1414) ¢ (60)
sy by, (1218 -T4T6) ¥ wly, (1213
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5.3 Simulacién en una computadora digital

Se describe una simulacién completamente digital, -
de una maquina de induccidn general de m-n fases en 1a
que se incluyen los efectos de los arménicos espaciales
de cualquier orden, para calcular en condiciones de esta
do estable el funcionamiento sincrono y asincrono. El
elemento principal es la solucién de las ecuaciones com
plejas, para el cual se usan los algoritmos ya descritos
anteriormente. Con el uso de esta técnica, es relativa-
mente facil programar adn al nivel de microcomputadoras

profesionales.

5.3. Software de solucidn

E1l lenguaje de programacidén empleado es -el
FORTRAN. A continuacidén se detallan los diagramas de

flujo, programas y subrutinas,

A.1. DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL FUNCIONAMIENTO ASINCRONO

(INICIO )

INICIALIZACION . DE
PARAMETRQS.Y CONSTANTES CALCULO DE R, WL;FS I
|
iy
@ CALCULO DE R;,'y WLy, }_ FORMACION DE
INICIALIZAR EL TORQUE | | LA MATRIZ Z

CALCULO DE WLD

)
l
rCALCULO DE Su }————

— cAaLL MINV
IMPRIMIR O DIBUJAR T

TORQUE VS SPEED

EVALUAR SEGUN
EL NUMERO DE
ARMONICOS

[CALCULO DE LA CORRIENTE ]

CALCULO DEL TO
ELECTROMAG

SPEEDZ SPEED
MAXIMO

IADlCIONAR AL TORQUE TOTAE]

NO

INCREMENTAR SPEED

B




DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL FUNCIONAMIENTO SINCRONO EN

VELOCIDAD ESPECIFICA.

INICIO

R

INICIALIZACION DE
PARAMETROS Y CONSTANTES

)

CALCULO DEL SPEED

CALCULO DE Rsy WL\;,PS

Y CY-AN
CALCULO DE R;' , R*#

{
or “pv
wi
y w Lu,'

FORMACION DE LA
MATRIZ ¥

H
i

sr sr
CALCULO DE WLy, vy WLu‘

CALCULO DE Sy ¥ Suz :

v

CALL MINV

CALCULO DE LA CORRIENTE

|

CALCULO DEL TORQUE
ELECTROMABNETICO

i

IMPRIMIR
TORQUE Y SPEED

FIN




DIAGRAMA DE FLUJO PARA EL FUNCIONAMIENTO SINCRONO EN
VELOCIDAD CERO.

INICIALIZACION DE
PARAMETROS y CONSTANTES

cALcuto DpeE RS y WL':,N

CALCULO os R:r(, R°"W
wiP wn.“'?" "
u\ y FORMACION DE LA

| MATRIZ Z

CALCULO DE wfﬁ‘ y WLSLFz

CALCULO DE Sy, ¥y Su‘_

CALL MINV

l

CALCULO DE LA CORRIENTE

I

CALCULO DEL TORQUE

ELECTROMAGNETICO

I

INPRIMIR TORQUE




B.1.

RS
RA
rb
CS
CSR
CR

LIS

LA

LB

NA
ARM
VOLT

ALFA

K1

K2
K3
SLIP

SPEED
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PROGRAMA 1 : Funcionamiento asincrono.

ORGANIZACION DE LOS DATOS

Resistencia del estator en ohms. (R®)
Resistencia del segmento de anillo en ohms. (R_)
Resistencia de cada barra en ohms (Rb)

Constante de permeancia del estator.

Constante de permeancia del estator-rotor.
Constante de permeancia del rotor.

Inductancia de dispersidn total del estator (ra
nura, cabeza y zig-zag) en H. ( LS )

1
Inductancia del segmento de anillo en H. (La)
Inductancia de cada barra en H. (Lb)
Frecuencia en Hz.
Ndmero de fases delestator.
Nidmero de fases del rotor.
Nimero de pares de polos.
Incremento a considerarse con el SPEED.
Ndmero de arménicos.
Matriz unidimensional de arménicos.

Matriz unidimensional de tensidén en V.

Angulo de inclinacion de las barras en grados se
xagesimales.

Factor de escala grafica para desplazamiento ho
rizontal.

Factor de escala grafica para ampliaciodn.
Factor de escala grafica para reduccién.
Deslizamiento del arménico.

Valor en p.u., proviene de SPEED wr/w.
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T : Torque electromagnético puntual para cada armé-
nico en Nt-m,

TORQUE : Torque total en cada punto de SPEED en Nt-m.

RR : Resistencia en ohms.

LM : inductancia de magnetizacidon en H.

LS : Inductancia del estator en H,

LR : Inductancia del rotor en H.

XS : Impedancia del estator en ohms.

XSR : Impedancia del estator-rotor en ohms.
XR : Impedancia del rotor en ohms.

CORR : Matriz unidimensional de corriente.

Vv : Armbnico.

GRAY : Matriz unidimensional para graficar.
"] : Frecuencia angular en rad./seg.

Pl . Constante igual a 3.1416.

AUX1 . Matriz unidimensional auxiliar 1 usado dentro de la

subrutina MINV,

AUX2 : Matriz unidimensional auxiliar 2 usado dentro de
la subrutina MINV,

yi . Matriz bidimensional de orden 4 donde se encuen-
tran los elementos que componen la impedancia.
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(Ver LISTADO 1 : PROGRAMA DEL FUNCIONAMIENTO ASINCRONO)

B.2 PROGRAMA 2 : Funcionamiento sincrono en velocidad

especifica

ORGANIZACION DE LOS DATOS

RS . Resistencia del estator en ohms. (R®)

RA : Resistencia del segmento de anillo en ohms (Ra)
RB : Resistencia de cada barra en ohms. (Rb)

CS : Constante de permeancia del estator.

CSR : Constante de permeancia del estator-rotor.

CR : Constante de permeancia del rotor.

LIS : Inductancia de dispersidn total del estator (ra

nura, cabeza y Zig-zag) en H.

LA : Inductancia del segmento de anillo en H, (La)

LB : Inductancia de cada barra en H. (Lb)

F : Frecuencia en Hz.

M : Ndmero de fases del estator.

N : Nimero de fases del rotor.

P : Ndmero de pares de polos del estator.

VOLT : Matriz unidimensional de orden 6 de tensidn en V.
Vi : Armbénico

V2 : Arménico 2.

RR1 : Resistencia del rotor para el armbnico 1 en ohms.



RR2

LVR1

LVR2

LVSR1

LVSR2

LS

CORR

SLIP1

SLIP2

SPEED

TORQUE

AUX1

AUX2

P

F1
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Resistencia del rotor para el arménico 2 en ohms.

Inductancia del rotor para el arménico 1 en H.

Inductancia del rotor para el arménico 2 en H.

Inductancia estator-rotor para el armbénico 1 en
H.

Inductancia estator-rotor para el arménico 2 en
H.

Inductancia del estator en H.

Matriz unidimensional de orden 6 de corriente -
en A.

Matriz bidimensional de orden 6 de impedancia -
en ohms.,

Deslizamiento del armdénico

Deslizamiento del arménico 2.

Velocidad especifica en el que ocurre el funcio
namiento sincrono.

Torque electromagnético en Nt-m.

Matriz unidimensional auxiliar 1 usado dentro de
la subrutina MINV.

Matriz unidimensional auxiliar 2 usado dentro de
rutina MINV.,

Frecuencia angular en rad/seg.
Constante igual a 3.1416.

Constante que resulta de (W ¥ m) /2
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F2 : Constante que resulta de (W x M )/ 2.

\Pkm*n)/z

F3 : Constante que resulta de
n
Fhy : Constante que resulta de % & %
sr
F5 : Constante que resulta de La x L%
sC sr
F6 : Constante que resulta de L% + v,
sf sr
F7 : Constante que resulta de L% - L%
F8 . Constante que resulta de 12 (T3+ Ts)
F9 : Constante que resulta de T4 (Te - TIH )
(ver LISTADO 2 : Programa del funcionamiento sincrono en velo-

cidad especifica)

B.3. PROGRAMA 3 : Funcionamiento sincrono en velocidad

cero.

ORGANIZACION DE LOS DATOS

RS : Resistencia del estator en ohms. (Rs)
RA : Resistencia del segmento de anillo en ohms (Ra)
RB : Resistencia de cada barra en ohms (Rb)

cS : Constante de permeancia del estator.



CSR : Constante de permeancia del estator-rotor.
CR : Constante de permeancia del rotor.
LIS : Inductancia de dispersién total de estator (ra

nura, cabeza vy zig-zag) en H.

LA : Inductancia del segmento de anillo en H. (La)

LB : Inductancia de cada barra en H. (Lb)

F : Frecuencia en Hz.

M : Ndmero de fases del estator.

N : Ndmero de fases del rotor.

P : Ndmero de pares de polos del estator.

VOLT : Matriz unidimensional de orden 6 de tensidn en
V.

Vi : Armdénico

V2 : Armbénico 2.

RR1 : Resistencia del rotor para el arménico 1 en ohms.

RR2 : Resitencia del rotor para el armbénico 2 en ohms.

LVR1 : Inductancia del rotor para el armbnico 1 en H.

LVR2 . Inductancia del rotor para el armbnico 2 en H,

LVSR1 : Inductancia estator-rotor para el armbnico 1 en
H.

LVSR2 : Inductancia estator-rotor para el armbénico 2 en
H.

LS : Inductancia del estator en H.
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CORR : Matriz unidimensional de orden 5 de corriente en
A.

Z : Matriz bidimensional de orden 6 de impedancia en
ohms.

SLIP1 : Deslizamiento del arménico 1.

SLIP2 : Deslizamiento del armdénico 2.

TORQUE : Torque electromagnético en Nt-m,

AUX1 : Matriz unidimensional auxiliar 1 usado dentro -
de la subrutina MINV.

AUX2 : Matriz unidimensional auxiliar 2 usado dentro
de la subrutina MINV,

W : Frecuencia angular en rad/seg.
Pl : Constante igual a 3.1416.
FL : Constante que resulta de (W ™M ) |2

(wx n) 2

F2 : Constante que resulta de
F3 : Constante que resulta de (Px MK n) /2
sr
Flh : Constante que resulta de L# * L%
sr
F&S : Constante que resulta de Vl x Luz
s Lsr
F6 : Constante que resulta de L% N,
s sr
F?7 . Constante que resulta de L% = L%

F8 . Constante que resulta de I2 ( T3+ TS)
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F9 : Constante que resulta de T1( I6 ¢+ I‘*)

(Ver LISTADO 3 : Programa del funcionamiento sincrono en

Velocidad cero)

C. SUBRUTINAS EMPLEADAS

SUBRUTINA MINV

La caracteristica de esta subrutina es que la matriz
que se entrega como dato de entrada se destruye interna -
mente y al final del proceso resulta ser la matriz inver-
tida. EIl método que emplea es el Gauss-Jordan. En cada
etapa se encuentra el elemento mds grande de la matriz en
consideracién, se intercambian filas para colocar el ele-
mento pivot sobre la diagonal, se divide la fila pivot -
por el elemento pivot, se reducen las filas no pivot y -
asi sucesivamente.

La forma general de llamar es:

CALL MINV (X,N,D, AUX1,AUX2)

Donde:

b : Matriz a invertirse al ingresar y al retornar es
la matriz invertida.

N : Orden de la matriz

D : Determinante de la matriz

AUX1 : Matriz unidimensional de orden N, ésta debe de -
clararse en el programa principal como matriz en
tera.

AUX2 : Matriz unidimensional de orden N, ésta debe de-

clararse en el programa principal como matriz en
tera.
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SUBRUTINA FABO

Es una subrutina del tipo REAL FUNCTION. Tiene por fina

lidad calcular el factor de bobinado. El dato de entrada

lo constituye el arménico y responde a la siguiente rela-

cidn.

=
<
1

Sen (V 17:'.) K, Kdu Kcu

es el factor de paso. (KR,Z Sen LVP11/1) )

_ Sen (vq¥/2) /(g Sen(VXIZ)))

P(dp es el factor de dIStFIbUCIOn(Kdu
Y )2\)
KQ es el factor de ranura. (ch‘— sen (WP/2) [P
v
Siendo:
p : paso de bobina
g : ranunaras por polo por fase.

P : ancho de la abertura de ranura en radiantes.

¥ : paso de ranura en radianes.

es decir;

By =

sen(¥47)  Sen(VB)

fgn[\hgj} Sen U)P-g) B

qSeﬁ(V%) V'S‘

Obviamente como se tiene un solo dato de entrada las -

otras constantes estdn como valores numéricos los mismos

que han de modificarse si se desea considerar otro esta-

tor con caracteristicas diferentes al presente.
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5.3.2 Hardware requerido

Se requiere minimamente la capacidad de inver
tir una matriz de orden 6, El sistema de cOomputo que se
utilizdé es la IBM 4341 con sistema operativo VM/CMS y 0S/VSI.
Aunque la solucidn que se presenta se puede adoptar facil
mente a una microcomputadora profesional de 64K de RAM con
acceso a disk drives para disquetes de 200K, teniendo como
ventaja la posibilidad de usar SOFTWARE de dltima generé-
cién como las Hojas Electrénicas de Cadlculo para la elabo
racion de las tablas de arménicos del rotor y estator de
manera mas simp e que uti izando enguajes de programacidn

de alto nivel como el FORTRAN.

5.4 Resultados

Para la mdquina |l los arménicos significativos son
el 1, 11, 13, 5 y 7 respectivamente. Puesto que el rotor
tiene 23 barras, el arménico 23 no existe en este caso Yy
el efecto del arménico 25 es pequeio. De la Tabla 3 se
observa claramente que no existe funcionamiento sincrono
porque ninguno de €llos se encuentran en el mismo grupo
de componentes.

Para la maquina Il1, los arménicos importantes son
e! 1, 11, 23, 5, 25, 7 y 13, NoGtese que dos o mads de es-
tos armdonicos aparecen en el mismo grupo de componentes

« - P - o. En lo que al torque sincrono concierne, los
pares de arménicos importantes son 1-13 y 11-25, ambos pa
res tienen una velocidad sincrona de w/7. Los valores mé

ximos y minimos del torque sincrono en esta velocidad son

98.5 Nt-m y -48.,8 Nt-m respectivamente.

Para la madquina |1, los armbnicos importantes son el

1, 11 y 13, Como quiera que estos arménicos no per-
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tenecen al mismo grupo de componentes d'P , la maquina

Il no presenta funcionamiento sincrono.

La curva torque-velocidad para el arménico fundamen

tal de la mdquina | se muestra en la Fig. 21. Mientras

que en la Fig. 30 se muestra la curva torque-velocidad
total de la méaquina |I. Se puede apreciar que los tor -
ques arménicos de la mdquina | introducen considerable -

distorsién a la componente fundamental de la curva tor -
que-velocidad, también se puede notar una reduccidén nota
ble del torque maximo en la regidén motora. Se puede ver
pequenias depresiones alrededor de las velocidades sincro
nas de los arménicos 11 y 13, Las curvas torque-veloci-
dad debido a los arménicos 5,7,11,13,1-11,1-13,1-5 y 1-7
se muestran en las Fias. 22,23,24,25,26,27,28. y 29.

La Fig. 31 muestra la magnitud de la corriente del esta-
tor de la médquina |I. Esta corriente cae de su valor de

magnetizacién a medida que la velocidad del rotor se -

aproxima a la velocidad sincrona fundamentel. De igual

manera las corrientes arménicas del rotor llegan a ser
cero.en sus velocidades sincronas. En las Figs. 32 y 33
se muestran las corrientes del rotor de la médquina | de

bido a los arménicos fundamental y 13,

Las curvas torque-velocidad de las maquinas || y Il
se muestran en las Figs. 34-45, Las curvas debido a -
los arménicos son similares al de la mdquina |, excepto
que sus magnitudes son mucho menores y por lo tanto sus

efectos también.
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E1l efecto de inclinacidn de las barras del rotor a

un paso de ranura del estator es mas pronunciado en la

méquina | puesto que tiene los torques arménicos asin -
cronos més pronunciados entre las tres maquinas. Los
arménicos 5 y 7 se reducen por el paso de 5/6 en el es

tator. Los arménicos que no son afectados por el paso

del estator, se reducen significativamente por la incli
nacién de las barras como se muestra en la Fig. L6. Los
efectos de inclinacidn en las mdquinas Il y Il se mues

tran en las Figs. 47 y 4B respectivamente.

El efecto de abertura de ranura se toma en cuenta
al asumir un cambio lineal en la FMM sobre la abertura
de ranura en contraste a la suposicién normal de un cam
bio abrupto de la FMM en el medio de la abertura de la
ranura. Se encuentra que el efecto de abertura de ranu
ra es despreciable en la componente fundamental pero -
significativo en los arménicos de alto 6rden. £Esta re

duce las inductancias propias y mutuas de los arménicos,

afectandoindirectamente al fundamental como se muestra

en la Fig. L49.

Como quiera que las corrientes en las barras del -
rotor contienen componentes de alta frecuencia, es de
gran importancia que se considere el efecto skin. La
influencia delefecto skin sobre los torques y corrien -
tes del rotor, especialmente los armdénicos de alto orden,

es mas pronunciado en la regidén de freno. ©En la Fig. 50
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se muestra la curva torque-velocidad considerando el -
efecto skin. En la regién motora, el incremento en el
torque fundamental es anulado por los incrementos de -
los torques arménicos en la direccidén opuesta, resultan

do en una neta disminucidon del torque disponible.



wEED ( P.U.)

-LQO\)
«)e 9D
«)e 7
“)ed)
JedJ
Jel>
Jo. 1)
JedD
Je )
JeDD
Je D)
Je4o
\.)."\)
Je3o
)30
Jo2>
J.Zo
Jel>
Del)
JeU
J.0

Je0)
Jel)
Jel>d
Je2)
Del D
Je3d
Je35
J."'J
Jeld
Jeb)
Je55
J.b)
Qe.ub
0e79
Jde75
Je3d)
Jedd
JeJdJ
Je9>
LeU)

I <6003

Fig.

21,

120 -

SRAFICJ Tl

15.2300

22.8003 30.4011 33.0J14%

Curva torque-velocidad de la miquina

debido al

armonico fundamental

‘05-6)1()

TORQUE (N t-m)



$EED

L.9)
Je9
J. 3
Je 3D
“Jel >
‘Jeol)
~)e0D
Je5)
')ob)
*Je3J
“detd
'Jo‘lf)
<d.3>
-Je3J
=Jel)
'.)02)
"Jolj
-J.1)
-Jo\)5
Jed
Je03
J.1l)
J.15
Je2)
Je20
Je3)
Je 3D
Jedd
Je5)
J.55
Job")
J.O63
Je. 79
Jel>
Jed)
Jedd
Je3)d
1.0)

(P.U.)

- 121 -

“Jdetddy

-J.iZOJ

Fig.

22.

0.00439

JRAFTCD

Jel733 0.3337

Curva torque-velocidad de la m3quina

debido al

arménico 5

Z2

0e.5J030
TORQUE (Nt-m)



ch)

o))
Je 9D
03)

-.3)

(PU.)

T =delal>

122 -

SRAFICI

23

23.

L

0.05243

Jel22) O.1329

Curva torque-velocidad de la mdquina

debido al

arménico 7

0.2530
TORQUE (Nt-m)



JPEED (P.U.)

-le0)
‘\.)09)
=)o 3)
‘)on
-Je3)
=Jel )
“)e ’J
=)eb>
-Jes0)
“Jded
=Jde3d
’)o *).
-Je4)
"'\).3)-
_;)33)
‘\)0&3
-‘.)02)
-Jdel>
=Jel)
-J.05
Jed
Jed>
Jel)
Jeld
J.2)
Je25
Jes)
Je 3D
Je4)
o>
Jeb)
Jed)
Jeo)
\)-05
JoT7)
JaT5
J.3)
Je3D
Jedd
e3>
L.9)

SRAFICT 2+

Tm1l1.2340 =ile2006 -5.2131 J.7J083 beHI23 12.5332 13.6707
TORQUE(Nt-m)

Fig. 24. Curva torque-velocidad de la miquina |
debido al arménico 11



- 124 -

SPEED (P.U.)

'lo JJ
“.)c )5
‘)n i.‘)
-Je3D
-Je3)
'.)07)
‘.)c 7J
=Je9)
=Jeo)
=Je DD
=)o)
“J)etd
=)et)
".)0.53
'Jo3)
')odj
-J).2)
=Jdel>
=J.1)
el
Jo
Jo‘.)';
Jeol)
Jels \
.29
Je20
Je3)
Je3d
Jes)
Jes
Jde3J
Je3D
Jed) 1
Jeo D
Je 1)
Jel5 1
Je3)
Je3d
Jed)
Jedd
L.J) 1

arle.d 2o

——

=Lde+l>+ - 2e9331 -3.201) -).0134 34143 e 952) 104437
TORQUE(Nt-m)

Fig. 25. Curva torque-velocidad de la maquina |
debido al arménico 13.



JPEED (P.U.)

LeQ)
Je 3D
Joe )
Je30
Je3)
el D
Jo7)
Jeo D
JQJJ
Je 2>
). 5-)
et
Jet)
Qij
J.BJ
S P
el
')llj
Jol)
dan
J.0

JedD
Jel)
Jeld
Jel)
de 20D
).3-)
Je3d
Jet)
‘).43
JedV
Je55
Je6)
Jed>
Jde 79
Jo 153
Je 3D
Je35
Jed)
3.95

leu) —

=Jd.Jllo !ti?ﬁJ l@-}UlJ 22432 27e 3343 37.4213 +te 7J75
TORQUE (Nt-m)

Fig. 26. Curva torque-velocidad de la maquina |
debido a los armbénicos 1-11



gPEED ({ P.U)

-1.0)
-).9>
<)o d)
'Jo j’
'Jlj-)
-.J.fi
'J'? )
-)e0?2
'Jt J‘J
=)eH>
'JOSJ
'Jo:t)-
'Ji‘i)
-Je3>
'-)03.)
-0.25
'.JOZJ
'Jllj
'Jo lJ
=) 0>
)2
Jed3
Jel)
Jel>
Je2)
Je25
Je3)
Je 3>
Je&)d
J.45
J.5)
055
0.6
Jebd
Je 7
Jel >
J.30
\).S)‘
Jed) T
Jed3 T
L.0) _—_L—/——_

C=Je0)i2 le+l21 l4.333+ 22.2540 23).6159 37.)3272 44.5134
TORQUE (Nt-m)

RAFIV ) 27

L

Fig. 27. Curva torque-velocidad de la maquina |
debido a los armdnicos 1-13



SPEED

-Llev)
-)ed)
-Jed)
-)e 3D
‘). J)
=)ol
=)o 1)
=)0
'.JaJ)
-)e)
"}o))
=)ot
‘)o"f)
‘Jo}j
'.)03.)
-)e2)
‘)02‘)
~Jdel>
‘)ol)
'Jo).;
Je 0
J.0>
JelJ
Jol>
Je2)
)Jo2>
Je 30
Je3
Jed)
Jed3
Jed)
Jed)
Je0)
Jof)j
Qo7
)el5
Jed )
Jded0
Jt))
Je )
1.0

(P.U.)

=Je.Jliidd

Je233%

Fig.

30.

i%. +t302

Curva torque-velocidad total

na

>

vAFicd 34

.’_-)"I.er';

32.7030

de

tile 2 +0+ 4J.+4921

TORQUE ( Nt-m)

la maqui-



PEED(P.VU.)

edd
)ed D
2)edd
Jedd
2)e39
-)e 1)
'-)ch
'\)oo.)
')055
'.).5\)
'Jo‘f).
*Jet)
-)e30
.).jj
’Joéj
=)ol
=)eld
'.)o‘.)
'-)a)j
Jed

.)a‘)j
Je.l)
Jel>
Jo2)
Jelo
Je3)
Je 3>
Jeo)
JedD
Jed>
Je6)
Jed)d
Je 1)
JeT >
Jde3d)
el
Jed)
Jed)
LeD)

130 -

>AAFL L) 3l

Ze t2J)D

ie L3317

Fig.

31.

Magnitud de
la maquina

L)e.0401L 2343732

la corriente del

jlol.)lf 30e 32945
CORRIENTE( Amp )

estator de



- 132 -

SPEED ( P.U.)
"10\.])

=Je
=Jed)
=).30
"'J.d.)
=)ol
-Jo?.)
-Joai
-Je2)
=Jed5
-J. 5J
=Jetd
=)&)
-v.)a_'})l
-J)ed)
"-Jch
=J)s2)
")olj
-Ja1J
-).O)'
J.eV
0.0 l
Jel) e e——
Jel>
J.2)
Jel 5
Je3)
J.35
Je4)
Detd
Je3)
Jed3
Jeb)
Je6d
). 7D
Je 75
Je 3D
J. 35
Ja3)
Jado
1.0)

{AF LG 33

L
1
1
1
1
1
L
1

[} =

L] L]

JelJdil Jojj)) Jlj{l’ J.J)Ii 1.0421' l-.{?dl loilj’
CORRIENTE (K Amp )

Fig. 33. Corriente del rotor de la maquina |
debido al arménico 13



- ]33_

‘PEED( P.U.)

'lo\))

‘l)o )i

=)o 3)

'\)o 35

*)eis)

'J- 75

'U-?)

')0J5

'JobJ

=Q0e2)

=)o) I

=)o

"J--fJ

'0.35

'i)oj‘)

~JelD

-JDZ’

"'Jolj

-)el)

-)e 0>
)
).0>
Je1J
Jel>
Je 2
JelD
Je 3D
Je35
ded)
J."‘fj
Je5)5
J.6)
D55
Je7)
JolI5
Je8J
De35
Jde 3D
Je95
l.2) L

sRAFLIC) 35+

)ed 123 2e 137 12,1351 13.1965 2+.2579 3)e319% 35.3 305
TORQUE(Nt-m)

Fig. 34. Curva torque-velocidad de la maquina ||
debido al arménico fundamental



SPEED (P.U.) )
st AF L e J 20

’10).‘

-)e I

-J)s 1)
=JedD
-J)e3)
=)o 1>
-).7)
-Jedd
-).2)
-).D>
-Je5)
'..)o“f)
-J)e%)
'Jo}i
=Jde)
-).25
-J.Z)
-Jel>

-Jnl .)
-).05 If
J.J

J-Oj

Jeol)

Jel>

Je2)

Je 2

Je3)

JesD

Je ) 1
oD )
Jde3) 1
JedD 1
)6 1
Jeu>d l
§ e ) 1
.75 L
). 3) 1
Je35 '
Jed)

Jed D

1.C)

"=l Jet+  moetsll —2.3L13 =).2044 2,493 5.0222 T.2350

TORQUE (Nt-m)

Fig. 35. Curva torque-velocidad de la miquina 1|
debido al arménico 11



- 135 =

PEED(P.U.)
JAFT 20 o
cien))
-J)e J0
-)ed)
-Je 30
-)e3)
=)ol >
=Je )
=)o)
-).0)
=)e DD
~Je92)
=)etD
-Je+)
'Jojj
-J).3)
=)ol
-J.2)
-Jelo>
-Je1l)
-))>
J.0
J.O)-
J.1) L
Jeld
Je2)
Je20
J.3)
Je35
J."'J
).4)‘
).5)
Jed>
J.())
Jooj 1
Je.7)
J.l5)
Je3)
Je3)
Je?)
Je dD 1
l.v) L

—tet2¢l -2.3J01 -1.3332 Jell293 Lobqu 5.165i +e¢2333

TORQUE (Nt-m)

Fig: 36. Curva torque-velocidad de la miquina
Il debido al arménico 13



- ]36 -

PEED(P.U.)
yRAFLZ 0 37
Le2) \
e 31
J.J) 1
Jeld
Jes)
Jel)
del)
'».)033
‘Je )
‘JeD)
JotD
'Jo‘t)
'-003)
'3.2;
'J.ZJ
")ol;
'.)QL)
-Jedd
)
Je0UD
Jol)
Jel
Jel)
J.3)
Jo.sd
Jet)
J.35)
J.dd
Jeold
Je 0D
JeT)
Jo75
Jed)
Jedd
Jed)
Jev> 1
led) J_

DISN NN Jed+273 11.3353 L1.32178 23702317 24.7395 33.t 300

TORQUE (Nt-m)

Fig. 37. Curva torque-velocidad total de la maquina
Il



- ]37 -

IPEED( P.U.)

JRAFLL ) 53

%10)
=)o 1)
+)e 7))
'Joj;
+)e 3)
'Jo?j
'Jo?)
ﬂ)oﬁi
')obJ
-J-ji
'th)
Ve ¥+
=det)
‘)03)
')05)
'J-JS
')02)
“Jdel
‘Jol)
=)o
Jed
Yol
Jo1)
Jel>
Je2)
)25
Je 39
o3
Je4)
Je 4D
Je3)
Jed>
Do)
JedD
Je 1)
Je 75
Jo&)
3036
Jed)
)o i)
led) =

JeJ )l 2e23)+ Llell2) Loa7554 22.333) 2T7.32)> 33.5J0390
TORQUE (Nt-m)

Fig. 38. Curva torque-velocidad de la mdquina I1|
debido al arménico fundamental



- ]38-

SPEED (P.U.) :
»XAFI G 39

-le))
=)ed)>
=) )
-Je 3D
-Je3)
‘Jo’j
')o’.)
=)o
".)o))
=)«
=Je2)
_Jo;fj
-Jet)
-Je 3D
-J)e3)
"')od)
-J.Z)
-J.1l>
-J)et)
-J).0) L
).0

J.0»>

Jel)

Jel>

J.2) 1

J.2)

Je 3)

Jde35 \
Je4)

Oo'}s 1
)5 1
P59 5 l
D.0J 1
D05 1
o) 1
.75 L
)edd L
Jedod 1
). 7)

Je 3D

LoD

——

S =2.2133  mre2321 0 =2.243) —).2656 L.7175 307393 5.03%
TORQUE (Nt-m)

Fig. 39. Curva torque-velocidad de la mdquina 111
debido al arménico 11



- ]39 -

SPLED ( P.U.)

- 1e-J)
- leJ)
~.e 1)
-6 )
-1e3)
el
-le7)
- 0
-1e3)
~1e2D
-)eD )
=)o +D
=)o %)
=)e3)
=)e3)
=)o)
=).2)
-J).1>
-Jdei)
-J.U>
J.0
)'\))-
Jeol)
Jel>d
)2
Jde25
).j)
Je3D 1

Jae +J L
JdetD 1
Je5) 1
JeD)D 1
Jeb) 1
)d 1
Jdel) 1
deld 1
Jed)

Je 32

Jed)d

Je JD

1.0) L

r

").5)+5 -Jn‘fljj —J.Z_)Zo ".)-0517 JILL),j Ol3].312 Oo‘/'f)ld

TORQUE(Nt-m)

Fig. 40, Curva torque-velocidad de la maquina 111
debido al arménico 23



- 140 -

SIEED (P.U. )

~.eJ)
=)lev
=)ed)
<)oo
=).3)
-Je ,)
<)o 1)
“)e0)
=)e)
~Jel>
‘Jded)
“Jetd
Jed)
Je i
Je3)
el
). 2)
Jelo
Jel)
JeU)
Jed
Je 0>
Jel)
Je.l>
Jod)
)25
Je3)
Je33
Jet)
Je +3
Jded)
Jebs
'\)03)
.0
J.7)
Je 7>
Jed) .
Je 35
Jed)
Je )
leu)

=Jes212] =Jelid3 -J.J129) Jed

C o =

17 D730 Oclit43 D.215¢
TORQUE ( Nt-m)

Fig. 41. Curva torque-velocidad de la mdquina |
debido al arménico §,



- 1k -

\PEED( P.U. et
: ) AAarlJ +2

(")

clLeyv) 1
'Jo‘)).
-)e 4D
=JedDd
-).3)
=)o
=)o 1)
-J)el
-Je.0) k
-=)es 1
-Jed) 1
"J.'fj
=Jex)
-Je 3D
-J)e3)
=-J.2>
=-J.2)
-J.1l>
-Jol)
-J.0>
Je 0
J.O.i
Jeld
Jeld
Jdel)
J.2>
Jel3)
Jde3d)D
Jded)
Je+)
Je5)
Jed5
Jed)
Jed
JeT)
)79
Je3)
Je3>
Je 3D
JedD
Lew )

Lo el sl e

TORQUE(Nt-m)

Fig. 42. Curva torque-velocidad de la maquina 11|
debido al arménico 25



- 142 -

e U, 2 8 = 3
EED (P.U.) 3 3AFLsd  «3

ieJd)
Je )
Je?)
JedDd
Je 3 )
Je 1)
Jo7)
Je DD
Je o)
JeDod
Jed) 1

et

"Jo'(i) ].

‘Je 30

'1)03-)

’.)-éi

*)el)

-Jdel>d

“Jed)d 1
-).Ud
Jed
J. 0>
Jel)
-).15
)QZJ
0.2>
Je3)
Je35
JetJ
Jead
de D)
Je55
Je5)
Je0 )
JeT7)
el 5
D.&J
3055
Je 7))
Je 35
1.J)

—

-.)o\)-)f* 'J-Jjjj -000372 )-Odl‘f 3005\)) \)QO’GJ 0.13].’_’
TORQUE ( Nt-m)

N L Curva torque-velocidad de la madquina |11
Fig. 43. . 2=
debido al arménico 7



. ]Q3 -

PEED( P.U.)
sANFICU 44
laJ)

Je9> ]
Jed ) f
Je v )
Je83

Je 7

Jel)

‘Jea )

“Jelh)

*Jedd

)ed)

“Jde D

“Je %)

Je 3>

~Je3)

“Jeld

Do)

-Jd.1l>

~Jde i)

=J. 05
Je 0
J«05>
JeolJ
Jeld
Jdeli)
Jel)
Je3)
e3>
Je %)
Je4
Je2)
JedD
Jeb)
Je6
Jel)
Jde 75>
Je 3D
e
Jed) I\
Jded
L.J)

TORQUE ( Nt-m)

Fig. 44, Curva torque-velocidad de |a maquina |1
debido al arménico 13



5'EED(RU.)

LeV)
“Jed)
Jed)
"Je dD
Jeld
cdel)
*Jev )
=)ed)
"..)':5'5
-)ed)
‘)o *I‘)
S I
-J)e 35
-Je.3)
=Je25
-J.2)
=J.1>
-)‘L.)
-J. 00
Je O
JQ\JS
\).L\)
Jel>
J.2)
Jel)>
Je3)
Je3D
Jet)
Je4
e D)
JedD
Jebh)
Jed)
Je7)
Jel )
Je 3
Je 3D
Je7)
Jed>
L1e0)

|

Jed Il

Je2JdD1

Fig.

L5.

1133374

Curva torque-velocidad total

quina

Lsed127

22.0155

275203

de

+ 3

33.024%1
TORQUE ( Nt-m)

la m&-



SPEED ( P.U.)

-leJ)
)90
-J)eJ)
=J)e3D
-Je3)
=de 1)
=)o 7)
~Je0
=)o)
=) DD
~).5)
').:fj
=)o)
'303)
Jed)
‘)025
'JoZ)
el
-J.l)
=0.05
J.'\)
J.0>
Je1lD
).lj
Je2)
Jel)d
Je3)d
J.3>
Jed)
Jeb )
Je >
Jeb>
Jeod
Jeo D
Jel)
del>
Jed)
Je3d
e i)
Jed>
Le))

oo+t

de )._)'fl

Fig.

L6 .

- 145 -

TORQUE(Nt-m)

Curva torque-velocidad de la maquina |
debido al efecto de inclinacidon de las
barras



- 146 -

PEED(P.U.) SRAE LS A

LeU)
e 4
*Je )
"Jed
".)o’“)‘)
-Jel >
-Jo ,J
-Jen>
-Je0)
-J)edd
-Jed)
")c'fj
~Je+)
"..)aj;
-J).3)
-J0.2
-J.2)
-J.l5
-).L)
‘.:) n)j
Je.0
Jed>d

Jel)

Jel>d

Je 20

o2

Je3)

e

N
JetD

Jed)

)JeHD

Je.0)

Jeo>

Jde )

Je 75

Jed)
Jed D

J.9)

Je9o

L.J) -

Yo Jie s 200721 19.134) L>.1954% 2).2501 25.3131 30.37J5
TORQUE (Nt-m)

Fig. 47. Curva torque-velocidad de la maquina ||
debido al efecto de inclinacién de las

barras



S'EED

~.edd
=). 20
=)e 7))
=)o 3>
=).d)
~)el D
"'Jo?)
"JlUj
=Jes6)
"Jo.j)
"J-ﬁ)
“JetD
“Je)
P
“Jeo)
IJ.Z)-
% J.ZJ
*Jald
’Jll. )
':J.'Ji
JeD
J.Jdo
J. 10
J.l>
Je2)
Je25
Je3)
J.35
Jot)
Jetd
Je3)
Ja3>
Ja0Jd
Jeod
JeT)
del>
Je 30
Je 33
o )
Jedd
LeJd)

(P.U.)

- 147 -

>aAriC iy 43

AT

- L]

tesd+3 je37J)0 1493 70 13.7333 23.+¢17730 28.1 7oy

TORQUE (Nt-m)

Fig. 48. Curva torque-velocidad de la maquina ||
debido al efecto de inclinacidén de las
barras



- 148 -

S°EED (P.U.)

3RAFICY 49
=l.0)
<Jed D
“Jed )
“Je 3D
'3.33
Jel)d
')o’.)
')QO)
Jeo)
JedD
Jed)
Je +d
e #)
Je 3D
).3)
'Jel)
')el)
‘Jeld
*Je >
J.0
J.Jo
J. 1)
J.1l>
Je2)
Je2)5
Jeo3)
Je 35
Je )
Jeds
). j)
).55
Jeo)
Jed >
Jo7)
Jel>
Jed)
). 3o
Je 7))
Je 3>
l.J) -

=JeJdlal 30122 2e¢J)30) l3.J019 2+.0373 301135 35.133>

TORQUE (Nt-m))

Fig. 49. Curva torque-velocidad total de la maquina
Il sin considerar el efecto de abertura de
ranura.



-149-

|
!
|

" JRAFI \:J_ ,5,0 e

|
l

|
|
|
l
|
|
|

~r—

Wl w WG

|
|
|
|

occoc o

13

e o0 e ele ®

d
o w4

L
|
|

1
f
|
!

e U

|
|
|
|

(S ()
veududuvoudaduoevo

-

~
1
|
|
|
]

|

cdocuoud

|
\

i
|
|
|
\
\
|
|

L]
-

odb@odo
oul00|00'
‘ﬁcoqu
-
=
-
|
| |
\
|
\
‘ i
|
‘ 1
L
L
| i

~
—

%7}
-

1) l
0522 1 messs
JeldD it
o373 L - R
\)03) l
Do) b e
Jetd 1
JeId -
Jed) 1
—J-e0) 3l - i

.
(O
o\
—

-~

r'.TV-L

dodedo
F

Cr)\. & G
Wil

L

r-OCL

LS 2 A e SR I SRS I S SR By £ SIS G o WA . 2 S S VU

Fig. 50. Curva torqe - velocidad total de la mdquina
Il considerando el efecto Skin.



CONCLUSIONES

Se han hallado las ecuaciones en régimen estable
del funcionamiento asincrono y sincrono de una mj
quina de induccidn eléctrica general de m-n fases
en la que se han incluido los arménicos espacia -
les.

La condicidén hallada en este documento para que
ocurra el funcionamiento sincrono es mas general
que el obtenido utilizando la teorfia de campo gi
ratorio.

A partir de esta condicidon se puede concluir que
todo par de arménicos que pertenecen al mismo gru
po de componentes &-F produce funcionamiento -
sincrono y viceversa.

Se confirma que los arménicos que pertenecen a ca
da grupo de componentes d-p no son independien -
tes. '
La contribucién de mayor importancia de este docu
mento es la formulacidon basada en el enfoque de -
circuitos acoplados, de las ecuaciones que descri
ben el funcionamiento sincrono de una maquina de
induccidén general en la que se incluyen los armé-
nicos espaciales.

Las ecuaciones proporcionan una explicaciodn cuanti
tativa del torque sincrono.

Se describe una simulacién completamente digital
para el andlisis del funcionamiento asincrono y -

sincrono de una maquina de induccidén general de -

m-n fases.
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Se describe una técnica matemdtica con el que resul
ta relativamente f3cil programar para la solucidn -

de ecuaciones complejas,
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ANEXO 1

RELACIONES Y PROPIEDADES DEL

ALGEBRA FASORIAL

8t €= cx+Jb

Entonces, se denomina:

Re(fi) = A
Im (&) = b

c = Re(Z)4j Im(E)

Ecuacidon de Euler:

j .
62 — Cos « +\j Sen
Se puede demostrar que: .
© o -)&
J i @
Cosx = 1L € + ==
2 2
R JO( J e“‘.j«
J Q
Sen« = - = = e
© =7 2 2

Propiedad 1:

Send Senp = %COS(W?) - %Cos(“ﬂa)

)of ' J&-p)
sm(c”) m(e’’). 1Re(e ) _LRe(e

JC4PB)
)

(A1)



Propiedad 2:
Cos« COSIB = _.'l_ Cos (Ol—p‘ 41 _4_ Cos Qo(.;p)
LS 7

Re () Re(e®) _ 1 fe( &™) | 1Re(?P)  (w2)
2

4
2

Propiedad 3:
- J_ Sen (- _i sen (o + 3
Send Cosp = A (et-p) 4 : (+3)

. . s .
Im(e‘)d)Re(er) 4 Im(ex ,13>)+iImQ€JWP)> (A41.3)

—_—

2 2
Propiedad 4:
Sen o - Cos(oz—g)
Jo ;-1
Im (€ ) - Rele ) |
o oI
Tm (e ) - -Re(j e ) (A1.4)

Propiedad 5:

PA
.
Re (e d) - Im (GJQME))
Ke (QM) = Im CJ @JD{ ) (A1.5)



Propieaad 6:

Cos(-x) - Cos «
-J ol Jol
Re(e” ). Ref(e’)

Propiedad 7:

Sen(-o) = - Sen(«)

sl L

Propiedad 8:

R’e(e‘)d) _ Ra(e’®)

Propiedad 9:
. - )
(") = e

)

(A1.6)

(A1.T)

(R1.8)

(A1)



ANEXO 2

CALCULO DE INDUCTANCIAS

C8lculo de inductancia entre 2 fases

Partiendo de la Ley de Ampere

FMM = Ni = N(Y )i

y considerando un bobinado concentrado de paso comple

to se consigue la siguiente distribucidn:

N
+ (_). = _90) +90
FMM = f(y ) = )i pera ¥ ! ]
- (i para Y= <90, 270>
(N : ndmero de vueltas)

Esta funcidn puede ser representada por una serie

Fourier,

FMM = f(Y ) = k] (;)i > % cos (Vpy)sen (V )

y 2

E

Si consideramos un bobinado distribuido

Nefr = (;) Ky

FMM = 4 (ﬁ)i Z Y sen (v L) cos (VPW)
™ 2 y VY 2

Si hacemos K, = K, sen (VY T/2)

FMM =

de

(A2.1)



Si aplicamos esta definicién a una bobina a.

L
s 2 eie

la fuerza magnetomotriz serfa:

v

L N .
FMMa(é) = 1; (73) iy Z cos P V (4 - da)

(Y impar)

KV es el factor de bobinado

11
K = sen (Y —) K K K
)Y 2 le du CU
donde:
I '
K = sen (V P—) Factor de paso
P 2
)
q
sen (V2
Kd = Factor de distribucidn
q sen(V %
sen (V&)
K = Factor de ranura
c B
YV es
2
p : paso de bobina
q : ranuras por polo por fase

P : ancho de la abertura de ranura en radianes

Y : Paso de ranura en radianes



reemplazando:

4 P
sen ( VYV i~) sen (V %)
KV = sen (Vp —TT—) 2 2 sen(v%‘i)
2 Y , P
q sen (V -2-) 5
La densidad de flujo en el entrehierro, debido a la

corriente del bobinado (a) estd dado por el producto

de la FMMa(d) y la permeancia especifica del entrehie

rro F]

u
Ba = ?1 FMM_ (8) donde f = gty
a 1 &)
(00 KV
B = L] @Egi Zl 9 —2 cos VP (8 -6)
a a 1 a
T 2 V=1 Y,

si A ba €5 el flujo producido por el bobinado (a) vy

concatenado con el bobinado (b) para P pares de po -

los.
&H
P K
N v
4 b b
xba = Ba(d) k;_ (?r) %; o cos V) P(d-éb)
o ~ .l
Ny (8)
(rle — dé)
P
21T K
Ty Na Vs - 4 Np
)\ba ..J = (T) |azu:ﬁ = cos V P (& éa)ﬁ. (2)
o
Kub 1
g; 5— cos Vﬂd-éb)(rle; dé)
A= eyt f ey e b} Cos vP($- ) (svP(0-q1dc
ba TT m o2 2 y? g



NQ Nb

Y ' rle Kig Ky, 217 (41 CosuP (g,
Mo 25 T s "o 5 (g (o %)
| Na N, - Mbku
A =M e U LY b Cos VP (Q-4)
ba 9, T p* == @ (a.2.3)

La inductancia mutua Lba est3 dada por:

Xba

'_
!

ba i
a
Lpg = o e 8 N S [ o P cosupi 4 (A.2.4)
- W
Por reciprocidad, el valor de L est3a también dado por

ab

la misma expresidn.

La expresién general (A.2.4) para la inductancia mutua
se puede usar para detener las inductancias propias vy

mutuas de los bobinados de una miaquina.

La inductancia de una maquina de induccién de m fases,
rotor cilindrico con P pares de polos y variaciones de

permeancia despreciable son las siguientes:

1.1 Inductancia propia de una fase del estator debido

al flujo en el entrehierro

éa = éb
Na = Nb = N
Kv =Kv =KV



S

Lm :MO‘:-I—E.._L.{(-%})Z(

4 % mw V- 4 (A.2.5)
donde;
C entrehierro efectivo
le = longitud efectiva
N = N® de vueltas totales por fase
YV = impar
Para obtener la inductancia propia total L? , a L;

1

se le debe adicionar las inductancias de dispersidn.

+ inductancias de dispersidn

1.2 Inductancia mutua entre 2 fases del estator

_ 2T
DPK¢Q“ ¢Uj: \)P(\ D) H‘I‘_Y'\_-

S N &L z‘I
Lm. = Mo r_}.e. ,q_. (— Z ( ) COS[VPU Rt 1
L 9 ™ P o
( impar = 2)3’ b m
Para obtener la inductancia mutua total Li a
Y
L se le debe adicionar la inductancia mutua

m,
i
de dispersién de ranura

(A2.6)



2,

s . . .
L., = Lm + dispersidon de ranura mutua

i =2, 3 ... (Y impar)

Inductancias de los circuitos del rotor jaula de ardi-

11a
Debido a que los circuitos rotéricos son bobinas de
una sola vuelta estos son ricos en armdénicos. Consi -

derar, para tomar el caso mds popular, un devanado ro
térico jaula de ardilla con n barras rotéricas unifor
memente espaciadas y donde cada circuito rotdérico es-
td constituida por dos barras sucesivas y los dos seg
mentos de anillo que las unen. Se debe notar que el
nimero de barras por par de polos no tiene que ser un

ndmero entero.

La distribucidén de fuerza magnetomotriz establecida
por una corriente del circuito rotérico y un entrehie

rro uniforme es:

A




La densidad de flujo resultante en el entrehierro B

se puede expresar en funcion de la fuerza magneto -

motriz
u
o
B = — FMM
Ie
9. ¢ longitud efectiva del entrehierro.

Usando la definicidn de inductancia como el flujo por
unidad de corriente, la inductancia mutua debido al
flujo del entrehierro entre dos circuitos rotdéricos.

L es:
loop

lo

FMM

w

L
loop

Ll

c
(o]
—~
—_—
~
N

L

loop g n e n

Lioop = Yo — 5 (A2.7)

(Inductancia mutua)



r : radio medijo

le: longitud efectiva del rotor

La inductancia propia de un circuito debido al flujo

en el entrehierro se puede demostrar que es (n-1)ljo

B = —2  FMM

9e

o n-1
B = — ( )i

g n

e
A=1pB . A

Y n-1 21T
A= 2 ( )i x ]e X r x —

9, n n
A ]
- = u x = 20 c x (n=1)
i © g 2

e n

A ;
T Lloop (n-1)

Alternativamente, se puede usar la expresidon general
A2.4 para evaluar las inductancias propia y mutua de

los circuitos rotéricos debido al flujo en el entre-

hierro.
_ 2 1T
Kua Kvb = sen” (PP —)
n
Na = Nb = 1
6 -6, =0



Inductancia propia;

r
(n=1) L, = u e 4 1Y 1 pa?2 (up Ty (A®)
oop o 2 v n

Inductancia mutua:

z v
Kl}zK - SQY\(UP?\—)

o Vo
Ng = Npz 2
- = ZL15.4)
a b~ N
= % ' 1y 2N (P.'Z.g)
L= to e B4 7 4 Sen (VPR Cos VP(j- 20
- R 2
P 96 L Pz V-4 y
(J-»\) 27 . a,nﬂulo entre los ejes de 2 cirwifos
" rotoricos.
Se puede mostrar que los valores de L]oop calculados

por las expresiones ( A2T ) y ( A2.9 ) son idénticos.

L

Para obtener la inductancia propia total de un circui
to se debe adicionar la inductancia de dispersidon en
los segmentos de los anillos conectores, su inductan-

cia propia (n=1) Llooo es decir:

-
L1 = 8.( Ly ¢ Le ) v (n-1) L(ooP

v (A2.10)
Lz = “Lb - Lbop

v X

L( = - L\OOP F“n L 31“, """



Lb : inductancia de dispersidon de ranura
Le i inductancia de dispersién de los segmentos
de anillos conectores.

Inductancia mutua entre un circuito rotérico y una

fase estatdrica

Usando la expresidon general (A2.4), se puede obtener

la inductancia mutua entre la i-ésima fase estatérica

y el j-ésimo circuito rotérico.

Kl)& - KU
1l
Ky, = Sen (VP IL)
N, = 1
. ! 1 )
o. . (-2l ,G4-0P 2
yP(<,- 4\,)’- V(Pe o TV L
]jr- Mo ‘lh e N ﬁ*_’ Sen(V eI ) Cos V{ P8, -Li-nz_“\_f*g-up%r) (A2.41)
‘J- 9@ T ?7. P Dl n m

Inductancias Equivalentes Bifasicas

La inductancia del estator a 2 fases es:

ol RS 5 S 2TY
LLJ = 14_?.L2 C’Dsw"rﬁ)+
Reemplazando para los L? (i = 1,2,...) se obtiene:
RS 2 Ky, &
. M gotle 4 /N v
Ll} = Ldispersio'n Al 2 Mo “9_6' ‘FT‘ (p ) % (_J )

.~

Si definimos la inductancia magnetizante Jdel estator



m P P
LU para el arménico Y-ésimo, como;

qu_— m o fle X (Ef' Q‘f_yf‘ (p2.43)
2 CJe o P V]
ARS
L b se puede escribir como:
@S T A2.49)
-.5Fer5ton v
(l) = Km ¢t )

{

Se asume que la inductancia de dispersién de ranura

mutua estd combinada con la inductancia de dispersidn
L,. . -

dispersion

La inductancia rotdrica a 2 ejes es:

W’ v 5
21, Cos (P 2H s «
LD 3 Li* 2 ( n ) +

Reemplazando para los L; con J = 1,2,3,...

SentWPD)
ff"r_ 2(Le + 2Ly Sen"WPIL)) & %Moﬂe Ay YAl (nato)
h ¥
! J

- AT
(y= K% +))

Sustituyendo L™ de la ecuacién (A243) se tiene:

v
n
n Sen” WPy) L‘“ v (A2.AC)

7
m Ku N* K (K%‘*U)

X BT 2
Lf-_ 2(Le + 2Ly SN WPI)) 4
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LU también se puede expresar como:
i
dpr 0 Sen” (VP R) 1 "
L, = ( L, + L, )
b = 2 2 y
m K, N

Efectos de inclinacidén de las barras

El efecto debido a la inclinacidn de las barras rotd-
ricas se puede tener en cuenta al multiplicar la in -
ductancia mutua en la ec.(H?J4) por el factor de in -

clinacidn
K. - Sen (VP ) (A2.17)

T

¢
UP?

ol : angulo de inclinacién en radianes

Efecto SKIN

El efecto SKIN en los bobinados estatéricos general-

mente se desprecian, pero para las barras rotéricas la

resistencia e inductancia ac, son calculados como si-

gue:
d Sen (atd)
R, = od Senh (2] + Sen { Ry (A1)
Cosh (2ad) - Cos(2xd)
d) - Sen (2xd)
LQC _ X d Senh (k) en C ch, (P\l,’tq’)

274 Cosh (2ad) - Cos (2 dh)

d: profundidad del conductor

f: frecuencia de la corriente rotérica

o: N TOL Mo 0

J: conductividad de las barras rotéricas.



Como el efecto SKIN es apreciable

seccion del

conductor que estd en

presenta solamente la resistencia

la barra del

rotor que estd en

la

dnicamente en
la ranura R
’ dc

de esa porcidn

ranura.

la

re

de





