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ABSTRACT

ere we study the dynamics of rotation of Newtonian fluid ellipsoids, specifically its stability proper-
We use this approach to model star condensation from an original homogeneous gas cloud, in order
and the Sun’s evolution from a primitive gas nebula to became a hot star.

inally we apply our results to a more realistic pre-solar model, considering the nebula formed by

] covering the nucleus.
Ihe results are very interesting and match very well with the present knowledge about the formation
ur solar system. This suggest that, with further work, this model could be used to improve our

standing of planetary—star formation processes.
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icipales simbolos usados

Segmento Orientado:Vector posicién

Vector Coordenadas del punto P(z1,z2, z3).

Longitud del vector posicién o coordenadas

Velocidad del fluido en el punto x.

Momentos de distribucién de la densidad de 2%°orden.
Momentos de distribucién de la presion de orden cero.
Constante de gravitacion.

El potencial gravitatorio Newtoniano.

Elemento de la matriz potencial gravitacional Newtoniano.
Elemento de la matriz de la energia potencial gravitatoria.
Semiejes del elipsoide.

Excentricidad del elipsoide.

Excentricidad de la inestabilidad.

Funcién de Onda.

La primera variacién de la integral J (cambio de Euler).
Masa del Fluido Elipsoidal.

Constante relacionada con la Resistencia del vértice del fluido.
Conductividad térmica del fluido.

Sistema de referencia no inercial (en rotacién con el fluido).

Semiejes de la frontera del elipsoide.
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[ntroduccién

as al vasto trabajo realizado por fisicos y astrénomos, durante las iltimas décadas hemos aprendido

stante sobre los cuerpos celestes que denominamos estrellas. Conocemos por ejemplo sus mecanismos
e generacién y emisién de energia (i.e. radiacidn), su composicion quimica, sus propiedades dindmicas
interaccién con otros cuerpos celestes, v algunas caracteristicas de su proceso de evolucién. Una de
propiedades dindmicas mas importantes de este proceso es justamente su rotacién intrinseca. Al
o surgen preguntas interesantes sobre la posible relacién entre la velocidad angular de rotacién
]n estabilidad de la estrella, o sobre cuédl es el papel que juega la viscosidad para mantener el equi-
brio dindmico. Muchas de las propiedades de las estrellas pueden explicarse usando la teoria de la
abilidad de fluidos elipsoidales en rotacidn, esta teoria fue desarrollada principalmente por Maclau-
i Jacobi, Dirichlet, Poincaré y Darwin. Aqui usaremos el método desarrollado por Maclaurin [1], que
,: aplica a hipéteticos y ficticios fluidos elipsoidales homogeneos rotantes llamados Esferoides de Maclau-
rin que mantienen su forma a pesar de su movimiento y conservando su eje de rotacién. El objetivo de
2 tesis es analizar algunos detalles de la formacién de una estrella y su estabilidad modelandola la nube
a que la origino como un Esferoide de Maclaurin con 2 semiejes iguales (debido a lo cual su forma

seométrica adquiere simetria axial por esta razén es comunmente denominado Estrella axisimétrica).

modelo més real de una estrella. Ademds también aplicaremos la teoria de los Esferoides de Maclaurin
a un breve estudio sobre la formacién del Sistema Solar. Esta tesis se ha dividido en 3 capitulos; hemos
dejado para los respectivos apéndices las demostraciones de algunos resultados, importantes pero algo
complicados para ser verificados durante el desarrollo del capitulo. A continuacion ofrecemos un breve
esumen de cada capitulo.

En el capitulo 1, considerando las definiciones de momentos de distribucion de magnitudes fisicas
‘en un fluido y usando sistemas de referencia no inercial deducimos las ecuaciones que relacionan. los
fmﬂment.os de distribucién (ecuaciones viriales) para el caso de un fluido de densidad constante elipsoidal
3 sin viscosidad de forma arbitraria aislada.
~ En el capitulo 2, usando la ecuacién virial de 29° orden y la teoria del potencial gravitatorio hallamos
1a relacion que existe entre la velocidad angular y el grado de achatamiento de un fluido elipsoidal en
- rotacion que mantiene el fluido en equilibrio dindmico.

'_ En el capitulo 3 analizaremos el colapso del fluido elipsoidal en rotacién mediante la resolucion
“numérica del sistema de ecuaciones (diferenciales ordinarias) de evolucién de sus semiejes.

Existen varias propiedades de la nebulosa proto-estelar que no estamos considerando en este trabajo
- pues hacen sumante complicado el estudio de la dindmica del fluido en estudio. Por ejemplo, no consi-
“deramos en detalle el andlisis de las ondas eldsticas que habria en el fluido perturbado. A este respecto
 daremos mas informacién al final del apéndice del capitulo 3.
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ntroduccion

mos estudiar la dindmica de un fluido, en rotacién (si es un fluido elipsoidal con dos semiejes iguales
fluido axisimétrico por la simetria axial que presenta debido a su rotacion). Para esto necesita-

omar en cuenta las distribuciones espaciales de las magnitudes fisicas relevantes que describen un

e intervienen las coordenadas v las distribuciones espaciales de las magnitudes fisicas. En este trabajo
s momentos de distribucion de orden cero, de 1™ orden y de 2%° orden. La ecuacién que relaciona
nomentos de distribucion de 1°7 (respectivamente 2%°) orden recibe el nombre de Ecuacién Virial
" (respectivamente 2%°) orden. En el presente capitulo usaremos la Ecuacién Virial de 29° orden
erando un sistema de referencia no inercial que rota con velocidad angular constante con respecto
 sistemna de referencia inercial, ambos sistemas de referencia tienen un eje comin y donde el fluido
ario con el sistema de referencia no inercial. Dejamos para los apéndices las demostraciones de

aciones més complicadas.

Definiciones Basicas

a definir los Momentos de distribucién de densidad de varias ordenes consideremos un fluido que ocupa
 region R arbitraria y estd limitado por una superficie S:un elemento diferencial de volumen dV estd
ado en el punto P(z,,z2,%3), es decir le corresponde el vector posicidn Z = T1€] + Z2€3 + T3€3 (ver
.

: A X3
P(zy, Z2,73)
R

X]_ X’Z

Fig. 1.1.

En general la densidad p, la presién p y la velocidad @ de un diferencial de volumen dV son funciones

coordenadas espaciales (z;, T2, 73) ¥ de la coordenada tiempo?, es decir

p=p(x.t), (1.1)



b= p(x, t) » (1-2)

i=ii(xt), (1.3)

orden cero
M=LpdV, (1.4)
M es la masa del fluido
, 1¢" orden
I,-E[p:c,-dV ; (1.5)
R
orden
I E[ pziz;dV , (1.6)
R
de 3°" orden
Iijkszxizjsz. (1.7

~donde i, j, k=1, 2, 3.
De manera semejante definimos los momentos de distribucién de la presion:

» de orden cero

m= [ pdV | (1.8)
R
» de 1°7 orden
II; E/p:n,-d.V , (1.9)
: 3 b
de 2% orden
: ijprinW, (1.10)
. “de 3°" orden
] ILje = Lpz,- zjzpdV (1.11)

Definiremos ahora el momento de distribucién de la Energia Cinética de orden cero. Notemos que la
gia cinética del sistema de la fig. 1.1, es

Télfpuzeﬂ/, (1.12)
2 R

s serdn titiles tambien las siguientes definiciones relacionadas con la energia cinética. La primera es el

-l ento de' la matriz de energ'l'a cinética

1
T = §LﬂmujdV, (1.13)



ientes definiciones que no tienen nombre especial

1
Tije = -é-/.pu,-uj:cde, (1.14)
R
1
Tije = E/pmuja:k:cng. (1.15)
R

definamos los momentos de distribucion del potencial gravitatorio. El potencial gravitatorio

iano del fluido representado en la fig. 1.1, estd dado por

B(x,t) = G/R XY gy (1.16)

|7 - 7|

s que segiin esta la definicién ((x, 1) es el negativo del potencial gravitatorio usual. Asociado

lumen de la fig. 1.1, se tiene la energia potencial gravitatoria
1
Bp=—3 f p(x,1) B(x, 1) dV (1.17)
R

tado es semejante al caso electromagnético donde se calcula la energia potencial electrostitica

m cuerpo cargado. También usaremos las siguientes definiciones:

) Elemento de la matriz del potencial Newtoniano gravitatorio

Bij(x, 1) = Gfﬂ (2~ 2)@; — 25)pt) (1.18)

|Z — 2|3

' Elemento de la matriz de la energia potencial gravitatoria

Epi; = —% /R p(x,t) Bij(x,t) dV, (1.19)

amos de la definicién que las matrices las matrices {IL;;}, {Yi;} {3i;} v {Epi;} son simétricas.

Ecuacién virial de 2% orden del fluido ‘rigido’ para un Sistema de Refe-

rencia no Inercial

:ideremos el fluido R de la fig. 1.2,el cual se encuentra aislado y rota solidario (como un cuerpo
sido de densidad constante p,) con el sistema de referencia no inercial X; X3 X3 con respecto a un
a de referencia inercial XY Z (ver fig. 1.2) con velocidad angular constante w, coincidente con
% ejes X3 v Z, manteniendo los sistemas de ejes un origen comiin. Representaremos la base de vectores
ios ligados a los sistemas de ejes X1 X2 X3 y XY Z por los conjuntos {€3, €3, €3} v {éz, €3, €2}
ectivamente. Por otra parte asumimos que no hay viscosidad ni tensién superficial. La condicién
'_,: contorno para la presion es

: p(x,t) =0, (1.20)
pertenece a la superficie S del fluido (por ser S superficie libre). Si representemos por wy, wsz, ws las

0 mponentes de la velocidad angular en la base ligada al sistema no inercial, es obvio que ws = w, = w,

'. el resto de las componentes son nulas (ver fig. 1.2) por lo tanto @ = w,€3 = w,€s.



Fig. 1.2.

dm del finido, nsando un Sistema de referencia

. o
Lo =l PR bup T Lt ] = EAN S Dris IRt

ante respecto 2 un Sistema de referencia inercial XY Z y cuyo eje de rotacién pasa por el origen
Para esto usaremos la ecuacién de Euler
du = S Lo i Bk y a2 |
p—(ﬁ-—-—Vp-l-pV,B—prxu—i— 3Vlwxz} , (1.21)
rida & un Sistema de referencia no inercial X X» X3, (la demostracién de la ecuacién mencionada
2 en el apéndice de este capitulo en la pag. 8). Es necesario mencionar que,para que tenga sentido

vada total de la ecuacién (1.21) y en todas las ecuaciones donde interviene % asumimos que la
ria C es seguida por el elemento diferencial de masa. Pero el caso que estamos analizando es

el donde el fuido rota como si fuera un cuerpo rigido por lo tanto

T=0, (1.22)
a esta condicién de hipdtesis a este Huido se le dice fluido ‘rigido’. Se reconoce que este cuerpo es
, pero sabemos que algunocs cascs de sistemas mecdnicos que se comportan de manera aproximada
‘rigido’. Por ejemplo si se tiene un liquido en un recipiente cilindrico que rota con velocidad
constante sometido a la fuerza gravedad constante, el liquido se moveré de tal modo que la
ie que lo limita con el aire es un paraboloide de dimensiones definidas, es decir el fluido se comporta
) un cuerpo ‘rigido’. Usando la relacién (1.22) en (1.21), con p = p, se obtiene

—6p+p°6'ﬁ+%\‘7 |G xZ2=0, (1.23)
do esta ec. vectorial en componentes tenemos

dp 63+p°6!tﬁxf|2_

—5;; + Oo —3-2:_, 5 5z 0. (1.24)



ISiiiltiplicamos por z; a la ecuacién anterior

dp ap p06|mx:r\2
zja +zJpDa +z; 5 oz, =0, (1.25)
[liEg0 integramos sobre la regién que ocupa el fluido obtenemos
ap ap 1 d|wxZ?
e e dVehsn g, el L 1.2
8z,dv+[xjp°8£¢dv+2_/,zzj Oz V=0 (1.26)
dice de este capitulo (ver pag. 11, 12y 14 respectivamente) demostraremos que son vilidas
jentes relaciones
dp
j riadV = ~BTl, (1.27)
ap
4V = Ep;; 1.2
/};powjazidv Pij » ( 8)
/ ’;’B—U-”a;—mlw = wflij — wiwsls; (1.29)

0, €s la densidad constante del fluido. Si reemplazamos las ecuaciones (1.27), (1.28), (1.29) en la
n (1.26) obtendremos

5{jH + Ep"J + mgf,-j - 11.‘,‘111013:,: =0. (130)

i6n se llama Ecuacién Virial de 24° orden para el caso de un fluido ‘rigido’ que rota junto con

de referencia no inercial, con el eje X3 que coincide con el eje Z y donde ambos sistemas de

ia tienen el origen comiin.



ICE DEL CAPITULO I

-

de Euler para un Sistema de Referencia No Inercial

erminar determinar la ecuacién de Euler para un sistema no inercial X; X, X3 que rota con
i angular constante respecto a un sistema de referencia no inercial XY Z con eje de rotacién que
origen comin (ver fig. 1.4). Para esto debemos previamente determinar una expresién para la
fig. 1.3) que actuan sobre un diferencial de masa debido a las diferencias de presidn. Para
i0 consideremos una pequefia masa Am de volumen pequeiio AV = Az, Az,Az; perteneciente

X3/

X, /N X

Fig. 1.3.

obtener con mayor facilidad (sin perder ia generalidad) ia fuerza debido a la diferencia de presién

os las fuerzas que actuan en las superficies perpendiculares al eje X, que limitan al volumen
superficies pequefias son S1z ¥ Soz, de areas A4, donde actuan las presiones p y p + Ap

ente (ver fig. 1.4). Entonces, sobre la masa Am actuan 2 fuerzas pequerias

AF, = pAA, (1.31)

AFy = (p+Ap)Ad, (1.32)

 fuerza resultante en la direccidn del eje X, es AFT™ = AF, —AFy;, quesegin, (1.31),y(1.32) se

AFT™ = —ApAA . (1.33)

A = Azy Az (ver fig. 1.4), y al reemplazar en (1.33) resulta
AF]_pre = -—ApA.’L'z AI3 y (134)

multiplicar y dividir por Az, en el 29° miembro se encuentra



AFF = -A‘A—i AV . (1.35)

‘emejante se obtiene ‘

/
e = LAV 1.3

AF} R (1.36)

efiiil Ap
AFf® = -~ AV, (1.37)

~ 3 Ap

Frre = N —Z AV & :
A }z_“{ a2 Ave (1.38)
limites A — 0 nos resulta

dFPe = —(dV)Vp , (1.39)

3 expresion que buscamos. Para describir el movimiento de una particula de masa m sometido
a resultante f', con velocidad U en un sistema no inercial X; X7 X3 el cual que rota con
angular constante respecto a un sistema de referencia no inercial XY Z v cuyo eje de rotacién
el origen tenemos
di = = s rpdls, 26850 1,45
mE=f—2mwxu—mwx(wxz), (1.40)
otros queremos analizar el movimiento del elemento de masa dm del fluido, que tiene vector
'_ Z = 1,6] + 7263 + 363 y velocidad 4 (ver fig. 1.4), luego usamos la ecuacién (1.40) pero

0 los cambios de dm por m, df por f, es decir

_di - L
am — =df—- Qdm'!_l_ﬁx T — l_m:‘_‘nx<nnxx)_ (141)

dt *

2

Fig. 1.4.

a que actua sobre dm son la fuerza gravitatoria (dF?7%?) v la fuerza originada por la presién (dF7™¢), por

df = dF7™ + dFF™e | (1.42)



fuerza gravitatoria viene determinada por la energia potencial gravitatoria dEp, del elemento de masa

1 mediante dForev — -6(dE,,) siendo dE, = —(dm) 3, luego
L}

dF9™ = (dm) V3 . (1.43)
eemplazando (1.39) y (1.43) en (1.42) se obtiene
df = (dm) Vg — (avV)Vp, (1.44)

as relaciones (1.41) y (1.44), v considerando dm = pdV

dii - =
p(dV) = = p(dV)Vf — (dV)Vp— 2p(dV)@ x i — p(dV) @ x (@ x F) , (1.45)
e al simplificar se obtiene
p%:pﬁﬁ—ﬁp— 2pW X 1 — pw x (WX T) (1.46)
L e es la ecuacién de Euler para un sistema no inercial. Antes de aplicarla en nuestro trabajo haremos
Ins ligera transformacion usando la identidad:

— — —_ 1 — -2

(wxa:)xw=§vlwx:c| ) (1.47)
ra demostrarlo desarrollamos separadamente cada miembro de (1.47) y efectuando operaciones obten-

;. emos

1 — 1 =
§V I wWXT |2= EV[ (‘UJ2$3 - Iz‘lﬂ3)2 * (w;;zl 0 7 I3‘w1)2 + (?1]1272 — Ilw2)2] » (148)

calculando las derivadas parciales encontramos

v | % x 7 |*= [(wsz; — T3un Jws — (w122 — Tyw2)ws) €
+ [(w122 — Tyw)wy + (wazs — Tows)ws) &

+ [(wazs — zows)wy — (w3z1 — 3wy )wy| €3 . (1.49)
_ desarrollar el producto vectorial

WX T = (waT3 — Tows)€] + (wsz1 — zaw )3 + (w1T2 — T1wr)és , (1.50)
. efectuar operaciones obtenemos

(W x F) x ¥ = [(waz3 — zow3)€] + (wsz1 — T1w3)E + (w12 — T1ws)ER] X 17 . (1.51)
l e las ecuaciones (1.49) y (1.51) tenemos

' (uvxi)xﬁzéﬁmxf]z : (1.52)
:_ eemplazando ahora la ec. (1.52) en (1.46) resulta finalmente

—

por = —Vp+pVi-2paxa+ 2V | @x [ . (1.53)

10



nl.1l

que ocupa una regién R con la densidad constante en el tiempo p = p(x), pero con presién
:_-‘- nde x = (z, z2, z3) son las coordenadas de un punto P del espacio. Sea S la superficie

la a R. Si la presion es cero en la superficie entonces

op
i——dV = —diT .
L T; B:r:,-dv G
Para deducir esta relacién usaremos la relacién (ver ref. [8])

oF,
u
R 3:1:,-

dv = f F;ndS (1.54)
S

es una funcién escalar diferenciable que es la componente j-ésima de una funcién vectorial F
'eomponente i-ésima de un vector unitario 7i externa perpendicular a la superficie cerrada S
_ la region R. La ecuacion (1.54),usa para demostrar el Teorema de la Divergencia. Haciendo
, ) Z considerando la ecuacién (1.54)

d(z; p) /' .
— 2 gV = : idS 1.55
e B TP (1.55)

0 para puntos de la superficie S, desarollando las derivadas parciales v tomando en cuenta

i; se obtiene

P / :
./;qm_,axidV.-_ dij deV, (1.56)

e por definicién de momento de la presién de orden nulo II = | rPdV la tltima ecuacidén se

te en

/‘Tm‘ 3pdV=—5,3H

JR szi K
7(3

N
—
(S]]
=1

S

—_
M

X X

Fig. 1.5.

11



[Proposicion 1.2

ido que ocupa una regién R y tiene densidad constante en el tiempo p = p(x), ademds se en-

itada por la superficie S. Entonces el elemento de la matriz de la energia potencial gravitatoria

potencial gravitatorio Newtoniano (3 satisfacen la relacion

o
Epi; = /H plx)zsp V..

Wésstracion. Derivando parcialmente la definicion de potencial Newtoniano

ﬁ(x,t)ch XD gy

-2
[@i respecto a z; tenemos ,
o & i
— 9p(x, 1) p(x')
or; _GfR(“’f ~ P

[iltiplicando por p(x)z; e integrando sobre la misma region R se tiene

/R i ‘aﬁa:,t}w / Ith z, ﬂp(xw3 V' av

[PéiGtra parte de las definiciones de f3;; y Ep;;

Bij x)=G /

1
Epij =3 fﬂ p(x) Bi; dV

[se tiene ,
; = 2)(z; — 7 )p(x’
Bpis =5 f p(x) f a2 200 50 pyray
|7 —2|?
En un poco de dlgebra obtenemos
Epu__-f av ol G/ a2y 2 =) 5o 2 =) )
Z-ap
[Par lo tanto
e = o a2
2Jr  Jr 2- 23

i [ ” ] T =) o) o)
2/ Jr ERET

E_hora consideremos el Teorema de Fubini, asi

[ [ ar2les= 2 _ [ gy [ g 2)0X)olx)
R R

|2 -2/ lr /|3

12

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)



.ldu:ién (1.67) en la ecuacién (1.66) resulta

_ _ G I-(% — ;) p(x")p(x)
Epy = /dV/ |Z -

7P
e il — 25)p(x)p(x)
2LJV/;JV T . (1.68)
L zi(z; — z;)p(x') p(x)
Epu G/-[ 7o z’fs dv'dv (1.69)

do esta relacién en la ecuacion (1.61) hemos demostrado finalmente la relacion

ap
B = [ o)z, 5o V. (1.70)

13



_que ocupa una regién R limitada por una superficie S que rota solidario con el sistema de
inercial X; X»X3 como un cuerpo rigido de densidad p = p(x) ¥ cuyo eje tiene una direccién
fig. 1.6) entonces

3

dluxZ|?
1:(p)2)——————dV = w i —w; > wil .
¢/;2 J( /2) Jr: 7 i ; ki
R
X2
-
= (w3yzy — Taw Jwy — (wiTz — Tywn)ws (1.71)
ltiplicando esta ecuacion por z;p e integrando obtenemos
AR ) A
; jsz———--_-—-——dV =[ z;p (wazy — Tawy )ws — (W1T2 — Tywg)ws |4V (1.72)
R 621 ’

ido operaciones en el 2%° miembro de esta igualdad y usando la definicién de I:; se obtiene

1 WX ZT|
"/ IJ,O""'L""—'—dV fgl('l.b'3 +w2) ?1:111.'31_;,‘3 —wy Ll..'zsz ’ (173)
2 R 831

) algunos artificios algebraicos en el 2%° miembro

1 dlwxz|? 2
—/ zjp——Fr—dV = Iy (wi + +w3) —wy I 1 — wiwaljz — wiwelsa (1.74)
le resulta
" 9| Fx 2 2
/Ij(P/Q)TG’V =w211,- — Zwkfjk . (1.75)
R 1 pard
a semejante se prueba que
f:.:(p/ )MW w?lp; —w wa (1.76)
2 322 25 2“_1 el .
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9w xE|? 2
/I;zj(p/2)|T1| dV = w?l3; — 1:;3211}k1jk s (1.77)
h k=1

eon todo llegamos a la relacion
8| x T |2 =
/ z;(p/2)————dV = w?l;; — 'u,',-z:u,'k[jk . (1.78)
R O k=1
Reemplazando w, = wy = wp = w; = 0, wg = wy, = W, p(x) = po, en la ecuacién (1.78) se tiene
iinalmente la ecuacion (1.29). La relacién (1.78), que es més general, serd titil para futuros calculos para

posteriores investigaciones.
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2 Les Esferoides de Maclaurin

21 Introduccion.
2.2 Breve Teoria del Potencial Gravitatorio.

2.3 Condiciéon de Maclaurin para el equilibrio.
2.4 Aplicaciones de la condicién de Maclaurin.
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ntroduccion

apitulo anterior hemos encontrados la Ecuacion Viral de 2%° orden para el caso de un fluido que
mo un cuerpo rigido solidariamente con el sistema de referencia no inercial X, X5 X3 ambos giran
specto 2 un sistema de referencia inercial XY Z y ademds ambos sistemas de ejes tienen origen
donde tanto el eje X3 como el vector velocidad angular @ coinciden con el eje Z. Aplicaremos
uacion 2 fluidos elipsoidales de densidad constante, con 2 semiejes iguales, (llamado esferoides de
in), que rotan con velocidad angular constante alrededor del semieje menor y cuyos ejes siempre
den con los ejes del sistema de referencia no inercial. Considerando a los elipsoides oblatos, que son
des con 2 semiejes iguales y mayores que el tercero,y prolatos, que son elipsoides con 2 semiejes
'y menores que el tercero, (ver fig. 2.1). Inicialmente trataremos brevemente la teoria del Poten-
pavitatorio necesaria para nuestros fines. Para un estudio més profundo del tema se puede recur-
los textos que mencionamos en la bibliografia. En este capitulo encontraremos (con ayuda de la
in (1.30)) una ecuacién que relacione la velocidad angular del fluido, la densidad y el grado de
amiento del esferoide de Maclaurin. Esta ecuacién serd llamada la Condicidn de Estabilidad (segin
; i0) de Maclaurin del fluido rotante. Al final aplicaremos esta condicidn para analizar la estabili-
g estrellas axisimstricas y para calcular y comparar €l periodo de rotacion de algunos planetas del

a Solar.

ﬁ*Xs
a3z
Obiato Prolato

X2
X2

X1 X4

Fig. 2.1.

Breve Teoria del Potencial Gravitatorio

cuerpo de densidad constante de forma elipsoidal donde la ecuacién de su superficie viene dada

Lot )

> =1, (2.1)
imos .
A=./(2 +u) (@3 +u)(@3 +u) (2.2)

17



A ./':"’ du
i = aa0a: S —
12 Jo A2 +u)

ideremos los siguientes teoremas

o Sia; = ay = a > ag, es decir para un elipsoide de revolucién oblato tenemos

V1 —e? 1-e?
A=Ay = = arcsin(e) — e
2 2y1—¢?
Az = — — ——— arcsin(e) ,
e e

e=4/1—a3/a?.

cantidad adimensional e se llama ezcentricidad del elipsoide oblato, es evidente que 0 < e < 1.

* Sia; = ay = a < as, es decir para un elipsoide de revolucion prolato, tenemos

1-e? 1 1. 14e
h=d=—0 [1—_2‘%"1_9.]’
1—-e2[ 1. 1+e
=2—— | —1 -1 .
As=2 e2 [2en1~—e 1]

este caso la definicion de e sera

e=/1-a%/a},

la relacién entre Ep;; v I;; para cualquier elipsoide estd dada por

Epi; = =2A:1;;7Gp, ,
3
|

donde p, es la densidad constante del fluido, ademas se cumple

1, = Maidy
1] 5 3
eon la masa del elipsoide dada por
4 pa’ag
M = -
3
Para el caso en que estamos interesados de las relaciones anteriores se obtiene lo siguiente
—2A4,Ma?p,
Epu1 = Epp = —AME7:0T
—2A3Ma2p,Gn
Ep33 = —153!)0— .
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S LS

ondicién de Maclaurin para el equilibrio

*;: (1.30) del capitulo anterior tenemos para i = j = 3

— —Eps , (2.15)
-'J;j- esta igualdad en la ecuacion (1.30) se tiene

. —d;;Epas + Ep;j + wﬁL—,— —wywslz; =0. (2.16)
_—- j =1 en la 1ltima igualdad obtenemos

—Ep33 + Epu + wylin =0, (2.17)

ndo (2.13), (2.14) en (2.17) y despejando wyq se consigue

2

2
ay

wi = 27Gp, [— + Al] . (2.18)

acion es la condicion que debe satisfacer la velocidad angular y los semiejes de un elipsoide

era. Para el caso del elipsoide oblato usamos las relaciones (2.4) y (2.5) en (2.18) v encontramos

B, [\/1—32 arcsin(e) — 1 —¢? _ i%_ (_%_ — 2_...._'];;:82 a_rc‘s,m(e)):l R (2.19)

e3 e? a? \ e2

lefinicién de e despejamos a3 /a? = 1 —e? y reemplazamos en la ecuacién anterior y obteniendo con

0 de dlgebra

w? = 2Gp, [ (3- 232)\/1; e? arcsin(e) 3(1 : €?) ] , (2.20)

e extrayendo raiz cuadrada en (2.20)

wy = , | 27Gp, [ (2.21)

€ e?

(3 — 2€2) /1 — €2 arcsin(e) _ L(1—e?) }
_ 3 .

acion (2.21) o la (2.20) se conoce como la Condicién de Maclaurin y es la ecuaciéon que ne-

ilibrio hidrostatico), se debe mencionar que ésta es una condicién necesaria pero no suficiente.

ondicién de Maclaurin y dado e podemos hallar el valor de wy//7TGp, para que el fluido rotante

aurin). Del gréfico presente se observa que si el valor de la excentrecidad se aproxima a cero la
sidad angular se acerca a cero, esta afirmacién se puede verificar hallando wj /(7Gp,) para valores de
reanos a cero obteniendo wi [(7Gp,) = 2—3'52-, demostrado en el apéndice de este capitulo. (ver pag. 23)
bvic que los graficos de wg en funcién de e para distintos valores de la densidad son semejantes al
:'_'o mostrado. Debemos tomar en cuenta que si e — 0 (6 el caso e — 1) el elipsoide tiende a convertirse

ma esfera (en este caso un disco).
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0.4 0.6 0.8 1
irafico 2: w2/7Gp en funcién de e.

Cemo se mencioné en el grafico mostrado se tiene la curva de w3/mGp, en funcién de e: como se

ebserva tienen un maximo para un valor de e. Para hallar este valor resolvemos numéricamente la ecuacion

de €3 et /(1 - e2) - (2.22)

ebteniendo e = 0.92995. Con este valor podemos hallar la méxima velocidad angular para que el fluido

dwg 2 (9 — 2¢%) — 2(9 — 8¢*)arcsen(e)

retanve de densidad sea estable. Podemos hallar el momento angular posible para un determinado valor de

los semiejes, para esto recordemos que el elipsoide rota alrededor del eje Z que es un eje de simetria, por
' lo tanto

L= 133 ?Eo y {223)

" asl, usando la relacién (2.11) en la 1iltima expresidn tenemos
2M a2 w
=33 (2.24)
5
Es ficil demostrar la no existencia de fluidos elipsoidales homogéneos prolatos, para esto se sigue el
preeedimiento (suponiendo que existe este cuerpo) anterior obteniendo

L=

2aGp e? -3, 1l+e
2 o ) , 2.25
0 [3 + o ) T, (2.25)
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par numéricamente el 240 miembro de la ecuacién anterior se tiene cantidades negativas lo que es

. Estas conclusiones se comprueban al expandir en series el 24° mienbro

mGp, [ 4 8 4
: 2 0 4 6 8

2 = et —ef - =6 2.26
‘ Yo =" [ 15° ~35° T 21° ] (258)

Aplicaciones de la Condicién de Maclaurin

culo del periodo de rotacién de los planetas

lez de La Condicién de Maclaurin se comprueba al calcular el periodo de rotacién (en horas) de los
as considerando ¢l mismo modelo que las estrellas axisimétricas, pero en este caso tenemos un cri-
2 verificar si la teoria es consistente: tenemos el valor de periodo de rotacién (en horas) conocido
0s métodos. Usando la ecuacién (2.21) obtenemos los resultados que se muestran en la tabla 1, (Ver
2). Se observa que el modelo usado para los planetas nos da resultados muy buenos, sobre todo
i__‘i en cuenta que el modelo es bastante simple. Para los casos de Mercurio, Venus y Pluton falta

nacion observacional para poder realizar las respectivas comparaciones.

os de excentricidad de las estrellas axisimétricas

parte de su evolucién las estrellas son cuerpos estables. Para esto, como se menciond en la in-

uccion del presente capitulo, consideramos a la estrella como un fluido elipsoidal, de revolucion, de

strellas rotan y como estas son estables en gran parte de su evolucién inferimos, (observando la
(2.21)), que las estrellas son achatadas. De las observaciones astrondmicas se sabe que sdlo gi-
apreciablemente las estrellas de tipo espectral O, B y A. En la tabla 2, (Ver Pag. 22) se presentan
_: lores que puede tener la excentricidad de este tipo de estrellas calculados de la densidad, la veloci-
giro en el ecuador y su radio (en unidades del radio del Sol Rg). Como es obvio los datos son
yres promedios de las mediciones encontradas en la literatura. Para cada tipo de estrella se presentan

alores de e, esto se debe a que la funcién w, = w,(€) no es univalente. Pero se descartan los maximos

wyor es 7 veces mayor que el semieje menor lo cual no ha sido observado. Para otro tipo de estrellas la
acion es menor, por lo tanto su excentricidad debe ser menor a los presentados en la tabla 2. De esta
jla podemos estimar que el valor méximo de la excentricidad es 0.6500 que equivale a una relacion de

L,

mi JBS 0.1/a3 =11E315.
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Tabla 1: Periodo (T) de los planetas y del Sol”

E po (gr/em®) | elipsidad: 1 — (az/a;) | T (usando (2.21) ) l T (observado) J
Tierra 5.52 0.0034 26.95 hs. 23.93 hs.

| Marte 3.95 0.0052 25.77 hs. 24.63 hs.

- Jupiter 1.33 0.0649 12.66 hs. 9.84 hs.
Saturno 0.69 0.0980 14.36 hs. 10.23 hs.
Urano 1.29 0.0229 21.53 hs. 17.9 hs.

‘Neptuno 1.64 0.0170 22.15 hs. 19.2 hs.

S | 1400 | e = 0.007 26.18 dias 25 - 30 dias |

* Notes¢ que para el Sol preferimos dar e en vez de la elipsidad, y expresar el Periodo en dias en vez que
en horas. La incertidumbre en el Periodo de rotacién del Sol se debe a que éste varia de valor entre el

ecuador y los polos.

Tabla 2:Excentricidad de las estrellas tipo A, By O

[ 0 (gr/em®) | R/Ro [Vkm/se) | e |

Supergigante B 0.004625 26 95 0.0283
Enana B 0.13000 6 95 0.1873
Enana A 0.41500 2.1 110 0.3328

Supergigante A | 0.000235 45 110 0.6502
Enana O 0.010 18 95 0.2586

Sol 1409 | 1 | 196 [ 0007 |
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1?»ENDICE DEL CAPITULO 1I
> yposicién 2.1

scuacion (2.20) se puede expresar como

2e2

wd/(xGpo) = =,

e 1

~estracién. Recordando la serie de Maclaurin de las siguientes funciones:

3

e

arcsen(e) = e+ 5 + .
2

Vi—e=1-%+..
l1-—e 2 +...,
Reemplazando (2.28) y (2.29) en (2.22) se obtiene
wh (3—262)(1-§+...)(e+%+...) 3(1—62)
27Gpo e3 ez

Biectuando operaciones

u?
wGp,

que podemos simplificar recordando que e < 1 obtenemos finalmente

2¢?
wg/(?ero) = —é— -

23

2 1
=e? (3—262)(1—%—+...)—3+382)] =e? [3—262—€2+2%—3+362... .

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)



de los Esferoides de Maclaurin

jacion de balance de energia del esferoide de Maclaurin en colapso
acion de Euler del esferoide de Maclaurin en colapso

ucién niimerica de las ecuaciones diferenciales de los semiejes de los
eroides de Maclaurin

lapso de los esferoides de Maclaurin formados por un micleo y una

va envolvente
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iroduccién

pitulo estudiaremos a los esferoides de Maclaurin cuando sufren un proceso de colapso gravi-
: colapso gravitacional de un elipsoide gaseoso es un problema importante en las teorias de
e estrellas, (y de sistema planetarios), especialmente para el andlisis de su estabilidad.

,- udiar las distintas caracteristicas del proceso de colapso deduciremos y analizaremos las

‘de movimiento para los semiejes del esferoide de Maclaurin asumiendo lo siguiente

sideraremos un elipsoide gaseoso, (i.e. gas ideal), rotante cuyo eje de rotacidn es siempre el eje

ue es eje de simetria, ver fig. 3.1).

mo en los capitulos anteriores, aparte de un sistema de referencia inercial se tomard en cuenta
emna de referencia no inercial X X5 X3 que rota junto con el elipsoide. Todas las magnitudes
seran medidas segiin este sistema,a excepcion del momentum angular. En este sistema la

acion de la superficie del elipsoide es




jacién del Balance de Energia

acion de Continuidad

13

1acion de Euler

¥: de ellas obtendremos las ecuaciones de evolucién para los semiejes del elipsoide, la densidad y la
ratura central. Como observaremos estas ecuaciones resultan ser ecuaciones diferenciales ordinarias
ales y serdn resueltas numéricamente. Finalmente aplicaremos lo aprendido hasta aqui a una proto-
_; elipsoidal compuesta por dos distintos gases, el primer gas formando su niicleo y el otro su capa

vente, ambos con simetria axisimétrica.

Ecuacién de balance de energia del esferoide de Maclaurin en colapso

oceso de colapso es el resultado de un sistema que no esté en equilibrio. Para estudiarlos se divide el
na macroscopico en volumenes pequernios, pero aun con muchas particulas. A nivel microscdpico ser
a de miles de particulas y por lo tanto se aplicaran los conceptos de la Mecénica Estadistica y
modindmica. Para facilitar el analisis de estos se consideran que estos volumenes elementales se hallan
,: do de equilibrio local. En el presente trabajo consideramos que el comportamiento de los pequenios
--:n‘m se comporta como elementos de un gas ideal, a pesar que la temperatura y la presion dependen
L posicién y el tiempo. Esta aproximacién es vilida si en el proceso de colapso no existe turbulencia
proceso demora, algunos afios.

" la teoria de Fenémenos de Transporte [16], el andlisis de balance de energético para un elemento

olumen de un gas no viscoso nos da

pC, (‘?—5 + (a.v*f)T) = kV2T - T%(ﬁ.ﬁ) , (3.1)

8 O, es el calor especifico a volumen constante,
 k es la conductividad térmica.

stro objetivo ahora es transformar ésta ecuacién en una ecuacién diferencial donde intervengan los
niejes y la temperatura central. Usando la teoria de los gases ideales en el apéndice mostramos, (ver

72) que la ecuacién anterior se transforma en

4 O = 2T o 2mukV2T

nde m,, es la masa de una particula del gas v K es la constante de Boltzman. Por otra parte supon-
nos que

(3.2)

T(x,t) = T.(H)F(x,t) , (3.3)
T.(t) es la temperatura en el origen (de coordenadas) y donde

3

F(x,t) = (1 =) Z_%) . (3.4)
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plazando (3.3) en (3.2) se tiene

Flx, t) +T—F(x, )+ T. Zukip( 0+ 2T;(t)(v”r.ﬁ)= VIR (39)

demostraré en el apéndice (ver pag. 73) que las componentes de la velocidad i en la base de vectores

, €, €3} ligada al sistema de referencia no inercial XX, X3 satisfacen

z1 da
Uy = a—I-d—tl —_ 311\31:2 + 011\21!1 N (36)
Uy = $2 da2 + (].2A3$1 e G%A]_I:s ) (3-7)
az dt
T3 da
ug = 224 a3\iza — a3l , (3.8)
as dt

Ak = Ax(t). Luego calculamos la divergencia

= 2 —1 day
Vid=» a, ——. (3.9)
k

3 72
dT, z2 da, da URT dmyTck (1 1 1
k e T} day o=t 0k Tk plc
2y dTe _ oy yZpdox 2 T —ar S (—+—+—).
kg al’ dt Z 5 - T : g a: 3pKp \a® a2 a3
(3.10)
a ecuacién anterior es véalida para cualquier punto del fluido, luego podemos hacer z; = 2 = 23 =0

n (3.10) obteniendo

dl, 2T, ( _,da, _ydag _,dag dmpT.k (1 1 1
= —— | =+=+—=)})=0. 3.11
dt+3(“1 2T TS g )t Sk \@ T 2T g) 0 (3-11)
ora vamos a transformar la ecuacién de continuidad

a

22 4 ¥.(pin) =0,

ot
una ecuacién diferencial ordinaria. Como estamos considerando p = p(t) la ecuacion anterior se reduce

la siguiente

dp
o i = 1
o T p(V.i) =0, (3.12)
y al reemplazar (3.9) en (3.12) se obtiene finalmente
dp da. _yday | _jdaz
dt+p( +a2 = +ag dt)_o. (3.13)

33 Ecuacién de Euler del esferoide de Maclaurin en colapso

La ecuacién de Euler para el sistema no inercial X; X3 X3, donde el sistema de referencia no inercial rota

con velocidad angular variable pero manteniendo su eje de rotacion, es

di di
?:- ZP+V[}+2uxw+uvx(a:xw)+mx (;: , (3.14)
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lotro lado usaremos la siguiente relacion (Ver (1], pag. 43)

3
B=nGp(I-) Auj) . (3.15)
=1
I'k > du
= — .1
I 010203/0 A (3.16)
he du
A,- = 010233[; m 3 (3.17)
A= \/(af+u)(a§+u)(a§+u) : (3.18)
ando el gradiente de [ resulta
VB = (—2A,216; — 242228 — 2A32383)7Gp . (3.19)
iderando la ley de los gases ideales
_{)KBT
p= ,
mp
las relaciones (3.3) y (3.4) tenemos
KgT, 3. 22
p=p Bc(l_z__;g , (320)
nl? k=1 ak
donde "
Vp o —2KgT., Z I—:é'k . (3.21)
p Ly k=1 ak

ando el momentum angular del gas elipsoidal, cuyos detalles mostramos en el apéndice (ver pag. 75) resulta
1= A2 = 0 y asi la ecuaciones (3.6), (3.7) ¥ (3.8) se reducen a

r; da
u = a—i—dtl = a?,\3x2 N (3-22)
x5 dag
Uy = EE + ﬂ%AsIl 5 (3-23)
z3 dag
=—, .24
U= (3.24)

Asi la velocidad angular tiene una sola componente en ambos sistemas de referencia, componente que la

‘bpresenta.mos por w, es decir

W= 1w é3
bon esta expresion calculamos -
} T x E‘d—t = zg%é'l - xl%é'g s (3.25)
T X 0 = Towé; — T1w3és , (3.26)
@ x (F x @) = z10%8 + 220°8 (3.27)
i X W = ugwé) — U wéy . (3.28)
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plazando (3.22) y (3.23) en (3.28) se obtiene

da ry d
A xXW= (Iz 2% 02/\111) we) — (_1_01 - a%)\gzz) wWEeY . (3.29)
ay dt a

ituyendo (3.19), (3.21), (3.25), (3.27),y (3.28) en (3.14) encontramos las ecuaciones que cada com-
te de la velocidad uy satisface

du 2KgT.x o day dw

df,l = =2A2,7Gp + -—"'—Z’?l + 2w (a—z—d— + ﬂzA';.’lfl) + IzE + I11l,‘2 " (330)

du 2K 5T,z z, da dw

dt2 = —2ApxomGp + —T;B’}g—% - 2w (G—I# — af,\g:cz) -1 ’r + zouw? | (3.31)
d
B3 _ 9 pAgzanGp + 2BLES (3.32)
dt mpas4

aremos ahora en forma separada las componentes de las aceleraciones. Para esto empleamos la
iones (3.22), (3.23) y (3.24) y asi con la ayuda del cilculo diferencial obtenemos

duy, _ 71 d*ay | uy day da, \? z, da, 5 dAg
T - adE Tad @) @ Ty e T Ty a?uds (3.33)

duz I dgﬂ-z Uz d.(.lg day 2 Iy dasy 2 d/\,‘1 )

Tt ap ——= =\ ) 2ty — A 3.

dt  ap di? = az dt dt ) a3 + 20271 Az +a3T1 == + a3t As (3.34)
dus _ zgd’ay  ugday (dos\"zs (3.35)
dt a3 dt? a3 di dt ) a3

Reemplazando (3.22), (3.23) y (3.24) en (3.33), (3.34) y (3.35) respectivamente y luego de simplificar te-
nemos

duy Ty d*a; da, 5, dAs a2 dag

&= o g mhen (G ) —almy —ateddn - A T (3.36)

duy  z3 d%ay day d\s , ﬂ% da;

qd a2 + 3z1A302 7 + ﬂgl'l‘d,—t a2ai)\iz, + ,\1;;;1_ o (3.37)
dus i x_3d2a3 (3.38)

E‘,— ag dit?

Para obtener la ecuacién diferencial (de 2% orden) para a; consideramos las ecuaciones (3.30) y (3.36) que

~ se pueden expresar respectivamente en la forma

duq 2K g Tc 2w a'.az dw

—dT =(-2A,7Gp+ + w? + (l2/\3 ) 2+ ( dt —(E ).’52 . (339)
dul - 1 d20] 2 2.2 dﬂ.] dA'; fl] d02
e ( oz aja3A3)z1 + (—3/\301E al_dt_ As; 7 JEZR (3.40)

De estas dos 1iltimas ecuaciones se tiene

2K T 2w da d
(-2A,7Gp + Bt w? +ﬂ-2/\3)$1+( e +£')I2
P
1 d2(1,1 2 day 2(1)'; al day
_ (X = s N W i S W A1
(al F7e a3A3) z1 + (—3A3a:1—- el b "\:sm2 o ) T2 (3.41)
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que las coordenadas son para cualquier punto del espacio limitado por el elipsoide tenemos

igualdad tenemos
(_:;%zl = —24,7Gp + %’{%ﬂ + 202 A3w + w? + ala3A} . (3.42)
-'l semejante se obtiene
ais%i = —2A37Gp + 2::;? . (3.44)

-bdel cuadrado del momentum angular del fluido se muestra en el apéndice, (ver pag. 75), encontrando

4m ?
L= (Ealazm) p? [203a32s + w(a +a3) |, (3.45)

mos Ly como

{ es la masa del fluido (como M es constante entonces L es constante).Es facil mostrar que (3.46) se

‘eXpresar como

Lr = % [2a2a2Xs + w(a? +a3)] , (3.47)

ejando la velocidad angular encontramos

20 2LF = 20%0%/\3

a? + a3 (3.48)

w

el momentum angular se conserva y depende de las condiciones iniciales debe aparecer en las
ones diferenciables, para esto se va a despejar A3 y w en funcién de los ag, del momentum angular

a nueva funcién de los semiejes que lo denotaremos por C, que se define como

1
G, = B [As(a? + a3)ajaz + 2wayay)| (3.49)

2 nueva funcién esté relacionada con otra magnitud llamada Resistencia del Vértice cuya definicion
expresién por medio de integrales de superficie se menciona en el apéndice (ver pag. 77). También
mestra en el apéndice (ver pag. 79) que C, es la suma de 3 Resistencias de Vortices. Despejando
: 49) obtenemos la velocidad angular

o 2Ca = As(al + ad)aras (3.50)
20102

ialando ahora las ecuaciones (3.48) y (3.50)

2Ca — Aa(a} + ad)aras _ 2Lr — 2aia3)s (3.51)

= 5

2aya a?+a?

después de algunos artificios despejamos Az

N 2[0,,(0.% + u%) - 20102LF]

A3 = , 3.52
37 Taraz(a) + az)2(a; — az)? (3:52)
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1 (3.52) en (3.49) y se tiene

2[Lpa1a2(r11 + az)z(ﬂ,l - a.z) -2C, alag( + a%) + 2&%&%[@“] (3.53)
(a3 + a3)(01 + a2)%(a) — a2)? ’ 3

encontramos

Q{Lp(af + (I.%) - 20,1&20.—;]
. 3.54
(a1 +a2)2(a1 -a2)2 ( )

(3.43) se pueden expresar en la forma equivalente

w=

es (3.42) y

d?
d;l A 4+uw?] (3.55)
day KgT,
di—“ —2,7 G pay + BTe | 502rgwag + asfa2a2A2 + 0 (3.56)
'ndo (3.52) y (3.54)en (3.55}y(3.56) tenemos respectivamente
@ = -2A;7Gpa; + 2K5T.
dt? My
2 2y _ 2 2y _
-]-892 [LF(GI + 02) 2010200_] [Cg(ﬂ-l + 02) 20.]02.[:}?] ¥ 4{;]H , (3.57)

(a1 + az)*(a; — ag)*
ddtaz —2A457Gpay + 2KpT.

[Lp(a? + a2) — 2a102C,)[Ca(a? + a3) — 2a1a,Lp]
(a1 + az)*(ay — az)*

+4a,H (3.58)

+8(11

_ (Ca(a? + a3) — 20103Lp)* | (Lp(a? +ad) = 20102C,)°
T (a1 +a2)*(ar - ap)? (a1 +a2)* (a1 — ag)*

0s la condicién de ignaldad de semiejes esto es a; = ag de esta condicidn se encuentra que

C,. Para mostrarlo usaremos la ecuacion (3.51) donde hacemos a; = ap obteniendo

2C, — Az(a? +a§)a1a2 _2Lp - 2a1a1A3 , (3.59)
2a; a4 + ‘11
plificar se obtiene que Lp es ignal a C,.Para el caso donde 2 semiejes son iguales las ecua-

(3.57) v (3.58) se reducen (previo paso al limite) respectivamente a las siguientes ecuaciones

d2a1 2KBT L

—5 = —2hirGpay + —=< i o (ﬁ : (3.60)
0 _ o yn G pag + KETe | L (3.61)
Fa 2 paz mpay ag ) ’
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lucion niimerica de las ecuaciones diferenciales de los semiejes de los

eroides de Maclaurin

donos al caso axisimétrico, (i.e. aq = ay)de las ecuaciones (3.11) y (3.13) se tiene

dl, 2T, (. _yday _ydag\  4mpkT. (2 1Y\ _

a3 (2“‘ i T )T ks \@Taz) =0 ()
dp —1day _1dag o
a TP (2“1 @t =0 (3.63)

= 05 10 es necesario considerar las ecuaciones (3.60) y (3.61) simultdneamente, es suficiente con
cion (3.60). Luego tenemos 4 ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales v aclopadas: (3.60), (3.44),
(3.63). Antes de resolverlas numéricamente haremos unos cambios de variables apropiados.

0s que p = M/V, y dado que el volumen del elipsoide es V = 47wa?az/3 entonces

3IM
‘expresién anterior se tiene la identidad
2Tckmy, 2 1 &xT.km, a?
e it R W e 8 P R .
3pK g (af * a3 9KgM (2a5 + as ) (3.65)
‘mndo (3.65) en (3.62)
I, 2T., _yday = _ydag, 167T.km, aj,
7 + 3 (2a; 7 + a; 7 )+ KM (2a3 + ﬂs) =0. (3.66)
Jforotra parte usaremos la relacién (Ver [1], pag. 78):
/2 0/3/20  on
I V3G zlw orw (3.67)
72
Sy
loladeﬁnicién de Ly = 5L/2M, encontramos
353
12 - 3GMaju (3.68)
40.3

uciremos ahora nuevas variables con el objetivo de que en las ecuaciones diferenciales encontradas

magnitudes adimensionales. Esto simplifica los cdlculos y facilita el andlisis numérico posterior.
los casos las nuevas magnitudes son proporcionales a las magnitudes fisicas correspondientes.
s nuevas variables son

ra los semiejes iguales a; = a

@ = 4 (3.69)
1

E‘a el semieje a3
a3

(3.70)

Eﬂ el tiempo ¢
pet (3.71)




. la temperatura T

8a;(0)KpT:
= .72
— la constante L2,
L= Lk _ (3.73)
F = 3GMa,(0)°
[pra la conductividad térmica
[4a3(0) 16wmya;(0)
k* = L . 3.74
o 3GM 9MKg (2755
.stas nuevas definiciones es fcil mostrar, a partir de (3.64), que
3M
= 4a;203a3(0) G8)

se convierten en

restas variables adimensionales y la relacion (3.75), las ecuaciones diferenciales (3.60), (3.44), (3.66) y
)

d2 3 ‘ Ta L‘Z
dt'z = 2A1 1 + = + {11 (3-76)
d2 * ‘ TC.
ng: ~24303+ o5 (3.77)
dry 2T;2da* 1lday, ... a3?
=3 tma) P ;), (3.78)
dp‘ B 2 da} 1 da3
| oty P (a dat gdt' ? (3.79)
P — p
p=—
p(0)
Al = a:43.2
30;
. 4
4= Ga?

necesario recordar que las integrales Ay ya fueron calculadas (ver pag. 18) y por lo tanto dependen de
semiejes. Para resolver estas ecuaciones diferenciales las transformaremos en un sistema de ecuaciones

iales de 1°7 orden, con este fin haremos el siguiente cambio de variable

a} =2 , (380)
a3 =13, (3.81)
dat

s =23, (3.82)
da‘

dtf Iy , (383)
T: =I5, (384)
P =z (3.85)
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n estas nuevas definiciones las ecuaciones diferenciales (3.76), (3.77), (3.78) y (3.79) se transforman en

siguientes 6 ecuaciones diferenciales no lineales

(f;f =13, (3.86)

% =z, (3.87)

B3 2432 + o i—f: : (3.89)

%::4 =—24A375 + E ; (3.89)

((i;f = —2§5(?1f—f + f:—z) — k" (222 + g)xs ; (3.90)
fo = "*Is(% +2). (3.91)

nviene expresar la constante L3? en funcién de los valores iniciales de los semiejes, para conseguir esto

valuamos los semiejes en ¢ = 0 en la igualdad (3.68) obteniendo

w2 3MGa?(0)w?(0)
= —_— .92
LF 40.3(0) (3 9 )
Ee esta tltima expresion y de (3.73) resulta
0)w?(0)
12 = 9Qe ) 3.93
F &3(0} ( )

sistema de ecuaciones diferenciales fue resuelto mediante el método de Runge-Kutta de orden 4 para lo

se elabor6 un programa en lenguaje Pascal, en el cual se tomaron las siguientes condiciones iniciales

aj(0) =1, a3(0) =095,
da; da3
at* dt*
T*(0) = 0.14641011, p* =1.

(0) =0,

(0)=07

ara mostrar que el elipsoide gaseoso colapsa graficamos el semieje adimensional aj versus a} y cuando
curva se aproxime al origen significard que el colapso prosigue indefinidamente. Si por el contrario
curva se aproxima a algin punto esto significa que después de variar sus dimensiones (por ejemplo
ntrayéndose o dilatandose), el elipsoide finalmente toma dimensiones estacionarias. A continuacién se

muestran los gréaficos obtenidos, a partir de la pagina 38, con sus correspondientes comentarios

a) Gréificos 1y 2

Para obtener estos grificos se considerd los pardmetros:
B =01;LE=2,

(émo se observa del grafico 1 el semieje adimensional af crece con el tiempo y del gréfico 2, que muestra

la variacién de la relacién de los semiejes adimensionales observamos que el valor de a3 tambien aumenta
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de un pequena contracciéon. Es decir con estos valores de los pardametros no hay colapso.

Graficos del 3 al 8

pardametros considerados son
k* =0.1; L} = 1.1856081592 .

el grifico 3 se tiene que a} después de tener un méximo decrece rdpidamente y tiende hacia una
te. Del grafico 4 se ve que algo similar ocurre con el otro eje,donde hay 2 oscilaciones,esto se ve
grifico 4. Luego este es el primer caso donde encontramos colapso. Otra manera de concluir que
colapso es observar el grafico 5 donde notamos que el elipsoide al final alcanza dimensiones menores
onde permanece estable. El elipsoide inicialmente caracterizado por aj(0) > a3(0) cambia de estado de
lato a oblato varias veces y rapidamente alrededor de £* = 2.2 para luego ser pricticamente una esfera
o} /a3 = 0.99997) en el estado estable; este comportamiento se observa en el grifico 6. En el grafico 7
nota que la temperatura crece rapidamente para oscilar durante un pequeno tiempo para luego crecer
tamente con el tiempo cuando el elipsoide ya es estable. En el siguiente grafico tomamos un intervalo

tiempo menor para observar con mayor claridad las oscilaciones alrededor de T'.

Graficos 9 al 13

obtener estos graficos se considerd los pardmetros:

)

b E*=0;Lx=0.

Estamos en la situacién donde no hay conductividad térmica y no hay rotacion, de los graficos 9 y 10

se observa que los semiejes disminuyen pero a diferencia del caso anterior hay varias oscilaciones que se

lamortiguan hasta que los valores de los semiejes se vuelven constantes. Esto significa que el elipsoide
{eolapsa oscilando hasta llegar a un estado estable y con dimensiones menores, lo cual se confirma al obser-
var el grifico 11. Del gréfico 12 se nota que el elipsoide cambia varias veces, de forma amortiguada, de
prolato a oblato para finalmente estabilizarse en aj /a3 = 1.000004, lo cual es pricticamente una esfera
(estado estacionario). Finalmente tenemos del gréfico 13 que la temperatura central antes de ser estable
oscila durante un intervalo de tiempo de aproximadamente 5 unidades. Como se nota este tiempo de

oscilacion es mayor que aquel del grifico 8.
d) Graficos 14 al 19
Para obtener estos graficos se considerd los parametros:
k* = 0; Ly = 1.185608159.

Como en el dltimo caso aqui no hay conductividad térmica, pero se tiene velocidad angular diferente
de cero. Del grifico 14 se observa algo notable el semieje mayor durante un intervalo de tiempo de
10 (aproximadamente) oscila ligeramente , siendo su incremento pequeno comparado con su dimension.

Para luego disminuir y decrecer oscilando rdpidamente (v finalmente se aproxima a un valor constante
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mo se observa de los resultados numeéricos). No se dié mayor intervalo de tiempo, para no perder
detalles de la curva. En cambio del grifico 15 vemos que el otro semieje oscila pero con una am-

tud tal que la variacién del semieje es grande comparada con las dimensiones del semieje ag, para

ego disminuir rapidamente en forma oscilatoria. Es decir otra vez estamos ante un colapso, si bien de
eristicas diferentes. Esto se aprecia con mayor nitidez al comparar los grificos 16 y 11. En este
s0 antes de que el fluido rotante colapse, un semieje tiende permanecer casi constante mientras el otro
ila fuertemente, pero al final también colapsa. En el grafico 17 se muestra la variacion de a con a}
ra un tiempo menor, se nota que 1 < af < 1.08. Del gréfico 18 observamos que el cambio de estado

tre prolato y oblato es casi periodico antes de oscilar amortiguadamente hacia el estado final estable

) Graficos 20 al 47

encontrado casos donde hay colapso, pero esto puede suceder, de varias maneras, puede ser un
mbio de estado con o sin oscilaciones. Esto dependerd de los valores de los pdrametros y de las
ondiciones iniciales. Para observar esta dependencia mostramos los graficos del 20 al 47 en los que no
ay conductividad térmica y donde se cambia el valor de L}, con esto mostramos como el grifico 8 se
ransforma gradualmente en el grifico 13, el cual representa la variacion del semieje a] con el tiempo.

% nota que para Ly < 1.02 la curva casi no cambia.

onclusiones

) En los casos que hemos mostrado tenemos que para ciertos valores de L. y k* la masa gaseosa colapsa
pero no indefinidamente, lo hace hasta alcanzar un estado de estabilidad en el cual es practicamente una
sfera de dimensiones que son del orden de 0.1 del inicial. Después del colapso, y dado que los semiejes
satisfacen a; = as, se trata de una estabilidad axisimétrica vilida por lo menos durante el intervalo de
iempo en que se hicieron los cdlculos. Para otros valores de Ly y k* el fluido se expande. Durante el
de colapso se observé varias veces que el elipsoide se vuelve muy achatado como un disco.
2) La teoria del colapso de una gas elipsoidal puede aplicarse a la teoria de formacién de las estre-
I]ms En efecto en muchos textos de astronomia (incluidos aquellos de divulgacién) se menciona solo en
t:a cualitativa dicho fenémeno. De hecho, es comunmente aceptado que las estrellas surgen del co-
| de una nube gaseosa primordial, proceso durante el cual aumentan su temperatura y su densidad.
Luego, siempre en forma cualitativa, explican los siguientes pasos de su evolucién. Pero no se llega a
‘nna]iza.r el problema en forma cuantitativa, por ejemplo no se indican que ecuaciones intervienen en el
proceso y sobretodo como varian los semiejes con el tiempo (como si fuese obvio que cualquier tipo de
Il:olxa.pso generara una estrella cuasi esférica y caliente).

Con la teoria desarrollada aqui podemos estudiar la etapa donde la nube gaseosa colapsa hasta con-
wvertirse en un globo cuasi esférico v de dimension menor, lo cual es consistente —hasta donde sabemos—
|con la formacién del Sistema Solar a partir de una nube de gas proto-estelar. Para analizar esto hemos

[wnsideremos el siguiente modelo de nube proto-estelar:
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1) Inicialmente es de forma elipsoidal (i.e. axisimétrica), sea en rotacién o no.

) La densidad es uniforme.

c) La temperatura es cero en la superficie.

d) No hay viscosidad.

) Es un sistema aislado. Como se ve se trata de un modelo simple, ya que en una situacién real
se presentan otros factores que aqui no se toman en cuenta tales como el hecho que la densidad no
esariamente es uniforme, ademas existen campos magnéticos no uniformes y no estaticos, etc.

A pesar de esto nuestro modelo predice bien que la nube gaseosa colapsa hasta formar una estrella
simétrica estable y donde se obtiene como resultado un incremento en la temperatura central. Esto
& lo que ocurre, por lo menos, hasta t* = 20 que fué el tiempo final (adimensional) usado en la simu-
acion. Para conocer el tiempo real usamos la relacién (3.71). Como ejemplo tomamos los datos: 10'% mt
ara el semieje mayor y p = 1.67 x 1072 gr/em® como densidad. Asi se obtiene que t* = 1 equivale a
~ 10% afios (i.e. 1 millon de aiios). En resumen podemos concluir que:

La nube proto-estelar usada en nuestro modelo se comporté como un gas elipsoidal de
densidad uniforme en su fase de colapso.
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l Colapso de los esferoides de Maclaurin formados por un nicleo y una

capa envolvente

nuestro sistema ser4 un fluido elipsoidal compuesto por 2 gases el primero de densidad p; y limitado

superficie S con ecuacién

=1,

-
i
a-pwlath‘m

[

‘:undo gas de densidad p, y limitado por las superficies Sy y Sz, esta iltima con ecuacién

=1,

[«
At

x
Il

1

onde los semiejes satisfacen by > ax. Como en el caso anterior se considera un sistema de ejes que
junto con el elipsoide (ver Figura.3.2). El proceso de construccién de las ecuaciones diferenciales
los semiejes es similar al caso considerado anteriormente, esto es del elipsoide formado por un solo

razén por la cual mencionaremos solo los resultados.

Fig. 3.2.

En la presente seccién haremos ura aproximacién en el cdlculo de la variacion de los semiejes en

cién del tiempo, debido a la dificultad encontrada para realizar un andlisis exacto. A pesar de esto
mo se observaré a posteriori nuestros resultados explican adecuadamente algunos aspectos referidos a
formacion del Sistema Solar.

Comenzaremos a deducir las ecuaciones diferenciales de los semiejes expresando la temperatura del
" gas en la forma

3 o2
T(x,t) = 1(t) (1 -y a—%) +5() (3.94)

k=1
tando que para los puntos con coordenada x € S la expresién anterior se reduce a

T(x,t) = f(t) , (3.95)

652



i

decir la funcién f(t) se interpreta como la temperatura en la superficie de separacion S;. Es claro que

temperatura en el centro debe ser mayor que en la superficie S;. Haciendo x =0 en (3.95) obtenemos

T(0,t) = g (t) + f(t) ,

(3.96)

decir la funcién ¢; nos da la diferencia de temperaturas entre el centro del elipsoide y la superficie

perficie S;. Las ecuaciones diferenciales de temperatura en el primer gas seran iguales al caso tratado

en la seccién anterior haciendo la salvedad que donde aparece el término T, sera reemplazado por el

término g, (t) + f(t); asi de la ecuacién (3.2) se deduce

dt+dt 3 ldt+'*dt

dg(t) | df(t) (91(i)+f(i)) 1@3) + dmpi ks (1 (1) + £(8)) (2

3mKg

Para la region donde estd el segundo gas consideramos la temperatura

T(x,t) = got) (1 -
Evaluando en el punto Pj(ay, 0, 0) se obtiene

T(a1, 0, 0, ) = go(t) (1 - —2) :

Por continuidad de la temperatura en el punto Py, usando (3.94) y (3.99) se tiene que

fm=mm0—§).

También, de las ecuaciones de Euler (3.14) se tendra

d*a, 2KBg: L,
=-2A ™
dt2 17Gpray + ——— Mg + a?
d2ﬂ3 KBQI
— = =2A3,7G .
- 3a"Gpras + ——— Mp103

— +

1

1

3

?)=°

. (3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

La aplicacién de las ecuaciones de Euler al gas que envuelve el nucleo es bastante complicada por que se

debe calcular el potencial gravitatorio de un elipsoide en puntos externos e internos, lo cual nos lleva a

integrales elipticas con limites de integracion que dependen del punto donde se desea conocer el potencial

gravitatorio. En vez de analizar este gas limitado por las 2 superficies S, y S consideramos en su lugar

un sistema equivalente: un gas de forma elipsoidal que tiene una densidad promedio de los gases que

ocupan un volumen V; limitado por S. Luego estariamos en el caso del elipsoide formado por un sélo

gas, por lo tanto se tiene

b, 2KgGy, L}
-— = b ZbE
o2 2A157Gpprobr + ) + b
d2bsy 2Kgg1
=24 0 ’
az wmGpproba + 0" mp2bs
dga(t) | 2ga(t 1dbs\ | 4mpakaga(t) 1
2h; ! bay _
& T g dt+3 &) ¥ Tk b2+b?,
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con g2(t) como la temperatura en el centro del elipsoide equivalente considerado L

Al efectuar el cambio de variables con las magnitudes adimensionales se obtiene

d’a} . ., 0, LA
d’ttZ - —‘2A1aal + {_]:5 + GIS ] (3.106)
d*aj . ., 9
a2 —2A3,a3 + Pl (3.107)
a(t)* |, df(t) (g1(t)* + F(£)*), 2 da} . 1 da} N
e _ = - [ — oY _ -* * t 2 21 -1
ar T ar 2 3 (@t Ko +50) a3+ 250) . (3.108)
at?
f@&)r =g (00 - 55) (3.109)
2
d*b; . e O2% L;?b
gz = 2A + o T (3.110)
d’b; g
= —2Apb3 + 35 11
dt*2 2A1bb3 + b; ’ (3 1)
dga(t)” 2g2(t)* 2 db} | 1 daj by2
=" ==+ —) —kagy (263 + 3.112
dt* 3 ((,; a T b dt') k395 (265 + by ) ( )
donde N ,
L =2 3.113
Fa 03(0) ( )
by (0)w?
L= —7ov 3.114
Fb b3(0) ( )

Las definiciones de las magnitudes con asterisco son semejantes al caso tratado en la seccién anterior.
Dado que en el presente caso el nimero de ecuaciones diferenciales aumentd dejaremos de lado, por
simplicidad, las ecuaciones para las densidades pués ellas no aparecen en las ecuaciones que gobiernan la
evolucion de los semiejes.

Para aplicar el algoritmo numérico en Lenguaje Pascal vamos a transformar las ecuaciones anteriores a
un sistema de ecuaciones diferenciales de 1°” orden, para conseguir esto realizamos los siguientes cambios

de variables

@l =1, (3.115)
ay =z , (3.116)
da?

o =T (3.117)
day

dtf =2z, , (3.118)
g =5, (3.119)
F()* = 26 , (3.120)
b’{ =r7, (3121)
b = zs , (3.122)

lreconocemos que ésta parece ser una aproximacién bastante grande, ailin as{ la realizamos como un primer paso para

ina investigacién posterior mas rigurosa
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e =Ig , (3123)
dbz

dtf =T , (3124)
g; =T - (3125)

lun estos cambios las ecuaciones diferenciales que queremos estudiar se transforman en

th: - (3.126)

% I (3.127)

T = 24, + =4 fg‘ : (3.128)

‘Zj = —2A3, 72 + ;—‘: , (3.129)

it s (B n) K f)e e
% . (3.131)

,;,f . (3.132)

%‘_o — A%z + “’?171_ , (3.134)

. . . . . .
Para completar este sistema de ecuaciones tomamos la derivada de (3.109) con respecto al tiempo t*, y
con los demaés cambios de variable se obtiene

dr dr 2 2
ok (1 - f_"l’) - (Ilgs - xlig) ’ R

Antes de aplicar el método de Runge-Kutta debemos llevar las ecuaciones a la forma

dzy,

i F(x,t), (3.137)

v para conseguirlo hacemos
Fx)= _2% (_ZIL: + Z—‘;) .y (2::2 + z—z) 211, (3.138)
H(x) = F(x) (1 - -z—g) -2z, (% - xi‘;:g) . (3.139)

Con estas nuevas definiciones y poniendo en orden nuestro sistema de once ecnaciones diferenciales
aclopadas finalmente se obtiene
! dzy
dt*

=3, (3.140)
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dz

5 (3.141)
% =2z + 2+ f:i , (3.142)

B 2 + 2, (3.143)

((l;f _ _23:5 -;—:rﬁ(?;? + ;_:) — K (22, + j_i)ms _ fI(x) , (3.144)
dﬂt_fi = H(x), (3.145)

f;:;‘: — (3.146)

% — (3.147)

Z‘:" = —24},27 + :_—i’ + ifz" : (3.148)

ddmciﬂ Y % ’ (3.149)

d;ttl - F(x). (3.150)

Después de probar con distintos valores numéricos para los parametros y condiciones iniciales, encontramos
varios resultados semejantes, uno de los cuales sera mostrado aqui. Los valores numéricos de los pardmetros

v las condiciones iniciales que usamos son

a] =0.1, a} = 0.095, b} =2, b} =1.9,

day . daj B
dt‘( )=0, dt’(O)—O,
db}

o, Y-
o) =0, 220) =0,

g;(O) =1, f'(O) =1,9(0) =2,k =1,k =2,
L3 =1L =1

A continuacién se dan comentarios de los grificos mds importantes obtenidos mediante la resolucién
nurherica del sistema ecuaciones diferenciales aclopadas y usando las condiciones iniciales y pardametros
arriba mencionados. En los graficos 48 y 49 notamos que los semiejes a1, ag decrecen oscilando al pasar
el tiempo, para luego tomar valores constantes. Se observa que la masa gaseosa interna colapsa hasta
convertirse practicamente en un esfera de aproximadamente 1/7 de las dimensiones iniciales. En estos
grificos el intervalo de tiempo tomado fué menor, con respecto a los otros casos, para poder observar
mejor las oscilaciones. En los graficos 50 y 51 se muestra la variacién de los semiejes en funcién del
tiempo para un intervalo de tiempo mayor, como se observa los semiejes permanecen constantes.

En el grifico 52 se muestra el grifico a3 versus a], en donde se nota que el colapso es suave en los primeros
instantes. Este fenémeno también se nota en el gréifico 53, donde se puede apreciar el cambio de estado

consecutivo del elipsoide interno ~de prolato a oblato- para finalmente estabilizarse como una esfera. Con

66



specto al comportamiento de la capa gaseosa envolvente se observa en el grafico 54 que la superficie
rna S> se expande rdpidamente. Ademads se tiene que al final de ¢* = 10 el semieje b; es mayor que

by invirtiendo la situacién inicial impuesta por las condiciones iniciales. Estas ideas se confirman en el
grifico 55 en donde el semieje b3 es mucho mayor durante un cierto intervalo de t* para luego decrecer
y terminar siendo menor que b;. Es necesario mencionar que se disminuyé el paso de 0.0005 (usado en
el caso anterior) a 0.0001 para no disminuir la precision de los resultados ante el incremento del nimero
de ecuaciones. Esto implica que los cédlculos se realizaron en forma més lenta y por esta razén no nos

animamos a realizar simulaciones para intervalos de tiempo excesivamente grandes.

‘Conclusiones

{Durante el cambio de estado de la superficie externa de prolato a oblato, el elipsoide interno colapsa
hasta ser estable, mientras que la superficie externa se desintegra como envoltura del nicleo, pudiendo
convertirse en un halo o en un disco proto-planetario alrededor del micleo. Esto nos permite suponer que
nuestros resultados son aplicables —por lo menos cualitativamente— al estudio sobre la formacién de un
sistema estrella, 4+, planetas, a semejanza de lo que se supone parece haber ocurrido con nuestro Sistema

Solar.

Resumiendo, el modelo aqui considerado tiene las siguientes caracteristicas:
Se trata de un sistema formado por 2 gases: uno interno y una capa envolvente, ambos de densidad
uniforme. Aplicando la teoria desarrollada observamos que la parte interna colapsa formando una estrella
con simetria casi esférica, la cual segiin nuestros resultados numéricos es estable. La parte externa se
expande y se desintegra, con el tiempo la materia de esta capa se depositarad en el plano perpendicular
al eje de rotacién de la estrella dando origen a un disco proto-planetario (y/o eventualmente a un halo
difuso de materia). En conclusion, este modelo es consistente para predecir la formacién de un micleo

estelar de un sistema planetario v del disco de materia alrededor de €l que dard origen a los planetas.

Asi consideramos que este modelo puede ser tomado como una primera aproximacién para analizar con
mds detalle este tipo de fénomenos naturales. Confiamos en que nuestros cilculos y resultados servirdn
como base para estudios posteriores en los que se considere modelos mas realistas sobre la formacién de

sistemas planetarios a partir de nubes gaseosas proto-estelares.
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ENDICE DEL CAPITULO 3

osicion 3.1

Sea un fluido no viscoso donde un elemento diferencial de volumen se comporta como un gas ideal

nces la ecuacion de balance de energia se expresa en la forma

a1

T =

3

peﬂwstmcidn. De la teoria de ley de los gases ideales

pKgT
p:

n +(@V)T + —(V.14)

My

B QmkaQT

3[JK3

b

[dande m, es la masa de una particula del gas, tenemos que

\IDe la anterior ecnacién y de (3.1) obtenemos

/-
C, (E +(@9)T +

2r
3

Por la teorfa de los gases ideales también tenemos

por lo tanto

C,=

aT
T+ —
+3

3Kg

2m,,

(V.

72

(6.&)) =kV3T - Tf’fﬁ(ﬁ.a) .
My

’

3PKB

ImpkV2T
)=

(3.152)

(3.153)

(3.154)



Proposicién 3.2

Sea un fluido no viscoso donde a pesar que hay movimiento de sus particulas componentes, dicho
'movimento se encuentra siempre limitado por un superficie elipsoidal rotante de semiejes variables. Si

ademés la relacion entre las componentes de la velocidad y las coordenadas es lineal entonces

) day 2 2

U = ——— —ajA3r2 +a Aoy
a dt 1 1 ’
I dﬂg

U= ———+a Aqxl - a )\1I3
as dt 2 2 )
T3 dag

u3 = —— +a2l\z2—a 20,11 .
a3 dt S s

Demostracién. Supongamos que las componentes de la velocidad (ux) del fluido en el Punto P de las

coordenadas z. estdn relacionadas por

uy = Bii1) + B1272 + Biszs , (3.155)
uy = Ba17) + Baoxa + Baszs (3.156)
ug = Bayz; 4+ Baaxy + Baazrs (3.157)

donde B;; = B;;(t), son funciones incognitas. Para encontrar dichas funciones consideremos un diferencial
de masa del gas que esté en la superficie del elipsoide, entonces su trayectoria es la curva C descrita por

x = x(t) donde las coordenadas x satisfacen

2
k

3]

Z = (3.158)

2
k=1 k

=

que es la ecuacion del elipsoide que contiene al fluido. Luego usando el cdlculo diferencial hallamos

3

Zxka‘zdz Z 3l — dak , (3.159)

como dxy/dt = ug, luego la anterior ecuacion se transforma en

3 3 da
szagzuk = Za;qzi dtk . (3.160)
k=1

Desarrollando ambas series tenemos

Tiwy | Toup | Tauz r_fdal :c_%dag 353 dag

a? a3 a2 addt ' a) dt a3 dt

(3.161)

Como las ecuaciones (3.155), (3.156) y (3.157) son vélidas para todo punto del gas podemos reemplazar
en la ecuacién (3.161) obteniendo

T
~(Bi121 + Buaza + Biazs) + é(Bzm + Baoxg + Baars)

2

r?day, z3day 73dag
— 3.
?dt+a2dt+a3n!t (3162)

+

_2
aj

T3

—2'(3'31931 + Basxy + Baars) =
a3
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IY agrupando términos convenientemente resulta

By1x2 B B B3z | B:
———“2 1 + (———122 + ——221 ) Tr1x2 + ("‘-"—'123 + -——:l ) 1Ty
aj aj a; aj ag

+ Bgzl‘% + (Bg;.; 4 B32 B33.'1.'§ o I% dal 1'% dﬂg 1‘% d&3

ToT3 + =———+—= —
a2 a2 ag)” a2 ad dt ' af dt ' ad dt

I Es fécil comprobar que una de las soluciones B;;(t) que satisface la anterior ecuacién es

da
By = &}_Ttt ’
\ conk=1,2,3
Bz = —a?ls
Bys =aj); ,
Basz = —a§A1 B
By =a3)s ,
Bs; = —a3); ,
B3z = a3\; ,

(3.163)

(3.164)

(3.165)
(3.166)
(3.167)
(3.168)
(3.169)

(3.170)

con A\p = Ax(t). Podemos hallar otra soluciones pero con la anterior es suficiente para el objetivo del
presente trabajo. Reemplazando las funciones B;; en (3.155), (3.156) y (3.157) se obtiene finalmente

I dal

2 2

U = ——— — ajA3To + ajlozs
a1 dt 1 1 ’
I dag

Ug = ——— + ﬂ%AgIl o ﬂ%A]Ig 2
[12] dt
I3 dﬂ3 2 2

Uz = ——— + azA Ty — azAe7T; .
ag dt
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Momento angular del Elipsoide Gaseoso

El momentum angular para un diferencial de masa
dL = dm7x T,
luego el momentum angular para todo el fluido serd
L= fﬂp(Fx 7) dzdydz .

Nos conviene introducir las coordenadas del sistema rotante de referencia ,para lo cual usamos la relacion
7=+ x 7, luego
L= f p[F x (i + 10 x 7)] dedydz | (3.174)
R

y desdoblando
L =f p (7 x i) dedydz +/ pIF x (15 x 7)) dedydz , (3.175)
R R

calcularemos separadamente cada término de la igualdad anterior. Sabemos que
T = T16] + T263 + 2363

por lo tanto
WX T = [~226] — 2163) w , (3.176)

con este resultado hallamos
Fx (i X 7) = w [-21236] — 222363 + (22 + 22)é3) . (3.177)

Por otra parte como estamos cambiando de variable debemos expresar el diferencial de volumen en las

coordenadas 1, x5, z3. Para esto usamos la transformacion de coordenadas

T = zyc088 + Tasend |
y = —x8enf + zycosh

Z2=2I3.

donde # = [w(t)dt, y calculando su respectivo Jacobiano encontramos drdydz = dr;dzradrs luego tene-

mos que la integral
f p7 x (0 % 7)dedydz = w [ pl—212361 — 227363 + (23 + 23)63] drydzodas (3.178)
R R

de lo anterior

] pF x (0 x 7) dedydz me’if p(—z123) drydzodas — we}] plzex3) drdzodey
R R R

+

we}';f p(z?) dxld:cgdx3+u.'e'§f p(z3) dzidzodzs . (3.179)
R R
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Usando ahora la expresion (1.6) en estaitima ecuacion se tiene

f pr x (6 X M) dzdydz = —Izwée] — Iagwes + Iy wes + Tapwey (3.180)
Para un elipsoide homogéneo de masa M sabemos que ([1], pag. 57)
Iy = %Mnf&.-j , (3.181)
v usando (3.181) en (3.180) obtenemos
- wM
/ pi % (0 x 7) dedydz = —_(“1 +al)é . (3.182)
R
Notemos que
(3.183)

X i = (Toug — usx3)€] — (T1uz — u1x3)63) + (True — w1 22)€3

=

asi reemplazando (3.171), (3.172) v (3.173) en (3.183) se consigue mostrar que

d -
I“(—d_ + a3d3xy — a3\ z3)]€]

TX U= [ 2(__ +ﬂqA1."£2 a§A2II)
d“ 1 da
'”‘(_"d_ +ashizs — ashom) - (_ld—; — afAgz2 + afaw3)3)| 6
z3 da ) da
+[I (—-2—-—-3 - Q,ZA:;:L‘]) - (1,2,\11;-; - (__1_1 — ﬂle‘i-Tz + 31/\217%)332]9‘;
ap dt a dt

Con la expresion anterior ya podemos calcular [, p i) drdydz, de esta manera siguiendo el procedi-

miento hecho al inferir (3.182) se obtiene

/ p(7 x i) dzdydz = ] —— [a3a3\i€61 + atad\a€; + aladdaé) (3.184)
%
Usando ahora las relaciones (3.182) v (3.184 en (3.175) encontramos

wM (3.185)

- 2M
L= —[azaq)\lﬁ + (1“1-;)2?2 + 6132/\193] + T(ﬂ.l + 02)61

Como el sistema gaseoso estd aislado se conserva el momento angular y como inicialmente el sistema rota

alrededor del eje Z, entonces A, = Ay = 0, luego la relacién anterior se reduce a

- 2M M
L= e (a2a3)363) + "5 (a? + a2)és . (3.186)

Consideremos ahora el cuadrado de L esto es L2 = L.L
2 M? 5, 2, 22
L* = > [2afa3As + w(a] + a3)])* , (3.187)

vy como 4
M = pV = p-ma,azas ,

3
finalmente reemplazamos este valor de M en (3.187) para obtener

= (4—1']-040,2(13)2 p? [2a2a2)3 + w(a? + a2))% . (3.188)
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Listencia del Vértice de un Fluido

| Para cualquier fluido se define la Kesistencia del Vortice como la integral de linea

Co= — }( 5.7, (3.189)

2T Jo

:mde 7 es la velocidad que tiene el fluido en un punto P con vector posicién 7 segiin un sistema referencial
mercial XY Z. La resistencia del vértice de un fluido es un concepto importante porque si el fluido estd
ametido a fuerzas conservativas, y la curva de integracion es fija,se demuestra que C, se conserva (ver
4]). Pero como se verd mas adelante se consideran curvas que cambian con el tiempo entonces no
‘scesariamente es una constante. Transformaremos la integral de linea en la expresién anterior en una
stegral de superficie. Sea 1 la velocidad segin sistema referencial no inercial X, X2 X3, con origen comin
.sistema XY Z y donde el eje X3 coincide con el eje Z, y donde el sistema X, X>X73 rota con velocidad

agular

W=1we, = Wez . (3.190)
“or otra parte tenemos que
T=U+WXT. (3.191)
leemplazando (3.191) en (3.189) se tiene
1 e -
Co=—-—%(u+wxr‘).dr, (3.192)
2 [od
‘e donde obtenemos
2nC, = j{ u.dr + f (& x 7).dr . (3.193)
C C

Fig. 3.3.

La velocidad # expresada en las componentes tanto en la base {ez, &, €2} y como en la base

€1, €2, €3} (ver fig. 3.3), es

U= Uz €y + Uy€y + U-€; = U1 €] + U€Q + U3EZ . (3.194)
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dado que los modulos de los vectores @ y dif son invariantes bajo una rotacion, esto significa que el

producto escalar 4.d7 no depende de la base, por lo tanto

f i€.dr = f (ur € + uy€y + u.€).dif = f (u1€] + up€y + uge3).dr ,
c c c

y analizando solo las componentes uy obtenemos
3
f @di = j{ () uréi).dr .
c c k=1

Aplicando ahora el teorema de Stokes

3
fa.dﬁ=f‘5 x (3 wei).dS
c s k=1

donde las derivadas parciales se toman con respecto a las variables zy, es decir

— a
V—é?kek,

y usando (3.197) en (3.193) se obtiene

3
25C, = f v x (Zuke;).d§+f W X F.dF .
s k=1 C

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

Aplicando ahora el teorema de Stokes al segundo término del lado derecho de la ignaldad anterior tenemos

finalmente

3
27C, = / YV x (Z ukel).d§+ / Vv, x (aF x 1"')d§ s
s k=1 s

donde V, es el gradiente con respecto a x, ¥y, z.
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)posicién 3.3

Sea un fluido que satisface las condiciones de la Proposicién 3.1 entonces la expresion

2
As(ay + a%)al as + 2wayaz

i relacionado con vortices.

gmostracion. En la pag. 73 hemos demostrado que:

I dﬂl 2 2

U = ——— — ajA3T2 + ajAers
a dt 13 1 ]
Iy dﬂg

up = ——= + a3\3T) — a3\ 23,
ap dt
I3 dﬂ.s

ug = —— +ai\To — ag/\gxi .
3 dt

Jaleulemos ahora
V x @ = A (a2 + a2)éi + Aa(a? + ad)és + As(ad + af)é3

luego

I
\

Calculemos por otro lado
/ V, x (i x 7).dS ,
5

donde 7 = z€} + y€, + 2€; y @ = wé. Hallando el producto vectorial
WX T =—ywey +Twey, ,
v luego el rotacional
Vr x (@ x ) = 2we;, ,

| obtenemos la integral

f V, x (i x 7).dS = 211:/ é€.dS .
S

s
Reemplazando (3.204) y (3.206) en (3.199) se obtiene

27C, = j (A1 (a2 + a2)éi + Aa(a? + a3)éz + As(aj + a?)é3).dS + 21::/ é..ds
s S

v dado que ay y Ax dependen solo del tiempo, vy ademas €. = €3, luego

2mC, = [A1(a2 + a2)é1 + Aa(a? + ad)és + A3(ad + a"l’)e'{;].[ dS + 211:/ é.dS .
s S

Como la superficie es arbitraria hacemos S = S, donde S es la superficie limitada por la elipse

| 3
. f vV x (z ug€;).dS = f (M (a2 + a2)é1 + Aa(a? + ad)é3 + As(a3 + a?)é3).dS .
| S k=1 S

(3.200)

(3.201)

(3.202)

(3.203)

(3.204)

(3.205)

(3.206)

(3.207)

(3.208)



luego dS = dz1dz2€3 que al ser reemplazando en (3.208) se obtiene luego de simplificar
2nCho = /\3((13 + a%)[ dzidzs + 21:)] dzrdzs , (3.209)
s s

donde hemos denotado por C, la resistencia del vértice correspondiente a la superficie 5 = 5. Por otra

parte tenemos que [ g dz1dry = Area(8;) = wajaz, luego de la relacién anterior
27C, = M3(a® + ad)mayaz + 2wrasa; (3.210)
y elevando al cnadrado resulta
402, = [A\3(a? + ad)araz + 2waqaz)® (3.211)

En forma semejante, consideremos la superficie S = S,, donde S es la superficie limitada por la elipse

3 | 3
= t=5=1,
a; 03

donde el respectivo cuadrado de resistencia del Vortice serd
4C2, = N (a3 + a3)ajaj - (3.212)

Para la superficie S = S3, donde Sz es la superficie limitada por la elipse

73 %
il =i
a3 @

¢l respectivo cuadrado de resistencia del Vértice serd
4C3, = M2(a? + a3)alal . (3.213)
Sumando los cuadrados de los C;, tendremos
4(C3 + C';’,, + C§o) = [)\3(0? + a3)aras + 2wayaz)? + X‘l’(a% + a2)a3ai\3 (a? + a)alal | (3.214)
definamos C2, = C%, + C2, + C3,, luego de (3.214) resulta
4C2 = [\3(a? + a3)araz + 2wayap)® + A2 (a2 + a2)adal3(al + a2)alal . (3.215)
Para el caso A\; = Az = 0 la igualdad anterior se reduce finalmente a
20, = A3(a? + a3)aiaz + 2waza; . (3.216)

Finalmente por (3.49)y la anterior igualdad C, esté relacionado con los 3 vortices mencionados en esta

pagina.
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Breve andlisis de la estabilidad del fluido elipsoidal

Como se dijo en la introduccién no hemos considerado varios propiedades de la nebulosa proto-
estelar, por ejemplo la interaccién con el medio exterior mediante campos magnéticos y eléctricos, (si
las particulas que forman el gas estdn cargadas), la viscosidad, la tension superficial, etc. nos lleva a
ecuaciones diferenciales parciales no lineles. En este apéndice hacemos un breve analisis de las fun-
ciones de onda eldsticas £x(x,t) las cuales representan el desplazamiento de un diferencial de volumen
del fluido. Esto es importante porque una posible divergencia de la funcién de onda hace que un fluido
elipsoidal perturbado se vuelva inestable y puede colapsar o desvanecerse en una explosion tipo super-
nova. Formalmente para estudiar el comportamiento de los desplazamientos €x(x,1) debemos resolver la

ecuacion de onda no homogénea

9% as
2 — - = = —
EV<er — po 12 Po D 3

(3.217)
donde k es una constante que depende del medio. La resolucién de esta ecuacién necesita informacion
sobre el potencial newtoniano [ que no tenemos, por esto postergamos su analisis completo para otra
ocasién. Sin embargo aqui si podemos analizar el comportamiento de la funcién de onda. Para poder

conseguir esto consideramos la ecuacién de onda no homdgenea.
aV2ip — b— = f(x,t), (3.218)

en la cual ¢ = ¢(x,t), ademas a y b son constantes. Para resolver esta ecuacion de onda anterior se

dispone tiene las condiciones iniciales

o(x,0) = (%) , (3.219)
% (x,0) = Vo) - (3.220)
Asi la solucién general de la ec. (3.218) es
‘;b(xa t) - ¢h(xs t) + ¢I (x: t) ’ (3221)
donde
n _ 9G , '
on = GV,o(X') — 2= do(x) av’ (3.222)
R at t'=0
b1 = f Gf(x,t')dV'at (3.223)
siendo G la funcién de Green del operador de onda y viene dado por (Ref. [19]),
t—t' — |- 7))
= .224
G e 7| (3:224)
Simplificaremos la escritura para lo cual definimos
g f (GVa(x))y_gdV" (3.225)
R
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9G . ., ,
Ig E/AR(EE}-GO(X)) dv B (3226)

t'=0

decir ¢p = I, + I;. Mediante la funcién de Green la integral, I; se transforma en

5(t—1Z -7
L= [ V) ==ty (3.227)
RUACCE = = o

msideramos coordenadas esféricas y para integrar sobre ¥ tomamos otro Sistema de Ejes X| X3 X}

ferente a Xy X X3 sin perder la generalidad podemos considerar el punto x en el eje X3 (ver fig. 3.4)

Fig. 3.4.

luego la integral (3.227) se puede expresar como

- e}

I = / z7sent V{2, &, 0'36{it — V32 + % — Zz X cost’) i
L =
R i vz? + 22 — 2z ' cost’

de’ do' (3.228)

definiendo f; = z® + 22, f, = 2z 2, tenemos de (3.225)

/2 v/ AT Lak \/":‘}’""’37)
I = [ '*send’ V, (', &', &' )a(t i) 2COS dz' 48’ 4o’ (3.229)
R 4m/ f1 — facosd’
ahora considerando el cambio de variable u = — cos?’ la integral se transforma en
2 I, 2/ hLs TR TIET A ')
I]_ — / z V’O(I y Uy 0 )5(t - \/fl + f?u d_'Z:f dudd)' , (3230)
R 47 \/f; + fau
y recordando la propiedad de la delta de Dirac:
N 0(u —u,)
() = 25 (3.231)

2

donde u, satisface f(u,) = 0, en este caso tomaremos f(u) = ¢t — /f1 + f2u con lo cual u, = &2,

Por lo tanto la integral (3.230) se convierte en

- t 2V, (2, u, o)6(u— u,)

h '_/R 27 o/ i+ 2%

dz’ dudd’ (3.232)

32



integrando sobre u y simplificando se obtiene

1512 VO(II U, t.r) ,
I =—- Z__ov 9T ldr d¢’ , 3.233
y jR 27 f2 ( )

Como en estos casos las condiciones de contorno fisicas imponen que la funcién V, sea acotada y como

también el valor de la funcién u = cos# estd acotada la integral converge cuando el tiempo crece. Ahora

—_— 8G / !
IQ = _/’;(-a._t'_qsa(X))t,:OdV ’ (3234)

que también se puede expresar como

I = (aat, ]Gd:o(x) )H), (3.235)

' v donde la parte interna puede transformarse como la integral I, entonces

. 3 3:’2 ¢o(37', um ¢’) / /
I - — (% /R e Sl d[ﬁ):"o . (3.236)

nos falta analizar la integral

Como también la funcién ¢, es acotada y continua la integral es otra funcién acotada lnego el resultado de
la derivada es otra funcién que es convergente cuando el tiempo crece. Dado que ¢, = I, +1 encontramos
que la solucién homogénea no serd divergente cuando el tiempo aumenta. Es decir para el problema del
fluido elipsoidal la posible inestabilidad en ningun caso es producida por la solucién homogénea de la

ecuacion de onda. Finalmente analizaremos la solucién no homogénea, asi de (3.223) y de (3.224)

— —_— = —_ =
by = / (‘s“ 4:15_“’5,1"’ ) f(x’,t')) av'd (3.237)
y usando las propiedades de la Delta de Dirac
[ S E=F)
o1 = fR prE T v’ , (3.238)

Para nuestro caso del fluido elipsoidal usando la anterior expresién se tiene el término no homogeneo de

la funcion de onda

Y(x/,t — |7 — 7
e = [ 21 'T” D gy, (3.239)
.‘E — I

donde recordamos del capitulo 1 que G(x, t) es el potencial newtoniano. Luego hemos encontrado que si
hay inestabilidad en el fluido ella dependerd del comportamiento de la funcién de onda no homdégenea
y esta dependeré del comportamiento temporal (x,t). Para comprobar esta afirmacion se debe resolver
numéricamente la ecuacién y hallar el potencial newtoniano o bien analizar el comportamiento de la
funcién de onda usando otra ecuacién como se sugiere en la teoria de fluidos elipsoidales rotantes (ver
ref. [1]). Todo esto escapa a los objetivos del presente trabajo ,luego lo dejamos para futuras investiga-

ciones.
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