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Resumen

Cuando Q(f) = Per(f) y es hiperbdlico, se descompone en conjuntos basicos {A,},
que al no tener ciclos garantiza la existencia de una filtraciéon M = {M,}, adaptada
a todos los g C%-préximos a f con K9(M) = hy(2(f)) donde hy es la conjugacién
entre f|a, ¥ 9ln,(a.) Que existe por la hiperbolicidad de Q(f). Esto implica también
que los I{3(M) sean g-hiperbdlicos lo que se usa para ver que K9(M) = (g)
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Introduccién

El objetivo de estas notas es dar la prueba del teorema de la 2 — estabilidad para
un difeomorfismo f definido en una variedad compacta M de dimensién finita. Se
considera por eso el conjunto de los puntos no errantes de f denotado por 2(f) que es
cerrado e invariante bajo f y también los difeomorfismos g que son §2 — conjugados a
f, es decir existe un homeomorfismo h : Q(f) — Q(g), muy cercano de la identidad,
que cumple ho f = go h. Como es usual se dice que f es {2 — estable si existe una
vecindad V; de f, en la C"-topologia , 0 < 7 < oo de Dif f"(M), de modo que cada
g € Vyes Q —conjugado a f.

Lo que establece el teorema de la §2 — estabilidad son condiciones suficientes
para que un difeomorfismo sea {2 — estable. La primera condicién es que los pun-
tos periddicos de f sean densos en 2(f) y que ademds Q(f) tenga una estructura
hiperbdlica. Esto no es otra cosa que conseguir una descomposiciéon de ToM en dos
subfibrddos E° y E* que son invariantes bajo la derivada Df : ToM — ToM y
para los cuales existen dos constantes ¢ > 0y 0 < A < 1 tal que ||Df|gs|| < cAy
|IDf~|gx|| < €A para todo z € Q. Estas condiciones se acostumbran resumir diciendo
que f cumple el Azioma A, o lo que es lo mismo que su conjunto £2(f) es hiperbdlico
y sus puntos periddicos son densos.

Cuando f cumple el Azioma A. El teorema de la descomposicion espectral es-
tablece que (f) se puede descomponer en una unién finita de conjuntos bdsicos
Q(f) =AU...UA,, donde cada A, es cerrado, invariante bajo f y existe z € A, de
modo que el conjunto {f*(z)}rez es denso en A,.

Para dar la segunda condicién del teorema de la 2 — estabilidad se acostumbra
definir entre los conjuntos béasicos dados por la descomposicién espectral la relacién
Ay >> Ag quessignifica que (W*(Ag)—Ag)N(W*(Aa)—Ag) # 0 donde W9(A,) = {y €
M : d((Aa), f*(y)) — O cuando n = +oo} y W¥(Ag) = {y € M : d(Ag, f"(y)) —
0 cuando n — —oo} y se dice que los conjuntos bésicos tienen un ciclo cuando existen
Q, 0, ..., 0 tales que Agy >> A, >> ... >> Ay, = Aq,. Con esto el Teorema de
la Q — estabilidad afirma que f es §) — estable siempre que cumpla el Axioma A y su
descomposicién espectral no tenga ciclos.



Parte 1

Resultados Preliminares

1.1 Conjuntos Invariantes

En lo que sigue M designard una variedad de clase C*°, compacta y de dimension finita
m, dotada de una métrica Riemmaniana d. Denotaremos por T; M el espacio tangente
de M en z € M y por TM el fibrado tangente de M. Para v € T, M escribiremos |v|
para indicar la norma generada en 7;M por d. Con la métrica Riemmaniana fijada
podemos definir para z € M la aplicacion exponencial exp que es un difeomorfismo
de clase C* de una vecindad del origen en T, M sobre una vecindad de z en M. Como
M es compacta existe un 79 > 0 tal que para cualquier z € M la aplicacién exp es
un difeomorfismo de {v € T, M : |v| < ro} sobre su imagen.

Estudiaremos los sistemas dindmicos discretos generados por un difeomorfismo
f: M — M. No distinguiremos entre un difeomorfismo f y el sistema dindmico
generado por él.

Denotaremos por

O(f;z) = {f*(z) : k € Z}
la érbita (trayectoria) de un punto z € M en un sistema dindmico f.
Como es usual diremos que un punto z € M es un punto periddico de periodo n si

fMz) ==z; fi(z) #z paraje {1,...,n—1}

(Si f(z) = z diremos que z es un punto fijo). Denotaremos por Per(f) el conjunto
de los puntos periddicos de f.

Definicién 1.1.1 Un punto € M se dice que es errante st existe U, una vecindad
abierta de x, para la cual f*(U)NU = O cualquiera que sea k € Z. Se denota por
Q(f) el conjunto de los puntos no errantes.



La definicion sigue teniendo sentido atin cuando la funcién sélo sea continua y
definida en un espacio topoldgico, ademds se deduce, que todos los elementos del
abierto U son errantes, por eso 2(f) es un conjunto cerrado.

Cuando un punto z es no errante y U es una de sus vecindades f*(U)NU # 0
para algiin n, més atin, existe una sucesién n; creciente tal que f™ (U) NU # () para
todo k.

También, para cada vecindad abierta V' de la imagen f(z) de un punto no errante,
Y V)N f~Y(V) # 0 para algiin nimero natural n, por ser f~}(V) una vecindad
abierta de z; esto significa que f(z) es un punto no errante, es decir f(£2) C Q.

Puesto que f es un homeomorfismo se tiene que para cualquier vecindad abierta
U, del punto no errante z, f~*[f*(U) NU]= U N f~™(U) y asi por la definicién de
punto no errante se tiene que Q(f) C Q(f~!), pero como se pueden intercambiar los
roles de f y f~!, resulta que 2(f) = Q(f~!). De esto y lo afirmado en el parrafo
anterior se tiene que f~1(Q2) C Q. De donde se obtiene Q = f(f~}(Q)) C f(Q) C Q
es decir f(R2) = QL.

Definicion 1.1.2 Para un punto x € M y un sistema dindmico f, el w-limite de x
denotado por wz(f), es el conjunto dado por

we(f) = {klg{.lo f™(z) : cuando ny tiende a + oo}

Como f es un homeomorfismo podemos definir el a-limite de x

az(f) = {kli_)rgof"k (z) : cuando ny tiende a — oo}

Con esto se se consideran las siguientes notaciones

Li(f) =Usemws(f)  L-(f) =Uzemas(f)  L(f) = Li(f) U L_(f)

De las definiciones se tiene que, los puntos periddicos son puntos limites y por la
construcciéon anterior resulta que Per(f) C L(f).

Cuando y pertenece al w-limite de algin elemento x de M, para cualquier vecindad
U de y existe un nimero natural ky tal que f™(z) estd en U para todo k > ko, asi y
es un punto no errante, de esto.y procediendo andlogamente para z algin punto del
o-limite, se tiene que todos los puntos de L(f) son no errantes y en vista de que Q(f)
es cerrado, tenemos que L(f) C Q(f).

Como M es secuencialmente compacto se puede deducir el siguiente resultado

Proposicién 1.1.1 Si U es vecindad del conjunto Q(f) , para cada z € M se tiene
f*(z) € U para n suficientemente grande.

1Cuando se cumple esta propiedad se dice que §2 es invariante
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Prueba. Como (f™(z))nen posee una subsucesién convergente, de la definicién 1.1.2
se tiene que existe un ko tal que f™(z) es un elemento de U para todo k > ko, puesto
que U es vecindad de algiin punto (no errante) del w-limite de z.

Si se tiene que ny < m < ng4; también f™(z) pertenece a U, a partir de algin ny,
pues de lo contrario existirfa una sucesién m; que cumple la propiedad f™i(z) ¢ U
y de esto el limite de alguna de sus subsucesiones, que estd en w;(f), no serfa un
elemento de U, lo que es una contradiccién.

Definicién 1.1.3 Se dice que un conjunto numerable de puntos de M
E={zx:keZ}
es una d-érbita si para cada k € Z

d(Tes1, fzx)) <6 (1.1)

En ocasiones una d-6rbita es llamada pseuddrbita ( J-pseudérbita).

Considerando el conjunto & = {zx : k1 < k < kp}. Se dice que € es una §-6rbita
finita si (1.1) se cumple para todo k; < k < k,.

A una d-drbita finita se la llama periddica si zy, = zx, con k; # k.
Para z,y € M diremos que existe una J-6rbita de = a y si hay una §-drbita
={zx}ym>0talquezg=zy z, =v.
Definicién 1.1.4 Consideremos los siguientes subconjuntos de M

H(z,f)={y € M : Para cada €>0, eziste una e-drbita de = a y}
R(f)y={zeM:ze€CH(z, f)}

R(f) es llamado conjunto de puntos recurrentes por cadenas

Siempre que z € §(f) y € es positivo, por la continuidad uniforme de f en el
compacto (f), es posible hallar un § positivo, que puede ser elegido méis pequeifio
que £, de modo que d(z,y) < ¢ implica que d(f(z), f(y)) < §, de esto y por,ser z un
punto no-errante existe un natural n tal que f*(Bs(z)) N Bs(z) es distinto del vacio.
Asi cuando n = 1, {z,z} es una e-6rbita de f y en caso contrario, eligiendo y en
Bs(z), tal que f*(y) sea un elemento de Bj(z), resulta que {z, fng [P (y), =}
es una e-6rbita de z a z. Todo esto permite afirmar que Q(f) C R(f)

Ahora buscaremos mostrar que R(f) es cerrado, para eso se considera z € ’R( f)
y un € positivo. Por un razonamiento andlogo al anterior, existe un § positivo, mas
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pequefio que € de modo que d(f(z), f(y)) < & siempre que d(z,y) < % Con esto, es
posible hallar y € R(f) con d(z,y) < 5, pero para y existe {y,z1,...,Zk_1,Zx = Y}
una §-6rbita periddica y por la demgualdad triangular resulta que {:v Tlye-oyTh-1}
es una e-6rbita que parte de z, pero como d(z_1,y) < £ <3y d(y,z) < $, se tlene que
{z,21,...,%Zx_1,2} es una e-érbita de = a z. es decir R(f) € R(f).

En resumen se obtiene que

Per(f) c L(f) C Q(f) € R(f)

Lo que hasta ahora se ha hecho es definir conjuntos invariantes en M, y algunas
de sus propiedades, las que usaremos en la segunda parte cuando se muestre los
resultados sobre la estabilidad de los difeomorfismos, informalmente podemos decir
que nos interesa saber que sucede para los difeomorfismos “cercanos” a un f conocido,
con sus Orbitas y sus conjuntos limites. Por esta razén es que se acostumbra definir
una topologia en el conjunto de los difeomorfismos en M.

Inicialmente se puede usar la funcién py que sigue teniendo sentido atin cuando sélo
consideramos homeomorfismos, y ésta se define para dos sistemas dindmicos discretos
f y g de la siguiente manera.

polf,9) = max{d(f(2), 9(x)), d(f ' (2), 97 () |

Esta funcién p, es una métrica en el espacio de los sistemas dindmicos, y la
“topologia que genera se llama la C%-topologia y ademés si tomamos como Z(M) el
conjunto de todos los homeomorfismos de M, se puede mostrar que (Z(M), o) es
un espacio métrico completo. Para una demostracién de estas afirmaciones se puede
consultar J. Palis y W. de Melo [9]2.

Antes de definir la topologia teniendo en cuenta la estructura diferenciable de los
difeomorfismos es necesario considerar algunos resultados adicionales y observar a M
con la topologia inicial inducida por las cartas, es decir la menos fina de las topologias
que hace continuas a todas las cartas de un atlas.

Una aplicacion diferenciable ¢ : M — N donde M y N son variedades diferencia-
bles se dice que es una inmersidn: cuando la derivada

Dy(9) : LM = Ty N

es inyectiva para todo p € M.

La aplicacidn ¢ se dice que es una inmersion propia cuando es una inmersion
inyectiva que tiene una inversa, ¢ ¢(M) C N -+ M continua.

2]os nimeros indican la referencia



Un teorema cldsico de Whitney (ver por ejemplo [1]) establése que si dim(M) =m
entonces existe una inmersion propia real

@ : M — R¥mt1

Con esto se puede introducir la C™-topologia en el espacio de los difeomorfismos
de clase C", 1 < r < +co y para eso fijamos un cubrimiento finito de M por conjuntos
abiertos V},...,V;, de modo que cada 17, esta contenido en el dominio de una carta
local (Uj,&;) para M y procedemos de la siguiente manera.

Recordemos que al tener una aplicacion diferenciable x : R™ — RY, donde z =

(1,...,Zm) indicén las coordenadas de R™. Es usual denotar para p = (pi,...,Pm)
con p; enteros no negativos.
Fx _ "x _
8zP Bz Pr...0T,Pm Pl =pit ... +pm
Tomemos dos difeomorfismos f y g de M. Para i € {1,...,n}, suponganos que

Vi C Uj, y sea ~
Vi=¢§(V;)) cR™
fi=pofo&', Gi=ypogof;
aqui ¢ denota una inmersion propia real. Para estos dos difeomorfismos f y g de
clase C",1 < r < +o00 se define

prif0) = max s 3 1Ly

= \2e€Viogp|<r

Es esencial verificar que p, es una métrica en el espacio de los difeomorfismos de
clase C" en M y la topologia inducida por esta métrica es la C"-topologia ( como M
es compacto la topologia es independiente de la eleccién de los Vi,...,V}, )

Denotaremos por Dif fT(M) el correspondiente espacio topoldgico.

Para un subconjunto A de M, un difeomorfismo f € Dif f"(M) si consideramos
un € positivo denotaremos por

N (A) ={z € M :d(z,A) < €}
( como es usual aqui d(z, A) = infyeq d(z,y) )
N(f) = {9 € Diff"(M): pe(f,9) < €}
También podemos definir la métrica de la convergencia uniforme

p(f,9) = sup{d(f(z), 9(z)) : z € M}



1.2 Filtraciones y Ciclos

El concepto de Filtracién, permite dar una prueba del teorema de la Q2-estabilidad
y su existencia da un control global del comportamiento de f en el conjunto de los
puntos no errantes, como veremos mds adelante, y también en los punto limites L(f)
como se puede leer en S. Newhouse (7).

Definicién 1.2.1 Una filtracién adaptada a f, es una coleccidn finita M = {M, }m,
de subconjuntos compactos My, con o € I, = {0,...,m} tal que
(a)Mo=0 y My =M

(b))Maq-1 C My a=1,...,m

(c)f(My) C Int(M,) sia € Iy,

Se sigue de (c) que si M es una filtracién adaptada a f € Dif f7(M) entonces
también M es adaptada a cualquier g perteneciente a una vecindad de f en el espacio
métrico (Dif f(M), py); por esto podemos decir que (c) es una propiedad abierta.

Observe que cuando consideramos la coleccién

M-Mp,CM-Mp_1C...CM-DM,

También obtenemos una filtracién adaptada a f~!, la que se denota por M~

Escribiremos para todo a € A
K{(M) = Ngezf* (Mo — May)
Qa(f) = Q(f) n (Ma - M, —1)
Ra(f) = R(f) N (Ma - Ma—l)
K/(M) = Uqer, KL(M)

De la definicién se observa que Q,(f) y Ro(f) estdn contenidos en el conjunto
Nikezf*(Ma — M,—,) que es invariante bajo f, més ain afirmamos que se cumple

N M =M5) € ) fo(Ma = May)

keZ keZ

para cada a de I,.

Para ver eso se define con cada nimero natural n y a en I, los

j=n

= n fj(Ma_ M, —1)

j=-n



que forman una sucesién decreciente de conjuntos que convergen a KZ(M) cuando n
crece, y se muestra que
But1 CBa CBa
Tomemos una sucesién (zx) en Bp4; que converge a z, es decir todos los zx €
fi(M,) para —(n+1) < j < n-+1 y supongamos ahora que z es un elemento de
f3(Mq-1) paraalgin j entre —n y n, luego por la parte (c) de la definicién de filtracién,
tenemos que T esta en el interior de f7~!(M,_,), y asi para k suficientemente grande
"resulta que z; pertenece a fi7'(M,—;) con j — 1 entre —(n + 1) y n — 1 es decir
estos zx & Bny1. Esta contradiccién muestra que z es un elemento de B, lo que es
suficiente para probar lo deseado.

Todo esto nos permite afirmar que KZ(M) es compacto e invariante. M4s ain
es mazimal, esto es para cualquier subconjunto Y de M, — M,_; que es cerrado e
invariante bajo f, se cumple que Y C KZ(M), en particular ,(f) U Ra(f) es un
subconjunto de K/(M) para cada a.

Para mostrar esta ultima afirmacién, también se puede proceder por la definicién
de los puntos no errantes y los recurrentes por cadenas, directamente; por ejemplo,
si elegimos un z € (M, — M4_1) — KZ(M); por la eleccién podemos hallar —m € Z
tal que z € ™™ (M, — My—1) es decir existe un entero m tal que y = f™(z) no es un
elemento de M, — M4_;.

Si y € M4_; hallamos una vecindad U; de z, que sea disjunta con M,_; asi para
k >0 f*(y) es un elemento de Int(M,_;), lo que muestra que = ¢ Q(f).

Pero si y € M — M, hallamos una vecindad U, de y, que sea disjunta con M,.
Para k > 1 tenemos que f¥(z) = f¥~™(y) pertenece a Int(M,), asi y es un punto
errante es decir z & Q(f).

Proposicién 1.2.1 (Estabilidad de los mazimales invariantes) Sea M una filtracion
adaptada a f y un abierto U que contiene a K/(M) Entonces eriste una vecindad
CC-abierta Vy C Dif fT(M) de f donde M es adaptada a toda g € Vy y K9(M) C U.
Mas ain Vy puede ser escogida de modo que

Prueba. Para ver esta afirmacion basta notar, que el conjunto de los difeomorfismos
que cumplen f(M,) C Int(M,), para una filtracién fija, es un conjunto abierto, y
como U, es una vecindad de K/(M), existe un natural n, suficientemente grande tal

que B, C U,. Esto nos garantiza la existencia de una vecindad Vj, de modo que
ﬂ;Z_ng’(Ma — M,_,1), es un subconjunto de U,, cualquiera que sea g en V}.
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1.2.1 Ciclos

Este concepto nos permitird dar una condicién suficiente para la existencia de una
filtracién adaptada a f, de modo que K4(M) = Aq, cuando A = AU, ..., UA,, sea
una unidn disjunta de conjuntos cerrados, que son invariantes bajo f tal que

L(f)C A

Definicién 1.2.2 Para cada subconjunto B C M y f un difeomorfismo de M los
conjuntos estable e inestable W*(B) y W*(B) son:

W?(B) ={y € M : d(f*(B), f*(y)) = 0 cuando n — +o0}
W*(B) ={y € M : d(f*(B), f*(y)) = 0 cuando n — —oo}

Cuando se considera B hiperbdlico, sus correspondientes conjuntos estables e in-
estables son subvariedades diferenciables de M.

Definicién 1.2.3 En la coleccidn {As}0-,, de conjuntos cerrados, se define un pre-
orden y escribiremos A, >> Ag st

(W*(Aa) = Aa) N (W*(Ag) — Ap) # 0

En principio >> no es una relacion de orden parcial pues en general no se cumple
la propiedad Transitiva. Pero en el caso en que las intersecciones sean transversales
(ver sec 1.5) y los conjuntos sean hiperbdlicos, esto termina valiendo por el Lema de
inclinacién (Teorema 1.4.3)

Se dice que una subcoleccién {Aq;}j_;, para r € I, es un r — ciclo si es posible
encontrar una sucesién que cumpla
Aoy >> Moy >>,...,>> Aoy = Ay
Cuando el pre-orden en {Aq}7e, no tiene ciclos se define el orden
Aq < Ap sino existe Aq >>,...,>> Ag

que cumple paracadaa y f; Ag < Ag 6 Ay = Ag 6 Ag < A4, donde 6 no es exclusivo,
esto es, se puede dar mas de una posibilidad a la vez, o quizds ninguna.
Pero, reordenando el conjunto {A4}™, de forma que

Ay < Ag siempre que a < 3

tenemos una relacidén de orden que cumple la propiedad de Tricotomia. En este caso

denotaremos por
A = (Aa)ac,

y diremos que los subindices definen un orden de filtracion.



En general es un problema saber cuando es que existe una filtracién adaptada
a f con la propiedad que sus invariantes maximales sean los A, ya conocidos. Sin
embargo, como mencionamos anteriormente, usando la propiedad de no ciclos se tiene
el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1 Sea f € Dif fr(M) y A = AU,..., U\, una unidn disjunta de
conjuntos cerrados invariantes bajo f tal que L(f) C A. Entonces son equivalentes
las siguientes proposiciones:

(a)Eziste una filtracion adaptada a f tal que

Ko(M) = A, Va € I,
(b)Los {Ag}7_, no tienen ciclos y los subindices definen un orden de filtracidn.
A = (Aa)az

(a = b)Por la parte (c) de la definicién de filtracién se tiene que f"(M,) es un
subconjunto de M, para todo natural n, esto implica que My C M — W¥(Aqy4y) es

decir
We(Aa+1) C M — M,

También de la misma condicidn se tiene que M — M, es un subconjunto de f(M —
M,) de donde resulta que M — M, estd contenido en f™(M — M,) para todo natural
n, es decir usando f~" tenemos que M — M, es un subconjunto de M — W*(A,) de
donde obtenemos que

W*(As) C M,

para a fijado. Si consideramos @ < A las condiciones Ws(Ag) C M — Mgy y
W*(Aq) C M, implican que no se puede cumplir A >> ... >> Ag es decir tenemos

Ao < Apg siempre que a <

Para concluir sera suficiente ver que no existen 1-ciclos puesto que los subindices
ya estan ordenados.

Cuando a = f# tenemos que W*(A,) N W4(A,) es un subconjunto de My — M,
y como los conjuntos estable e inestables son invariantes bajo f por la observacién
que sigue a la definicidn de filtracién tenemos que

W*(Aa) NW?(Ag) = Ag

lo que es suficiente para decir que no existe 1-ciclos.
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Para mostrar la otra implicacién del teorema necesitamos algunos lemas previos,
los que pueden ser encontrados entre lineas, en el trabajo de S. Smale, [12], pero
nosotros seguiremos a M. Shub [13] y la demostracién se incluye en la pégina 13.

Lema 1.2.1 Para cada z € M ezisten dnicos @, B € I, = {1,...,m} tal que
z € W*(A,) z € W¥(Ay)

Prueba. Para cada y € M, su w-limite es un subconjunto no vacio de L(f), asi, existe
un « tal que wy(f) N A, # 0. Para concluir mostraremos que wy(f) C Aq, y por la
definicién de conjunto estable, tendremos que y € W*(A,).

Para ver esto consideremos dos vecindades abiertas W y V en M, tales que A, C
W'y (L(f) — Aa) C V. Pero en vista que A, es invariante bajo f, para cada z en A,,
existe una vecindad abierta U; en M, contenida en W con f(U;) C W (pues A, C
7Y W)y f~Y(W) es abierto). Haciendo U = U,ep, U, tenemos que A, CUC Wy
f(U) c W, de donde podemos afirmar que UNV =0y f(U)NV = 0.

Por otro lado afirmamos que sélo existe un nimero finito de indices n, para los
que se cumple f™(y) € U. De lo contrario, eligiendo n, el primer natural mayor que
uno tal que f™(y) se sale de U, y observando que f™~1(y) pertenece a U, es decir
f™(y) estd en f(U), tenemos por la eleccién de U y V, que f™(y) ¢ V.

Sea n; el primer indice mayor que n; + 1 y que f™*(y) ¢ U, siguiendo el mismo
razonamiento resulta que f™*(y) ¢ V. Procediendo inductivamente, obtenemos una
sucesién creciente en N tal que f™(y) € K donde K = M — (U UV) es compacto,
y por esto podemos suponer que f™(y) converge a un elemento z de K, cuando k
. tiende al infinito. Esto es equivalente a decir que 2 € K Nwy(f).

Pero A, C Wy (L(f) — Aa) C V entonces wy(f) es un subconjunto de UUV/, es
decir 2z es un elemento de UUV y de K, lo que es una contradiccion con la definicion
de K.

Con todo esto se ha mostrado que sélo existe un numero finito de indices, n para
los que se cumple que f™(y) € U, y como U, es una vecindad de A, que puede elegirse
arbitrariamente pequeiia, resulta que wy(f) C Aq.

Procediendo andlogamente, con el a-limite obtendremos la otra afirmacion.

Lema 1.2.2 Para cada 3 el conjunto cerrado Ua<pW¥(Aq) tiene como una de sus
vecindades abiertas a Ua<gW*(Aq)

La prueba se dara mds adelante,en la pagina 15.
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Lema 1.2.3 Si P y Q son conjuntos compactos tal que
PcIn@) y P=[1fQ
nz>0
Entonces eziste un compacto V' que cumple

f(V) C Int(V) P C Int(V) Y V C Int(Q)

Prueba. Se define 4, =N}, f3(Q) lo que nos da una sucesién decreciente A, C A,_;
de conjuntos que convergen a P que por la definicion es invariante bajo f, de modo
que existe ng tal que A,, C Int(Q) y también f(An,) C Int(Q) puesto que Q es una
vecindad de P.

Pero f(Ano) = f(Any) NQ = Angt1 y por induccién tenemos que f¥(An,) = Angs;
para todo j entero no negativo, de esto resulta que Nn>of™(An,) = f"°(P) = P.

Asi existe s € N tal que f*(Ap,) C Int(A,,) puesto que P C Int(A,,) es decir
f(f5~1(Ap,)) es un subconjunto de Int(A,,) y por la continuidad de f existe V; una
vecindad compacta de f5~1(A,,) tal que

Vict(@) v f(Vi) CInt(An)

Pero f57!(A,,) C Int(V}) y asi, nuevamente por la continuidad de f, existe una
vecindad compacta V, de f$72(A,,) tal que

Vclnt(@) y  f(V2) CInt(Vh)

Conti_nua.ndo por induicién encontramos una vecindad compacta V; de 579 (An,)
tal que V; C Int(Q) y f(V;) C Int(V;_1)

Este proceso termina cuando j = s, con el que obtenemos V;...V;, conjuntos
compactos contenidos en Int(Q), tales que

fI(Ay) cInt(V;),  f(V;)cInt(V;_4),¥i>2  f(Vi) C Int(Q)

Con esto se construye el compacto V = VU ...U V; que cumple V C Int(Q) y
P C Int(V) més atn f(V) C Int(A4,,) UInt(V}) U... UInt(Vi_;) y como V; es una
vecindad de f*~%(A,,) obtenemos que f(V) C Int(V) por ser f un homeomorfismo.

O

Lema 1.2.4 §i K es compacto y K C Uj_;W*(A,;) Entonces

&) c [ Jw*(Aay)

n>0 j=1
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Prueba. Elegir un y € Np>0f"(K), es equivalente a decir que es posible escoger una
sucesién z, € K tal que f*(z,) = y de modo que por la compacidad de I, existe
z € K, que es el limite de (z,;), una subsucesién de (z,).

Como todos los n; son positivos, se tiene que z € oy (f)NK C L(f) N K asi,
existe @ € {1,...,m} tal que z € I N A, que es un subconjunto de la interseccién
de Ag y Uj_1W?*(Aqj)-

Luego para algin a; se tiene W*(Ay;) N Aq # 0, de donde A, = A, y de esto
resulta que € A,;, es decir y € Aq; = f(Aq;) C W¥(A,,) de donde obtenemos el
resultado.

o

Observacién 1.2.1 Como los conjuntos inestables, siempre son invariantes bajo f,
resulta que cuando K contiene a U§=1W“(Aaj) entonces

I4
() (K) = UW“(Aaj)

n>0

Demostraciéon del teorema 1.2.1
Construccién de M por induccién

Paso 1.  Mostremos inicialmente que W#(A,) es una vecindad de A; usando el
Lema 1.2.2. Para eso supongamos que existe z € W*(A;) — A; de modo que por el
Lema 1.2.1 existe un tinico o tal que z € W*(A,) es decir z € (W*(A1) —A)NWE(AL):

Si a =1 tendriamos A; >> A, lo que no es posible por hipétesis.

Si o > 1 tenemos que z € A, pues de lo contrario tendriamos que z también es
un elemento de W*(A4) lo que es falso, ya que los conjuntos inestables son disjuntos
por Lema 1.2.1. Con esto tenemos que A; >> A, lo que contradice la condicién
A <A <...< A

Ahora que W*(A;) es una vecindad de A, se puede elegir un compacto @, tal que
WY A) CInt(@1) vy @ C W (A)

Asi por el Lema 1.2.4 resulta que A, = Ny>of"(Q) y por el Lema 1.2.3 existe un
compacto Vi que cumple

fWi) cnt(Vy),  WHA)CcInt(Vi) vy = VicCInt(Qy)

Con esto escogemos una funcién diferenciable g tal que V; = {z € M : g(z) = 0}
(ver [1]) y para € > 0 suficientemente pequenio definimos al variedad diferenciable
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con borde M; = g~!([0,€]) que cumple f(M;) C Int(M,) y M, C W*(A;) puesto que
971(0) = Vi C W*(Ay).

Paso 2. Por el Lema 1.2.2 existe un compacto @, tal que
WHA)UWH(A2) CInt(Q2) v Q2 C WH(A)UW?(A,)

Asi por el Lema 1.2.4 y la observacién que le sigue resulta que W*(A;) U W*(A,) =
Nr>0f™(Q2), de esto y por el Lema 1.2.3 existe un compacto V3 que cumple

f(V2) C Int(V3), WY (A1) UW"¥(Ag)) C Int(V3) Yy V2 C Int(Q)

Andlogamente escogemos una funcién diferenciable g tal que VUM, = {z € M :
g(z) = 0} y para £ > 0 suficientemente pequefio definimos al variedad diferenciable
con borde M, = g~1([0,€]) que cumple f(M;) C Int(Mz) y My C W3(A;) U WH(A2)
puesto que g~1(0) = Vo U M; C W*5(A;) UWS(Ay).

Paso 8. Mostraremos que para cada § € I, = {0,...,m} se cumple que
Ag = [\ fE(Mp — Mp_)
kEZ

Por la construccién Ua<gW*(Aq) C Int(Vp-1) que es un subconjunto de Mp_o U
Vg-1 que ademds estd contenido en Mg_; y de esto resulta que

Jw*(Aa) € Mpy

a<fl

También tenemos que Mpg_1 C UaqepW?*(Ag) y como Ua<pW*(Apr) C Mg por el Lema

1.2.4 nos da
" (Mp) = [JW*(Aa)

n>0 alp

Usando la segunda relacién en la primera igualdad tenemos

mnéﬂfn{Mﬂ — Mp1) C (Mg — Mp_1) N (Npsof™ (Mp))
= (Mg — Mp_1) N [W*(Ag) UUqesW*(Ao)]
= (Mg — Mp_1) N W*(Ap)
C W¥(Ap),

donde se ha vuelto a usar la segunda relacién en la ultima igualdad. Con todo esto
obtenemos

(/™M = Mp_1) € W(Ap) (1.2)

n>0
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Andlogamente usando el Lema 1.2.1 y Np>of (M — M,) C Up,,;W*(A.), para
vy=pB—1yvy=/p, luego de tomar la diferencia resulta que:

(/™ (Mp — Mp—1) C W*(Ap) (1.3)

n>0

Pero como no existen 1-ciclos W*(Ag) N W*(Ap) = Ag y de esto resulta que

() f5(Mp — Mp_y) C Ag
kEZ

De donde obtenemos lo deseado puesto que Nieczf¥(Ms — Mp_;) es el invariante
maximal y Ag es un subconjunto cerrado de Mg — Mpg_,, invariante bajo f

%

Prueba del Lema 1.2.2.
Para mostrar este resultado probaremos que para cada a se cumple que

We(Aa) C [ JWH(A,) (1.4)

7{c

Asi tomando la unién en la anterior ecuacién tenemos que Ua<gW*(A,) es un
subconjunto de Uy<g(U,<aW*(A4)) lo que es suficiente para probar que Ua<gW*(Aq)
es cerrado.

Para mostrar que U,<gW*(A,) es abierto aplicaremos (1.4) al nuevo difeomorfismo
f~! cambiando los subindices de la particién L(f) C A = A; U... U A, haciendo
Ae = A™°*! y usamos en la primera igualdad el Lema 1.2.1

[UasﬂWS(Aa)] = Ua>ﬂWs(Aa)
= Uqs Wi, (Am:a+l)
= U’)’Sm—ﬂwu—l (A’Y)

La ecuacién (1.4) muestra que este tltimo conjunto es cerrado lo que basta para
afirmar que Ua<gW?*(A,) es abierto.

inmediatamente que z € W*(A,) ), por el Lema 1.2.1 z estd en el conjunto estable
de algin A, pero cuando z € A, resulta sin dificultad que z € W*(A,) de donde
la unicidad del Lema 1.2.1 nos da @ = 7, es decir sélo necesitamos ver cuando
z € W3(A,) — A,. Luego por la definicién tenemos que Ay >> A, pero como los

Para concluir consideremos z € W*(A,) — Ag con a@ < B ( si € A,, resulta
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subindices definen un orden tenemos que o > 7y es asi £ € Uy,<oW?*(A,) es decir
UaSﬂWu(Aa) C UagﬂW‘,(Aa)-

Para mostrar la relacién (1.4) tomemos un elemento z en W¥(A,), como por el
Lema 1.2.1 z siempre estd en algin W*(A,) s6lo necesitamos probar que v < o

Por la afirmacién 1.2.1 tenemos que W¥(A,) intecsecta a A, asi para o = v la
prueba termina, pero cuando a # 7 por la afirmacién 1.2.3 tenemos que v < ¢, es
decir en todos los casos siempre se puede concluir que v < «

Afirmacién 1.2.1 Si W¥(A,) intersecta a W*(A,) entonces su interseccién con A,
es no vacia.

Como existe y € W¥(A,)NW*(A,) tenemos que O(f, y) estd contenido en el conjunto
cerrado W*(A,), en particular a,(f) C W*(A,).

Pero también se tiene que d(A,, f*(y)) — 0 cuando n tiende a —oo y como A, es
cerrado oy(f) C A,

De esto tenemos el resultado puesto que la compacidad garantiza que oy (f) es un
conjunto distinto del vacio.

Afirmacién 1.2.2 §i W*(A,) intersecta a A, con o # v entonces su interseccidn
con W*(A,) — (A,) es no vacia.

Consideremos vecindades compactas U, de A, con A, C U, y f(Up) N U, = 0
cuando 8 # 0. Como existe z en la interseccién podemos elegir una sucesion (z)ren
en W¥(A,) cuyo limite = esta en A, y por esto podemos suponer que todos los zj son
elementos de U,.

En vista que los z; son elementos de W*(A,) podemos asociar el menor entero
positivo ny tal que f~"(zx) € U,.

ny crece indefinidamente puesto que el limite de = es un elemento de A,

El conjunto {z\ : kK € N} no es finito pues en este caso su limite seria alguno de

sus elementos, existiria z, que éstaria en A,, un subconjunto de W*(A,) y asi por el
Lema 1.2.1 a = 7 lo que por hipétesis no es posible. Por esto es que existe un punto

de acumulacidn, y, del conjunto {f~"™(z\) : k € N} es decir y € W*(A,)

Observemos que para cada 7 natural fA(f~™(zx)) es un elemento de U, lo que es
suficiente para decir que f*(y) € U,.

Este elemento y es el que prueba la afirmacién pues por el Lema 1.2.1 y € W*(A,)
para algin o pero como f*(y) pertenece a U, para todo natural 7 tenemos que f?(y)
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no se pu_e_de acumular en un A, que no sea A, pues también se cumple que U,NU, = 0
cuando U, es pequeiio. Siy € A, tendriamos que la interseccion de W*(Aq) y W*(A,)
es no vacio de donde concluiriamos que a = 7.

Afirmacién 1.2.3 Si W¥(A,) intersecta a A, con a # 7y entonces v < a

Por la afirmacién 1.2.2 existe z en la interseccién de W¥(A,) y W*(A,) — A, y como
W*(Ay) — Ay y Aq son disjuntos (de lo contrario W*(A,) NAq # 0 y asi & = 7 por
el Lema 1.2.1) tenemos que no se cumple Ay >> A,

Supongamos que existen a; .. .a,, subindices diferentes entre si y también de a y
v, tales que Ay >> Ay, >> ... >> Ay, >> A, Por la tricotomia o > a; 0 o < oy,
y en ese iltimo caso A, < Ag,, lo que contradice nuestra suposicién, es decir a > a;.
Andlogamente, procediendo por induccidén se tiene que o >.a;"> ... > o, > 7, es
decir v < a.

1.3 Conjuntos Hiperbdlicos

La nocidén de conjunto hiperbdlico es bésica en la teoria de la estabilidad estructural de
los sistemas dindmicos diferenciables. Muchos resultados incluidos en las siguientes
paginas estardn basadas en la propiedad de hiperbolicidad.

Fijemos un difeomorfismo f de clase C". Consideremos un punto z € M y niimeros
C>0,2€(0,1)

Definicién 1.3.1 Se dice que una trayectoria O(f;z) es hiperbdlica con constantes
de hiperbolicidad C, )\ (y escribiremos x € H(C, ) u O(f;z) € H(C, ) en éste caso)
si para cualquier p € O(f;z) ezisten dos subespacios vectoriales E;, Ey de T,M tal
que:

(a)E; ® Ef = T,M

(b)D,,(f)E; = E}(p) D,,(f)E;,‘ = }‘(p)

(c)|Df™y| < CA*|v| para v € Es,n>0 |Df™y| < CA~"|v| para v € E},n<0

Ahora podemos definir un conjunto hiperbélico. Se dice que un conjunto A C M
es un conjunto hiperbdlico para f si:
(a)A es compacto e invariante bajo f.
(b)Existen constantes C > 0, € (0,1) tal que para cualquier £ € A tenemos que
O(f;z) € H(C,\).

En éste caso escribiremos A € H(C, A).

De la definicidn no es dificil ver que si A es un conjunto hiperbdlico entonces para
cualquier p € A
E,® E, =T,M
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Podemos escribir para la restriccién del fibrado tangente TM de M a A
ToM =E°&® E" (1.5)

donde E*, E* son subfibrados vectoriales, que dependen continuamente de p, definidos
naturalmente del siguiente modo:

E°={(p,E]):p€ A},0 =35,u

Diremos que (1.5) es la estructura hiperbdlica en A con constantes de hiperbolici-
dad C, A

Como el conjunto A es compacto, la nocién de hiperbolicidad es independiente de
la métrica. Ademads si A € H(C, \), podemos definir una métrica dr, de clase C*, en
M de modo que para la correspondiente norma | . |, se satisface lo siguiente: Existe
u€ (A1) tal que paraz € A

|Dz(f)vle < plv|, para v € ES

|Dz(f~")vl, < plvl|, parav € E*

Con respecto a ésta métrica en el conjunto hiperbdlico podemos escribir

IDflesll < @ IDf el < p

para z € A. En este caso diremos que (1.5) es la estructura hiperbdlica en A con
constante (de hiperbolicidad) .

Estas propiedades quedan expresadas en el siguiente teorema cuya prueba puecde
encontrase en M. Hirsch [2].

Teorema 1.3.1 Si A es un conjunto hiperbdlico para un difeomorfismo con estructura
hiperbélica (1.5) Entonces eziste una vecindad Wy de A y una constante p € (A, 1) tal
que Ty, M se descompone en una suma continua de Whitney formada por subfibrados

Tw,M = E' ® E*

con las siguientes propiedades.
(a)Df(Etlwlnf’l(Wx)) = Et'f(Wl)nWl;i =1.2
ODflell <p  IIDf szl < zeW:
(c)El = E$ E? = FE" paraz € A

Ejemplo 1.3.1 En particular cuando A es un punto fijo de f. Eziste una descom-

posicidn (1.5) para T,M, siempre que los autovalores de D,(f), tengan mddulo dis-
tinto de 1.

18



Para el autovalor real A de D,(f), se denota por E) el autoespacio generalizado
asociado a ), considerando todos los vectores v de T, M (isomorfo a R™), tal que
(Dp(f) — AI)*v = 0 para algiin k. B

Anélogamente, para un par de autovalores complejos conjungados Ay A, Ey 5 es
la intersecién de R™ con la suma de Ej y Ef, que son los autoespacios generalizados
para la complejificacién de D, (f).

Con esto podemos definir

E'=@ps1Br+OpsiEys ¥y E =0pn«aba+OpnaByx

Cuando ningtin autovalor de D,(f) tiene modulo igual a 1, tenemos que TAM =
E°@® E* y cada uno de los subespacios E?, o = s, u, son subespacios invariantes bajo
Dy(f), esto muestra el ejemplo.

Por otro lado el conjunto de los autovalores de la restriccion D,(f)|ge, es igual
a todos los autovalores de D,(f), con modulo menor a 1. (andlogamente, para la
restriccion D, (f)|g«) es decir tenemos que.

{X : X es autovalor de D,(f)|gs} C B1(0)

Esto es suficiente para decir que existe i < 1 y una norma || . ||; en E°, equivalente
a la norma inicial, para la cual

[1Dx(f)vlls < Allv|, para v € E°

basta para eso, tomar [ < 1, més grande que el radio espectral de D,(f)|ge, y definir
lzlls = Z BT D (FI
n>0
que es convergente, puesto que para n suficientemente grande, ||Dp( f”)|| < pt.

También se tiene que Dy(f™') — M = —A(D,p(f) — 3I) 0 D,(f*) lo que implica
que
{): X es autovalor de D,(f™!)|g«} C B1(0)

y andlogamente a lo anterior, existe una norma || . ||, en E*, que cumple
|Dp(f ) vllu < Bllv||. para v € E*

Pero T,M = E°*@®E" por construccién, esto implica que existe un producto interno
en T,M (que da origen a la métrica d;,), de modo que para su correspondiente norma.

IDp(Aesll S IIDp(f el < o

. cambiando [ si es necesario.
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El Ejemplo anterior, nos da condiciones suficientes (que también son necesarias)
para que un punto fijo p de f sea hiperbdlico. Siguiendo este razonamiento con-
sideremos A, un conjunto compacto e invariante bajo f; trataremos de encontrar
condiciones suficientes para que A sea hiperbdlico bajo f.

Tomemos para eso 79 > 0 independiente de z tal que exp, sea un difeomorfismo
local. Podemos decir que la derivada Dy (exp,) es una aplicacién de T, M en Texp (y) M.

Eligiendo 0 < € < g el conjunto B (inc) podemos identificarlo con una vecindad
x°(A) del campo de vector cero en el fibrado TM por el homeomorfismo ¢ : B, (inc) —
x2(A) de modo que a cada k € B (inc) le asociamos (k) : A — Ty M donde [p(k)]_ =
exp k()

Como ya hemos dicho queremos dar condiciones suficientes para que un conjunto
compacto, invariante bajo f sea hiperbdlico, y lo que en realidad se cumple es que
a cada conjunto hiperbdlico, siempre le corresponde algin punto fijo hiperbdlico, de
una aplicacién en una variedad de dimension infinita. Para explicar esta afirmacion,
asociemos a la aplicacién F : C°(A, M) — C°(A, M), dada por F(k) = foko f !, la
nueva funcién F definida en x?(A) mediante la carta ¢, por la identidad F' = poFop~1,
mas explicitamente

[Fa]x = expa_:l(f(expf‘l(z)[a]f—l(:c)))

Como x°(A) es un espacio lineal, su espacio tangente es él mismo, en particular
Tox2(A), esto implica que la derivada Do(F) es un automorfismo lineal de x°(A), pero
como Dy(exp;!) es la identidad. Usando limites, resulta que

Dy(F)o =Dfogo f!
explicitamente [Do(F)o], = Ds-1()(f)|0] f1(@)"

Proposicién 1.3.1 8i A un conjunto compacto e invariante bajo f. A es hiperbélico
bajo f siy sélo si Dy(F) tiene a 0 como punto fijo hiperbélico; ¢ lo que es lo mismo,
inca es un punto fijo hiperbdlico para F.

Prueba. Si A es hiperbélico, entonces el espacio x°(A), admite una descomposicién
para Dy (F)
X*(A, TaM) = X" (A, E°) @ X"(A, E¥)

Por otro lado, si x°(A) = E*@® E*®, es una descomposcién hiperbélica para Dq(F),
es posible reconstruir una descomposicién hiperbélica de T4 M, usando la regla que
sigue

B2 = E°(z) = {9(a) : g € E%),0 = 5,
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1.4 El Teorema de la Variedad Estable

1.4.1 Aplicaciones de Lipschitz

Se considera entre los espacios métricos X y Y el espacio vectorial Lip(X,Y) = {f :
X =Y : f es de lipschitz } y llamemos Lip(f) al infimo de las constantes de lipschitz
de f, un elemento de Lip(X,Y), y denotemos por Lip;(X,Y) a las contracciones.

Proposicién 1.4.1 Sea Y un espacio metrico completo Si f € Lip,(Y) se cumple
(a)Eziste un tinico yo € Y : f(yo) = yo-
(b)Para cada y € Y, limp_y 400 f*(¥) = 0.

Esta proposicion es consecuencia del Teorema del punto fijo para contracciones.

Corolario 1.4.1 Sea Y un espacio metrico completo y F : X xY — Y una aplicacion
continua en X para la que eziste 0 < K < 1 tal que 6(F(z,y1); F(z,y2)) < Kd(y1,y2)
para todo z € X, y;,y2 € Y Entonces:

(a)Para cada z € X, F; : Y = Y definida por F;(y) = F(z,y) tiene un tnico
punto fijo (z) €Y

(b)La aplicacion ¢ : X —+ Y es continua puesto que verifica

§(¢(zy), d(z2)) < 1 _lﬂ-aiF(xl: d(z1)); Fz2, #(21))), Vo120 € X (1.6)

Para tener mas informacidn sobre esta proposicién y su Corolario vea por ejemplo
E.L. Lima (5], S. Honing|3).

Proposicién 1.4.2 Sea Y = F un espacio de Banach
(a)Si h € Lip,(E) entonces H = I+ h es un homeomorfismo y ademds

Lip(I+h)™) £ %

(b)Si f € C(E) es inyectiva y f~' € Lip(E) entonces f + h es inyectiva. Ademds
cuando h € Lip(E) con Lip(h).Lip(f~!) <1 se tiene

Lip(f~1)

Lip((f + 1)) < gpp s ot = [(Lip(7) ™ = Lin(h)]

Prueba.
(a)La aplicacién continua F(z,y) = y — h(z) satisface en E x E la desigualdad

6(F(z1,9); F(22,y)) < Lip(h)||lz1 — z2|| asi por el corolario anterior, para cada y € E
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existe un tnico z que cumple F(z,y) = z es decir existe una udnica solucién del la
ecuacién H(z) = y para y conocido, por lo tanto H es inyectiva.
Mas ain la aplicacién que a cada y le asocia el punto fijo de Fj, es continua y como
esta aplicacion es la inversa de H, se tiene que H = I + h es un homeomorfismo.
Por (1.6) se tiene que

B(H @), H™\(52)) < g b(P o, H (@) Floa, B aw))
= W ||h($2) - h(xl)ll
p
S T L@

(b)Para probar la segunda parte bastard observar que f + h=(I+ho f)ofy
aplicar directamente la parte (a) puesto que Lip(h o f~!) < Lip(h).Lip(f~!) < 1 de
donde se obtiene que f + h es un homeomorfismo y también la desigualdad deseada.

Observacion 1.4.1 La desigualdad de (b) se puede obtener usando las siguientes:

lz1 — zal| < Lip(f ™) || f (1) — f(z2)l
|h(z2) — h(z1)|l < Lip(k)||z2 — 1|

En efecto

I(f + h)(z1) — (f + B) (@)l = |If (z1) = f(z2)|| — l|A(z2) — h(z1)]|
> {Lip(f1)} Hlz1 = z2|| — Lip(h)||z1 — z2|
> ([Lip(f~1)]7! = Lip(h))~'6(z1, z2)

Observacion 1.4.2 Si A\ = Lip(h) < 1 se cumple parar >0 yzg € E
Bra-xn((I +h)(z0)) € (I + h){B(z0)}

De la desigualdad ||z — zo||(1 — A) < ||(I + h)(z) — (I + h)(z)|| tenemos que I +
h es inyectiva y ademds cuando |ly — (I + k)(zo)|| < (1 — A)r entonces se cumple
(I + k)~ (y) — zo|l < r es decir y € (I + h)(B(zo))

Asi la aplicacion I +h es abierta cuando h es una contraccidn y como es inyectiva,
resulta que su inversa (I + h)~! es continua.

Teorema 1.4.1 Sea f un homeomorfismo definido en un abierto U de un espacio
de Banach E, sobre algin abierto V del espacio de Banach F cuya inversa es de
lipschitz. Si h: U - F es de lipschitz y Lip(h).Lip(f~!) <1 entonces f + h es un
homeomorfismo y

Lip((f + h)™") < ([Lip(f~H)]™" — Lip(h))™*
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Prueba. Como f+h = (I+hof™)ofywv =hof!es Lipschitz con A =
Lip(v,) < Lip(h)Lip(f~') < 1, se tiene por la observacién 1.4.2 que I +v; es abierta,
ademds como existe zp, un punto fijo v;(zo) = zo. Consideraremos la nueva funcién

v(z) = vi(zo — =) — zo que va ha cumplir v(0) = 0 y Lip(v) = A < 1, asi por la
proposicién 1.4.2 I + v es inyectiva y Lip(I +v)™! < L.

Para r > 0 fijo con B,(0) C V se cumple Bq-x((I +v)(0)) C (I +v){B(0)}
asi la inversa de I 4+ v, vamos ha considerar que satisface w : B(l -»r(0) = V, donde
(I +w){B-»-(0)} C B-(0) y (I +v) o (I +w) = I; pero desarrollando la ultima
desxgualdad en el algebra adecuada resulta que w = —v(I + v)~! luego Lip(w) <
LM = 1_X’ es decir la w que nos servird para construir la inversa de I + v la
buscaremos en

E={ue CO(B(l—A)r(O)§ F):u(0) = 0, Lip() < %}

Pero, decir que (I + v) o (I + w) = I es equivalente a w = —v(I +v)~! y como el
espacio (E, || . ||sup) €s completo; buscaremos a w como el punto fijo de la funcién
é(u) = —v(I + u).

Se puede probar con un cilculo directo que ¢ : £ — E y ademds ¢ es una
contraccién por eso existe una tnica funcién w € E tal que w = —v(I + w) de donde
resulta que I 4+ v es un homeomorfismo y por eso I + v; también, por lo tanto se
obtiene que f + h es un homeomorfismo.

Corolario 1.4.2 St L : E — E es un automorfismo de un espacio de Banach y
h € Lip(E(r), E) cumple Lip(h).|L7Y|| < 1 entonces

L+h: E(r) = E es un homeomorfismo sobre un abierto y Lip((L + h)™!) <
IITTIF'I_-TEJW' Ademds si h(0) = 0 se tiene E(s) C U donde s = r.(||L~||~1 - Lip(h)).

Proposicion 1.4.3 Sig : U C E — F es un homeomorfismo en un abierto y la

inversa g~ es lipschitz con Lip(g~') < )\ entonces para cada r > 0

By (9(z)) € 9(B-(z))

1.4.2 La Variedad Estable

Fijado un punto p de M, un entero &, 0 < k£ < m y un nimero positivo 7. Se dice que
D(p,n) es un disco diferenciable (de clase C") k—dimensional de centro p y radio 7 si
el espacio T,M se puede escribir como el producto R* x R™* de modo que usando
las coordenadas y en R¥ y z en R™* tenemos

D(p,n) = exp,{(y, 0(y)) : y € R, |y| < 7}
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donde @ es una aplicacién de clase C™ de {y € R¥ : |y| < 5} sobre R™* y ¢(0) = 0.

Cuando consideramos un elemento p del conjunto A que es hiperbdlico bajo el
difeomorfismo de clase C™ f, los conjuntos estable W*(p) e inestable W*(p), se con-
stituyen en subvariedades diferenciables de clase C” y ademas en el punto p tienen a
E; y Ej como sus espacios tangentes.

M4ds aidn, localmente, W?(p) es la imagen bajo la exponencial del gréfico de una
funcién de clase C™ ¢ : E;(€) — E}. Son discos diferenciables.

Andlogamente, W (p) se puede relacionar con el gréifico de una fucién de clase C”
¥ : Ej(e) = E5.

Teorema 1.4.2 Asumiendo que f € Diff"(M), r > 1 y que A es un conjunto
hiperbdlico de f. Entonces eziste un ¢y > 0 teniendo las siguientes propiedades.
Sip € A y dimE; = k, entonces

(a)ezisten inmersiones b*,b* de clase C":

b R — M, 5°(0) = p, b*(R*) = W*(p);

b : R™* — M, b%(0) = p,b*(R™*) = W*(p);

(b)para cada € € (0, €] ezisten discos diferenciables (de clase C") W2 (p), W*(p)
stendo subconjuntos de

W#(p) N Ne(p), W*(p) N Ne(p)

conteniendo a p y ademds
(b.1)T,W. (p) = EJ,0 = s,u
(b.2)para © € N(p) — W?(p) eziste un ny > 0 con

d(f™(z), f*(p)) 2 €
(b.3)para z € N(p) — W*(p) eziste un ng > 0 con
d(f™™(z), f~™(p)) = ¢

Se puede hallar W*(p) usando el punto fijo de la llamada transformacidn grdfico.
Para dar una descripcién de como se demuestra, supongamos que A = {p} es un punto
fijo hiperbélico donde T,M = E* @ E* (Vea el ejemplo de la Sec. 1.3). Sean E*(r)
y E*(r) las bolas abiertas centradas en 0, de radio r contenidas en E* y E* respec-
tivamente. Consideremos el espacio de Banach C(E*(r), E*(r)) (mds formalmente
Lip;(E*(r), E*(r))) con la norma ||k|| = sup{||k(z)||.. : = € E*(r)}.

24



Si W = graf(k) es el grifico de alguna aplicacién, lo mismo se obtiene para
A~Y(W) con A = Dy(f), cuando nos restringimos a E*(r) x E*(r). Es decir existe
ky : E*(r) = E*(r) de modo que graf(k;) = A~Y(W) N Es(r) x E*(r).

No se requiere de gran esfuerzo para ver que la tranformacién grafico definida por
[y : k — k; es una contracciéon en C(E*(r), E*(r)). De esto se sigue que existe una
inica aplicacién ¢ : E°(r) — E*(r) tal que I'y(p) = ¢ y lim, I';"(k) = ¢ para cada
k € C(E*(r), E¥(r)).

La diferenciabilidad de ¢, es una cuestién mas delicada. En vista que los subespa-
cios H de aplicaciones k : E*(r) — E*(r) de clase C", que cumplen I';(H) C H, no se
satisface que ¢ € H puesto que H no es cerrado, en C"(E*(r), E¥(r)). En general I,
no es una contracién relativa a las normas C” de las C™-aplicaciones. Sin embargo se
puede mostrar que ¢ es de clase C” (igual que f), pero requiere de argumentos mas
sofisticados.

Sea W, s el disco diferenciable asociado al grafico de ¢. Por la construccién con-
tiene a p con T,W, ; = E° y es invariante bajo f, en el sentido f(W,y) C W, . Mds
aun W, s contiene los puntos de E*(r) x E*(r) cuyas iteradas positivas permanecen
en E°(r) x E*(r) y estas iteradas de hecho convergen a p. Entonces se puede mostrar
que

Ws(p) = UnGNf_n(Ws.f)

y tener que W*(p) es una inmersién inyectiva de clase C", en M y ademas
s — R n —
Wip)={zeM: lim f*(z)=p}

Una demostracién del teorema de la variedad estable puede ser encontrada en Ka-
tok [6] y también en [13]. Para el caso de un punto fijo hiperbélico una demostracién
diferente, usando el teorema de funcion implicita, se encuentra en [9], o el trabajo
original de Irwin(4].

La siguiente proposicion puede ser presentada del teorema de la variedad estable
pero daremos otra demostracién pues las estimativas que se presentan las usaremos
para demostrar algunas de las verdades méas importantes de las siguientes paginas.

Sea E un espacio de Banach que tiene una descomposicién en una suma directa
E = FE' @ F? para la que existen las proyecciones P; : E — E’ de modo que

Pjﬂ.ﬂ-—}Pj Y I=P1(I}+P2{$]

define una particiéon unica.
Para una funcién cualquiera g : E—FE denotaremos por g; = P; o g es decir
tenemos que g; : E — Ej, en particular para la funcién identidad.
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Podemos entonces definir la siguiente norma

l2lls = max{||z4 ]I, [|l=2||}

donde z; = Pj(z).

Para una constante r positiva usaremos la siguiente notacién E(r) = {r € E :
llzllo < 7}
Proposicion 1.4.4 Sea T un dutomorfismo lineal en E que es hiperbolico con re-
specto a la descomposicion E = E' + E? y eziste una constante positiva A-< 1 tal
que ||ITh|l < Ay IT5Y| < A. Sea g : E(r) = E una aplicacién cercana a T tal que
Lip(g —T) <e ylg(0)|| <.
Sid+e<1yd <r(l—X—c¢€) Entonces g tiene un unico punto fijo p, en E(r)
también

1
[ . R .
IPglle < T——llg(O)lls (1.7)
Ademds p, depende continuamente de g en la topologia C°.

Prueba. Definamos §: E(r) - E
9(21,72) = g1(z1,72) + T3 ' [22 + Tp22 — ga(21, 22)]

que tienen los mismos puntos fijos que la funcién g : E—F de modo que buscare-
mos los puntos fijos de §g. Note que la norma ||g(z) — G(y)||s es igual al méximo

entre ||g:(z) — g2(¥)ll y 75 [(z2 — %2) + (T2 P2 — 92)(z) — (T2P2 — 92)(y)]| de modo
que vamos ha tener

13(2) = 3@W)lle < max{(e + Nz - yll; A(1 +€)llz — yll}
< (e+Nllz = yllo

asi § resulta ser una contraccién. Para ver que el punto fijo p, esta en E(r) basta
observar que ||g(0)|ls = ||g(0)]ls ¥

13(2)lls < (e 4+ MlIzlls + 13(0)]ls < (e + A)r + 13(0)[ls < (e + A)r + 6
por la eleccién de la constante 6.

Veamos ahora la dependencia continua del punto fijo py, para eso recordemos que
es el limite de la sucesién §"(0) cuando n tiende al infinito y como §*(0) — §(0) =

(§™(0) = g"71(0)) + (§"71(0) = §"~2(0)) + ... + (§°(0) — 3%(0)) + (3°(0) — §(0)) usando
que ||§7(0) — g1 (0)|ls < (e + N)||g7~*(0) — §°~2(0)||, para todo j obtenemos que:

157(0) = 3(0)lls < [(e+X)"2+(e+ )" +...+ (e+ )]+ 3Ol

< e+ N[ s
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asf al tomar el limite sobre n nos da [|g*(0) — §(0)||s < [-Q‘L‘ l13(0)|ls pero como
IPglle < llpg — §(0)lle + [|5(0)||> obtenemos

1
lIpglle < T =< 9O)lls

Para ver la dependencia continua, definamos f de modo anélogo a § y de esto ten-
emos que ||g(z) — f(z)ls < llg(z) — f(z)|ls < p(g, f) asi por la desigualdad triangular
después de sumar y restar || f(p,)||» tenemos que

llpg — pelle < G(pg) — F(po)lls + 11F (pg) = F(po)ls
< (3, f) + (e+ Nllpg — pysllo

- F g(z) — f(z
Sp(g,f)+(e+)\)”g( ) f( )“b
1-X—c¢
y de esto resulta que ~
g, f
Ilpg — oyl < (281

¢

Sea p un punto periddico e hiperbélico de un difeomorfismo f de clase C!. Podemos
aplicar el Teorema de la variedad estable y hallar un ¢ > 0 y su correspondiente disco
diferenciable

W (p) = exp,{(y,9(y)) : y € R* C T,M, [y < o}

en W#(p) con ¢ de clase C! y ¢(0) = 0.
Anilogamente, (usando f~!) existe 1 de clase C* con 1(0) = 0 tal que

Wi (p) = exp,{(¥(2),2) : z € R™* c T,M,|2| < €0}

Con esto podemos definir, en una vecindad del origen de T,M = E; ® Ey, la
aplicacién H(y,z) = (y—%(2),2—¢(y)), que es de clase C' y cumple H(0,0) = (0,0).
Miés atin H(W; (p)) C E; y H(Wi(p)) C E;.

Pero al ser H = I — (4, ) con —(¢,¢) € Lip,(T,M), por la proposicién 1.4.2,
H es un homeomorfismo con DoH = I. Lo que es suficiente para decir que H, es un
difeomorfismo en una vecindad del origen de E; @ E;.

Con esto podemos considerar el difeomorfismo local f = H oexp, lof oexp, oH -1
definido en una vecindad del origen que cumple f (0) =0y Dy f = Dof. ademis en
este caso, H llevael gréfico de 9 en W2(0, f ) y el de ¢ en W}(0, f ), que son vecindades
del origen de E; y E; respectivamente. Y como f en una vecindad de p y f alrededor
del origen tienen el mismo comportamiento.
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Podemos suponer que la variedad estable local W, (Resp. inestable), de un punto
periédico y f-hiperbdlico p, sea la imagen bajo exp, de una vecindad del origen en el
subespacio estable (Resp. inestable) de D,(f), la parte lineal de f.

Tomemos dos discos diferenciables D;, D, definidos por
D; = exp,{(%i(2),2) : z € R™* C T, M, |2| < &0},

i =1,2 con ¥; de clase C!, definamos

71(D1, D) = sup (a(2) - va(a)] + 192 (2) — T2(2))

|zl<€o

Teorema 1.4.3 (Lema de Inclinacidn)Asumiendo que N es un disco diferenciable
que tiene en el punto q, una interseccién transversal con W*(p). Dado € > 0 eziste
un n(e) tal que para cada n > n(e) podemos hallar funciones v, de clase C!,

Yn: {z € R™* C T, M, |2| < &} = {R* c T, M}
de modo que los discos
N, = exp,{(¥n(2),2) : z€ R™* C T, M, |2| < &}

tienen las siguientes propiedades:
(a)l_vn C fM(N);
(b)p1 (N, Wi (p)) < €

Prueba. Consideremos inicialmente el difeomorfismo f, definido en una vecindad
V, del origen de E; @ E;. Donde podemos considerar que V' es el producto de las
bolas abiertas Ej(e0) C E; y Ej(eo) C Ej, para €0 > 0, de modo que para tener
| . [le se toma en cuenta la restriccién, a cada subespacio, de la norma asociada a
la hiperbolicidad de Dof = D,f originada por d;, (vea la notacién de la proposicién
1.4.4 y la Sec. 1.3).

Esto implica que la expresiéon de f en V, viene dada por
f(y,2) = (A°y + Ry(y, 2), A"y + Ru(y,2))
donde ~
Dof = Dpf = (A%, AY)  yeEj(en) zE€ Ej(en)
4 <a<1 (A" Sa<1
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Supongamos que N es el grafico de una funcién 9 : E}(e0) — E* de clase C!, con
$(0) =g € E° — {0}
Mostraremos que dado e > 0, es posible hallar n(e) tal que para cada n > n(e)

existen funciones 1, : Ej(eo) — E¥(eo) de clase C', de modo que sus grdficos N,
tienen las siguientes propledades

ﬁn C f“(ﬂr] ﬁl(tlbn: U} <E€
Para ver esto note que

OR, 6Ru

55 |Bsten) = is-tsul 0

Como %(0,0) = aLZ”-(O 0) = 0 para o = s,u y son funciones continuas, existe
una vecmdad abierta del origen Vi C V tal que

oR
{II Il | “H} k o=su
dondea; =a+k<1,0<k<1
1 (b— 1)
b_(a k) > 1 k < 1

Podemos suponer que § € V; y que E“(eo) C V4. Sea 1 un vector unitario en el
plano tangente a N en . Como N corta transversalmente a E* »(€0) en ¢, con relacién
a la descomposicién Ej;(eo) x E5(€o) de V, podemos escribir vy = (1§, 1) con v§ # 0.
Sea. )¢ la inclinacién de Vo, esto es Ao = ||/ |l-

Consideremos ) 3
=@ v =Dyf(v)
=f4G)  va=Dgf(n)
n = fn(‘i) Un = an_xf(’/n-l)
v € Ty, f(NV) y f(IN) corta transversalmente a W2 (0, f) entonces
_ As %@ %‘ﬂ Yy
D = (" L e ) (1)
0 AY + 8zq
(A’u*" + —@-yg + 2Reld) )
Aupu + Jﬂ
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luego

ORs(G AR, (4
O O e |
gl | Avpg + 2Bul@ g

el nimerador es mayorado por

1A% + uaR 04 122D < gl + kIR + k151

el denominador es minorado por

gl - 1250 2151l - kgl

y de esto
a/\o+k/\0+k< X+ k

M Lk =%

IN

N
b
4l o M+E X 21
Az = VEl = b SF-HCZE
2

Si tomamos vy en la esfera unitaria del plano tangente a N en ¢ tal que la incli-
nacion )¢ sea la maxima inclinacién entonces para cualquier v, en la esfera unitaria

I ’Il

de Ty, f*(N), la inclinacién A, (un) = y—u satisface An(un) < 22 + ¢ (en particular

si en v, alcanza su maxima inclinacién), pero 72 = 0y ;= - < (b 1) entonces existe
no € N tal que ), < %% para cualquier n > no

El espacio tangente T4, f"( ) varia continuamente con g,,, por eso cxiste un
disco Ny, C f™(NN) con centro en f™(§) = gn, y dim(V,,) = dim(N), tal que la

inclinacién A de cualquier vector unitario en T,,Nno conp € Nno satisface A < %

Como %’%"|E;:(eo) = 0 y E%(eo) es compacto; para 0 < k; < min{e, k} existe
0 < § < min{1, €} (que define V;) tal que

oR,
mvilx{"g”} <k
donde Vi C Ej(g0) x Ej(e0).
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Debido ha que fm () = 0 cuando 7 crece indefinidamente y V; es una vecindad
del origen, entonces podemos suponer que /V, es un subconjunto de V.

Sea v = (v¥,v?) € T;N,,, para p € N,,. v tiene inclinacién A, = H:—fH <30-1)
y las inclinaciones de sus iteradas {Aqg+1, /\no+2,. .-y Ang+n} SON pequeiias.
~ A% 4 —my" + —M—lu
Dalf)v = (A“u + ——mui’ + —mu‘)

de donde la inclinacién Apy4+1 de Dj( v es:
) |Aswy + 2By 4 ORsB) 2|
no+1 — ”Auuz + 2%)_1/!/ + 2%221/1“ *

cuyo numerador es menor que al[v¥|| + k||vY|| + k1||v*|| y el denominador es mayor

que [|A%2|| — || 25 Bhyy|| — || 252 > L)lwA|| — kl|v?|| - k|||
luego
221 + k||| Ang + K1
Ang < =Lk
et STk S Tokegy O ST
< /\no + kl /\no + kl
- p— bt S bl
2 2

Sea b = '—’i-l- > 1, entonces Apy41 < '\T"l‘l + FI%T' Inductivamente puede probarse
c&ue para Un E T f“(Nno) se cumple para las inclinaciones Apg4n = /\n0+n(1/n) <
ot lu 1, por esto existe 7 € N tal que para todo n > 7, Apgin < 725 b 1, pero

ki < min{e, k} y by > 1 entonces Apgn < EIL

Es decir para b; = %l > 1 con Apg4n < (—i‘ff,‘ +3 " 4+, existe 7 € N tal que para
todo n > 7.

Mgin < €1+ Ei—-T)

Como v € T,;Nno puede ser elegido como el vector unitario que tenga la maxima
inclinacién (A,,), entre la inclinaciones de los vectores unitarios tangentes a Ny,
tenemos que para n > 7 cualquier vector no nulo tangente a f ( no) N Vi, tiene la
inclinacién menor que Ay 4n < €(1 + #a

Entonces dado ¢ > 0, existe n(e) € N tal que para todo n > n(e), todos los
vectores no nulos tangentes a f"( no) N V] en p,, tienen inclinacién menor que ¢, es
de01rden(ﬁ) M (Nno) = T, f*(IVyy) es casi paralelo a E}(eo) para n suficientemente
grande.
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Por otro lado f expande a Nno con razdn (X — k) > 1. Para ver esto, comparemos
la norma de v, = (V¥, VZ) € T5f™(Nyp,) y de su iterada vp1 = (Vo) Vig1) = Ds(f)vn

VIIVaall? + 1V 2 Yl J1+XE

VIIRRIZ + llz]2 lvall Y 1+ 22

donde ); es la inclinacién de v;. .

Pero de la definicién tenemos que v7, , = A*V: + Q%ﬂu; + ?fg!}@ug de donde
lvnsrzll > gllvzll = Ellvll — Kl|v3]l, entonces resulta que

||Vn+1 |I 1 1+ }h§+1
W) - (o b Z ' ntl
il 2 (G =k =+ T35

Pero las inclinaciones A, y A\,4+1 se hacen arbitrariamente pequeiias, por lo tanto
para un valor grande de n, tenemos que las normas de las iteradas de los vectores no
nulos, tangentes a f™(Ny,) N V4 crecen a una razén préxima de (1 — k) > 1.

Luego el didmetro de f"~(Nno) es aproximadamente el didmetro de N, multipli-
cado por (% — k). Asi f™(Nn,) puede alcanzar cualquier valor prefijado, eligiendo n
suficientemente grande. De este hecho junto con la pequena inlcinacién uniforme de
los espacios tangentes a f" (~N'b_) podemos afirmar que existe n(e) de modo que para
n >n(e), f*(Nn,) N V1 C f*(N) es el grifico de una funcién ¥y : E;(e0) = Ej(€o)
de clase C , con fy (s, 0) < € (Cl -préximo de Ey(go)), via la proyeccién canénica en
Eu(Eo).

? Con todo esto podemos afirmar que estd demostrado el lema de la inclinacién.

O

1.5 Algunas consecuencias de la hiperbolicidad

Definicion 1.5.1 Se dice que un difeomorfismo f es ezpansivo cuando eziste a > 0
para el cual decir d(f*(z), f¥(v)) < a para todo k € Z implica que z = y.

En éste caso diremos que « es una constante de expansividad para f.

Proposicién 1.5.1 Sea A un conjunto cerrado de M, que es hiperbélico bajo f,
entonces f|p es ezpansivo.

32



Prueba. Consideremos €y como en el Teorema 1.4.2. (la variedad estable) Si tenemos
que sup{d[f¥(z), f¥(y)] : z € Z} < € para z en M y y pertenece a A, nos da que
ceWE(y)y z € Wi(y). Asiz € W (y) N Wi (y), de donde obtenemos que z = y.

o

Definicién 1.5.2 Dos subvariedades de V y W de M que se intersectan en un punto
p, se dice que son transversales. . que p es un punto de interseccién transversal si

T,V & T,W = T,M

Mas generalmente si f es un difeomorfismo de una variedad diferenciable V' sobre la
variedad M y W es una subvariedad de M, diremos que f es transversal a M en un
puntop deV, fNW 3si f(p) € Wo f(p) € Wy Dp(f)(TV) + TyW = Ty M.

Se dice que V y W son transversales VMW si V y W son transversales en todos
sus puntos de interseccién y f : V' — M es transversal a W en un subconjunto K si
f es transversal a W en todos los puntos de K.

Consideremos A un conjunto cerrado de M, que es hiperbdlico bajo f.

Proposicién 1.5.2 Sea A un conjunto cerrado de M, que es hiperbélico bajo un
difeomorfismo de clase C" de M, r > 1. Entonces, para cada 1 positivo existe un &
positivo tal que Vz,y € A con d(z,y) < J se tiene W (x) MW (y) = p, donde p es un
punto de interseccidn transversal de Ws(z) y Wi(y).

Prueba. Consideremos € < €y, donde ¢y es dado por el Teorema 1.4.2. Entonces
Ws(z) N WE(z) es un tdnico punto z y el hecho que W2 N W, sigue de T,W¢ = E3,
T.W¢ = E} y T;M = E; ® E}. Entonces la proposicién sigue de la dependencia
continua de W y W* en la C! topologia.

Q

Observe que para € > 0 suficientemente pequeiio, existe § > 0 tal que
z,y €A d(z,y) < 6= Wi(x) NW:(y) es unitario

Mas aidn esta interseccién es transversal. Denotaremos por [z,y]cs, este punto,
suprimiendo los subindices cuando no exista ambigiiedad. La aplicacién [ ., . ] : Us(A X
A) = M es continua en el abierto Us(A x A) = {(z,y) : z,y € A y d(z,y) < d}.

Definicién 1.5.3 Un conjunto A cerrado de M, que es hiperbdlico bajo f se dice
que tiene estructura de producto local si para € pequerio y 6 > 0 [z,y] pertenece a A
siempre que d(z,y) < 4.

3Usaremos N para indicar la transversalidad atin cuando no sea tradicional
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Proposicién 1.5.3 Sea A un conjunto hiperbdlico bajo un difeomorfismo f, de clase
C", conr > 1 Entonces ezisten vecindades U de A en M yV de f en Dif f"(M) tal
que st g pertenece a ¥V y K un subconjunto de U invariante bajo g , entonces K es
hiperbdlico para g.

Prueba. Consideremos la descomposicion de T'M sobre A
TAM=E®@E* |Df|es|l <A<l |IDf el <A<

Primero usemos la continuidad para extender continuamente los fibrados E* y E“
sobre A a fibrados E! y E? definidos en un abierto U;, pero ademés como los isomor-
fismos lineales forman un abierto, podemos hallar una vecindad U, de A contenida
en U; donde Ty,M = E' @ E?.

Si z es un punto de la interseccién de U, y f~!(U,) podemos escribir la aplicacién
lineal Df : E; @ EZ — Ej,, ® E} ) como una matriz

(53)

C DJ/:

ademas restringiendo nuestra atencién a una vecindad posiblemente mas pequena Us
de A tenemos

)

6 . &
S ICl<3 D<A+

- ) ~
Il <A+5 1Bl < ;

2

pues la aplicacién que a cada z le asocia D.(f) es continua y por la hiperbolicidad
de fenzxe AB=C=0.

Ahora podemos tomar una vecindad compacta de A tal que f(U;) U Uy este
contenido en Uz (Uy C f~1(U3) N U;). Si g esta cerca de f en la topologia C! la
vecindad U, contiene a g(Us) de modo que para cada elemento z de Uy la aplicacion
D,(g) : Eg ® E2 — E; ) ® E? ;) puede expresarse como una matriz

(¢ b).

lAll < A+ 46 |B|| < ¢ IC|| < ¢ ID7Y < A+4

donde
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Si K es un subconjunto de U, invariante bajo g, entonces su fibrado inestable
es el punto fijo de cierta aplicacion entre fibrados vectoriales. Definamos para eso
el fibrado e—~K de modo que para cada z de K su correspondiente fibra es la bola
unitaria del espacio de las trasformaciones lineales de E2 a E..

Sea F : e — e una aplicacién que preserva las fibras, mds especificamente la la
restriccion de F' a la fibra en z denotada por F, cumple

Fy €= €y

y viene definida como una “funcién grdfico” ( F; = I'p,) ) es decir para cada
trasformacién lineal T' perteneciente a e, su grifico en E2 @ E! bajo la derivada
D.(g) genera el grifico de una nueva aplicacién lineal F;(T')-de E},) a Ey,.

De la forma como se eligié U, existe una constante positiva A + ¢ < 1 que es una
cota superior uniforme, de las constantes lipschitzianas de F.

Con esto a la mano podemos definir en el espacio de las secciones continuas,
X°(K,e) completo respecto a la topologia uniforme, la aplicacién I'r dada por ['p =
Fooog!, donde o es una elemento de x°(K,e). Explicitamente

[Cr(0)). = F(lo]g-1())

Asi definido y por la propiedad de F en cada fibra Iz resulta tener un tnico punto
fijo o € X°(K,e).

Esta tinica seccién o : K — e continua, cumple F'( imagen de ¢) = imagen de o,
mas especificamente para cada z perteneciente a K tenemos (o], = F([0],-1,)) ¥ por
la definicién de F resulta graf(o;) es igual a Dg-1(5)(9)[g7af(04-1(s))] ¥ pOr ser Dz(g)
un isomorfismos para todo z, obtenemos un subfibrado de TM en K, que resulta ser
la descomposicion inestable para g.

Se cumple

[D2(9)] 7 (g7 (02)) = graf(og-1(z))

y cada graf(o.) es un subespacio vectorial de T, M y por ser D,(g) un isomorfismo
para todo z, todos los graf(o,) tienen la misma dimensién de esto y por la forma
como se construyo Us tenemos que estos graficos generan el fibrado inestable de g en
K.

Para construir el fibrado estable basta considerar en la construccién de la funcién
gréfico, la aplicacién g~! y seguir usando el Teorema del punto fijo.

¢
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Parte 2
La Estabilidad

Trataremos en esta parte sobre la prueba de las condiciones suficientes (que también
son necesarias) para que un difeomorfismo f sea (2-estable, para eso se da al conjunto
Q(f) una descomposicién en conjuntos bdsicos €y, ..., 2, usando el Teorema 2.2.1
siempre que f cumpla el Axioma A.

Como la descomposicién nos da conjuntos hiperbélicos se muestra la existencia de
una vecindad V; de difeomorfismos en la topologia C° tal que para cada g € V; existe
una Q-conjugacién entre flo, ¥ glg. -

Finalmente usaremos la filtraciones (Sec. 1.2) para probar que los difeomorfismos
que cumplen el Axioma A y tienen la propiedad de no-ciclos son §2-conjugados.

Consideremos el siguiente diagrama

N, Lo N
Ry 1 h (2.1)
N3 = N

donde NVy,..., N4 son subconjuntos de M, f,g € Dif ff(M) y h es una aplicacién
continua.

Definicién 2.0.4 Se dice que dos sistema dindmicos f, g son topoldgicamente con-
jugados st eziste un homeomorfismo H : M — M tal que Ho fo H ! = g..

Definicién 2.0.5 Se dice que un sistema dindmico f es (2-estable si para cada € > 0
eziste una vecindad W de f en Dif fT(M) tal que para cada sistema g € W eziste un
homeomorfismo h de Q(f) sobre Q(g) y cumple:

(e)d(z,h(z)) <e  Vz € Q(f)

(b)El diagrama (2.1) con Ny = Ny = Q(f), N3 = Ny = Q(g) es conmutativo.
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En éste capitulo algunas de las demostraciones necesitardn de procedimientos
comunes, para eso denotaremos por X un subconjunto de M y usaremos el conjunto
C%(X, M) de todas las funciones continuas de X en M.

Linealizando C°(X, M). Tomemos o > 0 independiente de z tal que exp, sea un
difeomorfismo local. Podemos decir que la derivada D,(exp,) es una aplicacién de
TeM en Texp ) M.

Si 0 < € < rp; el conjunto-B.(inc) = {k : X = M;p(inc, k) < €} podemos
identificarlo con una vecindad x2(X) del campo de vector cero del fibrado TM por el
homeomorfismo ¢ : Be(inc) — x2(X) de modo que a cada k € Be(inc) le asociamos

ok): X - TxM

donde [p(k)], = exp; k()

En realidad ¢ es una carta local sobre el espacio de Banach x°(X) de los cam-
pos de vectores continuos en M y es posible tratar a C°(X, M) como una variedad
diferenciable de dimensién infinita. [14] Pg. 35.

Sea A un conjunto cerrado de M, que ademads es invariante e hiperbdlico bajo f y
que su estructura hiperbdlica tiene una constante A (vea Sec. 1.3 para las definiciones
y la métrica dy) y que la particién TpM = E* @ E* es posible extenderla continua-
mente a una vecindad compacta W de A con f(W) C W tal que TwM = E! @ E?
(Teorema 1.3.1).

Para cada z, 2z € M tal que d(z, f(z)) < € podemos definir
F(z,z) : TzM — TZM
Flz2) = Dy@)(exp; ' f(2)) = Dy(s)(exp; ™) o Do (f)

Cuando z,z € W, usando TwM = E' @ E?, la aplicacién lineal F{;s) se puede
escribir como una matriz de bloque

(& 5)en

donde se tiene que A € L(EL, E}); B € L(EZ E}); C € L(E, E?) y D € L(EZ E?)
con esto se define F{;z) como la aplicacién lineal cuya matriz en bloque viene dada

por )
0
( 0 D )(z,z)
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Afirmacidén 2.0.1 Para cada 1 > 0 es posible hallar una vecindad U(n) de A y una
constante 6 > 0 tal que cuando = € U(n) y d(f(z), 2) < J se tiene

IFea) = Femll <n NEealall <X IEGL el < A

Prueba. Si z es un elemento de A y z = f(z) tenemos que F(,z) = F,z) = Da(f).
Para el caso general el resultado sigue de la dependencia continua de F(,z) y F{(;q)
sobre T y z.

¢

Afirmacién 2.0.2 Para cadan, > 0y 0 < 6§ < ¢ existe r = r(n,6) > 0 y una
Cl-vecindad V = V(4,n;) de f de modo que se d(z, f(y)) < & y g pertenece a V,
entonces:

g(Br(y)) - exPz(Be(O)) (2-2)
Lip[(Flz) — exp,logo exp,)|B.)] <m (2.3)

Prueba. Por la continuidad uniforme de la funcién f existe 2r; > 0 tal que cuando

d(y1,y2) < 2r1 se tiene que d(f(y1), f(2)) < min{d(z, f(y)),d — d(z, f(y))} asf us-
ando que § < ¢ se tiene que f(B;,(y)) C exp,(B:(0)) ademés como f(B;,(y)) es un

compacto contenido en el interior de exp, (B, (0)) existe un r(§) > 0y una C!-vecindad
V1(6) de f de modo que para cada g € V; tenemos

9(B-(y)) C exp,(B.(0))

"Por otro lado la aplicacién exp;’ o f o exp, esta definida en B,(0). Si exp;' estd
definida en una vecindad de v contenida en B, (0) tenemos que

D, (Fiz5) — exp; ' og o exp,) = D,[Dyy) exp;” Dy(f) — exp;™ og o exp,]
que es lo mismo que

Dy(y)(exp; ) Dy(f) = Dyfexp, v)(€xp; ). Dexp, v(9)-Du(exp,)

esta ultima expresién es cero si f = gy v = 0 y en vista que la derivada es una
funcién continua de v en T M y también g € Dif f'(M) obtenemos para 7; > 0 un
T =r1(n,8) >0y V = V(5m) una vecindad de f tal que D[(F{,,) — exp;logo
expy)|5.0)] < M-

O

38



2.1 Lema del Sombreamiento

Describiremos aqui algunas propiedades topoldgicas de las d6rbitas de f, lo que permite
ver que cuando A es hiperbdlico, decir que tiene estructura de producto local es
equivalente a ser localmente maximal.

Usando estas propiedades, en el Lema 2.3.2 vamos ha caracterizar los difeomor-
fismos g cercanos a f para los que existe una conjugacién “local” dado por el Lema
2.3.1. '

Definicién 2.1.1 Sea f un difeomorfismo y € = {zx} una 6-drbita de f. Un punto
x se dice que e-sombrea a € si para todo k se cumple:

d(f*(z),zx) < €

Lema 2.1.1 Sea A un conjunto cerrado e hiperbdlico bajo f. Entonces existe una
vecindad U de A y K > 0 y og > 0 constantes con la siguiente propiedad: Para cada
&, una d-drbita contenida en U con § < oy, existe un punto x € M que K§-sombrea

aé.

Prueba. A lo largo de esta demostracién consideraremos X = § = {zx}rez
Paso 1. Se construye un operador hiperbélico F en el espacio x°(&) que sélo
depende de f y del homeomorfismo h : X — X definido h(zx) = zk4;, dado por la

formula )
[F (ﬂ' )]: = "F‘{I.h" (=) { [U]h‘ l{:]} dOTldC o€ Xo (X) (24)

Desde que F‘(z,z) solo esta definido cuando z y 2 pertenecen a una pequeia vecindad
W de A y la distancia entre f(z) y z es pequeiia, el operador F esta bien definido
cuando X estd contenido en una vecindad UNW de Ay d(zk, f(zk-1)) < € para todo
k. Por la construccién F preserva la descomposicién x°(X,Tx M) = x°(X, E') &
xX°(X, E?).

En particular asumiendo la vecindad adecuada de A y que d(z, f(zk-1)) es
pequeiia para todo entero k por la afirmacién 2.0.1 tenemos que F es hiperbdlico

"Fl:'c“EX.E']" <A<l "F-1|x0(xlE2)” <A<l1

Por la afirmacién 2.0.2, a cada n > 0 le podemos asociar una vecindad U(n) de

A y un nimero §(n) > 0 tal que cuando € C U(n) y d(f(zk), Tk+1) < 6(n) Vk € Z se
tenga que _

sup | Fzp1(@) — Flap-rpll < (2.5)
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Paso 2. Definiendo Gy y G¢. Consideremos la aplicacién Gy : C°(X, M) — C°(X, M)
- definida por G4(k) = fokoh™! y por la desigualdad triangular

p(fokoh™inc) < p(fokoh™, foh™) + p(foh™, inc)
tenemos que existen constantes a; > 0y r; > 0 tales que G (B, (inc)) esta contenida
en B, (inc) siempre que p(f, h) < a;.
Con estas condiciones podemos definir la aplicacién Gr : x2, (X) — x2, (X) usando
la carta ¢ de modo que G¢ = ¢ o G0 ™! y explicitamente
[Gto], = expz ' (f(exPh-1(z)[0)p-1(z)))

puesto que Gy(k) = fokoh™l.
Paso 3. Lipschitz de Gf — F. Usando la norma de x°(X) inducida por la métrica

riemmaniana de M podemos estudiar la constante de lipschitz de la diferencia entre
Gt y F en B;(0)

Lip[(Gs — F)|p:0)) < 8uPzex | Fiept2) = Flap-1@)ll

+8upgex Lip[(Flzp-1(2)) — €xP5 " (f (€XPr-1(g)| Br(0,-1,,))|B-(0)]

Asi, por lo comentado en el paso 1 y usando la afirmacion 2.0.1 paran > 0 podemos
hallar una constante §(7) > 0y una vecindad U(n) de modo que si § C U(n) y también
d(zk, fzk-1) < § para todo k € Z entonces sup e x ||Fizn-1(z)) — Flan-1(z))ll < -

Es posible hallar a3(n) > 0 de modo que p(inc, f o h~!) < § cuando p(f, h) < s
es decir d(z, f(zx-1)) < 6 para todo k € Z.

Por otro lado para 7, > 0 la afirmacién 2.0.2 permite hallar un r(m;,8(n)) > 0 de
modo que si p(inc, f o h™!) < § (podemos tomar 7 < (7, d(n))) entonces

sup Lip((Fizh-1(z)) — €xPz ' (f(€XPh-1(2)| B+ (0, -1 (2))) | B(0)] <M1 (2.6)
En resumen elegimos g y U satisfaciendo:
ap < inf{a;, oz} T < r(m,0(n)) UcU(n)
entonces cuando p(f,h) < g y X = € C U tenemos que
Lip((Gs — F)|B;0)) <7+ m IG(O)|| = o(f 0 A7}, inc) < ag

IFlyox,enll <A<1  [[F eyl <A <1
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Paso 4. Aplicaremos la proposicién 1.4.1 al espacio x°(X,Tx M) = x°(X, E') &
x°(X, E?) con la norma || . ||s. Existe una constante ¢ > 0 que solo depende de las
extensiones E' y E? a la vecindad W de A y da la equivalencia de las normas || . ||
Y Il - llriem en E° & E*

1
E" . ”b < ” . “r_iem < C” . "b

y andlogamente para las normas asociadas a x°(X, Tx M) = x°(X, E') @ x°(X, E?).

Esta proposicién da la existencia de un punto fijo de G¢ lo que garantiza la
existencia de una funcién continua j : U = M tal que G¢(j) = j, es decir foj = joh
y también [¢(j)||riem < 71 més precisamente tenemos que ||o(5)llo < K1||Ge(0)||s-

Pero [|p(7)(@)llriem = d(z,(z)) ¥ para todo & [[Ge(0)(@k)llrem = d(zh, f(ze-1)),
asi existe una constante X > 0 de modo que para la funcién continua j : £ = M,
que cumple j(zx4+1) = f(j(zx)) para todo k € Z, satisface p(inc,j) < K.§ puesto
que d(zk, f(zk—1)) < §, y de esto resulta que, al hacer z = j(zo) tenemos la érbita
f¥(z) = j(zx) que satisface d(z, f¥(z)) < K& para todo entero k es decir z K4-
sombrea a &.

O

Observacidén 2.1.1 Con las hipdtesis del teorema anterior, etiste una vecindad U
de A y una constante positiva oy de modo que se cumple: Para cada &£ = {zx : k; <
k < k;} una §-drbita periddica (zr, = zx,) contenida en U con § < ay, eziste un
punto periédico x € M que K§ — sombrea a .

Basta considerar U, ap y K como en el Lema 2.1.1 y tomar en el espacio topolégico
€ = {Zky4n : 0< n < p,p = k2 — k1} el homeomorfismo h : € — ¢ definido por
Mk 4n) = Thy4nt1 51 0 S 0 < p— 1y h(zpy4p) = Tk,

Siguiendo la demostracién del Lema 2.1.1 podemos afirmar que existe una funcién
continua j : £é—U tal que foj = joh y p(id,j) < K en particular f*(j(zx,)) =
jh'n(xkl) = j(zkx+n) para 0 S n S b= 1 y también fp(j(mkl)) = jhp(xkl) = j(xkz) de
esto el resultado sigue tomando.z = j(zy,).

Teorema 2.1.1 (Lema del Sombreamiento)Supongamos que A tiene estructura de
producto local. Entonces: Para cada € > 0 eziste un § > 0 tal que para toda d-drbita
,€, contenida en A, eziste un punto £ € A que e-sombrea a £.

Prueba. Supongamos inicialmente que & = {zg,Z1,...2Z,} es finita en A. Tomemos
0 < €, < €, donde ¢ es dado por el Teorema 1.4.2. De la variacién continua de
las subvariedades W (z) y W¢ (z), es claro por ser W (z) N W2 (z) = {z}, que
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existe un é; positivo (que podemos elegir é; < ¢p), que no depende de los elementos
escogidos, (A es compacto) tal que d(z,y) < 4, implica que W/ (z) N Wk (y) # 0.
Pero A tiene estructura de producto local, lo que es suficiente para decir que [z, y]e1 =
W (y) N W (z) es un elemento de A, cambiando 4, si es necesario.

Por la continuidad de [ .,. ],, existe un § positivo para el que se cumple
[z, w),, € W5, (2) ¥ [z, AN W3, (w)],, C Wi (2)
siempre que z y w sean elementos de A con d(z,w) < §, puesto que es verdad cuando

z = esta en A.

Con esto podemos definir yo = zo ¥ y; = [z, f(¥j-1)],,, que son elementos de A,
siempre que £ sea una d-0rbita, lo que se puede hacer por induccién ya que § se puede
elegir menor que ¢;.

Asi, definiendo z = f~™(y,), que estd en A, mostraremos que es el elemento
buscado.

Lf{fj(I], IJ'] S {i(fj('j,'), yj} g5 d[yjt I,f) < d(fj_n (yﬂ}l yg} + 51

por la definicién de z y la construccién de y;.

Por la construccién se tiene que yr € W2 (f(yx-1)) y usando a A la constante
de hiperbolicidad de f (vea Sec. 1.3), tenemos que para cada ! > 0 f~‘(yx) es un
elemento de W§; (f~"*1(yx—1)), es decir se cumple que

d(f~ (wk), F " (ve-1)) < Ney para todo [ >0

entonces

d(fI7(Yn), 45) < A(FT7" (), S77 (Yn1)) + -+ AT (Y50, 5)
< A g + A lg L+ dey

. o
- 1- &1
Escogiendo €, y 4, tales que
)\61
+8 <e
1-— €1

tenemos que z e-sombrea a la §-6rbita £.
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Para el caso general en que £ = {zx : k € Z}, consideremos § > 0 de modo que
cada d-6rbita finita de A, es $-sombreada por un elemento de A. En particular, para
cada n natural existe un &, € A que cumple

d(f*(€n), Th—n) < g para 0 < k < 2n

es decir &, £-sombrea a {z_p,...,Zn}.
Considerando y, = f*(&), resulta que d( f*(w),zx) < § si |k| < n.

Asi, escogiendo una subsucesiéon convergente con limy, = z obtenemos que z
e-sombrea a la d-6rbita arbitraria £.

¢

Cuando en el Teorema 2.1.1 elegimos ¢ menor que 3 donde o es una constante de
expansividad de f en A entonces cada J-Orbita bi-infinita £ es e-sombreada por un
inico punto z en A. Pues al considerar O(f; ) y O(f;y) dos 6rbitas que e-sombrean
a &, tenemos que para todo entero k d( f*(z), f*(y)) < 2¢ < a y por la definicién de
a resulta que z = y.

Observacion 2.1.2 Sea o una constante de ezpansividad de f en A,con f y A como
en el teorema anterior y € una constante positiva menor que 5. Entonces existe una
constante & y una vecindad U de A tal que cada 66rbita, &€ = {z }rez, contenida en
U,con § < dy es € — sombreada por un punto € A.

Para el £ positivo, se considera el d; mayor que cero dado por el Teorema 2.1.1 y
por ser f uniformemente continua existe dy < il de modo que cuando d(z,y) < & se
tiene que d( f(z),f(y)) < mln{ L, £}. Con esto se define la vecindad abierta buscada
U={ye M:d(y,A) < min{% 2, <1}

Si € = {zk}xez en una dp-6rbita en U, por la compacidad de A para cada k existe
Zy en A tal que d(zx, A) = d(z, Zx), de esto resulta que

d(Zk41, f(Zk) < d(ikﬂsmkﬁ] + d(Tr41, f(Zk)
< =2 44l $k+1,f{3k) + d(f (zx), f(3x))

&

< — + do + 3 '-": 0
Aplicando el Teorema 2.1.1 existe un punto z que pertenece a A que $-sombrea

a € = {%:} de donde obtenemos d( f*(z),zx) < d(f*(z),%x) + d(Fk,z4) < 5+ § =¢
para todo entero k, en otras palabras z ¢ — sombrea a £.
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Definicién 2.1.2 Se dice que un conjunto A es localmente mazimal cuando eziste
una vecindad U C M de A tal que

A=

kel

Teorema 2.1.2 Sea A un subconjunto hiperbdlico de M. Son equivalentes las sigu-
ientes afirmaciones:

(a)El conjunto A tiene estructura de producto local.

(b)Ezisten €y una constante positiva y Uy una vecindad abierta de A tal que si
& es una €g-orbita en Uy, que es K.ep-sombreada por un punto x € M, entonces
pertenece al conjunto A.

(c)El conjunto A es localmente mazimal.

(a — b) Sea Uy la interseccién de las vecindades de A dadas por el Lema 2.1.1 y la

observacién 2.1.2 y definamos ¢y como el minimo entre dp, 3 y , % donde o es una
constante de expansividad.

Si € es una €g-Orbita en U , esta es Ke-sombreada por un elemento z que pertenece
a M, debido al Lema 2.1.1, pero como ¢ < ag y K¢y < § resulta por la observacién
2.1.2 que z € A.

(b = c)Decir que un elemento y € NMgezf*(Up) es equivalente ha afirmar que existe
una sucesién f¥(y) en Uy que es una ¢o-6rbita contenida en Up y que ademds es
I eg-sombreada por y que estd en M y por la hipotesis tenemos que y € A; de esto
concluimos que A es localmente maximal, puesto que es un conjunto invariante bajo
el difeomorfismo f.

(c = a)Sean z,y € A y € > 0 de modo que al hacer N¢(A) = {z € M : d(z,A) < €}
se tenga que N¢(A) C U, donde U es la vecindad que hace que A sea localmente
maximal.

Si W*(z,€) N W*(y,€) = 0 no hay nada que probar.

Si z € W%(z,e) N W*(y, €) entonces para todo nimero natural n tenemos que
d(f™(2), f*(z)) < A€ < e y también d(f~"(z), f "(y)) < A€ < € es decir d(f*(z),A)
< € para todo entero k y por la definicién de N¢(A) tenemos que z es un elemento de
MNkezf~%(U) y de esto resulta que z € A.

%
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Proposicion 2.1.1 Si Per(f) es hiperbdlico, entonces tiene estructura de producto
local.

Prueba. Tomemos U, ap y K > 0 como en la observaciéon 2.1.1 y también ¢ > 0 de
modo que para cada z que pertenece a Per(f) tengamos que W?(z) U We(z) esté
contenido en U con esto buscamos un § > 0 de modo que cuando z,y € Per(f)

Si,d(z,y) <6 =  [z,y), € Per(f)

En vista que [, ] es continua sélo necesitamos considerar el caso en que z y y son
puntos periédicos.

Sea w = [z,y] y z = [y,z]. Mostraremos que para § > 0 el elemento w es el
principio de una §-6rbita periddica contenida en U con § < ap y por la observacién
2.1.1 tendremos que w pertenece a Per(f).

Supongamos que z tiene periodo n y que y es de periodo m. De las definiciones
tenemos

Vi20 ) eW(f@)cU y | lim ffw)=z

Vi20  f2) eW(fy)cU lim f*"(z) =y

k—+o00
Vi<0  fw)ewd(fy)cU y | lim fw)=y
Vi<0  FR)eWHf@)cU y | lim f)=g

Asi podemos escoger ki, ko, k3 y k4 enteros positivos tales que

0
dfw)a) <5 A < 5

5
d(f’“’"(l),y)<g Y d(f"“’"(w),y)<§

De esto podemos construir la siguiente d-6rbita contenida en U con lo que se
obtiene lo deseado.

{w, f(w), ..., fS7 w), ™ (2),..., F7H(2), 2, f(2), .., f™o7N(2),
f_mk4(w)’ P C 'af_l(w)7w}
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2.2 La Descomposicion Espectral

Trataremos aqui una de las propiedades mas importantes de la cerradura de los pun-
tos periddicos, cuando Per(f) es hiperbdlico, pues permite usar el concepto de ciclos
y estudiar para g cercanos a f como se relacionan f| ey Y gl Fer(s) €sto se acos-

tumbra hacer, suponiendo que Per(f) = Q(f). Para la primera demostracién de éste
resultado se puede ver S. Smale [11].

Definicién 2.2.1 Se dice que un difeomorfismo f es topoldgicamente transitivo si
para cada par de abiertos U y V eziste n € Z tal que f*(U) NV es no-vacio. Se dice
que f es topologicamente mezclante st para cada par de abierto U y V existe N € N

tal que
Yn>N AfU)NV#0

Se puede probar que f es topologicamente transitivo si existe z en M cuya drbita
es densa en M.

Teorema 2.2.1 (Descomposicion Espectral). Sea f perteneciente a Dif fT(M) con
Per(f) hiperbolico. Eziste una descomposicién de Per(f) en conjuntos cerrados y
disjuntos. Per(f) = AU, ...,UA,, tal que:

(a)Cada A, es invariante bajo f y la restriccion de f a A, es topologicamente
transitivo.

(b)Eziste una descomposicion de cada A, en conjuntos cerrados y disjuntos de
modo que Aq = X1,0Y,.-.,UXnae ¥ asi f(Xpa) = Xpt1a paral < B < ng —
L, f(Xnae) = X1,0 ¥ la aplicacidn f™ : Xg o — Xpa, es topologicamente mezclante
para todo B, 1 < B < ng

Prueba. Al definir el conjunto X, = W*(p) N Per(f) para cada punto periédico p,

se formard una particién por conjuntos abiertos en Per(f), de la cerradura de los
puntos periddicos.

El conjunto X, es abierto y cerrado en Per(f), para ver esto se considera el
nimero positivo § = min{%l, %1} donde 4, es dado por la Proposiciéon 2.1.1 y &,
por la Proposiciénén 1.5.2, asi para todo y, 2 en U, = B(p,d) N Per(f) el producto
local, siempre es un elemento de la cerradura de los puntos peridédicos y ademds su
interseccién es transversal. Mostraremos que X, = Bs(X,) N Per(f) donde Bs(X,)

es la unién de todos los abiertos U; cuando z recorre el conjunto X,.

Siy € Uy con ¢ € X, existe una sucesién y, en U; que converge a y. También
existe una sucesién z, de elementos en W*(p) N Per(f) que converge a  y como U,
es una vecindad del limite podemos decir que pertenecen a U,. Asi [y,, z,) pertenece
a Per(f) pero es claro que W¥(z,) = W*(p) y por la definicién de producto local
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resulta que para todo nimero natural n [y,,z,] € W*(p) N Per(f) Observemos que
llamando k, al periodo de cada y, resulta que f™**([y,,z.]) converge a y, cuando m
crece al infinito por eso podemos elegir m,, natural y creciente respecto de n tal que
f™*n([yn, Zn]) = 2, se aproxime a y, y como y, tiende a y tenemos que 2, converge

a y y ademas al ser 2,, una sucesién en W*(p) N Per(f) obtenemos que y € Xp.

Para concluir esta parte basta observar que los puntos periédicos son densos en
B; (Xp)

Afirmamos que si p y g son puntos periddicos X, y X, son idénticos 6 son disjuntos.

Supongamos inicialmente que g es un elemento de X, luego para n = % el conjunto
- e

W, (q) = W}(q) N Per(f) es una vecindad de g, abierta en Per(f) y estd contenida
en Xp, asi tenemos que o

Xo= Unzof"ml(W:(Q)) C Xy

donde p tiene periodo [ y m es el periodo de q.

Para cada y € X, existe una sucesién (y,) en W*(q) N Per(f) que converge a
y y para cada elemento y, la sucesién f~™*(y,) tiene a ¢ como su limite cuando k
crece al infinito, y desde que W;(q) es una vecindad abierta de y se tiene que para
algtin k,, positivo f~™#n(y,) es un elemento de este conjunto es decir la sucesién
(yn) estd formada por elementos de U,>o f"‘"'('l/_V:;(q)) y de esto se obtiene que y €
Uuzof""“(W:;(q)). Por otro lado I/_V:;(q) C X,y Wx(q) C X, (cambiando 7 si cs
necesario) y como los conjunto X, y X, son invariantes bajo la funcién f™ podemos
obtener las dos inclusiones que se necesitan para obtener el resultado deseado.

Ademis X, es una vecindad abierta de g que es punto adherente de W*(p)NPer(f)

asi existe un y en X, y pertenece a W*(p) N Per(f) por lo tanto p = lim,_,_q f™™
de esto resulta que p es un elemento de X,. Por el argumento anterior X, C Xj.

Ahora para el caso en que p y g son puntos arbitrarios de Per(f). Cuando la
interseccién de X, y X, no es vacio, como ambos son abiertos podemos hallar un
punto periédico g; en la interseccién y por lo anterior tenemos que X, = X, = X,.

En vista que Per(f) es compacto, s6lo puede haber un nimero finito de conjuntos
distintos X, y desde que f(X,) = Xy(,) todos ellos son permutados por f.

Sean A;...A,, las distintas drbitas bajo f de esos conjuntos escritos en general
como:
Aa=X1,QU..-UXﬂ,aU..-UXn°,a

Para terminar sélo necesitamos probar que cuando f™(X,) = X,, la aplicacién
f™ es topologicamente mezclante en X,, desde que f™ : Xpgo — Xpo y ser
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topologicamente mezclante implica que f restringido a A, serd topologicamente
transitivo. Si U y V son subconjuntos arbitrarios de X, es preciso hallar N natural
de modo que para todo n > N el conjunto f®"(U)NV es no vacio. Observe que para
cada p;, elemento periédico de U se tiene que X,, = X, y por esto podemos hallar
z en W*(p,) N Per(f) que pertenece a V. Supongamos que k es el periodo de p; asi
fN¥(p;) = p1. Otra vez para cada i,1 < i <'k — 1 considerando f™(p;), podemos
hallar z; en V, subconjunto de Per(f), que pertenece a W*(fMi(p;)). Observemos
que la sucesién f~"Mi(z;) tiene como limite a fV1i(p;) cuando n crece al infinito y
. por esto existen enteros T;,1 < 7 < k — 1 tales que

v a>Ti  f™Mi(y) e fMiU)

Sea N = max{T;}.k y n > N luego por ser Z un dominio euclidiano existe
0<i<k-—1tal quen=sk+iasi f7"M1i(z) = f~sMk=Nii(3) pertenece a U. Por

lo tanto
Y na>T,  f™MW)nU#£0

en otras palabras
v n>T; MUNVv#£0

¢

Los conjuntos A4,s Yy Xg,q,8 Son unicos, salvo por el subindice. Pues si P;... P,
es otra descomposicién de Per(f) en conjuntos cerrados y que son invariantes bajo
f en los que f es topologicamente transitivo, resulta que P, N A, ... P; N A, seria
una descomposicion de A, en conjuntos cerrados e invariantes bajo f pero como
existe una orbita densa de f en A, algin P; N A, tiene que ser vacio asi A, C P;.
Intercambiando los roles de A,s y P,s podemos tener que P; C A,. Andlogamente se
consigue la unicidad de los X s.

Se puede definir para cada p y z puntos periddicos la relacion pRz si y sélo
si W*(p) N W¥(z) N Per(f) # 0 y también W*(z) N W*(p) N Per(f) # 0 . De
esta definicién se desprende que pRz si y solo si f(p)Rf(z) y que es una relacién
reflexiva y simétrica. Madas ain es una relacion de equivalencia y sus clases que
definen una particién de Per(f) son abiertos en Per(f) puesto que Per(f) tiene
estructura de producto local y por que (z,y] € W$(z) N W¥(y). También se cumple
que X, = {z € Per(f) : zRp}.

Para ver que la relacién es transitiva consideremos z,y, z puntos fijos (de periodo
1), tales que zRy y yRz. Luego para ¢ dado por la Proposicién 2.1.1 construiremos
una d-6rbita usando w = [z,y] y t = [y, 2] elementos de Per(f) haciendo u; =
f=N+k(w) si k > 0y para k < 0 definimos u, = f~V**(w) donde el n es elegido de
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modo que f~N(w) y fN(t) estén es Bs(y). Asi existe u € Per(f) que K4-sombrea a

la 6rbita & = {ux}rez es decir d(uk, f¥(u)) < K6 para todo k y como u; tiende a z si
k crece al infinito, tenemos que d(z, f*(u)) < (K +1)6 para k > ko (ko fijo ) Ademds
el § se puede hacer suficientemente pequeiio de modo que f*°(U) sea un elemento de
W (z) es decir u € W*¥(z).

Andlogamente usando que u; tiende a ‘2z cuando k decrece al infinito se puede
mostrar que U pertenece a W*(2) es decir u € W?(z) N W¥(z) N Peri f ) Con esto
concluimos que zRz puesto que la demostraciéon de W?(z) N W*(z) N Per(f) # 0 es
andloga.

@

2.3 Teorema de (-Estabilidad

Nuestro objetivo es mostrar que los difeomorfismos que cumplen el Axioma A y tienen
la propiedad de los no-ciclos, son §2-estables. Para eso se muestra inicialmente que
cuando A es un conjunto hiperbdlico, existe una vecindad abierta U; de difeomor-
fismos en la topologia C° de modo que para. cada g € Uy, existe una conjugacién
(que varia continuamente con g) entre f|s y g|a,, donde A4 es la imagen de A bajo
la conjugacién y ademds A, es hiperbdlico bajo g.

Como la descomposicién Per(f) = Q(f) = Ay U...UA,, no ticne ciclos, existe
M una filtracién adaptada a toda g € Uy (estabilidad de los maximales invariantes),
més atn existe una conjugacién entre A y K9(M).

Finalmente por el hecho que Per(f) = Q(f) es hiperbdlico, ticne estructura de
producto local y por eso es posible elegir una vecindad U de A de modo que para cada
g € Uy el conjunto Ay es el “més grande” invariante bajo g contenido en U, lo que es
lo mismo a decir que A, es localmente maximal y con esto se muestra que K9(M) es
en realidad §2(g), lo que garantiza que todos los g € Uy son Q-conjugados a f. Esto
es que f sea (2-estable.

Proposicién 2.3.1 Si R(f) (o L(f) resp.) es hiperbdlico tenemos Per(f) = R(f)
(o Per(f) = L(f) resp. )

También se cumple un resultado andlogo para los conjuntos Ly(f) y L-(f). Sin
embargo

Proposicién 2.3.2 Si Q(f) es hiperbolico entonces Per(f) = R(fla¢)
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Definicién 2.3.1 Un difeomorfismo f perteneciente a Dif fT(M) satisface el Azioma
A siempre que:

(a)El conjunto de los puntos no-errantes U(f) es hiperbdlico, y

(b)Las orbitas periddicas forman un conjunto denso en el conjunto de los puntos no-
errantes

Cuando un difeomorfismo satisface el Axioma A es posible aplicar el Teorema
2.2.1, asi tenemos que Q(f) = A1U,...,UA,, donde cada uno de los A, son conjuntos
compactos, invariantes bajo f y ademads contienen una 6rbita densa.

En este caso en particular a los A, se acostumbra llamar conjuntos bdsicos

Teorema 2.3.1 Si un difeomorfismo f satisface el Azioma A entonces

M= |J wr)= |J wW*(ra)

I1<a<m I<a<m

Prueba. Por el Teorema de la Descomposicién Espectral, Q(f) = A;,U...,UAn,, es
una unién disjunta de conjuntos cerrados, invariantes bajo f. Con esto basta recordar
que Q(f) es un conjunto cerrado, L(f) C Q(f) (Sec. 1.1) y usar el Lema 1.2.1

o

El siguiente teorema describe algunas de las propiedades de los conjuntos bésicos.

Teorema 2.3.2 Sean A, los conjuntos bdsicos de un difeomorfismo que cumple el
Azioma A, entonces

(a)Cada A, es localmente mazimal.

(b)W?(Aa) = 'UpGAaWs(p);o' =51

(c)Para cada p € A, la drbita O(f;p) es densa en A,.

Prueba.

(a)Por la proposicién 2.1.1 Per(f) tiene estructura de producto local. Usando
la observacion 2.1.2 para € > 0, suficientemente pequeiio, existe una vecindad U de
Per(f)y dp > 0de modo que cada é-6rbita con § < dp, contenida en U, es e-sombreada
por un punto z € Per(f).

El Lema 2.1.1 garantiza la existencia de una vecindad U, de A, K >0y a9 >0
con la propiedad que cada é-6rbita en U, con § < g, es Kd-sombreada por un punto
zeM.

Se considera Uy = UNU, y la constante 0 < €y < min{dp; K dp; d(Aqa, Ag) con a #
B}. Con esto cada €p-6rbita £ en Uy, es Kep-sombreada por un punto z € M, pues
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€0 < ag. Pero también ¢y < d, lo que implica que = € Per(f). Mds aiin cada
Ag es cerrado e invariante bajo f por eso O(f,z), estd en Ag, para algin f; pero
€0 < d(Aq, Ag), de donde resulta que = € A,.

Con esto el Teorema 2.1.2(b) garantiza que A, es localmente maximal.

(b)En vista que A, es hiperbélico y tiene estructura de producto local, (Teorema
2.1.2), por la observacién 2.1.2, para € > 0 suficientemente pequeifio, existe una una
constante positiva dy y una vecindad U de A,, donde cada é-6rbita, contenida en U,
con ¢ < Jg es e-sombreada por un unico elemento z de A,.

Si y € W*(A,) existe un natural suficientemente grande N tal que
ffly)eU Vo> N

Asi, el conjunto & = {y; = fN*i(y)j > 0}, es una érbita en U, por lo tanto estd
e-sombreada por un elemento z € A,, esto es

d(f(z), M (y)) <e  Vji20

Al considerar € de modo que la variedad estable local W7 (z), este definida como un
disco diferenciable, (Teorema de la variedad estable), tenemos que f%(y) es uno de
sus elementos, es decir y € W*(f~V(z)).

Anilogamente, se muestra el resultado para W*, considerando en el argumento
anterior f~1.

(c)Recordemos que por el Teorema de la descomposicién espectral se tiene que
A = X10U...UX,, « es una unién disjunta de conjuntos cerrados, donde f(X,q) =
Xyrta » f(Xnae) = X100 Y f™ 1 Xya = X, a es topologicamente mezclante, para
cualquier v, es decir, todas las orbitas de f™*, son densas en X, 4.

Como p € A,, existe 8 de modo que p es un elemento de Xg 4, por eso el conjunto
O1(f,p) := {f*=(p) : k € Z}, es una parte de O(f,p) que es densa en Xgq.

Anélogamente, Oy(f,p) := {f*=(f(p)) : k € Z}, es un subconjunto de O(f,p),
que es denso en Xg4q.

Procediendo inductivamente, se obtienen O;(f,p), ...,0n,(f, ), que son subcon-
juntos de O(f,p), con O,(f,p) denso en Xg4,-1,o (las operaciones de los subindices
son en modulo n,). De esto resulta que O(f,p), es denso en A,.

¢
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Recordemos que cuando y es un elemento de W*(z), las variedades estable W*(y)
y W*(z) coinciden.

Corolario 2.3.1 Cuando f cumple el Azioma A,entonces para cualquier z de M,
los conjuntos W*(z) y W*(z) son subespacios euclidianos inmersos en M, por una
inmersion inyectiva de clase C”.

Prueba. Para cada £ € M, por el Teorema 2.3.1, existen a y f tales que z € W* (Ae)
y ¢ € W¥(Ag). El Teorema 2.3.2 garantiza la existencia de elementos yg en Ag y
Ya €0 Ao, de modo que z pertenece a W4(y,) y a W*(yp), asi We(z) = W*(ya) ¥y
W(z) = W*(yp).

¢

El siguiente resultado se desprende del Lema de Inclinacién, (Teorema 1.4.3).y su
demostracién se puede encontrar en [2]

Proposicion 2.3.3 Sean A, los conjuntos bdsicos de un difeomorfismo que cumple
el Azioma A, entonces. Para cadap € A,

WA C | Welg),o=5u
9e€0(f;p)

Nuestro objetivo de dar condiciones suficientes para que un sistema f sea §2-
estable, lo obtendremos como una consecuencia del siguiente teorema, el cual para

ser demostrado necesitara del algunos lemas previos.

Teorema 2.3.3 Sea A un conjunto cerrado de M, que es invariante e hiperbélico
bajo f, tiene estructura de producto local y contiene a L(f) Supongamos ademds que
A tiene una descomposicion A = Ay, U, ... ,U, Ay, en subconjuntos cerrados, disjuntos
e invariantes bajo f y que no tienen ciclos. Entonces existe M una filtracién adaptada
a f, una vecindad V de f en Dif f7(M) y una funcidn continua ¢ : V — C°(A, M)
tal que:

(a)M es adaptada simultineamente a todas las aplicaciones g € V

(b)¢(f) = inca

(c)o(9)(A) = KS(M)  ¢(9)(Aa) = (M)

(d)d(g) : A = I{9(M) es una conjugacidn topoldgica.

(e)Egiste una constante K tal que po(4(g), incs) < Kpo(9, f)-
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Prueba. La existencia de la filtracion M es dada por el Teorema 1.2.1 y la parte
(a) es consecuencia de la proposicién de la estabilidad de los maximales invariantes.
También por esta proposicién se sigue que para g suficientemente cercano de f se
puede tener que K9(M) estd contenido en la vecindad U de A dada por el Lema 2.3.2
y por este mismo Lema tenemos que K9(M) es un subconjunto de ¢(g)A

Para concluir serd suficiente mostrar ¢(g)A esta contenido en K9(M) Escribamos
para eso la filtracién My C ... C M,, = M adaptada a f y como cada A, es cerrado
y f-invariante tenemos que esta contenido en la diferencia My — M,_;. Por otro lado
para g suficientemente cercano de f la filtraciéon también es una filtracién adaptada
para g, entonces ¢(g)/A, también serd un subconjunto de M,—M,—; y de esto tenemos
que @(g)Aa esta contenido en K3(M).

%

Lema 2.3.1 Consideremos A un conjunto cerrado, invariante e hiperbdlico bajo f €
Dif fr(M). Eziste una vecindad Uy de f y una funcidn continua ¢ : U — C°(A, M)
tal que:

(a)p(f) es la inclusidn, incy, de A en M.

(b)$(g)(A) es invariante e hiperbdlico bajo g. cualgquiera que sea g en Uy.

(c)p(g) es un homeomorfismo de A sobre ¢(g)(A) y es una conjugacidn topoldgica
de la restriccidn de f a A con la restriccion de g a ¢(g)(A).

(d)Eziste una constante K tal que po(¢(g),inca) < Kpo(g, f).

Prueba. A lo largo de ésta demostracion se considera X = A y las mismas notaciones
del Teorema 2.1.1 es decir Fi, 5y, F(:.2), ¥ Be(inca) vista como él dominio de la carta -
local ¢ : B(incy) :— x2(X)
Paso 1. Usando el homeomorfismo A = f : A — A se puede construir un operador
lineal hiperbdlico F en x°(X) que sélo depende de f, definido por la identidad (2.4)
También para > 0 es posible encontrar una vecindad U(n) de W que contiene
A donde se cumple la desigualdad (2.5), ademads es hiperbdlico

IFlexenll <A<l v [[F Y owxenll <A<1 (2.7)

Paso 2. Definicién de G y G Se considera la aplicacién G : C°(A, M) — C°(A, M)
definida por G(k) = goko f~! (g fijo) y por la desigualdad triangular

p(goko f7l inc) < p(goko flgoiof)+p(goio f7,inc)

tenemos que existen constantes &; > 0 y r; > 0 y una C%vecindad de f V; (que no
depende de X y k), tal que para cada g € V; con p(g, f) < o se tiene que G(B;, (inc))
es un subconjunto de B.(inc). Con estas condiciénes podemos definir la aplicacién

53



G:x(X) = xgl(X), para cada g € V}, usando la carta ¢, G = po G o 1.
Explicitamente T
[Go], = exp; (9(exPs-1(z) [0)-1(z)))
puesto que G(k) = goko f~L
Paso 3.Lipschitz También nos interesa lo que podriamos llamar la distancia lips-
chitziana de G¢ y F en una vecindad riemmaniana B;(0) de x°(X), para eso usamos

la siguiente desigualdad
Lip[(G — F)l:0)] < suPsex 1Fas-1@) — Flzpr @l
+8upzex Lip[(Fiz,s-1(2)) = exPZ " (9(€XP-1(5)|Br(0, -1 ) | B:0))]
Asi por la afirmacién 2.0.1 para 7 > 0 podemos hallar una constante 6(n) > 0 y una
vecindad U(n) de A tal que tenemos (2.5), sup,ex || Fiz,f-1(z)) — Fiz.f-1@pll < -
Tomamos a3(n) > 0 y Va(f) la bola centrada en f y radio az(n) con respecto a la

métrica pg.

Por otro lado para 7, > 0 la afirmacién 2.0.2 permite hallar un r(n;,46(n)) > 0
(podemos elegir 7 con 7 < r(m,(n))) de modo que para todo g € V,(f) se tiene algo
como (26) SUPzex Lip[(F(a:,f"l(:c)) - exP;I(g(efol(z)IBF(OI—l(z)))lBr'(O)] <.

En resumen elegimos oy,Vy U que satisfacen:

ap < inf{ay, )} 7 <r(m,é(n) . UCUlm) . VycWnl(n).

entonces cuando p(g, f) < ap y g es un elemento de V; tenemos la hiperbolicidad de
F,dada por (2.7), y

Lip[(G = F)lp,) <n+m  |GO)]| = plgo f',inc) < ap

Paso 4. Punto fijo de G Se usa la proposicién 1.4.1 al espacio x°(X,TxM) =
x°(X, EY) ® x°(X, E?) con la norma || . ||, notemos que existe una constante ¢ > 0
que sélo depende de las extensiones E* y E? a la vecindad W de A y da la equivalencia
delasnormas||. ||s ¥ || - |lriem €n E*®E* mas precisamente || . |[s < || - [lriem < €]l - [lo-
Anslogamente para las normas asociadas a x°(X,Tx M) = x°(X, E') & x°(X, E?).
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Con esto podemos reescribir las estimativas del paso 3
Lips[(G = F)lgo)) < (n+m)  IG(0)]| < c*exo

Si elegimos 7, menor que Z el conjunto E'(r}) x E?(r}) esta contenido B;(0) con
la norma riemmaniana y asi tenemos

Lips((G = F)| gy < Lips[(G = F)|5:0)] < E(n+ 1)

De este modo para aplicar la proposicién 1.4.1 tenemos que tener

A+En+m) <1l (%)

-Cﬂgiflll—ﬂnﬂz(ﬂ+ﬂ1]] {"‘*]

Para esto elegimos primero 7 y 7; de modo que (*) sea verdadera. Con esto fijamos
las vecindades U de A, V; de f y consideramos la constantes 7 y 7, < 7L, con esto
elegimos como antes ¢ < inf{a;, a2(n)} con la condicién adicional que cumpla (*x).

La proposicién 1.4.1 da la existencia de un punto fijo para G lo que garantiza la
existencia de una funcién continua ¢(g) : A = M que es un punto fijo de G es decir
go¢(g) = é(g) o f y también l(4(g))lls < 71 més precisamente

llo(d(a))lls < 1G(0)]e

Ahora tomando 7 < 2 ]a desigualdad p(inc, k) < r implica que Jjo(k)[ls < 71. Asf
cuando g o ¢(g9) = #(g) o f y p(inc, ¢(g9)) < 7 la funcién @(g) es ¥nica de esto, por
la definicién de ¢ y la relacién entre las normas pues ||G(0)|lrem < p(g o f ~1inc)
tenemos

, . 2 . .
p(inc, ¢(g)) < [1 A+ 771)}p(~9>f)

as{ cuando g -es pequefio la tnica funcién ¢(g) satisface p(inc, ¢(g)) < 7.

Ademés cuando fijamos inc y h ¢(g) depende continuamente de G que depende
continuamente de g pues si consideramos G; asociado a g; tenemos

|G1 = Ga|ls < ¢.||G1 = Gallriem < c.onst.p(G1, G2) < cnst.p(g1, g2)

Es decir ¢ : B (inc) — C'(A, M) es una funcién continua y g o ¢(g) = ¢(g) o f.
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En resumen tenemos que existen vecindades U de A, V; de f y la constantes ay,
ry K. Sig e Vyp(f,g) < a existe una tinica aplicacién continua ¢(g) : A — U tal
que p(incp, #(g)) < Ty god(g) = ¢(g9) o f. Més ain ¢(g) depende continuamente de
g y satisface po(inca, #(9)) < Kpo(f, 9)-

(a)Esta parte se desprende inmediatamente de la unicidad de ¢(f) puesto que
tncpy cumple trivialmente g o inc = inco f

(b)Observe que el conjunto Ay = ¢(g)(A) es un conjunto invariante bajo g asi
por la continuidad de ¢ y por ser el conjunto de los difeomorfismos hiperbdlicos
un conjunto C” abierto tenemos que para g suficientemente cercano a f, ¢(g)(A) es
hiperbélico para g (Proposicién 1.5.3).

(c)Para concluir mostraremos la inyectividad de ¢(g) y consideremos ¢(g)z =

¢(9)y
d(f¥(z), f5(v)) < d(f*(z), g*(8(9)-z)) + d(g*((9)-), f*(v))

= d(f*(z), $(9)-f*(2)) + d(6(9)-6(9) (v), F* (¥))

< 2p(énca, 6(9))

< Kp(f,9)

asi eligiendo una vecindad tal que K.p(f, g) sea menor que la constante de ezpansivi-
dad de f resulta que 7="y. T

Con esto tenemos que ¢(g) : A — #(g).A =: A, es una biyeccién continua entre
compactos por lo tanto es un homeomorfismo.

o

Observacidn 2.3.1 Cuando A es hiperbdlico, existen vecindades Vy de f, U de A y
las constantes ag, 7 > 0 con la siguiente propiedad:

Para cualquier X C M y h : X — X un homeomorfismo si g € Vs y p(g o
id,ido h) < . eziste una Unica funcion continua j : X — M tal que p(id,j) <7 y
goj=joh

La estrategia como siempre consiste en probar que

G C(X,M) — C°(X,M)
k - gokoh"l

tiene un unico punto fijo.
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Lema 2.3.2 Sea A un conjunto cerrado de M, que es invariante e hiperbdlico bajo
f y tiene estructura de producto local entonces A es local y uniformemente mazimal.
Mas especificamente eristen vecindades U C M de A yV C Dif f*(M) de f tal que:
(a)A = Niezf*(U)
(b)EL conjunto ¢(g)(A) dado por el Lema anterior para g € V, conjugado a A es

igual a Nkezg®(U)

Prueba. Tomemos la vecindad U de A como en la observacién 2.1.2 y la vecindad
V de f dada por e Lema 2.3.1 para el que esta bien definido ¢ y para cada g, de
V, tenemos p(g, f) = supep d(9(z), f(z)) < o donde &y es dado por la observacién
2.1.2. Con todo esto cuando un z pertenece a Ngezg®(U) se tiene que la O(g; z) es
una bi-infinita d¢-érbita para f que estd contenida en U. Asi por la observacién 2.1.2
y su comentario anterior esta es e-sombreada por un dnico punto z € A.

Para concluir serd suficiente mostrar que z = ¢(g)(z). Para esto observemos que
tomando una vecindad, posiblemente menor que V', podemos garantizar que

d(f*(z), g*(#(9)x)) = d(f*(2), 8(9)(f*(z))) < polid, é(g)) < &
con esto tenemos que

d(f*(z), 9" (6(9)"2)) < e+ d(g"(2), (8(9)'2)) < e+ po(id, (6(9)) "), Yk € Z

Asi eligiendo €+0 menor que la constante de expansividad de g obtenemos la igualdad
deseada.

" Para mostrar la otra inclusién por la continuidad de ¢ podemos cambiar V, si
es necesario, de modo que para todo g de esta vecindad se tenga que ¢(g)A sea un
subconjunto de U y por esto también en Ngezg*(U).

o

Teorema 2.3.4 (Q — estabilidad)Sea f perteneciente a Dif fT(M) que satisface el
Azioma A y que su descomposicidn no admite ciclos. Entonces f es un difeomorfismo
Q-estable y el conjunto de tales f forman un abierto en Dif fT(M).

Prueba. Sélo bastard probar que cuando g estd cerca de f, para el conjunto
hiperbdlico bajo g, ¢(g)A, dado por el Lema 2.3.1, cuando A = Q(f) se tiene que
#(g)A = 2(g). Puesto que el Teorema 2.3.4 garantiza que ¢(g) es una conjugacién y
que la descomposicién espectral de glgg)a Do tiene ciclos pues nos da una filtracién
adaptada M.
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Sabemos por la Proposicién 2.1.1 que tiene estructura de producto local cuando
Per(f) es hiperbélico. Por eso podemos aplicar.el Teorema 2.3.4 al conjunto A =
Per(f) y tenemos que para g perteneciente a una vecindad V' de f, K9(M) = ¢(g)A,

asi resulta que
R(g) C #(9)A

Desde que_#(g) es una conjungacién , ¢(g)(Per(f)) estd contenido en Per(g) y
pore eso ¢(g)(Per(f)) = ¢(g)A es un subconjunto de Per(g) de esto tenemos que

Per(g) = L(g) = Q(g9) = R(g) = ¢(9)A

Cuando g esta cerca de f, el Lema 2.3.1 garantiza que ¢(g)A es un conjunto
hiperbélico para g.

Y

Pensando en el reciprocé de este resultado presentamos el siguiente Teorema cuya
demostracién puede encontrarse en J. Palis (8].

Teorema 2.3.5 Cuando un difeomorfismo f que satisface el Azioma A es ()-estable
entonces no admite ciclos.

Corolario 2.3.2 Si tenemos que para un difeomorfismo f el conjunto QU(f) es finito
entonces son equivalentes

(a)El difeomorfismo f es Q-estable.

(b)El conjunto Q(f) es hiperbdlico y no tiene ciclos.

Prueba.

(b — a)Si Q(f) es finito, esa constituido por puntos periédicos, luego satisface el Ax-
ioma A y no tiene ciclos, por lo tanto es Q2-estable. (a — b)Si ©(f) no fuera hiperbdlico
es posible aumentar el nimero de elementos en él; luego satisface el Axioma A y es
{l-estable por lo tanto no admite ciclos.

O
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