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Desigualdades Variacionales, Soluciones y Aplicaciones

RESUMEN

En este trabajo presentamos la teorfa sobre Desigualdades Variacionales (DV’s). En el
Capitulo 1 damos una breve reseha de la Teorfa sobre DV's y los casos que se presentan. En
el Capitulo 2 hacemos referencia a ejemplos que ilustran diversas formulaciones de una DV.
En el Capftulo 3 se resumen los resultados més importantes de optimizacién no diferenciable
debido a que en los problemas de aplicacién con frecuencia podemos encontrar funciones
con un niimero finito de puntos de no diferenciabilidad. En el Capftulo 4 se presentan los
métodos posibles de solucién a una DV. En el Capitulo 5 se dan las conclustanes.




Capitulo 1

Preliminares

1.1. El Problema de Desigualdad Variacional

Sea X C R"™ un conjunto convexo, cerrado y no vacfo; # : R* — RU {+0c} una funcién eonvexa,
propia! y semi-continua inferiormente? (Isc - abreviatura en inglés); y F': domu N X — R™ un

mapeo continuo de valor vectorial en domu 1 X3,

Para definir nuestro problema, vamaos a hacer uso de fres operadores:

El Cono Normal de X en el punlo x

zeR" | 2T (y—2)<0, Vye X}, zeX
Nx(z)= ; 125w - 2) geX} Iex (1.1)
s &£ H

El Subdiferencial para u
du(z) = {éu € R™ | u(y) 2 u(x) + & (y — ), Yy R}
v el mapeo F. Consideremos entonces el problema de hallar una vector * € R” tal que
0" € F(z*) + du(z") + Nx(z*} (1.2)

Este problema es conocido como una Desigualdad Variacional Generalizada y lo vamos a denotar

como GVIP(F,u, X), y a su conjunto de soluciones como SOL(F, u, X).

ILa funcién « es propia si u(z) < 400 para al menos algin  y u(z) > —oo para todo x
*La funcién u es lsc en Ty si los valores de u en puntos cercanos a o son cercanos a u(zo) 0 mayores que u(zp)
3El dominio efectivo domu de u es el subconjunto de R™ para el cual u(zx) < 4+oc
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

1.2. Instancias del Problema

Bajo las siguientes suposiciones, el problema GVIP{F, u, X} puede ser equivalentemente definido

usando la funcion u en lugar de su mapeo subdifencial.

Condicién 1.1 (De Regularidad). int{dom w) N X # @ ]

Observacién 1.1. Sabiendo que la Funcion Indicadorn 6y para un conjunto X es

0, re X,
ox = (1.3)
+o0, r & X.

entonces, segln las definiciones que hemos dado, el cono normal Ny asociado con el conjunto
convexo X es el subdiferencial de la funcion indicadora §x para X.
Usando la condicién 1.1 garantizamos que dlu + dx|{x) = Qu(x) + 8dx (=), con r € domun X.

Si el domu = R", se ve satisfecha la condicion 1.1 . -

Proposicién 1.2 (Equivalencia de Desigualdad Variacional).
Bajo la condicién 1.1, el problema GVIP({ F, 1, X} es equivalente al problema de buscar un z* € X
tal que

F(r) ' (z —z*) + u(z) —u(x*) 20, VeecX (1.1)

Prueba - Consideremos el problema convexo
winiwizar h(x) = F{z*) x + u(z) (1.5)
TEX

donde r* € X. Es claro que (1.4} es equivalente a gque r* sea la solucidén éptima global al

problema en (1.5). Tomando en cuenta la condicién 1.1, podemos caracterizar a * como
0" € Oh{z*) + Nx(«7) (1.6)

Por definicién de h(z) y de subdiferencial, tenemos que 8|F{(z*)Tz + u{z)] C F(x*) + du(z), y

por la condicién 1.1 obtenernos la otra inclusién. Asi,
Oh(x) = F{z™) + du(z), z e X; (1.7)

v combinando (1.6) y (1.7) obtenemos el resultado deseado. .
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Corolario 1.3 (Formulacién Equivalente de Desigualdad Variacional). Bajo la condicién 1.1,
el problema GVIP{F,u, X) es equivalente al problema de hallar un z* € X tal que

F"\(z —z") +4'(z" 2 —-2") >0, VzeX (1.8)

Prueba .- El resultado se sigue de considerar que h'(z*;x — z*) > 0 para todo x € X es una

condicién necesaria y suficiente para que x* sea solucidn dptima de (1.5). [

Ejemplo 1.2 {Sistema de Desigualdades Variacionales sobre un producto cartesiano). Sea el
conjunto factible de GVIP{F, 4, X} descrito por un Producto Cartesiano de conjuntos factibles,
Xx=][x> XCR™ Y m=n (1.9)

el i€C
para algin conjunto finito de indices C. donde cada conjunto X; s no vacfo, cerrado y convexo.
Ademds, asumimos que la funcién u es separable con respecto a la particion de R® definida en

(1.9), esto es, u es de la forma

u(@) = Y w(z,),
ieC
donde u; : R™ — R U {+0c} es una funcién convexa, propia y lsc para cada ¢ € €. El mapeo
F en general es no separable con respecto a la particion dada de R™; de lo contrario, ¢l pro-
blema GVIP(F,u, X) podrfa ser descompuesto en un niimero de problemas independicntes de

la forma GVIP(F;,u, X;). {Por esto podemos argumentar que el problema dado generaliza
GVIP(F,u, X})

Ejemplo 1.3 {Problema del Equilibrio de Nash). Sea X = ]-[.N___ | X; et producto de conjuntos
individuales de estrategia convexos, cerrados y no vacios X; € R"¢, E:L n; = n. Definimos una
funcién de penalidad convexa y de clase C' f; : X — R para cada jugador definida en el espacio
unido de estrategias. Ademas, definimos la funcién = — u(r) = Ef\; , #i{x;} separable, convexa,

propia y Isc en X . Un equilibrio de Nash del juego no-cooperativo de N-personas con estos datos

es descrito por el punto * € X con el que, para cada i € {1,..., N}, satisface
filz], x7) + wi(z]) = minig])i(zar {file]. ) +uzi)}, P47 (1.10)
T e

lo que quiere decir que las estrategias de los jugadores son 6ptimas respecto a sus funciones
mdividuales de penalidad, basadas en las estrategias de los otros jugadores. Las condiciones de
6ptimo para (1.10) definen una instancia de GVIP(F,u, X) de la forma descrita en el Ejemplo

1.5, y en este caso tenemos z = {z1,...,zny}, X = Hff__] Xiy F={Vz fi,.. ..V In).
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Observacién 1.4 (No existe Unica representacion para GVIP(F, u, X }). GVIP(F, u, X) no estd defi-
nida tinicamente en términos de la tri-upla |F, Ou, Nx|. Por ejemplo, el conjunto X puede ser
representado afiadiendo la funcion indicadora §x de X a u. Esta funcién de penalidad infinita
es propia, convexa y lsc, asf como lo es u + dx, se cumple que 88y = Ny, bajo la condicién de
regularidad 1.1, 8[u + dx](z) = Ju(zx) + Nx(x). Asi entonces, cualquiera que sea la restriccion
convexa, puede ser reemplazada o en la descripecién de X o corno una penalidad infinita agregada
a la descripcién de u y considerando que se cumple la condicion 1.1, entonces no habria ninguna

pérdida de generalidad en expresar GVIP(F, u, X) como la Ecuacién Generalizada
0" € F{z") + Qu(z*) (1.11)
al cual vamos a denotar como GE{F,u}, que es como si hiciéramos v = u + éx.

Por otra parte, ia descomposicién de F' y Ou tampoco es tnica, por ejm., podriamos agregar
v sustraer el gradiente Vh de una funcién convexa arbitraria h a F y a du, lo cual dejaria

GVIP(F, u, X) inalterado.

Entonces, debido a la descomposicion no tinica de Ny y du; y de, F y Ou, hay una gran li-
bertad de eleccién en representar una instancia de GVIP(F, u, X} en términos de estos mapeos,
io cual es de gran utilidad a 1a hora de usar algoritmos para resolver estos tipos de problemas,
ya que podemos cambiar la representacién que GVIP(F,u, X}, de modo que concuerde con los
requerimientos de aproximacion por parte de los mapeos y convergencia a la solucion que nos

brinda €] propio algoritmo. -

Si u = 0 en GVIP(F,u, X) (notar que la condicién de regularidad se ve satisfecha trivialmente),
lo cual es equivalente a asumir que en GE{F,u), u = §x para algiin conjunto convexo, cerrado
y no vacio X C R™, entonces obtenemos el Problemea de Desigualdad Variacional (VIP(F, X))

de encontrar x* € R™ tal que
0" € F(z*) + Nx(z*), (1.12)

o como es més conocido (usando (1.1)), hallar z* € X tal que

FxY(x—z*)>0, VvreX (1.13)
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Observacion 1.5 (Caracterizacién de Proyeccion). Tomemos un 7y > 0. Podemos entonces escribir

{1.13) de la signiente manera

[(1/nz* + Fe*) — (/2T (z - 2*) 20, VzeX
=

[(z* —4F(=*) —2*|T(z —2*) <0, Vr € X;

esta desigualdad muestra que z* — yYF(z*) — z* pertenece al cono normal de X en z*, es decir,

z* es la Proyeccién Euclidiana del vector z* —vF(z*) sobre X. Entonces #* = Px|[z* —vF{z*)].

De manera mas general, sea @ € R™ ™ una matriz definida positiva y simétrica. 'Trabajando

anglogamente obtenermnos que una solucién x* para VIP({F, X) es caracterizada por la designaldad
[(z* —4Q ' F(z*)) — )" Q(z —2*} <0, VzeX,

que es equivalente a docir que z* es la proyeecion del vector z* — yQ 1 F(z*) sobre X usando la
norma | z|lg = /27 Qz definida por Q, esto es, z* = P2iz" — vQ 1F(z%)). m

Ejemplo 1.6 {(Equilibrio de 'lransporte). Sea G = (N,A)} que denota una red de transporte
urbano con nodos (intersecciones y centroides) y de conexiones directas {caminos}), Un subcon-
junto C de N x N define un conjunto de bienes ¢n ¢l que cada elemento representa un caming
origen-llegada. Se asume que la demanda de transporte dj en cualquiera de los caminos & de ¢
es conocida. Haciendo zy, , r € Ry, el flujo en la ruta r pertencciente al conjunto de rutas R

para el bien k, el conjunto de las rutas factibles es descrito por las restricciones

(Satisfaccion de la demanda) Z Ty, = di, Yk € C, (1.14a)
reRy

(No negatividad) Tr, > O, Yk € C, (1.14b)

o de forma compacta

e={zeRB | I Tz =qa; z >0}
donde R = U Ry ¥ I' = (73, ) es la matriz de incidencia de pares de ruta-O0 tales que

1, silaruta ri uneel par OD k,
Yer = re Ry, keC

(), en otro caso,

Vamos a asumir adem4s que cada ruta r € Ky, k € C, esté asociada con una funcién costo de

ruta Fi,: ]lezl — R, que mide la desutilidad de viajar por dicha ruta en [uncién del volumen
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de trafico en la red. Bajo la condicién de que el viajero escoge la ruta para su destino de menor
costo dadas las condiciones actuales de la red, el equilibrio se obtiene cuando ningin viajero
puede reducir su costo de viaje cambiando de ruta. Por lo que, todas las rutas usadas entre un

par OD dado tienen el mismo costo minimo. Este equilibrio se describe como

Zkr [Fir(2) — 7% = 0, reRy, keC (1.15a)

Fir(z) =T >0, r€Ry keC (1.15b)

(donde 7. es el costo minimo de viaje en el par k-ésimo OD).

(1.15a) Dice que si el costo de viajar por la ruta r en el par k-ésimo OD es mayor al costo
minimo, entonces el flujo correspondiente zi, es cero, esto es, dicha ruta no deberia llevar flujo,

a veces se dice que' por una ruta cara no hay intensién de viajar; y si zir s positivo, es porque

el costo es barato, esto es, igual al costo minimo.

Estas condiciones para ¢l flujo de ruta factible son equivalentes al VIP(F, X}, con F = (Fi)scr, kecc,

que resultar ser una instancia para el problema descrito en el ejemplo {1.5). s

Ejemplo 1.7 {Problema de punto silla). Sean V C R" y W C R™ conjuntos convexos cerrados,
y Z:V x W R una funcién continua en V x W. El problema de punto silla asociado con Z
es hallar un (*,w*) € V x W tal que

Z{(v*\w) < Z(v*,w*) < Z(v,w"), Vivw)e VW (1.16)
Entonces, condiciones necesarias para el problema de punto silla en (v*, w*) son
0™ € —VuZ(v*,w*) + Nw(w*); 0" € Vo Z(v*,w') + Ny (v*) (1.17)

Haciendo z = (v,w), X =V x W,y F = (V,Z,—VwZ), otra vez estamos en un caso especial
del problema del ejemplo (1.5). s

Asumamos que F es el gradiente de una funcién continuamente diferenciable f : domu N X — R
(f es de clase C! en domu N X)Entonces, (1.4) define las condiciones necesarias de éptimo para
el Programa No Diferenciable Restringido [CNDP(f,u,X) |

mir;igﬁ_zar T(z) = f(z} + u(zx) {1.18)

y otra vez, sin pérdida de generalidad, como no hemos asumido que el dom u = R", incluyendo
8x en u, podemos escribir esto como el siguiente Programa No Diferenciable no Restringido
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[NDP(f,u) |
minimizar T(x) = f(z) + u(x) {1.19)
z€R™
Observacion 1.8 {Propiedades de Diferenciabilidad de 7'). Como T es la suma de una funcién

diferenciable v una convexa, entonces resulta ser localmente Lipschitz continua, lo cual es sufi-

ciente para poder decir que es semisuave y quasi-diferenciable. ]

Ahora, si asumimos que u = 0, VIP(F, X) define las condiciones de primer orden necesarias de

6ptimo para el Programa Diferenciable Restringido {CDP(f, X ) |
minig;}mr f(x) {1.20)

Vamos a denotar al conjunto de soluciones globales de CDP(f, X} como SOL{f, X), viendo que
SOL{f, X) € SOL(Vf, X).

Ejemplo 1.9 (Reformulacién de penalidad de CDP(f, X)).

Consideremos el problema CDP({f, X N G}, con las restricciones implicitas
C={zeR"|glz) <0, i=1,...,m},

donde g; : X = R" ¢ = 1,...,m, son convexas en X. Vamos a tratar de reemplazar cstas
restricciones por una funcién de penalidad. Sea p : R — R una funcién creciente, ho-nhegative v
convexa tal que p(z) = 0 st y solo si, 2 < 0 {el ejemplo mas conocido de este tipo de funciones ¢s
p(z} = mdx{0, z}). Asi, sea r > 0, entonces una reformulacion de penalidad de CDP(f, X N¢)
es el problema de optimizacion
m
min;(r:r}‘irzar flx)+r gp(g,(r)).

Notar que esta reformulacién es una instancia de CNDP(f,u, X). n

Si se toma u = 0, GE(F,u) se convierte en el siguiente sistema de ecnaciones (posiblemente no
lineales) [NLE(F} |
F{z*) =0%; (1.21)

siempre que F sea la gradiente de una funcién f, este sistema define las condiciones de éptimo

de primero orden para el Programa No Lineal [NLP(f)} |

minimizar f(m) (1.22)



Capitulo 2

Formulaciones Especiales

En esta parte desarrollaremos algunos aspectos que ilustran que los GVIP{F, u, X) y sus instan-

cias incluyen formulaciones que involucran tanto las cantidades primales como las duales.

Formulacién 2.1 (Desigualdades Variacionales Primal-Dual). consideremos el siguiente caso
especial de GVIP(F, u, X)
0" € H(y") + Nyna(y") (2.1)

donde ¥ C R™ es un conjunto no vacio, cerrado y convexo; H : R" — R es un funcién continua
yG={yeR"|g(y) £0, i=1,...,m}, donde cada funcién ¢g; : R* — R es convexa y de
clase C*. Introduciendo multiplicadores \; € Ry, i = 1,...,m para las restricciones que definen
G, resulta la siguiente formulacién primal-dual:

0 ¢ (H(y*] . Vg(y*)T’\*) + Nyxro (", A") 2.2)
—9(y*) K

Esta desigualdad variacional en las variables (y, A) describe las condiciones de Karush-Kuhn-

Tucker (KKT) para (2.1); y bajo una apropiada restriccién de calificacién (CQ), las soluciones

en y coinciden.

Identificamos a (2.2) como un caso especial del problema del ejemplo 1.5, si hacemos = = (y, A),

X =Y xR™ y F(z) = [H(y) + Vay)"A —g(y)] .

Formulacién 2.2 {Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker). Consideremos el siguiente problema

de optimizacién (posiblemenie no-convexo)

minimizar  f(y) (2.3a)
sujetoa  g{y) € K°, (2.3b)
Jevy, (2.3c)
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donde f y g son funciones de clase C! que van de algin conjunto abierto de R? a R y a R™
respectivamente, ¥ es un conjunto convexo y cerrado en R?, K es un cono convexo cerrado
en R,y K° = {z € R™" | 275 €0, Vs € K} es ¢l Cono Polar de K. Por ejemplo, si las

restricciones son de la forma
gi{y) <0, i=1,...,k; gi{ly) =0, i=k+1,...,k+1, (2.4)

entonces K = RE x R' y K° = R® x {0}!. La funcién Lagrangeana asociada con (2.3b) es
Ly, M) = fly) + Mgly), y € Y, A € R™; bajo apropiadas CQ, cualquier solucién 6ptima local
y para (2.3) satisfard las condiciones KK'T necesarias, gue pueden ser vistas como una instancia

del VIP(F,X), con z = (3,4), X = Y x K, y F(z) = [V, L(y, A}, —~VaL(y, A)] a

Formulacién 2.3 {Problemas de Complementariedad). Dados una funcién F - R" — R” y un
cono convexo cerrado K C R™, el Problema Genemlizado de Complementariedad {GCP(F. K')|

es encontrar un & € R" tal que
reK; Flzy e K*; sTF(z}) =0, (2.5)

donde K* = —K° es el cono dual de K.

Notar que (2.5) se puede ver como un caso muy especial dc un VIP(F, X} para X = K. Por otro
lado, consideremos el problema de desigualdad variacional VIP(H, (7}, con un mapco continuo
H : R® —» R" y con restricciones explicitas donde ' ¢s dado por (2.4), y cada ¢: : R* > R 08
convexa y de clase (1. Introduciendo vectores multiplicadores A € Rﬂ‘_ x R} para las restricciones,

bajo un CQ, VIP{H, G) es equivalente a un GCP{F, K} donde

r=(y,)); K=R"xR:xR: F(z)= (H(y) + Vy(y)T/\)

—9{y)

Este GCP exticnde las condiciones KK'T' para el problema de optimizacion no lineal del ejemplo
2.3 en el caso cuando ¥ = R™ y K = RX x R/, y ademds, se reduce a una instancia de NLE(F)
cuando k = 0. Mas aiin, es un caso muy especial del problema (2.2) para ¢l caso cuando Y = R".

El Problema de Complementariedad No Lineal [NCP(F)}
z>0" F)>0%  2TFx)y=0. (2.6)

se obtiene st K = R%; y si ademds F es afin, es decir, es de la forma F : z 3 F(z) = Az - b
para alguna matriz A € R"*" y un vector b € R, entonces el problema (2.6) es un Problema
de Complementariedad Linesl (LCP). a
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Formulacién 2.4 (Proyeccién / Particionamiento). Considere el problema

minimizar  f(x) + h(y)
sujeto a  e;(x) + di(y) < b, 1= de s (2.7)
reX,yey,

donde X CR"™ y Y C R™ son conjuntos no vacios, cerrados y convexos, f : R® — R es de clase
CLh:R" =R, ¢;:R" > R, yd;: R® = R, i =1,...,p, son funciones convexas, y b € R”.
Vamos a resolver este problema en términos de r eliminando las variables y, esto es, expresando
la solucién éptima en y para cada valor fijo . Reescribiendo (2.7) como corresponde, entonces,

oblenemos una instancia de CNDP{ f, u, X ), donde

u(z) — infimo  A(y)
sujeto a  di(y) < b; — ci(x), i=1,...,p (2.8)
yey,

Notemos que u es convexo, y que sii dominio o8 cl subconjunto de X para el cual el fnfimo on

(2.8) es finitamente obtenido. .

Formulacién 2.5 (Descomposicién [ual). Un caso especial de la formulacion proyeceion/parti-
cionamiento (2.8} surge cuando todas las funciones involucradas on (2.7) son lineales, y lax
restricciones poseen la estructura dual de bloque como se ve abajo. Consideremos o] prograimna
lineal

minimizar ©'z + w! %

sujetoa  Arx + By = b,
JT =r,
Dy =d,

T y < On+m

donde A € R?*®, B € RP*™, C € R¥*", D € R™™, y los vectores v, w, b, ¢ y d'tienen las
dimensiones apropiadas. Si asumimos que el conjunto V = {v € RP*" | BTv; + DTy < w} es
no vacfo, y denotamos como v/, j € P (v', i € D, respectivamente) el conjunto de sus puntos

extremos {direcciones), entonces el problema anterior es equivalente a

minimizar v’ + u(z),
sujetoa Czr =c,
x> 0",
(b— Az)Tvi +wlv) <0, i€ D,
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donde

u(z) = minimizar w7y, _

sujetoa By=©b— Az,

Formulacién 2.6 (Particionamiento como representacién de variables no bdsicas). Considers-

mos el problema

minimizar f{x), (2.9a)
sujetoa Az = b, (2.9b)
z > 0", (2.9¢)

donde 4 € R™*" tiene rango de fila completo y n > m. Asumamos que z = (zj,zR)" ¥
A = (B, N) define una particién de R” tal que B € R™*™ es invertible y B~'b > (™. Como zg
puede ser representado, \inicamente, de la forma g = B~'[b— Nzy]|, podemos escribir (2.9) en

términos de las variables no bésicas zy comeo

winimizar  f(B~{b— Nzn],2n),
sujetoa zy > 0",
B_l[b - NJ:N] - n‘m,



Capitulo 3

Teoria de Optimizacion No

Diferenciable

En este capitulo vamos a presentar algunos resultados que conectan las teorfas de analisis no
suaves y optimizacion. Primero generalizaremos las condiciones cldaicas de éptimo tanto para el
caso restringido como para el no restringido. Daremos las condiciones necesarias para que una
funcién de Lipschitz alcance su minimo local. Para funciones convexas, estas condiciones son

también suficientes y el minimo es global.

3.1. Definiciones y Teoremas

Vamos a dar algunas definiciones y notaciones que usaremos para nuestros resultados:

Definicién 3.1 (Derivada Direccional). La derivada direccional de la funcién f en la direceién

r € R® se define como

L@+ ) - 1)

['(@iv) = lim > (3.1)

Definicién 3.2 {Subdiferencial). El Subdiferencial de una funcién convexa f : R® — R en

r € R" es el conjunto
Of(z)={£ e R" | fly) = flz) + {,y— =), VyeR"} (3.2)
Cada elemento £ € 8.f(x) es lamado subgradiente de f en x.
Teorema 3.3. Sea f: R" = R convexa. Entonces para cada x tenemos
(i) fiz:v) = méx{{&,v) | £ € D-f(x)}, para todo v € R"

12
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(i) 0.f(x) = {£.€ R™ | f'(z50) > (£, v), para todo v € R™}

(iii) Def(x)es un conjunto no vacio, convexo y compacto tal que |¢[| < K para todo € € 8.f(=),

donde K es la constante local de Lipschitz de f en z,

(iv) el mapeo punto-conjunto 8.f(}) : R* — P(R"} ¢s semicontinua superiormente, i.e., si

Y = Ty & € 8:f(y:) para cada i, entonces cada punto de acumulacion £ de (&)
Defla).
Teorema 3.4. $i f 7 R" -+ R-es convexa y diferencisble en-x & R, entonces
Beflz) = {Viz)} (33)
Teorema 3.5. Si f : R" — R os convexa, entonces para todo y € R?
F(y) = msx{ f(z)} + (€, y — o) | e € R, £ €D, f(x)} (a3

Definicién 3.6 (Cono Tangente). Sea C un conjunto no vacfo convexo-de R"™. El Cony Tangentc

de C' en el punto x € C es el conjunto.

To(xy={ye R" |existe ;0 y yi—oy con x+byed} {3.5)
Definicién 3.7 (Cono Normal). 'S-'oa..-:d'-ﬂ-unz-em:;j_'umf.m'.s;m‘cféj‘f-‘:mﬁveaea--dee R™. El Cono Normal
de C en el punto z € C es el conjunto

Nefe) = To(e)* = {z € R* | {y,2) <0 ¥y e Toln)} @6)

Definicién 3.8. Sea ' C R" un conjunto no vacio. La funcidn distancia dg :R" - R para el
conjunto G ‘es definida por

dg(x) =inf{z —c|, ce€G) @7

Definicién 3.9 (Fpigrafo). El epigrefo de una funcién f: R™ — R es el siguiente subconjunto.

de R" x R

epi f ={{z ) eR"x R | flz) <} (3.8)

Definicién 3.10 (Derivada Diroccional Generalizada). Sea f : R® — R localmente Lipschitz

en un punto r € R™. La Derivada Direccional Generualizada de f en z en la direccién v € R™

esté definida como

Slmsw) HI;I_:,;];) e

R
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Definicién 3.11. Sea f : R" — R localmente Lipschitz en x € R®. Entonces el Subdiferencial

de f en x es el conjunto
df(z) ={£ € R"| f(z;v) 2 {£,v) paratodo ve R"} (3.10)
Cada elemento € € df(x) es Hlamado subgrdiente de f en x.
Definicién 3.12 {(Funcién Regular). La funcién f: R® = R se dice que es Regular cn z € R®
si para todo v € R" la derivada direccional f'{z;v) existe y
f{zv) = f(x;v) (3.11)
Teorema 3.13 (Regularidad). Sea f Lipschitz en x. Entonces f es regular en « si:

i.- [ es continuamente diferenciable en r

i~ f es convexa

fid.= f-——Z/\,;f,;,donde M >0y f,esregular paracadai=1,...,m

=1

Dadas estas definiciones, vamos a nombrar algunos teoremas que nos serdn itiles en nuestro

andlisis:

3.2. Teoremas Basicos

Teorema 3.14 (Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial lineal real y Y C X un subespacio
lineal. Si p : X — R es una funcional positivamenie homogénea, subaditiva y f : ¥ > R
una funcional lineal tal que f(y) < p(y) para todo y € Y, entonces existe una funcional lineal

F: X - R tal que

F(y)= f(y) paratodo y€Y y F(z)<p(r) paratodo ze€ X (3.12)
Prueba .- [Rudin-1973, pag. 56| n
Teorema 3.15. La ciapsula convexa de un conjunto compacto es compacta

Pruebe .- [Rudin-1973] .
Teorema 3.16, Sean ' y D conjuntos convexos y compactos en R™. Entonces C C D sii

ix{c, r) < t ? n .
rpea(;:(c, ) < ggig(d, z) paratodo reR {3.13)

Prueba - [Rockafellar-1970, pag. 113] .
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Teorema 3.17. Sea U un conjunto abierto en R*® y f : I/ = R. Entonces f es diferenciable en
casi todos lados en U si
4+ Lv) —
limstp J{r +tv) — f(z)
110 L
Prueba .- [Cohn-1980] a

< oo paratodo »r,veR" (3.14)

Teorema 3.18 (Bolzano-Weierstrass). Si un conjunio C € R” contiene infinitos puntos, en-

tonces existe al menos un punto en R™ que es punto de acnmulacién de €.

Prueba - [EuJa-2000} .

Teorema 3.19 (Fubini}. Si f cs una funcién medible sobre el producto cartesiano X x Y de

dos espacios vectoriales reales y si f [ |fldudv < o0 o [ [fldvdu < oo, entonces f es integrable

en X xYy
//fdudv=f/fdvdu (3.15)

Prueba .- [Cohn-1980] =

3.3. Analisis Subdiferencial

Teorema 3.20 (Valor Medio). Sean z,y € R" y sca la funcién f de Lipschitz en ¢l conjunto
abierto I C R" tal que el segmento de linea {x,y} C U. Entonces existec un punto u ¢ [, y] tal
que

fly) — flz) € (0f(u).y — 2) (3.16)
Para esta prueba vamos a necesitar del siguiente Lema:

Lema 3.21. Sea la funcién f de Lipschitz, entonces la funcién ¢ : [0,1] — R definida por
g{t) = f(z + t{y — 1)) es de Lipschitz en (0,1} vy

dg(t) C Of(z+ Uy —2))y — =) (3.17)
Prueba .- Denotemos a x + Hy — x) por ;. Entonces

lg(t) —g(t)] = {f(@) — flaze)| < Kz, — zo|
Kt — )y — o)l = Klly — z|l|t —¢|

K|t —t] paratodo ¢t t e (0,1)
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donde K = K|y — z
Ahora, como las funciones f y g son Lipschitz, los conjuntos dg(t) y (8f(x;), Y—&) SON compactos
y convexos. Como estos conjuntos pertenecen a R, deben ser intervalos cerrados en R, entonces

para obtener la demostracién del Tema es suficiente con demostrar que para v = +1, tenemos
max{dg(t)r} < max{{df(x:),y — z)v}

Sabemos que mdx{dg(t)v} = ¢"(t;v) (tambien sc cumple para la derivada dircecional eene-

ralizada, ver teorema 3.3} por lo que

max{dg(t)v} = Ilimsup gls + Av) = 9(s)
pu 4

— Vimsup LT (s + X))y — 7)) - flx + s(y — 7))
ghe A

A0
lim sup f(y’ + Aﬂ(y — I)) _ f(y,)

Y sy A
AL0

= flesvly —x))

[

Y usando el criterio anterior,

Flaso(y — ) — mdx{(8f (), v(y — z))}

por lo que

méx{dg(t)v} < max{{3f(z:),y — r)v}

Demostremos ahora el teorema del valor medio:

Prueba .- (Valor Medio)

Definamos la funcién © : [0,1] — R tal que 6(t) = f(z:) +{(f(z)— f(y)), donde z; = x+i{y—=x).

Entonces, al ser © una funcién continua y

B(0) = f{zo) = f(z)
(1) = f{z1) + f(z) — H(y) = f(=)

Entonces existe un ¢y € (0, 1) tal que ©(t) alcanza un valor extremo en tg, por lo que 0 € 99(ty)

y asi

90(t) = df(z) + L[ (=) — f(y)) COf (@) + [f(x) — f(y)|O(t)
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y ademads, por el lema 3.21 tenemos
0€ (0f(ze),y — =) + [f(=) — f(y)]o(t)

y como J(t) = 1 se sigue que
fy) — f(z) € (0f(u),y — =)

donde u = x4, € {x,y), lo que demuestra el teorema. .

Teorema 3.22 (Regla de la Cadena). Sean h : R* - R™ y ¢ : R™ — R funciones tales que
cada funcién componente h; : R" - R, i = 1,...,m es localmente Lipschitz en # € R™ vy ¢ cs

localmente Lipschitz en h{z) € R™. Entonces la funcidén composicién f = goh, f: R* = R es

localmente Lipschitz en x y

m

df(x) C conv { Z & | & edhi(r) v ae ('}g(h.(.r))} {3.18)

=1

Donde la igualdad se da bajo cualquiera de las siguienies hipdtesis:

(i) La funcién g es regular en h{x), cada h; es regular en © y o > 0 para todo s = 1,...,m.

Entonces f también es regular en =.

(ii) La funcién g es regular en h(x) y h; es continuamenie diferenciable en x para todo

(ili) Si m =1y g es continuamente diferenciable en h(x).

Prueba .- Dada la definicion de f, se deduce que es localmente Lipschitz en . Definamos

k1

S={> | &eoh(zr) y acdglhlx))}
i=]

Como dhi(z) y d¢(h(x)) son conjuntos compactos, entonces el conjunto S también es compacto,
y por el teorema 3.15 su capsula convexa es un conjunto convexo compacto. Entonces por el

teorema 3.16 y de la definicion de 9f(x) es suficiente con mostrar que

f(z;v) < méx (g,v) paratodo veR" (3.19)

nEconv 5

Para ver esto, supongamos que 1 € conv S. Entonces n = Z;‘f:l Ms?cons’ €Sy Z;‘;l M =1
con A; > 0. Entonces para todo v € R™ tenemos

k k
{n,v) = Z N{(s? v) < Z N max(s, v) — max(s, v)
=1

s€S s€S

i=1
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entonces
méx (n,v) = ma.x{s v) paratodo ve R®
nEcony S

Definamos ahora
v) — max { Z (&, v) | & € Ohi(xi), « € Og(u), z; € B{x,e),u € B(h(:r:),z—:)}
i=1

Entonces tenemos

a(v) = max{ Z il v) | & € Dhi(x), 0 € Dg(h(a)) }

= max(s v)
s€8

Esto implicarfa (3.19) si mostramos que para > 0
flzv) —¢ < ¢.(v) {3.20)

que g:.{v) = go(v) mientras ¢ } 0, para todo v € R"

Lema 3.23. (lon las definiciones anteriores
]I’m =
o] e 1.4}

Prueba.- Sea § > 0 y v € R™ dados. Como cada h; cs localmente Lipschitz en z y la funcion

} es continua superiormente, podemos escoger un £ > 0 de tal forma que cada hs co Tapschita

w
hi(-5-
.,m tenemos

en B(xz,<) con la misma constante K, y que para todoi=1,..

hi{x;; o) < hi{x; +v) + 6/K paratodo x; € B(r,£)

Si ¢ € Ohi(x;) entonces [&] < K para todo ¢ = 1,...,m. También sc sabe que hi(y; ) es

positivamente homogénea, asi que si multiplicamos por |§;| tenemos
il &) < hila; Gv) + &GI8/ K < hi(xi&v) + 0

Por otro lado, sabiendo que el mapeo d¢g(-) es semicontimio superiormente, podemos escoger el

¢ lo suficientemente pequeno como para que dg(B(h(x);e)) C B(8g(h(z)); ). Podemos calcular
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entonces
g < glv)
—  méx { 3" (v} | & € Ohiles), a € dglu),z; € Bz,e),u € B(h(:.-:),g)}
=1
< méx { > max{ailg;, v) | & € Ohslxi). 7 € Blwie)} | ae Biﬁg(h(ﬂr));é)}
=1
< méx { Y (Bmow)y+8) | ae B(C”y(h(x));ﬁ)}
=1
< max {3 mix{o(gv) | & € Ohula)} | @ € B(Dg(hix));6)} ~ md
=1
< go+mdK|v| +mé - gy cuando § -0
lo que completa la prueba. .

Regresemos ahora a la prueba de la regla de la cadena. Vamos a demostrar que sc cumple
la desigualdad (3.20). Sea £ > 0. Por definicién de derivada direccional generalizada, existen
' € R" y | > 0 tales que

L@+ ) - (@)

z;v) < ; +e (3.21)

bl

o, 2 + tv € B{z;e)
hiz'),h(z' + tv) € B(h(x);¢)

Por ¢l teorema del valor medio, existc un « € dg{u) tal que u € [h(z + tv), h(z")] C B(h(zx);s)

¥y
fla + )~ f(&) = glhlz’ +tv)) — g(h(z) = (o h(z’ + tv) — h(z"))
= Z ailhi(z’ + tv) — hi(z')]
i=1
v aplicando nuevamente el teorema del valor medio para las funciones h;, i = 1,..., m. Entonces

existen subgradientes & € dh;(x;) tales que & € [/ + tv, 2] C B(z;¢) v

Z aglhi(a’ + tv) — hi(z")] = Z (&, x +tv — ')

t=1 i=1

= ) ol tv)
=]

f@' + v} — f(z)
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Ahora, de (3.21) se sigue que

g ot S
Z_-_l_ﬂtiu re=Y g t) +e
i=1
< q{v)+¢ paratodo veR" (3.22)

Flaiv) <

lo que establece (3.20) y la afirmacién bésica.
Vamos a mostrar {i} ahora. Supongamos que g es regular en h(z), h; es regularen = vy «; > 0

para todo i = 1,...,m. Para probar la otra inclusion en (3.18) es suficiente con mostrar que
f(z;v) = go{v) paratodo veR®

Ya sabemos que f(x;v) < go(v) para todo v € R™. Por el otro lado, tiendo que «, > 0 para

todo i = 1,...,m, que cada h; cs regular en r y que g s regular en A{z), implica que

T

qo(v) - méax { Z {6 v) | & € Ohi(z) e € Og(h(ar))}

IA

m&)({za:g‘eah‘( ) Eu ) | e Bg(h(:[' }

i=1

w3 ahwn) e dy(h())}
i=1

max { Z ahi{z;v) | o € ag(h{x])}

=1
= g'(h(z):h'(z:0)) = ¢'(h(z)iw),

donde w; = hi{x; v). Entonces, por la definicién de derivada direccional

J(h(@)w) ~ 9(h(z)+tt!:)—g(h(x))

(8lhie) ) —g(hio)) )
t

Iim
tL0

g(h(z) + tw) — g(h(x + tv))
t
ella tiende a cero cuando ¢t — 0. Usando la condicion de Lipschitz de la funcion ¢ tenemos

donde T = . Vamos a obtener una cota superior de I' y mostrar que

[g(h(x) + tw) — g(h{z + tv))] ” K| h{x) + tw — h{zx + tv)|

T
- t - L
= K”w R Ch h}t) — hiz) ” — K|\ (z;v) — h'(z;v)| =0, cunando ¢t —0
Por esto,
o) < i ST ) g b))

tlo t
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y por (3.22) tenemos que go(v) = f'(z;v) = f'(x;v) para todo v € R™. Lo que quiere decir
que f es regular y que la ignaldad en (3.18) se cumple. Para mostrar (ii), supongamos que g
es regular en h(r) y que cada h; es continiamente diferenciable en z para todo i = 1,...,m.
Entonces, sabiendo que si una funcién es continuamente diferenciable, su subdiferencial es ignal

a su gradiente, tenemos que

m

gov) = mdx{er (,0) | & € Dha(x) = {Vh(@)}. @ € da(h(a)) }

=1
m

mAax { Z ;i (Vhi(z),v) | @ € Bg(h(;r))}
i=1

mAax { Z a;hi(z,v)| ae EJg(h(:r))}

i=1

y a partir de acd continuamos como en la demostracién de (i) para obtener que go(v) < f7(x;v),
demostrando asf la afirmacion (ii).
Finalmente, para demostrar (iii), supongamos que m = 1 y que la funcién g es continnamente

diferenciable en h(x). Entonces

: . g(h(z)) — g(h(y))
a=gh=) = I ey T

y limg . ¢'(h{(z")) = . Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que « > 0. Entonces

calculamos

qgo(v) = méx{al,v)| € Oh(z)}=a- h'(z;v)

alh(z' + tv) - h{z")] g’{h{a’-’))[h{x’ + tv) — h{z")]

= limsup lim sup
z'—rx t 2 sr L
L0 t10
h{z' + tv)) — g(h{x o
— hmqup gz’ + tv)) — g(h(~)) = f(x;v) paratodo »eR"
t;,[]
lo que demuestra (iii) y asf queda demostrado el teorema. [

Teorema 3.24 (Productos). Sean f; y f2 localmente Lipschitz en x € R". Entonces la funcién

f1f2 es localmente Lipschitz en = y

I frf2)(x) C fax)0f1{x) + fi(x)D fa(x) (3.23)

Si ademds fi(z), fo(x) > 0 y fi1, fo son ambas regulares en z, entonces la igualdad se da y la

funcién fi fo es regular en .
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Prueba .- Definamos la funcién g : R? — R por g(u;,u2) = u; - uo. Entonces ¢ es continuamente

diferenciable, entonces localmente Lipschitz en (fi{x), fa(z)) y 8f(z) = {Vf(x)} con

A9(fi(z), f2(z)) = {Vy([i(z), f2(z))} = {(fo(z), f1(2))}
Ahora definamos la funcién k : R* — R? por h{z) = (fi(z), fo(z)). Ahora tenemos que f; - f, =
g o h. Por la regla de la cadena, la funcién f) - fy es localmente Lipschitz en © y

2
Afif)@) C conv { Y k| & € Oh(x), o€ ag(h(y»))}

i=1
= conv { fo(x)df, () + fi(x)Dfa(x)}
Entonces, como el df(x) es un conjunto convexo, el conjunto fa(x)dfi(x) + fi(2)8fa(x) es

convexo, entonces
A fif2)(z) C falx)fi(x) + filx)dfa(x)

Supongamos ahora que fi(z), f2(z) > 0 y que f), f2 son regulares en . Como la funcién ¢ e«
continuamente diferenciable, es regular. Entonces, por el mismo teorema de la regla de la cadena,

fifo es regular, y la igualdad en (3.23) se da. ]

Teorema 3.25 (Cocientes). Sea fi y f2 localmente Lipschitz en z € R™ y fa(r) # (). Entoncoes
la funcién fi/f2 es localmente Lipschitz en z y

f fox)f1{x) — [1(x)0f2()
(o Bt pior

Si ademads fi(x) > 0, fa{x) > 0y f1, f2 son regulares en x, entonces la ignaldad se da y la funcion

(3.24)

f1/ f2 es regular en z.

Prueba .- Definamos la funcién g : R x (R — {0}) — R por g(ui,uz) = uy/uz. Esta funcion es
continuamente diferenciable, por lo que es localmente Lipschitz. Entonces, en (fi(x), f2(x))

dg(fi(x). f2x)) = {Vg(fi(z), f2(2))} = {(fz.r ‘ E& )))}
Si definimos h : R®* — R? por h(z) = (fi(=x), f2(x)), tenemos que f,/fa = g o h. Usamos

nuevamente la regla de la cadena, y tenemos que

2

A(fi/f2)(x) C conv {ngi | & € Ohi(x), a € f)g(h(:r))}
i=1
—  conv filx)
= conv {5 )fl() fg()f()}

f?(T) 1(x) — fi{z)0 fo(x)
fz (x)

I

conv {

}
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El resto de la demostracidon es analogo al de productos. [

El siguiente teorema trata con una clase de funciones que son frecuentemente encontradas en
optimizacién no suave, llamadas funciones mdzimo. El problema de minimizar ese tipo de funcién

es usualmente Hamado problema de minimo mdximo.

Teorema 3.26. Sea f; : R™ — R localmente Lipschitz en z para cada i = 1,...,m. Entonces
la funcion f : R™ — R definida por

floy —mdx{fi(r) | i=1,...,m}
es localmente Lipschitz en z y
af(z) C conv {dfi(x)| i e I{z)}, (3.20)

donde Iz} = {i € {1,....,m} | filz) = f(x)}. Si ademds, f; es regular en x para cada
i =1,....n, entonces f es regular en z y la igualdad se da en (3.25).

Prueba .- Dada la definicion de [, vemos que ¢s de Lipschitz también. Definamos g : R™ — R y
h:R"™ = R™ por

g('ﬂ.l, e Urm) - ‘__I'{lé-xm{ui}
=I,..,

hz) = (hix),--., fml2))
Tenemos entonces que f = g o h. Para todo u,v € R™ y A € [0, 1] sc cumple

gAu+ (1 —Apw) — ._r?éxm{,\u,- + (1 — Ajvi}
< A __I{lé.x {u;} +{1—A) __I{lé.x {m:}

= Ag{u) + (1 — A)g(v),

lo que significa que ¢ es convexa y entonces, localmente Lipschitz en h{z). Sea

J{u) = {i e {1,...,m} | ui = g{u)}. Entonces la derivada direccional es
yn"{u; ’U) — Ifm y(“ + tv) — g(u) — lf[]'_] ‘ mé_x {ui + t‘f_!“} — g(u)
o t ti0 i=1,...,m i
— fm méx {ui + tvi} — g(u)
tL0 e J(u) 4

Entonces

7 -
u; 1) = mMax v;
9 ( ) ieJ(u)
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v como ¢ = g’ (por ser convexa), tenemos que
dg(u) = {a e R™| '_21}3(3:) v; > {a,v) paratodo veR"}
lo que quiere decir que
a; = 0, i=1,...
a € dglu) &= Zm:l,
i=1
::1,- =0, i J(u).

centonces ¢l subdiferencial de ¢ en h{zx) es

dgh(z)) ={a€R*| 0 20, Y oy=1 y o;=0 si i¢I(x)}

=]
Aplicando 1a regla de la cadena, tenemos
aftw) < conv {3 ot | & € Ohilr), o € Dy(h(n)) }
=1
= oo { ¥ adfi@) a0y Y =1}
iel{r) iel{z)

= conv{dfiz}!| 1€ Hax)}

Supongamos ahora que f; es regular en z para todo 1 € I{z). Como g es convexa, es regular ¢n

h{z). Entonces, la regla de la cadena implica la igualdad en {3.25). ]

Corolario 3.27. Supongamos que las funciones f; : R® — R son continuamente diferenciables

en z y ¢; : R™ — R. Definamos las funciones f: R" - Ry ¢ : R" - R por

flz) -max{fi{z)|i=1,....m} vy

g{z) = méx{gi(z) | i=1,....,m}

Entonces tenemos
0f(z) = conv {Vfi(z) | i = {x)} v (3.26)
dg(x) = conv{d.gi(x) | i = J(x)} (3.27)

donde I(z) = {i € {1.....m} | file) = f(2)} y J(x) = {i € {L.....m} | g(x) = g()}

Prueba .- Se obtiene directamente usando el teorema anterior. [



CAPITULO 3. TEORIA DE OPTIMIZACION NO DIFERENCIABLE 25

Teorema 3.28 {Rademacher). Sea U C R"™ un conjunto abierto v F : I/’ — R Lipschitz de

rango K en U. Entonces [ es diferenciable en casi todas partes en U.

Prueba .- Usando la condicién de Lipschitz, para todo v € R™ tenemos

- tv) — LK
lim sup fla+ ) - fz) < lim sup—-M = K|jv|| < +o0
£40 t Lo t
lo que significa que f es diferenciable en casi todas partes. n

Vamos a denotar por €2y al conjunto donde la funcién [ es no diferenciable.

El siguiente Lema nos servird para demostrar el teorema principal de esta seccion.,

Lema 3.29. Sea £ > 0 y v € R” tal que v # 0. Entouces

S (@wiv) — e < limsup{{(V f{y),v) [ y = = y & O} (3.28)

Prueba - Sea o = limsup{{V f{y),v) | y — =, y € Qs}. Enlonces, por definicion, existe 4 > 0
del forma que las condiciones
yeBlz:d) vy ygQy

implican {V f{y),v) < a+¢. Tomemos este 4 lo suficientemente pequefio como para (e {35 tenga
medida cero en B{zw; 8). Ahora consideremos el segmento delinea Ly = {y+to | 0 < 1 < §/(2|v])}.
Cfomo 2y tiene medida cero en B{r;d), se sigue del teorema de Fubini que para casi todo
y € B(x;0/2), el segmento de linea I, interseca a 2y en un conjuuto de wedida coro 1-dimen-
sional. Sea y cualquier punto en B{x;5/2) con esta propiedad y sea { dentro de {0.48/2v]}.

Entonces, por la definicién de V tenemos

{
fly+ o) - f(w) = [ ( f(y + s0).)ds,
1]

va que V f existe en casi todos los lados en L,. Como tenemos que [y +sv—x| < § paraQ < s < ¢,

de la definicién inicial se tiene que {(Vf(y + sv),v} < a + ¢, asi que

fly+tv) — f(y) < tla+e)

Como esto es cierto para cualquier y gque se encuentre a una distancia no mayor de /2 respecto

a x y para todo f en {0,8/(2|v])}, y como f es continua, en particular tenemos que

Flav)<ate

Ahora el teorema principal:
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Teorema 3.30. Sea f : R" — R localmente Lipschitz en z € R"™. Entonces
Of(zy=conv{ € R" | Vf(z;) =& 2>z y ¢ Oy} (3.29)

Pruebo .- Sea

A={EcR" | Vf{z:) 2 & a vz y x & Q)

Vamos a demostrar primero que A es no vacio. Se sigue del teorema de Rademacher que la
medida del conjunto £2; es zero. Enfonces existe una sucesion {z;} C R”™ tal que z; & Qp y

r; — xr. Como f es localmente Lipschitz en x, existe € > ( tal que para todo x; € B(x;2)
I&ili < K paratodo & e df(x,) (3.30)

Esto quiere decir que el mapeo punto-conjunto @ f cs localmente acotado en B(r;c). Sahemos que
Vflx;) € df{x;), entonces por {3.30), la sucesion {Vf{z;)} es acotada. Entonces, por ¢l Teorema
de Bolzano-Weierstrass, la sucesion {V f{z;)} admite una subsucesion convergente {V flx;, )}
por lo que existe { € R" tal que V f(z;,) — £ Como df es semicontinua por arriba, entonces
& € df(x). Hemos probado que A es no vacio, acotado y A C 8f(x). Como 9f(x) cu convoxa,
cntonces tenemaos

conv A C conv f(x) = df(x)

Para la otra inclusién mostraremos que A también es cerrado, y asf compacto. Sea {§;} < A un

sucesion tal que §; — £. Entonces
& — lim Vf(a:f), donde r,’ -~z cuando ¢ -—+00 ¥y x‘,’ € Oy
T
Extrayendo subsucesiones si es necesario, existen puntos x; € R™ tales que

r = lfmx{ para cada i€ N

J—+00

Entonces tenemos que z; — x, r; ¢ Qf y

€~ lim lim V/f{z?) = lim lim V/{z)) — lim V/[{z;)
Jorooi—oo P—00 j—00 =00
Por lo que & € A, siendo asi A cerrado y por lo tanto, compacto. Esto implica que su capsula

convexa conv A también es compacta , y usando el lema 3.29 y el teorema 3.15 concluimos con

la prueba. ™
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3.4. e=-subdiferenciales
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En optimizacién no suave, los llamados métodos paquete estan basados en la s-subdiferencial,

que es la generalizacion del subdiferencial. Vamos a definirla y a presentar algunas propiedades

hasicas.

3.4.1. Caso Convexo

Vamos a generalizar la derivada direccional ordinaria.

Definicién 3.31. Sea f : R" — R convexa. La ¢-derivada direccional de f en x en la direccion

de v € R"™ esta definida por

I, s
filziv) = }gof

fle 4 tv) —

He)+e

t

Teorema 3.32. Sea [ un funcién convexa. Kntonces en cualquicr punto » ¢ R™:

(i) la funcién v — fl(z;v) es positivamente homogenea y subaditiva en R™ con

[/:Gr )| < Ko

(3.81)

(it) f!{z;v) es semicontinua por arriba como funcién de (#;v) y Lipschitz con coustante K

como funcion de v en R™

(i) —fi{x; ~v) < filz;v)

Prueba .-

(i) Usando la condicion de Lipschitz en x € R™ y sabiendo que :g(f] % = (), tencmos

LfL(x; v)]

<

<

o M H 0 T el 15124 10) = Jio)l

inf
>0

t
Klr+itv—z| +¢
t

T t=0

Para ver que es positivamente homadgenea, sea A > (. Entonces

felm dv) - =

inf fle+t ) — flz) +¢

t=0

Afnf

t=0

t
fle+tAv) — f(x) +¢

Al

¢

€
= K|v|| +inf- = K{v|

, flr+thw) — flz) +¢
ot ‘\{ Y’
= Afi(z:v)

}



CAPITULO 3. TEORIA DE OPTIMIZACION NO DIFERENCIABLE 28

Y ahora vamos a ver la subaditividad. Sean v,w € R™ arbitrarios, entonces por la convxidad

g dz v+ w) — flo)+e

fiziv+wy — inf )
G 2) + A 20w)) ~ [ < ¢
>0 t
< I,nff(;r+2tv)—f(.r)+s+ l,nt.f(ar:+2tw)—f(:r:)+£
>0 2t >0 2t

= filziv) + fllz;w).

(ii) Para ver la semicontinuidad por arriba, sean {z;},{v;} C R" sucesiones tales que
r; — r,v; — vy sea K la constante de Lipschitz en x. Definamos convenientemente la
1
sucesion {t;} C R por t; = K|la; — |2 + 1, porlo que t; = 0 y ; > 0. Ahora tenemos
e JE ) =) +e | flaitbo) — flm) t e
=0 t o 1,

flo + tiw) — flz) +¢ N flee + tvy) - flz 4+ o) . f(r) — flx)
t; L ts

Sixivg)

y si hacemos i — oo, tenemos por la condicion de Lipschitz que

[flzs + tivi) = flz+ tw)] Kz — 2] + Ktio. — Lof
t; - t;
< la —alf + Ko, —vl| — 0

|f{x) — flz:)| < Kijr — z;

<fr—zif3 — 0
? t;

Tomando limites por arriba (cuando i — o ),obtenemos

lim sup f{{x, v;) < limsup flz +tw) — flz) +¢

P00 P00 i

= [H{ziv)

Para mostrar la condicién de Lipschitz, sean v.w € R" dados. Si = + tv y = + tw se

encuentran suficientemente cercanos a z, entonces
flz+ to) — flz + tw) < Kt|lv — wl

sumando y restando el término f{x) — ¢ v dividiendo entre ¢ tencmos

inf fa+tv)— flz)+¢ < inf Sl + tw) — f(x) +

£
£>0) i T it * Kﬂﬂ B wﬂ

por consiguientie

fi{zv) — filzw) < Kljv - w|
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Invirtiendo papeles entre v v w tenemos
fi(z;w) ~ fi{z;0) < K|v —w|

por lo gque

[felzi0) = filmsw)] < Ko — wl]

(iii) Usemos el item (i)

%fs"(x;u) + %fe"(:r, —v} > flix; %u - %v) ={
lo que implica que — fl(x; —v) < fl(x;v) N
Ahora vamos a generalizar el subgradiente y el subdiferencial de una funeién eonvexa.

Definicién 3.33. Sea ¢ > (1, entonces el e-subdiferencial de una funcidon convern [ R" — R

en ¢ € R" es el conjunto
Aflr)y={eR"| f(&') > fla)+ (&2 —2) —¢ paratodo « ¢ R™} {3.32)

Cada elemento £ de 9. f(x) es un e-subgradicnie de la funcién convexa f en z.

El siguiente teorema resume la propiedades basicas del c-subdiferencial
Teorema 3.34. Sea f: R™ —+ R convexa. Entonces
(i) dof(x) = 8.f(x)
{ii) Sie; < e, entonces d,, f(x) C 0., f(x)
(iii) fl{a;v) — max{{&,v) | § € O-f(x)} paratodo »e R®
(iv) 0:f(x) ={{ e R"| fi(ziv) = {{,v) paratodo ve R"}
(v} d:f(x) es un conjunto no vacio, convexo y compacto tal que [[£|] < K para todo £ € 8. f(r)
{vi) El mapeo d.f{-) : R — P{R"} es semicontinuo por arriba.
Prueba -

{i) vy (ii} se obtienen directamente de la definicién.
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(iii)

{iv)

v)

Por la definicion de e-subdiferencial, deducimos que para cada » € R

fle+t)— flz)+e . (&, tv)
t - 4

pelt) =

= {{,v) paratodo €€ 0.f(x)

entonces,

fiwsv) > méx{{,v) | £ € 9:-flw)}

Por otro lado, si existiera un vy € R™ para el cual f{z;v1) > max{{{, v:) | £ € & f(2)}.

existirfa, por el 'Teorema de llahn-Banach { Teorcma 3.11), algin & € R™ tal que

fle) > &)y flaiv) = &)
Para cnalquier ' € R" existen v € R™ y ¢ > 0 tales que 3’ = © + tv. Entonces
&) = fla) + e = bpc(t) 2 tfl{ms0) = HEr,v) = (G, to) = (&,97 —z) Va' € R"
lo que implica que &; € 8. f(x) ¥
Fzv) > méx{(€,v1) | £ € 9:f(2)} =2 (§1,01) = filz,v1).
lo que es imposible, por 1o que se cumple la igualdad.

Sea K = {£ e R™| fl{z;v) = {£,v) paratodo v & R"}yseaf € K arbitrario. Entonces

por la convexidad se sigue que, para todo y € R", se tiene

&y < flxzy)
nf Jl-tz+l{z+y))— flz)+=

t-0 ¢
< fnf (1=t flz)+tflz+y)— fle)y -+«
t=0 t

< Jle+y) - flz)+e

con t < 1. Como £ > 0, si hacemos y = &' — z, tendriamos que & € O-f{x)

Por otro lado, si £ € d.f(x) entonces para todo y € R"

g L) D e g it -
>0 ¢

flwy) = =&y
Asique £ € K.

Por el teorema 3.32(i), la funcién fl(z; ) : R® — R es positivamente homogénea y sub-

aditiva, entonces por el Teorema 3.14, existe un vector £ € R” tal que ((,v) < fl{x;v)
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para todo v € R", lo que implica, por (iv), que . f{z) es no vacfo. Para ver la convexidad,

sean £1,&; € O:f(x) y A € [0,1]. Entonces por (iii)

(AL + (1 = A)Ea,v) A& 2) + (1= A){62,v)

< M)+ (1= N filasv)

< fiz;v),

as{ que por (iv) A + (1 — A)éz € 9-f(x).
Ahora, por (iv) y por el teorema 3.32(i), tenemos que para cualquier £ € 9, f(z)

[€? = &, O < |fi(x:8)] < Kl

lo que implica que d. f(r) es acotado, asi que para demostrar que es compacto, es suficiente

con mostrar que es cerrado. Sea {&;} C 9. f{z} una sucesién tal que & — £. Entonces
(€,v) = (lfm &, v) = Hm (&,v) < lm flz;v) = fi(z;v), Vv e R"
300 =00 100
lo que muestra que £ € 8. f(z), y por lo tanto 8. f(x) es cerrado.

{vi) Finalmente, sean {y:} C R" y {&} C 9. f(y:) sucesiones tales que y; —» ¢y & — €.

Entonces para todo v € R™, por {iv), tenemos que

(§v) = (Mm &, v) = lim (&, v) <limsup(&,v) < lfmsup f(yi;v)

t— oo i—=oc

Por el teorema 3.32(it), la funcién f/(z;-) es semicontinua por arriba, por lo que

(v} < filziv)

Y asi, la funcién d; f(-) también es semicontinua por arriba.

Teorema 3.35. Sea f: R®™ — R convexa con constante de Lipschitz K en z. Si ¢ > 0, entonces

8:f(y) C O f(x) paratodo yeB(x;Q—}) (3.33)

Prueba .- Sean £ € O.f(y) y y € B(x; 5% )- Entonces para todo z € R" se cumple

f(z)

v

@+ & z—y
floy+ & z—x)—(flz) —fly) + (&2 —2) — (£, 2—3)

Il
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usando la condicién de Lipschitz y sabiendo que se cumplen andlogamente los mismos enunciados

del teorema 3.34 para J.f{x), tenemos que

|fle) = [y + (& z—2) =& z—y) < |flz) - fly| + &z —x)—(§2—y)
< K|z -yl + [z - vl

&
< 2Kjx — < 2K — =
< e -yl 2K S = e

Reemplazando en lo anterior, obtenemos que § € 3. f(r). L]

Este teorema lo que muestra es que el z-subdiferencial contiene de forma condensada la infor-

macion subgradiente de una vecindad.

3.4.2. Caso No Convexo

Regresemos al caso no convexo. Es posible generalizar la c-subdiferencial andlogamente para el
caso de funciones de Lipschitz usando la derivada direccional generalizada. Sin embargo, es mas

1til usar la e-subdiferencial de Goldsiein para funciones no convexas.

Definicién 3.36. Sea ¢ > 0, entonces la e-subdiferencial de Goldstein de una funciéon Lipschitz

f:R™ = R en z € R" es el conjunto
9 f(z) = conv {Bf(y) | y € Bla:<)} (3.34)
Cada elemento € € 9% f(x) es llamado un s-subgradiente de la funcién f en .

Teorema 3.37. Sea f : R™ — R localmente Lipschitz de rango K en z. Entonces

(i) 95 f(x) = 6f(x)
(ii) Si 1 < €9, entonces dgf(x) C 3% f(x)
(iii) 8% f(x) es un conjunto no vacfo, convexo y compacto tal que ||| < K para todo ¢ € 9% f(x)

(iv) El mapeo 8% () : R® — P(R") es semicontinuo superiormente.
Prueba -

(i) v (ii) se obtienen directamente de la definicion.
(i11) La afirmacion (i) implica que para todo £ > 0

af(x) = 0§ f{x) € 9 f(x)
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De forma andloga a la demostracién del teorema 3.34(v), se obtiene que df(x) es no
vacfo, y asi 8% f(x) también es no vacio. Debido a la definicién de 8¢ f(x), evidentemente
es convexo. La compacidad se obtiene de la propiedad de compacto de 8f(z). Vamos
a demostrar la desigualdad. Sea £ € d¢ f(x) arbitrario. Entonces £ = oM A, donde
& € 0f(y), wi € B{xse), i 20y Do, A = 1. Asf tenemos que

I =1 A&l < MG <D N -K=K
i=1 i=1 i=1
va que ||§] < K paratodo i

(iv) Se obtiene directamente ya que 0 f(x) tiene la misma propiedad. »

Teorema 3.38. Sea f: R" — R localmente Lipschitz en z ¢ R”. Entonces
O f(x) =conv{{ € R™ | V(w) = & wi = vomi € QU v € Blw i 2)} (3.35)
Prueba .- Usando el teorema 3.30 se obtiene directamente. =

Teorema 3.39. Sea f : R® — R convexa con constante de Lipschitz K en z. Entonces para

todo £ > 0 tenemos que

1 (x) C da=f(x) (3.36)
Prueba .- Sea ¢ € 3% f(x). Entonces £ = 3.7 A&, donde & € 9f(wi), wi € Blxie), ki >0y
So™ . A = 1. Entonces para todo ¢ = 1,...,m tenemos

(&) > fly) + (&a' —y) paratodo o' € R™

multiplicamos por A; ambos lados y sumamos sobre i para obtener
T T F173
FE) = Y Mf@) =) Mf(w) + D Ml a’ —y) paratodo 2’ € R"
i=1 i=1 i=1

= @)+ {2 —a) — (F(@) =D Nf(m) + (&2 —2) =3 Nl& o’ — i)

=] i=1
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y usando la condicién de Lipschitz y sabiendo que |[£|| < K, tenemos

[Fla) =Y Aif ) + (62 —2) = Mlbo o’ — )|

I NS @) =D A f ) + 1) Ml — ) = > Ml r’ — i)
i=1 i=1

i=1 =1

<D M) = Fw)| + Y0 Al — i)l
=1 =1

< SMK ]z — il + [€lle vl = 2K¢

=1

lo que significa, por defincidn, que § € dog, f(z) =

Fste teorema muestra la relacién entre la e-subdiferencial para funciones convexas y In r=sub-

diferencial de Goldstein.

3.5. Jacobianos Generalizados

Supongamos que tenemos la funcién F : R™ — R™ escrita en términos de sus funciones compo-
nentes como F(z) = (Fi{z},..., Fu{z))T, en la que cada una de las F; para i = 1,...,m son
localmente Lipschitz. As{ F también seria localmente Lipschitz y por el teorema 3.28 concluimos
que es diferenciable en casi todas partes. Si denotamos por {2 al conjunto en R"™ donde F no
es diferenciable y VF(x) a la matriz Jacobiana usual m x n en z ¢ Qp, entonces, basados en cl

teorema 3.30 podemos generalizar la derivada de F.

Definicién 3.40. Sea F : R* — R™ localmente Lipschitz en un punto z € R"®. Entonces el

Jacobiano generalizado de F en x es el conjunto
OF(x) =conv{Z e R™*" | VI (z;) » Z, i >z, y x; ¢ Qp} (3.37)
Sabemos que el espacio de las matrices m x n estd dotado con la norma

| Zlmn = (D2 112:12)° (3.38)
=1

donde Z; es la i-ésima fila de Z. Con esta norma, podemos mencionar algunas propiedades

basicas de F(z).

Corolario 3.41. Sean F; : R* — R localmente Lipschitz con constante K; parai =1,...,m.

Entonces:
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(i) F(z) = (Fi(z),...,Fu(z})" eslocalmente Lipschitz en z con constante K = [[(K1,.... K,,)7|
(it) 9F () es un subconjunto no vacio, convexo y compacto de R™*™

(iii) El mapeo 9F(-) : R" — P(R"} es semicontinuo superiormente.

Prueba .- Directamente del teorema 3.30 y sabiendo que ¢l teorema 3.341 también se cumple para

funciones localmente Lipschitz. =

Corolario 3.42. [Regla de la Cadena del Jacobiano} Sea f = go F, donde F : R™ = R™ ox
localmente Lipschitz en # € R™ y ¢ : R™ — R es localmente Lipschiiz en F{z) € R™. Entonces

/ es localmente Lipschitz en = y
af(x) < conv {OF(x)T Bg(F(x))} (3.49)

Si ademds ¢ cs continuamente diferenciable, entonces dg(F(x)) = {Vg(F(z))} y
af(x) = F (x)" dg(I(x)) {3.40)

Prueba .- De la regla de la cadena 3.22 y el tcorema 3.30 [

3.6. Geometria No Suave

I°n esta seccién vamos a demostrar que ios conceptos geométricos pueden ser gencralizados para

¢l andlisis no convexo y que hay una conexion entre ellos.

3.6.1. Generalizacién de Tangentes y Normales

Definicién 3.43. Sea ¢ un conjunto no vacio de R". El Cono Tangente del conjunto & en
x € G es dado por
Talz) ={y € R" | dalziy) = 0} {3.41)

Este cono tangente tiene las mismas propiedades elementales que en el caso convexo.

Teorema 3.44. El Cono Tangente T (x) de un conjunto ¢ es un cono cerrado v convexo que

contiene el cero.

Prueba .- Dado que el teorema 3.32 se cumple también para la derivada direccional generalizada,

entonces podemos usar los items (i) y (ii). El item (i), implica que T {x) es un cono.
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Para la convexidad, sean y;,y € Te(z) y A € [0, 1], entonces

de(z dp + (1= Nya) < de(s M) + de (s (1~ M)
= Mg(ziy) + (1 - Adg(xiyz) =0+0=0
y como de la definicién de dez), de:"(x; y) es no negativo, se tiene que dé{z; Ayp + (1 —A)y2) = 0

lo que demuestra la convexidad.

Para demostrar que es cerrado, sea {y:} C T:{r) una sucesién que converge a y € R™. Entonces,

inf [y +tyi — gll - da(y')

I N d y t 1] T d 4 P ¥
0 — lim dg{x;) — lim {l;msup Gy + ty:) G(y)} = lim {Iimsup A }
i—o0 T Y-z [4 =00 vz {
t10 0
inf iy + ty — gll — de(y)
— lfmsup ¥ = dg"(z; )
oz t
(211]

Y para demostrar que contiene al cero, sea y € R™, entonces

de(x;0) < dc{(z y) + de(z; —y) = de(r; y) + (—de ) = delasy) — dél(aiy) = 0

Como en el caso no convexo, usaremos la polaridad para definir el cono normal.

Definicién 3.45. Sea (¢ un conjunto no vacfo de R™. El Conoe Normal del conjunto G en el

punto r € ¢ es el conjunio
Ne(z) =Te(z)"={z € R" | {y,2) <0 paratodo y e Tg(z)} (3.42)

Teorema 3.46. El Cono Normal Ng(x) de un conjunto G es un cono cerrado y convexo que

contiene el cero.
Prueba .- De la misma definicién se obtiene ridpidamente. =

El siguiente teorema muestra que efectivamente las definiciones que hemos dado son generaliza-

ciones del caso convexo,

Tcorema 3.47. Si el conjunto G es convexo, entonces el conoe tangente y el conu normal de 7
definidos anteriormente, coinciden con los conos tangente y normal respectivamente definidos

para conjuntos convexos.
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Prueba .- Sea r© € G. Sabemos que para conjuntos convexos
Te(z) = {y € R | di(a;y) = 0}

Entonces, como €] conjunto G ¢s convexo, la funcion d¢; es convexa, y al ser convexa, su derivada

direccional y su derivada direccional generalizada coinciden, esto es
d;(r;y) = dg(z;y) paratodo yeR"

lo que demuestra el teorema. [

Tcorema 3.48. El cono tangente del conjunto G en x también puede ser escrito como

Telz)={y e R"| paratodo t;}0 y &; >z con x; € G existen y; -y con z,+t;y; € (7}
{3.43)

Prueba .- Sea
S={yecR"| paratodo {;]10 y z; -z con x; € G existen y; — y con z;+1t;y; € G}

Supongamos que y € Te(x), y que las sucesiones z; — x con z; € G y t; | 0 estén dadas. Como

dgl{z;y) =0y x; € G, tenemos

0 < M

" do(r; +tjy) Hm da(z; + tiy) — dg(x;)
J—Hoo i 300 tj
! ’. _d i o

< limsup
3z

10

Entonces ¢l lfmite existe y es cero. Entonces para todo j € N existe un g; € G tal que
ti

i + Ly — g;ll < dalz; +ty) + '

y si definimos

Entonces,

)

||y t;

fix; + t:‘y - gl < d(.‘(ﬂ%;vL tjy) . 1 —.0
3 ¥

ly — sl
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cuando 3} - o0 ¥

(e g
T; + 11 =3:j+tj (gj n J) =g cG
3
entonces y € S.
Para la otra inclusion, supongamos que y € S y escojamos sucesiones z; — z y ¢; | 0 tales que
Vim delz; + tjy — dg(2;))

J—oo t;

= dg(z;y) (3.44)

Para probar que dg(z;y) = 0, es suficiente con probar que la cantidad en (3.44) ¢s no positiva.

Para verlo, escojamos g; € G tales que
2]
llgi — zll < delz5) + r

Entonces,

t.
& —g5ll < fle —2ill + 127 — g5l < [l — 2]l + dez) + .31 —0

cuando j — oco. Hemas hallado un sucesién en & que converge a x, entonces por hipétesis existe
un sucesion y; que converge a y tal que g; + t;y; € G. Dado que la funcién dg es de Lipschitz

de rango 1, tenemos
de(zi +ty) < delgy +ty;) + |1z — g;ll + tilly — w5
1
< do(z)+4 (Ily i+ 3)

lo que implica que la cantidad en (3.44) es no positiva, completando asi la prueba. ]

Teorema 3.49. El Cono Normal en z del conjunto G también puede ser escrito como

Ng(z) = clausura{ U ,\Bdg(:z)} (3.45)
A>0

Prueba - Sea z € ddg{x) dado. Entonces, por definicién de subdiferencial
(z,9) <dg(z;y) paratodo ye€R"™

Si tenemos que y € Ti(x) entonces dg(z;y) = 0. Entonces, (2,y) < 0 para todo y € Tg(z) lo

que implica que z € Tg{z)® = Ng{z). Como Ng(z) es un cono convexo y cerrado, tenemos

c}ausura{ U A@dg(:z)} C Ng(z)

A>0

Para la otra inclusién, sea z € Ng(z). De las definiciones de conos tangente y normal, tenemos

{z,y} <0=dg(z;y) paratodo ye€ Tg(x).
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Supongamos ahora que y ¢ Te{z), entonces por el teorema 3.44, y # 0. Se sigue que

. da{2’ + ty) — de(e’ 1
de{(z;y) = limsup (=3 ty) —dgt#) > lfmsup — - dg(z + ty} > 0.
" t wo

Si z = 0, entonces (z,y) = 0 < dg(x; y), mientras que si z # 0 podemos escoger

_ delzy)

o lzllell T
tenemos entonces
(Azgz. 9} < Agylizlllyll = del= y).
En consecuencia, para todo z € Ng{z) y y € R" tenemos un X, > 0 tal que (si y € T{z) o
z2=0, Ay =1)
(Aeyz. ) <dg(zy),

lo que significa que

z € | ) xodg(z)
A0

lo que completa la prueba. =

Teorema 3.50. Si x € int {7, entonces
Te(z) =R" y No(=) = {0} (3.46)

Prueba .- Sea y € R" arbitrario. Como x € int G, existe un 4 > 0 tal que N{x;4§) C G. Escojamos

sucesiones r; — z y t; — 0 tales que

d¢:(z;y) = limsup dolz; + 4y) - dc(xj).

j—+o0 £

Entonces existe jo € N tal que x;, ; + t;y € B{z;8) C G para todo j > jo. En consecuencia
tendrfamos que dg(z;) = dg{z; + t;u) = 0 para todo j > jg, entonces dg{z;y) = 0 y en

consecuencia, y € Te{(x). Ahora si z € Ng{(x), entonces por definicion tendriamos que
(.2} =0 paratodo y¢€ Te{zr)=R"

Aplicando esta propiedad para cualquier y, —y € R"®, tenemos que z = 0. ]

Teorema 3.51. 8i G; y G2 C R™ son tales que x € G1 N G2 y x € int G, entonces

T (z) = Tayna,{®) ¥y Ne(x) = Ngyne,(z) (3.47)
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Prueba .- Sea y € R" arbitrario. Supongamos que ¢ € G| NGy y = € int (5. Entonces existe

d > 0 tal que B(r;d) C G2. Escojamos sucesiones J?},I? —“7ry t}.t? 1 0 tales que
o de (! + tly) — dg, (2}
de(z;y) — limsup (%, 3‘1’1) ¢, (7))
j—oe t;

dG]I‘"'IGz ($2 + t2y) — dGl!"]GQ (IQ)
cnoGa (2 -+ limsu i__J 1
an"‘G:a( y) j—ioop f.?

Entonces existe jo € N tal que =}, % + iy € B(z;0) C Gy parai = 1,2y j > jo. Ahora, el
hecho de que B(z; §) N Gy = B(x;4) N0 Gy NGy implica

de,|B(x;8) NGy = dg,ng,|Bla; §) NGy

Entonces, tommando j > jo tenemos

d(h(x;: + "';y) - dcl(if;)

dey(z;y) — limsup T
1 1 1
a{x; + tiy) — de ol o
= lfmsup dgines F} i 1) 1nGa { J) < A& g, (T2 9)
j—oo tj
¥y
do ( ) it sup dclf‘lcg(x? + t?y) - dG]_ﬂGg(I;zi)
G2\T3 YY) 7

i F—=o0 t?

de (22 + t2y) —dg, (22 .
— lfmsup dif] ’? (75) < dg ()

por consiguiente d¢, (z;y) = déne,(z;y) para todo y € R™. Se concluye el teorema por las

definiciones de cono tangente y cono normal. s



Capitulo 4

Soluciones, Métodos y Aplicaciones

4.1. Condiciones de Optimo

Vamos a empezar dando las condiciones necesarias basicas para un problema de optimizacion
sin restricciones y su minimo z, que en ¢l caso de funciones convexas, resultan ser también

condiciones suficientes.

Teorema 4.1. Si f: R™ — R es localmente Lipschitz en x y alcanza su minimo en x, entonces

(i) 0 e df(x) y
(iiy f(z;v) =0 Yv € R*

Prueba .- Usando que f es localmente Lipschitz y que alcanza su minimo en z, tenemos:

fo(z;v) — limsup fly+ ) = [y) > limsup [z +tv) — f(a) =0
y—z t £10 t
i
y asf
f(z;v) > 0= (0;v) paratodo veR"
lo que por definicién siginifica que 0 € 9 f(x). .

Teorema 4.2. Si f : R* - R es convexa, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f alcanza su minimo global en x,

(ii) 0 € 0. (x),
(ili) f(z;v) >0 paratodo veR"

41
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Prueba .- Supongamos (i), entonces f{r) < f(y) paratodo ye R”, entonces
f(y) = f(z) = f(x) + {0,y —z) paratodo yeR"

lo que significa, por (3.2), que 0 € 3.f(x).
Supongamos (ii) ahora. Entonces, sabiendo que f'{z;v) — max{{£,v} | ¢ € O.f(x)}, tenemos
que f'{z;v) = {0,v) = 0.

Finalmente, supongamos (iii). Sea y € R"™ arbitrario. Entonces,
flwy —x) ~ méx{{§,y — 1) | { € Df(a)}
Entonces, usando la hipétesis, existe un &, € d.f(x) tal que
0< firsy —a) = &y~ 7)
Entonces por definicion tendriamos que
f(y) 2 fx) + &y, y — x) = f(z)
que al haber tomado y arbitrario, significa que f alcanza su minimo global en z. |

Recordando la teoria de e-subdiferenciales, obienemos la siguiente condicién de éptimo.

Teorema 4.3. Si f: R™ — R es Lipschitz en una vecindad de z y alcanza su minimo local en

x, entonces

Oeaff(.r) (4.1)

Prueba .- Usando los teoremas 4.1 y 3.37, sale directamente. .

Tecorema 4.4. 8i f: R" — R es convexa, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) 0 € d.f(x),

{(ii} x minimiza f con &
Prueba .- Supongamos que 0 € 8- f(z). Por definicién de e-subdiferencial, esto equivale a
f) > fla)y+ 0,y—a} —e= f(z) —¢ paratodo yec R"
que, en otras palabras, significa que = minimiza a f con ¢. .

Para problemas restringidos necesitamos el siguiente lema.
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Lema 4.5. Sea f Lipschitz con constante K en el conjunto S. Sea r € G C S y supongamos
que f alcanza su minimo sobre G en z. Entonces para cualguier K > K, la funcién g{y) =
F{y) + Kdg(y) alcanza su minimo sobre § en 2. Si K > K y G es cerrado, entonces cualquier

minimizador de g sobre S debe estar en G.

Prueba .- Probemos lo primero por contradiccion. Entonces debe haber un puntoy e Sye >0

tal que g{y) < g{z) — Ke, esto es
9(y) = f(¥) + Kdg(y) < f(z) + Kdg(z) - Ke = f(x) — Ke

Seca ¢ € G tal que |y — ¢|| < dg(y) + . Entonces por la condicién de Lipschitz tenemos

FO) < f) +Klly—cl < fy)+ Ky —cll
< f{y) + K(dg(y) + )

< f(z) + Ke — Ke = f{x)

lo que contradice que x minimize f en G.
Supongamos ahora que K >K y que G es cerrado; y que y también minimiza ¢ sobre §.

Entonces, podemos aplicar la primera afirmacién a la constante —"?—'5—"5 v obtener
fy) + Kda() = f(@) = f(z) + (K + K)dc(2)/2 < f@u) + (K + K)dc()/2

lo que implica que Kdg(y) < (K + K)dg(y)/2, que sélo podria ser cierto si es que dg(y) = 0.

Como (G es cerrado, esto implica que y € G. [
Ahora veamos las condiciones cuando los problemas son restringidos.

Teorema 4.6. Si f es Lipschitz en una vecindad de z y alcanza sn minimo local sobre el

conjunto G € R"™ en z, entonces

0 € df(x) + Ng(z) (4.2)

Prueba.- Sea § C R" un conjunto abierto que contiene a z, y supongames que f es Lipschitz
con constante K en S. Entonces, GNS C S y f alcanza su mfnimo en G N $ en . Entonces,
por el lema 4.5, la funcién f{y) + Kdgns(y) alcanza su minimo sobre S en z y por el teorema
4.1(i), tenemos que

0 € 9(f + Kdgns)(x)
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De los teoremas 3.49 y 3.51, obtenemos el resultado buscado

0 € d(f + Kdens)z) C df(x) + Kddgns(x)
C df(x) + Nons(z) = 0f{z) + Ne(z) .

Teorema 4.7. Si f: R"™ — R es convexa, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) 0 € d.fl(x) + Ngi{x)
(ii) f alcanza su minimo global sobre & en .

Prueba - Del Teorema 4.6, vemos que (ii) implica (i). Supongamos ahora que 0 € 0. f(x)+ N¢; ().
Entonces existe un £ € d.f(x) y z € Ne(x) tal que £ = —z. Por la definicién de subdiferencial

para funciones convexas, tenemos que
fly)y = fla) + {y —x) = flz) —(z,y —x) paratodo y € Ng(z)
y, sabiendo que el conc normal tambien puede ser escrito como
Neg(z)={ze R"| (y —z,2) <0 paratodo yeG}
se tiene que {z,y — x) <0, y asi
fy) > f(xz) = (z.y —x) > fz) paratodo ye& .
Iis frecuente ver en la practica que el conjunto de restriceiones ¢ tiene una forma especial.

Corolario 4.8. Sea F : R® — R una funcién tal que F{y) — max{F{y) | i = 1,...,m} donde
cada F; : R® -+ R es Lipschilz localmente en x y se cumple o que F(r) < 0o que 0 € I (x); y

G={yeR"| F(y) <0} (4.3)

Supongamos que f : R®™ — R es Lipschitz localmente en x y alcanza su minimo local sobre ¢
en x. Entonces, existe A\, > O parai=1,...,mtal que \,Fi{z} =0y
0€df(z) +Y \OF(z) (4.4)
i=1
Prucba .- Evidentemente, la funcion F es Lipschitz localmente en x. Si F{x) < 0, entonces
r € i, y asi, por el teorema 3.50, N¢(z) = {0}. Entonces por el teorema 4.6 se tiene q que

0 € df(x), entonces podemos tomar A\; = ( para cada i = 1,...,m.
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Supongamos ahora que F(x) = 0, entonces el conjunto I{z) = {i € {1,...,m} | Fi(z) = F(x)}

es no vacio. Entonces podemos escribir el conjunto G de la forma
G ={yeR"| (y. F(x)) € epi F}.
Como 0 ¢ OF (), implica que (ver [Makela-1990])

Nelz) C | ) MoF(x)
A0

Por otro lado tenemos que
AF{z) C conv {0F(z)] i € I{x)},
entonces por el teorema 4.6, existen A; > 0 tales que A\ Fi(z) =0y

0 df(x) + i NOFi{) .

i=1

Corolario 4.9. Sea F: R"® — R una funcion tal que F(y) — mdx{F{y) | i = 1,...,m} donde

Fi: R™ = R es convexa y F{z) < 0 para algiin z € R™. Sea
G={yeR"| F(y) <0}
Supongamos que f: R" — R es convexa. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

{i} f alcanza su minimo global sobre G en =z,
(ii) existen A; > 0 parai = 1,...,m tales que \;Fi(z}) =0y

0ed.flz)+ i MO-Fi(x) (4.5)
i=1
Prueba - Por la definicién de F, se ve facilmente que es convexa. Como existe un z € R”™ tal
que F(z) < 0, vemos que si F(z) = 0, entonces x no podrfa ser minimo global de F' sobre
(. Entonces, por ¢l teorema 4.2 tenemos que 0 ¢ Jd.F(x) v el corolario 4.8 implica que (i) es
implicado por {i).

Supongamos ahora que se cumple (ii). Entonces

Y MdeFi(x) C conv {9, Fi(x) | i € I(z)}

=]

Como F es una combinacion lineal de funciones convexas, F' es regular, entonces

conv{d.Fi(z) | i € I{z)} = O.F(x)
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lo que implica que

8.F(z) | J AM.F(z) = Ne{x)
A>0

Entonces tenemos que

0 € d.f(x) + Ng(x)

lo que por el teorema 4.7 implica (i). =

4.2. Linearizacién de Problemas no Restringidos

En esta seccion vamos a definir algunas nociones de linearizacidn para funciones Lipschitz v
presentar algunas de sus propiedades basicas. Con estas linearizaciones vamos a poder construir

después aproximaciones lineales por partes de problemas de optimizacién no restringidos.

Definicién 4.10. Supongamos que la funcién f : R* — R es Lipschitz cerca de r € R™ y sea
£ € df(x) arbitrario. Entonces la &-linearizacion de f en x es la funcién fﬁ : R™ = R definida
por

fely) = f{e) + (&, y —x) paratodo ye R" (4.6)

v la linearizacion de [ en z es la funcién fr:R* 5> R tal que

fely) = méx{fe(y) | € € f(z)} paratodo ye R" (4.7)

Vamos a mostrar algunos hechos elementales de estas linearizaciones.

Teorema 4.11. Sea f: R®™ — R de Lipschitz cerca a z.

Lintonces la linearizacién f. es convexa y

(i) folx) = f(z),
(i) foly) = f(x) + [(zy —x) paratodo y€R™,
{iit) Of(x) = 0f(x)

Prueba .- Vamos a mostrar primero que f,: es convexa. Sean y,z € R™ y A € [0, 1]. Entonces

Loy + (1= X)2) méx{f{x} + {{, W+ (1 - Az —x) | { € 0f(x)}
< Amdx{f(z) +{{y—x) | § € 0f(x)}
+ (A=A max{f(x) + {2 —2) | § € Of(r)}
= Mao(y) + (1 = Nfal2)
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Por definicién tenemos que

fo(e) = méx{f () + (,z — 2) | £ € Bf ()} = f(x)

lo que demuestra (i). Para demostrar (ii) hacemos lo siguiente:

fo{y) - max{f(z)+ (&, y )| &€ Df(x)}
= f(z) Ffégt}g;}(&y - I)

= f(z)+ f(x;y —r) paratodo yecR"
Para (iii), sea & € 8f(x). Entonces por (i) tenemos que

f2(y) = fey) = f(z) + &y — @) = fola) + &y — )
entonces £ € . f,(x) = 8f.(x). Por otro lado, por (ii) tenemos

o) = imaup 2024200~ o)

Al0
_ HmSUp f(.‘.!?) + fo(x;y+ Av — I) — f(:c) —fo(:l:;y _ 3;)

y—T A
A0

como f° cs positivamente homogénea y subaditiva

filav) < ll’msupfo(m;y_:"')+fo(m”\”)“fo(x;y—a:)

Yy A

A0
Az v)
A

= limsup
y—r
20

= fiziv),
entonces dfz(z) C 8f(z), lo que completa la prueba.
Si la funcion f resulta ser convexa, entonces obtenemos el siguiente atil resultado.
Teorema 4.12. Sea f : R” — R convexa. Entonces,

1. fly) —= méx{fz(y) | £ € R*} paratodo ye R"™,
2. fo(y) < f(y) paratodo ye€R",
3. epi f Cepi fr
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Prueba .- La convexidad de f implica que para todo y € R" tenemos

fy) - méx{f(x)+ &y x)| € df(x), =€ R}
= méx{fe(y) | £ € f(z), r € R"}
— méx{f(y) | z e R"}.

Las afirmaciones (ii) y (iii} se cumplen directamente por (i). »

Un problema fundamental en los métodos de optimizacion iterativa es encontrar una direccion
para la cual los valores de la funcién decrece si se mueve por esa direccion. Por esta razon vamos

a necesitar la siguiente definicion.

Definicién 4.13. La direccion d € R” se dice que es una direceion de descenso para f : R® - R

en x si existe un £ > 0 tal que
flz +td) < f(z) paratodo fe€ (0] {4.8)
Vamos a ver cémo obtener direcciones de descenso para funciones Lipschitz.

Teorema 4.14, Sea f : R"™ — R de Lipschitz cerca a z. La direccion d € R™ es una direceién

de descenso para f en r si se cumple cualquiera de las siguientes proposiciones:

fady <0,
. {&,d) <0 paratodo &€ df(x),

&, d)y <0 paratodo &€ dYf(x),

. d es una direccién de descenso para f, en z

Wb e

[N

Prueba .- Por la definicién de derivada direccional generalizada,

lim sup fz+td) - jiz) < lim sup fot+td) - o) _ r
£10 L %Toz t

(x;d) <0

Entoneces, por la definicion de l{imite superior, existe ¢ > 0 tal que f{z + id) — f{x) < 0 para
todo t € (0,¢], lo que significa que d es una direccién de descenso para f en z.

La parte (ii) se obtiene de (i) y usando el resultado que
J (s d) — méx{({¢.d) | £ € Of(x)} <0
La parte {iii) sigue de la parte (ii}, ya que

df(x) € 8 [(x)
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Para probar la afirmacién {iv), sea d un direccién de descenso para f, en z. Entonces existe
¢ > 0 tal que
folz 4+ 1d) < fole) paratodo e (0,¢

Entonces, por el teorema 4.11 y usando el hecho que f°(z;v} es positivamente homogénea,

0> flz)+ Az +td —z) — flz) =t f{(x;d) paratodo &€ (0,¢]
y usando (i) se completa la prueba. .
Ahora con los siguientes dos lemas vamos a demostrar ¢l resultado principal de este trabajo.

Lema 4.15. Sea ¢ € R” un conjunto compactio convexo. Entonces para p € ¢
- 2 1
p—argmin{|g| | g€ G} <¢=  (p.g) = [pl° paratodo g€C (4.9)

Prueba .- Vamos a demostrar primero que argmin{fg|l | ¢ € G} estd bien definido. Como la
funcion || - || es continua, alcanza su minimo sobre el conjunto compacto G. Si 0 € ¢, ese cs
el Unico minimizador. Supongamos que existen dos puntos p;,p2 € G distintos y no nulos,
minimizadores de ¢g. Sea A € (0, 1), entonces por la convexidad de G, el punto Ap, + (1 — A)ps

estd en (. Si py vy p2 son linealmente independientes, tenemos

AL + (1= A2l < Mipall + (1 = A[p2ll - argmin{]jg]| | ¢ € G}

lo que es una contradiccion. Por otro lado, si p; y p» son linealmente dependientes, entonces
existe «r # 1 tal que po = ap;. Si o < 0, entonces por la convexidad de 7, 0 € G lo gue no puede
ser, v si a > (), se tiene

lp2ll = alip |l # e,

lo que es una contradicciéon dado que los dos puntos son puntos minimos. Por esto, el minimo

es Unico y argmin{||g|| | ¢ € G} esté bien definido.

Continuamos ahora, supongamos primero que (p, g} > ||p||? para todo g € G. Entonces tencmos,

Ipl* < w.g) < lpllgl paratodo g€ G

por lo cual

Ipll < argmin{|g] | ¢ € C}
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entonces, p = argmin{|g| | ¢ € G}. Supongamos ahora que p == argmin{||g|l | g € G} y que
existe g € G tal que {g,p) < [|p|>. Como G es convexo, el punto Ag + (1 — \)p ests en G para
cada A € (0,1) y

[Ag + (1= XNpli* = [p+Xg—pI*
{p+ Mg —php+ Alg—p))
Ipl* + 2A[lg. p) — Ip}*] + A%|g - pl*

lipl%,

If

A

cuando A es lo suficientemente pequeno. Esto contradice que p sea el punto minimo, entonces

(g,p) = ||p|l* para todo g € C. .

Lema 4.16. Si f : R* — R es Lipschitz cerca de x v d € R"™ es una direccién arbitraria,

entonces la funcion f7(z;-) es Lipschitz cerca de d y
Af'(xd) C{E € 0f(z) | (& d)y = [(z;d)}. (4.10)

Prueba .- Por el teorema 3.32(ii), la funcion f°(z;-) es Lipschitz cerca de d. Supongamos ahora

que & € 9f (x;d), entonces por el teorema 3.32(i) tenemos que para todo v € R"

flz;d + Ay — Az d)

& vy < () ((zd)sv) — limsup
& A
Alo
< limsup [ d) + Mziv) = [z d) = Hmsup f°(x;v)
d'—d A d’ —d
Alo ALO
= [z,

entonces § € df(x). De lo anterior, si reemplazamos d en lugar de v, tenemos

lad) = () ((x:d); d)
flad + M) — fla: d)

lim sup

d'—=d A
ALO
> limsup P (1 + N)d) — f(x;d)
4" —d A
A0
~ imaup LED AN @D = Flmd) [ d)
d' —d A d'—d
AL Alo

= [Ax;d),
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entonces, f'{z;d) = ()" ({z;d);d). Si tenemos que {£,d) < f*(z;d), entonces

—(F) (5 d); —d) < —(&, —d) = (&, d) < [*(z:d) = (f)((x;d); d)

y entonces
Er _ o o o .
fiming 4+ — [ad)  limsup [lad + M)
d'—d A ay A
A0 Al0

, (r;d + Ad — Md) — d + M
~timsup ¢ O SEE D (s ay -y

d'—d

ALO

< (F((z:d): d) = limsup L &4+ M) — fz:d)

d'—sd A
ALO
entonces
f - _ Lot 3 . ) e L
fing LA = Ld) P ) = )
d—d A #—sd A
el AL

sto significa que no existe la derivada direccional {f°)Y{z;d). Por otro lado, por el teorema
3.32(i), la funcién v — f°(x;v) es positivamente homogénea y subaditiva, entonces es convexa,
y por el teorema 3.13(ii), esta funcién es regular, lo que contradice que no exista la derivada

direccional (f°Y{z;d). Entonces tenemos que
&d) = f&d

completando asf la prueba. .

La mayorfa de los métodos de optimizaciéon no suave estdn basados en el siguiente teorema, que
dice eomo es que podemos encontrar una direccion de descenso para la funcién de linearizacion.
Esta direccion, segiin el teorema 4.14(iv) también serfa una direccién de descenso para la [uncién

original.

Teorema 4.17. Supongamos que [ : R -+ R es Lipschitz cerca de r y £ € 9f(x) tal que
& —argmin{|i&]l | £ € 9f(x)}. Considere el problema

min f,(z + d) + 4[|d|? paratodo de R", {4.11)
Entonces

(i) El problema (4.11) tiene una solucién tnica d* € R™ tal que —d* = £* € df(x),
(ii) fowid") = |ld*|I%,
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(iii) fo(z + Ad*) = fo(x) — A|€*]|? paratodo A€ [0,1],
(iv) 0 8f(z) < d*#0,
(v) 0€ 8f(z) <= f. akanza su minimo global en z.

Prueba .- Vamos a empezar demostrando las afirmaciones (i) y (ii). Definamos una funcién

p: R® - R tal que para todod € R"
p(d) = fao(z + d) + 3)d|? = f(2) + £°(z;d) + 311d)?

Veamos que esta funcién p es estrictamente convexa. Sean d,d’ € R" y A € [0, 1]. Entonces por
el teorema 3.32(i) y el hecho de que el mapeo ¢ — ¢? es estrictamente convexo, tenemos

P+ (1= M) = @)+ (mAd+ (1 — ) + HMd+ (1 - A
< f(@)+AL@d) + (L= N (md) + 2012 + 51— N2 )2
< AJ@ + F@d) + HdlD) + (1 - NI + £ d) + S
= p(d) + (1 - Np(d)

Como la funcién p es estrictamente convexa y para cualquier £ € 3f(x) tenemos
p(d) > f(z) + (€, d) + 3ldI* > f(z) — €Nl + 3ldl* — oo

cuando ||d]] — oo, existe un unico d* € R" que minimiza a p. Entonces por el teorema 4.2
tenemos que 0 € 9p(d*). El hecho de que las funciones & — f*(x;d) y d+— 1[ld||? son convexas

y por lo mismo regulares implica que
Op(d*) = 3(f*(z; &) + 3ld*||*) = Bf (z;d*) + B(3|ld*[1?),

La funcién d — %|/d||? es también continuamente diferenciable, entonces el \inico elemento de su

subdiferencial es la gradiente [Makela-1990], por lo que
aGlla|?) = a
y el lema 4.16 implica que
of(z;d”) C {£ € 3f(z) | (&, d") = f(x;:d")}.

Entonces tenemos

0ed" +{€€df(z)| (&d") = f(z:d)}}
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lo que significa que existe un £ € 8f(x) tal que £ = —d* y f(z;d*) = —|I€)%.
El hecho de que £ € 3f(z), y que

I€I? = ~f*(z:d*) < —(€,d*) = (&,6)

para todo ¢ € 8f(z) implican, por el lema 4.15, que £ — argmin{]|¢]| | £ € 8f(z)} = €*, lo que
establece las afirmaciones (i} y (ii).
La afirmacién (iii) sigue de los teoremas 4.11, 3.1.2(1} {(Makela} y de la afirmacion (i} de este

teorema ya gue
Jo(z + M) = f(z) + (@ 2d) = fo(2) + A (2:d") = folz) — A1
Para demostrar (iv}, supongamos que 0 ¢ 3f(z). Esto es equivalente a
d&*|l = ¢ — min >0
'} = 1671~ min_Je

lo que equivale a decir que d* £ 0. La afirmacién (v) sigue directamente de los teoremas 4.11 y

4.2(ii). .

4.3. Aplicacién

UUna aplicacién que se le da a esta teorfa es solucionar problemas de Equilibrio de Transporie.

Vamos a plantear el problema y ver como es modelado como una Desigualdad Variacional.
Equilibrio de Transporte

El problema se da en una Red de Transporte, que es representada por un Grafe Dirigido G(N, L),

donde los conjuntos que vamos a usar son

N : Conjunto de Nodos
£ : Conjunto de Arcos Dirigidos
Z : Conjunto de todos los pares origen-desiino conectados

Los conjuntos N, £,7 tienen N, I, I elementos respectivamente

A cada arco ! € L se le asocia una funcion de costo de viaje sobre el arco: Ci{f), que es una

funcién continua bien definida que depende de la funcién flujo sobre los arcos, f € RL.
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Observacion 4.18. En muchos de los modelos, esta funcién sélo depende del flujo sobre el mismo

arco, lo cual excluye la posibilidad de representar interacciones entre diferentes flujos sobre arcos.

En una red de transporte, todos los viajes se originan y terminan en centroides (nodos). Asi

J : Conjunto de todos los pares de centroides
El conjunto 7 tiene .J elementos

Para cada par de centroides j € 7, existe un subconjunto Z; € 7 de viajes (a través de las rutas)

entre ese par de ceniroides j.
Ejemplo 4.19. j = (Cf,C:;)

Modelo:

min Y Ci(f) - i
f fel
s.a.(restricciones)

Modelo de Eleccién de Rutas

Consiste en definir un criterio, una hipdtesis, con el cual se pueda elegir la ruta a seguir en la
red de transporte y hacer una caracterizacién matemética de ella.
Notacion:
P; : Conjunto de rutas entre el par 1 O/D,i € T
P = U P; : P; y P contienen P; y P rutas totales respectivamente
i€l
h € RFP denota el vector de flujo sobre las rutas, y se dice que es factible para un vector de
eleccion de viaje (demanda para viajar en el par O/D) d € R’ dado, si
> h = d Vi€ (Satisfaccion de la demanda) (4.12)

reP;
hy > 0 Vre?P (4.13)

Dada esta notacién, vamos a llamar a H(d) C R” al conjunto de flujos de caminos factibles.

Para cualquier h € H(d), existe un correspondiente fiujo de arco factible f € R” obtenido de

/= Ah (4.14)
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donde A = [a,| es una matriz de incidencia arco/camino para la red y

I : siel camino r usa el arco g

aqf:
0 : en otro caso

Con esta defincién, F(d) € RE es el conjunto de flujos de arco factibles dado un vector d € R'.
Observacion 4.20. Dada la definicién, H{d} y F{d) son conjuntos convexos y compactos.

Para cualquier flujo factible h, su vector de costo de ruta C(h) € R” puede ser obtenido a partir
del vector de costo de arcos C{f) como

C(h) = ATC(f) (4.15)

donde f y h estan relacionados por {4.14)

Observacidn 4.21. Inicialmente se asume que los usuarios escogen las rutas de acuerdo al prin-
cipio 6ptimo de usuario de Wardrop, en el que ninglin usuario reduce su costo conectandose
unilateralmente a otra ruta. En otras palabras, las rutas usadas entre un par dado O/D tienen
ignales costos de viaje y las rutas no usadas ticnen un costo mayor.

Vamos a definir ¢l flujo de camino que optimiza el uso de la red de transporte en cuanto al cosio.
Definicién 4.22. El flujo de camino 2* se dice que es una solucién de equilibrio 6ptimo-usuario

en la red, si satisface la siguiente condiciones (las cuales formalizan el principio de Wardrop en

ia eleccion de ruta por usuario): Hallar h* que satisface lo siguiente:

Ce(h*) —pi=0 , sih'>0 para rePiiel
Coh*y—p;>0 , sihi=0 para reP,icl (4.16)
h* e H(d)

0

IV

7

donde g € R’ y y; es el costo de viaje igual para todos las rutas usadas entre cada par i O/

{en el equilibrio)

Modelo de Eleccién de Viaje

Asumimos que la forma funcienal del modelo que representa las elecciones de los usuarios de
pares O/D para viajar ha sido especificada. Designamos por:
i I H
H: R:—R 1(w) La eleccidn de viaje estd dada por

p ——H(p) = E &= Hiy) Viel (4.17)
Hi{p)
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H también contiene otras variables y pardmetros explicativos, los cuales, ya que son indepen-

dientes del flujo, no son representados explicitamente en (4.17).

Observacién 4.23. Algunos modelos de eleccion de viaje deben satisfacer condiciones adecuadas
expresadas como restricciones. Un ejemplo tipico es aquel problema que usa el origen y/o destino

como restriccién en modelos de interseecion espacial.

4.3.1. Formulacién como Desigualdad Variacional de Modelos Combinados

Este modelo es la combinacion de los modelos (4.16) y {4.17) en un solo, en el cual debe cumplirse
las condiciones de eleccidn de ruta {4.16) y las condiciones de eleccién de viaje (4.17) simultdnea-

mente; y se consigue expresando todo en una Desigualdad Variacional.

Aashtiani y Magnanti han demostrado que este problema se puede expresar como un problema

del tipo NCP (Problema de Complementaridad No Lineal), definido de la siguiente manera:

Hallar un z* € ]R.E tal que F(z*}-«* = 0, donde

F@@) = [Y(@).Z()] con z=(hp)
Ye(z) = Cr(h) — 4 YrePiel (4.18)
Zi(x) = > he— Hip) viel

reP;

Q = P+1  (Notar que x € RY = RP*Y)
En esta formulacién, las primeras P componentes de F se refieren a los caminos y las restantes

I, a los pares O/D.

Finalmente, para transformar este problema en una Desigualdad Variacional, aplicaremos el

siguiente teorema:

Teorema 4.24. El punto z* € Rf es una solucién para el problema de complementaridad (4.18)

F(z*)-.z¥ = 0

F{z*) > 0
si, y solamente si z* es una solucién de la Desigualdad Variacional

F(z*)-(z—-2z*)>0 VzeRY



Capitulo 5

Conclusiones

Con este trabajo podemos concluir que:

I.- Se puede generalizar la teoria de optimizacion para problemas en los que la funcién de estudio

es no diferenciable, en cuyo caso se trabajarfa con la teorfa del subdiferencial.

2.- Las Desigualdades Variacionales resumen problemas complejos en una sola desigualdad.

57



Bibliografia

Cohn-1980] CoHN, D.L.: “Measure Theory”, Birkhauser (Boston), 1980
Rudin-1973] Wavurer RupinN: “Functional Analysis”, McGraw-Hill,Inc, 1973

Rockafellar-1970} R. TYRRELL ROCKAFELLAR: “Convex Analysis”, Princeton University Press,
1970

Makela-1990] M. MAKELA: “Nonsmooth optimization. Theory and algorithms with applica-

tions to optimal control”, 1990

EuJa-2000] EuseBt JARAUTA BRAGULAT: “Andlisis matemético de una variable”, Edicions

UPC (Barcelona}, 2000

Aashtiani-Magnanti-1981] H.Z. AASHTIANI AND '1'.L.. MAGNANTI: “Equilibria on a congested

transportation network. SIAM Journal on Algebraic and Discrete Methods 27, 1981

58



	paz_am_Página_01
	paz_am_Página_02
	paz_am_Página_03
	paz_am_Página_04
	paz_am_Página_05
	paz_am_Página_06
	paz_am_Página_07
	paz_am_Página_08
	paz_am_Página_09
	paz_am_Página_10
	paz_am_Página_11
	paz_am_Página_12
	paz_am_Página_13
	paz_am_Página_14
	paz_am_Página_15
	paz_am_Página_16
	paz_am_Página_17
	paz_am_Página_18
	paz_am_Página_19
	paz_am_Página_20
	paz_am_Página_21
	paz_am_Página_22
	paz_am_Página_23
	paz_am_Página_24
	paz_am_Página_25
	paz_am_Página_26
	paz_am_Página_27
	paz_am_Página_28
	paz_am_Página_29
	paz_am_Página_30
	paz_am_Página_31
	paz_am_Página_32
	paz_am_Página_33
	paz_am_Página_34
	paz_am_Página_35
	paz_am_Página_36
	paz_am_Página_37
	paz_am_Página_38
	paz_am_Página_39
	paz_am_Página_40
	paz_am_Página_41
	paz_am_Página_42
	paz_am_Página_43
	paz_am_Página_44
	paz_am_Página_45
	paz_am_Página_46
	paz_am_Página_47
	paz_am_Página_48
	paz_am_Página_49
	paz_am_Página_50
	paz_am_Página_51
	paz_am_Página_52
	paz_am_Página_53
	paz_am_Página_54
	paz_am_Página_55
	paz_am_Página_56
	paz_am_Página_57
	paz_am_Página_58
	paz_am_Página_59
	paz_am_Página_60
	paz_am_Página_61

