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Introduccion

Algoritmos

En el siglo nueve, ¢l califa Abdullih al-Ma’miin ibn Hariin establecié en Bagdag una “casa de la sabi-
durfa”, una institucién de investigacion que invitaba a sabios académicos. Entre los primeros académicos
se encontraba Muhammad ibn Milsd al-Khwarizmi. El escribi6 varios trabajos, entre los cuales se encuen-
tra “Algoritmi de numero Indorem”, nombre en latin pues el original en drabe ya no existe. En este texto,
cada hoja comenzaba con la frase “dixit algoritmi” que significa “asi lo dijo al-Khwarizmi”. De esta
manera, un matemético del siglo VII di6 su nombre al concepto central de 1a ciencia de la computacién.
A través del trabajo de al-Khwarizmi las técnicas de la aritmética fueron conocidas en Europa como
algorismo; y el nombre permanecid, como algoritmo, para denotar a un procedimiento para resolver un
problema en un nimero finito de pasos. |

Sin embargo, algoritmos han existido desde mucho antes de que exista una palabra que los describa.
Una vez descubierto un método rutinario para obtener la solucidn de un problema, no es sorpresa que tal
‘receta’ fuera compartida a otros para usarse. Los algoritmos no estin confinados a la matemdtica, por
ejemplo, los Babilonios los usaban para aplicar leyes, algunas culturas los usaban para predecir ! futuro;
y actualmente se usan en medicina para diagnosticar enfermedades, y en la cocina, a manera de recetas.

El décimo problema de Hilbert

En 1900, el matematico alemdn David Hilbert, en el congreso internacional de matemiticos en Paris,
presentd una lista de 23 problemas, en esa época aiin por resolverse. El décimo problema propuesto
dictaba lo siguiente!

10. Determinacion de la solubilidad de ecuaciones diofanticas.

Dada una ecuacién diofdntica con cualquier mimero de incdgnitas y con coeficientes
numéricos racionales enteros: Idear un proceso con el cual pueda determinarse, en un nime-
ro finito de operaciones, si la ecuacidn es resoluble en niimeros racionales enteros.

'Vea la seccibn A.1 para et texto oniginal



Pese a que Hilbert no creia en la existencia de problemas insolubles, el décimo problema de Hilbert
fue resuslto negativamente gracias al trabajo conjunto de Martin Davis, Julia Robinson vy Yuri Matija-
sevi¢ [Matijascvi¢, 1970, Davis et al., 1961, Robinson, 1969]. Estos probaron que, de hecho, no existe
algoritmo (en el sentido formal dado por Church y Turing) tal que, para cualquier ecuacion dioféntica,
determine si esta tiene soluciones enteras. Problemas de este tipo se denominan indecidibles. La exis-
tencia de estos problemas muestra un limite a la capacidad humana de resolver problemas mediante
un computador, al igual que el teorema de incompletitud de Godel muestra un limite del razonamicnto
légico humano para demostrar afirmaciones.

Computabilidad en la década de 1930

No es posible resolver este problema sin una definicidn formal de proceso. Es asi que esic pro-
blema inicié el estudio de la teoria de la computabilidad, desarrollada por Gédel, Church, Turmg,
Post, Kleene, cte., comenzando en la década de 1930, Dicha teoria esta relacionada fuertemente con
la Iégica. L.os dos logros mas importantes en ¢sta drea fueron dados por el descubrimiento de la in-
completitud por Godel [Gddel, 1931] y la definicién de computabilidad, dada independientemente por
Church [Church, 1936), al definir ¢l A-cdicuio, y por Turing [Turing, 1936], al definir las mdquinas de
Turing. El teorema de incompletitud de Godel dio una respuesta parcial al segundo problema de Hilbert?,
mientras que Church y Turing intentaron dar definiciones formales de computabilidad para obtener una
funcidn incomputable, vsando la téenica de Gidel. Més adelante, Godel y Kleene introdujeron el concep-
to de funcidn p-recursiva que resulta coincidir con los conceptos previos de computabilidad de Church
y Turing.

Objetivo y plan de trabajo

El objetivo de este trabajo es presentar un estudio formal de computabilidad, haciendo ¢nfasis en
las mdquinas de Turing, asi como de decidibilidad. El fundamento teérico usado a lo largo del trabajo
estard dado ¢n el capitulo 1. Esto consta de teorfa de conjunios, relaciones y funciones, asi como también
1a teoria de cadenas y lenguajes.

En el capitulo 2 intreduciremos las nociones de computabilidad de Turing, Church y Godel-Kleene,
asi como la relacién existente con la nocién usuatl de algoritmos. En este caso, enfatizaremos el estudio de
las maquinas de Turing. Presentaremos ademas un ejemplo de funcidn no computable, segun las nociones
mencionadas. En el capitulo 3, estudiamos la decidibilidad de lenguajes y de problemas, y presentaremos
¢jemplos de lenguajes y problemas no decidibles.

Finalmente, en el apéndice presentamos transcripciones de los articulos originales de Church y Tu-
ring.

Probar que los axiomas de 2 aritmética son consistentes.

Vi



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos las definiciones bésicas que usaremos a lo largo de este trabajo.

1.1. Relaciones y funciones

Sean A y B conjuntos no vacios. Recordemos que el producto cartesiano de A y B es ¢l conjunto
Ax B={(a,b) : ae Aybe B}.

Definicién 1.1. Una relacién (o relacion binaria) de A en B es una terna ordenada (A4, B, R) donde
@ # R c A x B. En este caso, diremos que A es ¢l conjunto de partida de la relacién, B es el
conjunto de llegada de la relacién y R es la regla de correspondencia de la relacién. Cuando no haya
ambigiiedades respecto a los conjuntos de partida y de llegada, llamaremos a la relacion simplemente

por el nombre de la regla de correspondencia.

Si R es una relacién de A en B, la inversa de R es una relacién R ! de B en A, definida como
R!={(he)e Bx A : (a,b)e R}.
Definicién 1.2. Sea R unarelacion de A en B. El dominio de R es el conjumo
dom(R) = {a € A : existe b€ B tal que (a,b) € R}.
El rango de R es el conjunto

ran(R) = {b€ B : existe e € A tal que (a,b) € R}.
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Para a € dom(R), 1a imagen de a bajo R es el conjunto
R(a) = {be B : (a,b) e R}.
Finalmente, dado b € ran(R ), la imagen inversa de b bajo R es ¢l conjunto
RYUb) ={ac A : (a,b)eR}.

Definicién 1.3. Sean R y S relaciones dc A en By de B en C, respectivamente. Definimos la compo-
sicién de R y S, § o R, como larelacién de A en €' dada por

SoR ={(a,c)e AxC : existebe Btalque (a,b) e Ry (bc) € S}
En este caso,

dom{SoR) = {a€ A : aedom(R) y R(a) ndom(S) # &},
ran{SoR) = {ce C : ceran(R)y S7c) nran(R) # I}

Definicién 1.4. Sea R una relacién de 4 en B, y C < A. Definimos la restricciéon de R a C, Rl¢,
como la relacién de C en B dada por

Rlc = {(a,0)e C x B : {(a,b)e R}.

Definicién 1.5. Diremos que una rclacién R de A en B es

1. una funcién, si para cada a € dom(R), R{a) es unitario;

2. inyectiva, si para cada b € ran(R), R1(b) es unitario;

3. totalmente definida, si dom(R) = A;

4. sobreyectiva, si ran(R) = B;

5. bijectiva, si es una funcién, totalmente definida, inycctiva y sobreyectiva.
Ademds, diremos que R es parcialmente definida, cuando no cs totalmente definida.

En el caso de trabajar con funciones, es usual a la rcgla de correspondencia como grafico, mientras
que el término regla de correspondencia es usado para denotar a la foérmula que define la funcion.

En el caso que R sea una relacién de A en A, diremos simplemente que R es una relacién en A. En
el caso que R sea una funcién de A en B, denotaremos R : A — B. Esta notacién no dice nada respecto
al dominio de K.

Definicién 1.6. Diremos que una relacién R en A es:

2



CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. reflexiva, si paratodo z € A, (z,7) € R;

2. simétrica, si paratodo (z,y) € R, (y,z) € K;

3. antisimétrica, si {(z,y) € Ry (y, ) € Rimplicaz = y;

4. transitiva, si para todo (z,9), (y,2) € R, (z,z) e R;

5. una relacién de equivalencia, si es reflexiva, simétrica y transitiva;
6. un orden parcial, si es reflexiva, antisimétrica y transitiva;

7. de tricotomia, si A x A es uni6n disjuntade R, R~'y {(z,z) : = € A}.

1.2. Cadenas y lenguajes

Csta seccién fue obtenida de [Sipser, 1996, §0.2] y [Hopcroft et al., 2001, §1.5]. Las cadenas de ca-
racteres v los lenguajes seran fundamentales en los capitulos que siguen. En esta seccidn llamaremos
alfabeto a cualguier conjunto no vacio y a cualquier elemento de un alfabeto lo llamaremos caracter.

Ejemplos de alfabetos que consideraremos durante este trabajo serdn

I'h = {0,1},
Ty = {a"b3cada e,f,g,h,i,j,k,1,m,n,o,p,q,r,s,t,u,v,w,x,y,z},
F3 = {a,ﬁ,’y}.

A T, nuestro alfabeto usual, lo denotaremos como Ag.

Queremos definir ahora una “palabra” sobre un alfabeto dado. Una definicion natural seria definir
una palabra comao una upla ordenada de caracteres, sin embargo, al hacer esto no considerariamos los
casos de palabras de “longitud cero” y "longitud uno™. As{ tendremos cspecial cuidado al definir palabras
de longitud menor que dos. Recordemos que el concepto de upla ordenada puede ser definido inductiva-
mente como: (a, b) := {a, {a,b}}, para 2-uplas; y (ay, ..., 00) := ({a1,. .., a@n-1), an ), para n-uplas,
conn = 3.

Definicién 1.7. Sear = 0. Una cadena (o palabra) de longitud r sobre un alfabeto T', es:
1. una upla ordenada (u1, ..., %y), cuando r = 2,
2. un conjunto unitario {u} ¢ I',enelcaso quer =1,
3. ¢l conjunto vacfo, en el caso que r = (.

Denotaremos {1, . .., Ur) COMO Uy - -~ Ur, €N CASO T 2 21 Y {u) como u, en el caso de palabras de
longitud uno. [.lamaremos a la cadena de longitud cero como cadena vacia y la denotaremos por e.
Finalmente, denotamos el conjunto de palabras de longitud r por ™.

3
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Ejemplo 1.8. SeaT';, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; ejemplos de cadenas sobre I°; son: 0010, 10123,
1,11223344,etc. SiTy = {a,h, 1, 0}, ejemplos de cadenas sobre T's son: hola, halosa, alohola,
lola, etc. Observe que usamos la notacién mencionada en la definicidn, es decir, escribimos 0010 en
lugar de (0,0, 1, 0) por ejemplo.

Dado un alfabeto T, denotaremos al conjunto de cadenas sobre I' como I'™*, es decir,

= (J I
reNu{0}

Dada una cadena w € I'*, la longitud de w ser4 denotada como |w|. Ademds, dado i € {1,..., wl}
denotaremos por w; al 1-ésimo elemento de .

Ejemplo 1.9, SeaT = {a,h,1,0} y w = aloha. Entonces jw] = 5, w; = ws = a, ws =L, ug =0y
e = h.

Definicién 1.10. Dados m,b € N, denotaremos por mMyy) a la cadena sobre [ = {0,...,& — 1} que
representa m en base b, Es decir,

™Mpy = 61+ ar € I si, y solamente sim = a1b""F + o+ + ap_1b + ar.

Definicion 1.11. Sea I' un alfabeto y < un orden total sobre T'. Sean dos cadenas v = vy« v, y
W = 1wy - wWe en ¥, Denotaremos v <je, w s, y solamente sir < s o

re=gyexistei€ {1,...,r} tal que v; < w; yv; = w; paratodo j < 4.

También denotaremos v Siex W S ¥ <jex W 0 v = w. La relacién e sobre T'* se denominard erden
lexicogrifico de I'*.

Definicién 1.12. Sean v = v; -+ v, y w = w; » - w, cadenas sobre I'; y T'; respectivamente. La con-
catenacion de v y w, denotada por v o w, o simplemente vw, serd la cadena vy - - - vpw - - - w, (sobre el
alfabeto I'y w I'p).

Es inmediato ver que la cadena vacia ¢ actia como elemento nentro de o, es decir woe = eow = w
para toda cadena w, y ademds es asociativa, es decir u o (vew) = (uov) ow, paratoda terna de cadenas

U, ¥y .

Definicion 1.13. Sea w una cadena sobre I'. Diremos que z es una subcadena de w si existen cadenas
u, v tales que w = uzv. Diremos que x es un prefijo de w si w = uzv conu = ¢, y diremos que z es un

sufijo de wsiw = uxveonv = e

Ejemple 1.14. Sealacadenaz = lejo sobre Ag. Entonces x ¢s prefijo de le jos, sufijo de perpleso
y subcadena de estos dos yde callejon.
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Definicién 1.15, Sea T un alfabeto y a € I'. Para n 2z 0, definimos la cadena ™ como

o = £, sin =0,
ag", sin> 0.
Definicion 1.16. Sea w una cadena sobre T, Definimos la cadena inversa w™!, como

! = { €, silw]=0,
av

-1, sijw|=n,w=waconlv] =n—-1

Ejemplo 1.17. Sean las cadenas £ = nabos, y = somos y z = sopas sobre el alfabeto Ag. Entonces

-1 1

™! = soban, 3~ = somos =y y 27! = sapos.

De 1a definicién de cadena inversa, tenemos que si v y w son cadenas, entonces se cumple (vw)™* =
—1,=1
w oo,

Ahora estudiaremos a los conjuntos de cadenas sobre un alfabeto fijado.
Definicién 1.18. Un lenguaje sobre un alfabeto I' es un subconjunto de I'*.

En adelante, T denotard a la vez el alfabeto y el conjunto de cadenas de longitud uno.

Observe que un lenguaje L < T puede ser finito o infinito. En el caso que L sea finito, podemos
representar L por extensién, es decir, listar todos los elementos de L. En caso L sea infinito, no queda
otra que representarlo por comprension, es decir, escribir

L= {weT" : wcumple cierta propiedad P}.

Ademis, como T" es finito, entonces I'* es numerable y por lo tanto cualquier lenguaje L sobre T es
numerable.

Desde que los lenguajes son conjuntos, tiene sentido aplicarles las operaciones de unidn, interseccion,
diferencia y complemento. En lo que sigue, denotaremos por L, = I\ L al complemento de L.

Asf como podemos concatenar cadenas, podemos considerar el conjunto de las concatenaciones de
cadenas sobre dos lenguajes dados.

Definicién 1.19, Sean L; v Lo lenguajes sobre I'. La concatenacion de Ly y L; ¢s el lenguaje de las
cadenas formadas al concatenar una cadena de L y una cadena de Lo, es decir,

L=Lioly={uovel™* : uel;,ve Lz}

Una iltima operaci6n sobre lenguajes es 1a “estrella de Klein™.

Definicién 1.20, Sea L un lenguaje sobre I'. La estrella de Klein de L es cl lenguaje formado por la
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cadena vacia y las cadenas formadas por concatenar una' o més cadenas de I, es decir,

I* ={weT* : existenw;,...,w, € Ltalesquew = wjo0- - ow,f €
q

LEs decir, una sela cadena de L



Capitulo 2

Computabilidad

2.1. Algoritmos

Empezaremos dando nuestra definicién de algoritmo.

Pefinicién 2.1, Un algoritmo es un conjunto finito de instrucciones que se ejecutan para lograr un
objetivo preestablecido.

La definicién anterior no es una definicidn formal desde el punto de vista matematico, pues el concep-
to de “instruccion” no ha sido debidamente formalizado. Sin embargo, bajo ciertas hipdtesis, cs posible
hacer un tratamiento “casi formal” de los algoritmos.

Estableceremos las siguientes propiedades de los algoritmos:

1. Toda instruccién del algoritmo debe ser lo suficientemente simple como para que cualquier persona

pueda ejecutarla (cada instruccidn en tiempo constante), y no deben ser ambigua en su ejecucion.
2. Todo algoritmo tiene un estade inicial, quc describe la situacién previa a la ejecucidn del algoritmo.

3. Todo algoritmo tiene un estado final, que describe la situacion posterior a la ejecucion del algorit-

mo.

4. En todo algoritmo se puede hacer uso de variables, que son objetos que pueden almacenar infor-
macion.

5. Todo algoritmo debe detener su cjecucién eventualmente, para cualquier estado inicial.

Al estado inicial y final de un algoritmo se les denomina entrada y salida del algoritmo, y a las
posibles entradas del algoritmo las lamaremos instancias. Ademds. si un conjunto de instrucciones no
cumple el {tem S de 1a lista anterior, entonces se le denominard procedimiento.

Ahora algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2. Podemos considerar las recetas de cocina como algonitmos:

7



CAPITULO 2. COMPUTABILIDAD

Algoritmo I {Algoritmo para hacer limonada).
Estado inicial: Agua en una jarra, limones, azicar, vaso vacio, cuchara de t€, cuchillo, exprimidor.

Inicio

1. Verter agua de la jarra al vasoc vacio.
Partir 1 1limdn a la mitad.
Exprimir el limdn usando el exprimidor.

2
3
4. Verter el zumo del limdn en el vaso,
5. Echar azucar al gusto.

6

. Revolver el contenide del vasc usando la cuchara de té,

Estado final: Vaso de Himonada.

Ejemplo 2.3. Considere ¢l problema de factorizacidn entera: dado un mimero natural n compuesto,
hallar un entero positivo d que sea divisor de n, distinto de 1 y de n» mismo. Este problema se resuelve
de manera muy simple con el siguiente algoritmo:

Algoritimo 2 (Fuerza bruta),
Entrada: n niimero compuesto.

r :=1n mod 4
mientras r <> 0 hacer

d = d + 1

r:=n mod d
fin-mientras
Finp
Salida: d divisor no trivial de n.

Respecto al ejemplo 2.3, el lector puede encontrar informacién acerca de la estructura mientras

— nacer - fin-mientras, entre otras, en [Tenenbaum and Augenstein, 1983].

Pese a que podemos usar algoritmos para realizar pricticamente cualquier tipo de tarea, enfocaremos
nuestro trabajo en computar funciones naturales. Mas precisamente, tenemos la siguiente definicidn.

Definicién 2.4. Diremos que una funcién f : N —» N es computable (0 efectivamente calculable) si
existe un algoritmo que, con entrada 7@ € N”, tenga como salida f (7).

En matemdticas, es muy usual usar el término “dada una funcidn {7, el cual significa que suponemos
conocido el conjunto de partida, llegada y regla de correspondencia de f. Esto a su vez significa que
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sabemos el valor de f evaluado en cualquier elemento de su dominio. Sin embargo, incluso en el contexto
de funciones naturales, esto sucede solo de manera teérica, y no significa que podemos calcular el valor
de tal funcién en cada elemento de su dominio. Para probar esto, mostraremos en la seccién 2.6 un
ejemplo explicito de funcién no computable.

Como 1a definicién 2.4 depende de la definicion de algoritmo, entonces esta no es estrictamente
formal. En la década de 1930, Church, Turing, Kleene, entre otros, intentaron formalizar este concepto,
De esto, resultaron tres nociones diferentes de computabilidad: el A-cdlcule de Church, las funciones
recursivas de Kleene y Gédel, y las mdquinas de Turing.

2.2. A-calculo

Una variante del A-cdlculo fue introducido por Church [Church, 1932, Church, 1933} como par-
te de un articulo sobre fundamentos de matemdtica. Sin embargo, fue probado por Kleene y Ros-
ser [Kleene and Rosser, 1935] que tal sistema presentaba inconsistencias. Church luego corrigié esto y
junto con Klenne present6 el A-cdlculo en la forma que mostramos ahora [Church, 1936, Kleene, 1935].

Consideremos el alfabeto A = {,.,{,),£,|}. Una variable es una cadena de la forma £ - . - £}. Por
simplicidad, denotaremos tales palabras por letras en mimisculas, z, y, z, etc.

Definicidn 2.5. El lenguaje A de los A-términos, es el menor lenguaje sobre A tal que
1. contiene todas las variables;
2. siz es una variable y M € A entonces (Az.M) € A;
3. si M, N € A entonces (MN) € A.

A los A-términos definidos en 2 y 3 se les denomina abstracciones y aplicaciones, respectivamente. Si
M = (Az.N) es una abstraccion, llamaremos a la variable z como pardmetro de M y al A-término N
como aleance de M. '

Informalmente, la abstraccién Azx.M se interpreta como la funcién z +— M, y la aplicacién (M N)
se interpreta como M(N) (M evaluado en N). Estas interpretaciones adquirirdn sentido en la préxima
seccién. :

Para simplificar la notacién de los A-términos, estableceremos algunas convenciones:

1. Omitiremos los paréntesis externos de las abstracciones y aplicaciones, siempre que no haya am-
bigiiedad.

2. Las aplicaciones son asociativas por izquierda, es decir, escribiremos M N P en lugar de ((M N)P),
cuando no haya ambigiiedad.

3. Las abstracciones son asociativas por derecha, es decir, escribiremos Az. Ay. M en lugar de Az.(Ay. M),

cuando no haya ambigiiedad. En este caso, también escribiremos Azy. M.

9
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4, En ausencia de paréntesis, el alcance de A en una abstraccidn es el mayor posible. Por ejemplo,
escribiremos Az.zyz en lugar de Az.{zyz), sin embargo, no es posible omitir los paréntesis en la
expresion (hz.x)yz.

Ejemplo 2.6. Presentamos algunos ejemplos de A-términos y sus interpretaciones:
1. Az.z = x v z, es decir, la funcién identidad.
2. Azy.r = ArAy.x = (z,y) & 7, la proyeccién sobre la primera variable.
3. Azy.y = dxdyy = (2, y) — ¥, la proyeccién sobre la segunda variable.

4. day.xy = Az y.(zy) = (z,y) — z(y), una funcién que dadas dos variables, devuelve la primera
evaluada en la segunda.

5. Az.zz = T ~» 7(z), una funcién que devuelve su entrada evaluada en si misma.
6. Az.y = z ++ y, una funcién constante.
7. Myz = o v y(x), funcién que evalia la variable y en su entrada.

Definicién 2.7. Sea M un A-término. Denotemos por FV (M) el conjunto de variables libres de M,
definido como

1. FV(z) = {z}.
2. FV(Az. M) = FV(M)\{z}
3. FV(MN) = FV(M) U FV(N).

Definicién 2.8, Sea M un A-término. Denotemios por BV (M) el conjunto de variables limitadas de
M, definido como

1. BV(x) = .
2. BV(\x. M) = {z} u BV{M).
3. BV{MN) = BV{M) v BV(N).
Ejemplo 2.9. Consideremos algunos de los A-términos del ejemplo 2.6
1. FV(hzz) =, BV(Az.z) = {z}.
2. FV{zy.z) = @, BV{Azy.x) = {z, 9}
6. FV{a.y) = {w}, BV{iz.y) = {z}.

7. FV(iz.yx) = {y}, BV(Az.yz) = {z}.
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Diremos que M es un A-término cerrado si FV (M) = (. Asi, los ejemplos | y 2 del ejemplo 2.6
son cerrados. Diremos que una variable z es independiente del A-término M, siz ¢ FV(M)u BV (M),
De manera andloga, una variable es independiente de un conjunto finito de A-términos si es independiente
de cada uno de ellos. Como existen infinitas variables entonces siempre existen variables independientes
a cualquier conjunto finito de A-términos.

No siempre los conjuntos F'V' y BV son disjuntos. Por ejemplo, considere M = {Az.z)x. En este
caso tenemos FV{M) = {z} = BV(M). Observe que en M podemos renombrar la variable limitada
x por cualquier otra variable sin afectar el significado de M. Veremos los detalles de esto en la siguiente
seccidn.

2.2.1. Equivalencias y reducciones de X-términos

Sean M un A-término, x € BV(M) y z una variable. Denotaremos M {z ~ z} al A-término tal
que toda ocurrencia de la variable limitada = en M es reemplazada por la vanable z. Por ejemplo, si
M = (Az.x)z entonces M {x — 2} = (Az.2)z y no (Az.2)z.

Asi, estamos en condiciones de definir la a-equivalencia. Informalmente hablando, dos A-términos
son a-equivalentes si son ignales salvo renombramiento de sus variables limitadas.

Definicién 2.10. La a-equivalencia de dos i-términos A y N, denotada por M =, N esta definida
por las siguientes reglas:

1. M =, N,si My N son exactamente la misma variable, es decirsi M = N = z;
2. M =4 N,siescribimos M = My M; y N = NN entonces M1 =, N1y My =4 Ny;
3. M =, N,siescribimos M = Az.M; y N = Az.N; entonices My =, Ny;

4, M =, N, si escribimos M = Ax.M; y N = Ay.N; entonces M {z r» z} =g Ny {3 v+ z}, para
alguna variable z independiente de M y N.

Es fécil probar que =, es una relacién de equivalencia. Asimismo, es fiicil verificar gue cualquier
c-equivalencia de un A-término cerrado es cerrada.

Ejemplo 2.11. Los siguientes A-términos son a-equivalentes:
1. Az.z =, Ap.y.
2. Azy.ayz =, Aab.abz.
3. z(A\zz.zy) =4 c(Awzwy).

Hay que tener cierto cuidado al reemplazar variables limitadas de A-términos, como muestran los
siguientes e¢jemplos,
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Ejemplo 2.12. Consideremos M = Az.yz. Entonces M { > y} no es a-equivalente a M pues M {z
¥} es un A-término cerrado, mientras que M no loes.
Ejemplo 2.13. Considere M = Az.(Az.zy), N = Az.(0wawy) y P = Az.{\w.zy). Es claro que
Plw— 2} = N{w — 2} = Az.(dz.2y) = M.
Se tiene M =, N pero M #,, P. En efecto,
M=, N &= \z.zy =, Awwy

= MNPy =, A8y
— By =, fy,

M =, P = Az.zy =4 dw.2y
= M.y =, A.zy
=y =4 2y
= f =, z

Asl, debemos dar reglas de substitucion para A-términos, de tal manera que se respete la a-cquivalencia,

Definicién 2.14. Sca NV un A-término y z una variable. Definimos el A-término M [z +— N} inductiva-
mente como sigue:

I a{z > N} = N.

2. y{z > N} =y, cuando y # g es variable.

3. (PQ){z > N} = (Pz = ND(Q{z = N}).

4. (\&.P){z = N} = (\z.P).

5. Siz¢ FV(P)oy¢ FV(N) entonces (\y.P){z ++ N} = hy.(P{w — N}

6. Siz e FV{Pyyye FV{N}, entonces (M. PHz = N} = (Az. Ply = 2}){z ~+ N}. donde 2
es independiente de Fy N.

Ejempio 2.15 (Continuacién del ejemplo 2.13). Considere los A-términos M, N y P dados en el ejem-
plo 2.13. No es dificil probar que, bajo las reglas dadas en la definicién 2.14, tenemos P{w — 2z} = P
y N{wrs z} = N.
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Ejemplo 2.16. Consideremos los A-términos M = {Az.y2) y N = z, y determinemos M {y + N}
Como z € FV(N) = {z} y y € FV(P) entonces, por 6,

(Az.y2){y = 2} = Qw.(yz){z > w}{y = 2}
= (Qw.yw){y — z}

= Aw.zuw

En este caso, para reemplazar y por z en M, uvimos que cambiar la variable limitada z de M por otra
independiente.

Un redex {(nombre que proviene del inglés reducible expression) es un término de [a forma
(Az.M)N.

Un redex representa la evaluacion de la funcién Az. M en el argumento V. Para obtener ¢l resultado,
necesitamos realizar las operaciones dadas en M reemplazando N en lugar de la variable limitada z.
Esta es la regla principal del A-cdlculo.

Definicién 2.17. La S-reduccién del redex (Az.M)N, es el A-término M{z + N} En este caso,
denotaremos
(Ax. M)N —5 M{z— N}

Un contexto ¢s un A-término C[x] donde * es una variable libre que aparece solo una vez en Clx].
Si M es un A-término denotaremos por C'{M] al A-témmino que resuita de reemplazar * por M.

Definicidn 2.18. Definimos la relacién de f-reduccion como todos los pares de Ia forma ~

((Oz.M)N, M{z — N}) € A& x A,

generados por la regla de S-reduccién, junto con los pares de la forma (C[P), C[P']) donde P es
un redex y P’ es tal que P —g P, Si el par (@, Q') esta en esta relacion, escribiremos @ —g §'.
Finalmente, escribiremos @ —3 Q' si existen A-términos Qp, Qs ..., Ur tales que

Q=Qo—pQ1—p 20 =0Q
A esto ultimo se le llama sucesion de A-reducciones.
Ejemplo 2.19.
1. Veamos como aplicar las nociones de contexto y S-reduccién para reducir el A-término
{(Az.Qyzy){Azz).
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Sea M = Ay.xy y N = Xz.z. Entonces
(Az.MIN =g M{z — N} = dy.{Az.2)y.
Observe que en esta tiltima expresién tenemos el redex (hz.z)y, el cual se reduce
(Mz.z)y =g y.
Luego, usando el contexto C'[»] = Ay.* tenemos que
Cl(Azx)y] =5 Clyl,

es decir Ay.(Az.z)y -3 Ay

. Consideremos ahora el A-término
(Az. Ay.x)(Az.2)u.

Consideremos el contexto C[+] = *u. Como el término (Az.dy.x)(Az.2) es un redex entonces
podemos S-reducirlo como
Dz y.x)(Az.2) o8 Ay {Az.2),

que implica
(AzAy.x)(Az.2)u = ClOzhy.3)(hz.2)] =g CDy.(A2.2)] = Ay.(Az.z)u.
Este dltimo término es un redex que se S-reduce a Az.z, luego

Az Ay.z)(hz.zju —p Az.z.

Queda claro de estos tiltimos ejemplos que el concepto de contexto sirve para formalizar el hecho de

reducir redexes en el interior de un A-término.

2.2.2. Ejecucion de un A-términe

Hasta el momento no es inmediato ver a los M-términos como programas que pueden ejecutarse.

Aunque puede interpretarse una S-reduccién como la ejecucion de una instruccién, no es claro aun en

gue momento dejar de reducir, y cual seria la nocién equivalente de salida de un programa. En esta

seccidn lenaremos estos vacios.

Comenzaremos definiendo una nocién de salida.

Definicién 2.20. Se dice que un X-término esté en forma normal si no contiene ningin redex. En este

caso, diremos que un A-término es normalizable si se puede B-reducir a un A-término en forma normal.
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Asi, dado un A-término, la nocidn de ejecucion seria reducirlo hasta obtener un término en forma
normal. Por ejemplo, el A-término Azyz.((Aa.z{A\b.ab))zy) es normalizable, pues

Azyz.((Aa.z(Ab.ab))yz) — 5 dzyz.(z(Abyb)z),

y el dltimo A-término esta en forma normal.

Existen, sin embargo, A-términos que no son normalizables. Consideremos por ejempio el redex
Q = (Az.zz)(Az.zz).
Al intentar reducir §2, obtenemos
{(Az.zz)(Az.zz} -5 (Az.zz){Az.213).

Es decir, cualquier sucesién de 3-reducciones de £2 es infinita.
La unicidad de la forma normal de un A-término normalizable se desprende de la siguiente proposi-
cién, cuya prueba puede ser encontrada en {Church and Rosser, 1936].

Proposicion 2.21. La S-reduccidn de A-términos es confluente, es decir, para todo h-término M, y todo
par de B-reducciones de M, My y Mo, existe M’ tal que My —§ M'y My —3 M'.

Corolario 2.22. Todo A-término normalizable se 8-reduce a una tinica forma normal.

Demostraciéon: Es consecuencia de 1a confluencia de —g y de observar que si M estd en forma normal
y M —% M'entonces M = M'. O
Esto justifica la nocidn de ejecucidn dada a la S-reduccién de A-términos normalizables, pues la salida
estd bien definida, |

2.2.3. Aritmética y cdlculo booleano en A-calculo

La sintaxis del A-cdlculo es muy simple: un A-término puede ser una variable o una abstraccién o
una aplicacion. No hemos dado sintaxis para representar nimeros o variables booleanas. De hecho, esto
N0 €8 Necesario Como Veremos en esta seccién.

Definicion 2.23. Definimos los niimeros naturales (o numerales de Church) como sigue:

0 = Ar.Ay.y

1 = Az y.ay

2 = Az.\y.z(zy)

3 = Az y.z(z(zy))
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En general, dado mn ¢ N, definimos

W= Ar. Ay e{xocax{xyy o
y.z{z(z(zy)-))

m Veces

Denotemos por N al conjunto de los numerales de Church. Claramente N @ A.
Para simplificar la notacidu, establezcamos una notacién: dada una variable z, definamos el contexto
z'[s] = z() ¢ inductivamente para m € N, z™+1[+] = 2(z™[+]). Asf, por ejemplo tenemos

eyl =ay, 2=l ) =elw) Pl = 2(2) = 2(a(zy)).

Luego, en general, 7@ = Az. Ay.2™[y].
Ahora definiremos las funciones aritéticas basicas. Por ejemplo, la funcidn sucesor succ estd de-
finida como sigue:

succ = Az.Ay.Az.y(zyz).

En efecto, dado 71 ¢ N, tenemos

suce W = (Ar. Ay Az.y(zyz))™
~s5 Ay Az y(iye)
= Ay Az.y{(Aw Araw™r])yz)
—g My Az y((Ary™[r])z)
=g Ay A2y (Y™ [2])
= Az dy.a" ]
=m 1.

La funcion suma de naturales esta dada por el A-término

add = Azr.Ay.)a.Ab(za)(yad).
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En efecto, dados 7, I tenemos

add 7 7 = (Az.Ay.Aa.Ab.(xa)(yab)) 7 71
—g (Ay.Aa. Ab.(Ta)(yabd)) 7
— g AaXb.(Fia)(Rab)
= da b ((Az Ay 2™ yhei{(Az.Ay.2" [y])ab)
—g A Xb.(Ay.a™ [y))((Ay-a™[y])b)
—5 Aa.Mb.(Ay.a™[y])(a"[b])
— 5 da ) b.a™[e"[b]]
= Aa.Aba™ " b]

= 1t + N.

Demostraciones andlogas se tienen para probar que 1los A-términos

pred = Azragdz.a{Aw Arorluy){du.z){(Av.e)
rest = Az Ayypred z,
malt = Az ApAz.z(yz)

representan las operaciones de predecesor, resta y multiplicacion, respectivamente,
Asi, el A-célculo sirve para definir funciones naturales. Esto motiva la siguiente definicidn.

Definicion 2.24. Diremos que una funcién f : N7 — N es A-calculable si existe un A-término M tal
que

MW'“W“‘*E f(mla" 'amf'):
para todo {my, ..., m,) € N,
El A-cdleulo también puede usarse para representar funciones booleanas y céleulo proposicional.

Definicién 2.25. Definimos las variables booleanas 9/ (representando verdadero) y # (representando
falso) como '

VYV = Az Ay.x
F o= dr.Ay.y
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Usando estos términos, podemos definir las funciones booleanas —, v, A, respectivamente, como

- == ATYZ.TZY
vV = AZY.TTY

A = ATY.TYT.
Por ejemplo, considerando el A-término — 7, tenemos

-V = (Azyz.zzy)(ArAs.r)
~+g Ap Az {Ar.dsrizy
—rg Ay Az.(As.z)y
~g Ay Az.z
= .

Procediendo de la misma forma, podemos definir un A-término que se comporta como un condicio-
nal. Definimos el J-término 1 £ como
if = Aryz.oye.

Veamos su comportamiento. Consideremos dos A-términos M y N, entonces

ifVMN = (Aryz.ayz) VM N
- {(Ayz. VyzYM N
= (Ayz.{drsriyz)M N
~+g (Ayz.(As.y)z)M N
-+p (Ayz.y)M N
—g (Az.M)N
-5 M.

Andlogamente, :£FMN —g N.

Usando el A-térming i £, podemos definir un A-término que verifica si un numero es o 1o cero:

escero = Ar.x{(Ay.F)v.
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En efecto, para cualquier 77 € N,

escerom = Az.z(Ay.F)Vm
—g M(\y.F)V
—g (ArAsr™[s])(Ay. 7))V
—g (As.(My.F)" [NV
—g (My.F)"[V].

Donde la tiltima expresién es igual a 9/, si 71 = 0, y se S-reduce a 7, en caso contrario.
2.2.4. Recursividad y puntos fijos en A-términos
Usando los A-términos definidos anteriormente, intentemos definir la funcién factorial.
factorial = An.if(escercn) 1 mult {nfactorial(pred n)).

Este A-término no esta bien definido, pues en su definicién contiene una lamada a si mismo. Este pro-
blema puede ser evitado con el uso de combinadores de punto fijo. Un combinador es un A-término Y
tal que, para cualquier A-término M,

YM = M(YM).

Un ejemplo de combinador fue dado por Curry [Church, 1932, Curry, 1934]. Este defini6

Y = Azv.(Ay.z(yy))(Ay.z(yy)).

En efecto,

YM = (Az.(y.z(yy)) Ayz(yy)) M
—5 (Ay. M (yy)) Ay M (yy))
—g M((Ay. M (yy)) Ay M (yy)))
= M(YM).

Usando este A-término, podemos definir el factorial de la siguiente manera:

factorial =YF,
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donde F = Af An.if(esceron) 1 mult (nf(pred n)). Enefecto,

factorial® = (YF)R
—g (F(YF))R
—5 ((Afdn.if(esceron) 1 mult (nf(pred n)))(Y F))n 2.1
—5 (An.if(esceron) T mult (n(Y F)(pred n)))@
—g if(escerom) 1 mult (A(Y F){predn))

Probemos por induccién sobre 72 que el A-término anterior se S-reduce a nl. 8i7@ = 0, por definicién

de if, tenemos que factorialn = 1. Supongamos que tenemos factorial?t —g n!. Entonces
(predn +1) =7y, por (2.1),

factorialn + 1 —petq if(esceron +1) 1 mult (n + L(Y F)(predn + 1))
—speto Mult (n + (Y F)(pred n + 1))
—peta mult (m+ (Y F)R)
—peta Mult (n + 1 factorialm)
—peta mult (m+ 1 nf)

—peta (0 + DL

2.3. Funciones recursivas

La teoria de funciones recursivas es una alternativa al A-calculo y fue dada por Godel! y estudiada
por Kleene en la década de 1930. Se basa en definir la familia de las funciones que se pueden obtener a
partir de ciertas funciones iniciales y operaciones sobre estas. '

2.3.1. Funciones recursivas primitivas

Definicién 2.26. Definimos inductivamente las funciones recursivas primitivas como sigue:

1. Las siguientes funciones, que llamaremos funciones iniciales, son recursivas primitivas:

a) La funcién cero, 0 : N — N, 0(n) = 0.
b) La funcién sucesor, s : N — N, s(n) =n + 1.

¢} Las funciones proyeccién I} : N™ — N, definida como
7 (my, ..., my) = my,

paracadar 2 lej=1,...,7

"En un curso dado por este en 1934 en la Universidad de Princeton.
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2.81g: N > Nyh; : N° > N, j=1,...,r, son recursivas primitivas, entonces f : N¥ -» N
definida como
FR) = g(ha ()., by (M),

donde 7t € N, es recursiva primitiva.
3. Sig: N — Nyh: N2 s N son recursivas primitivas entonces f : N*+1 — N dada por
F{m,0) = g(m),
fm,n + 1) = h(m,n, f(7, 7)),
donde 7% € N7, es recursiva primitiva.
Llamaremos por PR al conjunto de las funciones recursivas primitivas.

Las operaciones dadas en los items 2 y 3 de la definicidn anterior sirven para generar nuevas fun-
ciones recursivas primitivas 4 partir de funciones recursivas primitivas ya dadas. Estas operaciones se
conocen como substitucién y recursion primitiva, respectivamente. Asi, PR se caracteriza por ser el
menor conjunto de funciones que contiene a las funciones iniciales y ser cerrade bajo substitucién y
recursién primitiva. Ademds, es claro de la definicion de estas operaciones y del hecho que las funciones
iniciales son totaimente definidas, que toda funcién recursiva primitiva es totalmente definida.

Ejemplo 2.27. Las siguientes funciones son recursivas primitivas:
1. Paracada k € N, la funcién constante fi : N — N, fi(n} = £.

2. La funcién suma, + : N? ~» N, +{m,n) = m + n.

3. La funcién producto, x : N? 5 N, x{m,n} = m x n.
4. La funcién potencia, A : N? 5 N, A(m,n) = m™.
5. La funcién predecesor, o : N -+ N,

6. La funcién diferencia restringida, + : N? — N,

me—fn, sim=mn,
~(mn)=m-n= _
0, 8111 << 1,
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. La funcién diferencia absoluta, [ : N2 — N,

m-—n, simzn,
H=|m-n|= .
n—m, sim<n.

Las funciones signo y signo inverso sg,sg_ : N — N,

0, sin=0,
sg(n) =
1, sin#0,

ysg_(n) =1 —sg(n).

. La funcién resto entero, mod : N? — N,

rtalqueem=gn+r,0<r <n,
mod(m,n) =
m’

La funcién nimero de divisores, D : N — N,

D(n) = #{d : 1 <£d €£ny mod(n,d) = 0}.

2,3.2, La funcion de Ackermann

Mostramos a continuacién una funcién no recursiva primitiva. Tal funcién se denomina funcién de

Ackermann.

Definicion 2.28. Definimos la funcion de Ackermann, A : N2 — N, como

A(m,0) =m + 1,
A(0,n + 1) = A(1,n),
Alm+ 1,n+1) = A(A(m,n + 1), n).

Veamos aigunas propiedades de esta funcién.

Proposicion 2.29,

1l

A estd bien definida en todo N2.

2. A(m,1) =m+ 2

3. A(m,2) =2m + 3.
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4. A{m,n) > m.

5. Almyn) < Alm+ 1,n).

6. Aim+1,n) < Alm,n + 1)

7. Alm,n) < A{(m,n + 1),

8 A{A(m,n}),p) < A(mn+p+2).
Demostracion:

1. Usaremos induccién sobre n. Para n = 0, tenemos que para todom € N, A{(m, 0) = m+ 1. Luego
(m, 0} € dom(A), para todo m € N. Ahora supongamos que dado n € N, (m, n) & dom(A4), para
todo € N. Probaremos, usando ahora induccién sobre m, que (m,n + 1) € dom(A), para todo
m € N. En efecto, param = 0, A(0,n + 1} = A(1,n), que implica que {(0,n + 1} € dom({A)}.
Supongamos ahora que (7, n + 1) € dom(A). Por la hipétesis inductiva original

(A{m,n + 1),n) € dom(A)

luiego A{m + 1,7 + 1) = A(A(m,n + 1}, n) estd bien definida. Esto prueba que dom{4) = N?,

2. Usaremos induccién sobre m. Para m = (, por definicién de A,
A(D,1) = A(1,0) =2=0+2.

Supongamos abora que A{m, 1) == m + 2, para cierto m € N. Entonces

Am+ L1} = Alm + 1,0+ 1) = 4(A(m, 1}, 0) = A(m, )+ 1 =m+ 2+ 1={m+ 1} +2,

que ¢s o que querfamos demostrar,
3. Usando induccidn sobre m. Para m = 0, por definicién de A,

A(0,2) = A(1,1) = A(A(0,1),0) = A(D, 1) + 1 =2+1=3
Supongamos ahora que A{m, 2) = 2m + 3, para cierto m € N. Entonces

Alm +1,2) = A(A(m,2),1) = A(m,2) +2 = 2m +3 +2 = 2Am + 1) + 3.

4. Usaremos inducci6n sobre n. Paran = 0, tenemos A(m, 0} = m + 1 > m, para todo m g N.
Supongamos ahora que A{m,n) > m, para todo m € N. Ahora, por induccién sobre m, para
m = 0,

A(,n+ 1) = A{l,n) > 1> 0.
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Y en general, suponiendo A{m, n + 1) > m para cierto m € N, tenemos
Am+1Ln+1)=Alm+ Ln+1) = Ald(m,n+1),n) > A(m,n + 1) > m.
Desde que A(m, n + 1) € N, entonces A(m,n + 1) 2 m + 1y, por lo tanto,

Alm+ln+1y>m+ L

. Usaremos induccion sobre n. Para n = 0, tenemos que para todo m ¢ N,
Am,0)=m+1<m+2=A(m+1,0).

Supongamos que para cierto n € N, A(m,n} < A(m + 1,n), para todo m € N. Por el item 4,
Alm,n + 1) < A(A{m,n + 1),n). Luego, para todom € N,

Alm,n + 1) < A(A(m,n +1),n) = A(m + 1,n + 1).

. Usaremos induccidn sobre m. Para m = 0, la desigualdad se cumple triviaimente por la definicidn
de A. Supongamos ahora que para cierto m € N, A{m + 1,n) < A(m,n + 1), paratodo n € N.
Poretftem 4, m + 1 < A{m + 1, n), que equivalc am + 2 € A(m + 1, n). Luego, por el ftem 4,

Alm 4+ 2,n) < A{A{m + Lin),n) € A(A(m,n + 1),n) = A(m + 1,n + 1).

Am,0) =m+1<m+2=A(m,1).

Supongamos que para cierton € N, A{m, n} < A(m,n+1), paratodom € N. Sim = 0, tenemos

A0,n+1) = A(L,n) < A(l,n+1) = A(0,n + 2).
Sim>lenoncesm=p+1y asf, usando los items 5 v 6,

Almyn+1) = A(p+1,n+1) = A(A(p,n + 1),n)
< A(Alp+1,n),n)
= A(A(m, n),n)
< A{A{m,n + 1),n)
=A(m+1,n+1).
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8. Fijados m,n,pe N,

A(A(m,n),p) < A(A(m,n),p+n)
< A(A(m,n+p+1},n+p)
=A(m+1l,n+p+1)
< A(m,n +p+2).

Mostraremos ahora que A no es recursiva primitiva. Para esto necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 2.30. Una funcién k : N? — N se dice que mayoriza una funcién g : N” — N, si existe
b e Ntal que

glai,...,ar) < hia,b),

para cualquier (a1, ..., a,) € N" con ¢ = méx{a,,...,a,} > 1.
Observacién 2.31. Para el caso de la funcién de Ackermann, la condicién méx{a;,...,a,} > 1 dada
en la definicién 2.30 es superflua. Como {(ay,...,a,) : mx{ai,...,a,} < 1} es finito y para cualquier

z,y € N la sucesién (A(z,y + k))x es creciente, entonces A mayoriza una funcién g : N" — Nsi, y
solo si, existe b € N tal que
glay,...,ar) < A(e,b),

para cualquier (a1,...,a,) € N,

Consideremos el conjunto .4 de las funciones que son mayoradas por A. Probaremos tres lemas.
Lema 2.32. Las funciones iniciales pertenecen a A.
Demostracion:

1. Parala funcién cero, bastara tomar b = (. Asi, para todo «,

0(a) =0 < A(a,0) =a+1.
Luego 0 € A.
2. Para la funcién sucesor, definamos & = 1. Entonces, para todo a,
s(fa)=a+1< Afa,1) =a+2.

Asi, s e A.
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3. Veamos el caso de las funciones proyeccion. Dados r, je N,r =2 1yl € j € r,seanaq,..., 2, €

N. Entonces, eligiendo & = 0,
Mi(ay,...,ar) = a5 Sa<a+ 1= Ag,0),

que prueba que IT; € A. (]

Lema 233, Sig: N" = Nyh; : N* = N, j=1,...,7, pertenecen a A, entonces f : N* — N definida

como

) = g(ha(m), .., ha (7)),
donde T € N°, también pertenece a A.

Demostracién: Scan ay,...,as; € N. Como cada h; € A entonces, paracada j = 1,...,r, cxiste b; tal
que

hj(al, Sy (13) < A(a, bj).

Por otro lado, como g € A, existe b € N tal que, para todo (z1,...,2,) € N,
g(ﬂ:l? . amf‘) < A(.’.E, b)a

donde x = méx{z1,...,zr}.
Sea 1 tal que

hi(ai,...,as) = méx{hi{ar,...,as),..., helar,. .., as)}.

Entonces
flar,. .., a5) = g(hi(ay,...,as), ..., he(a1, . ... as))
< A(hi(al, Ceay (L_g), b)
< A(A(a, b;), b)
< Ala, by +b+2),
donde la ultima inecuacién se debe al ftem & de la proposicién 2.29. Esto implica que f € A. O

Lema2.34. Sig: N — Nyh: N2 5 N pertenecen a A entonces f : N*t!' — N dada por

F(m, 0) = g(im),
f@n + 1) = h(m,n, f(M. n)),

donde T € N", también pertenece a A.
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Demostracién: Sean by y &, las constantes dadas por [a definicién 2.30 (teniendo en cuenta la obser-
vacidn 2.31), para g y h. respectivamente. Afirmamos los sigoiente: existe ¢ € N tal que, para todo
my,...,meNynelN,

flma,...,mnn) < Aln +m,q),

donde m = méx{mi,...,m.}. En efecto, definamos ¢ = 1 + max{bg, by} = 1 y usemoes induccién
sobre n. Para n = 0, tenemos

FOma, e, 0) = g(ma, .. my) < A(m, by) < A(m, g) = A0 +m, q).

En general, supongamos que para cierton € N, f{ma, ... ,my,n) < A(n+m, q), paratodo (my,...,m,) €

NT. Entonces
f(mla'-'amr=?1'+ 1) = h(ml"‘wm?‘an:f(mh“-sm'f':n)) < A(z?th

donde z = méx{m,n, f(mi,...,m,, 0} Comoméx{m,n} < m+n < A{m+n, g}y flmy,...,mp 0} <
A({m + n, q), por hipdtesis inductiva, tenemos z < A(m + n, g} y, por lo tanto,

fma, o omen+ 1) < Al b)) < A(A(m +n,0),g— D) = Alm +n+ 1,4,

Esto prueba la afirmacidn.

Finalmente, sean ay, . . ., &y, Gpg1 ¥ @ = mix{ay, - . ., a,4+1}. Entonces, definiendo o' = max{a,...,a.}.

flag, ..., ar,0041) < Alaryr +¢',9)
< A(2a,9)
< A(2a + 3,9)
= A(A{a,2),9)
< Ala,q + 4),

donde hemos wsado los {tems 3 y 8 de la proposicidén 2.29, en la cuarta y quinta desigualdad. O

Como PR es el menor conjunto de funciones que contienc a las funciones iniciales y es cerrado bajo

substitucidn y recursién primitiva, entonces PR < A

Proposicién 2.35. El conjunto de funciones recursivas primitivas, PR, estd contenido en A. Concluimos
que A ¢ PR.
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2.3.3. El operador u, recursividad parcial y recursividad
Definicién 2.36. Sea g : dom{g) = N'*! — N una funcién y 7 € N*. Definimos el eperador u u
operader de minimizacién como

#[g(™,-) = 0] = min{t e N : (77, 1) € dom{g) y g(m, ) = 0}.

Vemos de la definicidn que el operador 4 solo estd definido para aguellos 7 € N' tales que el
conjunto {f € N : (T, ) € dom(g) y g(771,) = 0} es no vacio. Luego, para g : dom(g) c N"*1 5 N,
podemos definir una funcidn £ : N* — N definida como

F(m) = plg(m, ) = 0.
En cste caso, 71 € dom(f) si, y solamente si, [t & N : (7%,1) ¢ dom(g) y g{@5,t) = 0} # .
Estamos en condiciones de dar la siguiente definicion.
Definicién 2.37. Diremos que una funci6n es recursivas parcial si:
1. es una de las funciones iniciales;
2. es generada por la operacién de substituci6n aplicada cn funciones recursivas parciales;
3. es generada por la opcracidn de recursién primitiva aplicada en funciones recursivas parciales;
4. e¢s generada por la operacién p aplicada en una funcién recursiva parcial.
Definicién 2.38. Diremos que una funcién es recursiva si es recursiva parcial y es totalmente definida.

Ejemplo 2.39. La funcién de Ackermann, definida en la seccién 2.3.2, es recursiva. La prueba de este
hecho sc escapa al objetivo de este trabajo, pero ¢l lector interesado puede encontraria en [Hermes, 1963,
p. 90} y [Cutland, 1980, p. 194].

2.3.4. Recursividad de conjuntos

Sean § « N7, Definimos la funcién caracteristica, x5 : N” — N, como

1, sime S,
xs(m) = _
0, simg 5.

Definicion 2.40. Diremos que S < N es recursiva (resp. recursiva primitiva) si vs 1o es.

En particular, una relacién R es unarelacién en N es recursiva (resp. primitiva recursiva) si

1, si(mn)eR,

E’R(m*; TL) = .
0, sijmn)¢R
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o es.

Ejemplo 2.41. La relacion de igualdad = en N es recursiva primitiva. Esto sigue de

x=(mn) = sg_{jm =),
y del hecho que sg_ v ] son recursivas primitivas.

Ejemplo 2.42. El conjunto de los niimeros primos £ en N es recursivo primitivo. Esto sigue de
xp{n) =sg. {D{n} = 2) xsg{n =1}

y del hecho que las funciones involucradas son recursivas primitivas.

2.4. Maquinas de Turing

2.4.1. Definicidn y ¢jemplos

Comenzaremos dando una descripeidn informal de maquina de Turing. Una maquina de Turing con-
siste de un cabezal de lectura/escritura, esto €s, un autémata que actia sobre un arreglo unidimensional,
infinito en ambas direcciones, al cual llamaremos cinta. Las casillas del arreglo pueden estar vacias o
pueden contener elementos de cierto conjunto que serd llamado alfabeto, El cabezal de la mdquina tiene
asociado un estado v actiia bajo un conjunto de instrucciones previamente establecidas.

estado

cabezal
L E lr__ arreglo unidimensional

-

o s Y €

casilla 4 L casilla vacia

Figura 2.1: Representacion de una méquina de Turing

Bajo estas hipdtesis, un pase (0 accidn) de la miquina de Turing es el conjunto de las siguientes

acciones:
1. el cabezal lee el contenido de la casilla a Ia que apunta,
2. el cabezal escribe o modifica, quizds, el contenido de dicha casilla,
3. el cabezal cambia, quizas, su estado,

4. el cabezal se mueve a la casilla de 1a derecha o de la izquierda.
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Inicialmente, todas las casillas de la cinta de la mdquina de Turing estardn vacfas (también diremos
que estardn “‘en blanco™) excepto por una cantidad finita de ellas. El cabezal estard en un estado llamado
“estado inicial” y apuntard a la casilla no vacia que se encuentra mds a la izquierda. El contenido de las
casillas no vacias antes de la ejecucion se denominard “entrada” de la maquina de Turing.

Una “ejecucién” de la méquina de Turing consistird en dejar que el autémata actie (es decir, ejecute
un paso 0 accién) sobre el arreglo, tantas veces como sea necesario, hasta detenerse (pudiendo incluso
nunca llegar a detenerse).

La ejecucion de la maquina de Turing se detendra cuando el cabezal adquiera un estado “final”. En
este caso, ¢l estado del cabezal y el contenido de las casillas no vacias al final de la ¢jecucién, serdn la
“salida” de la maquina de Turing. Como en cada paso el cabezal de la maquina modifica el contenido de
s6lo una casilla, entonces en cada paso de la ejecucién de la méquina de Turing todas, salvo una cantidad
finita de casillas, estardn vacias,

Las acciones de una méaquina de Turing dependen de la informacién que hay en la casilla que el

cabezal lee y del estado en que este se encuentra. Esto puede ser escrito de la siguiente manera

informacion actual
nuevo estado

nueva informacién
—
estado actual

nueva posicion relativa

Lo anterior da pie a la definicién formal de mdquina de Turing.
Definicién 2.43. Una méquina de Turing M es una 7-upla (£, T, @, 4,b, go, F) tal que
1. T es un conjunto finito y lo llamaremos alfabeto de M ;

2. @ es un conjunto finito y lo llamaremos conjunto de estados. Este conjunto estd conformado por

los estados que el cabezal de la miquina puede adoptar;
3. T'y {J son disjuntos;
4. b es un elemento distinguido de I'\X. Este denotard ¢l hecho que una casilla esté en blanco.

5. qg es un estado distinguido de @ al que llamaremos estado inicial. Este denotara el estado inicial

de M antes de iniciar su ejecucion.

6. £ < I'\{b} y lo llamaremos alfabeto de entrada. Antes de comenzar la ejecucién de M, una
cantidad finita de casillas no contienen b, sino elementos de Z.

7.6 :Q xT — @ xT' x {~1, 1} es una funcién que denominaremos funcién de transicién. Las
instrucciones del cabezal estan dadas por esta funcién, donde §(gq,7) = (¢’, 7', A) significa que el
cabezal estando en estado ¢ y encontrando a r en la casilla a donde apunta, reemplaza el contenido

por +/, cambia su estado a ¢’ y se mueve a la izquierda si A = —1 o ala derechasi A = 1.
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b 5 o r ¥ b b b b o 7 ¥ b ]
b b o v - b b b b a r - b b

Figura 2.2: §(q,r) = (¢', 7, 1) (derecha} y é(q,7) = (¢',7’, —1) (izquierda)
3. F < @y lollamaremos conjunto de estados finales. La ejecucion de M se detendra si en algin
momento €l cabezal cambia su estado a algin g € F.

Como en cada momento de la ejecucion de M sélo hay finitas casillas no vacias, entonces €l conteni-
do de la cinta de M puede ser representado por una cadena x € ['*. Notemos que en la definicion 2.43 no
hemos mencionado un equivalente formal para el concepto de “cinta”. Veremos que esto no es necesario;
de hecho, la nocién de cinta de una maquina de Turing cs reemplazada por la siguniente definicién.

Definicién 2.44. Sea M una mdquina de Turing. Una descripcion instantinea de A es una cadena
C=xqypel*QT* talquey £ ey qge Q.

Una descripcidn instantdnea C' = zgy representa el hecho de tener la cadena zy escrita en ia cinta
de M con el cabezal en estado g apuntando a una casilla conteniendo el primer elemento de la cadena y.
La siguiente definicidn modela un “paso™ de M.

Definicién 2.45. Dada C una descripcién instantdnea de M, denotaremos M, ¢ si, escribiendo

C =uzqsyconz,yel'*, se yqe Q,yteniéndose d(g, s) = (¢, s', A}, entonces

» Si)=1entonces C" = zs'¢'yencasoy # ¢,y C' = zs'ghencaso y = e.

« Si A= —lentonces C' = z'g'as’y encasox = z'a, y C' = ¢'bs’yencasoz = ¢.
En este caso, C” también es una descripcion instantdnea de M.

Observe que C’ estd inicamente determinado por C'y de M.

Definicién 2.46. Diremos que una descripcién instantinea C es inicial si C = gow, w € E"\{&}.
Diremos que es final si C = zgyconge F,x,yeT™.

Estamos listos para formalizar el concepto de “ejecucién” de una maquina de Turing.

Definicion 2,47. Una ejecucién con entrada wg € £* de una méquina de Turing M es una sucesién de

descripciones instantaneas de M, (Ci)rer,con I = {1,...,n} o I = N, tales que

1. Cy = quwy, es decir Cp es inicial.
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2. ¢y M, Cryr,paratodo k € 1,
3. Si [ es finito, entonces O, es final.

En caso I sea finito, diremos que la ejecucién de M se detiene con entrada wy, ¥ que la descripcion
instantdnea final C), es la salida de M.

Observacion 2.48. Necesitamos que se cumplan tres propiedades adicionales en una méaquina de Turing
M:

1. El dominio de 4 serd suficientemente grande de tal manera que para toda entrada wy € L%, una
ejecucién de M con entrada wy esté bien definida (independientemente de si es finita 0 infinita).

2. Ejecuciones finitas de M poseen una \inica descripcion instantdnea final.
3. Ejecuciones infinitas de M no poseen descripciones instanténeas finaies,

Estrictamente hablando, tales propiedades no se desprenden de las definiciones anteriores. Por ejemplo,
en la definicién de méquina de Turing, nada impide que el dominio de & sea vacfo, o que § esté defi-
nida para algin par {g,7) con ¢ € F. Para obtener tales propiedades, deberfamos imponer condiciones
adicionales en la definiciones 2.43 y 2.47, pero no lo haremos por cuestiones de compatibilidad con
la literatura, y para mantener cierta simplicidad en tales definiciones. Sin embargo. por completitud,
enunciaremos condiciones suficientes para obtener cada propiedad.

Proposicién 2.49. Sea M una mdquing de Turing. Para que se cumpla la propiedad 1 de la observa-
cién 2.48 s suficiente que (Q\F) x T < dom(6). Ademds, para que se cumplan las propiedades 2y 3 de
la observacion anterior, es suficiente tener que dom(d) n (F x I') = . Finalmente, ambas condiciones
se obtienen de la condicion dom{d) = (Q\F) x I. '

Demostracién: El hecho que (Q\F) x T © dom(4d) quiere decir que para todo estado no final y para
todo caracter del alfabeto T, 1a funcién & estd bien definida. Esto quiere decir que para cualquier des-
cripcién instantdnea C' de M (en particular una descripcién instantdnea inicial), es posible construir una
descripcién instantdnea O’ tal que C W, o, Luego, para todo wg € £*, una ejecucién de Af con entrada
wq estard bien definida, .

Por otro lado, dom{d) n (F x T') = ¥ significa que para todo estado final g, 5(g, ) no esid definida
para ningin caracter r € I, Luego, si (Ci)rer es una ejecucién de M y Oy es una descripcion ins-
tantdnea final de M entonces no puede darse Cy M, Cir+1 a menos que [ sea finito y & sea el dltimo
elemento de I. Esto implica las propiedades 2 y 3. O

Claramente, ambas condiciones dadas arriba no son necesarias. El ejemplo 4 mds adelante mues-
tra que la condicién (Q\F) x T ¢ dom(d) no lo es. Ademds, si en una mdquina M que cumple las
propiedades 2 y 3, agregamos estados finales “indtiles” a F' que nunca son alcanzados y sin embargo a
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2. Cy M, Cr+1.paratodo k€ 1.
3. Si I es finito, entonces €, es final.

En caso I sea finito, diremos que la ejecucién de M se detiene con entrada wy, y que la descripcién
instantdnea final C, es la salida de M.

Observacion 2.48. Necesitamos que se cumplan tres propiedades adicionales en una maquina de Turing
M:

1. El dominio de & serd suficientemente grande de tal manera que para toda entrada wg € X*, una

ejecucién de M con entrada wyg esté bien definida (independientemente de si es finita o infinita).
2. Ejecuciones finitas de M poseen una tinica descripcién instantdinea final.
3. Ejecuciones infinitas de M no poseen descripciones instantaneas finales.

Estrictamente hablando, tales propiedades no se desprenden de las definiciones anteriores. Por ¢jemplo,
en la definicién de maquina de Turing, nada impide que el dominio de & sea vacio, o que § esté defi-
nida para algin par (g, 7) con g € F. Para obtener tales propiedades, deberfamos imponer condiciones
adicionales en la definiciones 2.43 y 2.47, pero no lo haremos por cuestiones de compatibilidad con
la literatura, y para mantener cierta simplicidad en tales definiciones. Sin embargo, por completitud,

enunciaremos condiciones suficientes para obtener cada propiedad.

Proposicion 2.49. Sea M una mdquina de Turing. Para que se cumpla la propiedad 1 de la observa-
cidn 2.48 es suficiente que (Q\F) x T' c dom(0). Ademds, para que se cumplan las propiedades 2y 3 de
la observacién anterior; es suficiente tener que dom(8) n (F x I') = (&. Finalmente, ambas condiciones
se obtienen de la condicién dom(d) = (Q\F) x I. '

Demostracién: El hecho que (Q\F) x ' © dom(§) quiere decir que para todo estado no final y para
todo caracter del alfabeto T, 1a funcién & estd bien definida. Esto quiere decir que para cualquier des-
cripcion instantdnea C' de M (en particular una descripci6n instantdnea inicial), es posible construir una
descripeién instantdnea C’ tal que C' M, o, Luego, para todo wg € £*, una ejecucién de M con entrada
wyg estard bien definida.

Por otro lado, dom(8) m (F x T') = ¢ significa que para todo estado final g, 6(g, ) no estd definida
para ningun caracter » € I'. Luego, si (Ck)ker s una ejecucién de M y Cjr es una descripcion ins-
tantdnea final de M entonces no puede darse C M, Cir+1 a menos que I sea finito y k' sea el dltimo
elemento de I. Esto implica las propiedades 2 y 3. O

Claramente, ambas condiciones dadas arriba no son necesarias. El ejemplo 4 mas adelante mues-
tra que la condicién (Q\F) x ' c dom(d) no lo es. Ademis, si en una médquina M que cumple las

propiedades 2 y 3, agregamos estados finales “indtiles” a F' que nunca son alcanzados y sin embargo 9
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4. Q= {90, 91,42, 93,94} v F.
5. d estd definida de la siguiente manera
g 0 | X b

g | (q1.%1) | (ga],1)

q: (Q1,0, 1) (91||a1) (QQ,X,_I) (quba_l)
)
1

| (@, -1) | {(gn: |1
q3 (QS!Oy_l) (QSyla_ ) (QOaX: 1)
a4 (Qnao,l) (qs,Xa 1) (qs,b,—l)

La miquina A permite entradas de la forma 0"|U™ y devuelve g, si n = m, y ¢, en cago contrario.
La méquina “marca” (estados gg y ¢2) sucesivamente el primer y el dltimo elemento no marcado de la
entrada y detecta (estados gy y g4) cuando ha habido una mayor cantidad de marcas de un lado que de
otro, o cuando hay igual cantidad de marcas.

Por ejemplo, sea w = 00|0. Entonces lo siguiente es una ejecucidn de M:
M M M M
¢000|0 > x710|0 ¥— x0q1|0 — x0|g10 — x0|0g1p

M M M M

+ o x0]q20 v xDg3|x > xg30fx v a3x0|x
M M M M

= xgo0x — XX@ X > Xx|@x - xxga|x
M M

XX g2]X Vo xx9nx

de donde, como mencionamos anteriormente, tenemos que far(00|0) = (xx|x, gn)-

Ejemplo 2.52. Construiremos ahora una maquina de Turing M tal que dado a € N, M con entrada a(y)
devuelva ¢(gy, donde ¢ = a + 1. Definamos la siguiente miquina de Turing: M = (X,.T,Q. 4,b, go, F)

tal que
1. T ={0,1,b}.
2. X ={0,1}
3. @ = {g0. a1, 95}
4. F = {gr}.

5. & estd definida de la siguiente manera

sgloo | 1 |
g | (90,0,1) | (@0,1,1) |(q:,b,—1)
q (Q'fels_l) (QIsos—l) (Qf,l,l)
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Dado un nimero a; + +  a, escrito en binario, para construir la respuesta debemos reemplazar todos los 1
consecutivos encontrados desde 1a derecha por 0, hasta hatlar un 0 o ¢l simbolo b, los cuales reemplaza-
remos por 1 y detendremos la ejecucién. De la definicién de d, vemos que el estado gy mueve el cabezal
hacia el final de la entrada, sin modificarla. Luego, el estado g; reemplaza todos los 1 que encuentra por
0 moviéndose a la izquierda, hasta llegar o bien al primer () o a una casilla vacia, donde coloca un 1.
Luego M calcula efectivamente ¢ = a + 1.

Sea w = 1011, entonces lo siguiente es una ejecucién de M:

901011 190011 4 10g011 24 101451
2L 1011g0b 25 10111 s 104,10
210,000 2 ¢51100
de donde tenemos que fas(1011) = (1100, ¢f).

Ejemplo 2.53, Sea ¥ = {1,...,n}. Construiremos una mdquina de Turing tal que, dado w € X*,

construya el sucesor de w seguin el orden lexicogrifico de =*. Definamos la siguiente maquina de Turing:
M = (X,T,@Q,d,b,qo, F) tal que

1.2={1,...,n}
2. T=%u
3.Q={q, a9}
4. F = {g5}.

5. 4 esta definida de la siguiente manera

§ | reX\{n} n b

qdo (40,73 1) (Q'O,n, 1) (Qh b1 "1) y
q (Qf1T’? 1) (QI':I:—I) (Qfalyl)

donde, dado r € ¥, denotamos ' = r + 1.

Ejemplo 2.54. Ahora atacaremos el problema de construir una maquina M tal que dado o € N entonces
M, con entrada a(y), devuelva c(y), donde ¢ = a — 1. Por simplicidad, admitiremos el caso que 0 sea
un prefijo de la representacion binaria de a (es decir, las cadenas de entrada y/o salida tengan uno o mds
ceros a la izquierda). Definamos la siguiente mdquina de Turing: M = (Z,T, @, 6, b, gg, F) tal que

1. T = {0,1,b}.

2. ¥ ={0,1}.
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3. Q@ = {q,q1. 95}
4. F = {gs}.

5. § estd definida de la siguiente manera

s o | 1 | »
q0 | (q0,0, 1) (903151) (Q1,b,*1)
q1 (q.‘Lal:“’l) (Qfaoa_l) (Qf1b11)

Ejemplo 2.55. Finalmente, dados a,b € N, queremos encontrar una maquina M que con entrada a(g) +
bz) € {0,1,+}" devuelva c(yy tal que ¢ =
(Z,T,Q,6,b,qo, F) tal que

a + b. Definamos la siguiente maquina de Turing: M =

1.T'= {0315+1b}'
2. 2={0,1,+}.
3. Q= {QO,QI:Q%9‘3:94>QS1QG=G7=QJ’}-

4. F ={qy}.

5. 6 estd definida de la siguiente manera

) 0 i + b

g0 | (g0,0,1) | (g0,1,1) |{q,+,~1)

q1 § (g2,1,-1) | (¢1,0,~1) (g2,1,1)
g2 | (g2,0,1) | (a2, 1.1) | (a2, +.1) | (g3,b,—1)
q3 | (g3,1,-1) | (44,0, ~1) | (g5, +,—1)

qa | (@a,0,-1) | (g, 1,-1) | (g3, +,—1)

g5 | (g5:0,1) | (g5 1,1) (g6,b,—1)
g6 | (96,0, -1) | (qa, 1, =1) | (g7,b,1)

g7 | (g7,b,1) (g5,0,—1)

La mdquina M funciona de la siguiente manera: los estados gg y g1 suman 1 al niimero a (vea el ejemplo

del item 2.52. Luego los estados g2 y g3 se encargan de restar 1 al nimero b (vea el ejemplo del item 2.54.

El estado g4 se encarga de poner el cabezal en posicién de tal manera de sumar 1 otra vez a a. Los estados

gs ¥ g6 se encargan de determinar si b es atin mayor que cero, mientras que el estado g7 limpia las casillas

de la cinta a la derecha del simbolo + cuando ya se tiene que b = 0.

De los ejemplos anteriores podemos observar que para tareas relativamente simples (comparacion

de cadenas, suma de dos niimeros), la descripcién formal de una maquina de Turing que realiza tales
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tareas puede ser bastante complicada. Esto podria poner en tela de juicio el “poder” de las mdquinas
de Turing, es decir, la cantidad de tareas que son realmente capaces de realizar. Recordemos que el
motivo de definir méquinas de Turing fue el de formalizar el concepto de algoritno; entonces debemos
convencernos de que todo problema que puede ser resuelto usando algoritmos, también puede ser resuelto
usando maquinas de Turing. Discutiremos mds sobre este problema en la seccién 2.5.

En adelante, para simplificar el tratamiento de las maquinas de Turing, utilizaremos una descripcion
de “alto nivel” al momento de definirlas, es decir, reemplazaremos la definicién formal (7-uplas y fun-
ciones de transicidn) con descripciones breves de los pasos que ejecuta la maquina de Turing. En los
¢jemplos anteriores, usamos tanto como una descripcién de alto nivel como la definicién formal.

Ahora definiremos una generalizacién de la maquina de Turing.

2.4.2. Maquina de Turing de miltiples cintas

Una miquina de Turing de multiples cintas es como una maquina de Turing ordinaria con varios
cabezales que apuntan a varias cintas a la vez. Inicialmente, la entrada se encuentra en la primera cinta y
las demds cintas se encuentran en blanco. La funcién de transicién permite leer y escribir en cada cinta

y mover cada cabezal al mismo tiempo, dependienda sdlo del estado de la maquina y lo leido por cada

T

cabezal. Formalmente

- cinta 1

-~ cinta 2

<~ ¢cinta3

Figura 2.3: Representacién de una maquina de Turing de maltiples cintas

Definicion 2.56. Una maquina de Turing de & cintas es una 7-upla (£,T, @, 8,b, qo, F), donde X, T,
@, b, go y F son como en la definicion 2.43 y § es una [uncidn tal que § : @ xI'* — Q@ xT'* x {~1,0, 1}*.

Como es de esperarse, 6(g,71,...,75) = (¢',81,..., 8k, A1,..., Ag) significa que la méquina al
estar en estado ¢ y leer r; en la ¢-ésima cinta, pasa a estado ¢/, escribe s; en la i-ésima cinta y mueve
cada cabezal a la derecha o a la izquierda si A; € {—1, 1}, o no mueve el cabezal, si A; = 0.

Observacién 2.57. En la definicién 2.56, es necesario que el rango de § esté contenido Q@ x ['* x
{—1,0,1}* ynoen Q x T* x {—1,1}*. De no ser asf, la miquina tendrfa la seria limitacién de no poder
mantener fijo un cabezal y mover otro. Este particular movimiento de cabezales no puede ser simulado

si cada cabezal debe moverse obligatoriamente.
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Es posible definir andlogos para una mdquina de Turing de miiltiples cintas de las definiciones 2.44

—2.47. En este caso, sdlo definiremos explicitamente la nocién de descripcién instantdnea.

Definicién 2.58. Sea )\ una miquina de Toring de & cintas. Una descripeidn instantdnea de M es una
cadena de 1a forma

C=qleywnlenvo... |oe yr

donde suponemos que los caracleres | y - nopertenecena @nial. g€ Q. T, .o, Thy Y1, . WL ET* Y
y # ¢, paratodo i = 1,..., k. En este caso, una descripcidn instantinea de M se dird inicial si es de la
forma

C=gqle-wleb...|e-b,
y se dird final si es de la forma C' = g|z1 - y1|22 - ¥2 . . . [Tk * Yg. donde ¢ € {ga, ¢ }-
Observe que la definicidn 2.44 no es el caso particular para & = 1 de la definicidn 2.58. Para k = 1,

una descripcion instantdnea (segiin la definicién 2.58) es de la [orma g|x - . Es [cil ver que ambas son
equivalentes, sin embargo, en adelante usaremos la definicién 2.58 sélo para méaquinas de & = 2 cintas.

Ejemplo 2.59. Consideremos el problema de determinar si dos cadenas del alfabeto {0} tienen el mismo
tamafio, como vimos en ¢l ejemplo 2.51. Para resalverlo, construiremos una maquina de muiltiples cintas
M=(E,T,Q.4b,q, F), donde

1. ¥=1{0.]}.
2. T=Yyu{}
3. F = {g,qn}.

4. Q= {QOsQJ.}UF'

5. § est4 definida de 1a siguiente manera

sl oy | 6 | ey | ) | kb
qn (q(]ebaoalal) (q11b:b:1|_1)
q1 (Q?‘hbaoa]-:l) (QHab:OylaI) (C_ﬂ,b,b,l,—l) (q&'vbsba_la—l)

Como en el ejemplo 2.51, M acepta entradas de 1a forma 0"|0™ y devuelve g,, si n = m; 0 g, en caso
contrario. La magquina M funciona de la siguiente manera: el estado g copia la primera cadena de ceros
en la segunda cinta. Apenas el cabezal de la primera cinta encuentra |, posiciona el cabezal al inicio de
la segunda cadena en la primera cinta y al final de la primera cadena en la segunda cinta, y pasa a estado
g1 En estada ¢ recorre ambas cintas mientras encuentra 0 en ambas. La méaquina termina apenas deje
de encontrar 0 escrito en ambas cintas a la vez. En ¢ste caso, si encuentra ambas casillas vacias termina

en estado ¢y. En caso contrario, termina en estado ¢p.
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Puede parecer que una méquina de Turing de miiltiples cintas puede realizar tareas que una méaquina
de Turing comiin no podria. Sin embargo, este 10 es el caso: probaremos que toda magquina de Turing de
muiltiples cintas puede ser simulada por una miquina de Turing de vna cinta, Una mdquina M simula
una maquina M’ si M y M’ tienen el mismo alfabeto de entrada y, para cualquier entrada w, M y M’
tienen la misma salida.

Luego, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.60. Toda mdguina de Turing de k 2 2 cintas puede ser simulada por una mdquina de Turing
de k — 1 cintas.

Demostraeién: Sea M = (E,1,Q,4,b, s, F') una maquina de Turing de & > 2 cintas. Mostraremos
que podemos simular la ejecucién de M con una méquina de Turing M’ de & — 1 cintas. La idea es
simular las cintas & — 1 y kde M enlacintak — 1 de M'.

Definamos el aifabeto {"= {’r'" 1 re I‘} que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir disjunto de
@ v T. Dada una descripcién instantdnea C de M construiremos una “descripcion instantinea”™ ¢ de
A que represente hiunivocamente C.

Sea O = glzy - w|z2 - yo| - [#p—1 « Yh—1|Zr - Yo Como yr—1, Yo # € podemos escribir yp-1 =
Pr_12k—1 ¥V Ug = Tpzp, donde ry_y, v € Ty 25y, 2 € T'*. Definamos €’ como

C' = gley - y1]oz vl 1Tt Thet SR TR Th 2

L ]
Observe que usamos los caracteres de I para denotar que el cabezal Ias cintas & — 1y & de M apuntan
al caracter correspondiente. En este caso, separaremos el contenido de las cintas £ — 1 y & de M usando
el caracter #, que supondremos no estden T

En caso que (' sea una descripcion instantdnea inicial de M, entonces tenemos
’ » hd
CM=gle wl|e b |ebefebhe
. . (2.2
=gl -l b} b #,

donde w es la entrada de la miquina M.

Bastard definir entonces una méaquina de Turing M’ de & — 1 cintas tal que, dadas dos descripciones
instantdneas O y O de M tales que () M, {2, podamos convertir Cf en Cé‘ via ejecuciones de M', es
decir, se cumpla

oMM o

- , M .
Sean C y €4 dos descripeiones instantdneas de M tales que € —— . Escribamos

Ci = Q|£B1 . ?"121|$2 * ?"222| I-'Ek—l ' Tk~lzk-~1!$k *TELk

*Observe que no hemos atn definido A, asi que sélo construiremos una cadens O
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y supongamos quc 6{q, 71, ...,7k) = (G, 1, ..., Sk AL, - -, Ag). Definamos una maquina de Turing M,

con alfabeto T = Ty I.’ w{#} y alfabeto de entrada X, tal que, teniendo una descripcidn instantdnea

i = Q‘xl * ?‘1Z1|$2 * 7‘232| e |$k—1' Tk:.—l zk-—l#mk T.k Zks

convierta C] a Cj de la siguiente manera:

1.

M’ s6lo usard estados pertenecientes a cierto conjunto finito @, que depende del estado g de Cy.
Esto se hace para que M’ “recuerde” cl estado original ¢ de ;. Para no cacr en ambigiiedades,
impondremos que Qg N Qy, = P siq # ¢

En la primera ejecucién de M’ teniendo a C como descripeién instantdnea, convertimos las k — 2
primeras cintas tal como lo haria M. Luego, en las siguientes ¢jecuciones, no modificamos tales
cintas ni la posicion del cabezal en ellas.

Observe que en la primera ejecucién de M’ teniendo a € como descripcién instantdnca, ¢l cabezal
de la cinta & — 1 de M' apunta a un caracter de f‘ En este caso, convertir tal caracter en su
correspondiente en T, luego convertirlo tal como lo haria M en su cinta & — 1. Una vez hecho
esto, convertir el caracter al que apunta el cabezal en su correspondiente en 1.“ En caso tal caracter
sea #, M’ deberd mover todo el contenido a la derecha de # de la cinta & — 1 una posicion a la
derecha y escribir t; donde se encontraba #.

Asi, hemos simulado la accidn de M en su cinta k — 1.

. Movemos ¢l cabezal de M’ a la derecha hasta encontrar el caracler de T mds a la derecha de la

cinta k — 1 de M’. Claramente, este caracter no es el caracter recién escrito en el paso anterior.

. Convertimos el caracter apuntado por el cabezal de la cinta £ — 1 de M’ en su correspondiente

en I", luego convertiremos tal como lo harfa M en su cinta k. Una vez hecho esto, convertimos
el caracter al que apunta el cabezal en su correspondiente en f‘ En caso tal caracter sea #, M’
deberd mover todo el contenido a la izquierda de # de la cinta & — 1 una posicion a la izquierda y
escribir l; donde se encontraba #.

Asi, hemos simulado la accion de M en su cinta &.

. Finalmente, movemos el cabezal de la cinta & — 1 de M hasta el caracter dc T mds a la izquicrda

de lacinta & — 1. Claramente, este caracter no es el caracter recién escrito en el paso anterior. Una

vez hecho esto, pasar al estado 7.

Ademds, al empezar la ejecucion de M’ con entrada w, el cabezal de la cinta £ — 1 deberd escribir l; # t:

y posicionarse encima del primer p y pasar a estado gg. Asi, M’ convierte su descripcidn instantinca

inicial en una descripcion instantdnea inicial de M, como en (2.2).
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Asi, dada una ejecucién (Cy )xes de M, con entrada w, existe una ejecucion de M':

J— M! M;

CO'_’""_”C, M M’

M M
Gr—»t—>CiCL>—>r‘—>CL+1 ,
que es infinita en caso {Cy)rer $ea infinita; o es finita y tiene a €7, como descripcion instantdnea final,

en caso (Cy)rer sea finita y #1 = m. Esto implica que M y M’ ticnen la misma salida y por lo tanto
M’ simula M. 0

Del tearema anterior se desprende el siguiente carolario.

Corolario 2.61. Toda mdquina de Turing de k 2 2 cintas puede ser simulada por una mdquina de

Turing de una cinta.

Demostracion: Basta considerar el caso & = 2. La iinica modificacion que hay que hacer a M’ en este
caso es ¢l de borrar el contenido simulado de la segunda cinta de la maquina M al finalizar la ejecucién

simulada de esta. Se hace esto para que M y M’ tengan la misma salida. O

Observacion 2.62. En el teorema 2.60 pudimos haber descrito M’ como una maquina de una cinta. En
este caso, tendriamos que repetir el paso 3 para que M’ simule la ejecucién de M en cada una de las
k ~ 1 cintas restantes.

Finalmente, definimos la nocién de Turing computable.

Definicion 2.63. Diremos que una funcién f : N” — N es Turing computable si puede ser calculado
usando una mdquina de Turing, esto es, si existe una méquina de Turing M que, con entrada 77 € N7,

codificada en algin alfabeto adecuado, se detenga y devuelva f(71) en su cinta.

2.5. La tesis de Church-Turing

Las nociones de A-cdlculo, recursividad y maquinas de Turing que vimos en las secciones anteriores
sirven para dar diferentes versiones de computabilidad (definiciones 2.24, 2 38 y 2.63).

Las nociones de A-calculable y recursividad fueron probadas equivalentes en [Kleene, 1936], pero
ya habia sido mencionado por Church en [Church, 1936]. Esto motivé a Church a hacer la siguiente

afirmacion:

El hecho, sin embargo, que dos ampliamente diferentes y (en opinidn del autor) igual-
mente naturales definiciones de efectivamente calculable resulten ser equivalentes afiade
Suerza a los razonamientos aducidos antes para creer que ellas constituyen una caracteri-
zacién tan general de esta nocién como consistente con el entendimiento intuitive usual de

esia.
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También en 1936, Alan Turing en [Turing, 1936] definié el concepto de mdguina y probs que, de
hecho, tal concepto es equivalente al A-cdlculo dado por Church. Ademds es en [Turing, 1936] donde
Turing introduce la nocién de funcidn computable como una funcién que puede ser calcutada pOr una
maquina’.

Asi, la tesis de Church afirma que las definiciones 2.4, 2.24, 2,38 y 2.63 son equivalentes. Dicho de
otra manera;

una funcién computable es aquella que puede ser calculada usande indistintamente mdqui-
nas de Turing, 0 A-cdlculo o funciones recursivas.

En general, saliendo del contexto de las funciones naturales, la tesis de Church afirma que la nocidn
informal de algoritmo puede ser formalizada usando, por ejemplo, miquinas de Turing. Esta afirmacién
es fundamental en la teoria de la computacion, pues permite hacer un tratamiento formal de algoritmos.

2.6. Una funcién no computable: el problema del castor ocupado

En esta seccién presentaremos un ejemplo de funcién no computable. Este ejemplo fue dado por
el matemdtico hingaro Tibor Radé en 1962 [Radé, 1962]. Haremos uso de una variante de maquina de
Turing que permite iniciar la ejecucién sin ninguna entrada escrita en su cinta.

Dado n € N, el juego del castor ocupade de © estados (en ingles: n-state busy beaver game), y lo
abreviaremos como juego BB-n, es una competencia donde participan méquinas de Turing de una cinta
tales que

1. su aifabeto es el conjunto {b, 1}:

2. su conjunto de estados es dado por {qg, . .. s, ¢ns1}, donde go es el estado inicial y'g, 41 es el
tinice estado final; y

3. con entrada vacia, la miquina se detiene.

El puntaje de una méquina de Turing participante es ia cantidad de simbolos 1 escritos en su cinta al
final de su ejecucidn. La competencia consiste en encontrar la mdquina de méximo puntaje.

Definicion 2.64. Diremos que una méquina de Turing, participante del juego BB-n, es un castor ocu-
pade de n estados (en ingles n-state busy beaver), y lo abreviaremos como BB-n, si es [a maquina de
mayor puntaje entre todas las miquinas participantes.

En general, para maquinas de r estados no finales y s simbolos, para cada estado ¢ no final y simbolo
a, la cantidad de posibles transiciones §(g, a) = (¢', &', M) esr x s x 2 = 2rs. Por lo tanto, la cantidad

3de Turing
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total de funciones de transicién es (2rs)("=f, donde f es la cantidad de estados finales de la méquina.
Asi, para maquinas competidoras del juego BB-n, existen

(4(n +1))*"

posibles funciones de transicién. Esto es, existen a lo mas (4(n + 1))?" mdquinas competidoras del juego
BB-n. Esto implica que siempre existe un BB-n, paracadan e N.

Defina ahora E;, como el conjunto de mdquinas de Turing competidoras de BB-n. Es claro que E,
es no vacio y, por lo visto anteriormente, #E, < (4(n+ 1))2", luego E,, es finito. Ahora, para M € E,,
denotemos por o (M) al puntaje de M. Asi, la funcién £ : N - N dada por

E(n) = méx{c(M) : M e E,},

estd bien definida, para cada n € N. Llamaremos £ como funcién del castor ocupado.
Teorema 2.65. La funcion ¥ : N — N no es Turing compuiable.

Demostracion: Sea f : N — N computable, probaremos que ¥(n) > f(n), para todo n suficientemente
grande. Definamos la funcién F' : N — N definida por

F(n) = 3 (F(k) + k).

k=1
Claramente tenemos
F(n) = f(n), (2.3)
F(n) = n* | (2.4)
F(n +1) > F(n), (2.5)

para todo n € N. Ademds, como f es computable entonces F' también lo es. Luego existe una miquina
de Turing Mg que computa F'. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que Mg lee n simbolos
1, los borra y escribe F'(n) simbolos 1 consecutivos, posicionando el cabezal en el 1 mas a la izquierda.
Supongamos ademds que Mp tiene r estados. Por otro lado, dado m 3 N, sea M,, una maquina de
Turing con m + 1 estados que en una cinta en blanco escribe m simbolos 1 y posiciona el cabezal encima
del 1 més a la izquierda.

Considere 1a méquina Nr ,, resultante de la composicion Mp o Mg o My,. Esto es, M, escribe m
simbolos 1, luego evalda M en el resultado y luego evalda Mr nuevamente. No es dificil convencerse
de que N, tiene m+ 1+ 2r estados. Asf Ng,,, es una miquina competidora del juego BB-(m+1+27),
con un puntaje de

d(Npm) = F(F(m)).
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Luego, tenemos la desigualdad
Z(1+m+2r) 2 F(F(m)).

Para todo m suficicntemente grande, m? > 1 + m + 2r y usando (2.4) tenemos
F(m) > 1+ m+2r
Y, por (2.3) y (2.3),
El+m+2r) 2 F(F(m)) > Fl +m+2r) > f{1+m+2r).

Esto implica que X(n) > f(n), para » suficientemente grande, y tenemos el teorema demostrado.
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Capitulo 3

Decidibilidad

3.1. Maquinas de decision y lenguajes decidibles

Un caso particular de maquinas de Turing serd de nuestro especial interés. En adelante, usaremos
mdquinas de Turing que determinen (o dicho de otra manera, decidan) si su entrada pertencce a un

conjunto dado.

Definicion 3.1. Se dice que una maquina de Turing M es de decisién si el conjunto de estados fina-
les es de la forma F = {q,.q,}. El estado g, se denominari estado de aceptacién y el estado ¢, se

denominard estado de rechazo.
Observaciones.

1. Es comun en la literatura (vea por ejemplo [Cook, 2006, Lucchesi et al., 1979, Sipser, 1996]) de-
finir directamente las méiquinas de Turing como mdquinas de Turing de decisién. En este caso
una méquina de Turing de decisidn serfa una 8-upla (£, T, @, 8. b, g0, ga. g-). Las definiciones de
“descripcion instantdnea” y “ejecucién” permanecen siendo las mismas, al igoal que las interpre-
taciones de cada uno de los elementos de la médquina de Turing.

2. Para el caso de maquinas de Turing de decisidn, no tomaremos en cuenta el contenido final de su

cinta y nos concentraremos en el estado final de su cabezal.
En lo que sigue, salvo indigquemos lo contrario, usaremos s6lo maquinas de Turing de decision.

Definicién 3.2. Sea M una médquina de Turing. Diremos que A acepta w si, con entrada w, la miquina
M se detiene y termina en estado final ¢,. Diremos que A rechaza w si, con entrada 1w, la miquina se

detiene vy termina en estado final g,.

Observe que una médquina A podria no detenerse para alguna entrada w2, pero en caso se detenga,

siempre determinard si acepta o rechaza w.
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Definicion 3.3. Sca M una mdquina de Turing. El lenguaje de aceptacién de M es el conjunto de
entradas w € £* aceptadas por M, es decir

Ly = {weX* : M acepta w}.

Ahora consideremos el problema inverso, es decir, dado un lenguaje L sobre cierto alfabeto X, ;exis-
tird una méquina de Turing M tal que L = Lps? Una respuesta afirmativa a esta pregunta implicaria que
para cualquier w € X* candidato a estar en L, la maquina M nos confirmaria que efectivamente w € L.

Definicion 3.4. Diremos que un lenguaje L sobre £ es reconocible o semidecidible, si existe M tal que

L = Ly, es decir, w € L si, y sdlo si, w es aceptado por M. En este caso diremos que M reconoce L.

Sin embargo, si w ¢ Ljs no significa que w es rechazado por M, pues M bien puede no detenerse
con entrada w. En la préctica, es dificil! distinguir si una mdquina con entrada  no se detiene, o bien

esta tomando un tiempo largo en detenerse. Es claro que queremos evitar este tipo de situaciones.

Definicién 3.5. Diremos que un lenguaje L sobre ¥ es decidible, si L = L) para alguna maquina A/
con la propiedad de que M se detiene para toda entrada w € %.*. En este caso diremos que A decide L.

Observacion 3.6. Es también estindar (cf. [Hopcroft et al., 2001, Lewis and Papadimitriou, 1997]) lla-

mar recursivamente numerable a un lenguaje semidecidible, y recursivo a un lenguaje decidible.

Ejemplo 3.7. Sea X = {0,1, |} y definamos el lenguaje
L ={mumnm eZ* : mneN, m < n}.

Construiremos una miquina M que decide L. Por el corolario 2.61, podemos construir M de 2 cintas y
procederemos como en el ejemplo 2.59. Sea M = (E,T, @, 8,b, g, ¢a, ¢-) de 2 cintas, donde

1. £=1{0,1]}
2.T=Xu{b}.

3. Q= {0, 2 01}

4. § estd definida de la siguiente manera

sl b | ks | ms | w6

q | (go,b, 7 1,1) {g1,p,b, 1, 1)

a1 (qa,r,b,l,l) (qr:b’sslvl) (ql,r,s,l,—l) (q2,b,b,-l,1)
q2 (Q3,b,3,1,0) (g2,7,8,—1,0)

"En genesal es imposible, vea la seccién 3.2.3.
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donde r,s = 0, 1,y é en estado g3 estd definido por

sloany | ey | ek | @y | oy
g3 | (g3, 1,1,1,1) [ (43,0,0,1,1) | (ga,b,b, =1,~1) | (4, 1,0,1, 1) | (¢+,0,1,1,1)

Sean m,n € Ny suponga que ejecutamos M con entrada w = mg)|n(z). En este caso, M funciona de
la siguiente manera: los estados gy y g1 son analogos a los respectivos estados de la mdquina definida en
el ejemplo 2.59. Estos sirven para comparar €l tamafio de myy) y n¢yy. La méquina acepta la entrada si
encuentra que la longitud de myz) es estrictamente menor que la longitud de ny, y la rechaza si ocurre lo
opuesto. Aligual que en el ejemplo 2.59, M copia my,y en su segunda cinta y borra el caracter |. En caso
M detecte que myz) ¥y n(o) tienen la misma longitud, entonces pasa a estado go, posiciona los cabezales
de la primera cinta y segunda cinta al inicio de m g y 72y, tespectivamente, y luego pasa a estado gg.
Finalmente, el estado g3 se encarga de comparar paralelamente los digitos de mys) y n(2) hasta encontrar
una discrepancia. De no encontrarla, acepta la entrada (pues m = n). Por otro lado, si encuentra (1,0)

significa que n > m y acepta la entrada, y rechaza la entrada de encontrar (0, 1).

Ejemplo 3.8. Sobre £ = {0, 1} consideremos el lenguaje de las cadenas palindromas
L={ay---anp€X* : a; = ap_y4) paratodoi = 1,...,n} U {€}

Una méaquina que decide L procede de la siguiente manera:
» Elimina el primer caracter de la entrada.
s Mueve el cabezal hasta el 1iltimo caracter.

= Si el ultimo caracter es igual al primero, elimina dicho caracter y mueve el cabezal hasta ¢l (nuevo)

primer caracter.

» Repite lo anterior hasta no quedar més caracteres o encontrar que el ltimo caracter no es igual al

primero.
Considere la maquina de Turing M = (£,T, @, §,b, go, ¢a, gr) tal que
1. T = {0,1,b};
2. 2={0,1});

3. @ ={q0, q1.492,93, 94,95, G- Gr }
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4. 4 estd definida de 1a siguiente manera:

8 0 1 b

go | (q,b,1) | (ga,5,1) | (ga,b,1)
qa | (@,0,1) | {g,1,1) | {ga,b, 1)
gz | (43,0, -1} | (gr, 1, 1) | (ga,b, —1)
a3 | (g3,0,-1) | (g3, 1,—-1) | (go,b.,1)
qa| (94,0,1) | (ga,1,1) | (gs,p,—1)
g5 | (gr b, =1) | (g3,0,—1) | {da,?, —1)

En este caso, el estado gq lee el primer caracter de la cadena y pasa a estado ¢;, en caso este sea 0, 0 a
estado qq, en caso este sea 1. Los estados ¢; y ga simplemente mueven el cabezal de la mdquina hasta
el dltimo caracter y luego cambian al estado ga y g5 respectivamente. El estado ¢ cambia al estado de
rechazo g, si encuentra un I, o borra el contenido y pasa a estado g3 en caso encuentre 0, o acepta la
entrada en caso encuentre b. Anilogamente, g4 cambia a g, si encuentra un 0, acepta si encuentra b o
borra y pasa a g3 si encuentra un 1. El estado g3 simplemente posiciona el cabezal en el (nuevo) primer
elemento de la cadena y cambia a estado gg, y todo se repite hasta que el cabezal en estado gq encuentre

b.

3.2. Maquina de Turing universal y lenguajes no decidibles

Si tuviéramos que dar un andlogo en la vida real de las médquinas de Turing, entonces una méquina
de Turing seria una pequefia computadora cuyos circuitos contienen las instrucciones de funcionamiento
(la funcién de transicién), el disco duro almacenaria los datos que son procesados (la cinta) y el CPU
se encargaria de ejecutar las acciones (el cabezal). Ademas tendria un teclado, adecuado para ihgresar
caracteres de un alfabeto ¥, y un monitor, capaz de mostrar caracteres de cierto alfabeto T y/o las palabras
acepta y rechaza.

Cada una de estas computadoras tiene incorporado un Gnico programa, a diferencia de las compu-
tadoras de uso comun, que tienen un *“‘gran programa” (sistema operativo) que se encarga de ejecutar
programas mas pequeiios a voluntad del usuario. La mdquina de Turing universal es el andlogo a un
sistema operativo de las maquinas de Turing, pues ejecuta méquinas de Turing con alguna entrada dada.

Observe que esto no es lo mismo que lo hecho en la demostracién del teorema 2.60, donde se cons-
truyé una maquina M’ que dependia de otra maquina M. En este caso, la méquina de Turing universal
[/ tiene instrucciones especificas tales que, dada cualquier maquina M, codificada de alguna manera, y
una entrada w de M, U literalmente ejecuta M con entrada w y devuelve la salida de M.

Es asi que necesitamos una manera de codificar la informacion de una méquina de Turing, de tal
manera que cualquier méquina de Turing pueda ser representada, sin ambigiiedad, por una cadena en

algun alfabeto.
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3.2.1. Codificacion de maquinas de Turing

Sea M = (X,T,Q,8,b,q0, qa, gr) una méquina de Turing. Sin pérdida de generalidad, podemos re-
emplazar T’ por cualquier conjunto finito de la misma cardinalidad, de acuerdo a nuestra conveniencia,
modificando adecuadamente I, § y b. De la misma manera, podemos reemplazar ¢J por cualquier con-
junto finito con la misma cardinatidad, siempre y coando no interseque el alfabeto de la méquina. Asi,
sopongamos que I' = {1,...,n}, & = {1,...,r},conr < n,y Q = {0,1,2,...,3}. En este caso,
definimos b = n, gy = 0, ¢, = Ty ¢, = 2. Por lo tanto, M tiene la forma

{1,...,71{1,....n}, {0,...,5},6,n,0,1,3). (3.1)

Vamos a asociar, a cada elemento de T' y @, una palabra en el alfabeto {0, 1, s, e}. Entonces, a cada

p € I'y § € Q, les asociamos las palabras sppy ¥ @¢(z), respectivamente. De esto, podemos dar la
siguiente definicién.

Definicién 3.9. Dado w = w; - - -wy € I'*, 1a codificacién de w es la cadena (w) = ewy(g) '+ eWp(g)-

Ejemplo 3.10. SeaT = {1,...,100} y @ = {0,...,200}. Entonces 47 € I se codifica como 5101111y
148 € Q se codifica como e10010100. Ademds, en este caso, b, go, g, ¥ g» s codifican como s1100100,
el, el y el0, respectivamente.

Ejemplo 3.11. Consideremos la méquina de Turing M definida en el ejemplo 3.8. Por lo dicho ante-
riormente, podemos suponer que & = {1,2},I' = T u {3} y Q@ = {§,1,2,3,...,7}, donde b = 3,
ga = 1ygq = 2. En este caso, codificando los clementos de T' y @ obtenemos: {s1,s10,s11} y
{e0,el,e10,ell, e100,e101, €110, e111}, respectivamente.

Ahora asociemos una codificacién a 8. A cada transicién 8{g,r) = (¢’,7’, A) le asociamos el cidigo
eq(z) sr{g)eq&} szz)mi € {0,1,s,e,m}",

donde A\ =0siA=—1y\=1si)=1 Observe que ¢l cédigo anterior representa sin ambigiiedad ala
transicién dada inicialmente. Asi, 1a funcidn de transicién § es codificada por la concatenacién de todas
las codificaciones de sus transiciones. En general la cadena resultante no es iinica, sin embargo, esto no
serd inconveniente pues existen solo finitas de ellas. Denotaremos a esta cadena como {65
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CAPITULO 3. DECIDIBILIDAD

5 0 1 b

| (qub1) | (g6,h,1) | (qasb,1)

g (q,0,1) | (@,1,1) | (g2,b,-1)

g2 | (43,0, =1) | {gr, 1,-1) | (ga,b, —1)

g3 | (2,0,-1) | (g5, 1, =1) | (g0,b, 1)

44 (q4a0#1) (Q4,l,i) (%,b,—l)

g5 | (gr,b,—1) | (g3,b,-1) | (¢a,b, 1)

de donde, codificando cada transicién, obtenemos

d sl s10 s11
el elslellsliml e(510el110s11ml eflsllelslliml
ell ellslellslml ellsllellsl0ml ells11el00s1imD
el00 | el00s1el0ls1im0 | 210051010s10m0 2100sllelslim0
el(l | el01s1el0islm0 [ elDlsl0elDislOmD| e101slleOsllml
el10 | elllslelllslml | ell0si0el10s10ml | e110s1lelllsllm0
elll | elllslellslim0 | elllsl0elflsllm0]| elllsllielsllmO

y asi, la codificacién {8 de ¢ serfa

elslellsllmle0s10e110s1lmlelsllelsllmlellslellslml
ells10ellsilmlellsllel00s11n0ell0s1el01lst1m0e100210e10510m0
2100s1lelslimlel01s1ell1s1m0el0ls10e101510m0e101s11e0siiml
e11051e110s1mlell0s10e110s10mlell0s1lelllslimlelllslel0s11mb
elllsl0el01s11lmOelllsilelsl1im0.

Observe que del codigo anterior podemos recuperar la funcién é original, respetando la convencién de
queb = s11, gy = €0, g, = el y g = e10.

Como ya mencionamos, 1a codificacion de la funcidn de transicién d de ﬁna maquina M no es unica,
sin embargo, de cualquier codificacién de § podemos siempre recuperar  sin ambigiiedades. De hecho,
la codificacion de ¢ almacena toda la informacién necesaria para, suponiendo ya definida la maquina de
Turing universal, ejecutar M con alguna entrada. Sin embargo, dada una cadena C' = {J) que representa
una funcién de transicién ¢ de algunta maquina M, no podemos recuperar M sin ambigiiedades. Esto se
debe a que € no almacena informacién acercade £, Ty @.

Definicién 3.13. Sea M = ({1,...,r},{1,...,n},{0,...,5},8,7,0,1,2) una maquina de Turing. Una
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codificacion de M es una cadena de la forma

(M) = reyinggy| s #(8),
sobre el alfabeto C = {0,1, 5, e, m, #, |}, donde {5} es alguna codificacién de la funcién de transicién §.

Observe como una codificacién de una maquina M guarda similitud con el eédigo de un programa.
El stmbolo # divide a (M) en dos partes, 7)ln(2)|s2) v (8). La primera cadena es andloga a la cabecera
de un programa, y la segunda denota las instrucciones del mismo.

Previo a la definicién de mdquina de Turing wniversal, construiremos una mdquina de Turing que
decide codificaciones de maquinas de Turing.

Proposicién 3.14, El lenguaje £y = {{M) € C* : M es mdguina de Turing} es decidible.

Demostracién: Usaremos una maquina de Turing My de 5 cintas con alfabeto de entrada C. Inicial-
mente, Mg moverd (). negy ¥ 5(2) a la segunda, tercera y cuarta cinta, respectivamente. En caso algo
impida a My completar la tarea (por ejemplo, encontrar b ¢ # donde no deberia) rechazar 1a entrada.
Al terminar, la primera cinta deberd contener sélo (&) y tener los cabezales apuntando el inicio de las
cadenas escritas en todas sus cintas. Luego, My decidird si r < n. Esto puede ser conseguido adaptando
adecuadamente la maquina definida en el ejemplo 3.7. En caso no se tenga r < n, rechazar la entrada.

Ahora Mp debera decidir si la cadena escrita en la primera cinta codifica una funcién de transicién.
Debido a la definicion de (§), bastard saber decidir la codificacién de una transicién, Primero Mp mo-
verd la primera transicifn que encuentre en su primera cinta a la quinta cinta de Mp. Para esto, Mz
maoverd caracter por caracter de la primera a la quinta cinta, hasta encontrar el simbolo m. Al encontrar
m, Mg moverd este y el siguiente caracter a la quinta cinta. En caso Mp encuentre un simbolo diferente
de 8,1, s, &, m, Mp rechazara Ia entrada.

As{ tenemos un candidato a ser codificacién de transicién en la quinta cinta de M R; Recordemos que
una transicién valida s de la forma '

24 Sp(g)egzg) 33022)”‘3‘

donde q,¢' € {0,...,s} .0 € {1,...,7}, A € {0,1} y ¢ % 1,2. En este caso, Mp, actia en su quinta
cinta de la siguiente manera:

1. Mp lee y borra e. En caso no encuentre ¢l simbolo e, rechaza.

2. Mp escribe | al final de la coarta cinta (inmediatamente después de 8(2)), ¥ luego mueve uno por
uno los caracteres de la quinta cinta hasta encontrar s; lamemos g(2) & la cadena de los caracteres
desplazados. En caso encuentre un simbolo diferente de 0, 1, s, Mg rechaza. $i Gy resulta ser 1
¢ 14}, también rechaza.
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3. Mg compara g(y) con s(z) {adaptando Ia méquina del ejemplo 3.7). Si g > s, Mg rechaza, en caso
contrario, borra gggy v | de la cuarta cinta.

4. Mplee y borra s.

5. Mp escribe | al final de Ia tercera cinta (inmediatamente después de nz)). y luego mueve uno por
uno los caracteres de la quinta cinta hasta encontrar e; llamemos pyz) a la cadena de los caracteres
desplazados. En caso encuentre un sfimbolo diferente de 0, 1, e, Mg rechaza. 8i ppyy = 0, también
rechaza.

6. Mp compara p) con ngg (adaptando la maguina del ejemplo 3.7). Si p > n, Mp rechaza, en
caso contrario, borra pryy y | de la cuarta cinta,

7. Mp repite una vez mds los pasos anteriores, con las siguientes diferencias: en el item 2, %2) puede
ser 1 0 10, y en el ftem 5, Mg moverd caracteres hasta encontrar el simbolo m.

8. Finalmente, Mg lee y borra m y verifica que el siguiente (y iltimo) caracter sea 0 o 1. En caso de
no serlo, o no ser el dltimo, Mp rechaza.

En case Mg no haya rechazado el contenido de la quinta cinta, deberd repetir el proceso anterior. Mp
aceptard la entrada cuando la primera cinta esté vacia. i

3.2.2. La méquina de Turing universal

La maquina de Turing universal, que llamaremos U, ¢s una méquina de Turing que, teniendo como
entrada las codificaciones de una mdquina A y una entrada w, acepta si y solamente si M acepta w.
Como (M) y {(w) son palabras sobre C, una entrada vélida para U serd una palabra de la forma
{MD&Cw). Definimos el alfabeto de entrada de U como el conjunto Xy = C U {&}. Ast, U acepta
(MH&{w) si, y solamente si, w € Ly, Dicho de otra manera, el lenguaje de aceptacién de U estd dado
por :
Ly = {{MY&(w) € £F; : M es médquina de Turing y w e Ly}

Definimos I/ como una méquina de Turing de cinco cintas con alfabeto de entrada Yy, y describire-
mos el funcionamiento de U7, Para simplificar la descripeion, supondremos que la entrada de U estd en
Ly, asi, en caso U no pueda realizar alguna de las tareas que indicaremos, entonces U rechazard inme-
diatamente la entrada.

Inicialmente, I mueve {w) a su segunda cinta y luego decide si lo escrito en la primera cinta es
una codificacién vélida. Ahora, suponiendo (M) = rylniaylsm#(8), U decide si w € Xy, donde
Tas = {1,...,7}. Para comenzar la simulacién, U copia sng en la quinta cinta, borra la cabecera de
(M’ de la primera cinta, copia {w) y cambia ¢l sfmbolo inicial s de {w) por S en la tercera cinta y
escribe 0 en la cuarta cinta. Asi, tenemos U como en la figura 3.1,
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e & s 1 e i H - <ﬁ{>

sfttj1]olstifo o =-— W)

H 1 i |0 3 1 0 <= ¢inta de M

o -—— gstado de A7

1 1 ¥ 1 -&-——-bdﬁM

Figura 3.1: Mdquina de Turing universal

Ahora comenzaremos la simulacién de M con entrada w. En general, supongamos que ¢l cabezal de

la primera cinta apunta al caracter e que ¢s el primer caracter de la codificacion de una transicién de la

forma eq(g)sr(z}eqzi)srzg)mf\. Supongamos también que tenemos un estado eqey) en la cuarta cinta y

una cadena de la forma

5Py éPm‘(z) B 2 )]

en la tercera cinta, donde el cabezal de esta cinta apunta a s. En este caso s denotara que el cabezal de

M apunta a dicho caracter. Bajo estas condiciones U realiza lo sigutente:

1.

Compara caracter a caracter la primera y cuarta cintas, mientras tales caracteres sean iguales.
Cuando deje de ocurrir esto, si U encontré (s, b} entonces pasa al siguiente paso; en caso contrario,
el cabezal de la primera cinta pasa 4 la siguiente transicion y ¢l cabezal de la cuarta se ubica al
principio del estado. En caso no haya siguiente transicion, rechazar la entrada.

En este caso, el cabezal de la primera cinta apunta a s y el de 1a tercera apunta a 5. Ahora U
compara caracter a caracter la primera y tercera cintas, mientras tales caracteres sean iguales.
Cuando deje de ocurrir esto, si U encuentra (e, s} o (e, b), pasa al siguiente paso; en caso contrario,
el cabezal de la primera cinta pasa a la siguiente transicion, el cabezal de la tercera se ubica
nuevamente encima de & y I/ pasa al ftem 1. En caso no haya siguiente transicién, rechazar ta
entrada.

. Este es el caso en que UV encontré la transicién de M que va a ejecutar. En este momento, el cabezal

de la primera cinta apunta al segundo caracter e de la transicién eg{g)sqg)eqz?}s*r‘z?)mi. Luego,
U7 borrara todo e! contenido de la cuarta cinta, copiard caracter a caracter lo que encuentre en la
primera cinta v dejars el cabezal de la cuarta cinta apuntando al siguiente caracter b a la derecha
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dc lo escrito. Observe que debera haber copiado quQ) en la cuarta cinta. Después, U lee s y S en
la primera y tercera cinta, respectivamente. Luego copia caracter a caracter la primera en la tercera
cintas, hasta que: encuentre m en la primera cinta, o encuentre s o b en la tercera cinta. Pueden

ocurrir cuafro posibilidades:

a) St U encuentra m en laprimeracintay s o b en la tercera cinta, entonces pasamos al siguiente

paso.

b) Si U encucntra m en la primera cinta y algin caracter diferente de s o b en Ia tercera cinta,
entonces U/ borrara todo el contenido de [a tercera cinta restante hasta encontrar s o b. Luego
moverd todo el contenido de la tercera cinta desde dicho caracter hasta no dejar espacios
vacios.

¢) Si U encuentra b en la tercera cinta, seguird copiando caracteres de la primera cinta hasta
encontrar m en esta.

d) Si U encuentra s en la tercera cinta, moverd todo el contenido a la derecha de s a la coarta
cinta y seguird copiando caracteres de la primera cinta hasta encontrar m en esta. Luego,
moverd nuevamente el contenido copiado en la cuarta cinta en su posicion respectiva.

Para terminar la simulacién de la ejecucién de M, U leers el caracter A a la derecha de m y
reemplazari s por s en la tercera cinta. Luego U/ buscard el siguiente s a la izquierda o derecha
del s recién escrito y escribird $, en caso A sea 0 0 1, respectivamente. En caso no haya tal s, U
copiard $ n(z) de la quinta cinta a la tercera, en la posicién debida.

4. Finalmente, U verificara si lo escrito en la cuarta cinta es el o 10, y aceptard o rechazari la
entrada, segiin sea el caso. De no suceder lo anterior, I posicionard los cabezales adecuadamente,
para comenzar una nueva simulacidn.

Asi, 7 aceptard la entrada w' = (M)&{w) si, y solamente si, encuentra el en su cuarta cinta, y esto

ocurrira si, y solamente si, M acepta w. En cualquier otro caso, I/ rechazard u/'.

Hemos probado entonces la siguiente proposicidn.

Proposicion 3.18. Ei lenguaje Ly = {{MY&{w) : M es una mdquina de Turing y w € Ly} es

semidecidible.

Ademads, modificando ligeramente el comportamiento de la maquina [/, obtenemos:

Corolario 3.16. El lenguaje {{(M)&(w) : M es una mdquina de Turing y rechaza w} es semidecidible.

3.2.3. No decidibilidad de lenguajes

El hecho de haber construide una méquina de Turing /' que sélo reconoce Ly no demuestra que

Ly no es decidible. En general, para probar que un lenguaje no es decidible, debemos mostrar que no
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existe maquina de Turing que decida tal lenguaje. En esta seccién, probaremos que existen lenguajes no
decidibles, y daremos un ejemplo explicito.

Necesitaremos el siguiente lema, que resume las propiedades de los lenguajes decidibles y semide-
cidibles.

Lema 3.17. Sea L un lenguaje sobre algiin alfabeto T, y sea L el complemento de L, como en la

seccidn 1.2.

1. 8i L es decidible entonces es semidecidible.

2. 8i L es decidible entonces L es decidible.

3. Si Ly L son semidecidibles entonces L es decidible.

4. 8i L no es decidible entonces, o bien L no es semidecidible, o bien L no lo es.
Demostracidn:

1. Es inmcdiato de la definicién.

2. Basta modificar la mdquina de Turing que decide L para que acepte en lugar de rechazar y vice-

vETsa.

3. Sean M y M' las mdquinas de Turing que reconocen L y L, respectivamente. Construiremos una
méquina N de dos cintas que decide L. Inicialmente IV copia la entrada w en su segunda cinta y
simulard M y M’ en la primera y segunda cinta, respectivamente, y para esto, supondremos que
Qm x Qur © Q. N comenzara la simulacion en estado (q{)"f ; qé” ') y terminard o bien cuando
legue a estado (g27,¢') o (g,¢M’), aceptando la entrada, o cuando llegue a estado (g,¢M') o
(g™, ¢'), rechazando la entrada.

4. Es la afirmacion contrareciproca de 3. ' O

Gracias a lo hecho en la seccidén 3.2.1, obtenemos el siguiente resultado.
Proposicion 3.18. Existen lenguajes no semidecidibles.

Demostracion: La demostracion es un simple argumento de conteo. Sea ¥ un alfabeto finito; definamos

el conjunto
L={LcE* =PE").

Tenemos que L es el conjunto de todos los lenguajes sobre X. Como X es finito entonces * es numerable
y por un resuttado bien conocido de andlisis real, £ = P(Z*) tiene la misma cardinalidad que los

nimeros reales, es decir, ¢s no numerable.
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Por otro lado, definamos
S ={L c E* : Lesunlenguaje semidecidible}.

Para cada L € S, existe una méquina de Turing M que reconoce L, osea L = L. De esto, usando el
axioma de eleccion, podemos construir una funcién inyectiva ¢ : § — Ly definida por @{L) = (M,
donde M estal que L = Lps. Como L es un lenguaje sobre el alfabeto finito € = {0, 1, 5, e, m, #, |},
entonces Las €8 numerable vy por lo tanto & lo es. Esto demuestra la proposicion. M

Observacion 3.19. La proposicién anterior tiene una implicacién filosdfica importante: Ia cantidad de
problemas que podemos plantear (reconocer lenguajes) es inmensamente mayor que la cantidad de pro-
blemas que podemos resolver (lenguajes semidecidibles). El hecho que las componentes (alfabeto, con-
junto de estados, funcién de transicién) de las maquinas de Turing sean finitos hace que sdlo haya una
cantidad numerable de lenguajes que podemos reconocer. Este fendmeno también ocurre en el caso de
algoritmos.

{Qué tipo de problemas son tan engorrosos que no pueden ser resueltos por mdquinas de Turing?
Mejor dicho, ;qué tipo de lenguajes son tan complejos que no pueden ser reconocidos por méquinas de
Turing? Por otro lado, adn habiendo lenguajes no semidecidibles, ;habrd lenguajes semidecidibles pero
no decidibles? L.a siguiente proposicién responde positivamente a la anterior pregunta.

Proposicion 3.20. El lenguaje Ly = {{M>&{w) : M es mdquina de Turing y w € Ly} no es decidi-
ble.

Demostracion: Supongamos, por reduccién al absurdo, que exista una méquina de Turing H que decida
Ly . En este caso, H acepta una entrada z € If; si z es de la forma (M )&{w) con M médquina de Turing
y w € Lys, ¥y rechaza z en cualquier otro caso.

Construiremos una mdquina de Turing D con alfabeto de entrada y; de la siguiente' manera: con
entrada W, D acepta W si, y solamente si,  rechaza W&W. Como H decide Ly y W&W € I,
entonces L se detiene para tode W e Xf;.

Analicemos el comportamiento de D con entrada Wy = (D)

» Si D rechaza Wy entonces H acepta la cadena W& Wy. Esto implica que H acepta (D& W, es
decir, Wy es aceptado por I, contradiceion.

« Si D acepta Wy entonces H rechaza la cadena Wp& Wy, Sin embargo, como Wo&Wy = (DX&Ws
y Wy € TF, entonces el hecho de que H rechaza Wo& Wy implica que D no acepta® W, nueva-
mente una contradiccion.

Yoseq, o bien rechaza, o bien no se detiene,
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Las contradicciones anteriores provienen de la construccién de D, que a su vez proviene de la exis-
tencia de H que decide L. Por Io tanto Ly no es decidible. M

Observacién 3.21. En 1891, Georg Cantor publicé una demostracién muy elegante de que los nimeros
reales no son numerables (cf. [Dehornoy, 2009, §1.5]). Este argumento es conocide como el “método
de la diagonal” y consiste en enumerar los reales y construir un nimero real que no estd en tal enume-
racion. En la demostracion anterior hemos usado tal técnica para construir la méquina D a partir de la
médquina H. En efecto, como Lrps es numerable, podemos fijar una enumeracion My, ..., M,.... de
las maquinas de Turing. Como Ly es semidecidible, usando la mdquina U podemos conocer si M acepta
o rechaza (V) para algunos pares de maquinas M, N, es decir, tenemos la siguiente tabla incompleta:

My M2y (Mz) (Mg

My rechaza acepta

Mo acepta

M3y | rechaza acepta

My | acepta acepta rechaza

Al suponer la decidibilidad de Ly, suponemos la existencia de una miquina H que “complete” la
tabla anterior. Asi, tenemos la siguiente tabla {donde letra cursiva denota ef resultado obtenido por H):

(M)  (Myy  (Mz) (M)
M;i | acepra rechaza acepta acepta

My | rechaza  acepta rechaza acepta
M3 | rechaza acepla acepta rechaza -
M, | acepta rechaza acepta rechaza

Para construir [J tomamos la diagonal de la tabla antesior, y definimos £ con entrada M como lo opuesto
a la salida de H con entrada (M »& (M. La contradiccién surge debido a que como D es también una
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méquina de Turing, entonces I} = M, para algiin k£ € N. En este caso:

(M1 (M3) (Mzy (Mg - (D)

M, | acepta rechaza  acepta  acepta

M, | rechaza acepta rechaza acepta
Ms | rechaza  acepta  acepta  rechaza

My | acepta  rechaza acepta rechaza

D |rechaza rechaza rechaza acepta &7

Asi, obtenemos los siguientes corolarios.
Corolario 3.22. El lenguaje Ly = YN\ Ly no es semidecidible.
Corolario 3.23. Ellenguaje L = {{M)&{w) : M es mdquina de Turing y rechaza w} no es decidible.

Corolario 3.24. El lenguaje L = {{M»&{w) : M es mdquina de Turing y se detiene con entrada w}

es semidecidible pero no decidible.

El corolario 3.24 hace una afirmacién importante: no es posible decidir si una mdquina M se detiene
o no con entrada w, para toda posible maquina y para toda posible entrada. Este hecho se traduce en un

problema préctico tangible en el caso de algoritmos: e problema de la parada.

3.3. Un problema no decidible

Nos interesa que restricciones tenemos que afadir a los algoritmos para que puedan ser ejecutados

sin problemas por una computadora. Existen dos restricciones:

Restricciones aritméticas: Este problema surge cuando se desea representar nimeros de precision arbi-
traria en la computadora. Como la memoria disponible en una computadora es limitada, es imposi-
ble para las computadoras actuales representar cualquier mimero real. Este problema es estudiado

por el analisis numérico.

Restricciones de ejecucion: Este problema surge cuando se desea ejecutar una cantidad infinita de ins-

trucciones. Por ejemplo considere las siguientes instrucciones:

Inicie

mientras 1 == 1 hacer
escribir{’ hola mundo’)

fin—-mientras

Fin
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Es claro que al ¢jccutarsc las instrucciones anteriores el ¢jecutor no se detendra nunca. Para dar-
nos cuenta de esto, no hemos necesitado ejecutar las instrucciones anteriores, sino simplemente
analizar las instrucciones.

Latarea de analizar un conjunto de instrucciones para determinar si termina o no, no es trivial la mayorfa
de las veces. Para darse cuenta de esto considere las siguientes instrucciones:

Inicio

perfecto 1= FALSO

n o:= 3

mientras {no perfecto)} hacer
s = 0
d =1

mientras d < hacer

I

n
si n mod d == 0 entonces
s

5 := + d

fin-si

d :=d+ 1
fin-mientras
81 s == n enzonces

perfecto := VERDADERQO
s$ino

n := n+2
fin-si

fin-mientras

Fin

Al ejecutarse las instruceiones anteriores, estas se detendrdn si, y sélo si, existe un mimero natural 7 tal
que sea impar y perfecto (¢€sto es, que n sea la suma de sus divisores propios). El hecho de que existan
nimeros perfectos impares es un problema abierto en teor{a de nimeros (cf. [Ribenboim, 2004, §2.VILp.
83]). Luego, si se encuentra una manera de determinar si las instrucciones antcriorcs se detienen o no al
ser ejecutadas, entonces habremos probado tal conjetura. |

Es vélido entonces preguntarse si existe alguna manera de determinar si un procedimiento efectivo
¢s un algoritmo, es decir, si existe un algoritmo que diga si terminard la ejecucién de un conjunio de

instrucciones dado.

3.3.1. El problema de la parada

Conocido en inglés como The Halting Problem, este problema sc pregunta lo siguiente:
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“¢{Existird un algoritmo tal que: con entradas P y ¢, P cadena almacenando el pseu-
docodigo de un algoritmo y ¢ almacenando una entrada de P; determine si el algoritmo P
se detiene con entrada ¢, para todo algoritmo P y toda entrada t7”

Proposicion 3.25. No existe tal algoritmo.

Demostracién: Por reduccién al absurdo, supongamos que si exista dicho algoritmo.

Algoritmo 3 (Halt).
Entrada: ‘(P, t)’, con P cadena almacenando psendocddigo de un algoritmo, y
t cadena almacenando una entrada para P.
Inicio
Sorprendente y maravilloso algoritmo
que resuelve el problema de la parada.
Fin

Salida: VERDADERQ, si P se detiene con entrada t.

FALSO si P denota el pseudocédigo de algiin algoritmo y no se detiene con
’ entrada ¢, o si P no denota el pseudocédigo de alguin algoritmo.

Considerando ¢l algoritmo anterior, construiremas un nuevo algoritmo.

Algoritmo 4 (Confunde).

Entrada: = cadena.

Inicio
51 Ha t (x,x) == VERDADERO entonces
mientras 1 == 1 hacer

escribir (*hola mundo’)
fin-mientras
sino
y := VERDADERO
fin-si

Fin
Salida: vy

Sea C' una cadena almacenando el pseudocddigo anterior y analicemos el resultadode Halt (O, C).
Existen dos posibilidades para la respuesta:

» Halt ((7,C) es VERDADERO. Esto significa que Confunde con entrada ' se detiene (pues '

denota el cddigo de Confunde). Esto significa que al evaluarse la sentencia si de Confunde, la
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expresion Halt (x, x) ==VERDADERD rcsulté falsa para x=C, pues en caso contrario se hubiera
ejecutado un bucle infinito. Luego Halt (C, C) es falso, lo que implica que C' no se detiene con
entrada C. Esto es una contradiccién.

» Halt (C', C) es FALSO. Esto significa que Confunde no se detiene con entrada C'. De acuerdo
a la definicién de Confunde esto puede darse, o bien porque Ealt {x, x) no se detuvo al ejecu-
tarse 0 bien Halt (x, x) ==VERDADERO resulté verdadera para x=C. Lo primero no puede darse
porque estamos asumiendo que Halt es un algoritmo (osea, se detiene con cualquicr entrada). Sin
embargo, lo segundo tampoco puede darse, pues si Halt (x, x) ==VERDADERO resulté verdade-
rapara x=C, entonces Halt (', C) es VERDADERD, lo cual es una contradiccién.

Como en ambos casos se llegd a una contradiccion, tenemos que no es posible la existencia del algoritmo
Hait. O

Como ya mencionamos, las proposiciones 3.25 y 3.18 tienen una seria consecuencia: existen pro-
blemas [resp. lenguajes] para los cuales no es posible encontrar un algoritmo [resp. mdquina de Tu-
ring] que lo resuelva [resp. decida]. Existe un andlogo de este comportamiento en el caso de matemati-
cas. Esta patologia tiene un andlogo en matemdticas. En 1931, Kurt Godel demostré que en cualquier
sistema axiomdtico suficientemente “grande” existe afirmaciones verdaderas que no son demostrables
(cf. [Godel, 1931]).
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Conclusiones

La computacion tedrica nacié a partir de la teoria de la computabilidad, y esta nacié a partir del
décimo problema de Hilbert y de los trabajos de Church, Gédel, Turing, etc. El primer objetivo de este
trabajo fue el de estudiar los modelos de computabilidad de los autores antes mencionados. Estos mode-
los fueron hechos en base a las funciones con dominio y rango en los nmimeros naturales y sirven para
establecer la nocién de funcién computable, esto es, aquellas funciones cuya regla de carrespondencia
puede ser calculada, en cualquier punto, por un computador mediante un algoritmo.

Primeramente, presentamos ¢l lambda célculo de Church, comenzando con la nocién de A-término.
Por si solo, un A-término denota evaluacioncs y/o composiciones de una o mas funciones. Luego esta-
blecimos reglas para evaluar y reducir A-términos. Con esto, pudimos modelar las nociones de mimero
natural y de funciones naturales. Aiin mas, también vimos que, usando A-términos, es posible definir las
nociones de “verdadero” y “falso”, y modelar asi el calculo proposicional.

A continuacidn, presenlamos a las funciones recursivas primitivas. Estas consisten de componer,
mediante las operaciones dc substitucién y recursién primitiva, ciertas funciones bdsicas, Cjuc llamamos
“funciones iniciales”. No es dificil ver que una gran cantidad de funciones naturales son recursivas primi-
tivas. Sin embargo, un ejemplo de funcién no recursiva primitiva es la conocida funcién de Ackermann.
Probamos que la funcién de Ackermann es superior a cualquier funcidn recursiva primitiva, por ende,
esta no es recursiva primitiva. Podemos capturar 1a funcién de Ackermann definiendo la nocién de fun-
cién recursiva. Para esto, definimos la operacién de minimizacion, que esencialmente busca el menor
ndmero natural que anula una funcién. Usando el operador de minimizacién, junto con las operaciones
de substituci6n y recursién primitiva, y las funciones iniciales, pudimos definir una familia de funciones
naturales, no todas totalmente definidas, que llamamos “funciones recursivas parciales”. Asi, las funcio-
nes recursivas son las funciones recursivas parciales que son totalmente definidas, y es posible probar
que la funcién de Ackermann es recursiva.

Finalmente, presentamos a las méquinas de Turing. Una mdquina de Turing es un cabezal de fun-
cionamiento auténomo que achia sobre una cinta infinita. En este caso, la cinta es considerada como un

arreglo unidimensional infinito, donde cada “casilla” de la cinta contiene un sfmbolo, y el cabezal en
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cada paso modifica ¢l contenido de la casilla a 1a que apunta y se mueve una casilla a la derecha o a la
izquierda. Podemos considerar una maquina de Turing como una funcién, que dado un contenido inicial
dc las casillas de la cinta, devuelve el contenido de la cinta que se obtiene cuando ¢l cabezal se detiene.
Para convencernos del poder computacional que tiene una maquina de Turing, definimos un modelo dc
méquina que admite multiples cintas y probamos que este modelo es equivalente al modelo original de
una cinta,

Los tres modelos de computabilidad presentados son equivalentes. Esto llevd a Alonzo Church a
afirmar que cualquiera de estos modelos sirve como formalizacién de la nocién de algoritmo.

La primera parie de este trabajo termina mostrando un ejemplo de funcién no computable, esto es,
una funcién natural, definida en todo N, tal que no existe algoritmo que pueda calcularla. Esta funcién
es conocida como la funcidn del castor ocupado.

El segundo objetivo de este trabajo fue estudiar el concepto de decidibilidad. Los problemas de deci-
dibilidad son aquellos cuya respuesta es “si”” 0 “no”, y para esto, usamos a las médquinas de Turing para
formalizar el concepto de algoritma, debido a su versatilidad. Para el estudio de este tipo de problemas,
modificamos la definicién de méquina de Turing de tal manera que distinga como respuesta dos estados
finales especificos: estado de aceptacidn y estado de rechazo. Asf, un problema de decisién es modelado
por un problema de pertenencia de un elemento (que serd la entrada de la maquina) en un lenguaje (que
determinard la definicién de la maquina), y una solucién de un problema de decisién es una mdquina
de Turing (al que determine la pertenencia al lenguaje de su entrada. En este caso, un lenguaje se dice
decidible si problema de decisién que define tiene solucion.

De la misma manera que existen funciones no computables, es posible definir, en el contexto de
méquinas de Turing, lenguajes no decidibles. Para esto, construimos la mdquina de Turing universal,
que esencialmente es una maquina que ejecuta otras maquinas en entradas dadas. De manera similar,
ya en el contexto de algoritmos, definimos el problema de la parada, el cual es también no decidible.
Similarmente al caso de méquinas de Turing, probamos que no existe algoritmo que resuelva el problema
de la parada.

Los lemas expuestos en este trabajo son los principios de la teorfa de la computabilidad, y la con-
tinuacién natural del trabajo es la teoria de la complejidad. Esta teoria estudia la cantidad de pasos que
un algoritmo usa para resolver un problema,y para su estudio, la nocién de no determinismo es espe-
cialmente (til. De aqui surge el problema principal de la teoria de la computaci6n: el problema P vs

NP.
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Citas

A.1. El décimo problema de Hilbert
10, Entscheidung der Lisbarkeit einer diophantischen Gleichung,

Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekannten und mit ganzen rationalen Zahl-
koefficienten sei vorgelegt: man soll ein Verfahren angeben, nach welchen sich mittels einer end-
lichen Anzahl von Operationen entscheiden 138l vh die Gleichung in ganzen rationalen Zahlen
ldsbar ist.

A.2. Definicion original de la maquina de Turing

El siguiente texto fue extraido literalmente de “On computable numbers, with an application o the
Entscheidungsproblem”, publicado por Alan Turing {cf. [Turing, 1936]). '

1. Compuling machines.

We have said that the computable numbers are those whose decimals are calculable by finite
means. This requires rather more explicit definition. No real attempt will be made to justify the
definitions given until we reach §9. For the present 1 shall only say that the justification lies in
the fact that the human memory is necessarily limited.

We may compare a man in the process of computing a real number to a machine which is only
capable of a finite number of conditions ¢y, ¢, ...,gr which will be called “m-configurations™.
The machine is supplied with a “tape” (the analogue of paper) running through it, and divided
into sections (called “squares”) each capable of bearing a “symbol”. At any moment there is just
one square, say the r-th, bearing the symbol &(r) which is “in the machine”. We may call this
square the “scanned square”. The symbol on the scanned square may be called the “scanned
symbol”. The “scanned symbol” is the only one of which the machine is, so to speak, “directly
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aware”. However, by altering its m-configuration the machine can effectively remember some of
the symbols which it has “seen” (scanned) previously. The possible behaviour of the machine
al any moment is determined by the m-configuration g, and the scanned symbol &(r). This
pair gn, &(r) will be called the “configuration”: thus the configuration determines the possible
behaviour of the machine. In some of the configurations in which the scanned square is blank
(i.e. bears no symbol) the machine writes down a new symbol on the scanned square; in other
configurations it erases the scanned symbol. The machine may also change the square which
is being scanned, but only by shifting it one place to right or left. In addition to any of these
operations the m-configuration may be changed. Some of the symbols written down will form the
sequence of figures which is the decimal of the real number which is being computed. The others
are just rough notes to “assist the memory”. It will only be these rough notes which will be liable
to erasure.

It is my contention that these operations inelude all those which are used in the computation
of a number. The defence of this contention will be easier when the theory of the machines is
familiar to the reader. In the next section I therefore proceed with the development of the theory
and assume that it is understood what is meant by “machine”, “tape”, “scanned”, etc.

A.3. Church acerca de la definicion de efectivamente computable

El siguiente texto fue extraido literalmente de “An Unsolvable Problem of Elementary Number
Theory”, publicado por Alonzo Church (cf. [Church, 1936]).

As will appear. this definition of effective calculability can be stated in either of two equivalent
forms, (1) that a function of positive integers shall be calted effectively calculable if it is A-definable
in the sense of §2 below, (2) that a function of positive integers shall be called effectively calculable
if it is recursive in the sense of §4 below. The notion of A-definability is due jointly to the present
author and S. C. Kleene, successive steps towars it having been taken by the presen author in the
Annals of Mathematics, vol. 34 (1933), p. 863, and by Kleene in the American Journal of Mathematics,
vol. 57 (1935), p. 219. The notion of recursiveness in the sense of §4 below is due jointly to Jacques
Herbrand and Kurt Goddel, as is there explained. And the proof of equivalente of the two notions
is due chiefly to Kleene, but also partly to the present author and to ]. B. Rosser, as explained
below. The proposal to identify these notions with the intuitive notion of effective caleulability is
first made in the present paper (but see the first footnote to §7 below).

With the aid of the methads of Kleene (American Journal of Mathematics, 1935), the conside-
rations of the present paper could, with comparatively slight modification, be carried through
entirely in terms of A-decidability, without making use of the notion of recursiveness. On the
other hand, since the results of the present paper were obtained, it has been shown by Kleene
(see his forthcoming paper, “General recursive functions of natural numbers”) that analogous re-
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sults can he obtained entirely in terms of recursiveness, without making use of A-definability. The
fact, however, that two such widely different and (in the opinion of the author) equally natural
definitions of effective calculability turn oul lo be equivalent adds to the strength of the reasons
adduced below for believing that they constitute as general a characterization of this notion as is
consistent with the usual intuitive understanding of it.
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