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Resumen

Diferentes problemas fı́sicos de transferencia de calor que se dan por conducción, ra-

diación y conveccíon est́an representados por ecuaciones en derivadas parciales sujetas

a condiciones iniciales y de contorno. El interés en este trabajo es el estudio del proceso

de transferencia de calor por conducción y su control t́ermico sobre materiales isótropos

que est́an representadas por ecuaciones en derivadas parciales de tipo parab́olico.

De la formulacíon encontrada para estos problemas [7], [8] se han encontrado re-

sultados de existencia y unicidad de solución cĺasica pero que no conducen netamente

a la obtencíon de una solución expĺıcita. En el presente trabajo el objetivo es hacer un

estudio nuḿerico de estos problemas a fin de contribuir con la determinación de una

solucíon expĺıcita. Para ello se realiza el siguiente procedimiento: formulacíon varia-

cional del problema de contorno y de valor inicial de frontera fija como una ecuación

variacional parab́olica (EVP) y la formulacíon variacional del problema de contorno y

de valor inicial de frontera ḿovil como una inecuación variacional parab́olica (IVP).

Luego, se realiza el análisis cualitativo, es decir, demostrar la existencia y unicidad de

la solucíon d́ebil para ambos problemas. Posteriormente, procedemos a construir un

esquema nuḿerico para estimar cuantitativamente las soluciones aproximadas que re-

presentan a la distribución de la temperatura y el control térmico bajo las condiciones

de convergencia nuḿerica.

El esquema nuḿerico est́a conformado por el ḿetodo de Galerkin continuo, Ele-

mentos Finitos, Crank-Nicholson sobre un conjunto acotado contenido en un espacio

bidimensional para la EVP y Ḿetodo de Galerkin continuo, Elementos Finitos, Euler

Implı́cito, aproximacíon lagrangiana y el ḿetodo de Uzawa para la IVP.

Esta metodoloǵıa se puede utilizar para realizar la simulación nuḿerica del compor-

tamiento de la transferencia de calor por conducción y el control t́ermico sobre diversos

materiales tales como los que se ha supuesto para la experimentacíon nuḿerica en este

trabajo cuya propiedad de conductividad térmica son semejantes a la de un tipo de alu-

minio y de vidrio.
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3.1. Formulacíon de las Ecuaciones Variacionales Parabólicas (EVP) . . . . 46
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4.2.4. Convergencia del Ḿetodo de Uzawa . . . . . . . . . . . . . . . 90

5. RESULTADOS NUMÉRICOS 92
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Introducci ón

Los problemas de transferencia de calor por conducción, control de temperatura,

difusión de sustancias tóxicas entre otros que se basan en leyes fı́sicas tales como la

Ley de Fourier y de Fick conducen al estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales de tipo evolutivo, es decir, donde las ecuacionesdependen del espacio y tiem-

po y est́an sujetas a condiciones de valores iniciales y de contorno.Los estudios de

estos tipos de modelos matemáticos tienen una larga historia donde se ha alcanzado ma-

yor contribucíon en los siglos XVIII, XIX y XX por eminentes matemáticos de entre

los que sobresalen Fourier, Fick, Newton, Gauss, Dirichlet, Hilbert, J.J. Lions, Sobo-

lev, Brézis, Stamphaccia, Galerkin y Richard Courant. En el campo de la F́ısica, estos

modelos mateḿaticos han motivado la introducción y desarrollo de diversos temas de la

mateḿatica tales como los Espacios de Funciones integrables según Lebesgue, Teorı́a

de Distribuciones, Espacios de Sobolev, Teorı́a de Semigrupos, Optimización, Ćalculo

Variacional, estos temas permiten apreciar el mayor acercamiento entre la Ḿateḿatica

y la F́ısica.

Seǵun los resultados encontrados en [11], [21] y [27] básicamente se centran en

abordar las ecuaciones en derivadas parciales parabólicas como aplicación de los pro-

blemas que se presentan en la transferencia de calor y el control térmico [8], nuḿeri-

camente en [4], [19] existen algunos resultados en diferencias finitas evolutivamente y

espacialmente en una dimensión pero desde el punto de vista de una EDP parabólica ho-

moǵenea y con frontera fija. El interés en este trabajo es el estudio numérico del proceso

de transferencia de calor por conducción y su control t́ermico sobre materiales isótro-

pos que están representadas por ecuaciones en derivadas parciales de tipo parab́olico

no homoǵeneo, espacialmente en dos dimensiones, con frontera fija y móvil. Para e-

llo se realiza la resolución nuḿerica de estos problemas a fin de obtener una solución

expĺıcita.

Teniendo en cuenta este objetivo, el trabajo desarrollado comprende el siguiente
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contenido:

En elPrimer capı́tulo hemos considerado los conceptos preliminares y necesarios

de Ecuaciones Diferenciales, Análsis Funcional, Teorı́a de la Medida, Ćalculo Varia-

cional, Ańalisis Nuḿerico y Optimizacíon para abordar la definición de las problemas

de contorno y de valor inicial asociados a las EDP’S de tipo parab́olico aśı como tam-

bién se utilizan en la b́usqueda de su solución. En elSegundo Caṕıtulo se plantean

los problemas de contorno y de valor inicial que están asociados al problema de trans-

ferencia de calor por conducción con frontera fija y el problema de control térmico con

frontera ḿovil. En elTercer Caṕıtulo, se realiza la formulación variacional de las ecua-

ciones variacionales parabólicas (EVP) y de las inecuaciones variacionales parabólicas

(IVP) definidas sobre un espacio funcional de Sobolev evolutivo asociadas a las EDP´S

definidas en el capı́tulo anterior aśı como tambíen se realiza un breve análisis de la exis-

tencia y unicidad de solución d́ebil de estos problemas. En elCuarto Capı́tulo, se de-

sarrolla la aproximación nuḿerica de las EVP e IVP mediante los siguientes esquemas

numéricos: ḿetodo de semidiscretización con Galerkin continuo y Elementos Finitos

(MEF); y la discretizacíon total mediante el ḿetodo de Crank-Nicholson y el ḿetodo

iterativo de Gauss-Seidel sobre un conjunto acotado contenido en un espacio bidimen-

sional para la EVP y Ḿetodo de Galerkin continuo, Elementos Finitos, Euler Implı́cito,

aproximacíon lagrangiana y el ḿetodo de Uzawa para la IVP ası́ como un breve ańalisis

de la convergencia de los esquemas numéricos. En elQuinto Capı́tulo, se implementa

computacionalmente los algoritmos de aproximación para las EVP e IVP discretas y

se presentan los resultados numéricos de la transferencia de calor y el control térmico

para dos tipos de materiales como son el aluminio y el vidrio con su comportamiento

gráfico respectivo y se visualiza gráficamente la convergencia de los esquemas numéri-

cos. Finalmente en elSexto Caṕıtulo se dan algunas conclusiones sobre los resultados

numéricos y se proponen algunos futuros trabajos de investigación.
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Notaciones

Ω : un conjunto abierto y acotado deR
n (n = 1, 2, 3) con fronteraΓ = ∂ Ω .

ParaT ∈ R, T > 0 seaG = [0, T ] ⊆ R.

ΩT = Ω × [0, T ].

| Ω | : medida de lebesgue del conjuntoΩ.

C(Ω): es el conjunto de las funcionesf : Ω→ R continuas sobreΩ.

Cm(Ω): es el conjunto de todas las funcionesf : Ω → R que tienen todas sus

derivadas parciales continuas hasta de ordenm = 0, 1, 2, ... sobreΩ. Cuando

m = 0 se entenderá que se trata de la misma función ”f ”.

sop(f): Soporte de la funciónf : Ω→ R, es decir

sop(f) = {x ∈ Ω / f(x) 6= 0}

Cm
0 (Ω) : espacio de funcionesf : Ω → R ” m ” veces continuamente diferencia-

bles (m ∈ N óm = +∞) y de soporte compacto contenido enΩ.

V : Espacio vectorial que denotará un espacio de Banach o de Hilbert según se

mencione.

V ∗: Espacio dual topológico deV , es decir, espacio de las funcionales lineales

continuas deV enR. La notacíon< ., . >V ∗,V representa la relación de dualidad

entreV y V ∗.

C(G, V ): es el conjunto de las funcionesu : G→ V continuas sobreG.

Cm(G, V ): es el conjunto de todas las funcionesu : G → V que tienen todas

sus derivadas parciales continuas hasta de ordenm = 0, 1, 2, ... sobreG. Cuando

m = 0 se entenderá que se trata de la misma función ”u”.
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L(V,W ): Espacio de los operadores lineales continuos deV enW .

K: Subconjunto no vacı́o convexo cerrado deV .

Cm,1(ΩT ): Conjunto de funciones continuasu : Ω× [0, T ]→ R cuyas derivadas

clásicas hasta de ordenm son continuas enx ∈ Ω ⊆ R
n y derivada cĺasica de

orden 1 en la variablet ∈ [0, T ] tambíen es continua.

Cm,1(ΩT ) =

{

u : u,
∂mu

∂p1x1...∂pnxn

,
∂u

∂t
son continuas

}

para todo p1 + p2 + ...+ pn ≤ m
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Caṕıtulo 1

CONCEPTOS PRELIMINARES

A continuacíon presentamos las definiciones, teoremas, y otros resultados que nece-

sitaremos a lo largo del presente trabajo.

1.1. Espacios de Banach

SeaV un espacio vectorial sobre el campo de los números reales. En esta sección

daremos todos los conceptos necesarios para llegar a definirun espacio de Banach en el

campo de los ńumeros reales.

Definición 1.1.1 (Base de un espacio vectorial)

SeaV un espacio vectorial y seaB = {v1, v2, ..., vn} un subconjunto deV . Se define a

B como unabasedeV si satisface lo siguiente:

1. B es elconjunto generadordeV .

2. B eslinealmente independiente.

dondeB puede ser un conjunto finito o infinito.

Definición 1.1.2 (Dimensíon de un espacio vectorial)

La dimensíon del espacio vectorialV est́a definido por el ńumero de elementos de su

base.

La dimensíon del espacio vectorial puede ser finito o infinito.

Ejemplo 1.1.1
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a) V = (R4,+, .,R) es un espacio vectorial cuya base es

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0)

e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1)

luego es de dimensión finita (dimV = 4).

b) V = {f : C→ C : f es un polinomio} es un espacio vectorial sobre el campo

C, adeḿas, V est́a formado por elementos de la forma

f(x) = a0 + a1x+ ...+ cnx
n.

Seanfk(x) = xk, k = 0, 1, 2, .... Aśı el conjunto{f0, f1, f2, ...} es una base de

V , vemos aśı queV es de dimensión infinita (dimV =∞).

Del ejemplo anterior, el caso (a) está generado por un número finito de vectores y el

caso (b) est́a generado por un número infinito de vectores.

Definición 1.1.3 SeanV,W dos espacios vectoriales reales, y consideremos la apli-

caciónT : V → W . Decimos queT es unatransformación lineal si:

T (αu+ βv) = αT (u) + βT (v) para todoα, β ∈ R y todo u, v ∈ V

SiW = R entoncesT es llamadafuncional lineal.

Definición 1.1.4 (Norma de un espacio vectorial)La aplicacion|| . ||: V → [0,∞ >

define unanorma sobreV si cumple lo siguiente:

1. || u+ v || ≤ || u || + || v || para todo u, v ∈ V

2. || λu ||=| λ ||| u || para todo u ∈ V y todo λ ∈ R

3. || u ||= 0 si y solamente si u = 0

Un espacio vectorial provisto de una norma será llamadoespacio vectorial norma-

do (e.v.n)y seŕa denotado por(V, || . ||).

Definición 1.1.5 SeanV,W e.v.n. Una transformación linealT : V → W esacotada

si ésta es acotada sobre la bola unitaria deV , esto es

∃M > 0 tal que : || Tv ||W ≤ M || v ||V para todo v ∈ V (1.1)
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Definición 1.1.6 SeaV un espacio vectorial real. Una aplicaciónd : V ×V → [0,∞ >

es llamada unadistancia ó métrica si:

1. d(u, v) > 0 para todo u, v ∈ V

2. d(u, v) = 0 si y solamente siu = v

3. d(u, v) = d(v, u) para todo u, v ∈ V

4. d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) para todo u, v, w ∈ V

Un espacio vectorialV provisto de una distancia será llamadoespacio ḿetrico (e.m.)y

seŕa denotado por(V, d).

Observacíon 1.1.1

◮ En un e.v.n.(V, || . ||), se puede construir una ḿetrica mediante la siguiente relación

d(u, v) =|| u− v || para todou, v ∈ V

Definición 1.1.7 (Espacio separable)

Se dice que un espacio métricoV esseparablesi existe un subconjuntoD ⊂ V nume-

rable y denso.

Definición 1.1.8 Sea(V, d) un e.m., dada una sucesión {un}
∞
n=1 ⊆ V , decimos que

éstaconvergea ” u ∈ V ”si respecto a la ḿetricad se verifica

ĺım
n→∞

d(un, u) = 0 (1.2)

y se denota por un → u. Tambíen podemos decir que{un}
∞
n=1 ⊆ V converge fuerte-

mentea u ∈ V .

Definición 1.1.9 Sean:V un e.v.n., una funcionalf : V → K = R o C y una sucesión

{un}
∞
n=1 ⊆ V . Luego

1. Diremos quef escontinua en un puntox0 ∈ V si

f(xn)→ f(x0) siempre que xn → x0.

2. La funcionalf seŕa llamadafuncional continua sobreV si es continua en cada

punto deV .
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3. La funcionalf seŕa llamada funcional lineal continua si es simult́aneamente

lineal y continua sobreV .

Definición 1.1.10 SeaV un espacio vectorial normado. Se define al espacio:

V ∗ = {f : V → R / f es una funcional lineal continua}

como elespacio dual topoĺogico de V.

Observacíon 1.1.2

◮ El espacioV ∗ con la aplicacíon siguiente

|| f ||= sup
x∈V

x 6=0

| f(x) |

|| x ||
= sup

||x||=1

| f(x) | para todo f ∈ V ∗

es un espacio vectorial normado.

Observacíon 1.1.3

◮ En un espacio vectorial normado, los conceptos de funcionallineal continua y fun-

cional lineal acotada son equivalentes, es decir, para que una funcional lineal sea con-

tinua es necesario y suficiente que sea acotada.

Definición 1.1.11 Seau ∈ V y f ∈ V ∗, se define elproducto de dualidadpor

< f, u >V ∗,V := f(u)

Definición 1.1.12 Sea(V, d) un e.m. y sea una sucesión {un}
∞
n=1 ⊆ V entonces, se

tiene los siguientes conceptos:

1. La sucesíon es llamadasucesíon de Cauchysi para cadaǫ > 0 existen0 ∈ N tal

que

d(um, un) < ǫ para todom,n ≥ n0.

2. V es llamadoespacio ḿetrico completosi toda sucesión de Cauchy converge en

V .

Definición 1.1.13 (Espacio de Banach)

Se dice que un espacio vectorial normado es unespacio de Banachsi éste es completo

con la ḿetrica inducida por la norma.
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Definición 1.1.14 (Inclusíon continua)

SeanV,W espacios de Banach sobreK = R, C conV ⊆ W . Definimos el operador

inclusión ”j” como

j : V → W

u 7→ j(u) = u

para todou ∈ V . Decimos queV ⊆ W es unainclusión continua si y śolo si ”j” es

continua, es decir, existe una constantec > 0 tal que

|| u ||W ≤ c || u ||V para todou ∈ V

Definición 1.1.15 (Espacio reflexivo)

SeaV un espacio de Banach yJ : V → V ∗∗ la inyección cańonica de V en V ∗∗

definida como

< Jv, f >V ∗∗,V ∗ = < f, v >V ∗,V para todo v ∈ V y todo f ∈ V ∗

Se define aV como unespacio reflexivosi cumple la siguiente relación J(V ) = V ∗∗,

es decir, la aplicacíonJ es sobreyectivo.

En lo que sigue mencionamos dos resultados que involucran las definiciones de espacios

separables y reflexivos para un espacio de BanachV .

Teorema 1.1.1SeaV un espacio de Banach tal queV ∗ es separable. EntoncesV es

separable.

El rećıproco de este teorema no es cierto dado que existen espaciosde BanachV separa-

bles tales que su dualV ∗ no es separable. Para un estudio más detallado recomendamos

la lectura de [3].

Corolario 1.1.1 SeaV un espacio de Banach. Entonces

V es reflexivo y separable si y solamente siV ∗ es reflexivo y separable.

Definición 1.1.16 (Convergencia d́ebil) Decimos que una sucesión{un}
∞
n=1 ⊆ V con-

verge d́ebilmentea u ∈ V si y śolo si ĺım
n→∞

f(un) existe y adeḿas

ĺım
n→∞

f(un) = f(u) para todo f ∈ V ∗

y seŕa denotada del modo siguiente :un ⇀ u.
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La definicíon anterior permite hablar en términos de convergencia débil, la cual es una

definición importante en la teorı́a de ecuaciones diferenciales parciales y en lo que sigue

damos algunos resultados de la convergencia débil en espacios de Banach que serán de

inteŕes en los siguientes capı́tulos.

Teorema 1.1.2Toda sucesión acotada en un espacio de Banach reflexivo tiene una

subsucesión d́ebilmente convergente.

Proposición 1.1.1 (Propiedades de la convergencia débil) Sea{un}
∞
n=1 ⊆ V una suce-

sión en un espacio de BanachV sobreK = R,C. Entonces se cumplen las siguientes

afirmaciones:

1. La convergencia fuerteun → u cuandon → ∞ implica la convergencia d́ebil

un ⇀ u cuandon→∞.

2. SidimV < ∞, entonces la convergencia débil un ⇀ u cuandon → ∞ implica

la convergencia fuerteun → u cuandon→∞.

3. Siun ⇀ u cuandon→∞, entonces{un}
∞
n=1 est́a acotado y

|| u || ≤ ĺım inf
n→∞

|| un || (1.3)

4. Si{un}
∞
n=1 es acotada enV y si existe unu ∈ V y un subconjuntoD ⊂ V ∗ tal

que

< f, un >V ∗,V → < f, u >V ∗,V cuando n→∞ para todo f ∈ D,

entoncesun ⇀ u cuandon→∞.

5. SiV es adeḿas reflexivo y la sucesión real{< v, un >V ∗,V }
∞
n=1 converge para

todov ∈ V ∗, entonces existe unu ∈ V tal queun ⇀ u cuandon→∞.

6. Si{un}
∞
n=1 es una sucesión acotada en el espacio reflexivoV , entonces{un}

∞
n=1

tiene una subsucesión que converge d́ebilmente. Adicionalmente, si cada subsuce-

sión d́ebilmente convergente de{un}
∞
n=1 tiene el mismo lı́miteu, entoncesun ⇀ u

cuandon→∞.

7. Dada la sucesión{un}
∞
n=1 que verifica

un ⇀ u en V cuando n→∞,

fn → f en V ∗ cuando n→∞,

entonces< fn, un >V ∗,V → < f, u >V ∗,V cuando n→∞.
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8. SiV es reflexivo y se tiene que

un → u en V cuando n→∞,

fn ⇀ f en V ∗ cuando n→∞,

entonces< fn, un >V ∗,V → < f, u >V ∗,V cuando n→∞.

Los resultados de la Proposición 1.1.1 seŕan de vital importancia ḿas adelante cuando

se quiera probar la convergencia del método de Galerkin, su demostración puede ser

revisada en [25].

1.2. Espacios de Hilbert

Definición 1.2.1 SeaV un espacio vectorial sobreK = R o C. Un producto interno

es una aplicacíon (, ) : V × V → K que verifica las siguientes condiciones:

1. (u+ v, w) = (u,w) + (v, w) para todou, v, w ∈ V .

2. (αu, v) = α (u, v) para todo u, v ∈ V y todoα ∈ K.

3. (u, v) = (v, u) para todo u, v ∈ V .

4. (u, u) ≥ 0 para todo u ∈ V .

5. (u, u) = 0 si y solamente siu = 0.

en el caso de los espacios euclideanos(K = R) se tiene la linealidad en ambos argu-

mentos del(, ), lo que recibe el nombre de bilinealidad.

Observacíon 1.2.1

◮ A todo producto interno se le asocia una norma, definida por

|| u ||:= (u, u)
1
2 para todo u ∈ V (1.4)

Definición 1.2.2 V es llamado unespacio pre-Hilbert si con la norma (1.4) satisface

la siguiente condicíon

|| u+ v ||2 + || u− v ||2= 2( || u ||2 + || v ||2 ) para todou, v ∈ V

Definición 1.2.3 (Espacio de Hilbert)

Un espacio de Hilbertes un espacio vectorial con producto interno(., .) , y que es un

espacio de Banach con la norma|| . || inducida por(., .). Por la Observacíon 1.2.1 esto

es posible.
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En [2] se demuestra que todo espacio de Hilbert es un espacio reflexivo.

Teorema 1.2.1 (Representación de Riesz)Toda funcional lineal acotadaf ∈ H∗ so-

bre un espacio de HilbertH puede ser representado en términos del producto interno

como sigue

< f, u >H∗,H= (u, v) para todo u ∈ H

dondev ∈ H depende def y est́a únicamente determinado, además

|| v ||H = || f ||H∗

Definición 1.2.4 (Forma bilineal)

Sea(V, || . ||) un espacio vectorial normado. Toda aplicacióna(., .) : V × V → R que

verifica:

i) a(λu+ µv, w) = λa(u,w) + µa(v, w) para todo λ, µ ∈ R y u, v, w ∈ V

ii) a(u, λv + µw) = λa(u, v) + µa(v, w) para todo λ, µ ∈ R y u, v, w ∈ V

se denominaforma bilineal .

Adeḿas:

•Decimos que la forma bilineala(., .) essimétrica si se cumple

a(u, v) = a(v, u) para todo u, v ∈ V

•Decimos que la forma bilineala(., .) est́a acotadasi existe una constanteM > 0 tal

que

| a(u, v) | ≤ M || u |||| v || para todo u, v ∈ V

•Decimos que la forma bilineal esV - elı́ptica, coercivo o fuertemente positivasi

existe una constantec > 0 tal que

a(v, v) ≥ c || v ||2 para todo v ∈ V

Definición 1.2.5 (Operador mońotono)

Sea V un espacio de Hilbert real con producto interno(., .) respectivo. Un operador

A : V → V ∗ esmonótonosi cumple la siguiente condición

(Au− Av, u− v) ≥ 0 para todo u, v ∈ V
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Definición 1.2.6 (Operador fuertemente mońotono)

Sea V un espacio de Hilbert real con producto interno(., .) respectivo. Un operador

A : V → V ∗ esfuertemente mońotonosi y solamente si existe una constantec > 0 de

modo que

(Au− Av, u− v) ≥ c || u− v ||2 para todo u, v ∈ V

Definición 1.2.7 (Operador hemicontinuo)

Sea V un espacio de Hilbert real con producto interno(., .) respectivo. Un operador

A : V → V ∗ eshemicontinuosi la funcíonf : R→ R definida por

f : R → R

λ 7→ f(λ) = (A(u+ λ v), w)

es continua para todoλ ∈ R y todo u, v, w ∈ V .

Definición 1.2.8 (Operador pseudomońotono)

Sea V un espacio de Hilbert real. Un operadorA : V → V ∗ se dicepseudomońotono

si cumple las siguientes condiciones:

1. A es acotado.

2. Siuj → u enV débilmente yĺım sup
j→∞

(Auj, uj − u) ≤ 0 entonces

ĺım inf
j→∞

(Auj, uj − v) ≥ (Au, u− v) para todo v ∈ V.

El siguiente resultado muestra como se relacionan los operadores mońotonos, hemicon-

tinuos y pseudomońotnos en un espacio de Hilbert.

Proposición 1.2.1 Sea V un espacio de Hilbert real y seaA : V → V ∗ un operador.

Luego, siA es acotado, hemicontinuo y monótono entoncesA es pseudomonótono.

Teorema 1.2.2SeanK un conjunto convexo, cerrado y acotado deV ,A : K → V ∗ un

operador pseudomonótono y coercivo, es decir:

Existev0 tal que

(A(v), v − v0)

|| v ||
→ +∞ si || v ||→ ∞ para todo v ∈ K

entonces para todof ∈ V ∗ existe u ∈ K tal que satisface

(A(u), v − u) ≥ (f, v − u) para todo v ∈ K
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1.3. Resultados B́asicos del Ańalisis Convexo

Definición 1.3.1 (Conjunto convexo)

Un subconjuntoK de un espacio vectorialV esconvexosi verifica la siguiente propiedad

geoḿetrica:

∀x, y ∈ K : λx+ (1− λ) y ∈ K, para todo λ ∈ (0, 1).

Es decir, los elementos de la recta que unen ax ey tambíen pertenecen al conjuntoK.

Figura 1.1: Conjunto convexo

Teorema 1.3.1 (De la mejor aproximacíon sobre un convexo cerrado)

SeaK un subconjunto convexo cerrado no vacı́o de un espacio de HilbertH. Dado

x ∈ H, existe uńunico elementoy0 ∈ K que verifica

|| x− y0 ||H= ı́nf
y∈K
|| x− y ||H ≤ || x− y ||H , para todo y ∈ K

es decir, existe un elementoy0 = ProyK x llamadola mejor aproximación ax, dado

que minimiza su distancia áeste seǵun la norma deH.

Adeḿas se cumple

d(x,K) =|| x− y0 ||

tal quey0 se caracteriza por la siguiente propiedad

y0 ∈ K, (x− y0, v − y0) ≤ 0, para todo v ∈ K

Teorema 1.3.2 (De la proyección sobre un subespacio vectorial cerrado)

SeaH un espacio de Hilbert yM un subespacio vectorial cerrado deH. Entonces:

i) Para todo x ∈ H existe uńunico elementoy = ProyM x ∈ M el cual verifica

(y − x) ⊥ M .
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ii) El operador de proyecciónP = ProyM es un operador lineal continuo deH en

H, de norma|| P || ≤ 1.

Definición 1.3.2 SeaV un espacio vectorial normado,J : V →] −∞,+∞] una fun-

ción. Se define comodominio efectivo deJ al conjunto

D(J) = {v ∈ V / J(v) < +∞}

Definición 1.3.3 Una funcíon J : V →] −∞,+∞] dondeV es un espacio vectorial

normado, se dice queJ essemicontinua inferiormente (s.c.i.)si para todov ∈ V se

tiene

ĺım inf
w→v

J(w) ≥ J(v)

Definición 1.3.4 Sea una funciónJ : V →]−∞,+∞] dondeV es un espacio vectorial

normado . Decimos queJ esconvexasi

J(tv + (1− t)w) ≤ tJ(v) + (1− t)J(w) para todo v, w ∈ V y t ∈]0, 1[

Definición 1.3.5 Sea la funcionalJ : V →] − ∞,+∞] definida sobre un espacio

vectorial normadoV tal queJ ≡/ +∞. Se define la funcionalJ∗ : V ∗ →] −∞,+∞]

llamadaconjugadadeJ de la manera siguiente

J∗(f) = sup
v∈V
{< f, v >V ∗,V −J(v)} para todo f ∈ V ∗

Notar queJ∗ es una funcional convexa y semicontinua inferiormente sobre V ∗, este

resultado puede verse en [2].

Proposición 1.3.1 Sea la funcionalJ : V →] − ∞,+∞] definida sobre un espacio

vectorial normadoV . J es convexa, semicontinua inferiormente yJ ≡/ +∞. Entonces

J∗ ≡/ +∞.

La demostracíon de este resultado también puede leerse en [2].

A partir de la proposicíon anterior, podemos definir ahora siempre queJ∗ ≡/ +∞ la

siguiente funcionalJ∗∗ : V →]−∞,+∞] del modo siguiente

J∗∗(v) = sup
f∈V ∗

{< f, v >V ∗∗,V ∗ −J∗(f)} para todo v ∈ V.

Para la funcionalJ∗∗ definida se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3.3Sea la funcionalJ : V →] −∞,+∞] definida sobre un espacio vec-

torial normadoV . J es convexa, semicontinua inferiormente yJ ≡/ +∞. Entonces

J∗∗ = J .
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Definición 1.3.6 Para una funcionalJ : V → R definida sobre un espacio vectorial

normadoV se define lasubdiferencialenu ∈ V , ∂J(u), de la manera siguiente

∂J(u) = {z ∈ V ∗ : J(v)− J(u) ≥ < z, v − u >V ∗,V ∀ v ∈ V }

Proposición 1.3.2 Sea una funcionalJ : V → R. Para v ∈ V y q ∈ V ∗ se tiene la

siguiente relacíon

q ∈ ∂ J(v) si y śolo si v ∈ ∂ J∗(q)

Proposición 1.3.3 Sea una funcionalJ : V → R. Paraq ∈ ∂ J(v) se verifica

q ∈ ∂ J(v) si y solamente si J∗(q) + J(v) = < q, v >V ∗,V

Definición 1.3.7 (Derivada de Gatêaux) SeaJ : V → R. Definimos la derivada di-

reccional deJ en un puntou ∈ V en la direccíon dev ∈ V al siguiente ĺımite

ĺım
λ→0

J(u+ λ v)− J(u)

λ

si este ĺımite existe, seŕa denotado porJ ′(u, v).

Si existeu∗ ∈ V ∗ de modo que

J ′(u, v) =< u∗, v >V ∗,V para todo v ∈ V (1.5)

diremos queJ es Gatêaux diferenciable en el puntou ∈ V y adeḿasu∗ es la derivada

en el sentido de Gatêaux deJ en el puntou y seŕa denotado poru∗ = J ′(u).

Estos resultados básicos de ańalisis convexo serán de vital importancia cuando se desee

aproximar la solucíon de una inecuación variacional parab́olica, sus demostraciones

pueden ser revisadas en [2].

1.4. Nociones de Teorı́a de la Medida

A continuacíon presentamos algunas nociones de teorı́a de la medida, presentando la

Medida de Lebesgue, el cual nos permite describir el ”tamaño”de ciertos subconjuntos

deR
n.

Definición 1.4.1 Una coleccíonM de subconjuntos deRn es llamado unσ-álgebrasi:

1. φ,Rn ∈M.
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2. SiA ∈M⇒ R
n \ A ∈M.

3. Si{An}
∞
n=1 ⊆Mentonces

∞⋃

n=1

An ∈M.

Teorema 1.4.1Existe unσ-álgebraM de subconjuntos deRn y una aplicacíon µ :

M→ [0,∞] con las siguientes propiedades:

1. Todo subconjunto abierto deRn pertenece aM, y aśı, todo subconjunto deRn

pertenece aM.

2. SiB es cualquier bola enRn, entoncesµ(B) es igual alvolumen n-dimensional

deB.

3. Si{An}
∞
n=1 ⊆M con Ai ∩ Aj = φ ∀ i 6= j, entonces

µ

(
∞⋃

n=1

An

)

=
∞∑

n=1

µ(An)

4. SiA ⊂ B dondeB ∈M y µ(B) = 0, entoncesA ∈M y µ(A) = 0.

Los conjuntos enM son llamadosconjuntos Lebesgue mediblesy µ es la medida de

Lebesgue n-dimensional.

Definición 1.4.2 Seaf : R
n → R. Decimos quef es unafunción medible si para

cada subconjunto abiertoΩ ∈ R se tiene quef−1(Ω) ∈M.

En particular, sif es una funcíon continua, entoncesf es medible. También se cumple

que la suma y el producto de funciones medibles son funcionesmedibles.

Definición 1.4.3 Decimos que una propiedad se cumple encasi todo punto (c.t.p.)de

Ω, si el conjunto de los puntos en la queno se cumple es medible y tiene medida nula.

1.5. EspaciosLp

Para cadap tal que1 ≤ p < ∞ definimos

Lp(Ω) = {f : Ω→ R/f es medible y
∫

Ω

| f |p<∞}

Si para todosf, g ∈ Lp(Ω), definimos la siguiente relación de equivalencia

f ∼ g ⇔ f = g c.t.p. x ∈ Ω (1.6)
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por tanto, pasando al cociente, obtenemos el conjunto

Lp(Ω) = {f : Ω→ R/f es medible y
∫

Ω

| f |p<∞} (1.7)

SobreLp(Ω), definimos la norma dada por:

|| f ||p :=

(∫

Ω

| f(x) |p
) 1

p

si 1 ≤ p <∞ y, (1.8)

|| f ||p := sup{| f(x) | /x ∈ Ω} si p =∞ (1.9)

para todof ∈ Lp(Ω).

Por lo tanto, los espaciosLp(Ω) son conjuntos de clases de equivalencia respecto a

la relacíon (1.6). En particular, cuandop = 2, denotaremos el producto interno como

(f, g)p :=

∫

Ω

f(x)g(x)dx (1.10)

y a la norma inducida poŕel, la denotaremos por

|| f ||p := (f, f)
1
2
p (1.11)

Dos propiedades muy importantes se dan en los siguientes teoremas.

Teorema 1.5.1Sean:Ω ⊂ R
n un conjunto abierto no vacı́o,p ∈ R tal que1 ≤ p <∞.

Entonces el espacioLp(Ω) es un espacio de Banach con la norma dada en (1.8) y en el

caso dep =∞ con la norma dada por (1.9).

Teorema 1.5.2Sean:Ω ⊂ R
n un conjunto abierto no vacı́o,p ∈ R tal que1 < p <∞.

Entonces el espacioLp(Ω) es reflexivo y separable.

ambas demostraciones pueden encontrarse en [2]. Además, parap = 2 el espacioL2(Ω)

es un espacio de Hilbert con el producto interno definido en (1.10).

Teorema 1.5.3 (Desigualdad de Minkowski)Sean:Ω ⊂ R
n un conjunto abierto no

vaćıo,p ∈ R tal que1 < p <∞. Sif, g ∈ Lp(Ω) entonces

|| f + g ||p ≤ || f ||p + || g ||p (1.12)

Un resultado importante en análisis moderno está dado por el siguiente teorema.

Teorema 1.5.4 (Desigualdad de Ḧolder) SeanΩ ⊂ R
n un conjunto abierto no vacı́o;

p, q ∈ R tal que1 ≤ p, q <∞ y p−1 + q−1 = 1. Sif ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω) entonces
∣
∣
∣
∣

∫

Ω

fg dΩ

∣
∣
∣
∣
≤ || f ||p || g ||q (1.13)

esta desigualdad fue probada por vez primera por Otto Hölder (1859 - 1937) aplicado

a series, su extensión respectiva para integrales fue hecha por Fryges Riesz y la de-

mostracíon de ambas puede ser revisada en [25].
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1.6. Derivada Distribucional

SeaΩ ⊂ R
n, denotamos porC∞(Ω) el espacio de funciones infinitamente diferen-

ciables a valores reales, y para cadaϕ ∈ C∞(Ω) definimos susoportecomo el conjunto

sop(ϕ) := {x ∈ Ω /ϕ(x) 6= 0} (1.14)

Además definimos

C∞
0 (Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω) / sop(ϕ) es compacto ysop(ϕ) ⊆ Ω} (1.15)

Los elementos deC∞
0 (Ω) son llamadosfunciones de prueba ó funciones testy lo

denotaremos porD(Ω). Nos interesa saber que es una sucesión convergente enD(Ω),

con este fin damos las siguientes definiciones que nos permitirán justificar la definicíon

de sucesíon convergente enD(Ω).

Definición 1.6.1 Sea una sucesión de funciones{ϕk}
∞
k=1 definidas sobreΩ y una fun-

ciónϕ : Ω → R. Decimos que la sucesión converge puntualmentea ϕ enΩ si y śolo

si para cadax ∈ Ω y cadaǫ > 0 existeN = N(ǫ, x) tal que siempre quek > N(ǫ, x)

se cumple que| ϕk(x)− ϕ(x) |< ǫ.

Definición 1.6.2 Sea una sucesión de funciones{ϕk}
∞
k=1 definidas sobreΩ y una fun-

ciónϕ : Ω→ R. Decimos que la sucesiónconverge uniformementeaϕ enΩ si y śolo

si para cadaǫ > 0 existeN = N(ǫ) tal que siempre quek > N(ǫ) para todox ∈ Ω se

cumple que| ϕk(x)− ϕ(x) |< ǫ.

La siguiente definicíon describe cuando una sucesión de funciones{ϕk}
∞
k=1 ⊂ D(Ω)

converge enD(Ω).

Definición 1.6.3 Sea una sucesión de funciones{ϕk}
∞
k=1 ⊂ D(Ω), se dice quecon-

verge a 0 ∈ D(Ω) si existe un conjunto compacto fijoK tal quesop(ϕk) ⊂ K para

todok ∈ N, adeḿasϕk y todas sus derivadas convergen uniformemente a cero sobre

K.

Ahora podemos dar algunos conceptos y resultados generalesacerca de unos objetos

que nos permitiŕan generalizar el concepto defunciónal considerar funcionales lineales

deD(Ω), estos objetos son llamadosdistribuciones.

Definición 1.6.4 Sean{ϕk}
∞
k=1 ⊂ D(Ω) y una funcional linealf : D(Ω) → R. La

funcional f es llamada unadistribuci ón sobreΩ si se verifica lo siguiente

si ϕk → 0 entonces f(ϕk)→ 0
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Observacíon 1.6.1

◮ El espacio de distribuciones es el espacio dual topológico de las funciones test y es

denotado porD∗(Ω).

Observacíon 1.6.2

◮ Dada una funcíon integrablef , definimosTf : D(Ω)→ R por

Tf (ϕ) =

∫

Ω

f(x)ϕ(x) d x para todo ϕ ∈ D(Ω) (1.16)

observar queTf es una funcional lineal y verifica que es una distribución [20], es decir,

una funcíon integrablef genera una distribuciónTf .

Definición 1.6.5 Un vectorα = (α1, · · · , αn) tal que cada una de sus componentes

αk(k = 1, · · · , n) es un ńumero entero no negativo(que en particular pudiera ser nulo),

se denominamulti ı́ndicede orden

| α |:= α1 + ...+ αn

Ahora, dado un multiı́ndiceα, se suele utilizar la siguiente notación para una derivada

parcial de orden| α |

Dαu(x1, ..., xn) :=
∂|α|u(x1, ..., xn)

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

(1.17)

Definición 1.6.6 Supongamos queu, v ∈ L1(Ω) y seaα un multíındice. Decimos quev

es laα-ésima derivada distribucional deu si se cumple

∫

Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

vϕ dx (1.18)

para todas las funciones testϕ ∈ C∞
0 (Ω), y lo denotaremos por

Dαu = v (1.19)

Observacíon 1.6.3

◮ Si existe tal funcíon v que satisface (1.18) para todaϕ ∈ C∞
0 (Ω) decimos que

Dαu = v es laderivada débil deu.

Observacíon 1.6.4

◮ La α-ésima derivada d́ebil deu, si existe, eśunica.
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Ejemplo 1.6.1 Sean = 1,Ω = (0, 2) y consideremos:

u(x) =







x si 0 < x ≤ 1

1 si 1 < x < 2

y definamos:

v(x) =







1 si 0 < x ≤ 1

0 si 1 < x < 2

Afirmamos queDu = v en el sentido d́ebil.

En efecto, elijamos cualquierϕ ∈ C∞
0 (Ω). Debemos demostrar que:

∫ 2

0

uϕ′ dx = −

∫ 2

0

vϕ dx (1.20)

Entonces, veamos:

∫ 2

0

uϕ′ dx =

∫ 1

0

xϕ′(x)dx+

∫ 2

1

(1)ϕ′(x) dx

= −

∫ 1

0

ϕ(x)dx+ ϕ(1) +

∫ 2

1

ϕ′(x)dx = −

∫ 2

0

vϕ(x)dx

aśı queda probada la afirmación. �

1.7. Espacios de Sobolev

Definiremos ahora los llamados espacios de Sobolev, en la cual se basa la moderna

teoŕıa de las ecuaciones diferenciales parciales.

Seak un entero no negativo,Ω ⊂ R
n (n = 2, 3) abierto y acotado, adeḿas seap de

modo que1 ≤ p ≤ ∞. Definimos:

W k,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω) : Dαv ∈ Lp(Ω)∀α multiı́ndice tal que| α |≤ k} (1.21)

dondeDα indica laα-ésima derivada distribucional dev. Luego, el espacioW k,p(Ω) es

llamadoespacio de Sobolevy sobreél se define la siguiente norma:

|| v ||k,p,Ω:=




∑

|α|≤k

|| Dαv ||pp





1

p
si 1 ≤ p <∞ (1.22)

|| v ||k,p,Ω:=
∑

|α|≤k

sup
x∈Ω
| Dαv(x) | si p =∞ (1.23)

17



Definición 1.7.1 Sean{um}
∞
m=1una sucesíon enW k,p(Ω) yu ∈W k,p(Ω). Decimos que

um convergea u ∈ W k,p(Ω) si y śolo si

ĺım
m→∞

|| um − u ||k,p,Ω= 0 (1.24)

y lo denotamos como:um → u en W k,p(Ω)

Observacíon 1.7.1

◮ Sip = 2 entonces, utilizaremos la siguiente notación:Hk(Ω) = W k,p(Ω).

◮ ParaHk(Ω) se define laseminormasiguiente

| v |Hk(Ω):=

√
√
√
√

∑

|α|=k

∫

Ω

(Dα v)2 dΩ (1.25)

◮ Por simplicidad haremos uso de las siguientes notaciones:

H0(Ω) = L2(Ω)

Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω)

◮ W k,p
0 (Ω) es el conjunto de aquellas funcionesu ∈ W k,p(Ω) tal que

Dαu = 0 sobre ∂ Ω para toda| α |≤ k − 1 (1.26)

Teorema 1.7.1 (Friedrichs) Seau ∈ W 1,p(Ω) con1 ≤ p < ∞. Entonces existe una

sucesíon{un}
∞
n=0 ⊂ C∞

0 (Rn) tal que

un|Ω → u en Lp(Ω)

Para una función v ∈ Hk(Ω) queremos ahora obtener el valor dev sobre la frontera

Γ = ∂ Ω, para lograrlo se hará uso del operador traza dada en la siguiente definición.

Definición 1.7.2 SeaΩ ⊂ R
n un conjunto abierto y acotado con fronteraΓ poligonal

y k ≥ 1. Luego, existe una y sólo una aplicacíon lineal y continuaγ0 tal que

γ0 : Hk(Ω) → L2(Γ)

v 7→ γ0(v) = v|Γ

para todov ∈ Hk(Ω) ∩ C(Ω).

El operadorγ0 es llamado eloperador trazadev sobreΩ. La continuidad deγ0 implica

que existe una constantec > 0 tal que

|| γ0(v) ||L2(Γ) ≤ || v ||Hk(Ω)
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Definición 1.7.3 Nosotros denotaremos porH−1(Ω) el espacio dual topoĺogico de

H1
0 (Ω).

Teorema 1.7.2 (Caracterizacíon deH−1(Ω))

Sif ∈ H−1(Ω) entonces existen funcionesf 0, f 1, · · · , fn enL2(Ω) tal que:

< f, v >=

∫

Ω

(

f 0v +
n∑

i=1

f iDi(v)

)

dx para todo v ∈ H1
0 (Ω)

Teorema 1.7.3Para cadak = 1, 2, ... y 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio de SobolevW k,p(Ω) es

un espacio de Banach.

Demostracíon:

Haremos el caso de1 ≤ p <∞

Primero probaremos que|| . ||k,p,Ω es una norma.

1. Para todoλ ∈ R y para todov ∈ W k,p(Ω) tenemos que:

|| λv ||k,p,Ω=




∑

|α|≤k

∫

Ω

| Dα(λv) |p dx





1
p

=| λ ||| v ||k,p,Ω

2. || v ||k,p,Ω= 0 ⇔ v = 0 c.t.p. x ∈ Ω

3. Seanu, v ∈W k,p(Ω), entonces:

|| u+ v ||k,p,Ω=




∑

|α|≤k

∫

Ω

| Dα(u+ v) |p dx





1
p

=




∑

|α|≤k

|| Dα(u+ v) ||pp





1
p

=




∑

|α|≤k

|| Dα(u) +Dαv) ||pp





1
p

La desigualdad de Minkowski implica que

≤




∑

|α|≤k

|| Dα(u) ||pp





1
p

+




∑

|α|≤k

|| Dα(v) ||pp





1
p

=

=|| u ||k,p,Ω + || v ||k,p,Ω

De (1), (2) y (3) concluimos que|| . ||k,p,Ω es una norma.

Ahora veamos queW k,p(Ω) es completo con respecto a la norma|| . ||k,p,Ω:

Tomemos una sucesión de Cauchy{un}
∞
n=1 ⊂ W k,p(Ω) entonces para cada| α |≤
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k, {Dαun}
∞
n=1 es una sucesión de Cauchy enLp(Ω) y comoéste es completo, entonces

existeuα ∈ Lp(Ω) tal que:

Dαun → uα en Lp(Ω) (1.27)

en particular cuandoα = (0, 0, ..., 0) es decir:

Dαun = un → uα = u(0,0,...,0) en Lp(Ω) (1.28)

Afirmamos ahora queu ∈W k,p(Ω),Dαu = uα (| α |≤ k).

En efecto, fijemosφ ∈ C∞
0 (Ω). Entonces:

∫

Ω

uDαφdx = ĺım
n→∞

∫

Ω

unD
αφdx = ĺım

n→∞
(−1)|α|

∫

Ω

Dαunφdx

= (−1)|α| ĺım
n→∞

∫

Ω

Dαunφdx = (−1)|α|
∫

Ω

uαφdx

y esto prueba la afirmación. Aśı,

Dαun → Dαu en Lp(Ω) ∀ | α |≤ k.

Por lo tanto, también obtenemos que

un → u en W k,p(Ω).

Aśı W k,p(Ω) es un espacio de Banach. �

1.8. Identidades de Green

EnR
n, uncampo vectoriales una funcíon del modo siguiente

F : D ⊂ R
n → R

n

x = (x1, ..., xn) 7→ F (x) = (F1(x), ..., Fn(x))

dondeD es un abierto y acotado deRn y Fi es llamada lai-ésima componente del

campoF .

Se definela divergenciapara el campoF por

div F = ∇.F

donde el operador∇ es definido como∇ =

(
∂

∂ x1

, ...,
∂

∂ xn

)

. Por lo tanto

div F =
n∑

i=1

∂Fi

∂xi
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La divergencia permite medir las ” tasas de cambio de magnitudes ” en ḿas de una di-

mensíon, es decir, representa laderivada en dimensiones mayores.

En particular, sin = 3 y tenemos el campoF (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)),

luego:

div F = ∇.F =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

.(P,Q,R) =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

En lo que sigue,Ω denota un abierto acotado deR
n con frontera∂ Ω de claseC1. A

continuacíon se deducen las dos primeras identidades de Green a partir del teorema

de la divergencia de Gauss, el cual establece para un campo vectorialF ∈ [C1(Ω) ∩

C(Ω)]n se cumple:
∫

Ω

div F dx =

∫

∂ Ω

F.η ds (1.29)

donde div F =
n∑

i=1

∂Fi

∂xi

y η := (η1, ..., ηn)T es elvector normal unitario exterior

a Ω. En particular, siF := (0, ..., 0,
i
︷︸︸︷
uv , 0, ..., 0) conu, v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), entonces

se obtiene:
∫

Ω

∂

∂xi

(uv)dx =

∫

∂ Ω

uvηi ds,

es decir :
∫

Ω

v
∂u

∂xi

dx = −

∫

Ω

u
∂v

∂xi

dx+

∫

∂Ω

uvηi ds, ∀ i = 1, ..., n

al reemplazaru =
∂w

∂xi

en la ecuacíon anterior, resulta:

∫

Ω

v
∂2w

∂x2
i

dx = −

∫

Ω

∂w

∂xi

∂v

∂xi

dx+

∫

∂Ω

∂w

∂xi

vηi ds, ∀ i = 1, ..., n

luego, al sumar sobre todos losı́ndices, se concluye laprimera identidad de Green
∫

Ω

v∆w = −

∫

Ω

∇w.∇ v dx+

∫

∂Ω

∂w

∂η
v ds (1.30)

La relacíon indicada en (1.30) es válida para todow ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).

Nota:

La expresíon
∂w

∂η
representa laderivada normal sobre∂Ω y es definida como

∂w

∂η
:=

n∑

i=1

∂w

∂xi

ηi

Ahora, intercambiando los roles dev y w en (1.30) y luego restando la ecuación resul-

tante a (1.30) se obtiene lasegunda identidad de Green:
∫

Ω

[v∆w − w∆ v] dx =

∫

∂Ω

[

v
∂w

∂η
− w

∂v

∂η

]

ds (1.31)
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para todov, w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).

Las identidades de Green serán de importancia para nuestro objetivo de poder deducir

las formulaciones d́ebiles del problema de transferencia de calor por conducción y de

control t́ermico que se verán en los caṕıtulos siguientes.

1.9. Espacios Funcionales Evolutivos

Cuando consideremos funciones dependientes del tiempo y espacio:v(x, t), es na-

tural extender las definiciones de medida e integrabilidad afunciones de la forma:

f : [0, T ]→ V

dondeT > 0 y V es un espacio de Banach real con norma|| . ||.

Consideremos para esta sección el intervaloG = [0, T ].

Definición 1.9.1

i) Una funcíons : G→ V , es llamadosimplesi tiene la forma

s(t) =
m∑

i=1

XEi
ui (0 ≤ t ≤ T )

donde cadaEi es medible Lebesgue de[0, T ] y ui ∈ V (i = 1, 2, ...,m).

ii) Una función f : G → V es fuertemente mediblesi existen funciones simples

sk : [0, T ]→ V tal que

sk(t) → f(t) c.t.p. 0 ≤ t ≤ T

iii) Una función f : G → V es débilmente mediblesi para cadau∗ ∈ V ∗, la

aplicación t 7→< u∗, f(t) >V ∗,V es medible Lebesgue.

Definición 1.9.2

i) Para una funcíons(t) =
m∑

i=1

XEi
(t)ui simple, definimos

∫ T

0

s(t)dt :=
m∑

i=1

| Ei | ui
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ii) Decimos quef : G→ V essumablesi existe una sucesión{sk}
∞
k=1 de funciones

simples tal que
∫ T

0

|| sk(t)− f(t) || dt→ 0 cuando k →∞

iii) Si f : G→ V sumable, definimos
∫ T

0

f(t) dt = ĺım
k→∞

∫ T

0

sk(t) dt

Teorema 1.9.1 (Bochner)Una funcíon fuertemente mediblef : G→ V es sumable si

y solamente sit 7→|| f(t) || es sumable. En este caso
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

f(t) dt

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
≤

∫ T

0

|| f(t) || dt

y adeḿas
〈

u∗,

∫ T

0

f(t) dt

〉

V ∗,V

=

∫ T

0

< u∗, f(t) >V ∗,V dt

para todou∗ ∈ V ∗.

Definición 1.9.3 Sean: T > 0, G = [0, T ] ⊂ R y V un espacio de Banach o de

Hilbert. El espacioC(G, V ) se define como el conjunto de todas las funciones continuas

f : G→ V y en el cual se define la siguiente norma

|| f ||C(G,V ):= máx
0≤t≤T

|| f(t) ||<∞ (1.32)

Definición 1.9.4 Sea una función f : G → V , el soporte def es definido por el

conjunto

sop(f) := {t ∈ G/f(t) 6= 0}

Denotamos porD(G,K) el siguiente conjunto

D(G,K) = {f : G→ K : f ∈ C∞(G), sop(f) es compacto ysop(f) ⊆ G} (1.33)

dondeK = R o C.

Definición 1.9.5 SeaV un espacio de Banach. El espacioLp(0, T, V ) consiste de todas

las funciones mediblesu : G→ V que satisfacen:

|| u ||Lp(0,T,V ):=

(∫ T

0

|| u(t) ||p d t

) 1
p

<∞ si 1 ≤ p <∞ ,y (1.34)

|| u ||Lp(0,T,V ):= sup
0≤t≤T

|| u(t) ||<∞ si p =∞ (1.35)
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Teorema 1.9.2SeanV,W espacios de Banach sobreK = R o C y sea1 ≤ p < ∞.

Luego :

a) C(G, V ) es un espacio de Banach con la norma dada en (1.32).

b) Lp(0, T, V ) es un espacio de Banach con la norma dada en (1.34) siempre que

1 ≤ p <∞ y con (1.35) cuandop =∞.

c) C(G, V ) es denso enLp(0, T, V ) y la inclusíonC(G, V ) ⊆ Lp(0, T, V ) es con-

tinua.

d) El conjunto de polinomiosw : G→ V , es decir

w(t) = a0 + a1t+ ...+ ant
n

conai ∈ V para todoi, n = 0, 1, 2, ... es denso enC(G, V ) y enLp(0, T, V ).

e) SiV es un espacio de Hilbert con producto interno(., .)V , entonces el espacio

L2(0, T, V ) tambíen es un espacio de Hilbert con producto interno

(u, v)L2(0,T,V ) =

∫ T

0

(u(t), v(t))V dt

f) SiV es un espacio de Banach separable entonces el espacioLp(0, T, V ) tambíen

es separable.

g) SiV ⊆ W es una inclusíon continua entonces

Lr(0, T, V ) ⊆ Lq(0, T,W ) 1 ≤ q ≤ r <∞

tambíen es una inclusión continua.

Teorema 1.9.3SeaV un espacio de Banach, entonces para todou ∈ Lp(0, T, V ) y

todo v ∈ Lq(0, T, V
∗) de modo que1 < p, q < ∞ y p−1 + q−1 = 1 se cumple la

desigualdad de Ḧolder, es decir

∫ T

0

| < v(t), u(t) >V ∗,V | dt ≤

(∫ T

0

|| v(t) ||qV ∗ dt

) 1
q
(∫ T

0

|| u(t) ||pV dt

) 1
p

Proposición 1.9.1 Sean:V un espacio de Banach reflexivo y separable,1 < p, q < ∞

de modo quep−1 + q−1 = 1. Luego :
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a) A cada funcíon v ∈ Lq(0, T, V
∗) existe unáunica funcionalw ∈ Lp(0, T, V )∗ tal

que

< w, u >Lp(0,T,V )=

∫ T

0

< v(t), u(t) >V ∗,V dt para todou ∈ Lp(0, T, V )

b) Inversamente, a cada funciónw ∈ Lp(0, T, V )∗ existe exactamente una funcional

v ∈ Lq(0, T, V
∗) de modo que

< w, u >Lp(0,T,V ) =

∫ T

0

< v(t), u(t) >V ∗,V dt para todou ∈ Lp(0, T, V ) y,

|| w ||Lp(0,T,V )∗ = || v ||Lq(0,T,V ∗)

c) El espacioLp(0, T, V ) es un espacio de Banach reflexivo y separable.

Observacíon 1.9.1

◮ La Proposicíon 1.9.1 establece lo siguiente: siX = Lp(0, T, V ) entonces su dual

viene dado porX∗ = Lq(0, T, V
∗) siempre que1 < p, q < ∞, p−1 + q−1 = 1 y V es

un espacio de Banach reflexivo separable.

Proposición 1.9.2 SeaV un espacio de Banach, además sean1 < p, q < ∞ tal que

p−1 + q−1 = 1 y 0 ≤ t ≤ T <∞. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Siu ∈ Lp(0, T, V ) entonces

< v∗,

∫ t

0

u(s) ds >V ∗,V =

∫ t

0

< v∗, u(s) >V ∗,V ds para todo v∗ ∈ V ∗.

b) Siu ∈ Lp(0, T, V
∗) entonces

<

∫ t

0

u(s) ds, v >V ∗,V =

∫ t

0

< u(s), v >V ∗,V ds para todo v ∈ V.

c) Si {un}
∞
n=0 ∈ Lp(0, T, V ) tal queun → u ∈ Lp(0, T, V ) cuandon → ∞ en-

tonces
∫ t

0

un(s) ds→

∫ t

0

u(s) ds en V cuando n→∞

Adicionalmente siV es separable y reflexivo se tiene que para las sucesiones{un}
∞
n=0 ∈

Lp(0, T, V ) y {vn}
∞
n=0 ∈ Lq(0, T, V

∗) tal que:

d)

un → u ∈ Lp(0, T, V ) cuando n→∞

vn ⇀ v ∈ Lq(0, T, V
∗) cuando n→∞

ó tambíen
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e)

un ⇀ u ∈ Lp(0, T, V ) cuando n→∞

vn → v ∈ Lq(0, T, V
∗) cuando n→∞

entonces para ambos casos

∫ t

0

< vn(s), un(s) >V ∗,V ds→

∫ t

0

< v(s), u(s) >V ∗,V ds cuando n→∞.

Proposición 1.9.3 SeaV un espacio de Banach real, siu ∈ L1(0, T, V ) y

∫ T

0

ϕ(t)u(t) dt = 0 para todoϕ ∈ C∞
0 (G)

entonces

u(t) = 0 c.t.p. t ∈ ]0, T [

Definición 1.9.6 SeaV un espacio de Banach sobreK = R, C. Luego, una funcional

u : D(G,K)→ V lineal y continua es llamada unadistribuci ón.

El conjunto de todas las distribuciones será denotado porD′(G, V ), es decir

D′(G, V ) = {f : D(G,K)→ V : f es lineal y continua} (1.36)

Se recomienda [25] para una lectura más detallada de la teorı́a de distribuciones y de los

resultados que se muestran a continuación.

Definición 1.9.7 SeanV yW dos espacios de Banach,u ∈ L1(0, T, V ) y w ∈ L1(0, T,W ).

Se define laα-ésima derivada distribucional de la funciónu sobreG como la relacíon

de igualdad

∫ T

0

ϕ(α)(t)u(t) dt = (−1)α

∫ T

0

ϕ(t)w(t) dt para todoϕ ∈ C∞
0 (G) (1.37)

siendow = u(α)

Proposición 1.9.4 SeanV y W dos espacios de Banach y seau ∈ L1(0, T, V ). Sean

v, w ∈ L1(0, T,W ), si

u(α) = v y u(α) = w

en el sentido de derivadas distribucionales, entonces

v(t) = w(t) c.t.p. t ∈ ]0, T [

es decir:v = w en L1(0, T,W ).
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Observacíon 1.9.2

◮ Para cada funcíonu ∈ L1(0, T, V ) podemos asignarle au una distribucíonU de la

siguiente manera

U(ϕ) =

∫ T

0

ϕ(t)u(t) dt para todo ϕ ∈ C∞
0 (G).

Para cadan ∈ N, esta distribucíon tiene unan-ésima derivadaU (n) definido por

U (n) = (−1)nU(ϕ(n))

de la Definicíon 1.9.7 y (1.37) podemos representarU (n) de la siguiente forma

U (n)(ϕ) =

∫ T

0

ϕ(t)u(n)(t) dt para todo ϕ ∈ C∞
0 (G) (1.38)

La ventaja de trabajar con distribuciones, es que cadau ∈ L1(0, T, V ) posee derivadas

distribucionales de todos lośordenes.

Proposición 1.9.5 (Derivada distribucional y convergencia d́ebil) SeanV y W dos

espacios de Banach sobreK = C, R con la inclusíon continuaV ⊆ W . Si para cada

n-ésima derivada distribucional,n ∈ N fijo, se tiene :

u
(n)
k = vk sobre ]0, T [ para todo k

uk → u en Lp(0, T, V ) cuando k →∞

vk → v en Lq(0, T,W ) cuando k →∞

donde1 ≤ p, q < ∞, entonces

u(n) = v sobre ]0, T [

Esta proposicíon indica una relación de compatibilidad entre la derivada distribucional

y la convergencia d́ebil.

Nota: Este resultado es importante porque nos va a servir en adelante para probar la

convergencia del ḿetodo de Galerkin.

Definición 1.9.8 (Triple inclusión continua) Dados los siguientes espacios funcionales

V yH, se define la siguiente relación de triple inclusíon continua

V ⊆ H ⊆ V ∗

donde:
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i) V es un espacio de Banach real reflexivo y separable con espaciodual topoĺogico

V ∗.

ii) H es un espacio de Hilbert separable.

iii) Para la inclusión continuaV ⊆ H se tiene que existe una constantec > 0 tal que

|| v ||H ≤ c || v ||V para todo v ∈ V

y V es denso enH.

Proposición 1.9.6 (Existencia y unicidad deu(n)) SeanV, y H espacios de Hilbert

de modo queV ⊆ H ⊆ V ∗ forman una triple inclusíon continua,1 ≤ p, q < ∞ y

0 < T <∞. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Parau ∈ Lp(0, T, V ), la derivada distribucionalu(n) ∈ Lq(0, T, V
∗) esúnica, es

decir,t 7→ u(n)(t) puede ser modificada sobre un subconjunto de]0, T [ de medida

cero.

b) Seau ∈ Lp(0, T, V ). Entonces existe la derivada distribucionalu(n) ∈ Lq(0, Q, V
∗)

si y śolo si existe una funciónw ∈ Lq(0, T, V
∗) tal que

∫ T

0

(u(t), v)H ϕ
(n)(t) dt = (−1)n

∫ T

0

< w(t), v >V ∗,V ϕ(t) dt (1.39)

para todov ∈ V y todoϕ ∈ C∞
0 (0, T ).

Luego,u(n) = w y

dn

d tn
(u(t), v)H =< u(n)(t), v >V ∗,V (1.40)

se cumple para todov ∈ V y casi todo puntot ∈]0, T [. Aqúı, dn/d tn significa la

n-ésima derivada distribucional de una función real sobre]0, T [.

Definición 1.9.9 (Espacios de Sobolev evolutivos)SeaV un espacio de Banach real,

p, q ∈ R tal que1 < p, q <∞, p−1 + q−1 = 1 .

Se define como elespacio de Sobolev evolutivoW 1,p(0, T, V ) de orden 1 al conjunto

W 1,p(0, T, V ) = {u ∈ Lp(0, T, V ) / u′ ∈ Lq(0, T, V
∗)}

dondeu′ es la primera derivada distribucional.

Parau ∈ W 1,p(0, T, V ) se define la norma

|| u ||W 1,p(0,T,V ):=|| u ||Lp(0,T,V ) + || u′ ||Lq(0,T,V ∗)
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es decir

|| u ||W 1,p(0,T,V ):=

(∫ T

0

|| u(t) ||pV

) 1
p

+

(∫ T

0

|| u′(t) ||qV ∗ dt

) 1
q

(1.41)

siendo1 < p, q <∞ y 0 < T <∞.

Nota:

Parak = 1 y p = 2 el espacioW 1,2(0, T, V ) se denota comoH1(0, T, V )

Proposición 1.9.7 El espacio de SobolevW 1,p(0, T, V ) es un espacio de Banach con

la norma definida por la función dada en (1.41).

Proposición 1.9.8 Sean los espaciosV yH que forman una triple inclusión continua;

p, q ∈ R tal que1 < p, q <∞ de modo quep−1 + q−1 = 1 y 0 < T <∞. Entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones

a) La inclusíon

W 1,p(0, T, V ) ⊆ C(G,H)

es continua, es decir, siu ∈ W 1,p(0, T, V ), entonces existe una función continua

únicamente determinadau1 : G→ H la cual coincide con la función inicial u en

casi todo puntot ∈ G. Por ello, no haremos distinción entreu y u1, adeḿas, en

este sentido, existe una constantec > 0 tal que

máx
0≤t≤T

|| u(t) ||H ≤ c || u ||W 1,p(0,T,V )

b) El conjunto de todos los polinomiosw : G→ V , esto es

w(t) =
∑

i

tiai con ai ∈ V para todo i

es denso en los espaciosW 1,p(0, T, V ), Lp(0, T, V ) yLp(0, T,H).

Teorema 1.9.4 (Integracíon por partes en espacios de Sobolev)

Para todou, v ∈ W 1,p(0, T, V ) y t, s ∈ R arbitrarios tal ques ≤ t ≤ T (T ∈ R y

T ≥ 0). Luego, se verifica la fórmula de integracíon por partes, es decir

(u(t), v(t))H − (u(s), v(s))H =

∫ t

s

(< u′(τ), v(τ) >V ∗,V + < v′(τ), u(τ) >V ∗,V ) d τ

(1.42)

donde los valores deu(t), v(t), u(s) y v(s) son los valores de las funciones continuas

u, v : G→ H en el sentido de la Proposición 1.9.8-(a).

29



El siguiente teorema relacionau y u′ cuando no se encuentran en el mismo espacio.

Teorema 1.9.5SeaΩ ⊆ R
n (n = 2, 3) un subconjunto abierto y acotado. Luego, si

u ∈ L2(0, T,H
1
0 (Ω)) conu′ ∈ L2(0, T,H

−1(Ω)) entonces:

u ∈ C(G,L2(Ω))

y la aplicacíon t 7→|| u(t) ||L2(Ω) es absolutamente continua con:

d

dt
(|| u(t) ||2L2(Ω)) = 2 < u′(t), u(t) > c.t.p. 0 ≤ t ≤ T

Adeḿas:

máx
0≤t≤T

|| u(t) ||L2(Ω) ≤ C
(

|| u ||L2(0,T,H1
0 (Ω)) + || u′ ||L2(0,T,H−1(Ω))

)

donde la constanteC depende solamente deT .

1.10. Nociones Generales de Semigrupos

Estos conceptos serán de vital importancia cuando se estudien las desigualdades

variacionales parabólicas. No se profundizará sobre la teorı́a de semigrupos, sólo men-

cionaremos las definiciones y teoremas necesarios para el presente trabajo recomendan-

do para mayores detalles los textos [11] y [20].

Definición 1.10.1 SeaV un espacio de Banach y{S(t)}t≥ 0 una familia de operadores

lineales acotados sobreV (i.e.S(t) : V → V ). Decimos que{S(t)}t≥ 0 es un semigrupo

si satisface:

i) S(0) = I es el operador identidad sobreV .

ii) S(t+ s) = S(t)S(s) para todo t, s ≥ 0.

iii) ∀u ∈ V : S(t)u→ u cuandot ↓ 0

Observacíon 1.10.1

◮ La propiedad(iii) indica una relacíon de continuidad del operadorS respecto at,

para t ≥ 0.

Teorema 1.10.1Sea{S(t)}t≥ 0 un semigrupo sobre un espacio de BanachV , entonces

existen constantesM ≥ 1 yw ∈ R tal que

|| S(t) || ≤ M ewt para todot ≥ 0 (1.43)
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Corolario 1.10.1 SeaV un espacio de Banach, luego para todou ∈ V el mapeot 7−→

S(t)u es un mapeo continuo de[0,∞) enV .

Definición 1.10.2 En (1.43) cuandoM = 1 yw = 0 se tiene que

|| S(t) || ≤ 1 para todo t ≥ 0

en estos casos decimos que{S(t)}t≥0 es unsemigrupo de contraccíon.

Observacíon 1.10.2

◮ Observar que parau ∈ V fijo, S(.)u ∈ C([0,∞), V )

Definición 1.10.3 Sea{S(t)}t≥0 un semigrupo sobre un espacio de BanachV . El ge-

nerador infinitesimal es un operador linealA definido por

Au = ĺım
t↓0

S(t)u− u

t
, u ∈ D(A)

cuyo dominio efectivo es dado por

D(A) =

{

u ∈ V / ĺım
t↓0

S(t)u− u

t
existe

}

Observacíon 1.10.3

◮ SeaA el generador infinitesimal de un espacio de HilbertV con producto interno

(., .). Seau ∈ D(A), de modo que

|| S(t)u || ≤ || u ||

de lo anterior se obtiene

(S(t)u− u, u) ≤ 0

dividiendo esta desigualdad entret y haciendot ↓ 0 resulta

(Au, u) ≤ 0 para todou ∈ D(A)

1.11. Nociones de Teorı́a de la Dualidad

Asumiendo las siguientes consideraciones:

Sean V y W espacios de Hilbert (1.44)

y

J una funcional convexa propia y s.c.i. en V (1.45)
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planteamos el problema de minimización

ı́nf
v∈V

J(v) (1.46)

Siempre queJ(v) pueda escribirse como unsupremode una aplicaciónL : V ×W → R

enw ∈W , es decir

J(v) = sup
w∈W
L(v, w) para todo v ∈ V

la aplicacíonL es llamadalagrangiano.

Definición 1.11.1 Decimos que(p, q) ∈ V ×W es unpunto de sillade una aplicacíon

L : V ×W → R si

L(p, w) ≤ L(p, q) ≤ L(v, q) para todo v ∈ V, w ∈ W (1.47)

Definición 1.11.2 SeanV , W espacios de Hilbert y una aplicaciónL : V ×W → R.

Definimos:

J (v) = sup
w∈W
L(v, w) (1.48)

G(v) = ı́nf
v∈V
L(v, w) (1.49)

el problema de minimización de (1.48), es decir

ı́nf
v∈V
J (v) = ı́nf

v∈V
sup
w∈W
L(v, w) (1.50)

es llamadoproblema primal , y el problema de maximización de (1.49) dado por

sup
w∈W
G(w) = sup

w∈W
ı́nf
v∈V
L(v, w) (1.51)

es llamadoproblema dual.

Proposición 1.11.1 Si existep0 ∈ V , q0 ∈W y α ∈ R tal que:

L(p0, w) ≤ α para todo w ∈W, y,

L(v, q0) ≥ α para todo v ∈ V

entonces,(p0, q0) es un punto silla deL y

α = ı́nf
v∈V

sup
w∈W
L(v, w) = sup

w∈W
ı́nf
v∈V
L(v, p)
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Operadores Multivaluados y Subdiferenciabilidad

Como siempre,V denota un espacio de Hilbert con producto interno(., .) y norma

asociada|| . ||, V ∗ denota el dual deV , es decir, el espacio de las funciones lineales

y continuas deV en R y < ., . >V ∗,V la relacíon de dualidad entreV ∗ y V , adeḿas

denotaremos porP(V ) a la coleccíon de partes deV . Un operadorT : V → P(V ),

T : x 7→ Tx se diŕamultivaluado.

Para los elementos del conjuntoP(V ) se definen las siguientes operaciones:

i) Paraz, w ∈ P(V ) se definez + w como el conjunto

z + w = {z1 + w1 : z1 ∈ z y w1 ∈ w} ∈ P(V )

ii) Si v ∈ V y z ∈ P(V ), se definev + z como el conjunto

v + z = {v + z1 : z1 ∈ z} ∈ P(V )

iii) Paraz, w ∈ P(V ) se definez.w como el conjunto

z.w = {z1w1 : z1 ∈ z y w1 ∈ w} ∈ P(V )

vi) Si λ ∈ R y z ∈ P(V ), se defineλ z como el conjunto

λ z = {λ z1 : z1 ∈ z} ∈ P(V )

Ahora damos algunas definiciones adicionales que serán de utilidad ḿas adelante.

Definición 1.11.3 El dominio de un operador multivaluadoT : V → P(V ), se define

como

Dom(T ) = {x ∈ V : Tx 6= ∅}

Definición 1.11.4 El operadorT : V → P(V ) esmonótonoen un subconjuntoC ⊂ V

si

(x− y, u− v) ≥ 0, para todo x, y ∈ C, u ∈ Tx, v ∈ Ty

Definición 1.11.5 Un operadorT : V → V es lipschitziano de ordenλ, si existe

λ > 0 de modo que

|| Tu− Tv || ≤ λ || u− v || para todo u, v ∈ V

Se diŕa contractivo si λ < 1
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Definición 1.11.6 El operadorResolventedeT de ordenλ, JT
λ : V → P(V ) se define

como

JT
λ (v) = (I + λT )−1(v) para todo v ∈ V

dondeI denota el operador identidad :I : V → V , definido por

I(v) = v para todov ∈ V

Definición 1.11.7 La aproximación YosidadeT de ordenλ, Tλ : V → P(V ) se define

como

Tλ(v) =
1

λ
(I − JT

λ )(v)

Proposición 1.11.2 El operador resolventeJT
λ asociado a un operador monótono, es

lipschitziano de orden 1 y la aproximación YosidaTλ es un operador lipschitziano de

orden 1
λ
.

1.12. Ecuaciones Diferenciales Parabólicas

Empezamos este trabajo dando a conocer la clasificación de las Ecuaciones Diferen-

ciales Parciales y algunos resultados referentes al tipo deecuacíon en estudio. Se llama

ecuacíon en derivadas parciales de segundo ordencon n variables independientes

xi (i = 1, ..., n) a una relacíon entre la funcíon inćognitau(x1, ..., xn) y sus derivadas

parciales de segundo orden inclusive

F (x1, ..., xn, u, ux1 , ..., uxn
, ux1x1 , ..., uxixj

, ..., uxnxn
) = 0

para todoi, j = 1, ...n y donde adeḿas

uxi
=

∂u

∂xi

, uxixj
=

∂2u

∂xi ∂xj

En lo que sigue, consideramos la ecuación lineal de segundo orden

n∑

j=1

n∑

i=1

aij(x)uxixj
+

n∑

i=1

biuxi
+ cu+ f = 0, (aij(x) = aji(x)) (1.52)

dondeaij, bi, c y f son funciones dex = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n. En [19] puede obser-

varse con mayor detalle que los coeficientes de la parte principal de (1.52) que son los

términos de segundo orden (aij(x)) vaŕıan en forma ańaloga que los coeficientes de una

forma cuadŕatica bajo una transformación lineal

n∑

j=1

n∑

i=1

aij(x)ξiξj (1.53)
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es conocido que bajo una transformación lineal adecuada se puede obtener una forma

cuadŕatica de (1.53) en su forma canónica, es decir

n∑

j=1

aii(x)ξ
2
i (1.54)

que por elteorema de inercia de Sylvesterse sabe que el número de elementos positi-

vos, negativos y nulosaii de la forma cuadrática (1.53) es invariante con respecto a una

transformacíon lineal y obteneraii en (1.54). Los coeficientes de la forma cuadrática

(1.54) seŕan denotados poraii, mencionamos que las formas cuadráticas expresadas en

su forma cańonica (1.54) son clasificadas según la siguiente definición.

Definición 1.12.1 Una forma cuadŕaticaQ : R
n → R expresada en su forma canónica

enx = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n es dado porQ(x) = α1x

2
1 + α2x

2
2 + ...+ αnx

2
n y podemos

clasificarlo de la forma siguiente :

1. Q esdefinida positiva si y śolo si todos los coeficientes son estrictamente posi-

tivos, es decir

αi > 0 para todoi = 1, 2, ..., n.

2. Q esdefinida negativasi y śolo si todos los coeficientes son estrictamente nega-

tivos, es decir

αi < 0 para todoi = 1, 2, ..., n.

3. Q esindefinida si y śolo si hay por lo menos dos coeficientes con signos distintos,

es decir

∃ i, j con i 6= j tal que: αi > 0 y αj < 0.

4. Q essemidefinida positivasi y śolo si todos los coeficientes son no negativos, es

decir

αi ≥ 0 para todoi = 1, 2, ..., n.

5. Q essemidefinida negativasi y śolo si todos los coeficientes son no positivos, es

decir

αi ≤ 0 para todoi = 1, 2, ..., n.

Dado el comportamiento análogo de los coeficientes de (1.52) con los de (1.54) damos

la siguiente definicíon.
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Definición 1.12.2 Seǵun los coeficientesaii de la forma cuadŕatica (1.54) asociada a

la ecuacíon lineal de segundo orden (1.52), entonces (1.52) es llamada de tipo:

1. Elı́ptico en el puntox ∈ Ω ⊂ R
n si todos losn coeficientesaii son de un mismo

signo.

2. Parabólico en el puntox ∈ Ω ⊂ R
n si por lo menos uno de los coeficientesaii es

igual a cero.

3. Hiperbólico en el puntox ∈ Ω ⊂ R
n si n − 1 coeficientesaii poseen el mismo

signo y un coeficiente el signo opuesto.

diremos que (1.52) es elı́ptica, parab́olica o hiperb́olica enΩ si se cumple (1), (2)́o (3)

respectivamente para todox ∈ Ω.

En particular, siΩ ⊂ R
2 tendŕıamos

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + F1(x, y, u, ux, uy) = 0 (1.55)

dondea11 = a11(x, y), a12 = a12(x, y) y a22 = a22(x, y) son funciones dex ey. Luego,

esta ecuación seŕa llamada:

1. Eĺıptico en el punto(x, y) ∈ Ω si: a2
12 − a11a22 < 0,

2. Parab́olico en el punto(x, y) ∈ Ω si: a2
12 − a11a22 = 0,

3. Hiperb́olico en el punto(x, y) ∈ Ω si: a2
12 − a11a22 > 0,

En efecto, la forma cuadrática asociada a (1.55) viene dada por

Q(ξ, η) = a11 ξ
2 + 2a12ξ η + a22 η

2

primero analizamos el caso cuandoa11 6= 0, entonces completando cuadrados obtene-

mos

Q(ξ, η) = a11

(

ξ +
a12

a11

η

)

+

(

−
a2

12

a11

+ a22

)

η2

haciendo el cambio de variables adecuado

ξ′ = ξ +
a12

a11

η

η′ = η

resulta aśı

Q(ξ′, η′) = a11 ξ
′ 2 +

(

−
a2

12

a11

+ a22

)

η′ 2 (1.56)

luego, de (1.56) se obtiene las siguientes conclusiones
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a) Es definida positiva si y sólo si

a11 > 0 y −
a2

12

a11

+ a22 > 0

b) Es definida negativa si y sólo si

a11 < 0 y −
a2

12

a11

+ a22 < 0

de los 2 casos anteriores concluimos que (1.55) es elı́ptico si se verifica

a2
12 − a11a22 < 0

sin embargo, cuando

a11

(

−
a2

12

a11

+ a22

)

< 0

podemos concluir que (1.56) es indefinido, resultando ası́ (1.55) de tipo hiperb́olico.

Además, hemos supuesto quea11 6= 0 pudiendo darse el caso que
(

−
a2

12

a11

+ a22

)

= 0

en cuyo caso (1.55) es de tipo parabólico.

Ahora, el caso cuandoa11 = 0, tenemosQ(ξ, η) = 2a12ξ η + a22 η
2 y analizamos los

casos cuandoa22 = 0 y a22 6= 0. En el primer caso, hacemos el cambio

ξ = ξ′ + η′

η = ξ′ − η′

resultando aśı

Q(ξ′, η′) = 2a12(ξ
′ + η′)(ξ′ − η′) = 2a12(ξ

′ 2 − η′ 2)

concluyendo aśı queQ es indefinido y como consecuencia (1.55) es tipo hiperbólico no

importando el signo dea12. En el casoa22 = 0 volveŕıamos a completar cuadrados y

regresaŕıamos a un caso similar a (1.56).

En conclusíon damos la siguiente definición.

Definición 1.12.3 (Ecuacíon Diferencial Parcial Parabólica)

Dado un conjuntoΩ ⊂ R
n, una funcíon escalaru : Ω → R de claseC2(Ω). Si al

menos un coeficienteaii (de su forma cuadŕatica en su forma cańonica asociada) es

igual a cero en la siguiente ecuación en derivadas parciales de segundo orden
n∑

j=1

n∑

i=1

aij(x)uxixj
+

n∑

i=1

biuxi
+ cu+ f = 0, (aij(x) = aji(x)) (1.57)

dondeaij, bi, c y f son funciones son continuas enΩ, entonces se define (1.57) como

una ecuacíon diferencial parab́olica en derivadas parciales.
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Por ejemplo, paraΩ ⊂ R
n × R y (x, t) = (x1, x2, ..., xn, t) ∈ Ω la ecuacíon dada por

ut(x, t)−
n∑

i=1

uxixi
(x, t) = f(x, t)

se tieneaii = −1, bi = 0 (i = 1, ..., n), an+1,n+1 = 0, bn+1 = 1 y c = 0. Luego, se

trata de una ecuación diferencial parcial parabólica. Sif ≡ 0 diremos que es una EDP

parab́olica homoǵenea.

1.13. Condiciones Iniciales y de Frontera

Cuando se describe un fenómeno f́ısico mediante un modelo matemático, en primer

lugar hay que plantear correctamente el problema, es decir,enunciar las condiciones su-

ficientes para la determinación de unáunica solucíon. Es conocido que las Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias y las Ecuaciones Diferenciales Parciales poseen un conjunto

infinito de soluciones, por lo que para caracterizar de manera única la solucíon es nece-

sario agregar al modelo planteado ciertas condiciones complementarias que garanticen

la existencia y unicidad de solución. Luego, dadoΩ ⊆ R
n (n = 2, 3) abierto y acotado

con fronteraΓ = ∂ Ω regular, hay dos tipos de condiciones complementarias, lascuales

son:

1. Condición inicial: Consiste en la determinación de los valores de la función

u(x, t) en el momento inicialt0 y para todox ∈ Ω.

2. Condiciones de frontera A diferencia de las ecuaciones diferenciales ordina-

rias, para garantizar unicidad de solución en una ecuación diferencial parcial, es

necesario dar a conocer las condiciones en la fronteraΓ de la regíon en la cual

tiene lugar el proceso fı́sico. Existen 3 tipos de condiciones de contorno:

i) Especificar la función en la frontera del dominio. Se conoce como condi-

ción del tipo Dirichlet. Por ejemplo, si nuestra incógnita es la funcíonu(x, t)

y queremos resolver la EDP del calor en un dominio acotadoΩ se pueden

presentar las siguientes condiciones de frontera:

u(x, t) = g1(x, t) para todox ∈ Γ1, Γ1 ⊂ Γ y,

u(x, t) = g2(x, t) para todox ∈ Γ \Γ1

Este tipo de condiciones, junto con la EDP, genera lo que se llama un pro-

blema de Dirichlet o de primer tipo. Ńotese que se ha impuesto una condi-
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ción inicial de tipo Dirichlet y dos condiciones de contorno (siempre de tipo

Dirichlet) en las fronteras lateralesΓ1 y Γ \Γ1.

ii) Especificar la derivada de la funcíon en la frontera del dominio. Se

conoce como condición del tipo Neumann y el problema asociado se lla-

ma problema de Neumann (o de segundo tipo). Por ejemplo:

−k
∂u

∂η
(x, t) = q(x, t) para todox ∈ Γ1, Γ1 ⊂ Γ y,

∂u

∂η
(x, t) = g2(x, t) para todox ∈ Γ \Γ1

siendoη el vector normal a la curva (o hipersuperficie) que representa la

frontera del dominio. F́ısicamente este tipo de condición define el flujo de

calor que atraviesa la frontera, que por ley de Fourier de la conduccíon del

calor, es proporcional al gradiente de temperaturas.

iii) Especificar la función y su derivada en la frontera del dominio. Se conoce

como condicíon de tipo Robin (o mixto) y el problema asociado es un pro-

blema mixto (o de tercer tipo). Si consideramos por ejemplo el flujo de calor

a trav́es de las paredes de un conducto por el cual fluye un fluido:

−k
∂u

∂η
− h(u− u∞) = g(x) para todox ∈ Γ

siendoh un coeficiente de transporte de calor caracterı́stico del material śoli-

do del conducto que controla el flujo (de calor) en la fronteray u∞ un valor

conocido (dato del problema) de la temperatura ambiente alrededor del sis-

tema. Este tipo de condiciones es muy realista pues expresa que el flujo de

calor conductivo es proporcional a la diferencia de temperaturas entre las

paredes del conducto y el exterior.

Otros tipos de condiciones de contorno son igualmente posibles. En los procesos

de transporte de calor por radiación (por ejemplo en combustión o en procesos que

se desarrollan a altas temperaturas) se aplica la ley de Stefan-Boltzmann para des-

cribir el mecanismo de transporte de calor entre superficiessólidas separadas por

gases (que se asumen transparentes a la radiación). Otras condiciones se imponen

en procesos de fusión o evaporación donde tienen lugar cambios de fase.
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Caṕıtulo 2

PLANTEAMIENTO DEL

PROBLEMA: TRANSFERENCIA DE

CALOR POR CONDUCCI ÓN Y SU

CONTROL T ÉRMICO

El proceso de transferencia de calor por conducción en un cuerpo se basa en laley

de Fourier. Esta ley establece que: ” El flujo térmico es proporcional al gradiente de

temperatura ”.

Luego, si consideramos un cuerpo que ocupa una región Ω ⊂ R
n n = 2, 3; la distribu-

ción de la temperatura a través del cuerpo para un puntox del espacio en un instante de

tiempot ∈ [0, T ] (T > 0) est́e representada por una función u(x, t). El flujo t érmico

est́a descrito por la función vectorialJ : Ω ⊂ R
n → R

n definido por

J(x) = −k(x)∇u, k(x) ≥ 0, x ∈ Ω

dondek(x) es una caracterı́stica de resistencia del material, denominadaconductividad

térmica. Si el medio esisótropo1, k es una funcíon escalar. En el caso de que el medio

seaanisótropo (cuando no es iśotropo),k es un tensor2 y el vector del flujo t́ermicoJ

es el producto del tensork por el vector−∇u. Nuestro estudio está dirigido solamente

1Es el hecho de ciertas propiedades fı́sicas de un cuerpo medibles que dan resultados idénticos con

independencia de la dirección escogida para la medida
2Es cierta clase de entidad algebraica de varias componentes, que generaliza los conceptos de escalar,

vector y matriz de una manera que sea independiente de cualquier sistema de coordenadas elegido. Los

tensores son de especial importancia en fı́sica.
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para medios iśotropos.

2.1. Ecuaciones de Transferencia de Calor por Conduc-

ción

Supongamos un material de densidadρ que est́a sometido a fuentes de calorF (x, t),

(x, t) ∈ ΩT = Ω× [0, T ] ⊂ R
n × R siendox la variable espacial yt el tiempo.

El operador∇u definido por

∇u =

(
∂u

∂x1

, · · · ,
∂u

∂xn

)

est́a dirigido en el sentido del flujo de calor y que desde las experiencias ḿas cotidianas

muestran que el flujo de calor siempre va de mayor(caliente) amenor(fŕıo) temperatura.

Ahora, consideremos como dominio de estudio aΩ, el cual se asume que su frontera

∂Ω es continua. Luego, la ley de Fourier3 implica que la cantidad de calor que se

intercambia entreΩ y su complementario a través de su frontera∂Ω en el tiempot es

Q1 =

∫

∂Ω

< k∇u, η > ds =

∫

∂Ω

k
∂u

∂η
ds

dondeη denota el vector normal exterior yds es el elemento de longitud en∂Ω y por el

teorema de la divergencia se obtiene

Q1 =

∫

Ω

div(k(x)∇u) dx.

Por otro lado, las fuentes de calor generan enΩ una cantidad de calor

Q2 =

∫

Ω

F (x, t) dx

en el instantet.

Sabemos que la razón de cambio de temperatura respecto al tiempo en cada puntox es

medida por
∂u

∂t
(x, t)

por tanto, para un intervalo△ t (segundos), la variación de la cantidad de calor enΩ es

aproximado por

Q3 =

∫ t+△ t

t

(∫

Ω

c(x)ρ
∂u

∂t
(x, t)

)

dt

3Establece que la tasa de transferencia de calor por conducción en una dirección dada es proporcional

al área normal a la dirección del flujo y al gradiencte de temperatura en esa misma dirección.
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dondec(x) es elcalor espećıfico del medioy ρ es la densidad del material en estudio.

Para que haya un balance de energı́a se debe de cumplir

Q3 =

∫ t+△ t

t

(Q1 +Q2) dt

de donde resulta que la transferencia de calor tiene por ecuación de equilibrio la siguien-

te expresíon

∫ t+△ t

t

∫

Ω

(

div(k(x)∇u(x, t) + F (x, t)− c(x)ρ
∂u

∂t
u(x, t)

)

dx dt = 0 (2.1)

Ahora, hacemos uso de un resultado clásico de ańalisis que se da en la siguiente proposi-

ción.

Proposición 2.1.1 Seaf : R
3 → R una funcíon continua, entonces

f(x0) = ĺım
r→0+

1

|Br(x0)|

∫

Br(x0)

f(y) dy

donde|Br(x0)| denota el volumen de la bolaBr(x0) de radior y centrox0.

Se puede demostrar a partir de la Proposición 2.1.1 y aplicando el teorema del valor

medio para integrales [21] para las funciones de varias variables la siguiente igualdad

div(k(x)∇u(x, t) + F (x, t)− c(x)ρ
∂u

∂t
u(x, t) = 0 (2.2)

a esta expresión se le conoce comoecuacíon diferencial del calor.

La ecuacíon en derivadas parciales obtenida es del tipo parabólica. Para resolver este

tipo de ecuacíon se le adicionará condiciones de contorno y de valor inicial. Lacondi-

ción inicial es el valor de la función u(x, t) que toma en el momento inicial, es decir,

en nuestro casot = t0 = 0 y la condicíon de frontera Dirichlet, son los valores que

tomaŕa la funcíonu(x, t) en la frontera del dominio.

Entonces, el problema parabólico devalor inicial y de frontera fija para la conducción

del calor en un medio homogéneo es expresado de la forma más sencilla enΩ ⊂ R
2

haciendoc = c(x), ρ = ρ(x) y k = k(x) funciones constantes para todox ∈ Ω y

denotando porΩT = Ω× [0, T ] para alǵunT fijo y T > 0 queda formulado a continua-

ción : ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
− α2△u = f(x, t) en (x, t) ∈ ΩT

u(x, 0) = u0 en x ∈ Ω

u(x, t) = g(x) = 0 sobre (x, t) ∈ Γ× [0, T ]

(2.3)
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donde :α2 = k
c ρ

, f : ΩT → R, se le conoce como eltérmino fuente de la ecuacíon

(2.3),u0 es la condicíon inicial y g : Ω → R son conocidos yu : ΩT → R es la solu-

ción a encontrar para el problema (2.3). Nuestro objetivo es laresolucíon nuḿerica de

la ecuacíon detransferencia de calor por conduccíon dado en (2.3).

Un problema ḿas complejo se presenta cuando las condiciones de contorno son desco-

nocidas [8], en la siguiente sección se planteará este tipo problema, para ello sigamos

considerandou(x, t) como la temperatura que se distribuye sobre un cuerpo que ocupa

una regíon Ω ⊂ R
n (n = 2, 3). Básicamente el problema consiste en controlar la tem-

peratura en la frontera en cada puntox ∈ Γ = ∂ Ω de modo queu(x, t) ∈ [h1, h2], x ∈

Γ, para esto serı́a necesario colocar dos dispositivos (inyectores de calor) que permiten

inyectar flujo de calor a través de la frontera permitiendo ası́ que el valor de la tempe-

ratura enx ∈ Γ vaŕıe lo menos posible y permanezca dentro del rango deseado[h1, h2].

Dado que la efectividad de los inyectores de calor es limitada, aprovecharemos que

el flujo de calor puede ser medido por∂u
∂η

y haremos que esté contenido en el inter-

valo [g1, g2] tal que0 ∈ [g1, g2]. Entonces, nuestro problema : ¿Cómo controlaréste

fenómeno el cual está originado por el flujo de calor que se transmite hacia el cuerpo a

través de la frontera de modo que la temperatura no salga del rangoconsiderado ?.

Este feńomeno est́a gobernado por un conjunto de ecuaciones asociados al problema de

contorno donde una de las condiciones no se conoce y serán planteadas en la siguiente

seccíon.

2.2. Problema de control t́ermico

Para este problema de control térmico en estudio consideremos un cuerpo que ocupa

una regíonΩ ⊂ R
n dondeΩ es un conjunto abierto con fronteraΓ = ∂ Ω regular. Sean

h1, h2, g1, g2 ∈ R de modo que el flujo de calor inyectado a través de la frontera medido

por ∂u
∂η
∈ [g1, g2] de modo que permita que el valor de la temperaturau(x, t) ∈ [h1, h2]

dondex ∈ Γ y adeḿas0 ∈ [g1, g2].

Entonces, el conjunto de ecuaciones para cada caso se plantean a continuación.

i) Si u(x, t) ∈ [h1, h2], entonces la temperatura se encuentra controlada, esto quiere

decir que la condición de Newman es conocida y de tipo homogénea:

∂u

∂η
= 0 (2.4)
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ii) Si u(x, t) /∈ [h1, h2], entonces se trata de una condición de tipo Newman no

homoǵenea y desconocida. Para determinar esta incógnita ḿas del problema se

asume lo siguiente: que la temperatura es constante en tiempo parat > 0 y varia-

ble en espacio parax ∈ Ω, es decir, el flujo de calor queremos que varı́e en[g1, g2]

con0 ∈ [g1, g2] el cual es es controlado por la siguiente condición:

a) Si u(x, t) tiende ah+
2 :

flujo de calor
⇒







−
∂u

∂η
= (u− h2)k2 cuando(u− h2)k2 ≤ g2

−
∂u

∂η
= g2 cuando(u− h2)k2 > g2

(2.5)

b) Si u(x, t) tiende ah−1 :

flujo de calor
⇒







−
∂u

∂η
= (u− h1)k1 cuando(u− h1)k1 ≥ g1

−
∂u

∂η
= g1 cuando(u− h1)k1 < g1

(2.6)

dondeg1 y g2 son valores reales.

Denotando como la funciónφ(u) a la siguiente condición:

−
∂u

∂η
= φ(u) (2.7)

se tiene a partir de (2.4), (2.5) y (2.6)

−
∂u

∂η
= φ(u) =







g1 si u ≤ h1 +
g1

k1

(u− h1)k1 si h1 +
g1

k1

< u ≤ h1

0 si h1 ≤ u ≤ h2

(u− h2)k2 si h2 < u ≤ h2 +
g2

k2

g2 si u ≥ h2 +
g2

k2

(2.8)

La interpretacíon geoḿetrica de (2.8) se muestra en la figura (2.1).

Nuestro problema en esta condición de contorno es queu es desconocida y quedarı́a

determinada después que se resuelve el problema. A este tipo de problemas se le conoce

como unproblema de frontera libre. De la ecuacíon (2.2) y la condicíon de contorno
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Figura 2.1: Gŕafico deφ

(2.8) queda formulado el problema de frontera libre.

En particular al ser planteado de manera más sencilla enΩ ⊂ R
2 abierto y acotado

con fronteraΓ, haciendoc = c(x), ρ = ρ(x) y k = k(x) funciones constantes para

todox ∈ Ω, denotando porΩT = Ω × [0, T ] para alǵunT fijo y T > 0, las constantes

g1, g2, h1, h2 ∈ R de modo queg1 < 0 < g2, h1 < h2 y φ : R → R una funcíon no

decreciente tal queg1 ≤ −
∂u
∂η
≤ g2 de modo que permitau(x, t) ∈ [h1, h2], entonces el

problema de control térmico consiste en encontrar una funciónu que satisfaga :
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
− α2△u = f(x, t) en (x, t) ∈ ΩT

u(x, 0) = u0 sobrex ∈ Ω es la condicíon inicial

−
∂u

∂η
(x, t) = φ(u(x, t)) enx ∈ Γ y t ∈ [0, T ]

(2.9)

donde :α2 = k
c ρ

, f : ΩT → R, se le conoce como eltérmino fuente de la ecuacíon

(2.9) yu0 es la condicíon inicial. Recordemos que la primera ecuación de (2.9) es la que

modela el valor de la temperatura en cada instante de tiempo,pero ahora está sujeta

a las dosúltimas condiciones, siendo la segunda una condición desconocida puesto

que depende deu que es la que pretendemos encontrar en el proceso de solución y

su comportamiento en la fronteraΓ.

Definición 2.2.1 (Solucíon clásica o exacta)

Una funcíonu = u(x, t) tal que(x, t) ∈ ΩT y u ∈ C2,1(Ω × (0, T )) ∪ C0(Ω × [0, T ])

donde

C2,1(Ω× (0, T )) =

{

u : u,
∂u

∂xi

,
∂2u

∂xixj

,
∂u

∂t
∈ C0(Ω× (0, T )) ∀ i, j

}

que satisface (2.3) (ó 2.9 respectivamente), es llamadasolución clásicaó tambíensolu-

ción fuerte de (2.3) (́o 2.9 respectivamente).
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Caṕıtulo 3

FORMULACI ÓN VARIACIONAL

El objetivo de esta sección es buscar una solución expĺıcita de los problemas enun-

ciados (2.3) y (2.9), para ello utilizaremos la formulación variacional de tales proble-

mas, luego resolveremos numéricamente los nuevos problemas obtenidos, se ha obser-

vado que ambos problemas son modelados por una ecuación en derivadas parciales de

tipo parabólico diferencíandose en las condiciones de fronteras dadas, dependiendo

de éstas, se puede aproximar en sentido débil el problema (2.3) como unaecuacíon

variacional parabólica EVP y el problema (2.9) como unainecuacíon variacional

parabólica IVP, ambos sobre espacios de Hilbert de dimensión infinita.

3.1. Formulación de las Ecuaciones Variacionales Parabóli-

cas (EVP)

Dado el problema parabólico de transferencia de calor por conducción dado en (2.3),

dondeΩ es un subconjunto acotado abierto deR
n con fronteraΓ = ∂ Ω regular.

Ahora, denotando los siguientes conjuntos

ΩT = Ω× [0, T ]

ΣT = Γ× [0, T ]

supongamos una función u : ΩT → R suficientemente regular que verifica (2.3) y sea

v ∈ H1
0 (Ω). Luego multiplicamos la primera ecuación de (2.3) porv resultando

∫

Ω

∂u

∂t
(x, t) v(x) dx−

∫

Ω

∆u(x, t) v(x) dx =

∫

Ω

f(x, t) v(x) dx para todov ∈ H1
0 (Ω)

por la segunda identidad de Green y dado quev ∈ H1
0 (Ω) se obtiene

∫

Ω

∂u

∂t
(x, t) v(x) dx+

∫

Ω

∇u(x, t)∇ v(x) dx =

∫

Ω

f(x, t) v(x) dx (3.1)
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para todov ∈ H1
0 (Ω).

Hacemosu : [0, T ] → H1
0 (Ω), f : [0, T ] → L2(Ω). De esta manera aprovechamos

que au se le puede asociar una distribución que denotamos de la misma forma, ası́ se

verifica
∫

Ω

∂u

∂t
(x, t) v(x) dx =

d

d t

∫

Ω

u(x, t) v(x) dx

reemplazando en (3.1) se obtiene

d

d t

∫

Ω

u(x, t) v(x) dx+

∫

Ω

∇u(x, t)∇ v(x) dx =

∫

Ω

f(x, t) v(x) dx (3.2)

para todov ∈ H1
0 (Ω).

Recordando

(φ, ψ)L2(Ω) =

∫

Ω

φ(x)ψ(x) dx para todo φ, ψ ∈ L2(Ω) (3.3)

a(φ, ψ) =

∫

Ω

∇φ∇ψ dx para todo φ, ψ ∈ H1(Ω) (3.4)

podemos reformular el problema de transferencia de calor por conduccíon dado en (2.3)

de la siguiente manera

Encontrar una función u : [0, T ]→ H1
0 (Ω) de modo que se cumpla

d

d t
(u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v) para todo v ∈ H1

0 (Ω)

u(0) = u0

(3.5)

donde d
dt

est́a en el sentido distribucional sobre]0, T [.

El problema de valor inicial (3.5) representa laformulaci ón variacional o en elsentido

débil del problema (2.3).

Definición 3.1.1 (Solucíon débil)

Una funcíonu tal que

u ∈ L2(0, T,H
1
0 (Ω)) con u

′ ∈ L2(0, T,H
−1(Ω))

es unasolución débil de la ecuacíon parab́olica (2.3) siempre que satisfagan las condi-

ciones iniciales y/o de frontera en sentido débil (o distribucional) dados en (3.5).

3.1.1. Existencia y unicidad de solución de la EVP

En lo que sigue daremos condiciones que permitan plantear elproblema (3.5) en un

marco ḿas general y abstracto, para esto sean los espaciosV , H y una forma bilineal

a : V × V → R que cumplen las siguientes hipótesis:
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H1) SeanV yH espacios funcionales de Hilbert reales que forman una triple inclusíon

continua condimV =∞ en el sentido de la Definición 1.9.8.

H2) La forma bilineala : V × V → R es acotada, fuertemente positiva, la condición

inicial u0 ∈ H y f ∈ L2(0, T, V
∗) dondeT > 0.

H3) Dado el siguiente conjunto de funciones{w1, w2, ...} de modo que forman una

base deV y {un0}
∞
n=0 es una sucesión enH tal queun0 → u0 cuandon → ∞

dondeun0 ∈ Span{w1, w2, ..., wn} paran ∈ N.

Entonces se debe encontraru ∈W 1,2(0, T, V ) de modo que se cumpla:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

d

dt
(u(t), v)H + a(u(t), v) =< f(t), v >V ∗,V para todo v ∈ V

u(0) = u0 ∈ H

u ∈W 1,2(0, T, V )

(3.6)

donde (3.6) representa la formulación variacional de (2.3) y es válido para casi todo

puntot ∈ ]0, T [.

Recúerdese que

(u(t), v)H =

∫

Ω

u(x, t) v(x) dx

a(u(t), v) =

∫

Ω

n∑

i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx

< f(t), v >V ∗,V =

∫

Ω

f(x, t)v(x) dx .

Con la finalidad de predecir si existe solución del problema de valor inicial (3.6) se

considera el siguiente teorema.

Por simplicidad de notación haremos uso de< ., . > para representar el producto dual

dado por< .,>V ∗,V .

Teorema 3.1.1 (Existencia y Unicidad)Dado el problema de valor inicial (3.6) que

satisface las condiciones(H1), (H2) y (H3); entonces se cumplen las siguientes afir-

maciones:

1) El problema (3.6) es equivalente al siguiente problema devalor inicial llamado

problema de Cauchy.

du

dt
(t) + Au(t) = f(t) en casi todo punto t ∈ ]0, T [

u(0) = u0 ∈ H

u ∈W 1,2(0, T, V )

(3.7)

48



donde el operadorA : V → V ∗ es lineal, continua, fuertemente monótona y

adeḿas:

< Au, v >= a(u, v) para todo u, v ∈ V (3.8)

2) El problema de valor inicial (3.7) tiene solución.

3) El problema (3.7) tiene soluciónu ∈ W 1,2(0, T, V ) única.

4) Convergencia d́ebil de la sucesión {un}
∞
n=0 que se obtiene por el ḿetodo de

Galerkin a la solucíonu ∈ W 1,2(0, T, V ) de (3.7) enL2(0, T, V ).

5) Convergencia de la sucesión {un}
∞
n=0 que se obtiene por el ḿetodo de Galerkin

en el espacioC(G,H), es decir

máx
0≤ t≤T

|| un(t)− u(t) ||H→ 0 cuando n→∞ (3.9)

dondeu ∈W 1,2(0, T, V ) es la solucíon del problema (3.7).

6) Dados los datos inicialesu0 ∈ H y f ∈ L2(0, T, V
∗) entonces la solución u ∈

W 1,2(0, T, V ) de (3.7) es acotada, es decir, existe una constanteD > 0 tal que

|| u ||W 1,2(0,T,V ) ≤ D ( || u0 ||H + || f ||L2(0,T,V ∗) )

7) La sucesíon {un}
∞
n=0 converge fuertemente a la solución u ∈ W 1,2(0, T, V ) de

(3.7) cuandon→∞ en el sentido siguiente

un → u en L2(0, T, V ) (3.10)

Demostracíon:

1) (⇒) En efecto, consideremosu ∈ W 1,2(0, T, V ) que satisface (3.6), recordando

de la propiedad (1.40) se tiene

d

d t
(u(t), v)H =< u′(t), v > para todo v ∈ V (3.11)

donded/dt denota la derivada distribucional sobre]0, T [ y (3.11) se verifica en

casi todo puntot ∈ G. Luego, reemplazando (3.11) en (3.6) se obtiene

< u′(t) + Au(t)− f(t), v >= 0 para todo v ∈ V
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y en casi todo puntot ∈ ]0, T [. Aśı

u′(t) + Au(t)− f(t) = 0 en casi todo punto t ∈ ]0, T [

Efectuando rećıprocamente se demuestra que el problema (3.7) implica el proble-

ma (3.6).

2) Asumiremos que la función t 7→< f(t), v > es continua sobre[0, T ] para todo

v ∈ V .

Para probar la existencia de solución de (3.7) previamente utilizaremos el método

variacional de Galerkin para discretizar con el método de elementos finitos el

problema (3.6) lo cual se formula de la siguiente manera :

Supongamosun(t) es solucíon finita de (3.6) donde ”n” es la dimensíon de la base

del espacio de aproximación con el ḿetodo de elementos finitos, entoncesésta se

puede expresar de la siguiente forma

un(t) =
n∑

k=1

ckn(t)wk, un0 =
n∑

k=1

αknwk (t = 0) (3.12)

reemplazando en (3.6) resulta la siguiente EVP:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

c′kn(t)(wk, wj) + ckn(t)a(wk, wj) =< f(t), wj >

cjn(0) = αjn j = 1, 2, ..., n

(3.13)

entonces paran = 1, 2, ... el problema de valor inicial (3.13) representa un sistema

de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias ( EDO ) con valores iniciales.

El sistema EDO’S como se puede ver en el apéndice (Teorema 7.1.2) se prueba

que este problema de valores iniciales tiene solución únicaun ∈W
1,2(0, T, V ).

Además se puede demostrar que la sucesión de solucionesun es acotada, es decir

que exista unK > 0 tal que se tiene la siguiente desigualdad

∫ T

0

|| un(t) ||2V dt ≤ K

(

|| un(0) ||2H +

∫ T

0

|| f(t) ||2V ∗ dt

)

(3.14)

donden ∈ N.

En efecto, para ello multiplicamos la ecuación (3.13) porcjn y sumamos sobrej

y obtenemos

(u′n(t), un(t)) + a(un(t), un(t)) =< f(t), un(t) > (3.15)
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aplicando la norma aun(t) y derivando en el sentido distribucional enV y como

V es un espacio de Hilbert entonces se tiene

d

dt
(un(t), un(t)) = 2(u′n(t), un(t))

aplicando este mismo resultado a la ecuación (3.15) se consigue

d

dt
|| un(t) ||2H +2a(un(t), un(t)) = 2 < f(t), un(t) >

e integrando de0 aT resulta

|| un(T ) ||2H − || un(0) ||2H +

+ 2

∫ T

0

a(un(t), un(t)) dt = 2

∫ T

0

< f(t), un(t) > dt.

Por hiṕotesis(H2) se tiene que la forma bilineala satisface que existec > 0 de

modo que

a(un(t), un(t)) ≥ c || un(t) ||2

y tambíen se cumple enR la desigualdad clásica

2|xy| ≤ c−1x2 + cy2 para todo x, y ∈ R.

Con estas dośultimas relaciones se demuestra que la sucesión un es acotada, es

decir :

|| un(T ) ||2H +2c

∫ T

0

|| un(t) ||2H dt ≤ || un(0) ||2H +

+ 2

∫ T

0

|| f(t) ||V ∗ || un(t) ||V dt

≤ || un(0) ||2H + c−1

∫ T

0

|| f(t) ||V ∗ dt+

+ c

∫ T

0

|| un(t) ||2V dt

(3.16)

tomandoK = máx{1/c, 1/c2} > 0 la cual no depende den.

3) Para demostrar la unicidad de la solución del problema (3.6) se puede proceder

equivalentemente demostrando la unicidad de solución en el problema (3.7).

En efecto :

Supondremos que se tienen dos funcionesu1 y u2 que satisfacen (3.7) y mostraremos
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que su diferencia es igual a cero.

Paraj = 1, 2 se verifica

duj

dt
(t) + Auj(t) = f(t) en casi todo punto t ∈ ]0, T [

uj(0) = u0 ∈ H

uj ∈ W
1,2(0, T, V )

(3.17)

Entonces

du

dt
(t) + Au(t) = 0 en casi todo punto t ∈ ]0, T [

u(0) = 0 ∈ H

u ∈W 1,2(0, T, V )

(3.18)

dondeu = u1 − u2.

A continuacíon se demuestra que

u(t) = 0 en casi todo punto t ∈ ]0, T [ (3.19)

de la hiṕotesis(H2) se tiene que existec > 0 tal que

a(u, u) ≥ c || u ||2V para todo u ∈ V

con la relacíon anterior e integrando por partes se obtiene:

1

2
|| u(T ) ||2H =

∫ T

0

< u′(t), u(t) > dt

= −

∫ T

0

< Au(t), u(t) > dt = −

∫ T

0

a(u(t), u(t)) dt

≤ −c

∫ T

0

|| u(t) ||2V dt

esto implica que

1

2
|| u(T ) ||2H + c

∫ T

0

|| u(t) ||2V dt ≤ 0

desde queu(0) = 0 se concluye (3.19).

4) En lo que sigue analizaremos la convergencia débil de{un}
∞
n=0 enL2(0, T, V ).

En efecto, de (3.14) la sucesión {un}
∞
n=0 es acotada sobre el espacio de Hilbert

L2(0, T, V ) desde queun(0)→ u0 enH cuandon→∞, existe una subsucesión

débilmente convergente{un′}∞n′=0, es decir

un′ ⇀ u en L2(0, T, V ) cuando n′ →∞ (3.20)
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Comou es una funcíon que satisface el problema siguiente

u′(t) + Au(t) = f(t) en casi todo punto t ∈]0, T [

u ∈ W 1,2(0, T, V )

u(0) = u0 ∈ H

(3.21)

por el paso 3, el problema de valor inicial (3.21) tiene exactamente unáunica

solucíon, es decir, toda subsucesión d́ebilmente convergente de{un}
∞
n=0 tiene el

mismo ĺımiteu. Con esto queda probado la convergencia débil enL2(0, T, V ).

Para probar queu satisface (3.21), se procede de la siguiente forma: multiplican-

do el problema (3.21) enL2(0, T, V ) por una funcíon v ∈ V para luego integrar

espacialmente enL2(0, T, V ) y luego multiplicamos por una función real

ϕ ∈ C1(G) tal que ϕ(T ) = 0. (3.22)

para integrar temporalmente. La forma integral resultantees

−(u0, v)ϕ(0)−

∫ T

0

< u(t), v > ϕ′(t) dt +

+

∫ T

0

< Au(t), v > ϕ(t) dt =

∫ T

0

< f(t), v) > ϕ(t) dt

(3.23)

Mediante el ḿetodo de Galerkinu se puede aproximar por la sucesión (3.12) y

(3.23) se tiene la siguiente forma integral

−(un(0), wj)ϕ(0)−

∫ T

0

< un(t), wj > ϕ′(t) dt +

+

∫ T

0

a(un(t), wj)ϕ(t) dt =

∫ T

0

< f(t), wj) > ϕ(t) dt

(3.24)

para todon ≥ j. Observar que

(un(t), wj) =< un(t), wj >

aplicando la convergencia débil a la ecuacíon (3.24) se obtiene

−(u(0), wj)ϕ(0)−

∫ T

0

< u(t), wj > ϕ′(t) dt +

+

∫ T

0

a(u(t), wj)ϕ(t) dt =

∫ T

0

< f(t), wj) > ϕ(t) dt

(3.25)
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para todoj.

Con la finalidad de justificar estéultimo lı́mite necesitamos verificar que el se-

gundo y tercer t́ermino en (3.24) representen funcionales lineales continuos sobre

el espacio de HilbertL2(0, T, V ) con respecto aun. Aśı, tenemos que
∣
∣
∣
∣

∫ T

0

< un(t), wj > ϕ′(t) dt

∣
∣
∣
∣
≤ C1

∫ T

0

|| un(t) || || wj || || ϕ
′(t) ||H dt

≤ C2 || wj ||

(∫ T

0

|| un(t) ||2 dt

) 1
2

= C2 || wj || || un ||L2(0,T,V )

(3.26)

dondeC1 y C2 son constantes obtenidas por la desigualdad de Hölder. De modo

ańalogo se tiene lo siguiente
∣
∣
∣
∣

∫ T

0

a(un(t), wj)ϕ(t) dt

∣
∣
∣
∣
≤ C1

∫ T

0

|| un(t) || || wj || || ϕ(t) ||H dt

≤ C2 || wj || || un ||L2(0,T,V ) .

(3.27)

Comov ∈ V y por la hiṕotesis(H3) se puede concluir que existe una sucesión

{vn}
∞
n=0 tal que

vn → v en V cuando n→∞,

donde cadavn es una combinación lineal finita de ciertos elementos de la basewj.

Haciendon→∞ observamos que la ecuación (3.25) tambíen es v́alida si reeem-

plazamoswj conv, con lo que se prueba (3.21).

Previamente necesitamos el hecho que los términos en (3.25) representen fun-

cionales lineales continuas sobre el espacioV con respecto awj. Esto se obtiene

de (3.26), (3.27) y de la siguiente desigualdad

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

< f(t), wj > dt

∣
∣
∣
∣
≤ C

(∫ T

0

|| f(t) ||2V ∗

) 1
2

|| wj || .

Probaremos ahora que se verifica (3.21). En efecto, de (3.23)obtenemos
〈

−

∫ T

0

ϕ′(t)u dt+

∫ T

0

ϕ(t) (Au(t)− f(t)) dt, v

〉

= 0,

para todoϕ ∈ C∞
0 (G) y todov ∈ V . De aqúı

−

∫ T

0

ϕ′(t)u dt+

∫ T

0

ϕ(t) (Au(t)− f(t)) dt = 0 para todo ϕ ∈ C∞
0 (G).

Esto muestra queu(.) tiene una derivada distribucional sobre]0, T [ tal que

u′(t) + Au(t) = f(t) sobre ]0, T [
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verificándose aśı la primera relacíon de (3.21).

Ahora, desde queu ∈ L2(0, T, V ) y se verifica|| v ||V ∗≤ C || v || para todo

v ∈ V , entonces se cumple

|| Av ||V ∗≤ C || v || para todo v ∈ V

de esta forma obtenemos

∫ T

0

|| Au(t) ||2V ∗ dt ≤ C2

∫ T

0

|| u(t) ||2 dt, (3.28)

es decir,Au ∈ L2(0, T, V
∗). Desde quef ∈ L2(0, T, V

∗) resultau′ ∈ L2(0, T, V
∗),

aśı u ∈ W 1,2(0, T, V ) verificándose la segunda relación de (3.21).

Para verificar láultima condicíon de (3.21), desde queu ∈ W 1,2(0, T, V ), pode-

mos aplicar la f́ormula de integración por partes (1.42), resultando

(u(T ), ϕ(T )v)− (u(0), ϕ(0)v) =

∫ T

0

< u′(t), ϕ(t)v > + < u(t), ϕ′(t)v > dt,

para todoϕ ∈ C1(G) y todov ∈ V . En particular, siϕ(0) = 1 y ϕ(T ) = 0, la

ecuacíon (3.23) conu′(t) + Au(t) = f(t) queda como

(u(0)− u0, v) = 0 para todo v ∈ V.

Desde queV es denso enH, concluimos queu(0) = u0. Aśı queda demostrado

la existencia de solución.

5) A continuacíon se demuestra que la soluciónu ∈W 1,2(0, T, V ) de (3.7) obtenida

es acotada, es decir, existe una constanteD > 0 tal que:

|| u ||W 1,2(0,T,V )≤ D ( || u0 ||H + || f ||L2(0,T,V ∗) )

En efecto, sabemos

un ⇀ u en L2(0, T, V ) cuando n→∞

lo cual implica

|| u ||L2(0,T,V )≤ ĺım inf
n→∞

|| un ||L2(0,T,V ),

por la Proposicíon 1.1.1-(3). Luego, cuandon → ∞, se obtiene de la estimación

a priori (3.14) y deun(0)→ u0 cuandon→∞ que

|| u ||L2(0,T,V )≤ K1/2

(

|| u(t) ||2H +

∫ T

0

|| f(t) ||2V ∗ dt

)

.
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empleando (3.28)

|| Au ||L2(0,T,V ∗) ≤ C || u ||L2(0,T,V ) . (3.29)

Finalmente, deu′ + Au = b resulta

|| u ||W 1,2(0,T,V )≤ D

(

|| u0 ||
2
H +

∫ T

0

|| f(t) ||2V ∗) dt

) 1
2

6) Se analiza la convergencia de la solución d́ebil construida con el ḿetodo de

Galerkin enC(G,H), es decir

máx
0≤ t≤T

|| un(t)− u(t) ||H→ 0 cuando n→∞ (3.30)

En efecto, seau ∈ W 1,2(0, T, V ) y un ∈ W 1,2(0, T, V ) para todon ∈ N. La

inclusiónW 1,2(0, T, V ) ⊆ C(G,H) implica

u, un ∈ C(G,H) para todo n.

SeaHn = span{w1, w2, ..., wn}, aśı Hn ⊆ V ⊆ H. Por la Proposicíon 1.9.8-(b)

para cadau ∈ W 1,2(0, T, V ) y ǫ > 0 existe un polinomio

p(t) =
∑

i

tiai

con coeficientesai ∈ V y

|| u− p ||W 1,2(0,T,V ) =

(∫ T

0

|| u(t)− p(t) ||2V dt

)1/2

+

+

(∫ T

0

|| u′(t)− p′(t) ||2V ∗ dt

)1/2

< ǫ

esta desigualdad sigue siendo válida si cambiamos los coeficientesai un poco con

respecto a la norma del espacioV . Desde que el conjunto
⋃

nHn es denso enV ,

obtenemos un resultado más fuerte, que el conjunto de todos los polinomios con

coeficientes en
⋃

nHn es denso en el espacioW 1,2(0, T, V ). Es decir, existe una

sucesíon{pn}
∞
n=0 de polinomiospn : [0, T ]→ Hn y adeḿas

pn → u en W 1,2(0, T, V ) cuando n→∞.

La continuidad de la inclusiónW 1,2(0, T, V ) ⊆ C(G,H) implica que existe una

constanteK > 0 tal que

máx
0≤t≤T

|| u(t)− pn(t) ||H ≤ K || u− pn ||W 1,2(0,T,V,H)→ 0 cuando n→∞

(3.31)
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ahora afirmamos que siun ⇀ u enL2(0, T, V ) cuandon→∞ entonces

máx
0≤t≤T

|| u(t)− pn(t) ||H→ 0 cuando n→∞. (3.32)

En efecto, deun(0)→ u(0) enH y (3.31) resulta

|| un(0)− pn(0) ||H→ 0 cuando n→ 0 (3.33)

de las ecuaciones (3.13) se obtiene

< u′n, un − pn > = < b− Aun, un − pn >

= < u′ + A(u− un), un − pn > .
(3.34)

La positividad dea(., .) implica

< A(u− un), u− un >≥ 0.

Empleando (3.33), (3.34), la fórmula de integración por partes (1.42) y la desi-

gualdad de Ḧolder se obtiene

2−1 || un(t)− pn(t) ||2H −2−1 || un(0)− pn(0) ||2H

=

∫ t

0

< u′n − p
′
n, un − pn > ds

=

∫ t

0

< u′ + A(u− un)− p′n, (un − u) + (u− pn) > ds

≤

∫ t

0

< u′ − p′n, un − pn > + < A(u− un), (u− pn) > ds

≤ || u′ − p′n ||V ∗ || un − pn ||V + || Au− Aun ||V ∗ || u− pn ||V

≤ M || u− pn ||W 1,2(0,T,V )→ 0 cuando n→∞.

Notar que las sucesiones{un}
∞
n=0, {pn}

∞
n=0 est́an acotadas enV y {Aun}

∞
n=0

est́a acotada enV ∗ debido a la convergencia débil de{un}
∞
n=0, {pn}

∞
n=0 en V

y de (3.29) respectivamente.

7) Se analiza la convergencia fuerte sobreL2(0, T, V ), es decir

|| un − u ||L2(0,T,V )→ 0 cuando n→∞

En efecto, desde queun ⇀ u enV cuandon→∞ se sigue que

Aun ⇀ u en V ∗ cuando n→∞
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desde queA : V → V ∗ es lineal y continua por (3.29).

Entonces por la Proposición 1.9.2 se obtiene

∫ T

0

< Aun, u > dt→

∫ T

0

< Au, u > dt cuando n→∞

y
∫ T

0

< f, un > dt→

∫ T

0

< f, u > dt cuando n→∞

Luego, haciendon→∞ resulta

∫ T

0

< f − Aun, u > + < f − Au, un > dt− (un(T ), u(T )) + (un(0), u(0))

→ 2

∫ T

0

< f − Au, u > dt− || u(T ) ||2H + || u(0) ||2H= 0

(3.35)

Recordandou′ = f−Au y la fórmula de integración por partes (1.42) mostraremos

queun → u enV cuandon→∞.

En efecto, de (1.42) se obtienen las siguientes dos relaciones

2−1 || u(T )− un(T ) ||2H −2−1 || u(0)− un(0) ||2H

=

∫ T

0

< u′(t)− u′n(t), u(t)− un(t) > dt

=

∫ T

0

< f − Au− u′n, u− un > dt

y

(un(T ), u(T ))− (un(0), u(0)) =

∫ T

0

< u′n(t), u(t) > + < u′(t), un(t) > dt

=

∫ T

0

< u′n, u > + < f − Au, un > dt.

De la ecuacíon (3.13) resulta

< u′n(t), un(t) > + < Aun(t), un(t) >=< f(t), un(t) >

comoa(., .) es fuertemente positiva, esto permite

c || u− un ||
2
V ≡ c

∫ T

0

|| u(t)− un(t) ||2 dt

≤

∫ T

0

< A(u− un), u− un > dt+ 2−1 || u(T )− un(T ) ||2H
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aśı

c || u− un ||
2
V ≤ 2−1 || u(0)− un(0) ||2 +

∫ T

0

< f − Aun − u
′
n, u− un > dt

≤ 2−1 || u(0)− un(0) ||2H +

∫ T

0

< f − Aun − u
′
n, u > dt

= 2−1 || u(0)− un(0) ||2H +

∫ T

0

< f − Aun − u
′
n, u > dt

= 2−1 || u(0)− un(0) ||2 +

∫ T

0

< f − Aun, u > dt+

+

∫ T

0

< f − Aun, un > dt− (un(T ), u(T )) + (un(0), u(0))→ 0

cuandon→∞ seǵun (3.35). Esto implicaun → u enV cuandon→∞.

Mediante este teorema se puede garantizar la existencia y unicidad de la solucíon d́ebil

del problema de transferencia de calor por conducción dado en (2.3).

3.2. Formulación de las Inecuaciones Variacionales Parabóli-

cas (IVP)

En esta sección realizaremos la formulación de la inecuación variacional parab́olica

asociado al problema de control térmico planteado en (2.9). Para esto, seau solucíon de

(2.9) yv ∈ H1(Ω) entonces para cadat ∈ [0, T ] e integrando por partes se tiene
∫

Ω

f(x, t)v dx =

∫

Ω

∂u

∂t
v dx+

∫

Ω

∇u · ∇v dx−

∫

Γ

v
∂u

∂η
dΓ

=

∫

Ω

∂u

∂t
v dx+

∫

Ω

∇u · ∇v dx+

∫

Γ

vφ(u) dΓ

por lo tantou es solucíon del siguiente problema:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontraru ∈ L2(0, T,H
1(Ω)) tal que

(u′(t), v) + a(u(t), v) +

∫

Γ

φ(u)v dΓ = (f(t), v) para todov ∈ H1(Ω)

u(0) = u0

(3.36)

donde

1. Siu ∈ L2(0, T,H
1(Ω)) entoncesu(t) ∈ H1(Ω) para todot ∈ (0, T )
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2. a(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇v dx para todou, v ∈ H1(Ω)

3. (·, ·) expresa el producto interno usual enL2(Ω)

Teniendo en cuenta la funciónφ definida por (2.8), introducimos la funciónψ : R→ R

de modo que

ψ(λ) =

∫ λ

0

φ(ξ)dξ (3.37)

es decir

ψ(λ) =







g1(λ− h1)−
g2
1

2k1

si λ ≤ h1 +
g1

k1

1

2
(λ− h1)

2 k1 si h1 +
g1

k1

≤ λ ≤ h1

0 si h1 ≤ λ ≤ h2

1

2
(λ− h2)

2 k2 si h2 ≤ λ ≤ h2 +
g2

k2

g2(λ− h2)−
g2
2

2k2

si λ ≥ h2 +
g2

k2

cuya representación gŕafica se muestra en la figura (3.1).

Figura 3.1: Gŕafico deψ

Observacíon 3.2.1

◮ Se puede observar que laψ es una funcíon convexa, para esto consideremosx, y, z ∈

R tal quex < z < y, luego se obtiene

ψ(z)− ψ(x) =

∫ z

0

φ(ξ)dξ −

∫ x

0

φ(ξ)dξ =

∫ z

x

φ(ξ)dξ 6 φ(z)(z − x)

tambíen

ψ(y)− ψ(z) =

∫ y

0

φ(ξ)dξ −

∫ z

0

φ(ξ)dξ =

∫ y

z

φ(ξ)dξ > φ(z)(y − z)
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entonces
ψ(z)− ψ(x)

z − x
6 φ(z) 6

ψ(y)− ψ(z)

y − z

por lo tantoψ es una funcíon convexa.

A continuacíon introducimos la funcionalΨ : H1(Ω)→ R definido por

Ψ(v) =

∫

Γ

(ψ ◦ v) dΓ (3.38)

y probaremos en la siguiente proposición que es convexa y diferenciable.

Proposición 3.2.1 La funcionalΨ : H1(Ω) → R definida en (3.38) es convexa y dife-

renciable en todo su dominio.

Demostracíon:

Probaremos la convexidad, en efecto dadosu, v ∈ C(Ω) y λ ∈]0, 1[ entonces

Ψ(λu+ (1− λ)v) =

∫

Γ

ψ(λu(x) + (1− λ)v(x)) dΓ

de la Observación 3.2.1 sabemos queψ es convexa, luego tenemos que

ψ(λu(x) + (1− λ)v(x)) 6 λψ(u(x)) + (1− λ)ψ(v(x)) para todox ∈ Γ

por lo tanto al integrar

∫

Γ

ψ(λu(x) + (1− λ)v(x)) 6 λ

∫

Γ

ψ(u(x)) + (1− λ)

∫

Γ

ψ(v(x))

de aqúı

Ψ(λu+ (1− λ)v) 6 λΨ(u) + (1− λ)Ψ(v) para todou, v ∈ C(Ω)

por densidad, Teorema 1.7.1, se obtiene el resultado buscado.

La diferenciabilidad la obtendremos de la siguiente maneracalculando las derivadas

direccionales:

Ψ(u+hv)−Ψ(u)−h

∫

Γ

φ(u(x))v(x) dΓ =

∫

Γ

ψ(u(x)+hv(x))−ψ(u(x))−hφ(u(x))v(x) dΓ

comoψ′(u(x)) = φ(u(x)) entonces
∣
∣
∣
∣
Ψ(u+ hv)−Ψ(u)− h

∫

Γ

φ(u(x))v(x) dΓ

∣
∣
∣
∣
6

∫

Γ

|ψ(u+ hv)− ψ(u)− hψ′(u)v| dΓ

pero

ψ(u(x) + hv(x)) = ψ(u(x)) + hψ′(u(x))v(x) + ρ(u(x);hv(x))
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donde

ĺım
h→0

∣
∣
∣
∣

ρ(u(x);h)

h

∣
∣
∣
∣
= 0

entonces

ĺım
h→0

∣
∣
∣
∣

Ψ(u+ hv)−Ψ(u)

h
−

∫

Γ

φ(u(x))v(x) dΓ

∣
∣
∣
∣
6 ĺım

h→0

∫

Γ

∣
∣
∣
∣

ρ(u(x);h)

h

∣
∣
∣
∣
dΓ

y por lo tanto

Ψ′(u) · v =

∫

Γ

φ(u(x))v(x) dΓ

En especial parau ∈ L2(Γ) tenemos que

Ψ′(u) = φ(u) en L2(Γ) (3.39)

lo que completa la demostración del teorema. �

Proposición 3.2.2 Seau ∈ L2(0, T,H
1(Ω)) una funcíon que satisface el problema

(3.36), entonces el problema de valor inicial (3.36) es equivalente al siguiente problema
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontraru ∈ L2(0, T,H
1(Ω)) tal que

(u′(t), v − u(t)) + a(u(t), v − u(t)) + Ψ(v)−Ψ(u(t)) > (f(t), v − u(t)) ,∀v ∈ H1(Ω)

u(0) = u0

(3.40)

Demostracíon :

(⇒)Veamos que (3.36) implica (3.40). En efecto, vemos que (3.45) implica:

Ψ(v)−Ψ(u(t))−

∫

Γ

Φ(u(t))(v − u(t)) dΓ ≥ 0 (3.41)

luego, de (3.36) resulta:

(u′(t), v − u(t)) + a(u(t), v − u(t)) + Ψ(v)−Ψ(u(t)) =

= (f(t), v − u(t))
(3.42)

de (3.42) y (3.41) se obtiene

(u′(t), v − u(t)) + a(u(t), v − u(t)) + Ψ(v)−Ψ(u(t)) ≥

≥ (f(t), v − u(t)), ∀ v ∈ H1(Ω)

(3.43)

(⇐) Haciendo

Φ(λ) =
dψ(λ)

dλ
(3.44)
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por la convexidad deψ ( Observacíon (3.2.1) ) se cumple

ψ(µ)− ψ(λ)− Φ(λ)(µ− λ) ≥ 0 para todoµ, λ ∈ R (3.45)

verificaremos que con estas condiciones, el problema (3.40)es equivalente a la ecuación

variacional (3.36).

En efecto, veamos que (3.40) implica (3.36), para esto, seaw ∈ H1(Ω) arbitrario y

λ > 0. Reemplazamos:

v(t) = u(t) + λw

en (3.40), para luego dividir entreλ y haciendoλ→ 0 se obtiene:

(u′(t), w) + a(u(t), w) +

∫

Γ

Φ(u(t))w dΓ ≥ (f(t), w)

cambiandow por−w obtenemos la igualdad y además (3.36).

Con este resultado se ha obtenido la formulación variacional de la IVP para el problema

de control t́ermico.

Definición 3.2.1 (Solucíon débil)

Una funcíon u ∈ L2(0, T,H
1(Ω)) que satisface la inecuación variacional parab́olica

(3.40) es llamadasolución débil de (2.9).

Nuestro estudio para determinar la solución d́ebil para un IVP de la forma:

(v′ − f, v − u) + a(u, v − u) + Ψ(v)−Ψ(u) ≥ 0

veremos bajo qúe condiciones existe solución d́ebil y tambíen su unicidad. Daremos

un criterio de regularidad, es decir, bajo qúe hiṕotesis una solución d́ebil resuelve su

respectiva formulación fuerte. Restringiremos nuestro estudio al caso cuandoΨ ≡ 0,

luego, la formulacíon d́ebil queda como:

(v′, v − u) + a(u, v − u) ≥ (f, v − u)

3.2.1. Existencia y unicidad de solución de la IVP

A continuacíon daremos algunos resultados con los que se puede garantizar la exis-

tencia y unicidad de la solución d́ebil de las IVP. Recordemos la formulación d́ebil de

la IVP: ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontraru ∈ K tal que

(v′, v − u) + (Au, v − u) ≥ (f, v − u),

para todov ∈ K ∩D( d
dt
,V∗)

dondeK es un conjunto convexo cerrado deV

(3.46)
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Ahora, para lograr el objetivo de este capı́tulo, debemos tener presente las siguientes

hipótesis, llamadashipótesis de compatibilidad:

• ∀ v ∈ K, existe unasucesíon regularizantetal que:






vj ∈ K ∩D( d
dt
,V∗)

vj → v enV cuandoj →∞

ĺım sup
j→∞

(v′j, vj − v) ≤ 0

(3.47)

• Sean los espacios de HilbertV y H conV ⊂ H ⊂ V ∗ y los espacios:

V = L2(0, T, V )

H = L2(0, T,H) y V ⊂ H ⊂ V∗
(3.48)

por ejemplo, los espaciosV ,H, V yH pueden ser:

V = H1(Ω)

V = L2(0, T, V )

H = L2(Ω)

H = L2(0, T,H)

dondeΩ es un abierto acotado deRn (n = 2, 3).

• Un operador:

A : V → V∗ pseudomońotono y coercivo, es decir (3.49)

∃ v0 ∈ K tal que
(Av, v − v0)

|| v ||
→ ∞ si || v ||→ ∞ (3.50)

• Un operadorΛ, donde:

−Λ =
d

dt
es el generador infinitesimal de un semigrupo

t→ S(t) enV , S(t) es de contracción enH.
(3.51)

• K es un subconjunto convexo cerrado deV

A continuacíon se dan algunos resultados con los que se pueden garantizarla existencia

y unicidad de solución d́ebil para la IVP, para esto tengamos en cuenta los siguientes

teoremas:
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Teorema 3.2.1Si el conjunto convexoK y el semigrupoS(t) satisfacen:

S(t)K ⊂ K para todo t ≥ 0 (3.52)

entonces se cumple la hipótesis de compatibilidad (3.47).

La prueba de este teorema puede ser encontrada en [7]. �

Teorema 3.2.2 (Existencia de una solución débil)

Supongamos que se cumplan las hipótesis (3.48), (3.51) y (3.49). AdemásA es coerciva

en el sentido de (3.50) conv0 ∈ K ∩ D( d
dt
,V∗) y se cumple la hiṕotesis de compati-

bilidad (3.47). Entonces, para todof ∈ V∗ existeu ∈ K que resuelve la formulación

variacional (3.46).

Demostracíon:

Primero mostraremos que existeuh ∈ K tal que se cumpla:
(
I −G(h)

h
uh, v − uh

)

+ (Auh, v − uh) ≥ (f, v − uh), ∀ v ∈ K (3.53)

En efecto, basta aplicar el Teorema 1.2.2 conV , K en vez deV, K y el operadorA es

reemplazado por:

B : V → V∗

v 7→ Bv :=

(
I −G(h)

h

)

v +Av

el cual tambíen es pseudomonótono, y como:
(
I −G(h)

h
ϕ, ϕ

)

≥ 0 (3.54)

luego:

(Bv, v − v0) = (Av, v − v0) +

+

(
I −G(h)

h
(v − v0), v − v0

)

+

(
I −G(h)

h
v0, v − v0

)

≥

≥ (Av, v − v0) +

(
I −G(h)

h
v0, v − v0

)

≥

≥ (Av, v − v0)− c || v ||

de (3.50) resulta:
(Bv, v − v0)

|| v ||
→ ∞, si || v ||→ ∞ (3.55)

entonces de (3.55) se obtiene:

uh se encuentra en un acotado deV (3.56)
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comoA est́a acotado, podemos extraer una subsucesión denotada también poruh tal

que:

uh → u débilmente enV cuandoh→ 0

Auh → χ débilmente enV ′ cuandoh→ 0
(3.57)

se puede deducir de (3.53) que:

(
I −G(h)

h
v, v − uh

)

+ (Auh, v − uh) ≥ (f, v − uh), ∀ v ∈ K (3.58)

en efecto, del primer miembro de (3.58) se obtiene:

(
I −G(h)

h
(v − uh), v − uh

)

+ (Auh, v − uh) + (Auh, v − uh)

donde el resultado de aplicar (3.53) y (3.54) deducimos (3.58).

Luego, para todov ∈ K ∩D( d
dt
,V∗) se cumple

ĺım sup
h→0

(Auh, uh) ≤ (v′, v − u) + (χ, v)− (f, v − u)

de aqúı

ĺım sup
h→0

(Auh, uh−u) ≤ (χ−f, v−u)+(v′, v−u) para todov ∈ K∩D(
d

dt
,V∗) (3.59)

ó:

ı́nf
v∈K∩D( d

dt
,V∗)

[(χ− f, v − u) + (v′, v − u)] ≤ ĺım inf[(x− f, uj − u) + (u′j, uj − u)]

comouj es una sucesión regularizante como en (3.47), entonces

ı́nf
v∈K∩D( d

dt
,V∗)

[(χ− f, v− u) + (v′, v− u)] ≤ ĺım inf[(x− f, uj − u) + (u′j, uj − u)] ≤ 0

y (3.59) implica

ĺım sup
h→0

(Auh, uh − u) ≤ 0 (3.60)

desde queA es pseudomońotono, resulta

ĺım inf
h→0

(Auh, uh − v) ≥ (Au, u− v) para todov ∈ K (3.61)

aplicando (3.58) se obtiene

ĺım sup
h→0

(Auh, uh − v) ≤ (v′, v − u)− (f, v − u) para todov ∈ K ∩D(
d

dt
,V∗) (3.62)

comparando (3.61) y (3.62) deducimos queu verifica (3.46). �
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Teorema 3.2.3 (Unicidad)Supongamos que se cumplen las hipótesis del Teorema 3.2.2

y que se verifica la siguiente condición

Para todo u, v ∈ K, si (Au−Av, u− v) ≤ 0 entonces u = v (3.63)

Entonces la inecuación variacional (3.46) admite unáunica solucíon.

Demostracíon:

Supongamos que hay dos solucionesu1 y u2. Luego, se satisfacen:

(v′, v − u1) + (Au1, v − u1) ≤ (f, v − u1)

(v′, v − u2) + (Au2, v − u2) ≤ (f, v − u2)
(3.64)

y esto para todov ∈ K ∩D( d
dt
,V∗).

Ahora consideremos:

w =
u1 + u2

2
, w ∈ K

por (3.47) podemos considerar una sucesión regularizantewj tal quewj → w. Reem-

plazandov = wj en (3.64) obtenemos:

(Au1, wj − u1) + (Au2, wj − u2) + 2(w′
j, wj − w) ≥ 2(f, wj − w)

entonces:

ĺım sup[(Au1, u1−wj)+ (Au2, u2−wj)] ≤ 2 ĺım sup[(w′
j, wj−w)− (f, wj−w)] ≤ 0

en consecuencia:
(Au1, u1 − w) + (Au2, u2 − w) ≤ 0

⇒ (Au1 −Au2, u1 − u2) ≤ 0

donde (3.63) implica queu1 = u2. �

Los resultado dados por los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3 garantizan la existencia y unicidad

de solucíon d́ebil. Luego, es natural preguntarse cuando una solución d́ebil resuelve su

respectiva formulación fuerte. Recordemos la formulación fuerte conΨ ≡ 0, es decir,

debemos: ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontraru tal que

u ∈ K

u ∈ D( d
dt
,V∗)

(u′ − f, v − u) + (Au, v − u) ≥ 0 para todov ∈ K

adeḿasf ∈ V∗

(3.65)
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Para que una solución d́ebil resuelva la formulación fuerte, debe de satisfacer hipótesis

adicionales, como las que mencionamos a continuación:

Parau ∈ K, podemos elegirg ∈ H tal que para todoǫ > 0 existe

uǫ ∈ K ∩D( d
dt
,V∗) verificandoǫ(u′ǫ +Auǫ) + uǫ = u+ ǫg

(3.66)

veamos ahora el siguiente teorema de Regularidad:

Proposición 3.2.3 Supongamos queV es un espacio de Hilbert,V ⊂ H yA : V → V∗

es lineal y coerciva. Supongamos además que se satisface (3.66). Entonces la solución

u de (3.46) cumple:

u′ +Au ∈ H (3.67)

Una consecuencia de este resultado es el siguiente:

Corolario 3.2.1 Si se cumplen las hipótesis de la Proposición 3.2.3, la solucíon d́ebil

de (3.46) resuelve la formulación fuerte en el sentido de (3.65).

Para las demostraciones de estos dosúltimos resultados recomendamos [7].

Ahora nuestro pŕoximo objetivo es resolver nuḿericamente los problemas variacionales

formulados en (2.3) y (2.9) que se detallan a continuación.

68



Caṕıtulo 4

APROXIMACI ÓN DE LAS EVP E

IVP CON EL MEF

4.1. Aproximación de la EVP

A continuacíon daremos la metodologı́a del ḿetodo de Galerkin continuo con ele-

mentos finitos a problemas de tipo parabólico con condiciones iniciales y de contorno.

4.1.1. Método Variacional de Galerkin

El método de Galerkin consiste en suponer una solución U en espacios finito di-

mensionales generados por funciones linealmente independientes, es decir, una solución

finita de la forma

UN(x, y, t) =
N∑

j=1

cj(t)φj(x, y), φj ∈ VN (j = 1, ..., N) (4.1)

de (4.1) se obtienen las siguientes relaciones:

dUN

dt
=

N∑

j=1

dcj(t)

dt
φj(x, y) (4.2)

∂UN

∂x
=

N∑

j=1

cj
∂φj(x, y)

∂x
(4.3)

∂UN

∂y
=

N∑

j=1

cj
∂φj(x, y)

∂y
(4.4)
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entonces, para cadaN podemos escribir la formulación variacional (3.5) en dimensión

finita como sigue

Encontrar UN ∈ VN × C
1(G) tal que:

(
∂UN

∂t
, v

)

+ a(UN , v) = (f, v) para todov ∈ VN y todo t ∈ G
(4.5)

tal que

(UN(., 0), v) = (u0, v) (4.6)

dondeVN , por lo general es alǵun espacio de polinomios. La existencia y unicidad de

solucíon finita del problema anterior queda garantizado por el Teorema 3.1.1.

Por lo tanto, las ecuaciones de Galerkin en la semidiscretización de la Ecuación del

Calor en dos dimensiones, se obtienen al reemplazar (4.2), (4.3) y (4.4) en la expresión

(4.5), resultando la siguiente expresión

∫ ∫

Ω

N∑

j=1

c′j(t)φjφi dx dy + α2

∫ ∫

Ω

N∑

j=1

cj

(
∂φj

∂x

∂φi

∂x
+
∂φj

∂y

∂φi

∂y

)

=

=

∫ ∫

Ω

fφi dx dy ∀ t > 0

luego

N∑

j=1

(∫ ∫

Ω

φjφi

)

c′j(t) +

+
N∑

j=1

[

α2

∫ ∫

Ω

(
∂φj

∂x

∂φi

∂x
+
∂φj

∂y

∂φi

∂y

)

dx dy

]

cj(t) =

∫ ∫

Ω

fφi dx dy

(4.7)

y esto para todot > 0. Óbservese que hemos reemplazadov = φi parai = 1, ..., N ;

que es como sugiere el método de Galerkin.

4.1.2. Semidiscretizacíon Espacial mediante el MEF

Para la discretización espacial del problema variacional (3.5) empleamos el método

de elementos finitos, el cual nos permite trabajar con polinomios a trozos de grado no

muy altos y para ello se tiene que utilizar un mallado de elementos triangulares sobre el

dominioΩ.

A continuacíon damos unos conceptos necesarios básicos para la aplicación de este

método. En lo que sigue, consideramosΩ ⊂ R
2 un dominio poligonal yPk(R) como el

espacio de polinomios de grado menor o igual quek y con coeficientes en el conjunto

de los ńumeros reales.
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Definición 4.1.1 (Malla de elementos finitos)

Una malla de elementos finitoses una particíon Th(Ω) del dominioΩ en un ńumero

finito de objetosT ∈ Th(Ω) los cuales tienen geometrı́a simple (tríangulos o rect́angu-

los), los objetosT son llamadoselementosy satisfacen las siguientes propiedades:

i) T ⊂ Ω para todoT ∈ Th(Ω)

ii) Ω = ∪T∈Th(Ω)T

iii)
◦

T1 ∩
◦

T2= ∅ ∀T1, T2 ∈ Th(Ω) conT1 6= T2

adeḿas, para todoT1, T2 ∈ Th(Ω) conT1 6= T2 se satisface śolo una de las siguientes

condiciones:

i) T1 ∩ T2 = ∅

ii) T1 y T2 tienen un śolo vértice coḿun.

iii) T1 y T2 tienen un śolo lado coḿun.

adeḿash denota la mayor longitud de los lados de los elementos del mallado.

h = máx
T∈Th(Ω)

{

máx
p, q∈T
{|| p− q ||}

}

Sih es constante para todoT ∈ Th(Ω), diremos queTh(Ω) es unamalla de elementos

finitos regular deΩ.

En este trabajo consideraremos la malla de elementos finitoscon elementos triangulares

cuyos nodos son los vértices del tríangulo, por lo cual los polinomios de interpolación

asociados a esta malla son deP1(R).

Definición 4.1.2 (Espacio de Elementos Finitos)Definimos el espacio de elementos

finitos correspondiente a la malla de elementos finitosTh(Ω):

Xk
h = {vh ∈ C(Ω) : vh|T ∈ Pk(R) para todoT ∈ Th(Ω)}

dondePk(R) denota el conjunto de polinomios de grado menor o igual ak y escogemos

sobre cadaT un conjunto de puntos(nodos){pi}
I
i=1 conI = dim(Pk(T )) de tal manera

que cualquierv ∈ Pk(R) est́e uńıvocamente determinado por sus valores en los nodos.
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Definición 4.1.3 (Interpolacíon) Sea{pi}
Nh

i=1 el conjunto de nodos deTh(Ω) y Xk
h un

espacio de elementos finitos, definimos el operador
∏k

h de interpolacíon para cada

v ∈ C(Ω) del modo que sigue






∏k
h : C(Ω) → Xk

h

v 7→
∏k

h v(pi) := v(pi), i ∈ {1, 2, ..., Nh} ∀ v ∈ C(Ω)

El siguiente teorema el cual es probado en [15] nos brinda unaestimacíon del error en

la interpolacíon.

Teorema 4.1.1SeaTh = Th(Ω) una malla de elementos finitos regular del dominioΩ;

T ∈ Th; m = 0, 1 y k ≥ 1. Entonces existe una constanteC = C(m, k, T ) tal que

| v − Πk
h |Hm(Ω)≤ C

(
∑

T∈Th

h
2(k+1−m)
T | v |2Hk+1(T )

) 1
2

para todo v ∈ Hk+1(Ω)

En particular

| v − Πk
hv |Hm(Ω)≤ chk+1−m | v |Hk+1(Ω) para todo v ∈ Hk+1(Ω) (4.8)

En lo que sigue aplicaremos este método, para esto consideremos una malla de elemen-

tos finitos regularTh del dominio poligonalΩ ⊂ R
2 y definimos el subespacio finito

dimensionalVh definido por

Vh := {vh ∈ C(Ω) : vh|T ∈ Pk(R), ∀T ∈ Th} ∩ H1
Γ(Ω) (k ≥ 1) (4.9)

y sobreél planteamos

Encontrar Uh ∈ Vh × C
1(G) tal que:

(
∂Uh(t)

∂t
, vh

)

+ a(Uh(t), vh) =

∫

Ω

f(t)vh(x) dΩ para todovh ∈ Vh

uh(0) = uoh

(4.10)

el problema (4.10) es la semidiscretización de (3.5) porque la variable temporal todavı́a

no ha sido discretizada.

4.1.3. Aplicacíon del MEF a la EVP

Por simplicidad de notación eliminamos el subı́ndiceh y tenemos que (4.10) puede

ser descompuesto en la forma

∑

T∈Th

(∫

T

∂u

∂t
v dxdy +

∫

T

∇u.∇ v dxdy

)

=
∑

T∈Th

∫

T

fv dxdy (4.11)
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y (4.11) se cumple para todovh ∈ Vh lo que facilita el ćalculo en cada elemento.

La ecuacíon (4.7) puede ser escrita de manera matricial para cada elementoT ∈ Th, al

que denotaremos porΩ(e), el sistema matricial queda expresada como

M (e)C ′(e)(t) + A(e)C(e)(t) = b(e)(t) (4.12)

donde los coeficientes de las matricesA,M y b quedan formulados por :

A
(e)
i,j = a(φi, φj) = α2

∫ ∫

Ω(e)

(
∂φi

∂x

∂φj

∂x
+
∂φi

∂y

∂φj

∂y

)

dxdy (4.13)

M
(e)
i,j = (φi, φj) =

∫ ∫

Ω(e)

φiφj dxdy (4.14)

b
(e)
i (t) =

∫ ∫

Ω(e)

fφi dxdy (4.15)

El vectorC est́a dado por

C = (c1, ..., cN)

aśı

C ′ = (c1, ..., cN )′.

Para la condicíon inicial, se obtiene

∫ ∫

Ω(e)

(
N∑

j=1

cj(0)φj

)

φidxdy =

∫ ∫

Ω(e)

u0φidxdy

el cual puede ser escrito como

N∑

j=1

(∫ ∫

Ω(e)

φjφidxdy

)

cj(0) =

∫ ∫

Ω(e)

u0φidxdy = u
(e)

0 (4.16)

la forma matricial de (4.16) viene dado por

M (e)C(e)(0) = u
(e)

0 (4.17)

Para obtener los coeficientes deA(e)
i,j , M (e)

i,j , b(e)i y u
(e)

0 se utiliza un ḿetodo de inte-

gracíon nuḿerica, que en este caso se ha considerado el método de cuadratura gaussiana

el cual se describe en el apéndice y puede consultarse con más detalle en [10]. Para este

método se emplea como funciones de peso a los polinomios ortogonales de Legendre.

Luego, para cada elementoΩ(e) se realiza el siguiente procedimiento :

Cálculo de las matricesM (e), A(e) y b(e) en cada elementoΩ(e) de la malla del

dominioΩ:

A
(e)
i,j = a(φi, φj) = α2

∫

Ω(e)

(
∂φj

∂x

∂φi

∂x
+
∂φj

∂y

∂φi

∂y

)

dxdy (4.18)
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M
(e)
i,j = (φi, φj) =

∫

Ω(e)

φjφi dxdy (4.19)

b
(e)
i (t) =

∫

Ω(e)

fφi dxdy (4.20)

u
(e)

0 =

∫

Ω(e)

u0φidxdy (4.21)

Si Ω(e) es cualquier elemento triangular del mallado de vérticesPi = (xi, yi),

Pj = (xj, yj) y Pk = (xk, yk), las integrales en cada elemento pueden calcularse

empleando el elemento triangular estándarΩ0 dado por

Ω0 = {(ξ, η) / 0 < ξ < 1, 0 ≤ η ≤ 1− ξ} (4.22)

se tiene que

∫

Ω(e)

f(x, y) dx dy =

∫

Ω0

f(T (ξ, η))

∣
∣
∣
∣

∂(x, y)

∂(ξ, η)

∣
∣
∣
∣
dξ dη

dondeT es una tranformación afin definida del modo siguiente

T : Ω0 → Ω(e)

(ξ, η) 7→ T (ξ, η) =




x

y



 =




(1− ξ − η)xi + ξ xj + η xk

(1− ξ − η)yi + ξ yj + η yk




(4.23)

siendo
∂(x, y)

∂(ξ, η)
el jacobianode la transformaciónT calculado como

∂(x, y)

∂(ξ, η)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂y

∂ξ

∂y

∂η

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (xi − xj)(yi − yk)− (xi − xk)(yi − yj) (4.24)

Eligiéndose como funciones basêφi (i = 1, 2, 3) :

φ̂1(ξ, η) = 1− ξ − η

φ̂2(ξ, η) = ξ

φ̂3(ξ, η) = η

se tiene que

A
(e)
i,j = α2

∫

Ω0

∣
∣
∣
∣

∂(x, y)

∂(ξ, η)

∣
∣
∣
∣

(

∂φ̂i

∂ξ

∂φ̂j

∂ξ
+
∂φ̂i

∂η

∂φ̂j

∂η

)

dηdξ (4.25)

M
(e)
i,j =

∫

Ω0

∣
∣
∣
∣

∂(x, y)

∂(ξ, η)

∣
∣
∣
∣
φ̂iφ̂j dηdξ (4.26)

74



Figura 4.1: TransformaciónT deΩ0 aΩ(e).

b
(e)
i (t) =

∫

Ω0

∣
∣
∣
∣

∂(x, y)

∂(ξ, η)

∣
∣
∣
∣
f(T (ξ, η))φ̂i dηdξ (4.27)

adeḿas, obśervese queA(e)
i,j = A

(e)
j,i y M

(e)
i,j = M

(e)
j,i .

Para hallar la matrizA se tienen los siguientes valores

∂ φ̂1

∂ ξ
= −1

∂ φ̂1

∂ η
= −1

∂ φ̂2

∂ ξ
= 1

∂ φ̂2

∂ η
= 0

∂ φ̂3

∂ ξ
= 0

∂ φ̂3

∂ η
= 1

(4.28)

Para el ćalculo de la matrizM se emplea el siguiente resultado

I =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

φ̂u
1 φ̂

v
2 φ̂

t
3 dηdξ =

u! v! t!

(u+ v + t+ 2)!
(4.29)

Para el ćalculo del vectorbi(t) se emplea la cuadratura gaussiana de 3 puntos dado

por

Q =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

g(x, y) dηdξ =
1

6
g(1/2, 1/2)+

1

6
g(1/2, 0)+

1

6
g(0, 1/2) (4.30)

Ensamblamos las matricesM (e), A(e), b(e) y u
(e)

0 obtenidas en cada elemento

para obtener el sistema global:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

MC ′(t) + AC(t) = b(t)

MC ′(0) = u0

(4.31)
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4.1.4. Discretizacíon Temporal - Método de Crank Nicholson

En la seccíon anterior, despúes de aplicar el ḿetodo de Galerkin y la discretización

espacial por elementos finitos a la formulación variacional (3.5) se ha llegado a un sis-

tema de ecuaciones diferenciales ordinarias con valor inicial dado por
∣
∣
∣
∣
∣
∣

MC ′(t) + AC(t) = b(t)

MC(0) = u0

(4.33)

donde las componentes de las matrices globalesM , A, b y u0 vienen dados por (4.13),

(4.14), (4.15) y (4.16) en cada elementosΩ(e) para posteriormente ser ensamblados.

A continuacíon se procede a resolver el sistema de EDO’S (4.33) mediante un méto-

do nuḿerico adecuado, en este trabajo se ha utilizado el método impĺıcito de Crank-

Nicholson realizando el siguiente procedimiento: particionamos el intervalo de tiempo

G = [0, T ] en N subintervalos de igual longitud∆ t, es decir

0 = t0 < t1 < ... < tN = T (4.34)

de modo que

ti+1 − ti = ∆ t =
tN − t0
N

para todo i = 0, 1, ..., N − 1

adeḿas el ḿetodo de Crank - Nicholson necesita un punto inicial que lo calculamos del

modo siguiente

C0 = M−1
u0

Luego, conθ = 1
2

y para cadai = 0, 1, 2, ..., N − 1 se procede como sigue:

M̂ = M + Aθ∆ t

Â = M − (1− θ)A∆ t

Fi+1,i = θ Fi+1 + (1− θ)Fi

Conociendo la solución eni, resolver iterativamente:

M̂ Ci+1 = Fi+1,i∆ t+ ÂCi

para conocer la solución en el pasoi + 1 y su error relativo respectivo, el sistema de

ecuaciones lineales que se obtiene para calcularCi+1 se resuelve empleando el método

iterativo de Gauss-Seidel con el Error Relativo (ER) en cada iteracíon r dado por

ERr =
|| Cr

i+1 − C
r−1
i+1 ||∞

|| Cr−1
i+1 ||∞
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4.1.5. Convergencia del Ḿetodo de Crank-Nicholson

Dado el problema de valor inicial como en (4.33), una partición regular del inter-

valo [0, T ] como en (4.34),C(tn) valor real de la solución y Cn
h la solucíon obtenida

por el ḿetodo de Crank-Nicholson y un mallado de elementos finitos regular Th. La

convergencia de este método est́a garantizado por el siguiente resultado.

Teorema 4.1.2Suponiendo queu0, f y la solucíon exacta ”u” del problema varia-

cional (3.5),un
h es la solucíon aproximada en el instante de tiempotn y es obtenida

para el problema discreto obtenido por el MEF. Entonces se cumple la siguiente esti-

macíon del error para todon ≥ 1

|| u(tn)− un
h || +2c∆ t

n∑

j=1

|| u(tj)− uj
h ||

2
V≤ C(u0, f, u)(∆ tP (θ) + h2k)

donde

P (θ) =







2 si θ 6=
1

2

4 si θ =
1

2
adeḿas, la constanteC sólo depende deu0, f y y siendo tambíen independiente deh y

∆ t.

Estimación del Error

A continuacíon nos centramos en los problemas (3.5) y (4.10) donde ”u” y ” uh”

representan sus soluciones para cada uno de ellos respectivamente. En lo que sigue,

probaremos la convergencia de ”uh” a ”u” para alguna norma adecuada.

Siguiendo la metodologı́a hecha en [15], vemos lo siguiente, desde que la forma bilineal

”a” es coerciva, entonces

∃ c > 0 tal que

c || u− uh ||H1(Ω)≤ a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh) para todo vh ∈ Vh

Haciendowh = vh − uh y restando (3.5) menos (4.10) se obtiene
∫

Ω

∂(u− uh)

∂ t
(vh − uh) + a(u− uh, vh − uh) = 0

por simplicidad de notación estamos considerandou := u(t). Luego

c || u− uh ||
2
H1(Ω)≤ a(u− uh, u− vh)−

(
∂(u− uh)

∂ t
, (vh − uh)

)

(4.35)

a continuacíon analizamos cada término del lado derecho de (4.35)
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i) Por la desigualdad de Young se tiene que

a(u− uh, u− vh) ≤ M || u− uh ||H1(Ω) || u− vh ||H1(Ω)

≤
c

2
|| u− uh ||

2
H1(Ω) +

M2

2c
|| u− vh ||H1(Ω)

ii) Comowh = vh − uh = (vh − u) + (u− uh), entonces

−

(
∂(u− uh)

∂ t
, vh − uh

)

= −

(
∂(u− uh)

∂ t
, (vh − u) + (u− uh)

)

= −

(
∂(u− uh)

∂ t
, vh − u

)

−

(
∂(u− uh)

∂ t
, u− uh

)

= +

(
∂(u− uh)

∂ t
, u− vh

)

−
1

2

d

dt
|| u− uh ||

2
L2(Ω)

reemplazando estas dos expresionesúltimas en (4.35) se obtiene

c

2
|| u−uh ||

2
H1(Ω) +

1

2

d

dt
|| u−uh ||

2
L2(Ω)≤

M2

2c
|| u−vh ||

2
H1(Ω) +

(
∂(u− uh)

∂t
, u− vh

)

a estéultimo resultado lo multiplicamos por 2 e integramos de0 a t, resultando

c

∫ t

0

|| (u− uh)(s) ||
2
H1(Ω) ds+

∫ t

0

d

dt
|| (u− uh)(s) ||

2
L2(Ω) ds ≤

≤
M2

c

∫ t

0

|| u(s)− vh ||
2
H1(Ω) ds+ 2

∫ t

0

(
∂(u− uh)(s)

∂t
, u(s)− vh

)

ds

(4.36)

para el segundo término del lado derecho de la desigualdad obtenida, integramos por

partes y resulta
∫ t

0

(
∂(u− uh)(s)

∂t
, u(s)− vh

)

ds ≤

∫ t

0

(

(u− uh)(s),
∂(u(s)− vh

∂t

)

ds +

+ ((u− uh)(t), u(t)− vh)− ((u− uh)(0), u(0)− vh)

aplicamos convenientemente la desigualdad de Schwartz y ladesigualdad de Young a

este resultado obtenido y luego reemplazamos en (4.36), el resultado que se obtiene es

1

2
|| (u− uh)(t) ||

2
L2(Ω) +c

∫ t

0

|| (u− uh)(s) ||
2
H1(Ω) ds ≤

≤
M2

c

∫ t

0

|| u(s)− vh ||
2
H1(Ω) +2

∫ t

0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∂(u(s)− vh)

∂t

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2

L2(Ω)

ds+

+2 || u(t)− vh ||
2
L2(Ω) +2 || (u− uh)(0) ||L2(Ω)|| u(0)− vh ||L2(Ω) +

+
1

2

∫ t

0

|| (u− uh)(s) ||
2
L2(Ω) ds+ || (u− uh)(0) ||2L2(Ω)

(4.37)
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ComoVh es el espacio de elementos finitos de gradok dado en (4.9), entonces, elegimos

para cadat su interpolante enVh respectivo, es decir,vh =
∏k

h(u(t)) (en el sentido de la

Definición 4.1.3). Ahora, debido a (4.8) y asumiendo queu es suficientemente regular,

se tiene

h || u− Πk
h(u) ||H1(Ω) + || u− Πk

h(u) ||L2(Ω)≤ C2h
k+1 || u ||Hk+1(Ω)

Ahora, por comodidad expresamos las cotas de los términos del segundo miembro de

(4.37) del siguiente modo

E1 =
M2

c

∫ t

0

|| u(s)− vh ||
2
H1(Ω) ds ≤ C1h

2k

∫ t

0

|| u(s) ||2Hk+1(Ω) ds

E2 = 2

∫ t

0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∂(u(s)− vh)

∂t

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2

L2(Ω)

≤ C2h
2k

∫ t

0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
(s)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2

Hk(Ω)

ds

E3 = 2 || u(t)− vh ||
2
L2(Ω)≤ C3h

2k || u ||2
Hk(Ω)

E4 =|| (u− uh)(0) ||2L2(Ω) +2 || (u− uh)(0) ||L2(Ω)|| u(0)− vh ||L2(Ω)

≤ C4h
2k || u(0) ||2

Hk(Ω)

A partir deE1, E2, E3 y E4 se consigue

E1 + E2 + E3 + E4 ≤ Ch2kN(u)

dondeN = N(u) es una constante que depende deu y ∂u
∂t

.

Con lo obtenido hasta ahora, a partir de (4.37) resulta

1

2
|| (u− uh)(t) ||

2
L2(Ω) +c

∫ t

0

|| (u− uh)(s) ||
2
H1(Ω) ds ≤ Ch2kN(u)+

+
1

2

∫ t

0

|| (u− uh)(s) ||
2
L2(Ω) ds

(4.38)

Finalmente, a partir de (4.38) y la desigualdad de Gronwall obtenemos el siguiente

resultado

|| (u− uh)(t) ||
2
L2(Ω) +2c

∫ t

0

|| (u− uh)(s) ||
2
H1(Ω) ds ≤ Ch2kN(u) exp(t)

obteniendo una estimación para el error de manera anticipada. Obsérvese que la cota

obtenida para el error es de tipo exponencial, esto quiere decir que para valores grandes

det el error crece demasiado rápido pero decrece cuadráticamente cuanto ḿas pequẽno

es el valor deh (longitud del lado del tríangulo equiĺatero de la triangulación realizada
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por el MEF). Otras estimaciones pueden encontrarse en [14].

Es decir, la solucíon aproximada que se obtiene al resolver el sistema EDO converge a

la solucíon d́ebil de (3.5) esto se puede garantizar mediante los teoremasdados en el

aṕendice (Teorema 7.1.2).

4.2. Aproximación de la IVP

4.2.1. Semidiscretizacíon Espacial mediante el MEF

Para la discretización espacial del problema variacional (3.40) empleamos nueva-

mente el ḿetodo de elementos finitos, donde también vamos a emplear una triangulación

regularTh = Th(Ω) de elementos triangulares sobre el dominioΩ ⊂ R para obtener una

buena aproximación. Nuevamente, para aplicar este método, definimos sobreΩ ⊂ R
2

el subespacio finito dimensionalVh como sigue

Vh := {vh ∈ C(Ω) : vh|T ∈ Pk(R), ∀T ∈ Th} ∩ H1(Ω) (k ≥ 1) (4.39)

La aproximacíon discreta del Problema de Control Térmico es planteado de la forma

siguiente:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontraruh ∈ L2(0, T,H
1(Ω)) tal que

(u′h(t)− fh(t), vh − uh(t)) + a(uh(t), vh − uh(t)) + Ψ(vh)−Ψ(uh(t)) > 0 ∀v ∈ H1(Ω)

uh(0) = u0h

(4.40)

4.2.2. Discretizacíon temporal - Método de Euler Impĺıcito

SeaN > 1 y k > 0 tal queNk = T (N = N(k)). Definimos los intervalos

Ek
i (i = 0, 1, ..., N) como

Ek
i = [ik, (i+ k)[ para todo i = 0, 1, ..., N (4.41)

Obśervese que
N⋃

i=0

Ek
i = [0, T + k[

y por lo tanto

[0, T ] ⊂
N1⋃

i=0

Ek1
i ⊂

N2⋃

i=0

Ek2
i si k1 < k2
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SeaVh un subespacioH1(Ω), vi
h ∈ Vh, i ∈ 0, N y χi

k la función carateŕıstica deEi,

definimosvh,k como

vh,k =
N∑

i=0

χi
kv

i
h

Aproximamos el operadorv 7→ v′ = dv
dt

por:

δvh,k(t) =
vh,k(t+ k)− vh,k(t)

k

o por

δvh,k(t) =
vh,k(t)− vh,k(t− k)

k

observe queδvh,k(t− k) = δvh,k(t).

Planteamos el siguiente problema discreto
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontraruh,k =
N∑

i=0

χi
ku

i
h tal que para todot ∈ [k, T ]

(
δuh,k − fh,k, vh − uh,k

)
+ a(uh,k, vh − uh,k) + Ψ(vh)−Ψ(uh,k) > 0,∀vh ∈ Vh

u0
h = u0h

(4.42)

Es decir, hemos aproximadou′h,k(t
i+1) por el ḿetodo de Euler implı́cito dado del modo

siguiente

u′h,k(t
i+1) =

ui+1
h − ui

h

k

Omitiéndose por simplicidad de notación el sub-́ındicek y denotandoui
h = uh(t

i), se

tiene de este modo que (4.42) puede ser escrito como
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrarui
h ∈ Vh, i = 0, 1, ..., N − 1 tal que

(
ui+1

h − ui
h

k
− f i+1

h , vh − u
i+1
h

)

+ a(ui+1
h , vh − u

i+1
h ) + Ψ(vh)−Ψ(ui+1

h ) > 0

para todovh ∈ Vh.

u0
h = u0h

(4.43)

o de una forma ḿas conveniente
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrarui
h ∈ Vh, i = 0, 1, ..., N − 1 tal que

b(ui+1
h , vh − u

i+1
h ) + Ψ(vh)−Ψ(ui+1

h ) >

(
ui

h

k
+ f i+1

h , vh − u
i+1
h

)

,∀vh ∈ Vh

u0
h = u0h

(4.44)
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dondeb(uh, vh) =
(uh

k
, vh

)

+ a(uh, vh) es un bilineal, siḿetrica puesa(·, ·) lo es.

Esto quiere decir que conocidoui
h podemos calcularui+1

h como solucíon del problema

variacional:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Encontrarui+1
h ∈ Vh, tal que

b(ui+1
h , vh − u

i+1
h ) + Ψ(vh)−Ψ(ui+1

h ) >

(
ui

h

k
+ f i+1

h , vh − u
i+1
h

)

,∀vh ∈ Vh

(4.45)

La existencia y unicidad de solución del problema de valor inicial (4.44) se tendrı́a

garantizado con la coercividad deb(·, ·).

El inteŕes en este trabajo es obtener la solución expĺıcita del problema (4.44), una forma

de hacerlo es llev́andolo a un problema de optimización introduciendo un funcionalJ i

a partir de (4.45) para ası́ determinar la solución buscada de (4.44) mediante el método

de Uzawa.

4.2.3. Método de Uzawa

Ahora para cadai = 0, 1, 2, ..., N−1 podemos resolver (4.45) mediante el problema

de minimizacíon siguiente

mı́n
vh∈Vh

J i(vh) (4.46)

donde

J i(vh) =

{
1

2
b(vh, vh)−

(
ui

h

k
+ f i+1

h , vh

)}

+ Ψ(vh) (4.47)

Por definicíon, el conjugado deΨ, Ψ∗ : (H1(Ω))∗ →]− ∞,+∞] viene dado por

Ψ∗(q) = sup
v∈H1(Ω)

{< q, v > − Ψ(v)}

comoH1(Ω) es un espacio de Hilbert se tiene

Ψ∗(q) = sup
v∈H1(Ω)

{
(q, v)H1(Ω) −Ψ(v)

}

comoΨ′ est́a definido sobreL2(Γ), restringimosv ∈ H1(Ω) al espacioL2(Γ) mediante

el operador traza dada en la Definición 1.7.2, luego.

Ψ∗(q) = sup
v∈L2(Γ)

{(q, v)Γ −Ψ(v)}

entonces, por la Proposición 1.3.3 resulta

Ψ∗(q) = (q, v)Γ −Ψ(v) para todoq ∈ ∂Ψ(v)
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Por (3.39) se tiene que∂Ψ(v) = {φ(v)}, entonces

Ψ∗(q) = (q, v)Γ −Ψ(v) si q = φ(v) (4.48)

es decir

Ψ∗(q) = (q, v)Γ −

∫

Γ

ψ(v)dΓ si q = φ(v)

dondeφ viene dado por (2.8).

Ahora emplearemos el espacio auxiliarWh ⊂ L2(Γ) para encontrar el punto de silla de

L : Vh ×Wh → R definido como

L(vh, ph) =
1

2
b(vh, vh)−

(
ui

h

k
+ f i+1

h , vh

)

+ (ph, vh)Γ −Ψ∗(ph) (4.49)

adeḿas (4.49) está definido para todovh ∈ Vh y todoph ∈Wh.

Si (uh, qh) es un punto de silla deL entonces

Para todo ph ∈ Wh L(uh, ph) 6 L(uh, qh) 6 L(vh, qh) para todo vh ∈ Vh

(4.50)

De la desigualdad derecha de (4.50) se tiene queuh es solucíon del problema de mini-

mizacíon:

mı́n
vh∈Vh

1

2
b(vh, vh)−

(
ui

h

k
+ f i+1

h , vh

)

+ (qh, vh)Γ (4.51)

y de la desigualdad izquierda de (4.50) se observa queqh satisface

(qh, uh)Γ −Ψ∗(qh) > (ph, uh)Γ −Ψ∗(ph) para todo ph ∈Wh

esto es

uh ∈ ∂Ψ∗(qh)

o en forma equivalente, siρ > 0

qh + ρuh ∈ (I + ρ∂Ψ∗) (qh)

entonces

qh = Jρ(qh + ρuh) (4.52)

dondeJρ es el resolvente del operador∂Ψ.

Programa 4.2.1 (Algoritmo de Uzawa)

Con esta caracterización y el lagrangiano dado en (4.49), planteamos el siguiente al-

goritmo iterativo
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Paso 1 Escogerq0
h ∈ Wh

Paso 2 Para j > 0, conocidoqj
h ∈ Wh calcular zj

h ∈ Vh solucíon de

mı́n
vh∈Vh

{
1

2
b(vh, vh)−

(
ui

h

k
+ f i+1

h , vh

)

+
(
qj
h, vh

)

Γ

}

(4.53)

Paso 3 Conocidozj
h hacemos

qj+1
h = Jρ(q

j
h + ρzj

h) (4.54)

Paso 4 Si
∥
∥zj

h − z
j+1
h

∥
∥ 6 tol hacemosui+1

h = zj+1
h de lo contrario volver al Paso 2.

Puede observarse en el algoritmo anterior que es necesario poder calcular el resolvente

YosidaJρ, que en general no es sencillo de hacerlo.

Para el problema de control térmico (3.40) se tiene lo siguiente:

Definimos el conjuntoK∗ ⊂ L2(Γ) como

K∗ = {φ(v), v ∈ L2(Γ)}

Para cadaq ∈ K∗ definimos el conjuntoK∗(q) ⊂ L2(Γ) tal que

K∗(q) = {v ∈ L2(Γ)|q = φ(v)}

denotaremos comovq a los elementos deK∗(q).

Seanq ∈ K∗, probaremos queK∗(q) = ∂Ψ∗(q).

En efecto parap ∈ K∗ tenemos

Ψ∗(p)−Ψ∗(q) = (p, vp)Γ − (q, vq)Γ −Ψ(vp) + Ψ(vq)

> (p, vp)Γ − (q, vq)Γ + (φ(vp), vq − vp)Γ

= (p, vp)Γ − (q, vq)Γ + (p, vq)Γ − (p, vp)Γ

= (p− q, vq)Γ

es decirvq ∈ ∂Ψ∗(q)

Del mismo modo siv ∈ ∂Ψ∗(q) entoncesq ∈ ∂Ψ(v) es decirq = φ(v) por lo

tantov = vq

Si φ∗ : [g1, g2]→ 2R es tal que

φ∗(y) =







]−∞, h1 + g1

k1
] y = g1

{

h1 + y
k1

}

g1 < y < 0

[h1, h2] y = 0
{

h2 + y
k2

}

0 < y < g2

[h2 + g2

k2
,+∞[ y = g2
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y ρ > 0 entonces

(I + ρφ∗) (y) =







y + ρ]−∞, h1 + g1

k1
] y = g1

y + ρ
{

h1 + y
k1

}

g1 < y < 0

y + ρ[h1, h2] y = 0

y + ρ
{

h2 + y
k2

}

0 < y < g2

y + ρ[h2 + g2

k2
,+∞[ y = g2

por lo tanto

Jρ(x) ≡ (I + ρφ∗)−1 (x) =







g1 x 6 g1 + ρ
(

h1 + g1

k1

)

(x− ρh1) /
(

1 + ρ
k1

)

g1 + ρ
(

h1 + g1

k1

)

< x < ρh1

0 ρh1 6 x 6 ρh2

(x− ρh2) /
(

1 + ρ
k2

)

ρh2 < x < g2 + ρ
(

h2 + g2

k2

)

g2 x > g2 + ρ
(

h2 + g2

k2

)

por lo tanto siq ∈ C (Γ, [g1, g2]):

Jρ(q(x) + ρy) = q(x), cony ∈ R : q(x) = φ(y)

por continuidad

Jρ = (I + ρ∂Ψ∗)−1

es decir, para este caso ha sido posible calcular el resolvente.

Ahora, el problema (4.53) puede ser resuelto de la siguientemanera:

SuponemosVh y Wh de dimensíon finita, con bases{ϕl}l∈1,d y {ωl}l∈1,m respec-

tivamente (dimVh = d, dimWh = m).

Expresamos (4.53) como una ecuación variacional
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Dadosuh, fh, qh encontrarzh ∈ Vh, tal que

b(zh, vh) =
(uh

k
+ fh, vh

)

− (qh, vh)Γ para todo vh ∈ Vh

Hacemoszh =
∑d

l=1 zlϕl, qh =
∑m

l=1 qlωl y vh = ϕs, s ∈ 1, d, esto nos lleva a un

sistema de ecuaciones lineales

d∑

l=1

zlb(ϕl, ϕs) =
(uh

k
+ fh, ϕs

)

−
m∑

l=1

ql (ωl, ϕs)Γ para todo s ∈ 1, d
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Si definimos las matrices

Bd×d = (bl,s), bl,s = b(ϕs, ϕl)

Gd×m = (gl,s), gl,s = (ωs, ϕl)Γ

y los vectores

z ∈ R
d, z = (zl), q ∈ R

m, q = (ql), w ∈ R
d, w = (

(uh

k
+ fh, ϕs

)

)

obtenemos la ecuación matricial que definezj
h

Bz = w −Gq

Además si expresamosuh y fh como sigue

uh =
d∑

l=1

ulϕl y, fh =
d∑

l=1

flϕl

entonces:
ws =

(uh

k
+ fh, ϕs

)

=
1

k
(uh, ϕs) + (fh, ϕs)

=
1

k

d∑

l=1

ul (ϕl, ϕs) +
d∑

l=1

fl (ϕl, ϕs)

Definimos la matriz

Cd×d = (cl,s), cl,s = (ϕs, ϕl)

entonces

w = C

(
1

k
u+ f

)

finalmente se tiene

Bz = C

(
1

k
u+ f

)

−Gq

Como en el caso de las EVP, siΩ(e) es cualquier elemento triangular del mallado como

sigue

Las integrales en cada elemento pueden calcularse empleando el elemento tri-

angular estandarΩ0 dado en (4.22) que después de un cambio de coordenadas

adecuado,T (ξ, η) = (x, y) , donde:
∫

Ω(e)

f(x, y) dx dy =

∫

Ω0

f(T (ξ, η))

∣
∣
∣
∣

∂(x, y)

∂(ξ, η)

∣
∣
∣
∣
dξ dη

y
∂(x, y)

∂(ξ, η)
denota el Jacobiano de la transformaciónT .
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Elegimos como funciones base:ϕi (i = 1, 2, 3) :

ϕ1(ξ, η) = 1− ξ − η

ϕ2(ξ, η) = ξ

ϕ3(ξ, η) = η

Calculamos las matricesB(e), G(e) y C(e) en cada elementoΩ(e) de la malla del

dominioΩ:

B
(e)
d×d = b(ϕs, ϕl) =

(uh

k
, ϕs

)

+ α2

∫

Ω(e)

(
∂ϕj

∂x

∂ϕi

∂x
+
∂ϕj

∂y

∂ϕi

∂y

)

dxdy (4.55)

G
(e)
d×m = (ωs, ϕl)Γ (4.56)

C
(e)
d×d = (ϕs, ϕl) (4.57)

Ensamblar las matricesB(e),G(e) y C(e) obtenidas en cada elemento para obtener

el sistema global:

Bzj = C

(
1

k
uj + f j+1

)

−Gqj (4.58)

y conocidozj hacemos

qj+1 = Jρ(q
j + ρzj) (4.59)

que particionando el intervalo[0, T ] en N subintervalos de longitud∆ t, luego

paraj = 0, 1, 2, ...N − 1, conociendo la solución enj podemos calcular la solu-

ción enj + 1.

De esta manera logramos un versión vectorial del Algoritmo 4.2.1.

Programa 4.2.2 (Versíon matricial) Conocidosui, f i+1 ∈ R
d

Paso 1 Escogerq0 ∈ R
m

Paso 2 Para j > 0, conocidoqj ∈ R
m calcular zj ∈ R

d solucíon de

Bzj = C

(
1

k
ui + f i+1

)

−Gqj (4.60)

Paso 3 Conocidozj hacemos

qj+1 = Jρ(q
j + ρzj) (4.61)

Paso 4 Si‖zj − zj+1‖ 6 tol hacemosui+1 = zj+1 de lo contrario volver al Paso 2.
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4.2.4. Convergencia del Ḿetodo de Uzawa

En lo que sigue comprobaremos que el Algoritmo 4.2.1 descrito converge en el

sentido siguiente

ĺım
i→∞
|| ui

h − u ||Vh
= 0 (4.62)

dondeui
h es la solucíon del problema (4.51) yu es la solucíon de (4.47).

Haremos uso de una notación más sencilla de la forma siguiente:ui = ui
h, V = Vh y

W = Wh y adeḿas

J0(v) =
1

2
b(v, v)− (f i+1 +

ui

k
, v)

Luego, de (4.51) y (4.54) se tiene

< J ′
0(v), v − u

i > + (qi, v − ui) ≥ 0

< J ′
0(v), v − u > + (qi, v − u) ≥ 0

(4.63)

dondeJ ′
0(v) denota la derivada de Gateâux deJ0 en el puntov.

Tomandov = ui y v = u en (4.63) respectivamente y sumando las desigualdades,

resulta

< J ′
0(u

i)− J ′
0(u), u

i − u > + (q − qi, ui − u) ≥ 0 (4.64)

dado que la forma bilinealb es coercivo, es decir, existec > 0 tal que

b(v, v) ≥ c || v ||2V para todo v ∈ V

luego

(q − qi, ui − u) ≥ < J ′
0(u)− J0(u

i), u− ui > ≥ c || u− ui ||2V (4.65)

La desigualdad (4.65) será aprovechada en los pasos siguientes.

Observar lo siguiente:

|| qi − q ||W ≤ || Jρ(q
i + ρ ui)− Jρ(q + ρ u) ||W

como el resolvente Jρ es lipchitziano de orden 1

≤ || (qi + ρ ui)− (q + ρ u) ||W

≤ || (qi − q) + ρ (ui)− u) ||W

elevando al cuadrado ambos miembros

≤ || (qi − q) ||2W + || ρ2 (ui)− u) ||2W +2ρ (qi − q, ui − q)W

aprovechando (4.65) resulta

≤ || (qi − q) ||2W +(ρ2 − 2cρ) || ui − u) ||2V
(4.66)
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Imponemos ahora que

ρ2 − 2cρ < 0 (4.67)

Luego, la sucesión {|| qi − q ||W} es decreciente y acotada inferiormente por tanto

converge cuandoi → ∞, por lo tanto se cumple (4.62), es decir, la sucesión ui
h se

aproxima a la solución ”u” de (4.47).
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Caṕıtulo 5

RESULTADOS NUMÉRICOS

5.1. Resultados nuḿericos para la EVP

En esta sección resolveremos el problema que modela la transferencia de calor por

conduccíon planteado en el Capı́tulo 2 y para el cual se ha probado la existencia y

unicidad de solución d́ebil en el Caṕıtulo 3, esto es debido a que obtener la solución

clásica requiere queu(t) ∈ C2(Ω) t ∈ [0, T ] (T > 0), mientras que en la formulación

débil no necesitamos de esta condición [20] raźon por la cual se procedió a debilitar

condiciones acerca de la función u que representa la temperatura y se realizó su apro-

ximación discreta en el Capı́tulo 4. En lo que sigue, damos los datos para un problema

en particular en placas de sólidos de vidrio y aluminio aśı como los resultados que se

obtienen con las rutinas implementadas en Matlab.

5.1.1. Pre Proceso: Datos de Entrada

Tolerancia para resolver el sistema de ecuaciones lineales: tol = 10−2

Tiempo ḿaximo en segundos:T = 10

Número ḿaximo de puntos en el tiempo:N = 10, 20, 30, 40

Tamãnos de paso de tiempo en el intervalo [0,T] son:

∆t = 1, 0.5, 0.33, 0.25

Regíon de la placa śolida en metros cuadrados:Ω = [0, 1]× [0, 1]
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Constante de Conductividad Térmica:

α2
Vidrio = 0.80

W

mK
, α2

Aluminio = 205
W

mK

Paŕametroθ:

θ =
1

2
(Método de Crank-Nicholson)

Condicíon Inicial:

u(x, y, 0) = u0 ≡ 0 ∀ (x, y) ∈ Ω

Término Fuente:

f(x, y, t) = 2tx2(x− 1)2y2(y − 1)2−

− ((12x2 − 12x+ 2)y2(y − 1)2 + (12y2 − 12y + 2)x2(x− 1)2)t2

Condicíon de Frontera:

u(x, y, t) = g(x, y, t) = 0 para todo (x, y) ∈ ∂ Ω y t ∈ [0, T ]

5.1.2. Proceso computacional para las EVP

Número de puntos en la dirección x : 5, 10.

Número de puntos en la dirección y : 5, 10.

Entonces

Malla N◦ 1 Malla N◦ 2

Número de Nodos Totales 25 100

Número de Nodos Internos 9 65

Número de Nodos en la Frontera 16 35

Número de Elementos 32 162

En el siguiente diagrama de flujo para las EVP, se muestra el proceso de la im-

plementacíon computacional, el cual sirve para la experimentación nuḿerica para

resolver nuestro problema modelo de transferencia de calorpor conduccíon.
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Tamãnos de paso de tiempo en el intervalo [0,T] son:

∆t = 1, 0.5, 0.33, 0.25

Regíon de la placa śolida en metros cuadrados:Ω = [0, 1]× [0, 1]

Constante de Conductividad Térmica:

α2
Vidrio = 0.80

W

mK
, α2

Aluminio = 205
W

mK

Condicíon Inicial: u(x, y, 0) = u0 ≡ 0 para todo (x, y) ∈ Ω

Intervalo de Control de Temperatura:h1 = −1, h2 = 1

Intervalo de variacíon en la frontera libreφ(u): g1 = −2, g2 = 2

Constantes de proporcionalidad:k1 = k2 = 1

Término Fuente:

f(x, y, t) = 2tx2(x− 1)2y2(y − 1)2−

− ((12x2 − 12x+ 2)y2(y − 1)2 + (12y2 − 12y + 2)x2(x− 1)2)t2

Condicíon de Frontera:

−
∂u

∂η
(x, y, t) = φ(u(x, y, t)) para todo (x, y) ∈ ∂ Ω y t ∈ [0, T ]

dondeφ es dado por (2.8).

5.2.2. Proceso computacional para las IVP

Número de puntos en la dirección x : 5, 10.

Número de puntos en la dirección y : 5, 10.

Entonces

Malla N◦ 1 Malla N◦ 2

Número de Nodos Totales 25 100

Número de Nodos Internos 9 65

Número de Nodos en la Frontera 16 35

Número de Elementos 32 162

En el siguiente diagrama de flujo para las IVP, se muestra el proceso de la im-

plementacíon computacional, el cual sirve para la experimentación nuḿerica para

resolver nuestro problema modelo de control térmico.
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Caṕıtulo 6

CONCLUSIONES

1. En la literatura mateḿatica actual existen pocos resultados sobre un proceso numéri-

co para una inecuación variacional parab́olica y áun no existen resultados numéri-

cos evolutivamente y bidimensionales por lo cual se considera que se ha contribui-

do con este trabajo de desarrollo numérico de estos problemas.

2. La formulacíon variacional para las EVP y las IVP es un medio que facilita la

búsqueda de solución expĺıcita del problema de transferencia de calor por con-

duccíon y del control t́ermico.

3. En este el caso de las IVP, aplicar el método de Uzawa será factible cuando sea

posible encontrar explı́citamente el resolvente Yosida. He aquı́ la mayor dificultad

para aproximar la solución d́ebil de la IVP.

4. En el ḿetodo de Uzawa, la sucesión{ui
h} converge a la solución d́ebilu de la IVP

aún cuando la suceción {qi} pueda no converger. En [5] se dan algunas condi-

ciones para que{qi} sea una sucesión convergente aq, en cuyo caso, el punto

(u, q) seŕa un punto silla deL.

5. En ambos casos, EVP e IVP, se concluye que el Tiempo de Proceso Computa-

cional crece ligeramente conforme aumenta el número de puntos en la malla del

dominioΩ.

6. Para las IVP y EVP, en las matricesM , A, C y B se observa que los elementos

no nulos se concentran en la diagonal y representan un bajo porcentaje respecto

al número total de elementos de las matrices respectivas.
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7. Para la implementación nuḿerica de las EVP y las IVP se ha tomado en cuenta

para la convergencia a la solución la norma infinito deRn.

8. En este trabajo se ha podido observar la importancia de la convergencia del MEF

en problemas evolutivos lo cual serı́a conveniente plantear su estudio más detalla-

do como un futuro trabajo de investigación.

9. En las figuras (5.18), (5.19), (5.20) y (5.21) puede observarse una mejor suavi-

dad en la distribución de la temperatura a través del dominioΩ, aśı como en el

comportamiento de la frontera libre para el Vidrio. De manera ańaloga puede ob-

servarse el mismo comportamiento para el Aluminio en las figuras (5.22), (5.23),

(5.24) y (5.25).

10. Para las EVP, en ambos materiales, el error relativo se estabiliza a partir den = 10

pues permanece constante o va decreciendo conforme pasa el tiempo (n ≥ 10).

11. Para las IVP, en el caso del aluminio, en las figura (5.30) se observa una pequeña

inestabilidad cuando el mallado es más grande y el tamaño de paso en el intervalo

de tiempo se hace ḿas pequẽno.

12. Se contribuye con una metodologı́a basada en técnicas modernas del análisis

numérico para la construcción e implementación de algoritmos que sirvan para

resolver EVP e IVP de otros campos de la ciencia e ingenierı́a.

13. Extender estos resultados para profundizar su investigación de las IVP con otras

metodoloǵıas modernas tales como el MEF con Galerkin Discontinuo y Mallas

adaptativas con las cuales se llegarı́an a nuevos resultados.
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Caṕıtulo 7

APÉNDICE

7.1. Generalidades sobre sistemas EDO’S

Sea el siguiente sistema den ecuaciones diferenciales ordinarias, dados por:

y′1 = f1(t, y1, ..., yn)

y′2 = f2(t, y1, ..., yn)
...

y′n = fn(t, y1, ..., yn)

(7.1)

paran funciones reales desconocidasyi(t) de una variable real. El sistema (7.1) puede

ser escrito en forma vectorial y de manera más concisa como:

y′ = f(t, y) (7.2)

donde:

y′ :=











y′1

y′2
...

y′n











(7.3)

y

f(t, y) :=











f1(t, y1(t), ..., yn(t))

f2(t, y1(t), ..., yn(t))
...

fn(t, y1(t), ..., yn(t))











(7.4)
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su respectiva condición inicial est́a dada por:

y(t0) = y0 :=











y10

y20

...

yn0











(7.5)

que expreśandolo de manera matricial:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y′ = f(t, y)

y(t0) = y0

(7.6)

dondey′, f e y0 est́an dados por las relaciones (7.3), (7.4) y (7.5), ası́ tambíen conside-

raremos una norma matricial|| . || tal que para la matriz identidadI se tiene|| I ||= 1.

Existencia y unicidad de solucíon

Veremos ahora que condiciones debe de cumplirf para que el problema dado por

(7.6) tenga solución única.

Teorema 7.1.1Seaf : R× R
n continua sobre la franja:

S = {(t, y) / a ≤ t ≤ b, y ∈ R
n}

cona y b finitas. Adeḿas, seaL una constante tal que:

|| f(t, y1)− f(t, y2) || ≤ L || y1 − y2 || (7.7)

para todot ∈ [a, b] y para todoy1, y2 ∈ R
n. Entonces, para todot0 ∈ [a, b] y para todo

y0 ∈ R
n existe exactamente una funcióny(t) tal que:

1. y(t) es continua y diferenciable parat ∈ [a, b].

2. y′ = f(t, y(t)) para t ∈ [a, b].

3. y(t0) = y0

Observacíon 7.1.1

◮ Cuando una funciónf cumple la relacíon (7.7), decimos quef cumple lacondición

de Lipschitz respecto a su segunda variable.
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En lo que sigue extenderemos el teorema de existencia y unicidad de solucíon de un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias planteadoen espacios de Banach, para

esto, seay : [t0 − c, t0 + c] → V una aplicacíon en un espacio de BanachV y como

antes, consideremos el problema de valor inicial siguiente
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y′ = f(t, y(t))

y(t0) = y0

(7.8)

dondey0 ∈ V , la norma del espacioV es denotada por|| . ||, adeḿas

Y = C([t0 − c, t0 + c], V ) 0 < c <∞

es decir,Y es el espacio de todas las funciones continuasy : [t0 − c, t0 + c] → V y en

Y definimos la norma

|| y ||Y = máx
t∈[t0−c,t0+c]

|| y(t) ||

Para garantizar la existencia y unicidad de solución de (7.8) damos los siguientes resul-

tados que son dados en [26].

Teorema 7.1.2 (Teorema generalizado de Picard - Lindelöf) Seant0 ∈ R, y0 ∈ V

y definamos el conjunto siguiente

Qb = {(t, y) ∈ R× V : |t− t0| ≤ a, || y − y0 || ≤ b}

paraa, b ∈ R fijos de modo quea, b > 0. Supongamos quef : Qb → V es continua y

|| f(t, x)− f(t, y) || ≤ L || x− y || para todo (t, x), (t, y) ∈ Qb

y

|| f(t, y) ||< K para todo (t, y) ∈ Qb

dondeL ≥ 0 yK > 0 son ńumeros reales fijos. Elijamosc tal que0 < c < a yKc < b.

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) El problema de valor inicial (7.8) tiene exactamente una solución continuamente

diferenciabley(t) en el intervalo[t0 − c, t0 + c].

b) La sucesíon zn generada por

zn+1(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, zn(s)) ds

z0(t) = y0

converge uniformemente en[t0 − c, t0 + c] cuandon→∞ a la solucíon ”y”.
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c) La solucíon ”y” depende continuamente sobre el valor inicialy0 respecto a la

norma enC([t0 − c, t0 + c], V ).

Corolario 7.1.1 SeaV un espacio de Banach con norma|| . || y Q = [t0−a, t0+a]× V

para un ńumero positivo ”a” fijo. Seaf : Q→ V de modo que

|| f(t, x)− f(t, y) || ≤ L || x− y || para todo (t, x), (t, y) ∈ Q

yL ≥ 0 fijo. Entonces, el problema de valor inicial (7.8) tiene exactamente una solución

continuamente diferenciable sobre[t0 − a, t0 + a] para cada valor inicialy0 ∈ V .

7.2. Resolucíon numérica de un sistema EDO

A continuacíon mostraremos dos ḿetodos nuḿericos para la resolución del sistema

(7.1) sujeto a la condición inicial (7.5).

7.2.1. Métodoθ-aproximación - M. Crank-Nicholson

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales:

MC ′(t) + AC(t) = F (t), 0 < t ≤ T (7.9)

generamos una familia deθ-aproximaciones por interpolación lineal en dos instantes de

tiempo del siguiente modo:

θC ′
n+1 + (1− θ)C ′

n =
Cn+1 − Cn

∆ tn+1

(7.10)

donde el sub-ı́ndicen indica el paso y evaluación en eln-ésimo paso de tiempo, es decir:

C ′
n+1 = C ′(tn+1) C ′

n = C ′(tn)

Cn+1 = C(tn+1) Cn = C(tn)

∆ tn = tn − tn−1

combinando convenientemente (7.9) con (7.10) se tiene:

θM C ′
n+1 + θ ACn+1 = θ Fn+1

(1− θ)M C ′
n + (1− θ)ACn = (1− θ)Fn

sumando estas dosúltimas ecuaciones y teniendo en cuenta (7.10) para despejar Cn+1

se obtiene:

M̂ Cn+1 = Â Cn + Fn+1,n ∆ tn+1 (7.11)
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donde:
M̂ = M + Aθ∆ tn+1

Â = M − A(1− θ) ∆ tn+1

Fn+1,n = θ Fn+1 + (1− θ)Fn

de la ecuacíon (7.11) se observa que se puede calcular la solución en el tiempotn+1

en t́erminos de la solución en el tiempotn la cual es conocida para un problema de

valor inicial y el vectorFn+1,n es conocido en todos los tiempos. Para obtenerCn+1 es

necesario resolver el sistema de ecuaciones lineales dado en (7.11) ya sea por ḿetodos

directos o ḿetodos iterativos, dependiendo de las caracterı́sticas de la matriẑM y de los

recursos computacionales que se dispongan.

Ahora, dependiendo de la elección deθ se obtendŕan diferentes esquemas de aproxi-

macíon, los valores ḿas usuales y conocidos deθ son:

θ =







0 Esq. de diferencias hacia adelante de Euler Condicionalmente estable
1

2
Esq. de Crank-Nicolson Incondicionalmente estable

2

3
Esq. de Galerkin Incondicionalmente estable

1 Esq. de diferencias regresivas Condicionalmente estable
(7.12)

7.3. Integración numérica - Cuadratura Gaussiana

En lo que sigue discutiremos un método de aproximación para calcular una integral

definida. Estudiaremos aproximaciones de la forma:

∫ b

a

w(x)f(x) dx = A1f(x1) + A2f(x2) + · · ·+ Anf(xn) + E[f ] (7.13)

tales f́ormulas se denominanfórmulas de cuadratura .

Los xi (i = 1, ..., n) son llamadospuntos o nodosde la f́ormula, losAi (i =

1, ..., n) son loscoeficienteso pesosde la f́ormula yE[f ] es elerror cometido en la

aproximacíon.

La importancia de la función w en la f́ormula (7.13) para diferentes fórmulas de

cuadratura, motiva la siguiente definición.

Definición 7.3.1 La funcíon no negativaw : [a, b]→ R es llamadafunción de peso.
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En lo que sigue asumiremos quew(x) = 0 en un ńumero finito de puntos de[a, b].

Tambíen consideraremos[a, b] como un intervalo finito en (7.13) de la recta real. La

función de peso es una función ” conocida ”. En muchos casos la función de peso será la

funciónw(x) ≡ 1. Entre otras consideraciones, asumiremos quew(x) y [a, b] son tales

que las integrales:
∫ b

a

w(x)xm dx , m = 0, 1, 2, ...

existen y son ńumeros finitos. También asumiremos quef(x) es tal que su integral existe

y est́a definida paraxi (i = 1, 2, · · · , n).

Existen varios ḿetodos y criterios para la elección de los puntosxi y de los coefi-

cientesAi parai = 1, 2, ..., n. Pero lo apropiado, es elegir losxi y Ai tal que el error

cometido, en alǵun sentido sea ”lo ḿas pequẽno posible ”. Usualmente, se sabe elegir

losxi y Ai, tal que (7.13) sea exacta para una cierta clase de polinomios. Luego:

Definición 7.3.2 Diremos que la f́ormula de aproximación :
∫ b

a

w(x)f(x) dx = A1f(x1) + A2f(x2) + · · ·+ Anf(xn) + E[f ]

tiene grado ”q”si es exacta para todos los polinomios de grado menor o igualque”q”

y no es exacta para los polinomios de grado”q + 1”.

Segun la definicíon anterior, hay tres tipos de fórmulas de esta naturaleza, las cuales

son:

1. Fórmulas de Newton - Cotes.

2. Fórmulas de Gauss.

3. Fórmulas de Romberg.

Centraremos nuestro estudio a las fórmulas de Gauss, por seréstas, las que nos propor-

cionan mayor precisión. Ahora, a partir de (7.13), de manera natural surge la siguiente

pregunta: ? Existen fórmulas exactas para polinomios?, cuya respuesta afirmativa nos lo

proporciona el siguiente teorema.

Teorema 7.3.1Dado cualquier”n” puntos distintosx1, x2, ..., xn; podemos encontrar

constantesA1, A2, ..., An tal que la f́ormula:
∫ b

a

w(x)f(x) dx = A1f(x1) + A2f(x2) + · · ·+ Anf(xn) + E[f ] (7.14)

es exacta, esto esE[f ] = 0, siempre quef(x) es un polinomio de grado menor o igual

que”n− 1”.
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Demostracíon:

Mostraremos quexi (i = 1, ..., n), podemos encontrar los coeficientesAi tal que la

fórmula (7.14) es exacta para los monomios:

f(x) = xm m = 0, 1, ..., n− 1 (7.15)

porque las operaciones de integración y sumatoria son lineales y además, la f́ormula

(7.14) ha de ser exacta para cualquier combinación lineal de los monomios dados en

(7.15); esto es:

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1

como (7.14) tiene que ser exacta para los monomios dados en (7.15), entonces el sigu-

iente sistema de ecuaciones debe ser satisfecho:

A1 + A2 + · · · + An =

∫ b

a

w(x) dx

A1x1 + A2x2 + · · · + Anxn =

∫ b

a

w(x)x dx

A1x
2
1 + A2x

2
2 + · · · + Anx

2
n =

∫ b

a

w(x)x2 dx

. . . . . . . . . . . . . . .

A1x
n−1
1 + A2x

n−1
2 + · · · + Anx

n−1
n =

∫ b

a

w(x)xn−1 dx

(7.16)

Dado que losxi son conocidos, el sistema (7.16) es un sistema lineal de”n” ecuaciones

para”n” variablesAi. Luego, si el determinante:

Dn =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

. . . .

. . . .

. . . .

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

es no nulo, la solución del sistema existe y esúnico. Pero es bien conocido que:

Dn =
n∏

i=2

i−1∏

j=1

(xi − xj)
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y desde que losxi son distintos, entoncesDn 6= 0 y estoúltimo completa la prueba.

Las fórmulas de Gauss son muy importantes, pues nos brindan la mayor precisíon

posible que se puede obtener para la integral conociéndosex1, x2, ..., xn; y el cual nos da

la fórmula de mayor grado que se obtiene con”n” puntos. Asumiremos quew(x) ≥ 0

para todax ∈ [a, b] y quew(x) = 0 solamente en un número finito de puntos de[a, b].

Daremos a continuación algunas definiciones cuyo uso se da en las fórmulas de

cuadratura gaussianas, para luego demostrar que las fórmulas de Gauss con”n” puntos

distintos elegidos adecuadamente, tiene grado”2n − 1”, y queéste es el mayor grado

posible que se puede obtener.

Definición 7.3.3 Un polinomio de grado”n”, Pn(x), es llamadoortogonal sobre el

intervalo [a, b] con respecto a la función de pesow(x) si para todas los polinomios de

grado menor o igual que”n− 1” se cumple:

∫ b

a

w(x)Pn(x)Qn−1(x) dx = 0

dondeQn−1(x) es un polinomio de grado menor o igual que”n− 1”.

Observacíon 7.3.1

◮ Si tenemos una sucesión de polinomios ortogonales,Pn(x) (n = 0, 1, ...) tales que:

∫ b

a

w(x)Pn(x)Pm(x) dx =







1 si n = m

0 si n 6= m

diremos que es una sucesión depolinomios ortonormales.

Para ciertos intervalos especiales y funciones de peso adecuadas, los polinomios ortog-

onales ,Pn(x), reciben nombres especiales, como lo muestra la siguiente tabla:

122





donde losmi representan la multiplicidad dexi respectivamente y:

m1 +m2 + ...+mr = n

Además podemos asumir quex1, x2, ..., xk con k ≤ r son los ceros reales que están

en (a, b), en los cualesPn(x) cambia de signo. En otras palabrasx1, x2, ..., xk tienen

multiplicidad impar y son lośunicos ceros dePn(x) en(a, b) de multiplicidad impar.

Si k = n entonces todos los ceros dePn(x) son reales, distintos y contenidos en

(a, b). Mostraremos quek < n nos lleva a una contradicción.

Asumamos quek < n y consideremos el polinomio:

Qk(x) = (x− x1)(x− x2)...(x− xk)

si k = 0 definimosQ0(x) ≡ 1. EntoncesQk(x) cambia de signo en los mismos puntos

dePn(x). Adeḿas el productoPn(x)Qk(x) no cambia de signo en(a, b). Luego:
∫ b

a

Pn(x)Qk(x)w(x) dx 6= 0 (7.17)

pero, desde quek < n y comoPn(x) es ortogonal a todos los polinomios de grado

menor o igual quen− 1, se sigue que:
∫ b

a

Pn(x)Qk(x)w(x) dx = 0

lo cual contradice (7.17). Por lo tanto,k < n es imposible y esto completa la prueba.

⋆

Teorema 7.3.3Tres polinomios ortonormales consecutivos están relacionados por:

Pn+1(x) = (Anx+Bn)Pn(x)− cnPn−1(x)

si ak y bk representan los coeficientes de los términos de gradok y k − 1 en Pk(x)

entonces:

An =
an+1

an

, Bn =
an+1

an

(
bn+1

an+1

−
bn
an

)

, cn =
an+1an−1

a2
n

(7.18)

Demostracíon:

ConA dado por (7.18), definimos:

Qn(x) ≡ Pn+1(x)− AnxPn(x) (7.19)

el cual es un polinomio de grado a lo más”n”. De aqúı, Qn(x) puede ser expresado

como:

Qn(x) = αnPn(x) + ...+ α0P0(x)
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y de la ortogonalidad de losPn(x), tenemos que:

αk =

∫ b

a

Qn(x)Pk(x)w(x) dx (7.20)

y al reemplazar (7.19) en (7.20) obtenemos:

αk =

∫ b

a

Pn+1(x)Pk(x)w(x) dx− An

∫ b

a

xPn(x)Pk(x)w(x) dx

Luego, sik = 0, 1, ..., n− 2, entoncesαk = 0 y si k = n− 1, tenemos que:

αn−1 = −An

∫ b

a

xPn(x)Pn−1(x)w(x) dx

Luego:

xPn−1(x) ≡
an−1

an

Pn(x) + qn−1(x)

dondeqn−1(x) es de grado a lo ḿasn− 1. Entonces:

αn−1 = −An

∫ b

a

Pn(x)

[
an−1

an

Pn(x) + qn−1(x)

]

w(x) dx

= −An
an−1

an

∫ b

a

P 2
n(x)w(x) dx− An

∫ b

a

Pn(x)qn−1(x)w(x) dx

y de la ortonormalidad de losPn(x) se sigue que:

αn−1 = −An
an−1

an

y los coeficientescn se obtienen f́acilmente al igualar los coeficientes de los términos de

gradon dados en (7.18). Por lo tanto, definimos:

Bn = αn y − cn = αn−1

aśı la prueba está completa. ⋆

Por el Teorema 7.3.2 sabemos que los ceros de un polinomio ortogonal definido en

[a, b] son todos distintos, simples y reales. Veremos a continuación, que cońestos ceros

dePn(x) podemos encontrar una fórmula de cuadratura de grado2n− 1.

Teorema 7.3.4Si x1, x2, ..., xn denotan los ceros de un polinomio ortogonal de grado

n, Pn(x) para [a, b] yw(x). Asuma que los coeficientesA1, A2, ..., An son encontrados

tal que:
∫ b

a

w(x)f(x) dx =
n∑

i=1

Aif(xi) + E[f ] (7.21)

es exacta para todos los polinomios de grado menor o igual quen − 1. Entonces la

fórmula (7.21) es exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que2n− 1.
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Demostracíon:

Desde que los coeficientes son determinados en (7.21) yésta es exacta para todos los

polinomios de grado menor o igual quen−1, debemos solamente mostrar que la fórmula

es exacta para todos los polinomiosQs(x) de grados tal quen ≤ s ≤ 2n− 1.

Entonces, seaQs(x) un polinomio cualquiera tal quen ≤ s ≤ 2n − 1. Dividimos

ahoraQs(x) entrePn(x) para obtener:

Qs(x) = Vs−n(x)Pn(x) +Rn−1(x)

Aqúı Vs−n(x) es el cociente y tiene grados− n donde0 ≤ s− n ≤ n− 1; Rn−1(x) es

el residuo y tiene grado menor o igual quen− 1. Ademas notemos que en los ceros de

Pn(x), los polinomiosQs(x) y Rn−1(x) tienen los mismos valores, esto es:

Qs(xi) = V(s− n)(xi)Pn(xi) +Rn−1(xi) = Vs−n(xi)(0) +Rn−1(xi)

de aqúı:

Qs(xi) = Rn−1(xi) para todo i = 1, 2, ..., n (7.22)

de la ortogonalidad dePn(x) se obtiene:
∫ b

a

w(x)Vs−n(x)Pn(x) dx = 0 (7.23)

tambíen sabemos que:

∫ b

a

w(x)Rn−1(x) dx =
n∑

i=1

AiRn−1(xi) (7.24)

Luego:
∫ b

a

w(x)Qs(x) dx =

∫ b

a

w(x)[Vs−n(x)Pn(x) +Rn−1(x)] dx

=

∫ b

a

w(x)Vs−n(x)Pn(x) dx+

∫ b

a

w(x)Rn−1(x) dx

=

∫ b

a

w(x)Rn−1(x) dx =
n∑

i=1

AiRn−1(xi)

=
n∑

i=1

AiQs(xi)

y esto completa la prueba. ⋆

Teorema 7.3.5La fórmula (7.21) tiene grado2n− 1.
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Demostracíon:

Para probar que la fórmula (7.21) tiene grado2n − 1, debemos de mostrar que por lo

menos para un polinomio de grado2n la fórmula mencionada no es exacta. Entonces,

seaPn(x) un polinomio ortogonal para[a, b] y w(x), luego consideremos el polinomio:

[Pn(x)]2 = (x− x1)
2(x− x2)

2...(x− xn)2

el cual es un polinomio de grado2n, y si la fórmula fuese exacta, entonces tendrı́amos:

∫ b

a

w(x)[Pn(x)]2 dx =
n∑

i=1

Ai[Pn(xi)]
2 = 0

sin embargo, estóultimo es imposible, pues:

∫ b

a

w(x)[Pn(x)]2 dx > 0

y ésto completa la prueba. ⋆

Ahora, consideremos lo siguiente: Dados[a, b] y w(x), nos preguntamos lo siguien-

te: La fórmula de cuadratura ¿ esúnica ?

Teorema 7.3.6Si la fórmula:

∫ b

a

w(x)f(x) dx =
n∑

i=1

A∗
i f(x∗i ) + E[f ] (7.25)

es exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que2n − 1, entonces los

puntos en esta fórmula, deben de ser los ceros del polinomio ortogonalPn(x) para [a, b]

yw(x).

Demostracíon:

Asumamos que la fórmula (7.25) es exacta para todos los polinomios de grado menor o

igual que2n− 1 y consideremos el polinomio:

Un(x) = (x− x∗1)(x− x
∗
2)...(x− x

∗
n)

siQn−1(x) es cualquier polinomio de grado menor o igual quen− 1, entonces sabemos

que la f́ormula (7.25) es exacta paraUn(x)Qn−1(x). Adeḿas:

∫ b

a

Un(x)Qn−1(x)w(x) dx =
n∑

i=1

AiUn(x∗i )Qn−1(x
∗
i ) = 0 (7.26)

porqueUn(x∗i ) = 0 para i = 1, ..., n. Y aśı, la ecuacíon (7.26) muestra queUn(x) es

ortogonal para todos los polinomios de grado menor o igual quen−1 y de la unicidad de
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los polinomios ortogonales para[a, b] y w(x), nosotros concluimos queUn(x) ≡ Pn(x).

Esto completa la prueba. ⋆

A continuacíon, mostraremos que los coeficientesAi (i = 1, ...n) en la f́ormula de

Gauss son positivos.

Teorema 7.3.7En las f́ormulas de Gauss (7.21), todos los coeficientesAi (i = 1, ..., n)

son positivos.

Demostracíon:

Seaj un entero tal que1 ≤ j ≤ n. Consideremos ahora el polinomio de grado2n − 2

siguiente:

[Qn−1,j(x)]
2 =

n∏

i=1
i6=j

(x− x2
i )

y desde que la fórmula de Gauss es exacta para todos los polinomios de grado menor o

igual quen− 1, entonces:

∫ b

a

w(x)[Qn−1,j(x)]
2 dx =

n∑

i=1

Ai[Qn−1,j(xi)]
2 (7.27)

pero:

[Qn−1,j(xi)]
2 =







0 , si i 6= j

> 0 , si i = j

entonces, de (7.27) se obtiene:

∫ b

a

w(x)[Qn−1,j(x)]
2 dx = Aj[Qn−1,j(xj)]

2

luego:

Aj =
1

[Qn−1,j(xj)]2

∫ b

a

w(x)[Qn−1,j(x)]
2 dx > 0 (7.28)

y esto completa la prueba. ⋆

Teorema 7.3.8 (Teorema de aproximacion de Weirestrass)

Seaf cualquier funcíon continua en el intervalo cerrado[a, b]. Entonces para cualquier

ǫ > 0 existe un enteron = n(ǫ) y un polinomioPn(x) de grado a lo ḿasn tal que:

| f(x)− Pn(x) |< ǫ

para todox ∈ [a, b].

Demostracíon:( Ver [10] )
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Teorema 7.3.9Consideremos la sucesión de f́ormulas de Gauss para un intervalo finito

[a, b]:
∫ b

a

w(x)f(x) dx =
n∑

i=1

Ai,nf(xi,n) + E[f ] n = 2, 3, ... (7.29)

si f(x) es continua sobre[a, b], entonces esta sucesión de f́ormulas converge al ver-

dadero valor de la integral.

Demostracíon:

Debemos de probar que∀ ǫ > 0 ∃N ∈ N/∀n > N se cumple que:

∫ b

a

w(x)f(x) dx−
n∑

i=1

Ai,nf(xi,n) < ǫ

Para ello definimos:

c =

∫ b

a

w(x) dx =
n∑

i=1

Ai,n

y consideremos:ǫ1 = ǫ
2c

. Por el teorema de aproximación de Weiertrass, para unǫ1 dado

podemos encontrar unN y un polinomioQn(x) de gradoN tal que:

| f(x)−Qn(x) |< ǫ1 ∀x ∈ [a, b]

sin > N entonces la f́ormula de Gauss den puntos es exacta paraQn(x). Adeḿas, para

n > N se tiene que:

∫ b

a

w(x)f(x) dx−
n∑

i=1

Ai,nf(xi,n) =

∫ b

a

w(x)f(x) dx−

∫ b

a

w(x)QN(x) dx+

=
n∑

i=1

Ai,nQN(xi,n)−
n∑

i=1

Ai,nf(xi,n)

≤

∫ b

a

w(x)f(x) dx−

∫ b

a

w(x)QN(x) dx +

+
n∑

i=1

Ai,nQN(xi,n)−
n∑

i=1

Ai,nf(xi,n)

=

∫ b

a

w(x)[f(x)−QN(x)] dx +
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≤

∫ b

a

w(x) | f(x)−QN(x) | dx +

+
n∑

i=1

Ai,n | QN(xi,n)− f(xi,n) |

≤ ǫ1

∫ b

a

w(x) dx+ ǫ1

n∑

i=1

Ai,n

≤ ǫ1 c+ ǫ1 c = 2c
( ǫ

2c

)

= ǫ

y aśı, el teorema queda demostrado. ⋆

Ahora, veremos la cuadratura gaussiana para un caso particular de polinomios or-

togonales.

Definición 7.3.4 (Polinomios de Legendre)Los polinomios de LegendrePi(x), i ≥ 0,

son polinomios de gradoi enx, y se definen en forma recurrente como sigue:

(n+ 1)Ln+1(x)− (2n+ 1)xLn(x) + nLn−1(x) = 0, ∀n ≥ 0, n ∈ N

con:

L0(x) = 1, L1(x) = x

Antes de proseguir con un ejemplo de la cuadratura gaussiana, es interesante mencionar

algunas propiedades de los polinomios de Legendre:

1. Satisfacen la ecuación diferencial:

(1− x2)L′′
i (x)− 2xL′

i(x) + i(i+ 1)Li(x) = 0, − 1 < x < 1, i ≥ 0

2. La normalizacíon:

Li(1) = 0, i ≥ 0

3. La relacíon de ortogonalidad:

∫ 1

−1

Li(x)Lj(x) dx =
2

2i+ 1







1 , si, i = j

0 , en otro caso
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4. La condicíon de simetŕıa:

Li(−x) = (−1)iLi(x), i ≥ 0

5. La fórmula de diferenciación:

L′
i+1(x) = (2i+ 1)Li(x) + L′

i−1(x), ∀ i ≥ 1

A continuacíon mostramos los seis primeros polinomios de Legendre:

L0(x) = 1 L1(x) = x

L2(x) =
3x2 − 1

2
L3(x) =

5x3 − 3x

2

L4(x) =
35x4 − 30x2 + 3

2
L5(x) =

63x5 − 70x3 + 15x

8

Observacíon 7.3.2

◮ La propiedad(3) es una propiedad de varias otras funciones importantes, como por

ejemplo{cos(nx), n = 0, 1, ...} cumple que:

∫ 2π

0

cos(mx)cos(nx) dx =







0 si n 6= m

> 0 si, n = m

es decir, son ortogonales sobre el intervalo[0, 2π].

Observacíon 7.3.3

◮Cualquier polinomio de gradon puede escribirse como una suma de los polinomios

de Legendre, es decir:

Pn(x) =
n∑

i=0

ciLi(x)

Presentamos ahora, algunos valores para la cuadratura gaussiana:
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Número valores dexi Factor de V́alido hasta

de t́erminos Ponderación Ai el grado

2 -0.57735027 1.0 3

0.57735027 1.0

3 -0.77459667 0.55555555 5

0 0

0.77459667 0.55555555

4 -0.86113631 0.34785485 7

-0.33998104 0.65214515

0.33998104 0.65214515

0.86113631 0.34785485

5 -0.90617975 0.23692689 9

-0.53846931 0.47862867

0 0.56888889

0.53846931 0.47862867

0.90617975 0.23692689

Aplicación:

Evalúe:

I =

∫ 1.5

0.2
e−x2

dx

aplicando la f́ormula gausiana de3 términos.

Resolucíon:

Haciendo el cambio de variable:

x =
(1.5− 0.2)t+ 1.5+ 0.2

2

Entonces:

I =
1.5− 0.2

2

∫ 1

−1

e−(0.65t−0.85)2 dt

= 0.65[ 0.555...e−[0.65(-0.774...) + 0.85]2 + 0.888...e−[0.65(0.0) + 0.85]2 +

0.555...e−[0.65(-0.774...) + 0.85]2 ] = 0.65860

y el valor exacto de la integral es 0.65882.

Daremos a continuación un teorema que nos informa acerca del error que se comete

al aproximar la integral por medio de la cuadratura gaussiana.
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Teorema 7.3.10Sif ∈ C2n([a, b]), entonces:

∫ b

a

w(x)f(x) dx−
n∑

i=1

Aif(xi) =
f (2n)(ψ)

(2n)!

∫ b

a

w(x)P 2
n(x) dx

para alǵunψ ∈ (a, b).

Demostracíon: ( Ver [10] )

Cálculo de integrales dobles

Consideramos el caso en que los lı́mites de integración son constantes. En cálculo,

se aprendío que una integral doble puede evaluarse como una integral iterada, esto es:

∫

A

f(x, y)dA =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)

dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)

dy

donde la regíon rectangularA est́a acotada por las rectas:

x = a, x = b, y = c, y = d

Al calcular las integrales iteradas,x se mantiene constante mientras se integra con re-

specto ay (o viceversa en el segundo caso).

Recordemos que cualquiera de las fórmulas de cuadratura es simplemente una com-

binacíon lineal de valores de la función, evaluada en valores diferentes de la variable

independiente. En otras palabras, una fórmula de cuadratura es simplemente una suma

ponderada de ciertos valores de la función. Aśı, la integral interior, manteniendo cons-

tante la otra variable, queda como sigue:

I =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(x, y)dx dy =
n∑

i=1

Ai

∫ 1

−1

f(x, y)dy

luego, se suma una adición ponderada de estas sumas, es decir:

I =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(x, y)dx dy =
n∑

i=1

N∑

j=1

AiAjf(xi, yj) (7.30)

y la estimacíon del error se sigue del análisis unidimensional.

Observacíon 7.3.4

◮ No debemos de confiarnos en las fórmulas dadas por (7.30), pueséstas pueden no ser

óptimas, en el sentido de usar ” muy pocas ” evaluaciones funcionales de la funcíon

para un orden dado. Por ejemplo, la integración exacta para un polinomio de quinto
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grado requeriŕa n = 3 o un total de 9 puntos. Un polinomio de quinto grado en dos

dimensiones tiene 21 términos monomiales, esto es, una fórmula de la forma:

I =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(x, y)dx dy ≈
n∑

i=1

Aif(xiyi)

seŕıa exacta solamente con 7 puntos. Los 21 coeficientesAi, xi y yi para (i = 1, ..., 7)

seŕıan determinados integrando exactamente todos los términos monomiales.

En general, las reglas de cuadratura son obtenidas por un método de coeficientes

indeterminados, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Considere la regla de cuadratura de un punto:
∫ ∫

Ω0

f(x, y)dx dy = A1f(x1, y1) + E (7.31)

dondeΩ0 = {(x, y) / 0 < x < 1, 0 ≤ y ≤ 1 − x}, y desde que hay 3 variables

desconocidasA1, x1 y y1, esperamos que (7.31) sea exacta para cualquier polinomial

lineal, y como la integral es un operador lineal, de aquı́, es suficiente que (7.31) sea

exacta para los monomios 1,x ey. Es decir:

� Si f(x, y) = 1
∫ 1

0

∫ 1−x

0

1 dy dx =
1

2
= A1

� Si f(x, y) = x
∫ 1

0

∫ 1−x

0

x dy dx =
1

6
= A1x1

� Si f(x, y) = y
∫ 1

0

∫ 1−x

0

y dy dx =
1

6
= A1x1

y la solucíon de este sistema es:

A1 =
1

2

x1 = y1 =
1

3

luego, la regla de cuadratura de un punto es:
∫

Ω0

f(x, y)dx dy =
1

2
f(

1

3
,
1

3
) + E (7.32)

y como esperamos, el punto de evaluación óptimo es el centroide del triángulo y una

cota superior para el error puede ser obtenido por la expansión def(x, y) en su serie de

Taylor cerca de alǵun punto conveniente(x0, y0) ∈ Ω0.
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7.4. Implementacíon Computacional del Software para

las EVP

1. Programa Principal: EVP.m

2. Subprogramas

geomrect.m

Malla.m

phi_i.m

matriz_A.m

matriz_M.m

frontera.m

Gauss_Seidel2.m

cond_inicial.m

vector_F.m

ensamble_F.m

EVP.m

Programa principal que resuelve numéricamente elproblema de transferencia de calor

por conducción.

%Programa Principal EVP.m

clear all;

clc;

%Para el vidrio

%alpha2 = 0.80;

%Para el aluminio

alpha2 = 205;

%Elementos Finitos para resolver la ecuaci ón discreta:

% MC’(t) + AC(t) = b(t);

%%%% Variables de discretizacion %%%%%%%%%

m = 9;% numero de elementos en la direccion x

n = 9; %numero de elementos en la direccion y
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figure(1)

[p,e,t] = malla(m,n);

% Ńumero de elementos de la triangulaci ón:

nel = size(t,2);

%N : Numero de particiones en el tiempo

%T : Tiempo maximo del intervalo de tiempo

%dt: Longitud del subintervalo

%Nmax : Numero maximo de iteraciones para

% el metodo de Gauss-Seidel

N = 20;

T = 10;

dt = T/N;

Nmax = 300;

%Ensamblaje de las matrices elementales

%del sistema de ecuaciones diferenciales

% MC’(t) + AC(t) = F(t)

%Para todo " t " las matrices A y M son las mismas

A = zeros(size(p,2));

M = zeros(size(p,2));

for k=1:nel

Aij = matriz_A(p,t,k);

for i=1:3

for j=1:3

A(t(i,k),t(j,k)) = A(t(i,k),t(j,k)) +

Aij(i,j);

end

end;

Mij = matriz_M(p,t,k);

for i=1:3

for j=1:3

M(t(i,k),t(j,k)) = M(t(i,k),t(j,k)) +

Mij(i,j);

end

end;
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end

%Matriz ensamblada

A = alpha2 * A;

%Matriz ensamblada

M;

%Encontrando la condicion inicial MC(0) = C0

%Ingresar la CONDICION INICIAL en

%la funcion " COND_INICIAL"

%uxy = 0;

C0 = zeros(size(p,2),1); %Vector Columna

%Ensamblaje de la condicion inicial C0

for k=1:nel

C0_j = Cond_Inicial(p,t,k);

for j=1:3

C0(t(j,k)) = C0(t(j,k)) + C0_j(j);

end

end

%Imposici ón de la condicion de frontera Dirichtlet

[M,C0] = frontera(p,M,C0)

[Co,iter,ER] = Gauss_Seidel2(M,C0,zeros(size(p,2),1),

size(p,2));

%iter: numero de iteraciones en que se alcanzo

% la solucion inicial Co

%Co : Condicion inicial

%Se calcula el vector F(t) para cada tiempo " t " en

%cada elemento del mallado y procedemos luego a ensamblar

tiempito = 0; %Tiempo inicial = 0

w = Co; %vector columna

u = [Co]; % Matriz de Soluciones en cada

% instante de tiempo t = tiempito

tempo = tiempito;

theta = 1/2; %M étodo de Crank Nicholson

Ms = M + A* theta * dt;

137



As = M - A* (1 - theta) * dt;

medidas = zeros(N+1,5);

% Indice instante_d_tiempo N o_d_iter ER TPC

GS = [ 1 tiempito 0 0 0 ];

for time =1:N

%Resolucion Numerica del Sistema de

%Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

% MC’(t) + AC(t) = F(t);

tic; %Contador temporal

tempo = tiempito + dt;

F = ensamble_F(p,t,tempo,nel);

Fnm = theta * F;

tempo = tiempito;

F = ensamble_F(p,t,tempo,nel);

Fnm = Fnm + (1 - theta) * F;

%Imposici ón de la condicion de frontera Dirichtlet

[Ms,C00] = frontera(p,Ms,(As * Co + Fnm* dt))

[Co,iter,ER] = Gauss_Seidel2(Ms,(As * Co + Fnm* dt),...

zeros(size(p,2),1),size(p,2));

%Fin reloj para cada la solucion en cada tiempo: TPC

TPC = toc; % Finalizaci ón temporal

if (iter == Nmax)

fprintf(’El metodo de Gauss-Seidel fracaso\n’)

fprintf(’en la iteracion %3.1i\n’,time)

fprintf(’que calcula en el tiempo %8.3f\n\n’,time * dt)

fprintf(’I M P O S I B L E S E G U I R\n\n’)

break

end

tiempito = tiempito + dt;

GS = [GS;time+1 tiempito iter ER TPC];

u = [u Co];

fprintf(’Solucion %3.0i encontrada en el ...

tiempo t = %5.3f\n\n’,time,time * dt);

end %time
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%Imprimiendo medidas solicitadas GS

fprintf(’Matriz de Resultados\n\n ’)

medidas = GS

fid = fopen(’N_10.txt’, ’wt’);

fprintf(fid, ’%3.1i %6.3f %3.1i %12.8f %8.4f\n’, medidas’);

fclose(fid)

j1 = 1; j2 = 4; j3 = 8; j4 = 11;

figure(2)

subplot(2,2,1)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j1),’zdata’,u(:,j1),’mesh’,’off’)

title([’t=’,num2str(0)],’fontsize’,11)

colormap jet

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)

colorbar(’location’,’EastOutside’)

subplot(2,2,2),pdecont(p,t,u(:,j1))

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

subplot(2,2,3)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j2),’zdata’,u(:,j2),’mesh’,’off’)

title([’t=’,num2str(3)],’fontsize’,11)

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)

colorbar(’location’,’EastOutside’)

subplot(2,2,4),pdecont(p,t,u(:,j2))

title(’Curvas de Nivel en t = 3’,’fontsize’,11)

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

colormap jet

figure(3)

subplot(2,2,1)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j3),’zdata’,u(:,j3),’mesh’,’off’)
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title([’t=’,num2str(7)],’fontsize’,11)

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)

colorbar(’location’,’EastOutside’)

subplot(2,2,2),pdecont(p,t,u(:,j3))

title(’Curvas de Nivel en t = 7’,’fontsize’,11)

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

colormap jet

subplot(2,2,3)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j4),’zdata’,u(:,j4),’mesh’,’off’)

title([’t=’,num2str(10)],’fontsize’,11)

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)

colorbar(’location’,’EastOutside’)

subplot(2,2,4)

pdecont(p,t,u(:,j4))

title(’Curvas de Nivel en t = 10’,’fontsize’,11)

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

colormap jet

%Representacion de los elementos no nulos de la matriz M y A.

figure(4)

subplot(1,2,1)

spy(M)

subplot(1,2,2)

spy(A)

geomrect.m

Programa que permite definir la geometrı́aΩ ⊂ R
2 del problema.

function [bs,t]=geomrect(accion,x,y,hx,hy,segm,p1,p2),

bs = 0;
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h=0.1;

if nargin<1,

accion=’crear’;

end;

if strcmp(accion,’crear’),

if nargin==0,

x=0; y=0; hx=1; hy=1;

end;

S = [ x x+hx x+hx x x

y y y+hy y+hy y];

n_seg = size(S,2)-1;

t = n_seg;

bs=ones([5,n_seg]);

% 4 lados es decir 4 columnas o 4 segmentos

bs(1:2,:) = [0 hx hx+hy 2 * hx+hy;

hx hx+hy 2 * hx+hy 2 * (hx+hy)];

% introducimos la parametrizacion para cada segmento

bs(4,:) = zeros([1,n_seg]);

% fila 1 : valor del par ámetro inicial.

% fila 2 : valor del par ámetro final.

% fila 3 : etiqueta de la region a mano izquierda

(con respecto a la direcci ón dada por la fila 1 y 2).

% fila 4 : etiqueta de la region a mano derecha.

% fila 5 : tipo de frontera

% 0==interior, 1==dirichlet, -1==newmann

return;

else

S = [ x x+hx x+hx x x

y y y+hy y+hy y];

n_seg = size(S,2)-1;

t = n_seg;

if strcmp(accion,’dibujar’),

i=1;

X=geomrect(’segmento’,x,y,hx,hy,i);
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for i=2:n_seg,

X=[X(:,1:size(X,2)-1),geomrect(’segmento’,x,y,hx,hy,i)];

end;

if nargin==5, segm=’-’; end;

plot(X(1,:),X(2,:),segm);

bs=X;

return;

elseif strcmp(accion,’segmento’),

% se consideran tambien los extremos;

if segm<=n_seg,

bs = lineprmt(S(:,segm),S(:,segm+1),segm-1,segm,h);

else

fprintf([’Error: ¡¡¡el rectangulo solo

tiene ’,num2str(n_seg), ’ segmentos!!!’]);

return;

end;

return;

elseif strcmp(accion,’localizar’)

% hay que tener cuidado con las fronteras!!!!

% usamos una parametrizacion del rectangulo (x1,y1,x2,y2):

% la frontera dirichlet es cerrada,

% por tanto la frontera newmman sera "abierta".

% (x,y)=(x1+t * (x2-x1),y2), 0<=t<1 _______3_____

% (x,y)=(x2,y2+(t-1) * (y1-y2)), 1<=t<2 | | \

% (x,y)=(x2+(t-2) * (x2-x1),y1), 2<=t<3 4_____________2 |

% (x,y)=(x1,y1+(t-4) * (y2-y1)), 3<=t<4 ->1

% localizamos en que segmento est á y a que

% parametro corresponde.

sf=segm;

k=size(p1,2);

bs=zeros(1,k);

t=zeros(1,k);

for i=1:k,

if (abs(p2(i)-y)/hy<=0.05)&(p1(i)>=x)&(p1(i)<=x+hx)
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%suponemos dirichlet

bs(i) = 1; t(i) = (p1(i)-x)/hx;

if ((p1(i)==x)|(p1(i)==x+hx))&(sf(1,bs(i))==-1)

%si es newmann

if (p1(i)==x)&(sf(1,4)==1), bs(i) = 4; end;

if (p1(i)==x+hx)&(sf(1,2)==1), bs(i) = 2; end;

end;

elseif (abs(p1(i)-hx-x)/hx<=0.05)&(p2(i)>=y)&(p2(i)<=y+hy),

bs(i) = 2; t(i) = 1 + (p2(i)-y)/hy;

if ((p2(i)==y)|(p2(i)==y+hy))&(sf(1,bs(i))==-1)

%si es newmann

if (p2(i)==y)&(sf(1,1)==1), bs(i) = 1; end;

if (p2(i)==y+hy)&(sf(1,3)==1), bs(i) = 3; end;

end;

elseif (abs(p2(i)-y-hy)<=0.05)&(p1(i)>=x)&(p1(i)<=x+hx),

bs(i) = 3; t(i) = 2 + (x+hx-p1(i))/hx;

if ((p1(i)==x)|(p1(i)==x+hx))&(sf(1,bs(i))==-1)

%si es newmann

if (p1(i)==x)&(sf(1,4)==1), bs(i) = 4; end;

if (p1(i)==x+hx)&(sf(1,2)==1), bs(i) = 2; end;

end;

elseif (abs(p1(i)-x)/hx<=0.05)&(p2(i)>=y)&(p2(i)<=y+hy),

bs(i) = 4; t(i) = 3+(y+hy-p2(i))/hy;

if ((p2(i)==y)|(p2(i)==y+hy))&(sf(1,bs(i))==-1)

%si es newmann

if (p2(i)==y)&(sf(1,1)==1), bs(i) = 1; end;

if (p2(i)==y+hy)&(sf(1,3)==1), bs(i) = 3; end;

end;

end;

end;

return;

end;

end;
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malla.m

Este programa realiza el mallado deΩ ⊂ R
2.

function [p,e,t]=malla(m,n)

% inicializa la malla

% parametros de entrada

%%%% Variables geometricas %%%%%%%%%%%

x1 = 0; % origen del rectangulo (x1,y1)

y1 = 0;

a = 1; % ancho en el eje x

b = 1; % alto en el eje y

%%%% Variables de discretizacion %%%%%%%%%

%m = 2;% numero de elementos en la direccion x

%n = 3; %numero de elementos en la direccion y

sf = geomrect;

% calcula el numero de triangulos y vertices

nel = m * n* 2;

nnod = (n+1) * (m+1);

% calcula el incremento paso de la triangulacion segun ox,y oy

deltax=a/m;

deltay=b/n;

t=zeros(3,nel);

p=zeros(3,nnod);

% calcula la numeracion de los vertices de los triangulos

for j=1:m,

for i=1:n,

t(1,i+2 * (j-1) * n)=i+(j-1) * (n+1);

t(2,i+2 * (j-1) * n)=(n+1)+(j-1) * (n+1)+i+1;

t(3,i+2 * (j-1) * n)=i+(j-1) * (n+1)+1;

t(1,i+(2 * j-1) * n)=i+(j-1) * (n+1);

t(2,i+(2 * j-1) * n)=i+(j-1) * (n+1)+(n+1);

t(3,i+(2 * j-1) * n)=(n+1)+(j-1) * (n+1)+(i+1);

end
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end

% calcula coordenadas de los vertices

for j=1:m+1,

for i=1:n+1,

p(1:2,i+(j-1) * (n+1))=[x1+(j-1) * deltax;y1+(i-1) * deltay];

end

end

% se construye el vector e

e = zeros(7,2 * (m+n));

for i=1:n,

e(1,i) = n-i+2;

e(2,i) = n-i+1;

e(3,i) = (i-1) * deltay;

e(4,i) = i * deltay;

e(5,i) = 4;

e(6,i) = 1;

e(7,i) = 0;

end;

% lado inferior

for j=1:m,

e(1,n+j) = (j-1) * (n+1)+1 ;

e(2,n+j) = j * (n+1)+1 ;

e(3,n+j) = b+(j-1) * deltax;

e(4,n+j) = b+j * deltax;

e(5,n+j) = 1;

e(6,n+j) = 1;

e(7,n+j) = 0;

end;

% lado derecho

for i=1:n

%Aqúı construye el punto inicial y el punto final

e(1,n+m+i) = m * (n+1)+i;

e(2,n+m+i) = m * (n+1)+i+1;

e(3,n+m+i) = a+b+(i-1) * deltay;
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e(4,n+m+i) = a+b+i * deltay;

e(5,n+m+i) = 2;

e(6,n+m+i) = 1;

e(7,n+m+i) = 0;

end;

% lado superior

for j=1:m

e(1,2 * n+m+j) = (n+1) * (m-j+2) ;

e(2,2 * n+m+j) = (n+1) * (m-j+1) ;

e(3,2 * n+m+j) = 2 * b+a+(j-1) * deltax;

e(4,2 * n+m+j) = 2 * b+a +j * deltax;

e(5,2 * n+m+j) = 3;

e(6,2 * n+m+j) = 1;

e(7,2 * n+m+j) = 0;

end;

for i=1:nnod,

if ( p(1,i) == x1), p(3,i) = sf(5,4);

elseif ( p(1,i) == x1+a), p(3,i) = sf(5,2);

elseif ( p(2,i) == y1), p(3,i) = sf(5,1);

elseif ( p(2,i) == y1+b), p(3,i) = sf(5,3);end,

end;

%grafica la malla

plot(p(1,t),p(2,t));

axis equal

Phi i.m

Esta funcíon evaĺua las funciones baseφi (i = 1, 2, 3)

function Phi = Phi_i(i,e,n)

switch i

case 1

Phi = 1 - e - n;

case 2

Phi = e;

case 3
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Phi = n;

end

matriz A.m

Obtiene la matrizA del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:

MC ′(t) + AC(t) = F (t)

function A = matriz_A(p,t,k)

%p: Matriz con las coordenadas de los puntos del mallado.

%t: Indices(por columnas) de los puntos de P que forman

% un triangulo del mallado en sentido antihorario.

%k: indica el numero del elemento triangular(columna k de t)

x1 = p(1,t(1,k)); y1 = p(2,t(1,k));

x2 = p(1,t(2,k)); y2 = p(2,t(2,k));

x3 = p(1,t(3,k)); y3 = p(2,t(3,k));

Area_k = abs((x1 * y2 + x2 * y3 + x3 * y1) -

(x2 * y1 + x3 * y2 + x1 * y3))/2;

%d(phi)/(e n)

dphi = [-1 -1 ;

1 0 ;

0 1];

ex = (y3 - y1)/(2 * Area_k); ey = - (x3 - x1)/(2 * Area_k);

nx = -(y2 - y1)/(2 * Area_k); ny = (x2 - x1)/(2 * Area_k);

J = abs(ny * ex - ey * nx);

A = zeros(3,3);

for i=1:3

for j=1:3

A(i,j) = (dphi(i,1) * ex + dphi(i,2) * nx) * (dphi(j,1) * ex +

dphi(j,2) * nx) + (dphi(i,1) * ey + dphi(i,2) * ny) *

(dphi(j,1) * ey + dphi(j,2) * ny);

A(i,j) = J * A(i,j)/2;

end

end

matriz M.m
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Obtiene la matrizM del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:

MC ′(t) + AC(t) = F (t)

function M = matriz_M(p,t,k)

% Calculo de la matriz elemental Mij para un elemento

% k del mallado.

% t: Matriz de indices(por columna) de los puntos que

% forman un triangulo

% p: Coordenas de los puntos que forman un triangulo

% dados en una columna

% de t

x1 = p(1,t(1,k)); y1 = p(2,t(1,k));

x2 = p(1,t(2,k)); y2 = p(2,t(2,k));

x3 = p(1,t(3,k)); y3 = p(2,t(3,k));

Area_k = abs((x1 * y2 + x2 * y3 + x3 * y1) -

(x2 * y1 + x3 * y2 + x1 * y3))/2;

ex = (y3 - y1)/(2 * Area_k); ey = - (x3 - x1)/(2 * Area_k);

nx = -(y2 - y1)/(2 * Area_k); ny = (x2 - x1)/(2 * Area_k);

J = abs(ny * ex - ey * nx);

M = zeros(3,3);

for i=1:3

for j =1:3

if (i==j)

u = 0;

v = 2;

t = 0;

else

u = 1;

v = 0;

t = 1;

end

M(i,j) = J * factorial(u) * factorial(v) *

factorial(t)/factorial(u +v+ t +2);

end
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end

frontera.m

Imposicíon de las condiciones de frontera

function [A,x] = frontera(p,M,C)

n = size(p,2);

I = eye(n,n);

for i=1:n

if (p(3,i)==1.0)

M(i,:) = I(i,:);

C(i) = 0; %Condicion de frontera para todo t

end

end

A = M;

x = C;

GaussSeidel2.m

Programa que resuelve un sistema de ecuaciones linealesAx = b empleando el ḿetodo

iterativo de Gauss - Seidel.

function [x,iter,ER] = Gauss_Seidel2(A,b,x0,n);

%x0: vector columna

%x : Respuesta del sistema lineal Ax = b;

%iter: Numero de iteraciones en que se alcanzo la solucion

%tol = 1e-4; %Tolerancia permitida para el vidrio

tol = 1e-2; %Tolerancia permitida para el aluminio

Nmax = 300; %Numero maximo de iteraciones

k = 0;

x = zeros(n,1); % Vector Columna

x1 = ones(n,1); % Vector Columna

ER = norm(x1-x0,’inf’)/norm(x1,’inf’);

while (k<Nmax) & (ER>tol)

k = k + 1;

x1 = x0;
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for i=1:n

s1 = 0;

for j=1:(i-1)

s1 = s1 + A(i,j) * x(j);

end

s2 = 0;

for j=(i+1):n

s2 = s2 + A(i,j) * x1(j);

end

x(i) = (b(i) - s1 - s2)/A(i,i);

end

ER = norm(x-x1,’inf’)/norm(x,’inf’);

x0 = x;

end

x = x0;

iter = k;

Cond Inicial.m

Este subprograma calcula la condición inicial a partir de

MC(0) = u0

empleando el ḿetodo de Gauss Seidel.

function C0 = Cond_Inicial(P,T,K)

%P: Matriz con las coordenadas de los puntos del mallado.

%T: Indices(por columnas) de los puntos de P que forman

% un triangulo del mallado en sentido antihorario.

%K: indica el numero del elemento triangular(columna k de t)

x1 = P(1,T(1,K));

y1 = P(2,T(1,K));

x2 = P(1,T(2,K));

y2 = P(2,T(2,K));

x3 = P(1,T(3,K));

y3 = P(2,T(3,K));

Area_k = abs((x1 * y2 + x2 * y3 + x3 * y1) - (x2 * y1 + x3 * y2 + x1 * y3))/2;
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ex = (y3 - y1)/(2 * Area_k); ey = - (x3 - x1)/(2 * Area_k);

nx = -(y2 - y1)/(2 * Area_k); ny = (x2 - x1)/(2 * Area_k);

J = abs(ny * ex - ey * nx);

e = sym(’e’);

n = sym(’n’);

x = sym(’x’);

y = sym(’y’);

%AQUI SE INGRESA LA CONDICION INICIAL : u(x,y,t=0);

uxy = 0 * x + 0 * y ;

%Transformacion de coordenadas

x = (1 - e - n) * x1 + e * x2 + n * x3;

y = (1 - e - n) * y1 + e * y2 + n * y3;

%La condicion inicial queda una funcion de "e" y " n "

u_en = eval(uxy);

Phi(1) = 1 - e - n;

Phi(2) = e;

Phi(3) = n;

F = zeros(3,1);

for i=1:3

gent = Phi(i) * u_en;

gen = int(gent,n,0,1-e);

ge = int(gen,e,0,1);

C0(i) = double(J * ge);

end

vector F.m

Obtiene el vectorF del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:

MC ′(t) + AC(t) = F (t)

para un elemento dado.

function F = vector_F(P,T,K,time)

%f: Termino fuente f(x,y,t)

%P: Matriz con las coordenadas de los puntos del mallado.
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%T: Indices(por columnas) de los puntos de P que forman un

% triangulo del mallado en sentido antihorario.

%K: indica el numero del elemento triangular(columna k de t)

x1 = P(1,T(1,K));

y1 = P(2,T(1,K));

x2 = P(1,T(2,K));

y2 = P(2,T(2,K));

x3 = P(1,T(3,K));

y3 = P(2,T(3,K));

Area_k = abs((x1 * y2 + x2 * y3 + x3 * y1) - ...

(x2 * y1 + x3 * y2 + x1 * y3))/2;

ex = (y3 - y1)/(2 * Area_k); ey = - (x3 - x1)/(2 * Area_k);

nx = -(y2 - y1)/(2 * Area_k); ny = (x2 - x1)/(2 * Area_k);

J = abs(ny * ex - ey * nx);

t = time;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Valores para la integracion numerica por regla de

% cuadratura de 3 puntos

w = [1/3 1/3 1/3];

L = [1/2 1/2;

1/2 0;

0 1/2];

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

F = zeros(3,1);

for i=1:3

I = 0;

for j = 1:3

e = L(j,1);

n = L(j,2);

Phi = Phi_i(i,e,n); %Evalua las funciones base

%Transformacion de coordenadas

x = (1 - e - n) * x1 + e * x2 + n * x3;

y = (1 - e - n) * y1 + e * y2 + n * y3;

%AQUI SE INGRESA EL TERMINO FUENTE
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%f1 = 2* t * xˆ2 * (x - 1)ˆ2 * yˆ2 * (y -1)ˆ2 -

% - ((12 * xˆ2 - 12 * x + 2) * yˆ2 * (y - 1)ˆ2 +

% + (12* yˆ2 - 12 * y + 2) * xˆ2 * (x - 1)ˆ2) * tˆ2;

f1 = 2 * t * xˆ2 * (x - 1)ˆ2 * yˆ2 * (y -1)ˆ2 - ...

((12 * xˆ2 - 12 * x + 2) * yˆ2 * (y - 1)ˆ2 + ...

(12 * yˆ2 - 12 * y + 2) * xˆ2 * (x - 1)ˆ2) * tˆ2;

I = I + f1 * Phi;

end

F(i) = I/2;

end

ensambleF.m

Esta funcíon ensambla el vectorF del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:

MC ′(t) + AC(t) = F (t)

para todo el mallado.

function F = ensamble_F(p,t,T,nel)

F = zeros(size(p,2),1);

for k=1:nel

%Ingresar el TERMINO FUENTE en la funcion " vector_F"

%f(x,y,t) = x + y + t;

Fj = vector_F(p,t,k,T);

for j=1:3

F(t(j,k)) = F(t(j,k)) + Fj(j);

end

end

%Vector ensamblado

F;

7.5. Implementacíon Computacional del Software para

las IVP

1. Programa Principal: IVP.m
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2. Subprogramas

geomrect.m

Malla.m

L2P1.m

KP1S.m

u0.m

f.m

Gauss_Seidel2.m

Jrho.m

IVP.m

Programa Principal que resuelve numéricamente el problema de Control Térmico.

%Programa Principal IVP.m

clear all;

clc;

%%%% Variables geometricas %%%%%%%%%%%

% origen del rectangulo (x1,y1)

global x1; global y1;

%Ancho y Largo del rectangulo

global a; % ancho en el eje x

global b; % alto en el eje y

%%%% Variables de discretizacion %%%%%%%%%

global mm;% numero de elementos en la direccion x

global nn; %numero de elementos en la direccion y

global nel; global nnod; global sf;

global rho; global k; global N;

%%%% Variables del problema continuo %%%%%%

global h1; global h2;

global g1; global g2;

global k1; global k2;

global T;

% Inicializacion de las variables del problema continuo
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h1=-1; h2=1;

g1=-2; g2=2;

k1=1; k2=1;

f_fuente= ’feval(’’f’’,[x;y],tt)’ ;

T=10;

%Para el vidrio

%alpha2 = 0.80;

%Para el aluminio

alpha2 = 205;

% Inicializacion de la geometria

a = 1;

b = 1;

x1 = 0;

y1 = 0;

Nmax = 300;

% Inicializacion de la discretizacion

N=20;

k=T/N;

rho = 10;

mm = 9; % numero de elementos en la direccion x

nn = 9; % numero de elementos en la direccion y

sf = geomrect;

sf(5,:) = [-1 -1 -1 -1]; % todas son frontera newmann

[p,e,t] = malla(x1,y1,a,b,mm,nn,sf);

nnod = size(p,2);

nel = size(t,2);

fprintf([’\n h=’,num2str(a/mm),’\n’]);

for i=1:nnod,

if ( p(1,i) == x1), p(3,i) = sf(5,4);

elseif ( p(1,i) == x1+a), p(3,i) = sf(5,2);

elseif ( p(2,i) == y1), p(3,i) = sf(5,1);

elseif ( p(2,i) == y1+b), p(3,i) = sf(5,3);

end,

end;
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%construimos un indice para la frontera newmann

m=2* (mm+nn); % dimension de Wh

fr=zeros([m ,1]);

for j=1:mm+1,

% lado inferior del rectangulo

fr(mm+2-j) = (nn+1) * (mm-j+2) ;

% lado superior del rectangulo

fr(nn +2 + 2 * mm - j) = (j-1) * (nn+1)+1 ;

end;

for i=2:nn,

% lado derecho del rectangulo

fr(mm+ i) =mm * (nn+1)+i;

% lado izquierdo del rectangulo

fr(m+2-i)= i;

end;

C = L2P1(p,t);

B = C/k+ alpha2 * KP1S(p,t);

u = zeros(nnod,N+1);

u(:,1) = u0(p);

q_j = ones(m,N+1);

%z_j_1 = ones(nnod,1);

z_j = ones(nnod,1);

tt=0;

% Indice instante_d_tiempo N o_d_iter ER TPC

GS = [ 1 0 0 0 0 ];

for i=1:N

tic;

f_i_1=f([p(1,:);p(2,:);(tt+k) * ones(1,nnod)]) ;

q_j(:,i+1)=q_j(:,i);

%% resolvermos un problema eliptico

%q_j = ones(m,1);

% integramos q_n calculamos el vector Gq_n

Gq=zeros(size(p,2),1);

for bs=1:size(e,2);
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% buscamos sobre todos los segmentos de frontera

if sf(size(sf,1),e(5,bs))==-1 % si el segmento es newmann

ll =[ p(2,e(2,bs))-p(2,e(1,bs)) , p(1,e(1,bs)) - p(1,e(2,bs))];

ds = norm(ll);

for jj=[e(1,bs),e(2,bs)] %fprintf([’\nj=’,num2str(j),’\n’])

if p(3,jj)==1

Gq(jj) = 0;

else

aux=0;

for ii=[e(1,bs),e(2,bs)]

aux = aux + q_j(find(fr==ii),i) * ds/(6-3 * (ii==jj));

end;

Gq(jj) = Gq(jj)+aux;

end;

end;

end;

end;

% Inicio del Metodo de Uzawa

[z_j,iter,ER] = Gauss_Seidel2(B,(C * (u(:,i)/k + f_i_1))...

- Gq,zeros(size(p,2),1),size(p,2));

q_j(:,i+1) = Jrho((q_j(:,i+1) + rho * z_j (fr))’);

% Fin del Metodo de Uzawa

TPC = toc;

if (iter == Nmax)

fprintf(’El metodo de Gauss-Seidel fracaso\n’)

fprintf(’en la iteracion %3.1i\n’,i)

fprintf(’que calcula en el tiempo %8.3f\n\n’,i * k)

fprintf(’I M P O S I B L E S E G U I R\n\n’)

break

end

tt=tt+k;

GS = [GS;i+1 tt iter ER TPC];

u(:,i+1)=z_j;

fprintf([’Iteraci ón terminada en ’,num2str(iter),’...
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iter. con rho=’,num2str(rho),’ con un error de ’,...

num2str(ER),’ t=’, num2str(tt+k),’\n’]),

end;

%Imprimiendo medidas solicitadas GS

fprintf(’Matriz de Resultados\n\n ’)

medidas = GS

figure(1)

subplot(2,2,1)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,1),’zdata’,u(:,1),’mesh’,’off’)

title([’t=’,num2str(0.0)])

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)

colorbar

subplot(2,2,2)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,7),’zdata’,u(:,7),’mesh’,’off’)

title([’t=’,num2str(3)]),

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)

colorbar

subplot(2,2,3)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,15),’zdata’,u(:,15),’mesh’,’off’)

title([’t=’,num2str(7)]),

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)

colorbar

subplot(2,2,4)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,21),’zdata’,u(:,21),’mesh’,’off’)

title([’t=’,num2str(10)]),

xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’,’fontsize’,11)

zlabel(’u(x,y,t)’,’fontsize’,11)
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colorbar

colormap(’jet’)

figure(2)

subplot(2,2,1),plot(u(fr,1)),title([’t=’,num2str(0.0)])

xlabel(’u’)

ylabel(’\Phi(u)’)

grid on

subplot(2,2,2),plot(u(fr,7)),title([’t=’,num2str(3)]),

xlabel(’u’)

ylabel(’\Phi(u)’)

grid on

subplot(2,2,3),plot(u(fr,15)),title([’t=’,num2str(7)]),

xlabel(’u’)

ylabel(’\Phi(u)’)

grid on

subplot(2,2,4),plot(u(fr,21)),title([’t=’,num2str(10)]),

xlabel(’u’)

ylabel(’\Phi(u)’)

grid on

L2P1.m

function K=L2P1(p,t),

% Uso : K=L2P1(p,t),

% ćalcula la matriz asociada a [K]ij = (u,v )L2

K = zeros(size(p,2));

% Calculo de la matriz K

mael = zeros([3,3]);

for k=1:size(t,2),

a11=p(1,t(1,k)); a21=p(1,t(2,k));

a31=p(1,t(3,k)); a12=p(2,t(1,k));

a22=p(2,t(2,k)); a32=p(2,t(3,k));

r=a21-a11;%x2-x1|

s=a31-a11;%x3-x1

q=a22-a12;%y2-y1
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v=a32-a12;%y3-y1

div = abs(q * s-r * v);

mael(1,1)= div/12.0;

mael(1,2)= div/24.0;

mael(1,3)= div/24.0;

mael(2,2)= div/12.0;

mael(2,3)= div/24.0;

mael(3,3)= div/12.0;

mael(2,1)= mael(1,2);

mael(3,1)= mael(1,3);

mael(3,2)= mael(2,3);

for i=1:3,

for j=1:3,

K(t(i,k),t(j,k)) = K(t(i,k),t(j,k)) + mael(i,j);

end%for

end;%for

end;%for

KP1S.m

function K=KP1S(p,t),

%function [K,KS]=KP1S(p,t),

% Uso : function K=KP1S(p,t),

% ćalcula la matriz asociada a [K]ij = ( 1,grad u.grav v )

K = zeros(size(p,2));

% Calculo de la matriz K

% matriz elemental asociada a la parte

% simétrica ( 1,grad u.grav v )

mel1 = zeros(3);

for k=1:size(t,2),

a11=p(1,t(1,k)); a21=p(1,t(2,k));

a31=p(1,t(3,k)); a12=p(2,t(1,k));

a22=p(2,t(2,k)); a32=p(2,t(3,k));

r=a21-a11;

s=a31-a11;
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q=a22-a12;

v=a32-a12;

div = abs(q * s-r * v);

x = (a11+a21+a31)/3;

y = (a12+a22+a32)/3;

mel1(1,1)= ((q-v)ˆ2+(s-r)ˆ2)/(2 * div);

mel1(1,2)= (v * (q-v)+s * (r-s))/(2 * div);

mel1(1,3)= (q * (v-q)+r * (s-r))/(2 * div);

mel1(2,2)= (vˆ2+sˆ2)/(2 * div) ;

mel1(2,3)= (-q * v-s * r)/(2 * div);

mel1(3,3)= (qˆ2+rˆ2)/(2 * div) ;

mel1(2,1)= mel1(1,2);

mel1(3,1)= mel1(1,3);

mel1(3,2)= mel1(2,3);

for i=1:3,

for j=1:3,

K(t(i,k),t(j,k)) = K(t(i,k),t(j,k)) + mel1(i,j);

end%for

end;%for

end;%for

u0.m

Se calcula la condición inicial.

function z=u0(x)

global a b

n=size(x,2);

z=zeros([n,1]);

for i=1:n,

z(i)=0;

end;

return;

end

f.m

Calcula el t́ermino fuente.
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function z=f(x)

global a b

n=size(x,2);

z=zeros([n,1]);

for i=1:n,

xx=x(1,i); yy=x(2,i); tt =x(3,i);

txx = (xx-1)ˆ2 * xxˆ2;

tyy = (yy-1)ˆ2 * yyˆ2;

uxx = (12 * xxˆ2-12 * xx+2) * tyy * ttˆ2;

uyy = (12 * yyˆ2-12 * yy+2) * txx * ttˆ2;

ut = 2 * tt * txx * tyy;

z(i)=ut - (uxx+uyy);

end

return;

end

Jrho.m

Se implementa el ḿetodo de Uzawa.

function z=Jrho(x)

global g1

global g2

global h1

global h2

global k1

global k2

global rho

n=size(x,2);

z=zeros(n,1);

for i=1:n

xx= x(1,i);

if ( xx <= g1 + rho * ( h1 + g1/k1 ))

z(i) = g1;

elseif ( xx < rho * h1)

z(i) = ( xx - rho * h1)/(1+ rho/k1 );

162



elseif ( xx <= rho * h2)

z(i)=0;

elseif ( xx < g2 + rho * ( h2 + g2/k2 ))

z(i) = ( xx - rho * h2)/(1+ rho/k2 );

else

z(i) = g2;

end;

end;

return

end

163



Bibliograf ı́a

[1] HOFFMAN, KENNETH; KNNZE RAY - Álgebra Lineal
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[23] MANTILLA NÚÑEZ, IRLA - ROCA GALINDO , LUIS - Estudio Nuḿerico de la
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