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Resumen

Diferentes problemasdicos de transferencia de calor que se dan por conluaa-
diacion y convecdn esén representados por ecuaciones en derivadas parciaésssuj
a condiciones iniciales y de contorno. El iréeien este trabajo es el estudio del proceso
de transferencia de calor por conduaty su controlérmico sobre materialesagopos
gue esin representadas por ecuaciones en derivadas parcialps garaldlico.

De la formulacbn encontrada para estos problemas [7], [8] se han encontead
sultados de existencia y unicidad de sahmcclasica pero que no conducen netamente
a la obtendn de una soluéin expicita. En el presente trabajo el objetivo es hacer un
estudio nurérico de estos problemas a fin de contribuir con la deterridnade una
solucbn explcita. Para ello se realiza el siguiente procedimientanfdacibn varia-
cional del problema de contorno y de valor inicial de froatfja como una ecuaun
variacional parablica (EVP) y la formuladn variacional del problema de contorno y
de valor inicial de frontera Gvil como una inecuadin variacional paralica (IVP).
Luego, se realiza el afisis cualitativo, es decir, demostrar la existencia ycigiaid de
la solucbn cebil para ambos problemas. Posteriormente, procedemorséraio un
esquema nu@rico para estimar cuantitativamente las soluciones apewas que re-
presentan a la distribum de la temperatura y el contr@rimico bajo las condiciones
de convergencia nuenica.

El esquema nu#arico esh conformado por el gtodo de Galerkin continuo, Ele-
mentos Finitos, Crank-Nicholson sobre un conjunto acotashbenido en un espacio
bidimensional para la EVP y &odo de Galerkin continuo, Elementos Finitos, Euler
Implicito, aproximadn lagrangiana y el gtodo de Uzawa para la IVP.

Esta metodolog se puede utilizar para realizar la simutachunerica del compor-
tamiento de la transferencia de calor por conduregi el control €rmico sobre diversos
materiales tales como los que se ha supuesto para la exp&giba nunerica en este
trabajo cuya propiedad de conductividadnica son semejantes a la de un tipo de alu-

minio y de vidrio.
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Introducci on

Los problemas de transferencia de calor por condmgaontrol de temperatura,
difusibn de sustancia®xicas entre otros que se basan en leysisds tales como la
Ley de Fourier y de Fick conducen al estudio de ecuacionesati€iales en derivadas
parciales de tipo evolutivo, es decir, donde las ecuacidepsnden del espacio y tiem-
po y esén sujetas a condiciones de valores iniciales y de contdm® estudios de
estos tipos de modelos mataticos tienen una larga historia donde se ha alcanzado ma-
yor contribucon en los siglos XVIII, XIX y XX por eminentes matéaticos de entre
los que sobresalen Fourier, Fick, Newton, Gauss, Diriciébert, J.J. Lions, Sobo-
lev, Brézis, Stamphaccia, Galerkin y Richard Courant. En el campa #sica, estos
modelos mategticos han motivado la introdud@ari y desarrollo de diversos temas de la
matendtica tales como los Espacios de Funciones integrablém dezbesgue, Te@
de Distribuciones, Espacios de Sobolev, Teale Semigrupos, Optimizaxi, Calculo
Variacional, estos temas permiten apreciar el mayor aceecdo entre la Mtenatica
y la Fsica.

Sedin los resultados encontrados en [11], [21] y [2@kicamente se centran en
abordar las ecuaciones en derivadas parciales pla@ap como aplicabin de los pro-
blemas que se presentan en la transferencia de calor y ebktarmico [8], nuneri-
camente en [4], [19] existen algunos resultados en difesriimitas evolutivamente y
espacialmente en una dimehisipero desde el punto de vista de una EDP gdiebho-
mogenea y con frontera fija. El intes en este trabajo es el estudio i@uito del proceso
de transferencia de calor por condutly su control&rmico sobre materialesaso-
pos que estn representadas por ecuaciones en derivadas parcialig® gataldlico
no homo@neo, espacialmente en dos dimensiones, con frontera fijavil.rRara e-
llo se realiza la resoluon nunerica de estos problemas a fin de obtener una smiuci
explicita.

Teniendo en cuenta este objetivo, el trabajo desarrolladaprende el siguiente



contenido:

En el Primer capitulo hemos considerado los conceptos preliminares y necesarios
de Ecuaciones Diferenciales, &lsis Funcional, Teda de la Medida, @lculo Varia-
cional, Aralisis Nungrico y Optimizaddn para abordar la definim de las problemas
de contorno y de valor inicial asociados a las EDP’S de tipahgdico ag como tam-
bién se utilizan en lalsqueda de su soluri. En elSegundo Cajitulo se plantean
los problemas de contorno y de valor inicial queaesasociados al problema de trans-
ferencia de calor por conduéei con frontera fija y el problema de contrétmico con
frontera novil. En el Tercer Capitulo, se realiza la formuladn variacional de las ecua-
ciones variacionales paralicas (EVP) y de las inecuaciones variacionales pieds
(IVP) definidas sobre un espacio funcional de Sobolev ewolaisociadas a las EDP’S
definidas en el cajulo anterior ascomo tambén se realiza un breve alisis de la exis-
tencia y unicidad de solu@n cebil de estos problemas. En@larto Capitulo, se de-
sarrolla la aproximaéin nunérica de las EVP e IVP mediante los siguientes esquemas
nunméricos: neétodo de semidiscretizam con Galerkin continuo y Elementos Finitos
(MEF); y la discretiza@n total mediante el Btodo de Crank-Nicholson y el&todo
iterativo de Gauss-Seidel sobre un conjunto acotado colatem un espacio bidimen-
sional para la EVP y Mtodo de Galerkin continuo, Elementos Finitos, Euler foifl,
aproximaobn lagrangiana y el atodo de Uzawa para la IVPiamo un breve alisis
de la convergencia de los esquemas @doos. En eQuinto Capitulo, se implementa
computacionalmente los algoritmos de aproxiroagpara las EVP e IVP discretas y
se presentan los resultados rarmos de la transferencia de calor y el contéashtico
para dos tipos de materiales como son el aluminio y el vidrio u comportamiento
grafico respectivo y se visualizagficamente la convergencia de los esquemasenum
cos. Finalmente en @exto Captulo se dan algunas conclusiones sobre los resultados

numericos y se proponen algunos futuros trabajos de inveshigac



Notaciones

2: un conjunto abierto y acotado @& (n = 1,2,3) con fronterd’ = 02 .
Paral’ € R, T'> 0 seaG = [0,7] C R.

Qr =Q x [0,7].

| 2 | : medida de lebesgue del conjurito

C'(€2): es el conjunto de las funciongs 2 — R continuas sobre.

C™(): es el conjunto de todas las funciongs 2 — R que tienen todas sus
derivadas parciales continuas hasta de onmders= 0,1, 2, ... sobre{2. Cuando

m = 0 se entendérque se trata de la misma fuoni” .

sop(f): Soporte de la funéin f : @ — R, es decir

sop(f) = {z € @/ f(x) # 0}

C(©2) - espacio de funciones: 2 — R " m " veces continuamente diferencia-

bles (n € N6 m = +00) y de soporte compacto contenido®en

V. Espacio vectorial que denogaun espacio de Banach o de Hilbert @ege

mencione.

V*: Espacio dual topéigico deV/, es decir, espacio de las funcionales lineales
continuas dé” enR. La notacdn < .,. >y representa la rela@n de dualidad

entreV y V>,
C(G,V): es el conjunto de las funciones G — V' continuas sobré;.

C™(G,V): es el conjunto de todas las funciones G — V que tienen todas
sus derivadas parciales continuas hasta de orden0, 1, 2, ... sobreGG. Cuando

m = 0 se entendérque se trata de la misma fuani”u”.

\Y



= L(V,W): Espacio de los operadores lineales continuog @ 1.
= K. Subconjunto no vdo convexo cerrado dg.

= O™1(Qr): Conjunto de funciones continuas 2 x [0,7] — R cuyas derivadas
clasicas hasta de ordem son continuas em € 2 C R" y derivada chsica de

orden 1 en la variablee [0, 7] tambgn es continua.

C™(Qr) = {u L, ﬁ, % son continua}
1ee- n

paratodo p;+ps+..+p, < m

VI



Capitulo 1

CONCEPTOS PRELIMINARES

A continuacon presentamos las definiciones, teoremas, y otros ressltpet nece-

sitaremos a lo largo del presente trabajo.

1.1. Espacios de Banach

Seal’” un espacio vectorial sobre el campo de lasneros reales. En esta senti
daremos todos los conceptos necesarios para llegar a defieapacio de Banach en el

campo de los iimeros reales.

Definicion 1.1.1 (Base de un espacio vectorial)
SeaV/ un espacio vectorial y seB = {vy, v, ..., v, } un subconjunto d& . Se define a

B como unaasedeV si satisface lo siguiente:
1. B es ekonjunto generadordeV'.
2. B edinealmente independiente

dondeB puede ser un conjunto finito o infinito.

Definicion 1.1.2 (Dimensbn de un espacio vectorial)
La dimensbn del espacio vectoridl” est definido por el imero de elementos de su
base.

La dimensbn del espacio vectorial puede ser finito o infinito.

Ejemplo 1.1.1



a) V = (R* +,.,R) es un espacio vectorial cuya base es

€1 = (1707070)a €2 = (07 17070)
es =(0,0,1,0), e, =(0,0,0,1)

luego es de dimera finita (@imV = 4).

b) V={f:C—C: f esunpolinomi$es un espacio vectorial sobre el campo

C, adenas, V' est formado por elementos de la forma
f(z) =ap+ a1z + ... + cpz™.

Seanf,(z) = 2%, k =0,1,2,.... Ad el conjunto{ fy, f1, f2,...} €s una base de

V', vemos dsquel” es de dimenén infinita (dimV = o).

Del ejemplo anterior, el caso (a) aggenerado por unimero finito de vectores y el

caso (b) est generado por unimero infinito de vectores.

Definicion 1.1.3 SeanV, W dos espacios vectoriales reales, y consideremos la apli-

cacibnT : V — W. Decimos qué’ es unatransformacion lineal si:
T(au+ fv) = aT(u) + T (v) paratodoa,f € R ytodo w,v eV
SiW = R entonced’ es llamadduncional lineal.

Definicion 1.1.4 (Norma de un espacio vectorial}.a aplicacion|| . ||: V' — [0, 00 >

define unanorma sobreV si cumple lo siguiente:
L jlutv]|| <||ull+]|v]] paratodou,veV
2. || Au||=| Al|]uw|| paratodou eV y todo A € R

3. J|u||=0 siysolamentesiu=0

Un espacio vectorial provisto de una normaaskamadoespacio vectorial norma-

do (e.v.n)y seid denotado pofV, || . ||).

Definicion 1.1.5 SeanV, W e.v.n. Una transformaodn lineal T : V' — T esacotada

Si ésta es acotada sobre la bola unitaria Ue esto es

dM > 0 talque:||Tv|lw< M ||v ||y paratodov € V (1.1)



Definicion 1.1.6 Seal’ un espacio vectorial real. Una aplicamd : V xV — [0, 00 >

es llamada unalistancia 6 métrica si:
1. d(u,v) >0 paratodou,v eV
2. d(u,v) =0 siysolamente si = v
3. d(u,v) =d(v,u) paratodou,v eV
4. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) paratodou,v,w €V

Un espacio vectoridl provisto de una distancia seltamadoespacio nétrico (e.m.)y
se@ denotado pofV, d).

Observacbn 1.1.1

» Enune.v.n(V,|| .||), se puede construir unaétrica mediante la siguiente rela
d(u,v) =||u—v || paratodou,v €V

Definicion 1.1.7 (Espacio separable)
Se dice que un espacicenico V' esseparablesi existe un subconjuntd C V nume-

rable y denso.

Definicion 1.1.8 Sea(V,d) un e.m., dada una sucési{u,}>>, C V, decimos que

éstaconvergea " u € V ”si respecto a la nétricad se verifica

lim d(u,,u) =0 (1.2)

n—oo

y se denota por u,, — u. Tambén podemos decir qie:,, }>>, C V converge fuerte-

mentea v € V.

Definicion 1.1.9 Sean:V un e.v.n., una funciongl : V'— K =R o Cy una suces$in

{un}p, C V. Luego
1. Diremos quef escontinuaen un puntary € V' si

f(z,) — f(xo) siempre que z,, — .

2. Lafuncionalf sera llamadafuncional continua sobreV’ si es continua en cada

punto del’.



3. La funcionalf seré llamadafuncional lineal continua si es simubineamente

lineal y continua sobré’.
Definicion 1.1.10 Seal/ un espacio vectorial normado. Se define al espacio:
V* = {f:V — R/ f esunafuncional lineal continga
como elespacio dual topobgico de V.

Observacbn 1.1.2

» El espaciol/* con la aplicacon siguiente

—x *
| f1l= Sup||{( |)|’ =||81ip1|f(a:)] paratodo f € V
350 2ll=

es un espacio vectorial normado.

Observacbn 1.1.3
» En un espacio vectorial normado, los conceptos de funcimahl continua y fun-
cional lineal acotada son equivalentes, es decir, para queefuncional lineal sea con-

tinua es necesario y suficiente que sea acotada.
Definicion 1.1.11Seau € V' y f € V*, se define gbroducto de dualidad por
< fyu >yeyi= f(u)

Definicion 1.1.12 Sea(V,d) un e.m. y sea una sucési{u,}>°, C V entonces, se

tiene los siguientes conceptos:

1. La sucedin es llamadaucesbn de Cauchysi para cadas > 0 existen, € N tal
que

d(tm,u,) < € paratodom,n > ny.

2. V es llamadcespacio nétrico completosi toda sucegin de Cauchy converge en

V.

Definicion 1.1.13 (Espacio de Banach)
Se dice que un espacio vectorial normado egsjpacio de Banaclsi éste es completo

con la nétrica inducida por la norma.



Definicion 1.1.14 (Inclusén continua)
SeanV, W espacios de Banach sobie = R, C conV C V. Definimos el operador
inclusibn ” j” como
7V = W
u — jlu)=u
para todou € V. Decimos qué’” C W es unainclusion continuasi 'y 9lo si ”;” es

continua, es decir, existe una constaate 0 tal que
ullw < ¢l|lully paratodou eV

Definicion 1.1.15 (Espacio reflexivo)
SeaV un espacio de Banachy : V' — V** la inyeccion carnbnicade V en V/**

definida como
< Ju, f >ymy- =< f,o>y«y paratodov eV ytodo f € V*

Se define & como unespacio reflexivosi cumple la siguiente relagn J(V') = V**,

es decir, la aplicadn J es sobreyectivo.

En lo que sigue mencionamos dos resultados que involualefaniciones de espacios

separables y reflexivos para un espacio de Bafach

Teorema 1.1.1SeaV un espacio de Banach tal qué&* es separable. Entoncés es

separable.

El redproco de este teorema no es cierto dado que existen espadiamach’” separa-
bles tales que su du@l* no es separable. Para un estudisrdetallado recomendamos

la lectura de [3].
Corolario 1.1.1 Seal/ un espacio de Banach. Entonces

V' es reflexivo y separable si y solament& sies reflexivo y separable.

Definicion 1.1.16 (Convergencia ébil) Decimos que una sucési{u,, }>°, C V con-

verge tebilmentea v € V siy ®lo si lim f(u,) existe y adeis

lim f(u,)= f(u) paratodo feV*

n—oo

y sei denotada del modo siguiente u,, — u.



La definicbn anterior permite hablar eériinos de convergenciahlil, la cual es una
definicibn importante en la te@ de ecuaciones diferenciales parciales y en lo que sigue
damos algunos resultados de la convergeneinl @n espacios de Banach queasede

interés en los siguientes cialos.

Teorema 1.1.2Toda suce$in acotada en un espacio de Banach reflexivo tiene una

subsuces$in cebilmente convergente.

Proposicion 1.1.1 (Propiedades de la convergencigdil) Sea{u,}>2; C V unasuce-
sion en un espacio de BanathsobreK = R, C. Entonces se cumplen las siguientes

afirmaciones:

1. La convergencia fuerte, — u cuandon — oo implica la convergencia &bil

u, — u cuandon — oo.

2. SidimV < oo, entonces la convergenci&bil u,, — u cuandon — oo implica

la convergencia fuerte,, — u cuandon — oc.
3. Siu, — u cuandon — oo, entoncequ, }°° , est acotado y
|| w]| < lminf || u, || (1.3)
n—oo
4. Si{u,}2, es acotada eV y si existe un: € V' 'y un subconjuntd C V* tal
que
< fiup, >yry— < f,u>y«y cuando n — oo paratodo f e D,
entonces:,, — u cuandon — oo.

5. SiV es aderas reflexivo y la sucesn real {< v, u,, >y« }52, converge para

todov € V*, entonces existe une V tal queu,, — u cuandon — oo.

6. Si{u,}°°, es una sucedh acotada en el espacio reflexiVg entoncequ,, }°° ,
tiene una subsucesi que converge&bilmente. Adicionalmente, si cada subsuce-
sion cebilmente convergente de,, }>° , tiene el mismadimitew, entonces,, — u

cuandon — oo.

7. Dada la suce$in{u, }>°, que verifica

u, —~u en V cuando n — oo,

fo— f en V* cuando n — oo,

entonces< f,, u, >v-yv — < f,u >y«y cuando n — oo.

6



8. SiV es reflexivo y se tiene que

u, —u €en V cuando n — oo,

fo—f en V* cuando n — oo,

entonces< f,, u, >v-yv — < f,u >y«y cuando n — oo.

Los resultados de la Proposiai 1.1.1 sean de vital importancia as adelante cuando
se quiera probar la convergencia dettodo de Galerkin, su demostragipuede ser

revisada en [25].

1.2. Espacios de Hilbert

Definicion 1.2.1 SeaV un espacio vectorial sobi& = R o C. Un producto interno

es unaaplicadn(,) : V x V — K que verifica las siguientes condiciones:
1. (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) paratodou,v,w € V.
2. (au,v) = a(u,v) paratodo wu,v €V ytodoa € K.
3. (u,v) = (v,u) paratodo wu,ve V.
4. (u,u) >0 paratodo uweV.

5. (u,u) =0 siy solamente si = 0.

en el caso de los espacios euclidegfios= R) se tiene la linealidad en ambos argu-

mentos del, ), o que recibe el nombre de bilinealidad.

Observacbn 1.2.1

» A todo producto interno se le asocia una norma, definida por
|| w||:= (u,u)% paratodou € V (1.4)

Definicion 1.2.2 V' es llamado urespacio pre-Hilbertsi con la norma (1.4) satisface

la siguiente condidin
lu+v|+]lu—v|P=2(]uwl|?+]|v]|?*) paratodou,veV

Definicion 1.2.3 (Espacio de Hilbert)
Un espacio de Hilbertes un espacio vectorial con producto interpio.) , y que es un
espacio de Banach con la nornia || inducida por(., .). Por la Observadn 1.2.1 esto

es posible.



En [2] se demuestra que todo espacio de Hilbert es un esplgrivo.

Teorema 1.2.1 (Representadn de Riesz) Toda funcional lineal acotad#d € H* so-
bre un espacio de Hilberti puede ser representado &rminos del producto interno
como sigue

< f,u >p+ g= (u,v) paratodou € H

dondev € H depende d¢ y est Unicamente determinado, adam

v lla=Ilf]

H*

Definicion 1.2.4 (Forma bilineal)
Sea(V, || . ||) un espacio vectorial normado. Toda aplicasiz(.,.) : V x V — R que

verifica:
) a(Au+ po,w) = Aa(u, w) + pa(v,w) paratodoN, p €eR y w,v,weV
i) a(u, \v + pw) = Aa(u,v) + pa(v,w) paratodor, p e R y w,v,weV

se denomindrma bilineal.
Adends:

e Decimos que la forma bilineail(., .) essimétrica si se cumple
a(u,v) = a(v,u) paratodou,v €V

e Decimos que la forma bilineal(., .) est acotadasi existe una constant&/ > 0 tal
que

la(u,v)| < M ||wll||v]| paratodou,veV

e Decimos que la forma bilineal e¢ - eliptica, coercivo o fuertemente positivasi

existe una constante> 0 tal que
a(v,v) > c||v|* paratodov €V

Definicion 1.2.5 (Operador mordtono)
Sea V un espacio de Hilbert real con producto intefno) respectivo. Un operador

AV — V* esmonobtono si cumple la siguiente condmn

(Au— Av,u —v) >0 paratodo u, veV



Definicion 1.2.6 (Operador fuertemente mobtono)
Sea V un espacio de Hilbert real con producto intefno) respectivo. Un operador
AV — V* esfuertemente morbtono si y solamente si existe una constante 0 de

modo que
(Au— Av,u —v) >c||u—v|> paratodo u, veEV

Definicion 1.2.7 (Operador hemicontinuo)
Sea V un espacio de Hilbert real con producto intefno) respectivo. Un operador

AV — V* eshemicontinuosila funcbn f : R — R definida por
fR —- R
A= FO) = (A(u+ Av),w)
es continua paratoda € R ytodo wu,v,w € V.
Definicion 1.2.8 (Operador pseudomoatono)

Sea V un espacio de Hilbert real. Un operadbr V' — V* se dicepseudomordtono

si cumple las siguientes condiciones:
1. A es acotado.

2. Siu; — v enV débilmente yim sup(Au;, u; — u) < 0 entonces

J—00

lim inf(Au;, u; —v) > (Au,u —v) paratodov € V.

Jj—o0

El siguiente resultado muestra como se relacionan los dpersmontonos, hemicon-

tinuos y pseudomdrinos en un espacio de Hilbert.

Proposicion 1.2.1 Sea V un espacio de Hilbert real y séa: V' — V* un operador.

Luego, siA es acotado, hemicontinuo y n@nono entoncesl es pseudomanono.

Teorema 1.2.2 Seank un conjunto convexo, cerrado y acotadoldeA : K — V*un

operador pseudomdmono y coercivo, es decir:

Existev, tal que

(A(v),v — o)

ol — +ooSi||v]||— o paratodov e K
(%

entonces para todg € V* existe u € K tal que satisface
(A(u),v —u) > (f,v—u) paratodov e K
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1.3. Resultados Bsicos del Aralisis Convexo

Definicion 1.3.1 (Conjunto convexo)
Un subconjuntds< de un espacio vectoridl esconvexasi verifica la siguiente propiedad

geongtrica:
Ve,ye K: dx+(1—-)N)ye K, paratodo\ € (0,1).

Es decir, los elementos de la recta que uneney también pertenecen al conjunts.

Figura 1.1: Conjunto convexo

Teorema 1.3.1 (De la mejor aproximadn sobre un convexo cerrado)
SeaK un subconjunto convexo cerrado no i@ce un espacio de Hilbe?. Dado

x € H, existe urinico elementg, € K que verifica
2 =yollz= inf [lo—yllz < |le—ylls, paratodoyeK

es decir, existe un elemengp = Proyy x llamadola mejor aproximacion a x, dado
gue minimiza su distancia&@ste segn la norma def{.
Adenas se cumple

d(z, K) =[| v —yo ||
tal quey, se caracteriza por la siguiente propiedad

yo € K, (x —yo,v —yo) <0, paratodov € K

Teorema 1.3.2 (De la proyecéin sobre un subespacio vectorial cerrado)

SeaH un espacio de Hilbert y/ un subespacio vectorial cerrado dé. Entonces:

i) Paratodox € H existe uninico elementoy = Proy, x € M el cual verifica

(y—x) L M.

10



i) El operador de proyecéin P = Proy,, €S un operador lineal continuo dé en

H,denormd| P || < 1.

Definicion 1.3.2 Seal” un espacio vectorial normado, : V' —] — oo, +o0] una fun-

cion. Se define condominio efectivo deJ al conjunto
D(J)={veV/J{v) < +oo}

Definicion 1.3.3 Una funcbn J : V' —] — oo, +0o0] dondeV es un espacio vectorial
normado, se dice qué essemicontinua inferiormente (s.c.i.)si para todov € V' se
tiene

liminf J(w) > J(v)

Definicion 1.3.4 Sea unafunéinJ : V' —]— oo, +00] dondeV” es un espacio vectorial

normado . Decimos qué esconvexasi
J(tv+ (1 —t)w) <tJ(v)+ (1 —t)J(w) paratodov,w eV y t€]0,1]

Definicion 1.3.5 Sea la funcional/ : V' —| — oo, +0o0] definida sobre un espacio
vectorial normadd/ tal que.J = + co. Se define la funcional* : V* —] — oo, +00]

llamadaconjugadade J de la manera siguiente

J*(f) =sup{< f,v>y-y —J(v)} paratodo feV*

veV
Notar queJ* es una funcional convexa y semicontinua inferiormenteesdby este

resultado puede verse en [2].

Proposicion 1.3.1 Sea la funcional/ : V' —] — oo, +0o0] definida sobre un espacio
vectorial normadd/. J es convexa, semicontinua inferiormenté ¥ + co. Entonces

J* # + oo.

La demostradn de este resultado targbi puede leerse en [2].
A partir de la proposidén anterior, podemos definir ahora siempre die# + ~ la

siguiente funcionall** : V' —] — oo, +00] del modo siguiente

J™(v) = sup {< f,v >y« =J(f)} paratodo v e V.
fev

Para la funcional** definida se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3.3Sea la funcionall : V' —] — oo, +00| definida sobre un espacio vec-
torial normadoV'. J es convexa, semicontinua inferiormentd y= + co. Entonces

J*=J.
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Definicion 1.3.6 Para una funcional/ : V — R definida sobre un espacio vectorial

normadoV” se define lssubdiferencialenu € V, d.J(u), de la manera siguiente
OJ(u)={z€V*":JWw)—Ju) > <zv—u>yy VYveV}

Proposicion 1.3.2 Sea una funcional : V' — R. Parav € V yq € V* se tiene la
siguiente reladn

qedJ(v) siyDlosi vedJ(q)
Proposicion 1.3.3 Sea una funcional : V' — R. Paraq € 9 J(v) se verifica
q € 0J(v) siysolamentesi J*(¢) + J(v) = < q,v >y v

Definicion 1.3.7 (Derivada de Gatéaux) SeaJ : V' — R. Definimos la derivada di-

reccional deJ en un punta: € V' en la direccon dev € V' al siguiente imite

Ifm J(u+Av) — J(u)
A—0 A

si este imite existe, sér denotado pot/’(u, v).

Si existeu* € V* de modo que
J (u,v) =< u*,v >y« paratodo veV (1.5)

diremos que/ es Gataux diferenciable en el punto € V' y adenas«* es la derivada

en el sentido de Gadeix deJ en el puntou y seié denotado por* = J'(u).

Estos resultadosasicos de aalisis convexo sén de vital importancia cuando se desee
aproximar la soluén de una inecuagn variacional parallica, sus demostraciones

pueden ser revisadas en [2].

1.4. Nociones de Teda de la Medida

A continuacdn presentamos algunas nociones dasaie la medida, presentando la
Medida de Lebesgue, el cual nos permite describir el "faof@de ciertos subconjuntos

deR™.
Definicion 1.4.1 Una coleccdbn M de subconjuntos dR” es llamado uw-algebrasi:

1. ¢,R" € M.
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2. SIAe M=R"\ Ae M.

3. Si{4,}2, € Mentonces| ] 4, € M.

n=1
Teorema 1.4.1Existe unc-algebra M de subconjuntos dB™ y una aplicacdn p :

M — [0, oc] con las siguientes propiedades:

1. Todo subconjunto abierto d&" pertenece aM, y ag, todo subconjunto d&™

pertenece aM1.

2. SiB es cualquier bola efR”, entonceg:(B) es igual alvolumen n-dimensional

deB.

3. Si{A,}2, CM conA,NA;j=¢ Vi j, entonces
n=1 n=1
4. SiA C BdondeB € My u(B) =0, entoncesA € M y u(A) =0.

Los conjuntos etM son llamadogonjuntos Lebesgue medibley . es la medida de

Lebesgue n-dimensional

Definicion 1.4.2 Seaf : R™ — R. Decimos quef es unafuncion medible si para

cada subconjunto abiert@ € R se tiene qug () € M.

En particular, sif es una fundn continua, entonce$es medible. Tamin se cumple

gue la sumay el producto de funciones medibles son funcimeekbles.

Definicion 1.4.3 Decimos que una propiedad se cumplecasi todo punto (c.t.p.)de

2, si el conjunto de los puntos en la qune se cumple es medible y tiene medida nula.

1.5. Espaciod,,

Para cada tal quel < p < oo definimos
L,()={f:Q—R/fes medibley/Q | f1P< oo}
Si para todog, ¢ € £,(2), definimos la siguiente relam de equivalencia
f~g&ef=9g ctp. e (1.6)
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por tanto, pasando al cociente, obtenemos el conjunto

L,(Q) ={f:Q—R/f esmedible y/ | f[P< o0} (1.7)
Q
SobreL,(£2), definimos la norma dada por:
1= ([ 15@P)" s 1<p<o 18)
Q
| f {lp:= sup{] f(z) | Jx €Q} si p=oo (1.9)

para todof € L,(12).
Por lo tanto, los espacids,(§2) son conjuntos de clases de equivalencia respecto a

la relacbn (1.6). En particular, cuando= 2, denotaremos el producto interno como
(= | F@lgla)da (1.10)
y ala norma inducida pd#l, la denotaremos por
1 F 1= (1. )3 (1.11)
Dos propiedades muy importantes se dan en los siguientesrias.

Teorema 1.5.1Sean:2 C R™ un conjunto abierto no vae, p € Rtal quel < p < co.
Entonces el espacib,(2) es un espacio de Banach con la norma dada en (1.8) y en el

caso dep = oo con la norma dada por (1.9).

Teorema 1.5.2Seanx) C R™ un conjunto abierto no vao, p € R tal quel < p < oc.

Entonces el espacib,({2) es reflexivo y separable.

ambas demostraciones pueden encontrarse en [2]. @glgrara = 2 el espacid.»(f2)

es un espacio de Hilbert con el producto interno definido €r0j1

Teorema 1.5.3 (Desigualdad de Minkowski)Sean:Q2 ¢ R™ un conjunto abierto no

vado,p € R tal quel < p < co. Sif, g € L,(£2) entonces

gl <l +11gllp (1.12)
Un resultado importante en alisis moderno eatdado por el siguiente teorema.

Teorema 1.5.4 (Desigualdad de Blder) Sean() C R™ un conjunto abierto no vao;

p,geRtalquel <p,g<ocoyp'+q¢'=18SifeL,(Q)yge L,(Q) entonces

/Q fgd9

esta desigualdad fue probada por vez primera por Ofided (1859 - 1937) aplicado

<[ Fllo1lglla (1.13)

a series, su exter®i respectiva para integrales fue hecha por Fryges Riesz g-la d

mostracbn de ambas puede ser revisada en [25].
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1.6. Derivada Distribucional

Sea? C R™, denotamos po€>(£2) el espacio de funciones infinitamente diferen-

ciables a valores reales, y para cada C'*(£2) definimos susoportecomo el conjunto

sop(yp) == {x € 2/ () £ 0} (1.14)
Ademas definimos
CP(Q) ={p € C™(2) / sop(y) es compacto yop(p) C 2} (1.15)

Los elementos dé€/3°(£2) son llamadodunciones de prueba 6 funciones testy lo
denotaremos pdP((2). Nos interesa saber que es una sumesbnvergente ef((2),
con este fin damos las siguientes definiciones que nos permjtistificar la defini@n

de sucedin convergente eB(2).

Definicion 1.6.1 Sea una suce@n de funcionegyy }7° , definidas sobré) y una fun-
cion ¢ : 2 — R. Decimos que la sucdsi converge puntualmentea ¢ en2 siy 9lo

si para cadar € Q2 y cadac > 0 existeN = N (e, x) tal que siempre qué > N (e, x)

se cumple queyi(z) — () | < €.

Definicion 1.6.2 Sea una sucesin de funcionegy; }7, definidas sobré? y una fun-
cionp : ) — R. Decimos que la sucési converge uniformementea ¢ en2 siy 9lo
si para cada > 0 existeN = N (¢) tal que siempre qué > N (e) para todox € () se

cumple que o (z) — ¢(z) [ < €

La siguiente definiéin describe cuando una su@eside funcioneqy,}>, C D(R)

converge erD(12).

Definicion 1.6.3 Sea una suce®n de funcionegy,}2, C D(Q2), se dice queon-
vergea 0 € D(Q) si existe un conjunto compacto fif6 tal que sop(y,) C K para
todok € N, adends ¢, y todas sus derivadas convergen uniformemente a cero sobre

K.

Ahora podemos dar algunos conceptos y resultados genadesa de unos objetos
gue nos permit&n generalizar el concepto @écibnal considerar funcionales lineales

deD((2), estos objetos son llamaddsstribuciones

Definicion 1.6.4 Sean{y,};>, C D(Q) y una funcional linealf : D(2) — R. La

funcional f es llamada unalistribuci 6n sobref? si se verifica lo siguiente

si g — 0 entonces f(yr) — 0
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Observacbn 1.6.1
» El espacio de distribuciones es el espacio dual topmo de las funciones test y es

denotado poD*(2).

Observacbn 1.6.2

» Dada una funddn integrablef, definimosT; : D(2) — R por

T(p) = /Q F@)o(z)dz paratodo € D(Q) (1.16)

observar qud’; es una funcional lineal y verifica que es una distriliurc{20], es decir,

una funcon integrablef genera una distribu@n 7.

Definicion 1.6.5 Un vectora = (a4, -, «a,) tal que cada una de sus componentes
ax(k =1,--- ,n) esun fimero entero no negativo(que en particular pudiera ser yjulo

se denominanulti indice de orden
la|=a;+ ...+ a,

Ahora, dado un mulihdice«, se suele utilizar la siguiente notanipara una derivada

parcial de orden « |

Ollu(wy, ..., z,)
Du(a, .y wn) = 3x?1...’ax’gn

(1.17)

Definicion 1.6.6 Supongamos que v € L;(2) y seacx un multindice. Decimos que

es laa-ésima derivada distribucional desi se cumple

/uDagpda::(—l)C”/wda: (1.18)
0

Q
para todas las funciones tegte C§°(£2), y lo denotaremos por

D% = (1.19)

Observacibn 1.6.3
» Si existe tal fundn v que satisface (1.18) para toda € C§°(2) decimos que

D%y = v es laderivada débil dew.

Observacbn 1.6.4

» La «a-ésima derivada &hil dew, si existe, efinica.
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Ejemplo 1.6.1 Sean = 1,2 = (0, 2) y consideremos:
r Sl O0<z<1
1 si 1l<z<?2

y definamos:
1 si 0<z<1

0 si l<x<?2
Afirmamos queédu = v en el sentido ébil.

En efecto, elijamos cualquier € C5°(€2). Debemos demostrar que:

2 2
/ up' dr = —/ v dw (1.20)
0 0

Entonces, veamos:
2 1 2
/wp’dx:/ x@’(x)d:c—l—/ (1)¢'(z) dz
0 0 1

_ /01 o(x)dz + (1) + /12 S (a)de = — /02 vo(@)da

ad queda probada la afirmaén. [ |

1.7. Espacios de Sobolev

Definiremos ahora los llamados espacios de Sobolev, en lsel@asa la moderna
teofia de las ecuaciones diferenciales parciales.
Seak un entero no negativd) C R" (n = 2, 3) abierto y acotado, ades seg de

modo quel < p < oo. Definimos:
WkP(Q) = {v € L,(Q) : D* € L,(Q) V¥ multiindice tal qug o |[< k}  (1.21)

dondeD* indica laa-ésima derivada distribucional de Luego, el espacitl’*?(Q) es

llamadoespacio de Soboley sobreél se define la siguiente norma:

1
p -
| v ||kpai= Z || D% [P si 1<p<o (1.22)
|| <K
| v llkpoi= Y sup | D%(x)| si p=oo (1.23)
la|<k ©€
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Definicion 1.7.1 Sean{u,, }>°_,una sucegin enW*?(Q) yu € W*?(2). Decimos que

u,, convergeau € WH?(Q) siy dlo si
lm || Uy — w ||k po=0 (1.24)
y lo denotamos comar,,, — u en Wk»?(Q)

Observacbn 1.7.1
» Sip = 2 entonces, utilizaremos la siguiente notati H*(Q) = W*P(Q).

» Para H*(2) se define lseminormasiguiente

| v | gray= Z/Q(D%)MQ (1.25)

|al=k

» Por simplicidad haremos uso de las siguientes notaciones:

» WEP(Q) es el conjunto de aquellas funciones 1W*?(0) tal que
D% =0 sobre 0 paratodal o |[<k—1 (1.26)

Teorema 1.7.1 (Friedrichs) Seau € W'?(Q) con1 < p < co. Entonces existe una

sucesbn {u, }22, C C5°(R") tal que
Upjo — u €N L,(2)

Para una funéinv € H*(Q2) queremos ahora obtener el valor @sobre la frontera

I' =01, para lograrlo se haruso del operador traza dada en la siguiente dejimici

Definicion 1.7.2 Seaf) C R" un conjunto abierto y acotado con fronterapoligonal
y k > 1. Luego, existe una yo¥ una aplicacdbn lineal y continuay, tal que
% HA Q) — La(T)
v o= (V) =vr

paratodov € H*(Q) N C(9).
El operadory, es llamado ebperador traza dev sobref). La continuidad de implica

gue existe una constante> 0 tal que

%) (o) < [l [[ar@)
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Definicion 1.7.3 Nosotros denotaremos pdi —!(2) el espacio dual topobgico de
Hy (9).

Teorema 1.7.2 (Caracterizadn de H*(Q))
Si f € H71(Q) entonces existen funciong§ f1,--- | f" enL,(Q) tal que:

< f,v>= / (fov + if@(v)) dr paratodo v € H}(N)
Q2 i=1

Teorema 1.7.3Para cadak = 1,2,...y 1 < p < oo, el espacio de SoboléV*?(Q2) es

un espacio de Banach.

Demostracbn:
Haremos el caso de< p < oo

Primero probaremos qug. ||, €S una norma.

1. Paratodo\ € Ry paratoda € W"?((2) tenemos que:

130 flipo= | S0 / 1DoOw) Pde | = Ao flepo

o<k
2. ||vlkpo=0 < v=0 ctp. ze€q

3. Seanu,v € WkP(Q), entonces:

[+ o [[epa= Z/ | D+ v) |? da
lal<k ¢

p P

— Z | D¥(u+v) |F | = ZHDQ(U)"‘D%)%

o<k | <k

La desigualdad de Minkowski implica que

p

< (Do UDip) + (D NDpwlE] =
| <k lo| <k

=l ullkpo + [l v lkpa

De (1), (2) y (3) concluimos queé| . ||, €S una norma.
Ahora veamos qui/*?(Q)) es completo con respecto a la norfnal|y. ,.o:

Tomemos una sucési de Cauchy{u,}>°, C W"?(Q2) entonces para cadaa |<
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k, {D%u,}2 , es unasuce8n de Cauchy efi,,(§2) y comoéste es completo, entonces

existeu, € L,(Q?) tal que:
D%u, — u, en L,(Q) (1.27)
en particular cuanda = (0,0, ..., 0) es decir:

D%u,, = u,, — Uy = U(0,0,...,00 €N LP(Q) (128)

-----

Afirmamos ahora que: € W*?(Q), Du = u, (] a |< k).

En efecto, filemo® € C5°(12). Entonces:

/ uD%¢dz = lim | u,D%¢dx = lim (—1) / D u,¢da
Q Q

n—oo [¢) n—oo

= (1) i [ Duods = (1) [ wods
Q

n—oo o)

y esto prueba la afirmam. A,
D%, — D% en L,(Q) V |a|<k.
Por lo tanto, tami&n obtenemos que
u, —u en WHP(Q).

Asi Wk»(Q) es un espacio de Banach. [

1.8. Identidades de Green

EnRR™, uncampo vectoriales una fundn del modo siguiente
F:DCR" — R"
r=(x1,..,z,) +— F(z)=(F(x),.., F(z))
dondeD es un abierto y acotado d®* y F; es llamada la-ésima componente del

campoF'.

Se definda divergenciapara el campd’ por

divF =V.F
- 0 0
donde el operaddv es definidocom®&/ = [ —, ..., . Por lo tanto
8:701 8xn

"\ OF,
div F =
U ; al’z
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La divergencia permite medir las " tasas de cambio de madgsttien nas de una di-
menson, es decir, representadarivada en dimensiones mayores.
En particular, sh = 3y tenemos el campb'(x, y, z) = (P(z,y, 2), Q(x,y, 2), R(x,y, 2)),

luego:
o 0 0 oP 90 OR
8x8y8z)<PQR) oz oy T oz

En lo que sigue$? denota un abierto acotado & con fronterad Q2 de claseC!. A

divF =V.F = (

continuacbn se deducen las dos primeras identidades de Green a partocema
de la divergencia de Gaussel cual establece para un campo vectoFiat [C'(Q2) N

C(Q)]" se cumple:

/didex:/ Fnds (2.29)
Q o0

n:= (n,...,n.)" €s elvector normal unitario exterior

donde div F = Z &C

%

aq. En particular, st := (0,...,0,”uv",0, ...,0) conu,v € C*(Q) N C(Q), entonces

e = |
uv)dr = uvn; ds,
/ani( ) o0
/Uau dx:—/uav dm—i—/ uvn;ds, Vi=1,...n
o O o 0z o0

ow
al reemplazarn =
al’i

se obtiene:

es decir:

en la ecuadn anterior, resulta:

1}8210 [ 0w dv o+ ow
81’12 N Q 8@ aIZ el 8@

vn;ds, YVi=1,...n

luego, al sumar sobre todos lwglices, se concluye farimera identidad de Green

/vAw = —/ VwVodr + a—wvds (2.30)
Q Q a0 On

La relacbn indicada en (1.30) esdlida para todaw € C?(Q) N CH(Q).
Nota:
La expresbn g—w representa lderivada normal sobre 0f) y es definida como
n
ow "L Ow
o ZZ: ox; "
Ahora, intercambiando los roles dey w en (1.30) y luego restando la ecuatiresul-

tante a (1.30) se obtienesagunda identidad de Green

ow Jv
/Q[UAUJ — wAv]dr = / {Ua_n — wa—n] ds (1.31)
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para toda, w € C*(Q) N C*(Q).
Las identidades de Green aarde importancia para nuestro objetivo de poder deducir
las formulaciones &biles del problema de transferencia de calor por condoaocide

control €rmico que se van en los cajulos siguientes.

1.9. Espacios Funcionales Evolutivos

Cuando consideremos funciones dependientes del tiempagiespx,t), es na-

tural extender las definiciones de medida e integrabilidath@ones de la forma:
f:0,7 -V

dondeT” > 0y V es un espacio de Banach real con nofma.

Consideremos para esta séccel intervaloG = [0, 7).

Definicion 1.9.1

i) Unafuncbns : G — V, es llamadasimple si tiene la forma
s()=> Xgu (0<t<7T)
=1
donde caday; es medible Lebesgue e T yu;, € V (i =1,2,...,m).

i) Una funcidbn f : G — V esfuertemente mediblesi existen funciones simples

sk [0,T] — V tal que

sty —  f(t) ctp. 0<t<T

i) Una funcion f : G — V esdébilmente mediblesi para cadau* € V*, la

aplicaciont —< u*, f(t) >y- 1 es medible Lebesgue.
Definicion 1.9.2
i) Para una funcbn s(t) = Z Xp, (t)u; simple, definimos
i=1

m

/0 sdt = 3| B | w

=1
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i) Decimos quef : G — V essumablesi existe una suces { s, } >, de funciones

simples tal que

T
/ || sk(t) — f(t) || dt — 0 cuando k — oo
0

i) Si f: G — V sumable, definimos

T
/f t)dt = lim sk(t)dt

k—oo

Teorema 1.9.1 (Bochner)Una funcbn fuertemente mediblgé: G — V' es sumable si

y solamente & —|| f(t) || es sumable. En este caso

[ rwa| < [ a
<u*,/OTf(t) dt>vw _ /OT <t f{t) Syey di

para todou* € V*.

y adenas

Definicion 1.9.3Sean:T" > 0, G = [0,7] € Ry V un espacio de Banach o de
Hilbert. El espacia’ (G, V') se define como el conjunto de todas las funciones continuas

f: G — V yenelcual se define la siguiente norma

1 f lle@vy:= méx || f(t) [|< oo (1.32)

0<t<T

Definicion 1.9.4 Sea una funén f : G — V, el soporte de f es definido por el

conjunto

sop(f) :={t € G/ f(t) # 0}
Denotamos poP(G, K) el siguiente conjunto
DG,K)={f:G—=K : feC™(G), sop(f) es compacto yop(f) C G} (1.33)
dondeK =R o C.

Definicion 1.9.5 Seal” un espacio de Banach. El espadig(0, 7', V') consiste de todas

las funciones mediblas: G — V que satisfacen:

1
T »
ey 0mwy= (/ ||u<t>|rpdt) coo sl 1<p<ooy  (1.34)
0

| v ||z,0,mv):= sup || u(t) ||[< oo si p=oo (1.35)
0<t<T
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Teorema 1.9.2SeanV, W espacios de Banach sobie = R o Cy seal < p < oo.

Luego:
a) C(G,V) es un espacio de Banach con la norma dada en (1.32).

b) L,(0,7,V) es un espacio de Banach con la norma dada en (1.34) siempre que

1 <p<ooycon (1.35) cuandp = oo.

c) C(G,V) esdensoel,(0,7,V)y laincluson C(G,V) C L,(0,7,V) es con-

tinua.
d) El conjunto de polinomios : G — V, es decir
w(t) = ap + art + ... + apt"
cona; € V paratodoi,n =0,1,2,... esdenso ef(G,V)yenL,(0,7,V).

e) SiV es un espacio de Hilbert con producto interfo.)y , entonces el espacio

L,(0,T, V) tambén es un espacio de Hilbert con producto interno
T
() sy = [ () 0Oy de
0

f) SiV esun espacio de Banach separable entonces el espaio?’, V') tambien

es separable.
g) SiV C W es una inclu$in continua entonces
L.(0,T,V) C L0, T, W) 1<g¢g<r<oo
tambén es una incluéin continua.

Teorema 1.9.3SeaV’ un espacio de Banach, entonces para tade L,(0,7,V)y
todov € L,(0,7,V*) de modo qud < p,q < coyp ' +¢ ! = 1secumple la

desigualdad de Blder, es decir

fresomosvias ([, dt); ([ 1wk dt);

Proposicion 1.9.1 Sean:V un espacio de Banach reflexivo y separalble; p, ¢ < oo

de modo que~! + ¢! = 1. Luego:
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a) A cada fundnv € L, (0,7, V*) existe unainica funcionakw € L,(0,7,V)* tal

que
T
< W, U >, 01,v)= / <v(t),u(t) >y-v dt paratodou € L,(0,7,V)
0
b) Inversamente, a cada fultiw € L,(0,7,V)* existe exactamente una funcional
v e L,(0,7,V*) de modo que
T
<w,u > onv) = / <v(t),u(t) >y-yv dt paratodou € L,(0,7,V) Y,
0
|| w HLP(O,T,V)* = v HLq(o,T,V*)

c) Elespacial, (0,7, V') es un espacio de Banach reflexivo y separable.

Observacbn 1.9.1
» La Proposicon 1.9.1 establece lo siguiente: 8i = L,(0,7, V) entonces su dual

viene dado poX* = L,(0,7,V*) siempre qud < p,q < oo, p ' +q¢ ' =1yVes

un espacio de Banach reflexivo separable.

Proposicion 1.9.2 SeaV’ un espacio de Banach, adamseanl < p,q < oo tal que

pl4+qg =1y 0<t<T < oo. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
a) Siu e L,(0,7,V) entonces

¢ ¢
< U*,/ u(s)ds >y« y= / < v u(s) >y-y ds paratodo v* e V™.
0 0

b) Siu e L,(0,T,V*) entonces

t t
< / u(s)ds,v >y« y= / <u(s),v >y+y ds paratodo veV.
0 0

c) Si{u,}2, € L,(0,7,V) tal quew,, — u € L,(0,7,V) cuandon — oo en-
tonces
t t
/un(s)ds—>/ u(s)ds en V cuando n — oo
0 0

Adicionalmente sV es separable y reflexivo se tiene que para las sucesiongs® , €
L,(0,7,V)y{uv,}22, € L,(0,7,V*) tal que:
d)
u, — u € L,(0,7,V) cuando n — oo
v, = v € L,0,T,V*) cuando n — oo

6 tambén
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u, =~ u € Ly,(0,7,V) cuando n — oo

v, — v € Ly 0,7,V*) cuando n — oo

entonces para ambos casos
t t
/ < (), un(s) >v+y ds —>/ <v(s),u(s) >y~y ds cuando n — oco.
0 0
Proposicion 1.9.3 Seal” un espacio de Banach real,sic L,(0,7,V)y
T
/ e(t)u(t)dt =0 paratodop € C5°(G)
0

entonces

u(t)=0 ctp. t€]0,T]

Definicion 1.9.6 Seal” un espacio de Banach sobke = R, C. Luego, una funcional

u: D(G,K) — V lineal y continua es llamada urdistribuci on.
El conjunto de todas las distribuciones&denotado poP’(G, V), es decir
D'(G,V)={f:D(G,K)—V : f eslineal y continuh (1.36)

Se recomienda [25] para una lecturaswletallada de la téarde distribuciones y de los

resultados que se muestran a contindiaCi

Definicion 1.9.7 SeanV y W dos espacios de Banach,c L;(0,7,V) y w € L{(0,T,W).
Se define lax-ésima derivada distribucional de la furdei . sobreG como la relacdn

de igualdad
T T
/ O (t)u(t) dt = (—1)“/ e(t)w(t)dt paratodop € C;°(G) (1.37)
0 0
siendow = u(®

Proposicion 1.9.4 SeanV y W dos espacios de Banach y sea& L(0,7,V). Sean
v, w € L1(0,T,W), si

u =v y u®=uw

en el sentido de derivadas distribucionales, entonces
v(t) =w(t) ctp. t€]0,T]
es decirv = w en L,(0,7,W).
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Observacbn 1.9.2
» Para cada fundnu € L;(0,7,V) podemos asignarle a una distribucon U de la

siguiente manera
T
Ulp) = / e(t)u(t)dt paratodo ¢ € C5°(G).
0
Para cadan € N, esta distribuddn tiene unan-ésima derivadd/ ™ definido por
U™ = (=1)"U(p(n))
de la Definicon 1.9.7 y (1.37) podemos represent&r) de la siguiente forma
T
U™ (p) = / o(t)u™(t)dt paratodo ¢ € CZ(G) (1.38)
0

La ventaja de trabajar con distribuciones, es que cada L (0, T, V') posee derivadas

distribucionales de todos lgwdenes.

Proposicion 1.9.5 (Derivada distribucional y convergencia ébil) SeanV' y W dos
espacios de Banach sobie = C, R con la inclusdn continual’ C WW. Si para cada

n-esima derivada distribucionak € N fijo, se tiene :
u\™ = v, sobre ]0,T| paratodo k
u, —u en Ly(0,7,V) cuando k — oo

vy, — v en L,0,7,W) cuando k — oo

dondel < p, g < oo, entonces
u™ =v sobre 0,7

Esta proposid@n indica una reladin de compatibilidad entre la derivada distribucional
y la convergenciabil.
Nota: Este resultado es importante porque nos va a servir en aelgdara probar la

convergencia del gtodo de Galerkin.

Definicion 1.9.8 (Triple inclusion continua) Dados los siguientes espacios funcionales

V'y H, se define la siguiente relam de triple inclusbn continua
VCHCV”

donde:
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i) V esun espacio de Banach real reflexivo y separable con esgaaldopobgico

V.
i) H es un espacio de Hilbert separable.
iif) Para la inclusion continual/ C H se tiene que existe una constante 0 tal que
lvl|lg<ec||lv]|ly paratodo veV
yV es denso eft.

Proposicion 1.9.6 (Existencia y unicidad de:™) SeanV, y H espacios de Hilbert
de modo qué&/ C H C V*forman una triple inclugin continua,1 < p,q < ooy

0 < T < oo. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Parau € L,(0,7,V), la derivada distribucionak(™ € L,(0,T,V*) eslnica, es
decir,t — u(™(t) puede ser modificada sobre un subconjunttdé | de medida

cero.

b) Seau € L,(0,T,V). Entonces existe la derivada distribucion&t’ € L,(0,Q,V*)

siy 9lo si existe una funbnw € L, (0,7, V*) tal que

/0 (u(t),v) g ™ (t) dt = (—1)"/0 <w(t),v >yey @(t)dt (1.39)

para todov € V' ytodoy € C5°(0,7).
Luego,u™ =wy

d?’L

%(u(t),v);[ =< u(”)(t), vV >y y (1.40)

se cumple para todo € V' y casi todo puntae €0, T'[. Aqu, d"/d t™ significa la

n-ésima derivada distribucional de una futinireal sobrd0, 7'].

Definicion 1.9.9 (Espacios de Sobolev evolutivo§eal” un espacio de Banach real,
p,g e Rtalquel <p,g<oo, pt+qglt=1.

Se define como ekpacio de Sobolev evolutivel’ (0, T, V') de orden 1 al conjunto
W0, T,V) ={u € L,(0,T,V) /u' € L,(0,T,V*)}

dondeu’ es la primera derivada distribucional.

Parau € W1?(0,T,V) se define la norma

|| u ||W1*P(O7T,V)::|| u ||Lp(0,T,v) + || u' ||Lq(0,T,V*)
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es decir

1l = (/ lu(t) ||@); " (/ () |

siendol < p,g < 0oy0<T < 0.

1
a. dt) (1.41)

Nota:

Parak = 1yp = 2 el espacidV?(0, T, V) se denota com&* (0,7, V)

Proposicion 1.9.7 El espacio de Sobole’*?(0, T, V) es un espacio de Banach con

la norma definida por la funéin dada en (1.41).

Proposicion 1.9.8 Sean los espacids y H que forman una triple incluén continua;
p,g € Rtalquel < p,q < ocodemodoque ! +¢ ! =1y0 < T < co. Entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones

a) Lainclusbn

W?(0,T,V) C C(G, H)

es continua, es decir, si€ W'?(0,T,V), entonces existe una fudeai continua
Unicamente determinadg : G — H la cual coincide con la funéin inicial w en
casi todo punta € G. Por ello, no haremos distingh entreu y u;, aden@s, en

este sentido, existe una constante 0 tal que

o@fé | w(t) || < e || ullwiromrv

b) EIl conjunto de todos los polinomias: G — V, esto es

w(t) =Y ta; con a; €V paratodo i

(2

es denso en los espacids'? (0,7, V), L,(0,T,V)y L,(0,T, H).

Teorema 1.9.4 (Integracbn por partes en espacios de Sobolev)
Para todou,v € WP(0,T,V) yt, s € R arbitrarios tal ques <t < T (T e Ry

T > 0). Luego, se verifica labrmula de integradn por partes, es decir

t
(u(t),v(t)g — (u(s),v(s))g = / (<d(7),v(T) >veyv + <V(7),u(r) >vev)dT
) (1.42)
donde los valores de(t), v(t),u(s) y v(s) son los valores de las funciones continuas

u,v : G — H en el sentido de la Proposim 1.9.8-(a).

29



El siguiente teorema relacionay ' cuando no se encuentran en el mismo espacio.

Teorema 1.9.5Sea) C R" (n = 2,3) un subconjunto abierto y acotado. Luego, Si
u € Ly(0,T, H(Q2)) conu’ € Ly(0, T, H1()) entonces:

u e C(G, La())

y la aplicacon t—|| u(t) ||z, €s absolutamente continua con:

d /
7 I ul®) 12,0) =2 <u'(t)u(t)> ctp. 0<t<T

Adenas:

max || u(t) |l < € (H U | Ly0mm () + 1| HL2<0,T,H—1<9>>>

donde la constanté’ depende solamente dé

1.10. Nociones Generales de Semigrupos

Estos conceptos sar de vital importancia cuando se estudien las desiguadade
variacionales pardtfhicas. No se profundizarsobre la teda de semigrupospso men-
cionaremos las definiciones y teoremas necesarios pareselie trabajo recomendan-

do para mayores detalles los textos [11] y [20].

Definicion 1.10.1 Seal’ un espacio de Banach{y5 () };>( una familia de operadores
lineales acotados sobié(i.e. S(t) : V' — V). Decimos quéS(t) }:>o €S un semigrupo

si satisface:
i) S(0) =1 es eloperadoridentidad sobieé.
i) S(t+s)=25(t)S(s) paratodot,s > 0.
i) VueV: S({t)u— v cuandot | 0

Observacbn 1.10.1
» La propiedad(iii) indica una relacbn de continuidad del operaddt respecto &,

parat > 0.

Teorema 1.10.1Sea{ S(¢) }+>o un semigrupo sobre un espacio de Ban&clentonces

existen constante® > 1yw € Rtal que
| S(t) || < Me* paratodot > 0 (1.43)
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Corolario 1.10.1 SeaV un espacio de Banach, luego para todae V' el mapead —

S(t)u es un mapeo continuo de, co) enV’.
Definicion 1.10.2 En (1.43) cuandd/ = 1 y w = 0 se tiene que
| S(t)||< 1 paratodot >0
en estos casos decimos qu&(t) }:>o €S unsemigrupo de contracodn.

Observacbn 1.10.2
» Observar que para € V fijo, S(.)u € C(]0,00),V)

Definicion 1.10.3 Sea{S(t) }+>0 un semigrupo sobre un espacio de Ban&cthEl ge-

nerador infinitesimal es un operador linedldefinido por

Au=1m 2HUZ e pray
t]0 t

cuyo dominio efectivo es dado por

S(t)u —

D(A) = {u eV/ lgg)l

existe}

Observacbn 1.10.3
» SeaA el generador infinitesimal de un espacio de HilbEricon producto interno

(.,.). Seau € D(A), de modo que
1S@u [ <[] wll

de lo anterior se obtiene
(S(t)u —u,u) <0

dividiendo esta desigualdad entrg hacienda | 0 resulta

(Au,u) < 0 paratodou € D(A)

1.11. Nociones de Teda de la Dualidad

Asumiendo las siguientes consideraciones:

Sean V 'y W espacios de Hilbert (1.44)

J unafuncional convexa propiay s.c.i.enV (1.45)
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planteamos el problema de minimizawci

inf J(v) (1.46)

veV

Siempre quée/(v) pueda escribirse como wupremale una aplicaéin L : V xW — R
enw € W, es decir
J(v) = sup L(v,w) paratodo v eV
weWw

la aplicacon L es llamaddagrangiano.

Definicion 1.11.1 Decimos quép, q) € V x W es unpunto de sillade una aplicadn
L:VxW—-Rsi

Lp,w) < L(p,q) < L(v,q) paratodov eV, we W (1.47)

Definicion 1.11.2 SeanV, W espacios de Hilberty una aplicam £ : V x W — R.

Definimos:
J(v) = sup L(v,w) (1.48)
weWw
G(v) = glel‘f/ﬁ(v,w) (1.49)

el problema de minimizaén de (1.48), es decir

inf J(v) = inf sup L(v,w) (1.50)

veV veEV wew

es llamad@roblema primal, y el problema de maximizamn de (1.49) dado por
sup G(w) = sup Inf L(v,w) (1.51)
weW weW veV

es llamadgroblema dual.

Proposicion 1.11.1 Si existepy € V, qo € W y « € R tal que:
L(po,w) < o paratodow € W, Y,

L(v,q) > o« paratodov € V

entonces(po, go) €s un punto silla d&€ y

= fnf sup £ = sup inf £
o = fnf sup (v, w) sup inf (v,p)

32



Operadores Multivaluados y Subdiferenciabilidad
Como siempre})/ denota un espacio de Hilbert con producto intefno) y norma

asociadd| .

|, V* denota el dual d&, es decir, el espacio de las funciones lineales
y continuas dé/ enRy < .,. >y.y la relacbn de dualidad entr&* y 1/, adenas
denotaremos poP (V') a la colecadn de partes d&. Un operadoil’ : V. — P(V),

T : x — Tz se diamultivaluado.

Para los elementos del conjur®gl’) se definen las siguientes operaciones:
i) Paraz, w € P(V) se definez + w como el conjunto

zHw={n+w :zn€z y w ew}tePV)

i) SiveVyzeP(V),sedefine + z como el conjunto

v+z={v+z:21 €2z} €PV)

i) Paraz, w € P(V) se definez.w como el conjunto

zw={znw €z Yy w €w}ePV)

vi) SiA e Ry z e P(V), se define\ z como el conjunto

Az={Az1:z €2} €P(V)

Ahora damos algunas definiciones adicionales quansge utilidad ras adelante.

Definicion 1.11.3 El dominio de un operador multivaluad® : V' — P(V'), se define
como

Dom(T)={x eV :Tx #0}

Definicion 1.11.4 El operador? : V' — P (V') esmonbtonoen un subconjunt@’ C V'
Si

(r—y,u—v) >0, paratodoz,ycC,ue Tz, veTy

Definiciobn 1.11.5Un operadorT : V' — V eslipschitziano de orden ), si existe

A > 0 de modo que
| Tu—Tv||< X ||Ju—v]|| paratodou,veV

Se dia contractivo si A < 1
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Definicion 1.11.6 El operadorResolventedeT de orden\, J! : V — P(V) se define
como
Ji(w)=(ZT+AXT) ' (v) paratodov €V

dondeZ denota el operador identidadZ : V' — V/, definido por
Z(v) =v paratodov € V

Definicion 1.11.7 Laaproximacion YosidadeT de orden\, 7), : V' — P(V) se define
como
1

T(v) = 5(Z - )

Proposicion 1.11.2 El operador resolventd] asociado a un operador métono, es
lipschitziano de orden 1 y la aproximaci Yosidal), es un operador lipschitziano de

1
ordenx.

1.12. Ecuaciones Diferenciales Paralibicas

Empezamos este trabajo dando a conocer la clasibical las Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales y algunos resultados referentes al tipea@odn en estudio. Se llama
ecuacbn en derivadas parciales de segundo ordecon n variables independientes
x; (1 = 1,...,n) a una reladn entre la fundn indgnitau(zy, ..., x,) y sus derivadas

parciales de segundo orden inclusive
F(1, 00y Ty Uy Uy ooy Uy Uy 5 o5 Uy s ooy Uy ) = 0

paratoda, j = 1,...n y donde ader&s
ou 0%u

‘ 6%’ it (‘91‘, 8xj

Uy

En lo que sigue, consideramos la ecoadineal de segundo orden
Z Z i (T) gy, + Z by, +cu+ f =0, (a;(z)=a;(x)) (1.52)
j=1 i=1 i=1
dondea;;, b;,c y f son funciones de = (zy, s, ...,x,) € R". En [19] puede obser-
varse con mayor detalle que los coeficientes de la parteipaine (1.52) que son los
términos de segundo ordes ((z)) varian en forma a@loga que los coeficientes de una
forma cuadatica bajo una transformaui lineal

IPIICIS (1.53)

j=1 i=1
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es conocido que bajo una transforntaclineal adecuada se puede obtener una forma

cuadatica de (1.53) en su forma damica, es decir
> ai(x)g (1.54)
j=1

gue por ekeorema de inercia de Sylvestese sabe que elimero de elementos positi-
VOS, negativos y nulosg; de la forma cuaditica (1.53) es invariante con respecto a una
transformaddn lineal y obtener;; en (1.54). Los coeficientes de la forma cuibha
(1.54) sean denotados par;;, mencionamos que las formas cuairas expresadas en

su forma cafnica (1.54) son clasificadas $egla siguiente definioin.

Definicion 1.12.1 Una forma cuadatica( : R" — R expresada en su forma camica
enz = (1,79, ...,1,) € R" es dado poQ(z) = ay2? + apx3 + ... + a2 y podemos

clasificarlo de la forma siguiente :

1. Q esdefinida positiva si y 9lo si todos los coeficientes son estrictamente posi-
tivos, es decir

a; > 0 paratodoi = 1,2,...,n.

2. () esdefinida negativasi y $lo si todos los coeficientes son estrictamente nega-
tivos, es decir

a; < 0 paratodoi = 1,2,...,n.

3. @ esindefinida siy Dlo si hay por lo menos dos coeficientes con signos distintos,
es decir

di,j coni # j talque:a; > 0y «; < 0.

4. () essemidefinida positivasi y 9lo si todos los coeficientes son no negativos, es
decir

a; > 0 paratodoi = 1,2,...,n.

5. @ essemidefinida negativasi y 9lo si todos los coeficientes son no positivos, es
decir

a; < 0 paratodoi = 1,2,...,n.

Dado el comportamiento atogo de los coeficientes de (1.52) con los de (1.54) damos

la siguiente definidn.
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Definicion 1.12.2 Sedin los coeficientes;; de la forma cuadatica (1.54) asociada a

la ecuacon lineal de segundo orden (1.52), entonces (1.52) es llardadipo:

1. Eliptico en el puntar € 2 C R si todos los: coeficientes,;; son de un mismo

signo.

2. Parabdlico en el puntar € 2 C R™ si por lo menos uno de los coeficientgses

igual a cero.

3. Hiperbolico en el puntar € 2 C R™ sin — 1 coeficientes;; poseen el mismo

signo y un coeficiente el signo opuesto.

diremos que (1.52) esiptica, paratblica o hiperltblica enf si se cumple (1), (2 (3)

respectivamente para todoe ).
En particular, si? c R? tendiamos
11Uy + 2a12uzy + a22uyy + Fl (ZU, Y, U, Ug, uy) = 0 (155)

dondea;; = ay1(x,y), a12 = ai12(x,y) Y ass = ass(x,y) son funciones de ey. Luego,

esta ecuabin sea llamada:
1. Eliptico en el puntdz,y) € Q si: a2, — ajjas < 0,
2. Parablico en el puntqz,y) € Q si: a2y — ajjaz = 0,
3. Hiperbblico en el puntdz,y) € Q si: a}, — aj1a90 > 0,

En efecto, la forma cuadtica asociada a (1.55) viene dada por

Q& n) =an &+ 2a16 N + azn’

primero analizamos el caso cuandg@ # 0, entonces completando cuadrados obtene-

mos
2

Q(&,n) = an (5 + @77> + <—% + a22) U

a1 a1

haciendo el cambio de variables adecuado

a
§=¢+—n
ain
n=n
resulta as
G2
Q) =an&?+ (—a—i + CL22) n'? (1.56)

luego, de (1.56) se obtiene las siguientes conclusiones

36



a) Es definida positiva si yo4o si
2

a
a1 >0y —a—m+a22>0
11

b) Es definida negativa si Yk si

2
a
apn <0 Yy —a—u+6622<0
11

de los 2 casos anteriores concluimos que (1.55)ipta si se verifica

2
ajy — G11022 < 0

aiy
a1 <—— —|—a22> <0

a1

sin embargo, cuando

podemos concluir que (1.56) es indefinido, resultandq1a55) de tipo hiperblico.

Ademas, hemos supuesto qug # 0 pudiendo darse el caso que

CL2
(—ﬁ + CLQQ) =0

11
en cuyo caso (1.55) es de tipo padhto.
Ahora, el caso cuande; = 0, tenemos) (£, 1) = 2a12€n + ase n? y analizamos los
casos cuanday, = 0y ass # 0. En el primer caso, hacemos el cambio

{=¢+n

n=¢& -7

resultando ds

Q1) = 2a1( + 1) (& —n') = 2a12(6"* — 1 ?)

concluyendo dque( es indefinido y como consecuencia (1.55) es tipo hiplesb no
importando el signo de;,. En el casai;; = 0 volveiamos a completar cuadrados y
regresalmos a un caso similar a (1.56).

En conclusbn damos la siguiente definazi.

Definicion 1.12.3 (Ecuadin Diferencial Parcial Parabolica)

Dado un conjuntd)? C R", una funcon escalaru : Q@ — R de claseC?(Q). Si al
menos un coeficiente; (de su forma cuadttica en su forma camica asociada) es
igual a cero en la siguiente ecud@ti en derivadas parciales de segundo orden

i i Qi (T)Ug,e; + i biug, +cu+ f=0, (a;(z)=aj(x)) (1.57)

j:l =1 =1
dondea;;, b;,c y f son funciones son continuas &n entonces se define (1.57) como

una ecuadn diferencial parablica en derivadas parciales.
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Por ejemplo, par& C R" x Ry (z,t) = (x1, 22, ..., T,, t) € 2 la ecuaddn dada por

w(x,t) — Z U, (7, 1) = f(2,1)

setienen; = —1, b; =0(: = 1,...,n), @py1n+1 = 0, b1 = 1y ¢ = 0. Luego, se
trata de una ecuam diferencial parcial paraética. Sif = 0 diremos que es una EDP

paratblica homo@nea.

1.13. Condiciones Iniciales y de Frontera

Cuando se describe un fameno fsico mediante un modelo matatico, en primer
lugar hay que plantear correctamente el problema, es decinciar las condiciones su-
ficientes para la determind@ci de unadinica soluddbn. Es conocido que las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias y las Ecuaciones Diferencial@<iBles poseen un conjunto
infinito de soluciones, por lo que para caracterizar de naaméca la solud@n es nece-
sario agregar al modelo planteado ciertas condiciones leongmtarias que garanticen
la existencia y unicidad de soldci. Luego, dadé) C R™ (n = 2, 3) abierto y acotado
con fronterd” = 0 (2 regular, hay dos tipos de condiciones complementariasuies

son.

1. Condicion inicial: Consiste en la determin@ci de los valores de la furam

u(z,t) en el momento inicial, y para todar € (.

2. Condiciones de frontera A diferencia de las ecuaciones diferenciales ordina-
rias, para garantizar unicidad de sofrcien una ecuan diferencial parcial, es
necesario dar a conocer las condiciones en la frofteta la regdn en la cual

tiene lugar el procesaddico. Existen 3 tipos de condiciones de contorno:

i) Especificar la funcion en la frontera del dominio. Se conoce como condi-
cion del tipo Dirichlet. Por ejemplo, si nuestradynita es la fun@nu(z, t)
y queremos resolver la EDP del calor en un dominio acofade pueden

presentar las siguientes condiciones de frontera:

u(z,t) = g1(z,t) paratodoxr € I'y, Ty C T v,
u(z,t) = go(x,t) paratodox € I'\ Ty
Este tipo de condiciones, junto con la EDP, genera lo queasgllun pro-

blema de Dirichlet o de primer tipo.dtese que se ha impuesto una condi-
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cion inicial de tipo Dirichlet y dos condiciones de contornierfspre de tipo

Dirichlet) en las fronteras lateral&s y T'\T';.

i) Especificar la derivada de la funcon en la frontera del dominio. Se
conoce como condion del tipo Neumann y el problema asociado se lla-

ma problema de Neumann (o de segundo tipo). Por ejemplo:

—k%(m,t) =q(x,t) paratodoxr €Iy, I'y C T v,
U
ou
8—(x,t) = go(x,t) paratodozr € I'\ T}
n

siendon el vector normal a la curva (o hipersuperficie) que represknt
frontera del dominio. Fsicamente este tipo de condini define el flujo de
calor que atraviesa la frontera, que por ley de Fourier dertawaccon del

calor, es proporcional al gradiente de temperaturas.

iii) Especificar la funcion y su derivada en la frontera del dominia Se conoce
como condiadbn de tipo Robin (o mixto) y el problema asociado es un pro-
blema mixto (o de tercer tipo). Si consideramos por ejemidlaje de calor

a trawes de las paredes de un conducto por el cual fluye un fluido:

—k? — h(u — uy) = g(x) paratodoz € T’
Ui

siendoh un coeficiente de transporte de calor carastieo del material&li-
do del conducto que controla el flujo (de calor) en la fronyetig, un valor
conocido (dato del problema) de la temperatura ambiergeedior del sis-
tema. Este tipo de condiciones es muy realista pues expoesal djujo de
calor conductivo es proporcional a la diferencia de tentpesa entre las

paredes del conducto y el exterior.

Otros tipos de condiciones de contorno son igualmente lessiBn los procesos
de transporte de calor por radiasi(por ejemplo en combuéti 0 en procesos que
se desarrollan a altas temperaturas) se aplica la ley denSBefltzmann para des-
cribir el mecanismo de transporte de calor entre superfdietas separadas por
gases (que se asumen transparentes a la rad)aCtras condiciones se imponen

en procesos de fu@n o evaporaén donde tienen lugar cambios de fase.
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Capitulo 2

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA: TRANSFERENCIA DE
CALOR POR CONDUCCION Y SU
CONTROL T ERMICO

El proceso de transferencia de calor por condartein un cuerpo se basa erdg
de Fourier. Esta ley establece que: " El flujgérmico es proporcional al gradiente de
temperatura ”.

Luego, si consideramos un cuerpo que ocupa unadmeégic R" n = 2, 3; la distribu-
cion de la temperatura a tries del cuerpo para un puntalel espacio en un instante de
tiempot € [0,7] (T > 0) esé representada por una fudgiu(z, t). El flujo térmico

esh descrito por la funéin vectorialJ : 2 ¢ R™ — R" definido por

dondek(z) es una caractestica de resistencia del material, denominedaductividad
térmica Si el medio essotropo?, k es una fundn escalar. En el caso de que el medio
seaanisotropo (cuando no es @ropo),k es un tensof y el vector del flujo &rmico.J

es el producto del tensérpor el vector—Vu. Nuestro estudio estdirigido solamente

1Es el hecho de ciertas propiedadesiciis de un cuerpo medibles que dan resultadastiicbs con

independencia de la dire¢ei escogida para la medida
2Es cierta clase de entidad algebraica de varias compongoiegeneraliza los conceptos de escalar,

vector y matriz de una manera que sea independiente de @radigiema de coordenadas elegido. Los

tensores son de especial importanciaisité.
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para medios stropos.

2.1. Ecuaciones de Transferencia de Calor por Conduc-
cion

Supongamos un material de densigayglie esh sometido a fuentes de calb(z, t),

(x,t) € Qr =Q x [0,T] C R" x R siendoz la variable espacial el tiempo.

ou ou
Fun (20

esh dirigido en el sentido del flujo de calor y que desde las éxpeias nas cotidianas

El operadoVu definido por

muestran que el flujo de calor siempre va de mayor(calient@reor(fio) temperatura.
Ahora, consideremos como dominio de estudia,al cual se asume que su frontera
99 es continua. Luego, la ley de Fourigimplica que la cantidad de calor que se
intercambia entr€ y su complementario a trég de su fronteras2 en el tiempa es

0
le/ < kVu,n > ds = 2 s
o0 o0 On
donden denota el vector normal exteriordg es el elemento de longitud éX) y por el

teorema de la divergencia se obtiene

le/gdiv(k‘(x)Vu) dx.

Por otro lado, las fuentes de calor generafiama cantidad de calor

Q- :/QF(:E,t)dx

en el instante.
Sabemos que la ram de cambio de temperatura respecto al tiempo en cada p@sto
medida por

ou

E(mvﬂ

por tanto, para un intervale ¢ (segundos), la varia@n de la cantidad de calor €hes

Q3 = /:Mt (/Q c(x)p%(x,t)) dt

3Establece que la tasa de transferencia de calor por cordueeiuna direcéin dada es proporcional

aproximado por

al area normal a la dired@n del flujo y al gradiencte de temperatura en esa misma direcc
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dondec(z) es elcalor espeifico del medioy p es la densidad del material en estudio.

Para que haya un balance de eiesg debe de cumplir

t+At
Q3 = / (Q1+Q2)dt

de donde resulta que la transferencia de calor tiene pociécude equilibrio la siguien-

te expresin

t+At au
/ / (div(k(m)Vu(x, t)+ F(x,t) — c(x)pau(x, t)> dx dt =0 (2.1)
t Q
Ahora, hacemos uso de un resultadis@to de aalisis que se da en la siguiente proposi-

cion.
Proposicion 2.1.1 Seaf : R* — R una funcon continua, entonces

1
Flag) = lim ———— Hy)dy
(2o) r—0% | B(%0)| J B, (x0) g

donde| B, (x()| denota el volumen de la bold, (z() de radior y centrox.

Se puede demostrar a partir de la Propési@.1.1 y aplicando el teorema del valor

medio para integrales [21] para las funciones de variaghias la siguiente igualdad
div(k(z)Vu(x,t) + F(z,t) — c(x)p%u(x, t)=0 (2.2)

a esta expreén se le conoce comecuacbn diferencial del calor.

La ecuaddbn en derivadas parciales obtenida es del tipo i Para resolver este

tipo de ecuadin se le adiciona@ condiciones de contorno y de valor inicial. t@ndi-

cion inicial es el valor de la funéin u(x,t) que toma en el momento inicial, es decir,

en nuestro casb = t, = 0y la condicbn de frontera Dirichlet, son los valores que

toma® la funcbnu(z, t) en la frontera del dominio.

Entonces, el problema pai@lro devalor inicial y de frontera fija para la conducéin

del calor en un medio homégeo es expresado de la formasrsencilla ef? ¢ R?

haciendoc = ¢(x), p = p(x) y k = k(z) funciones constantes para todos Q y

denotando pof2;y = Q2 x [0, 7] paraal@nT fijoy T > 0 queda formulado a continua-

cion:

% —a’Au= f(z,t) en (x,t) € Qr
u(z,0) = ug en x € (2.3)
u(z,t) =g(x) =0 sobre  (z,t) € ' x [0,T]
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donde :o? = C—’“p, f: Qr — R, se le conoce como ékrmino fuente de la ecuadin
(2.3),uo es la condidin inicial y g : Q@ — R son conocidos y. : Q7 — R es la solu-
cibn a encontrar para el problema (2.3). Nuestro objetivo essi@lucon nunérica de

la ecuaddn detransferencia de calor por conduccdn dado en (2.3).

Un problema ras complejo se presenta cuando las condiciones de contumrdesco-
nocidas [8], en la siguiente seonise plantedr este tipo problema, para ello sigamos
considerandou(x, t) como la temperatura que se distribuye sobre un cuerpo qaocu
unaregdn ) C R™ (n = 2, 3). Basicamente el problema consiste en controlar la tem-
peratura en la frontera en cada punte I' = 0 2 de modo quew(x,t) € [hy, hs], = €

I', para esto sé necesario colocar dos dispositivos (inyectores de ala@ permiten
inyectar flujo de calor a trés de la frontera permitiendoiague el valor de la tempe-
ratura enc € I" varie lo menos posible y permanezca dentro del rango deskads|.
Dado que la efectividad de los inyectores de calor es liraitagrovecharemos que
el flujo de calor puede ser medido pg;']f y haremos que estcontenido en el inter-
valo [g1, go] tal que0 € [g1, go]. Entonces, nuestro problema : @@ controlaréste
fenbmeno el cual eatoriginado por el flujo de calor que se transmite hacia elpmuar
traves de la frontera de modo que la temperatura no salga del cangalerado ?.

Este fedomeno est gobernado por un conjunto de ecuaciones asociados atpralle
contorno donde una de las condiciones no se conoceay gdainteadas en la siguiente

seccon.

2.2. Problema de control €rmico

Para este problema de contretrnico en estudio consideremos un cuerpo que ocupa
una regbn 2 C R" dondef2 es un conjunto abierto con frontdra= 9 () regular. Sean
hi, ha, g1, g2 € R de modo que el flujo de calor inyectado a &ade la frontera medido
porg—g € |91, o) de modo que permita que el valor de la temperaitirat) € [hy, ho]
dondex € I' y aden@s0 € [g1, go].

Entonces, el conjunto de ecuaciones para cada caso segplantentinuaéin.

i) Siu(x,t) € [hy, ho], entonces la temperatura se encuentra controlada, este qui

decir que la condiéin de Newman es conocida y de tipo horanga:

au_

oy = (2.4)
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i) Si u(xz,t) ¢ [hy,hs], entonces se trata de una conditide tipo Newman no
homogenea y desconocida. Para determinar estaginica nas del problema se
asume lo siguiente: que la temperatura es constante enctipangt > 0 y varia-
ble en espacio parac (2, es decir, el flujo de calor queremos queiean|qg;, g-]

con0 € [g1, g2] el cual es es controlado por la siguiente coratici

a) Si u(z,t)tiende ahy :

_g_:; = (u— ho)ks cuando(u — ha)ks < go (2.5)
flujo de calor
ou
_8_77 = ¢ cuando(u — hg)ks > go

_Ou = (u—hy)ky cuando(u — hy)k; > ¢ (2.6)

flujogcalor gn
_a_“ _ cuando(u — hy )k < g1
U

dondeg; y g-» son valores reales.

Denotando como la funah ¢(u) a la siguiente condibn:

ou

_3_77 = ¢(u) (2.7)
se tiene a partir de (2.4), (2.5) y (2.6)
( g1 siu<h;+ 9
k1
(U—hl)k’l Si hl‘i‘% <u<h
1
ou
_0_77 = ¢(U) = 0 Sih; <u<hy (2.8)
(u—h2>/{32 S|h2<U§h2+%
2
92 Siu > hy + g2
N ko

La interpretadn geonétrica de (2.8) se muestra en la figura (2.1).

Nuestro problema en esta condicide contorno es que es desconocida y quedar
determinada desps que se resuelve el problema. A este tipo de problemascedee

como unproblema de frontera libre. De la ecuad@n (2.2) y la condid@n de contorno
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&

Figura 2.1: Gafico de¢

(2.8) queda formulado el problema de frontera libre.

En particular al ser planteado de manerasmsencilla ef2 c R? abierto y acotado
con fronteral’, hacienda: = ¢(x), p = p(x) y k = k(z) funciones constantes para
todox € €, denotando pof2; = Q x [0,7] paraal@nT fijoy T > 0, las constantes
g1, 92, h1,hs € Rde modo quey < 0 < g9, by < ho Y ¢ : R — R una funcén no
decreciente tal que, < —g—g < g» de modo que permita(z,t) € [hy, ho], €ntonces el

problema de controErmico consiste en encontrar una fuorci: que satisfaga:

%—azAu:f(x,t) en(z,t) € Qr
u(z,0) = ug sobrex € ) es la condidn inicial (2.9)
—g—z(:p,t) = o¢(u(z,t)) enz el y tel0,T]

donde :o? = c—’“p f:Qr — R, se le conoce como ékrmino fuente de la ecuadn
(2.9) yu, es la condidin inicial. Recordemos que la primera ecaaxile (2.9) es la que
modela el valor de la temperatura en cada instante de tiepgro,ahora eétsujeta
a las doslltimas condiciones, siendo la segunda una coadiciesconocida puesto
gue depende de que es la que pretendemos encontrar en el proceso de&soluci

su comportamiento en la frontera

Definicion 2.2.1 (Soluddn clasica o exacta)
Una funcbnu = u(x,t) tal que(z,t) € Qryu € C*H(Q x (0,7)) U C%(Q2 x [0,T))
donde

ou 0*u Ou

Uy, 53 7 as
0@ 81:,»% 825

gue satisface (2.3)0(2.9 respectivamente), es llamagtzucion clasicad tambénsolu-

C*(Qx (0,T)) = {u : € Q2 x (0,7)) Vz’,j}

cion fuerte de (2.3) 6 2.9 respectivamente).
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Capitulo 3

FORMULACI ON VARIACIONAL

El objetivo de esta sedm es buscar una soldci expicita de los problemas enun-
ciados (2.3) y (2.9), para ello utilizaremos la formutacivariacional de tales proble-
mas, luego resolveremos nancamente los nuevos problemas obtenidos, se ha obser-
vado que ambos problemas son modelados por una écuaciderivadas parciales de
tipo parabolico diferencindose en las condiciones de fronteras dadas, dependiendo
de éstas, se puede aproximar en sentidbildel problema (2.3) como unecuacbn
variacional parabolica EVP y el problema (2.9) como unaecuacbn variacional

parabolica IVP, ambos sobre espacios de Hilbert de dimamanfinita.

3.1. Formulacion de las Ecuaciones Variacionales Paraihi-

cas (EVP)

Dado el problema paralico de transferencia de calor por condaccilado en (2.3),
dondef2 es un subconjunto acotado abiertoRlecon fronterd’ = 0 {2 regular.
Ahora, denotando los siguientes conjuntos
Qr =Qx [0,7]
Sy =T x [0,7T]
supongamos una fur@iu : Qr — R suficientemente regular que verifica (2.3) y sea

v € HL(Q). Luego multiplicamos la primera ecuaaide (2.3) pow resultando

%(x,t)v(x) dx— /Au(x t)yv(z)de = / f(z,t)v(x)dx paratodov € H (Q)
Q

por la segunda identidad de Green y dadoqeeH; (2) se obtiene

A%(mt)v(m) da:+/QVu(9:,t)Vv($) dxz/ﬁf(xt)v(x) de  (3.1)
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para todo € H} ().
Hacemosu : [0,7] — H(Q), f : [0,T] — Lo(Q2). De esta manera aprovechamos
gue au se le puede asociar una distribitiqgue denotamos de la misma formd, s

verifica
ou

o Ot
reemplazando en (3.1) se obtiene

—(x,t)v(z )dx:% Qu(x,t)v(x)dx

oy Qu(x,t)v(x)dx—i-/QVu(x,t)VU(x)dx:/Qf(a:,t)v(x)dx (3.2)

paratoda € H}(Q).

Recordando

(6. 4) e / o) () dr paratodo ¢, € Ly(S) (3.3)

a(p,v) = /Qwvwdx paratodo ¢, ¢ € H'(Q) (3.4)

podemos reformular el problema de transferencia de cata@uuccdn dado en (2.3)

de la siguiente manera

Encontrar una funéin « : [0,7] — H}(Q) de modo que se cumpla

%(u(t), v) +a(u(t),v) = (f(t),v) paratodo v e H&(Q) (3.5)
u(0) = ug

dondeZ esf en el sentido distribucional sokjfe T'[.
El problema de valor inicial (3.5) representddamulacion variacional o en elsentido

débil del problema (2.3).

Definicion 3.1.1 (Soluddn débil)

Una funcbnu tal que
uc Ly(0,T,Hy(2) con u € Ly(0, T, H(Q))

es unasolucion debil de la ecuadin paratblica (2.3) siempre que satisfagan las condi-

ciones iniciales y/o de frontera en sentidelal (o distribucional) dados en (3.5).

3.1.1. Existenciay unicidad de soluéin de la EVP

En lo que sigue daremos condiciones que permitan plantpaolelema (3.5) en un
marco nas general y abstracto, para esto sean los esplciésy una forma bilineal

a:V xV — R que cumplen las siguientes bigsis:

a7



H,) SeanV'y H espacios funcionales de Hilbert reales que forman unatrplusbn

continua condim V = oo en el sentido de la Definiah 1.9.8.

H,) Laformabilineala : V' x V — R es acotada, fuertemente positiva, la cordatici

inicial ug € HY f € Ly(0,7,V*) dondeT’ > 0.

H3) Dado el siguiente conjunto de funciongs;, w,, ...} de modo que forman una
base d&/ y {u,0}32, es una sucesh enH tal queu,, — uo cuandon — oo

dondewu,q € Span{w,ws,...,w,} paran € N.
Entonces se debe encontrae W'2(0, 7T, V) de modo que se cumpla:

%(u(t),v)H +a(u(t),v) =< f(t),v >y~y paratodo v eV
u(0) =uy € H (3.6)
ue W2(0,T,V)
donde (3.6) representa la formulakivariacional de (2.3) y esalido para casi todo
puntot €10, T7.
Recierdese que

(u(t),v)H—/Qu(x,t)v(m) dx

" Ou Ov
a(u(t),v) _/sz:;(?xi o dx

< f(t),v >V*7V—/f(x,t)v(x) dux .
Con la finalidad de predecir si existe soiizmnidel problema de valor inicial (3.6) se
considera el siguiente teorema.
Por simplicidad de notagh haremos uso de .,. > para representar el producto dual

dado por< ., >y« y.

Teorema 3.1.1 (Existencia y Unicidad)Dado el problema de valor inicial (3.6) que
satisface las condiciongdd, ), (H>) y (Hs3); entonces se cumplen las siguientes afir-

maciones:

1) El problema (3.6) es equivalente al siguiente problemaaler inicial llamado

problema de Cauchy.

C;—;L(t) + Au(t) = f(t) encasitodo puntot €]0,7[

we W2(0,T,V)
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donde el operadoA : V — V* es lineal, continua, fuertemente nidona y
adenas:

< Au,v >=a(u,v) paratodou,v eV (3.8)
2) El problema de valor inicial (3.7) tiene solaci.
3) El problema (3.7) tiene solum v € W12(0, T, V) Unica.

4) Convergencia &bil de la suceéin {u,}°, que se obtiene por el &odo de

Galerkin a la soluddnu € W2(0, T, V') de (3.7) enly (0,7, V).

5) Convergencia de la sucési {u, }>° , que se obtiene por el&odo de Galerkin

en el espaci@'(G, H), es decir

X || wn(t) — u(t) ||[g— 0 cuando n — oo (3.9)

dondeu € W2(0,T, V) es la soluddn del problema (3.7).

6) Dados los datos inicialesy, € HYy f € Ly(0,7,V*) entonces la solubn u €

W12(0,T,V) de (3.7) es acotada, es decir, existe una constdnte 0 tal que

| w||lwrz2oryy < D (|| uo [lg + || fllz.07v))

7) La sucedin {u, }>°, converge fuertemente a la solaniv € W'2(0,7,V) de

(3.7) cuandar — oo en el sentido siguiente

u, —u en Ly(0,7,V) (3.10)

Demostracbn;

1) (=) En efecto, consideremase W'2(0,T,V) que satisface (3.6), recordando

de la propiedad (1.40) se tiene

%(u(t),v)H =<u/(t),v > paratodo veV (3.11)

donded/dt denota la derivada distribucional sobfeT|y (3.11) se verifica en

casi todo punte € G. Luego, reemplazando (3.11) en (3.6) se obtiene

<u'(t) + Au(t) — f(t),v >=0 paratodo v eV
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y en casi todo punto € |0, T'[. Asi
u'(t) + Au(t) — f(t) =0 en casitodo puntot €10, 7]

Efectuando reéiprocamente se demuestra que el problema (3.7) implicablgr
ma (3.6).

2) Asumiremos que la funéih ¢ —< f(¢),v > es continua sobrf, 7’| para todo
velV.
Para probar la existencia de solutide (3.7) previamente utilizaremos edtodo
variacional de Galerkin para discretizar con ettodo de elementos finitos el
problema (3.6) lo cual se formula de la siguiente manera:
Supongamos,, (t) es soluaddn finita de (3.6) donderi” es la dimengin de la base
del espacio de aproximaii con el nétodo de elementos finitos, entonéssa se

puede expresar de la siguiente forma

un(t) = Z Crn () Wy, Upo = Z agnwy (t=0) (3.12)
k=1

k=1

reemplazando en (3.6) resulta la siguiente EVP:

g%(t)(wk,wj) + crn(t)a(wy, wy) =< f(t), w; > (3.13)

cin(0) = oy, ji=12..n
entonces para = 1, 2, ... el problema de valor inicial (3.13) representa un sistema
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias ( EDO ) con valonesaies.
El sistema EDO’S como se puede ver en éragice (Teorema 7.1.2) se prueba
que este problema de valores iniciales tiene solugnicau,, € W12(0, T, V).
Ademas se puede demostrar que la sumesle soluciones,, es acotada, es decir

gue exista uriy’ > 0 tal que se tiene la siguiente desigualdad

T T
/0 1 ua(t) 2 dth(Hun<o>HH+ / 17 |1 dt) (3.14)

donden € N.
En efecto, para ello multiplicamos la ecuati(3.13) pofc;,, y sumamos sobrg

y obtenemos

(t (£), un (1)) + a(un(t), un(t)) = < f(t), un(t) > (3.15)
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3)

aplicando la norma a,(t) y derivando en el sentido distribucional €ny como

V' es un espacio de Hilbert entonces se tiene

d ,
7 (1) wa () = 21, (1), ua (1))

aplicando este mismo resultado a la ecaag¢B.15) se consigue
— M un(t) [l +2a(un(t), un(t)) = 2 < f(t), un(t) >
e integrando dé a7 resulta

[l un(T) 1[5 = [l un(0) 117 +

+ 2/0Ta(un(t),un(t))dt: z/T < F()un(t) > dt.

0
Por hipbtesis(H,) se tiene que la forma bilineal satisface que existe > 0 de

modo que
a(un(t), un(t)) = ¢ || un(t) |

y tambien se cumple eR la desigualdad élsica
2lry| < ¢ 'a? +cy* paratodo z,y € R.

Con estas dogltimas relaciones se demuestra que la s@ces| es acotada, es

decir :

T
Hun(T)H%;Jr?C/O Lun@ |2 dt < [ un0) |3 +

n 2/0 1 £ - 1| wa) [l dt

IN

v+ dt+

1 un(0) |13 +/ 7))

T
s [l 11 d
’ (3.16)

tomandoK = méx{1/c, 1/c*} > 0 la cual no depende de

Para demostrar la unicidad de la so@rcidel problema (3.6) se puede proceder
equivalentemente demostrando la unicidad de sofuen el problema (3.7).
En efecto :

Supondremos que se tienen dos funciongg u, que satisfacen (3.7) y mostraremos
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4)

gue su diferencia es igual a cero.
Paraj = 1, 2 se verifica

%(t) + Au,;(t) = f(t) encasitodo puntot €]0,T|
0w e H (3.17)
u; € Wh2(0,T,V)

Entonces

d .
d—?(t) + Au(t) =0 encasitodo puntot €]0, 7

w0)=0€eH (3.18)
we WL2(0,T,V)

dondeu = u; — us.

A continuacon se demuestra que

u(t) =0 encasitodo puntot €10, 7| (3.19)
de la hiptesis(H,) se tiene que existe> 0 tal que

a(u,u) > c||ulf}, paratodo u €V

con la reladdbn anterior e integrando por partes se obtiene:

ST [ = /OT<u'<t>7u<t>>dt

= —/O < Au(t),u(t) > dt = —/0 a(u(t), u(t)) dt

T
< e [ Ilut) I a
0
esto implica que

1 T
3 1+ [ a1 i < 0

desde que:(0) = 0 se concluye (3.19).

En lo que sigue analizaremos la convergenéiailctde{w, }5° , en Ly (0,7, V).
En efecto, de (3.14) la sucési{u, }°° , es acotada sobre el espacio de Hilbert
Ly(0,7,V) desde que,(0) — ug en H cuandon — oo, existe una subsucési

débilmente convergentg,, }>_,, es decir
Uy —u en Ly(0,7,V) cuando n' — oo (3.20)

52



Comou es una fund@n que satisface el problema siguiente

u'(t) + Au(t) = f(t) encasitodo puntot €]0,T]
uwe Wh20,T,V) (3.21)
u(0) =uo € H

por el paso 3, el problema de valor inicial (3.21) tiene exaente unainica
solucin, es decir, toda subsucasicbilmente convergente de, }>° , tiene el
mismo Imite ». Con esto queda probado la convergenéibilden L, (0,7, V).
Para probar que satisface (3.21), se procede de la siguiente forma: migkip!
do el problema (3.21) eh, (0,7, V') por una funddnv € V para luego integrar

espacialmente eh, (0,7, V') y luego multiplicamos por una furimi real
0 € CYGQ) talque o(T)=0. (3.22)
para integrar temporalmente. La forma integral resultaste

—(ug,v)p(0) — /0 <u(t),v> () dt +
(3.23)

[ < s ewa= [ < w0 > e0a

0
Mediante el retodo de Galerkin. se puede aproximar por la sudasi(3.12) y

(3.23) se tiene la siguiente forma integral

(1 (0), ;)(0) — / <un(t)w; > () dt +

(3.24)
T T
+ [ atwtwetde = [ < ft),0) > olt) d
0 0
para toda. > j. Observar que
(un(t)ij) =< up(t), w; >
aplicando la convergenciatil a la ecuadn (3.24) se obtiene
T
~(.w)e©) - [ <ult)wy > g0+
0

(3.25)

+ [ atutupettyar = [ < pe)uw) > ot a

0
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para todg;.
Con la finalidad de justificar estdtimo limite necesitamos verificar que el se-
gundo y tercerérmino en (3.24) representen funcionales lineales congisabre

el espacio de Hilberk, (0,7, V') con respecto a,,. Asi, tenemos que

T T
A <%@wq>¢@ﬁ‘§<%A 1 an®) 1111wy 1111 & 8) 1 de

czuwﬁr(ATuuawHZdQé

Co || wy [} wn || 20.2v)

IN

(3.26)
dondeC; y Cs son constantes obtenidas por la desigualdaddddi De modo

aralogo se tiene lo siguiente

A m%xwmw¢@wﬂ < 03A 1 ®) 1111 w5 1111 0(8) [ dt

< Gyl wy [ un lzo07v) -

(3.27)

Comow € V' y por la hiptesis(H;) se puede concluir que existe una sugesi
{vn}22, tal que

v, —v en V cuando n — oo,
donde cada, es una combinaon lineal finita de ciertos elementos de la base
Haciendon — oo observamos que la ecuéni(3.25) tamk#n es alida si reeem-
plazamosuv,; conv, con lo que se prueba (3.21).
Previamente necesitamos el hecho que éominos en (3.25) representen fun-
cionales lineales continuas sobre el espaticon respecto a;. Esto se obtiene

de (3.26), (3.27) y de la siguiente desigualdad
SN

AT<ﬂWww>ﬁ‘§C<ATHﬂ®|

Probaremos ahora que se verifica (3.21). En efecto, de (@8)emos

<_/OT & (Hudt + /OT (1) (Au(t) — f(t))dt,v> o,

para todap € C§°(G) y todov € V. De aqu

T

T
—/ o' (Hudt + o(t) (Au(t) — f(t))dt =0 paratodo ¢ € C5°(G).
0 0
Esto muestra que(.) tiene una derivada distribucional sobpe?’| tal que
u'(t) + Au(t) = f(t) sobre 0,7
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verificandose dda primera reladn de (3.21).

Ahora, desde que € Ly(0,7,V) y se verifical| v |

v+< C || v || para todo

v € V, entonces se cumple

| Av |

v+<C|lv]| paratodo veV
de esta forma obtenemos

T T
j/ | Au(t) |3 dt < 02]/ a(t) |1 dr, (3.28)
0 0

esdecirAu € Ly(0,7,V*). Desde qug € Lo(0,T,V*) resultau’ € Ly(0,7, V™),
ad v € Wh2(0,T, V) verificandose la segunda relanide (3.21).
Para verificar lailtima condicon de (3.21), desde quec W12(0,T,V), pode-

mos aplicar ladrmula de integradin por partes (1.42), resultando

wamaﬂw—ummmmwzl < (), ot > + < ult), (o > dt,

para todop € C'(G) y todov € V. En particular, sip(0) = 1y ¢o(T) = 0, la
ecuaobn (3.23) con//(t) + Au(t) = f(t) queda como

(u(0) — ug,v) =0 paratodo v € V.

Desde qué’ es denso e/, concluimos que:(0) = wu,. Asi queda demostrado

la existencia de soluan.

5) A continuacon se demuestra que la soldiciu € W'2(0, T, V') de (3.7) obtenida

es acotada, es decir, existe una constdnte 0 tal que:
I flwraoryy < D ([l uo lla + 11 f |lLa0mv))
En efecto, sabemos
u, = u en Ly(0,7,V) cuando n — oo

lo cual implica
|| w || Ly0,0vy < Hminf || wy, || 2y0,7,v),5
n—oo

por la Proposi@n 1.1.1-(3). Luego, cuando — oo, se obtiene de la estimaci

Vs dt) :

a priori (3.14) y deu,,(0) — u cuandon — oo que

T
HummmmSKm(WMH@+/|U®\
0
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empleando (3.28)

|| Au || Ly0.1v+) < Ol |py01v) - (3.29)

3
) dt)

6) Se analiza la convergencia de la soturcicebil construida con el gtodo de
Galerkin enC'(G, H), es decir

Finalmente, de’ + Au = b resulta

T
e |hwagorwy < D (|| wlly+ [ 1170
0

R || wn(t) — u(t) ||g — 0 cuando n — oo (3.30)

En efecto, sea € W2(0,T,V)y u, € W'?(0,T,V) para todon € N. La
inclusion W12(0,7,V) C C(G, H) implica

u,u, € C(G,H) paratodo n.

SeaH,, = span{wy,ws,...,w,},as H, CV C H. Porla Proposién 1.9.8-(b)

para cada, € W12(0,7,V)y e > 0 existe un polinomio

p(t) = Z t'a;

con coeficienteg, € V'y

T 1/2
| u—pllwizory) = (/ | u(t) —p(t) |3 dt) +
0

) (/OT ' (t) =P llv- dt> Py

esta desigualdad sigue sienddigta si cambiamos los coeficienteaun poco con

respecto a la norma del espadioDesde que el conjuntg,, H,, es denso el
obtenemos un resultadoas fuerte, que el conjunto de todos los polinomios con
coeficientes e, H,, es denso en el espadit(0, T, V). Es decir, existe una

sucesbn {p,, }°° , de polinomiog,, : [0,7] — H, y adenas
pn—u en WY (0,7, V) cuando n — oo.

La continuidad de la inclush W2(0, T, V) C C(G, H) implica que existe una

constantey > 0 tal que

OrgégcT | w(t) —pn(t) ||a < K || u—py [lwizorv,my— 0 cuando n — oo
(3.31)
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7

ahora afirmamos que 8j, — u en Ly(0, 7, V') cuandon — oo entonces

Dax, || u(t) — pu(t) ||[g— 0 cuando n — oco. (3.32)

En efecto, de:,(0) — u(0) en H y (3.31) resulta
|| 4 (0) = pn(0) ||[z— 0 cuando n — 0 (3.33)

de las ecuaciones (3.13) se obtiene

<UL Uy —Pp > = < b— Aup,uy, — pp >
molin =P P (3.34)

= <u 4+ Alu—uy),u, —pp > .

La positividad de:(., .) implica
< Alu—up),u —u, >> 0.

Empleando (3.33), (3.34), ldfmula de integradin por partes (1.42) y la desi-

gualdad de K8lder se obtiene

27 [l an(8) = pa(t) [ =271 || wn(0) = pa0) 3

/

t
- /<un—p;,un—pn>d8
0
t
_ /<uf+A<u—un>—p;,<un—u>+<u—pn>>ds
0

t
< / <u —pl Uy —pn >+ < Alu—uy), (u—p,) > ds
0

< M =pollve [l wn = pn [lv + [ Au = Auy v+ [} w = pa |lv

< M || u—py|lwrzoryy— 0 cuando n — oo.

Notar que las sucesionds, }>° ,, {p.}>>, estin acotadas e y {Au,}°,
esh acotada efV* debido a la convergenciggtil de {u,}>2,, {p.}>>, enV

y de (3.29) respectivamente.
Se analiza la convergencia fuerte sobs€0, 7', 1), es decir

| up —u ||Lo0,7,v)— 0 cuando n — oo
En efecto, desde qug, — v enV cuandon — oo Se sigue que

Au, —u en V* cuando n — oo
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desde quel : V' — V* eslineal y continua por (3.29).

Entonces por la Proposan 1.9.2 se obtiene

T T
/ < Aup,u > dt—>/ < Au,u > dt cuando n — o
0 0

T T
/ < fu, > dt—>/ < f,u> dt cuando n — oo
0 0

Luego, hacienda — oo resulta

/OT < f—=Aup,u>+ < f—Au,u, > dt — (un(T),u(T)) + (un(0),u(0))

— 2/T < f—Au,u > dt— || w(T) ||3 + || w(0) |[3= 0
’ (3.35)
Recordanda’ = f—Auy laformula de integraéin por partes (1.42) mostraremos
queu,, — u enV cuandon — oo.

En efecto, de (1.42) se obtienen las siguientes dos rekion

27 [ u(T) = un(T) [|7 =271 || u(0) — un(0) ||
_ /OT <l (t) =il (), u(t) — un(t) > dt

T
— / < f—Au—u,u—u, > dt
0
y

(un(T),u(T)) — (un(0),u(0)) = /0 <up(t),u(t) >+ < u'(t), u,(t) > dt

T
= / <upu>+ < f— Au,u, > dt.
0
De la ecuadn (3.13) resulta
<up (t), un(t) >+ < Aup(t), un(t) >=< f(t), u,(t) >

comoa(., .) es fuertemente positiva, esto permite

cllu—un |}

/ () — un(t) |2 dt

T
< / < A(u—up),u—uy, > dt + 271 || w(T) — u,(T) ||H
0
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ad

T
cllu—u, |} < 2_1||u(0)—un(0)|]2+/ < f—=Au, —u,,u—u, > dt
0
T
< 2—1||u<0>—un<o>|1z+/ < f o Auy—ul > dt
0
T
- 2—1||u<o>—un<o>||%+/ < e Aun il u > dt
0
T
= 2—1||u<0>—un<o>||2+/ < f o Auyu> dit
0

T
+/ < f = Aup,up, > dt — (up(T),u(T)) + (u,(0),u(0)) — 0
0
cuandon — oo sedin (3.35). Esto implica,, — v enV cuandon — ooc.

Mediante este teorema se puede garantizar la existenci@igashde la solu@n debil

del problema de transferencia de calor por conductdado en (2.3).

3.2. Formulacidon de las Inecuaciones Variacionales Parath-

cas (IVP)

En esta secon realizaremos la formulamn de la inecuadin variacional paraidica
asociado al problema de contrético planteado en (2.9). Para esto,sealucbn de

(2.9) yv € H'(Q2) entonces para cadae [0, 7] e integrando por partes se tiene

ou ou
flx, t)vdx :/—vdx—l—/Vu-Vvdx—/v—dF
/Q (1) o Ot Q r on

:/@vd:c—l—/Vu‘Vvd:c—l—/U(b(u)dF
o Ot 0 r

por lo tantou es soluadbn del siguiente problema:
Encontrar, € Ly(0,T, H'(Q)) tal que
(W' (t),v) + a(u(t),v) + / d(u)vdl = (f(t),v) paratoda € H'(Q)
r

u(0) = g

(3.36)

donde
1. Siu € Ly(0, T, H'(Q)) entoncesi(t) € H(Q) paratodot € (0,7T)
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2. a(u,v) = [, Vu-Vuvdr paratodou,v € H'(Q)
3. (+,-) expresa el producto interno usual Bs(€2)

Teniendo en cuenta la furisi ¢ definida por (2.8), introducimos la furigi¢) : R — R

de modo que

A
v = [ o)t (3.37)
0
es decir ) )
gl()\—hl)—Qg—l; si A§h1+%
1 9 : g1
5(/\_}“) k1 S|h1+k—§A§h1
1
Y(A) =4 0 si hy <\ < hy
1 .
E(A—hg)Qk‘g Sl hgg)\ShQ—{—%
2
2
gg()\—hg)—Qg—kz si A2h2+z—z

Figura 3.1: Gafico dey

Observacbn 3.2.1
» Se puede observar quedaes una fundn convexa, para esto consideremos, z €

R tal quez < z < y, luego se obtiene

B(z) — pla) = /0 " 5(e)de - /0 " o(e)de = / T B(6)de < 6(2)(= — )
tambin

bly) — () = / " o(e)de - / T p(e)de = / " o()de > o)y - 2)
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entonces
U 0@ e V) V)
Z—x Yy—2z
por lo tantoy es una fundn convexa.
A continuacon introducimos la funcional : H*(Q2) — R definido por
U(v) = /w ov)dl (3.38)
r

y probaremos en la siguiente propoéitigue es convexa y diferenciable.

Proposicion 3.2.1 La funcional® : H'(2) — R definida en (3.38) es convexa y dife-

renciable en todo su dominio.

Demostracbn:

Probaremos la convexidad, en efecto dadase C(Q2) y A €]0, 1] entonces
U+ (1— A /¢ (u(z — A(z))dl
de la Observadin 3.2.1 sabemos quees convexa, luego tenemos que
Y(Au(z) + (1= No(z)) < Mp(u(r)) + (1 — Ny(v(z)) paratodor € T
por lo tanto al integrar
[t + @ = Ne) <2 [ wu@)+ @ [ o)

de aqui

U(Au+ (1 —Nv) <A (u) + (1 —A)¥(v) paratodou,v € C(N)

por densidad, Teorema 1.7.1, se obtiene el resultado buscad
La diferenciabilidad la obtendremos de la siguiente mapateulando las derivadas

direccionales:

(o) / o(u(x))o(x) dT = / () +ho (@) (u(x))—hé(u(e))v(z) dT
comoy(u(x)) = é(u(x)) entonces

U(u + ho) /¢ o(z) dF’ < /F (s + hw) — () — b (u)o] dT
pero

Y(u(z) + ho(x)) = ¥ (u(x)) + ' (u(@))o(z) + p(u(z); ho(z))
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donde

lim p(u(x);h)‘ _0
h—0 h
entonces
v - v ;
lim (u+ hv) (w) _ o(u(x))v(x) dl"‘ < lim/ M‘ dr
h—0 h r h—0 Jp

y por lo tanto
V() v = /F o (u(x))o(x) dT
En especial para € L,(I") tenemos que
U'(u) = ¢(u) en Ly(T) (3.39)
lo gue completa la demostraci del teorema. [ |

Proposicion 3.2.2 Seau € L,(0,7, H*(Q2)) una funcéon que satisface el problema

(3.36), entonces el problema de valor inicial (3.36) es egjeinte al siguiente problema

Encontraru € L,(0,T, H'(Q2)) tal que

(W/(8),v — u(t)) + alu(t),v — u(t)) + T(v) — U(u(t)) > (f(t),v —u(t),Yv € H'(Q)

u(0) = g
(3.40)
Demostracbn :
(=)Veamos que (3.36) implica (3.40). En efecto, vemos que }3dplica:
U(v) — W(u(t)) — /F@(u(t))(v —u(t))dl’ >0 (3.41)
luego, de (3.36) resulta:
(W(t),v —u(t)) + alu(t),v —u(t)) + ¥(v) — W(u(t)) =
(3.42)
= (f(t),v —u(t))
de (3.42) y (3.41) se obtiene
(u'(£),v — u(t)) + a(u(t), v —u(t) + ¥(v) = ¥(u(t)) =
(3.43)
> (f(t),v—u(t), YveH Q)
(<) Haciendo
B()) = %&A) (3.44)

62



por la convexidad de ( Observadn (3.2.1) ) se cumple
() —(A) = (M) (p—A) 20 paratodq:, A € R (3.45)

verificaremos que con estas condiciones, el problema (8s4&juivalente a la ecuaai
variacional (3.36).
En efecto, veamos que (3.40) implica (3.36), para estousea H'(2) arbitrario y
A > 0. Reemplazamos:

v(t) = u(t) + 2w

en (3.40), para luego dividir entbey hacienda\ — 0 se obtiene:

(' (t), w) + a(u(t), w) + / P (u(t))wdl > (f(t), w)

r
cambiandav por —w obtenemos la igualdad y adésn(3.36).

Con este resultado se ha obtenido la formdlaciariacional de la IVP para el problema

de control €rmico.

Definicion 3.2.1 (Soluadn débil)
Una funcbnu € Ly(0, T, H'()) que satisface la inecuamn variacional parablica
(3.40) es llamadaolucion debil de (2.9).

Nuestro estudio para determinar la sotuccebil para un IVP de la forma:
(V' = fio—u) +a(u,v —u)+ ¥(v) — ¥(u) >0

veremos bajo gel condiciones existe sol@ cebil y tambén su unicidad. Daremos
un criterio de regularidades decir, bajo ga hipdtesis una soludn debil resuelve su
respectiva formuladin fuerte. Restringiremos nuestro estudio al caso cudnde 0,

luego, la formuladn debil queda como:

(Vv —u)+alu,v —u) > (f,v—u)

3.2.1. Existenciay unicidad de soluéin de la IVP

A continuacon daremos algunos resultados con los que se puede gartatzés-
tencia y unicidad de la solum cebil de las IVP. Recordemos la formulanicebil de
la IVP:

Encontrar: € K tal que

(U/,"U—U) + (AU,U —U) 2 (fav —U,),
(3.46)
paratoda € KN D(4, V*)

dondek es un conjunto convexo cerrado e
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Ahora, para lograr el objetivo de este ttafp, debemos tener presente las siguientes

hipttesis, llamadakip 6tesis de compatibilidad

e Vv € K, existe unasucesdn regularizantéal que:

v; € KN D(L, V%)

dt’

v; — v enVy cuandoj — oo (3.47)

lim sup(vj,v; —v) <0
Jj—o0

e Sean los espacios de Hilbéfty H conV € H C V*y los espacios:

V == LQ(O, T, V)
(3.48)
H=L0,T,H)yYCHCV*
por ejemplo, los espacids, H, V y H pueden ser:
V =H'(Q)
VY = L2<Oa T7 V)
H = Ly(0,T, H)
dondef2 es un abierto acotado &' (n = 2, 3).
e Un operador:
AV — V* pseudomoatono y coercivo, es decir (3.49)
HvoelCtanueM—mosi | v]|— oo (3.50)

o]l

e Un operador\, donde:

d o .
—A = — es el generador infinitesimal de un semigrupo
dt (3.51)

t — S(t)enV, S(t) es de contracon enH.

e /C es un subconjunto convexo cerradolle

A continuacon se dan algunos resultados con los que se pueden garémgxetencia
y unicidad de soluéin cebil para la IVP, para esto tengamos en cuenta los siguientes

teoremas:
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Teorema 3.2.1Si el conjunto convexi y el semigrupds(t) satisfacen:

S(t)K Cc £ paratodot >0 (3.52)
entonces se cumple la ldifesis de compatibilidad (3.47).
La prueba de este teorema puede ser encontrada en [7]. |

Teorema 3.2.2 (Existencia de una soluan débil)

Supongamos que se cumplan lastgsis (3.48), (3.51) y (3.49). Adés es coerciva
en el sentido de (3.50) can € K N D(%,V*) y se cumple la hiptesis de compati-
bilidad (3.47). Entonces, para todg € V* existeu € K que resuelve la formulagn

variacional (3.46).

Demostracbn:

Primero mostraremos que existg € K tal que se cumpla:

(L

- uh,v—uh> + (Aup,v —up) > (f,v—up), YVveK (3.53)

En efecto, basta aplicar el Teorema 1.2.2 oIk en vez déV, K y el operadorA es

reemplazado por:

B:V — V*
v — Bv:= (I_TG(}L)>0+AU
el cual tambén es pseudomé@étono, y como:
(™) 20 (354

luego:

(Bu,v —v9) = (Av,v—1g) +

+ ([_TG(}L)(U—UO),U —v0> + (I_TG(}L)Um’U —vo) >

v

(A/U, v — UO) + <[_TG<h)U07 U — UO) 2

> (Av,v—1v9) —c v ]

de (3.50) resulta:
(Bv,v — )

vl

entonces de (3.55) se obtiene:

— 00, Sl ||v]]— o0 (3.55)

uy, Se encuentra en un acotadode (3.56)
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como A esh acotado, podemos extraer una subsocedenotada tamén poru,, tal

que:
uy, — u débilmente enV cuandoh — 0
(3.57)
Au;, — x débilmente en)’ cuandoh — 0
se puede deducir de (3.53) que:
I—-G(h
(#v,v - uh) + (Aup,v —up) > (fyv—up), YveK (3.58)

en efecto, del primer miembro de (3.58) se obtiene:

&

- (v—uh),v—uh> + (Aup, v — up) + (Aup, v — uyp)

donde el resultado de aplicar (3.53) y (3.54) deducimos8j3.5

Luego, paratoda € £ N D(%, V*) se cumple

lm sup(Aus, ) < (o0 — 1) + (x,v) — (f, 0 — )
h—0

de aqu

lim sup(Aup, up,—u) < (x—f,v—u)+(v',v—u) paratodov € ICﬂD(%,V*) (3.59)
h—0

inf [(X - qu - u) + (U/7U - U)] < h’mlnf[(x - f7 uj — U) + (ug'uuj - U’)]
veKND (4, V*)

comou; es una sucesn regularizante como en (3.47), entonces

mf  [(x—fiv—u)+ (', v—u)] <lminf[(x — f,u; —u) + (v}, u; —u)] <0
veKND(<,v*)

y (3.59) implica

lim sup (Aup, up, —u) <0 (3.60)
h—0

desde qued es pseudomastono, resulta

lim inf (Aup, up, —v) > (Au,u —v) paratodov € K (3.61)

h—0

aplicando (3.58) se obtiene
lim sup(Aup, up, —v) < (v, v —u) — (f,v —u) paratoda € KN D(%, V*) (3.62)
h—0

comparando (3.61) y (3.62) deducimos queerifica (3.46). |
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Teorema 3.2.3 (Unicidad) Supongamos que se cumplen latgsis del Teorema 3.2.2

y que se verifica la siguiente condai
Paratodo wu,v € K, si (Au — Av,u—v) <0 entonces u = v (3.63)

Entonces la inecuacn variacional (3.46) admite unanica solucdn.

Demostracbn:

Supongamos gue hay dos solucioney u». Luego, se satisfacen:

(Vv —u) + (Aug, v —uy) < (f,v—uy)
(V' 0 —ug) + (Aug, v — ug) < (f, v — ug)

(3.64)

y esto para toda € K N D(Z,V*).

Ahora consideremos:
Uy + U
2 b

por (3.47) podemos considerar una susesegularizantev; tal quew; — w. Reem-

w = weK

plazandow = w, en (3.64) obtenemos:

(Aur, wy — ur) + (Auz, wj — uz) + 2(wj, w; — w) = 2(f, w; — w)
entonces:
lim sup[(Auy, uy —wj) + (Aug, uy —w;)] < 2limsup[(w), w; —w) — (f, w; —w)] <0

€en consecuencia:
(Aup,u; — w) + (Aug, ug — w)

= (Aul—AuQ,ul —ug) < 0

IA
o

donde (3.63) implica que; = us. |

Los resultado dados por los Teoremas 3.2.2 y 3.2.3 gararidzaxistencia y unicidad
de solucbn cébil. Luego, es natural preguntarse cuando una soiugbil resuelve su
respectiva formuladin fuerte. Recordemos la formuléai fuerte conl = 0, es decir,

debemos:

Encontrar tal que

uek

u€ D(L V) (3.65)
(v — fiv—u)+ (Au,v —u) >0 paratoda € £

adenadsf € V*
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Para que una solumn cebil resuelva la formuladn fuerte, debe de satisfacer bipsis

adicionales, como las que mencionamos a contiumaci

Parau € IC, podemos elegiy € ‘H tal que para tode > 0 existe
(3.66)

ue € KN D(4, V) verificandoe(u, + Aue) + ue = u + eg

veamos ahora el siguiente teorema de Regularidad:

Proposicion 3.2.3 Supongamos qui es un espacio de Hilbertt; c Hy A:V — V*
es lineal y coerciva. Supongamos adasngue se satisface (3.66). Entonces la soluci
u de (3.46) cumple:

v+ AueH (3.67)

Una consecuencia de este resultado es el siguiente:

Corolario 3.2.1 Si se cumplen las hipesis de la Proposion 3.2.3, la solu@n cbil

de (3.46) resuelve la formulam fuerte en el sentido de (3.65).

Para las demostraciones de estosidtmos resultados recomendamos [7].
Ahora nuestro @ximo objetivo es resolver nuenicamente los problemas variacionales

formulados en (2.3) y (2.9) que se detallan a contirraci
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Capitulo 4

APROXIMACI ON DE LASEVP E
IVP CON EL MEF

4.1. Aproximacion de la EVP
A continuacon daremos la metodolagdel nétodo de Galerkin continuo con ele-

mentos finitos a problemas de tipo parkto con condiciones iniciales y de contorno.

4.1.1. Metodo Variacional de Galerkin

El método de Galerkin consiste en suponer una sotuti en espacios finito di-
mensionales generados por funciones linealmente indepead, es decir, una solaci

finita de la forma
N
=1

de (4.1) se obtienen las siguientes relaciones:

AUy = dey(t)

TR . i oi(,y) (4.2)
%:i048¢j(x’y> (43)
Ox s T oz '

Iy _ N~ 00,(x,y)

j=1



entonces, para cadé podemos escribir la formulam variacional (3.5) en dimertsi
finita como sigue

Encontrar Uy € Vy x C(G) tal que:
U (4.5)
(W’U) +a(Uyn,v) = (f,v) paratodoveVy y todo teG

tal que
(Un(.,0),v) = (ug,v) (4.6)

dondeVy, por lo general es alm espacio de polinomios. La existencia y unicidad de
solucbn finita del problema anterior queda garantizado por eléaar3.1.1.

Por lo tanto, las ecuaciones de Galerkin en la semidisexdiz de la Ecuaéin del
Calor en dos dimensiones, se obtienen al reemplazar (4.2) (44.4) en la expre8n

(4.5), resultando la siguiente exprasi

[ [ [ [ S (3252 5) -

://Qfd)idwdy Vit >0

luego

N

Z (//Qsﬁjcbz‘) ci(t) +

- e[ (G5 ) wa]own= ] [raw

y esto para tode > 0. Observese gque hemos reemplazads ¢; parai = 1, ..., N;

(4.7)

gue es como sugiere elatwdo de Galerkin.

4.1.2. Semidiscretizadn Espacial mediante el MEF

Para la discretizadh espacial del problema variacional (3.5) empleamosatbdo
de elementos finitos, el cual nos permite trabajar con pawlias a trozos de grado no
muy altos y para ello se tiene que utilizar un mallado de eteasetriangulares sobre el
dominio2.

A continuacdn damos unos conceptos necesariasidns para la aplicamn de este
método. En lo que sigue, consideranids R? un dominio poligonal yP,(R) como el
espacio de polinomios de grado menor o igual fyecon coeficientes en el conjunto

de los rumeros reales.
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Definicion 4.1.1 (Malla de elementos finitos)
Una malla de elementos finitoses una partiacdn 7;(£2) del dominiof2 en un rumero
finito de objetod” € 7,(£2) los cuales tienen geom@rsimple (trangulos o redngu-

los), los objetod” son llamado®lementosy satisfacen las siguientes propiedades:
i) TcQ paratodoT € T,()
i) Q= Urer, T
i) Tol N 10’22 0 VT, T, € T,(2) conT) # T,

adends, para todoT}, T, € 7,(2) conT; # T, se satisface®o una de las siguientes

condiciones:
) hNTy, =10
i) 71y T, tienen un élo vertice condin.
i) T, yT,tienen un élo lado condin.

aden@sh denota la mayor longitud de los lados de los elementos ddadwl

b= mix {mistllo— o)}

Sih es constante para todb € 7,(12), diremos quéZ,,(€2) es unamalla de elementos

finitos regular de(.

En este trabajo consideraremos la malla de elementos fautoslementos triangulares
cuyos nodos son losavtices del tingulo, por lo cual los polinomios de interpolaci

asociados a esta malla son€gR).

Definicion 4.1.2 (Espacio de Elementos Finitosefinimos el espacio de elementos

finitos correspondiente a la malla de elementos finfgs?):
XF = {v, € C(Q) : vy|r € P(R) paratodoT € 7,(Q)}

dondeP;(RR) denota el conjunto de polinomios de grado menor o igualyaescogemos
sobre cadd’ un conjunto de puntos(nodo§); }/_, conl = dim(P,(T)) de tal manera

que cualquiew € P, (R) esé urivocamente determinado por sus valores en los nodos.
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Definicion 4.1.3 (Interpolacbn) Sea{p;}.", el conjunto de nodos d&,(2) y X un
espacio de elementos finitos, definimos el operelE[@rde interpolacbn para cada

v € C()) del modo que sigue
IT,:C) — Xf
v o= [IFv(p) i=v(p), i € {1,2,...,N;} VYveCQ)

El siguiente teorema el cual es probado en [15] nos brindaestimacdn del error en

la interpolacon.

Teorema 4.1.1Sea7, = 7,(f2) una malla de elementos finitos regular del domifiio

T €7,; m=0,1yk > 1. Entonces existe una constaiite= C'(m, k, T) tal que

2
| v — T | gm(y< C <Z R |, |?{k+1(T)> paratodo v e H"(Q)
TeT,

En particular

| v =T |y < b7 [0 o) paratodo v € HMH(Q) (4.8)

En lo que sigue aplicaremos estétodo, para esto consideremos una malla de elemen-
tos finitos regularZ, del dominio poligonak? ¢ R? y definimos el subespacio finito

dimensionall, definido por

Vii={v, € C(Q) :vp|r € P(R), VT €T} HE(Q) (k>1) (4.9)

y sobreél planteamos

Encontrar U, € V,, x C}(G) tal que:

(8Uaht(t),ph) + a(Un(t),vn) = /Qf(t)vh(x) dQ) paratodov, € V;,  (4.10)

uh(()) = Uph
el problema (4.10) es la semidiscretizatde (3.5) porque la variable temporal todav

no ha sido discretizada.

4.1.3. Aplicacbn del MEF a la EVP

Por simplicidad de notagn eliminamos el sdhdiceh y tenemos que (4.10) puede
ser descompuesto en la forma

Z </ @vdxdy%—/Vu.Vvdxdy) =
7 Ot T

TeT,

> /T fodady (4.11)

TeT),
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y (4.11) se cumple para todq € V}, lo que facilita el @lculo en cada elemento.
La ecuaddn (4.7) puede ser escrita de manera matricial para cad&elefi € 7, al

que denotaremos péX®, el sistema matricial queda expresada como
MEOCO(t) + ACCE (1) = bl (1) (4.12)

donde los coeficientes de las matriegs\/ y b quedan formulados por :

091 0¢; | 06i 09,
¢zv¢] = //S;(e) <8x O ay a—y) dZEdy (413)

M = @oy) = [ [ oy dady (@.14)
00w = [ [ redody (4.15)
El vectorC' est dado por
C = (c1,....,cn)
ad
C" = (c1, o on)

Para la condidin inicial, se obtiene

[ (o) et~ [ o

el cual puede ser escrito como

N

2 (/ e (/’Widxdy) ¢;(0) = / /Q  todidedy = u, (4.16)

J=1

la forma matricial de (4.16) viene dado por
M© @) =u'®, (4.17)

Para obtener los coeficientes Aé), li), bfe y ul®; se utiliza un netodo de inte-
gracbn nunerica, que en este caso se ha considerad@lao de cuadratura gaussiana
el cual se describe en el@pdice y puede consultarse coasretalle en [10]. Para este
método se emplea como funciones de peso a los polinomiosooidtes de Legendre.

Luego, para cada elemerfd” se realiza el siguiente procedimiento :

» Calculo de las matriced/(©), A©) y b(©) en cada element@® de la malla del
dominio€2:

O o [ (08,06 09,00
A= a(¢i, ;) = /me) (81} o + 9y Oy dxdy (4.18)
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Mz(j) = (¢, ¢;) = / Oj0; dady (4.19)
Q)

b(t) = [ Joududy (4.20)

u®y = /( ) ugp;dady (4.21)
Qle

Si Q) es cualquier elemento triangular del mallado éeticesP;, = (z;,y;),
P; = (xj,y;) Y P = (2, yx), lasintegrales en cada elemento pueden calcularse

empleando el elemento triangular &@sdar, dado por

Qo={n/0<&<1, 0<n<1-¢& (4.22)

se tiene que

a(&,m)

dondeT" es una tranformaon afin definida del modo siguiente

Qe)

fla)dedy= [ 1T ]a“’y)‘ dé dn

T:Qp — QO
T (1—¢—nazi+Ex;+nay | (4.23)
&n) — T(En) = _ j
Y (1—&—=nyi+Ey;+nys
siendo giz’ z; el jacobiano de la transforma6in7” calculado como
oz 0z
Az, y) ¢ In
3(5’ y) _ = (z; —x)(yi —y) — (i — ) (ys —y;)  (4.24)
)1 dy oy
o0& On

p1(&m) = 1-&—n
¢2(€7 ?7) = 5
3(57 7]) = 7N

se tiene que

(e) _ 2
Ai,j =« /
Qo
7:7‘7‘ - /
Qo

a(x7y>‘ 06:09; 06 09; dnd 4.25
3(En) (86 o " an 377) e B

0
0

g f}; ‘ 516, dnde (4.26)
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Q, P
1 > X
Figura 4.1: Transformaén T de, a Q).
Oz y)’ A
b (t) = / 2| F(T(E,m)) s dnde (4.27)
0= | 5| &b
adends, obérvese quel(? = AY) y M) = M.
= Para hallar la matrizl se tienen los siguientes valores
0 o1 0 o1
) e, |
0¢& an
0 s 0
I i g 4.28
5e 5, =0 (4.28)
0 03 by
oy ==
3 an

» Para el é@lculo de la matrizZ\/ se emplea el siguiente resultado

]_/l/l_gé“é”é“d g =T (4.29)
o Jo 102 @3 C(utvFt+2)! '

» Para el élculo del vectob;(t) se emplea la cuadratura gaussiana de 3 puntos dado

por
1 p1-€
Q= /0 /0 g(w,y) dnd§ = %g(l/z, 1/2) + é 9(1/2,0) +%g(o, 1/2) (4.30)

» Ensamblamos las matricéd(®), A, b(©) y u(®); obtenidas en cada elemento

para obtener el sistema global:

MC'(t) + AC() = b(t)
MC/(O) = U

(4.31)
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» En particular, si consideramos un elemento Q(¢) triangular de vértices P, = (0, 0),
P; = (1,0) y P = (1,1) con a? = 1 se tienen los siguientes resultados:
El valor del Jacobiano lo calculamos empleando (4.24), obteniéndose

d(z,y) _
a(&,m)

Para calcular los elementos de la matriz A(®) haremos uso de (4.28), de este

modo resulta:

A2 = [ [T 0D + o g =2

A9 = [ [T 00 + (10 dndg = -1 = A
5?2—//15 (=1)(0) + (~1)(1) dnde = —1 = A
a8 = [ [ + @0 dnie =1
Aé‘;,’—//lgl) (0)(1) ddé =0 = A

A9 = [ [7 00+ w0 =1

Entonces la matriz A(®) = [A( ));.i—1.2.3 estd asociada al elemento €2(¢).

Empleando (4.29) pueden calcularse los elementos de la matriz M (©)

Mi(;) wlvl|t]| I

1 p1-€
M{‘;):/ é? dndg 2(0/0|1/12
0 0
1 pl—¢
M = [ [ dudadnas = MY | 1)1 0] 1724
0 0
1 pl—¢
M1(§)=/ brpsdndg = M7 | 1|0 1|1/24
0 0
1 pl—¢
MY = / 62 dnde 0/2]0]1/12
0 0

1-¢
Még):A | ¢2¢3d77d§ M§§) 0[1]1]1/24

1-¢
Mg>=/0 O @2 dnde 0l0]2]1/12



Por lo que la matriz M queda como

1

1/2 1/2

1

12 1 1/2
1/2 1/2

Considerando f(z,y,t) = x + y + t y las relaciones dadas en (4.23) se tiene que

r=z(,n)=1-&-—nzi+&zj+nzr=¢
y=y&n)=0-§—ny+Eyi+nye =1

el resultado anterior reemplazamos en f para luego aplicarle la integraci6n numéri-

ca por medio de la regla de cuadratura de Gauss dado en (4.30), resultando:

9(&,m) 9(1/2,1/2) | 9(1/2,0) | 9(0,1/2) | b (t) = Q
E+n+t)di(€,m) 0 i+%t :11+%t %(%+t)
(E+n+t)da(€,m) %+%t i+%t 0 %<Z+t)
(E+n+1)ds(€,n) %+%t 0 i+%t %<Z+t)

Con los resultados obtenidos, el sistema local para el elemento Q(¢) queda como

sigue

1/12 1/24 1/24
1/24 1/12 1/24
1/24 1/24 1/12

C'(t) +

-1 1
-1 0

3

(1)

4

L+t

este procedimiento se hace para cada elemento () del mallado de 2.

De las ecuaciones (4.12) y (4.17) concluimos que mediante el método de elementos fini-

tos y después de ensamblar las matrices A, M(©)_ p() y u(()e) sobre todo el dominio 2

(ver [17]), nos lleva de manera natural a resolver un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias con valor inicial, expresado por:

MC'(t) + AC(t) = b(t)

MC/(O) = Up

(4.32)

las matrices A y M son denominadas matriz de rigidez y matriz de masa respectiva-

mente, que junto con b y ug representan las matrices ensambladas en todo el dominio

Q.
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4.1.4. Discretizaodbn Temporal - Método de Crank Nicholson

En la secdin anterior, desps de aplicar el gtodo de Galerkin y la discretizaci
espacial por elementos finitos a la formutaciariacional (3.5) se ha llegado a un sis-

tema de ecuaciones diferenciales ordinarias con valaaimado por

MO'(t) + AC(t) = b(t)
MC(O) = U

(4.33)

donde las componentes de las matrices gloh@les!, b y uy vienen dados por (4.13),
(4.14), (4.15) y (4.16) en cada elemenfd® para posteriormente ser ensamblados.
A continuacon se procede a resolver el sistema de EDO’S (4.33) medianteéto-
do nunerico adecuado, en este trabajo se ha utilizado&bdo impicito de Crank-
Nicholson realizando el siguiente procedimiento: pastiaimos el intervalo de tiempo

G = [0,T] en N subintervalos de igual longitudl ¢, es decir
O=ty<ti <.<ty=T (4.34)

de modo que

tn —to

tivi—ti=At= paratodo i =0,1,.... N —1

adends el nétodo de Crank - Nicholson necesita un punto inicial que loutainos del
modo siguiente
CO = M_lllo

Luego, corf = % y paracada =0,1,2,..., N — 1 se procede como sigue:
M = M+ AGAt
A = M —(1-0)AAt
Fii, = 0FL+01—-0)F,

Conociendo la soludbn en:, resolver iterativamente:
M Ciq = Fip1 At + AC;

para conocer la solu@mn en el pasa + 1 y su error relativo respectivo, el sistema de
ecuaciones lineales que se obtiene para calcylarse resuelve empleando eétodo
iterativo de Gauss-Seidel con el Error Relativo (ER) en catadbn  dado por

_ || C(z‘r-|-1 B C[J:ll ||oo

ER —
1 CEA Moo
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4.1.5. Convergencia del Mtodo de Crank-Nicholson

Dado el problema de valor inicial como en (4.33), una pantigiegular del inter-
valo [0, 7] como en (4.34)('(t,,) valor real de la soluéin y C}' la solucbn obtenida
por el método de Crank-Nicholson y un mallado de elementos finitoslaed;. La

convergencia de esteatodo esi garantizado por el siguiente resultado.

Teorema 4.1.2 Suponiendo queg, f Yy la solucbn exacta " del problema varia-
cional (3.5),u} es la soluadn aproximada en el instante de tiemppy es obtenida
para el problema discreto obtenido por el MEF. Entonces sepa la siguiente esti-
macbn del error para todor > 1

| utn) = up || +2eAtY || ul) = uj [[F< Clug, f,u) (A7 + h*)

j=1

donde .
P(0) =

) 1

4 = =

si 6 5

adends, la constanté’ sblo depende de,, f y y siendo taml&n independiente dey
At.

Estimacion del Error

A continuacon nos centramos en los problemas (3.5) y (4.10) donde/ ™ u;,”
representan sus soluciones para cada uno de ellos regpsetite. En o que sigue,
probaremos la convergencia de,” a "«” para alguna norma adecuada.

Siguiendo la metodoldg hecha en [15], vemos lo siguiente, desde que la formaehllin

"a” es coerciva, entonces

de >0 talque
cllu—up||m@ < alu —up,u — up)
= a(u — up,u — vy) + alu — up, v, —uy) paratodo v, €V,

Haciendow,, = v, — uy, y restando (3.5) menos (4.10) se obtiene

/ M(vh —up) + al(u — up,vp —up) =0
O ot

por simplicidad de notaén estamos considerando= u(t). Luego

O(u — up)
ot

a continuadn analizamos cadémmino del lado derecho de (4.35)

s (Uh — Uh)> (435)

cllu—up ||§_I1(Q)§ a(u —up,u —vp) — (
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i) Por la desigualdad de Young se tiene que

a(u —up,u—vp) < M ||u—up |l v—un|lm@
< S lluwn g + 5 o= w e
~ 2 HHO T gc

i) Comowy, = v, —up, = (v, — u) + (u — uy), €ntonces

() ) () )

A(u — up) 1d
- (TU_ — 57 =l

reemplazando estas dos expresidigmas en (4.35) se obtiene

c 1d M? O(u — up)
L e A e

a estalltimo resultado lo multiplicamos por 2 e integramosidet, resultando

t t
d
[ =) 6) By s+ [ 51 = u)(s) ) ds <

< MT/O || u(s) —vp H%{l(g) ds+2/0 (W,u(s) —vh) ds
(4.36)

para el segundaetmino del lado derecho de la desigualdad obtenida, ineagaor

partes y resulta

/olt (W’“@ _“h> ds < /Ot ((U—uh)(S),W) ds +

+ (= un)(@), ut) —vn) = ((u— up)(0),u(0) —vp)
aplicamos convenientemente la desigualdad de Schwartdegsigualdad de Young a

este resultado obtenido y luego reemplazamos en (4.3@&sw@kado que se obtiene es

1 t
5 |1 (@ =uw)(®) |[Z 0 +C/O | (u—un)(s) i) ds <

M2 t t
< 2 [ lut) - e +2 [
¢ Jo 0

A(u(s) —un)||”

d
En s+

Ly ()

+2 [l u(t) = vn [[7,0) +2 1| (w = un)(0) [[Lo@ |l u(0) = vn [ Ly) +

43 [ =)o) 1By ds+ I (a=u)0)
’ (4.37)
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ComoV}, es el espacio de elementos finitos de gradado en (4.9), entonces, elegimos
para cada su interpolante e, respectivo, es deciv, = HZ(U(t)) (en el sentido de la
Definicion 4.1.3). Ahora, debido a (4.8) y asumiendo gues suficientemente regular,

se tiene
Boll w =10 () ey + 1w = T () [ o) < Coh™ [ w i g

Ahora, por comodidad expresamos las cotas dedioaihos del segundo miembro de

(4.37) del siguiente modo

M? [t t
E, = 7/ || u(s) — vp ||%{1(Q) ds < 01h2k/ || u(s) ||§{k+1(9) ds
0 0
2

t t
Ey=2 / < Coh?* /
0 La(Q) 0

By =2l u(t) — v |[7,0) < Ch™ || w |}

2

ou

a(“(‘g) — Uh) —(S)
ot

d
ot °

HMQ)

By =|| (u—=un)(0) I, +2 I (@ = un)(0) ||l w(0) = vn [|Loe)

< G | 4(0) Pyuqey

A partir de Ey, Ey, E3 y E4 Se consigue
Ey+ Ey + Es + By < Ch* N(u)

dondeN = N(u) es una constante que depende:ge2:.

Con lo obtenido hasta ahora, a partir de (4.37) resulta

1 t
5 1w —un)(t) 1.0 +C/0 | (u—un)(s) [ ds < CH*N(u)+
(4.38)

1 t
5 [ =)o) e ds
0
Finalmente, a partir de (4.38) y la desigualdad de Gronwatkmemos el siguiente

resultado

I (=)0 ey +26 [ 1 0= )(s) [ ds < CHEN () exp)

obteniendo una estimaixi para el error de manera anticipada. @fese que la cota
obtenida para el error es de tipo exponencial, esto quieieqige para valores grandes
det el error crece demasiadapido pero decrece cuadicamente cuanto &s pequio

es el valor dé: (longitud del lado del tAngulo equitero de la triangulaon realizada
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por el MEF). Otras estimaciones pueden encontrarse en [14].
Es decir, la soluén aproximada que se obtiene al resolver el sistema EDO mmee
la solucbn cebil de (3.5) esto se puede garantizar mediante los teordaths en el

apendice (Teorema 7.1.2).

4.2. Aproximacion de la IVP

4.2.1. Semidiscretiza@n Espacial mediante el MEF

Para la discretizadn espacial del problema variacional (3.40) empleamosaiuev
mente el nétodo de elementos finitos, donde taarbvamos a emplear una triangufaci
regularZ, = 7,(2) de elementos triangulares sobre el dominia R para obtener una
buena aproximaon. Nuevamente, para aplicar estétodo, definimos sobr@ C R?

el subespacio finito dimensiongl como sigue

Vi i={v, €C(Q) :vp|r € P(R), VT €T, }N H(Q) (k>1) (4.39)

La aproximaadbn discreta del Problema de Contrarimico es planteado de la forma
siguiente:

Encontran, € Ly (0,T, H'(Q2)) tal que

(uy (1) — fu(t), v — up(t)) + alun(t), v — up(t)) + U(vy) — (up(t)) =0 VYo € H(Q)

Uh(O) = Ugh

(4.40)

4.2.2. Discretizaobn temporal - Método de Euler Implicito

SeaN > 1y k > OtalqueNk = T (N = N(k)). Definimos los intervalos
Ef(i=0,1,..,N) como

EF =ik, (i + k)| paratodo i=0,1,..,N (4.41)

(2

Ob<rvese que

N
UE! =07 +k]
=0

y por lo tanto

N1 Ny
0.7 c | JEM | JEP siky < k

=0 =0
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Seal/, un subespaci®/! (Q), vi € V;,,i € 0, N y x} la funcion carateistica deF;,

definimosuvy, ;, como
N
Unk = Z XKV
1=0
. d .
Aproximamos el operadar+— v" = < por:

Uit + k) — op(t
() = R =)

0 por

B (1) = ) = Ul =0

observe quéuy, ,(t — k) = dvpx(t).
Planteamos el siguiente problema discreto

N
Encontrany, , = » _ yjuj, tal que para tode € [k, T
=0

(Suh,k — fhgsUn — Uh,k) + a(up g, vn — ung) + ¥(vp) — W(upgk) = 0,Yo, €'V},

U]OZ = Ugh
(4.42)
Es decir, hemos aproximadg , (t""") por el método de Euler imfitito dado del modo
siguiente ‘ .
i (t1) =

Omitiendose por simplicidad de notaniel subindicek y denotandas, = ('), se
tiene de este modo que (4.42) puede ser escrito como
Encontrar, € V,,,i =0,1,..., N — 1 tal que

Wit i ) , , . .
( h - h _ }ZL—H»Uh _ UZ—H) + G(U;L—H,Uh _ u;l—i-l) + \I/(Uh) _ \I/(U;L—H) >0
para todov;, € V.

0
Up, = Uon

(4.43)

o de una forma &s conveniente
Encontrarn, € V,,,i = 0,1, ..., N — 1 tal que

blup™ on = ™) + W (o) = W (u™) > (% + fi o = u;;“) Yoy € Vi

0
Uy, = Uoh

(4.44)
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u - C
dondeb(up,vy) = <?h v ) + a(up,vy) €s un bilineal, siratrica pues(-,-) lo es.
Esto quiere decir que conocid@ podemos calculax;™' como soluadn del problema

variacional:
Encontraru;™ € V;,, tal que

blupt™ o — up™) + W (o) — Wt > ( + fit o, — it ) Vo, € Vy,
(4.45)
La existencia y unicidad de soléei del problema de valor inicial (4.44) se terdr
garantizado con la coercividad de, -).
El interés en este trabajo es obtener la s@naxpicita del problema (4.44), una forma
de hacerlo es lléandolo a un problema de optimizéaniintroduciendo un funcionaf’
a partir de (4.45) para adeterminar la soluéin buscada de (4.44) mediante etodo

de Uzawa.

4.2.3. Metodo de Uzawa

Ahora para cada= 0,1, 2, ..., N —1 podemos resolver (4.45) mediante el problema

de minimizaodn siguiente

melxrfl Ji(vp) (4.46)
donde
JH(vp) = {%b(vh,vh) < k:h + ]”H, )} + W (vp) (4.47)

Por definicon, el conjugado d&, ¥*: (H'(Q2))* —] — oo, + oc] viene dado por

U(q) = sup {<qv> —¥(v)}
veEH(Q)

comoH(Q) es un espacio de Hilbert se tiene

U (q) = :}?11?9) {(¢,v)m(0) — ¥(v)}

comoV’ est definido sobrd.,(T'), restringimos € H'(Q2) al espacid.,(I") mediante

el operador traza dada en la Defibicil.7.2, luego.

U*(q) = sup {(q,v)r — ¥(v)}
”L)GLQ(F)
entonces, por la Proposiri 1.3.3 resulta

U*(q) = (¢,v)r — ¥(v) paratodog € 0¥ (v)
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Por (3.39) se tiene qugl (v) = {¢(v)}, entonces

¥ (q) = (¢, v)r — ¥(v) siq=o¢(v) (4.48)

es decir
¥ (g) = (V) — / S)D  sig = o(v)

donde¢ viene dado por (2.8).
Ahora emplearemos el espacio auxili#;, c L*(T") para encontrar el punto de silla de

LV, x W, — R definido como

1 ul )
L(vp, pr) = Eb(vhv vp) — (?h + fi Uh) + (Ph,vn)p — V™ (pn) (4.49)

adenas (4.49) est definido para today, € V}, y todop;, € Wj.

Si (un, qn) €s un punto de silla dé entonces

Paratodo p, € W),  L(un,pn) < L(un,qn) < L(vn,qn) paratodo vy, € Vj,
(4.50)
De la desigualdad derecha de (4.50) se tienewgues soluadbn del problema de mini-
mizacbn:

, 1 ul ;
min ib(vh,vh) — <?h + th,vh) + (qn, vn)p (4.51)

v EVY

y de la desigualdad izquierda de (4.50) se observagaatisface

(qn,un)p — ¥ (qn) = (pn,un)r — V" (pr) paratodo p, € W,

esto es
up, € OV (qn)

o en forma equivalente, gi> 0
Gn + pun € (I + pO¥") (qn)

entonces

qn = Jp(qn + pun) (4.52)

dondeJ, es el resolvente del operadow.

Programa 4.2.1 (Algoritmo de Uzawa)
Con esta caracterizaon y el lagrangiano dado en (4.49), planteamos el siguiehte a

goritmo iterativo
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Paso 1 Escogerg) € W,

Paso 2 Paraj > 0, conocidog] € W), calcular 2} € V}, solucbn de

1 U’ . .
min {ﬁb(vh,vh) — (?’l + f;;rl,vh) + (qi,vh)r} (4.53)

v EVY,
Paso 3 Conocidoz] hacemos
a = Jpah + p2]) (4.54)
Paso 4 Si||z] — 2, "|| < tol hacemosi;,"™" = 2*" de lo contrario volver al Paso 2.
Puede observarse en el algoritmo anterior que es necesaieo palcular el resolvente
YosidaJ,, que en general no es sencillo de hacerlo.

Para el problema de contr@rtmico (3.40) se tiene lo siguiente:

Definimos el conjuntd<* C L,(I") como

K™ ={¢(v),v € Ly(I')}

Para cadg € K* definimos el conjuntd{*(q) C Lo(T") tal que

K*(q) = {v € Ly(D)|g = o(v)}
denotaremos comg, a los elementos d&™(q).

Seang € K*, probaremos qué&™(q) = 0¥*(q).

= En efecto para € K* tenemos
U*(p) —¥*(q) = r = (q,v9)r — ¥ (v,) + ¥(v,)
D, Vp)r — (g, Uq>1“ + (¢(Up)7 Vg — UP>F

(
(

= (p7 UP)F - <Qa UQ)F + (pa UQ)F - (pa UP)F
(

es decin, € 0V*(q)

= Del mismo modo st € 9¥*(q) entonces; € 0¥ (v) es decirg = ¢(v) por lo
tantov = v,
Si¢* : [g1, g2] — 2% es tal que

(

J]—oo,li+ %] y=a

{h1+k%} G <y<0
" (y) = 1 [ha, hol y=0
{hz—i—%} 0<y<go

\[hz"‘%,"ﬂ)@[ Y = g2
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y p > 0 entonces

(

y+pl—oohi+ 8] y=a

Z/‘i‘/){hl—i‘k—yl} g <y<o0
(L +p9") () = Sy + plh, hs) Y=
y+p{h2+%} 0<y<go

(Y +plhe+ 8 +ool Y=g

por lo tanto
9 $<91+P(h1+%>
(x_ﬂhl)/<1+ﬁ> 91+P<h1+%><$<Ph1
Jo(x) = (I+pp")  (z) =<0 phi < x < phy
(=pha) [ (1+£) pha<o<g+p(ha+g)
|92 $>92+P(h2+i—z>

por lo tanto siy € C (T, [g1, ¢2]):

Jo(q(x) + py) = q(z), cony e R:q(zx) = o(y)

por continuidad

J, = (I + pow*)~"

es decir, para este caso ha sido posible calcular el reselven

Ahora, el problema (4.53) puede ser resuelto de la sigureatesra:

= Suponemod’, y W), de dimengdn finita, con base§p; },75 Y {wi} 15, respec-

tivamente {im V}, = d, dim W), = m).
» Expresamos (4.53) como una ecwacvariacional

Dadosuy, f1, ¢, €ncontrarz, € V,, tal que

u
b(zp,vp) = (?h + fh,vh) — (qn,vp)p paratodo v, €V}

= Hacemos, = 27:1 2900 Gn = D 1oy i1 Y Un = s, S € 1,d, esto nos lleva a un
sistema de ecuaciones lineales

d m

Z Zzb<801> 905) = <% + fh, 903> - qu (wl, SDS)F paratodo s € 1,_d

=1 =1
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Si definimos las matrices
Baxa = (bl,s)7 bz,s = 5(9057 901)

dem = (gl,s)7 gi,s = (wsa SOZ)F

y los vectores
seRLz=(a), eR"q=(a), weRLw=((+/nw))
obtenemos la ecudmi matricial que define;
Bz =w—Gq

Ademés si expresamas, Y f, como sigue

d d
un =Y e Yy fo=> fipr
=1 =1

entonces:
u
Ws = (?h + fha @s)

= % (uh, (ps) + (fhy Sps)

d d
1
=7 D ui (e ps) + Y fi(pr ps)
=1 =1
Definimos la matriz

Caxa = (cs), c,s = (vs, 1)

w:C<%u+f>

Bz:C’<%u+f)—Gq

entonces

finalmente se tiene

Como en el caso de las EVPi®) es cualquier elemento triangular del mallado como

sigue

= Las integrales en cada elemento pueden calcularse empleamiemento tri-
angular estandan, dado en (4.22) que desgside un cambio de coordenadas
adecuadol’(¢,n) = (x,y) , donde:

8(:c,y)‘
z,y)drdy = T, dgd
Qe f@:9) Y Qof< € n))‘a(fﬁ) S
y gg’ y; denota el Jacobiano de la transforn@ac.

1
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= Elegimos como funciones base: (i = 1,2, 3):

e1(§m) = 1=E—n
902(5777) = f
w3(&m) = n

= Calculamos las matriceB(?), G(©) y C©) en cada elementd® de la malla del

dominiof2:

e U 0p; 0 i dp; 0 i
By = blow o) = (2104) +a2/ﬂ()( LRk A “0> dzdy (4.55)

k Oxr Ox dy Oy
Gyl = (Ws@)r (4.56)
Cyly = (u 1) (4.57)

» Ensamblar las matrice3(®), G(¢) y C(®) obtenidas en cada elemento para obtener
el sistema global:
Bz =C (%u] + fj“) - G¢ (4.58)
y conocidoz’ hacemos
¢ = (¢ + p2?) (4.59)

que particionando el interval@, 7] en N subintervalos de longitudk ¢, luego
paraj = 0,1,2,...N — 1, conociendo la soluén en; podemos calcular la solu-

cionenj + 1.

De esta manera logramos un vérsiectorial del Algoritmo 4.2.1.

Programa 4.2.2 (Verson matricial) Conocidos:’, fi*! € R?

Paso 1Escogerg’ € R™

Paso 2 Paraj > 0, conocidog’ € R™ calcular 27 € R¢ solucibn de

. 1 . . .
Br =C (Eu n f”l) —G¢ (4.60)

Paso 3 Conocidoz/ hacemos

¢ =Tl + p7) (4.61)

Paso 4 Si||z7 — 2/t < tol hacemos/™' = 277! de lo contrario volver al Paso 2.
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4.2.4. Convergencia del Mtodo de Uzawa

En lo que sigue comprobaremos que el Algoritmo 4.2.1 descotverge en el
sentido siguiente

lim || u), —u ||y, =0 (4.62)

dondeu} es la soludn del problema (4.51) y es la soluddn de (4.47).
Haremos uso de una noténimas sencilla de la forma siguient&: = v, V =V, y
W =W,y adenas

Roo) = Shlw ) — (741 4

Luego, de (4.51) y (4.54) se tiene

< Jiw),v—u" > + (¢, v—1u’) >0
j0 o =) .
< Jy(w),v—u> + (¢&,v—u) >0

dondeJ/(v) denota la derivada de Gaiex de.J, en el puntav.
Tomandov = u'y v = u en (4.63) respectivamente y sumando las desigualdades,
resulta

< Sy = Jh(u), vt —u > +(q— ¢, u' —u) >0 (4.64)

dado que la forma bilineales coercivo, es decir, existe> 0 tal que

b(v,v) >c ||v]|]} paratodo veV

(q— ¢ u' —u) > < J(u) — Jo(u),u—u" > > cl|lu—1u"|} (4.65)

La desigualdad (4.65) seaprovechada en los pasos siguientes.

Observar lo siguiente:

g —qllw < (I J(d" +pu') = Jp(a+ pu) lw
como el resolvente J, es lipchitziano de orden 1
< (¢ +pu') = (g+pu) |lw
< (@ = +p)—u)llw
elevando al cuadrado ambos miembros
< & =a) By + 11 22 (@) —u) [y +20 (¢ — q,u" — Dw
aprovechando (4.65) resulta

< (g =) I}y +(p* = 2cp) || v’ — ) |}
(4.66)
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Imponemos ahora que
P> —2cp <0 (4.67)

Luego, la suceén {|| ¢' — ¢ ||w} es decreciente y acotada inferiormente por tanto
converge cuand® — oo, por lo tanto se cumple (4.62), es decir, la suesi; se

aproxima a la soluéin "u” de (4.47).
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Capitulo 5

RESULTADOS NUMERICOS

5.1. Resultados nuraricos para la EVP

En esta secbn resolveremos el problema que modela la transferencialde mor
conduccbn planteado en el Céaplo 2 y para el cual se ha probado la existencia y
unicidad de soluéin cebil en el Cajtulo 3, esto es debido a que obtener la sdlnci
clasica requiere que(t) € C*(Q) t € [0,7] (T > 0), mientras que en la formuldn
débil no necesitamos de esta conditi[20] radn por la cual se procetdlia debilitar
condiciones acerca de la fuboiu que representa la temperatura y se réaiz apro-
ximacion discreta en el Caglo 4. En lo que sigue, damos los datos para un problema
en particular en placas délglos de vidrio y aluminio dscomo los resultados que se

obtienen con las rutinas implementadas en Matlab.

5.1.1. Pre Proceso: Datos de Entrada

Tolerancia para resolver el sistema de ecuaciones linefales 102

Tiempo nmaximo en segundo§: = 10

NUmero néximo de puntos en el tiempdi = 10, 20, 30, 40

Tamdios de paso de tiempo en el intervalo [0,T] son:

At =1, 0.5, 0.33, 0.25

Regbn de la placa@ida en metros cuadradds:= [0, 1] x [0, 1]
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Constante de Conductividadtiimica:

W W
a\2/idrio = 0.8%, ailuminio = 205m_K

Paiametrod:

1 .
0= 5 (Método de Crank-Nicholson)

Condicbn Inicial:

u(z,y,0) =ug=0 V(zr,y) €Q

Término Fuente:

fle,y,t) = 2t (e = 1%y —1)° =
—((122% — 122 + 2)y*(y — 1)? + (12y* — 12y + 2)z*(z — 1)?)¢?

Condicbn de Frontera:

uw(z,y,t) = g(x,y,t) = 0 paratodo (z,y) €9Q ytel0,T]

5.1.2. Proceso computacional para las EVP

= NUmero de puntos en la direécix : 5, 10.

= NUmero de puntos en la direéeiy : 5, 10.

Entonces
Malla N° 1 | Malla N° 2
NUmero de Nodos Totales 25 100
NUmero de Nodos Internos 9 65
NUmero de Nodos en la Frontera 16 35
NUmero de Elementos 32 162

= En el siguiente diagrama de flujo para las EVP, se muestrabeépo de la im-
plementadn computacional, el cual sirve para la experime@aaiunerica para

resolver nuestro problema modelo de transferencia de pataronducadn.
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/ Injlcio /

Ingresar:

(DIAGRAMA DE FLUJO PARA LAS EVP)
QCcR%T,N,T,6, Tol, Nmaz, o? )

!

En cada elemento 7, € 7 calcular:

ME, A%, FE ub,

i) ‘i3 1

!

Ensamblar las matrices

k Ak kL k
M* A% F* ug,

obteniendo el sistema global:

MC'(t) + AC(t) = F(t) il
MC(0) = uo No

l )

Para resolver el sistema (5.1),

Haceri=0y C; = C(0)

lSi

Calcular:
M = M + A0At
A= M-—(1-0AAt
Fiigs =0Fn+(1-0)F

¥
Hacer:r = 0y Cj,; = 0

b

Resolver iterativamente:
MCrl = FiyiAt + AC;
L CT =~ G Il

|G ks

i+1

ER =

Hacer:r = r + 1 }-—
No

lSi

‘ t «— 1+ 1 yresultado: C; — CT, ]—
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5.1.3. Post Proceso: Visualizacion Grafica de los Resultados

Mallas de Elementos Finitos de 32 y 162 elementos

Malla de 32 elementos Malla de 162 elementos
1.2 1.2
0.8 0.8 ¥ n
0.6 "‘,/"'h/ /// 06 P v 7
- / . /_”_/

0 02 04 06 08 1 ’ 0 02 04 06 08 1
X X

Figura 5.1: Mallas de Elementos Finitos Triangular

Matriz M Matriz A

W, b, . " g,

10 10 %, o

15 . '%. e 15 ..'o:?l ..'0..
20 . %' e 20 .'o% %,

#

o, L)
'o. o, %
25 o] 25 (]
0 10 20 0 10 20
nz=79 | e Malla de 32 elementosl nz =105
0 0
NN\
20 \\\\ 20
40 40
\\ \\
60 60
\\ \\
80 80
NN\
100 100
0 50 100 0 50 100
nz =484 | - Mallade 162 elementosl nz =460

Figura 5.2: Densidad de los coeficientes no nulos de las matrices M y A
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Para un mallado de 32 elementos de una placa de Vidrio

t=0
1 1
1 0.8 08
= 0 06 06
= >
5 0.4 0.4
-1
1 ; 0.2 0.2
05 05 0 0 ,
y 00 x 0 05
X
<10~ t=3 x 107 Curvas de Nivelent =3
25 1
2 0.8 —
= 15 0.6
\>.<, >
S 1 04
0.5 0.2 —
0 0
0 05

Curvas de Nivelent=7

08 —
= 06
X >
S 04
02 ~—
0
0 05
X
t=10 Curvas de Nivelent =10
1
0.025
0.8 —
. 0.02
= 06
% 0.015 -
> 0.01 04
0005 02 L —
0 0 s s
0 05 1

Figura 5.4: Evolucion de u ent =7 y en t = 10 segundos
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u(x,y,t)

u(x.y.t)

Para un mallado de 162 elementos de una placa de Vidrio

t=0
1 1
1 0.8 08
0 0.6 0.6
>
0.4 04
-1
1 . 0.2
0.5 05 0 0
y 00 x 0 05
X
10~ 3 x10™* Curvas de Nivelent=3
1
4 08
3 06 ‘ o
> i | |
2 04 —
1 0.2 =
0 0
0 05 1

Figura 5.5: Evolucion de v en t=0 y en t = 3 segundos

<10 t=7 x107° Curvas de Nivelent=7
25 1
2 08
15 0.6
> [ | |
1 0.4 —
05 0.2
0 0
0 05 1
X
Curvas de Nivelent= 10
1
0.8 -
06 , —
> e JJ
04 —
02 ——
0
0 05 1

Figura 5.6: Evolucion de u ent =7 y en t = 10 segundos
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Para un mallado de 32 elementos de una placa de Aluminio

u(x.y.t)

u(x.y.t)

0

u(xy.t)

u(x.y.t)

t=0
1 1
1 08 08
0 0.6 0.6
>
0.4 04
-1

1 N L= 0.2
0.5 05 0 0

y 00 X 0 05

X

10 3 x107° Curvas de Nivel ent=3

10 1

8 08 ] —
6 06

> ‘ ( )

4 04
2 0.2
0 0

0 05

X

Figura 5.7: Evolucion de v en t=0 y en t = 3 segundos

-5

<10~ t=7 x 10 Curvas de Nivelent=7
1
5
1
5 3 06 )
. ~ (&
2 0.4
0 N
1 1 1 0.2
05 05 0 .
y 00 x 0 05
X
10~ t=10 x10™* Curvas de Nivel ent= 10
2 ! 1
0.8 0.8 —
1 0.6 0.6 ~
PN W
0.4 0.4 .
0 -
1 1 0.2 0.2 L
05 05 0 .
y 00 X 0 05
X

Figura 5.8: Evolucion de u ent =7 y en t = 10 segundos
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Para un mallado de 162 elementos de una placa de Aluminio

t=0
1 1
1 08 0.8
> 0 06 0.6
X >
S 04 04
-1
1 1 0.2 0.2
05 g 0 0
y 00 X 0 05 1
X
s t=3 x107 Curvas de Nivelent =3
x 10 1
15 08
= 06 —
X 10 > L | ]
> 04 —
5 —
0.2
0 0
0 05 1

Figura 5.9: Evolucion de v en t=0 y en t = 3 segundos

Curvas de Nivelent=7

u(xy.t)

0 05 1
X
Curvas de Nivelent=10

08¢

0.6

u(x,y,t)

04t

Figura 5.10: Evolucion de uent=7 y en t = 10 segundos
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Tiempo de Proceso Computacional - TPC (segundos)

Vidrio

n ——— Malla de 32 elementos
——— Malla de 162 elementos

Figura 5.11: u,, vs TPC (n =0, 1,2, ...,20)

Estabilidad en una placa de Vidrio

x10°  N=10 N =20
8 : 0.01 :
20 5 g 0008
© : ©
oz : S 0.006
& 4 \ e
S : 5 0.004
w - : W 0002
0 :
0 5 10 0

0.01
0.008 -
0.006
0.004

Error Relativo
Error Relativo

0.002

Figura 5.12: Malla N°1 : u,, vs Error Relativo
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Error Relativo

Error Relativo

Error Relativo

Emor Relativo

Estabilidad en una placa de Vidrio

N =20

Relativo

Error

0.01 0.01
0.008 0.008
E
0.006 S 0.006
[]
o
0.004 5 0.004 |
0.002 W 0.002 :
0 0 :
0 10 20 30 0 10 20 30 40
un un

Figura 5.13: Malla N°2 : u,, vs Error Relativo

Estabilidad en una placa de Aluminio

N =10 N =20
. 0.01 : :
° :
2 :
s E
q’ .
x :
S :
L :
0 N
0 5 10 15 20
u
n
N =40
: -2 T R
: ® onpall- ]
. Q
: o
| 5 0,004+t
: W oo b \oi
0 - - 0 H H H
0 10 20 30 0 10 20 30 40
u u
n n

Figura 5.14: Malla N°1 : u,, vs Error Relativo
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Estabilidad en una placa de Aluminio

N =20
S S
s s
4 4
s S
L L
0
n
0.01 0.01 :
o 0.008 o 0.008 :
= > .
5 g :
< 0.006 < 0.006 :
o o :
5 0004 5 0.004 :
Ww 0.002 W 0.002 ;
0 0 :
0 10 20 30 0 10 20 30 40
u u
n n

Figura 5.15: Malla N°2 : u,, vs Error Relativo

5.2. Resultados numéricos para la IVP

El problema que modela el control térmico a través de la frontera de una placa
solida planteado en el Capitulo 2 cuya solucién clasica requiere que u(t) € C%(Q) en
un intervalo de tiempo de [0, 77, (T" > 0). Por ello, se procedio a debilitar condiciones
de la funcién u que representa la temperatura y obtener una nueva formulacion del
problema original como una IVP y para el cual se ha probado la existencia y unicidad
de solucién débil en el Capitulo 3. Su aproximacion discreta se realizé en el Capitulo 4,
en lo que sigue, damos los datos para un problema en particular y los resultados que se

obtienen con las rutinas implementadas en Matlab para el aluminio y el vidrio.

5.2.1. Pre Proceso: Datos de entrada

» Tolerancia para resolver el sistema de ecuaciones lineales: tol = 1072
» Tiempo maximo en segundos: 7' = 10

» Numero maximo de puntos en el tiempo: N = 10, 20, 30, 40
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= Tamdios de paso de tiempo en el intervalo [0, T] son:

At =1, 0.5, 0.33, 0.25

= Regbn de la placa@ida en metros cuadradads:= [0, 1] x [0, 1]

= Constante de Conductividadkiimica:

W |74
a\2/idrio = 0'80777’ O‘iluminio = 205W
= Condicbn Inicial:  wu(z,y,0) =uo =0 paratodo (z,y) €
= Intervalo de Control de Temperatura: = —1, hy = 1

= Intervalo de variadn en la frontera libré(u): ¢ = —2, go = 2
= Constantes de proporcionalidakl; = £, = 1

= Término Fuente:

f([l?,y,t) = 2t$2(l' - 1)2y2(y - 1>2 -
— (1222 = 122 + 2)y*(y — 1)? + (12y* — 12y + 2)2?(z — 1)?)¢2
= Condicbn de Frontera:
—Z—Z(w, t) = ¢(u(z,y,t)) paratodo (z,y) €0Q ytel0,T]

donde¢ es dado por (2.8).

5.2.2. Proceso computacional para las IVP
= NUmero de puntos en la direécix : 5, 10.

= NUmero de puntos en la direéaiy : 5, 10.

Entonces
Malla N° 1 | Malla N° 2
NUmero de Nodos Totales 25 100
NUmero de Nodos Internos 9 65
NUmero de Nodos en la Frontera 16 35
NUmero de Elementos 32 162

= En el siguiente diagrama de flujo para las IVP, se muestraoekepp de la im-
plementadn computacional, el cual sirve para la experime@aciunerica para

resolver nuestro problema modelo de conteohtico.
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/ mico  /

Ingresar:
QcR?T,N,T,Tol, Nmaz, o

(DIAGRAMA DE FLUJO PARA LAS IVP)

[ En cada elemento Tr € 7T calcular: )
L el

k. k
F¥ o g,

Ensamblar las matrices

| para obtener las matrices globales.

s P@i_

Calcular 27 soluc1on de:

B2 =C (%UJ + fj+1) _ qu
(5.2)]

Y

Calcular ¢7*1:
= @+ p2)

| 271 = 27 |loo
|| 27+ [loo

Hacer: j «— 7 + 1 J——
( P NO’
1Si

[ Escribir: 27 y hacer i« i+ 1 ]—

ER =
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5.2.3. Post Proceso: Visualizacion Grafica de los Resultados

Mallas de Elementos Finitos de 32 y 162 elementos

Malla de 32 elementos Malla de 162 elementos
1.2 1.2
os| | 0sf
> 4 >

0.4 g 0.4 % /

0 02 04 06 08 1 ’ 0 02 04 06 08 1
X X

Figura 5.16: Mallas de Elementos Finitos Triangular

Matriz B Matriz C

o Q;;,.,. 1&3
. ""&'*-:. ‘ "":";%*-,
A w L T

0 0 10
nz =137 | e Mallade 32 elementos| nz =137

o O O

0 0
20 20
40 40
60 60
80 80
100 100
0 50 100 0 50 100
nz=622| - Mallade 162 elementos| nz=622

Figura 5.17: Densidad de los coeficientes no nulos de las matrices By C
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Para un mallado de 32 elementos de una placa de Vidrio

t=0

t=3
1 .
< <
1 1
. ;
05 gl
y 00 X
t=7
0
= =
> -05 >
X X
a2 =]

Figura 5.18: Evolucion de u para t=0, 3, 7 y 10 segundos

t=0 t=3
1 T -0.18 T
3 o :
05 . , ..
-1 o
0 5 10 15
u
t=7
-07 T

-1.05

-125 i i i
20 0 5 10 15 20

Figura 5.19: Evolucién de de la frontera libre uvs ¢(u) ent=0, 3, 7 y 10 segundos
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Para un mallado de 162 elementos de una placa de Vidrio

t=0 =3
1 _
05
= _
2 0
> -05 .
-1
1 §
1
05 05
y 0o x
=7 t=10
02 0.1 0.2
‘;:. 0 0.05 ;:‘ 0.1
Z Z
S _ 1
0.1 0 0
-0.2
1
1§-0.05 -01
0.5 05
y 00 x
Figura 5.20: Evoluciéon de u para t=0, 3, 7 y 10 segundos
t=0 t=3
1 : : : -0.068 ; ;
: : : -0.07
0.5 .......... R R ARREEEEEEE permeeieeee
-0.072
3 . 3
-3 -3
-0.074
_0.5 ............................................ -0-076
-1 . i i -0.078
0 10 20 30 40
u
=7
-0.06 T -0.12
-0.065 -0.13
-0.07 -0.14
o 3
5 0.075 5 0.15
-0.08 -0.16
-0.085 -0.17
-0.09 . i -0.18 . . i
0 10 20 40 0 10 20 30 40

Figura 5.21: Evolucién de de la frontera libre u vs ¢(u) en t =0, 3, 7 y 10 segundos
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Para un mallado de 32 elementos de una placa de Aluminio

t=0 t=3 x10™
1 08
05
= 06 =
> 0 >
X X
2 -05 04 °
-1
1 02
1
05 05
y ©0o0 X
t= X 10-3 t=10
-3
x10 -5
-0.01 -0.0105
-52
= = -0011
> H-s54 = -0.011
x x
=1 = -0.012
H-56 -0.0115
-0.013
-58
-0.012

Figura 5.22: Evolucién de u para t= 0, 3, 7 y 10 segundos

t=0 3 t=3

05 .......... I...: .......... : ........... _098
oo g -
_o 5 ............................................ _102
-1 i 1 i _1_04
0 5 10 15 20
u u
x10° =7 t=10
-54 - . . -0.0112
-0.0114
-0.0116
s S
3 -0.0118 ;
-0.012 :
-0.0122 :
-0.0124 :
0 5 10 15 20
u

Figura 5.23: Evolucién de de la frontera libre u vs ¢(u) en t =0, 3, 7 y 10 segundos
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Para un mallado de 162 elementos de una placa de Aluminio

t=0 t=3

. x10°
x 10 10
1 08 2
05 1 5
= 06 =
2 ° 20
> 3
-05 -1
04 I8
-1 -2
1 02 1
1 1
05 05 05 05 -5
y 00 y 00 x
. =7 x10™ B =10 x10™
x 10 x 10
10
= = e
= =
X X
] 3
Ho
-5

Figura 5.24: Evolucién de u para t= 0, 3, 7 y 10 segundos

t=0 x10~° t=3

Du)

D(u)

Figura 5.25: Evolucién de de la frontera libre u vs ¢(u) ent =0, 3, 7 y 10 segundos
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Tiempo de Proceso Computacional - TPC (segundos)

Vidrio
0.2 T i T
: Malla de 32 elementos
05y . — Malla de 162 elementos |
o : : :
g ()% S R EREPEER PR e R R EEREEREE
O / : : :
. / : : :
'_005' o "_'_'/‘\“\";;"'—'— """"" :""""""""‘, """"""""
: \//\:“_/ o~ 7-_5/__ —
0 1 1
0 5 10 15 20
n
Aluminio
0.1 T T T
: ——— Malla de 32 elementos
- 0.08 Malla de 162 elementos ||
& 006 -\ e IR ST,
go.o4—-lf ------------- SRLERILITRTPRPP CRRRELTEERPPPRRY CTRPPPRRRRIRS
= : :
002 TR ’.'_";'.;;K """" :' . '; S 2 Y
O i i |
0 5 10 15 20
n
Figura 5.26: u,, vs TPC (n =0, 1,2, ...,20)
Estabilidad en una placa de Vidrio
N=10 N=20
0.015 ; 0.015
S S
8 0.01 8 0.01
0] 0]
4 4
2 0.005 £ 0.005
i ]
0 0
n
N =40
0.015 : 0.015
o : o
.> PR . .>
2 0.01 : 2 0.01
[] . Q
i : o« :
2 0.005 : £ 0.005f ---------- R TETTRTRTRS
w : w :
0 : : 0 :
0 10 20 30 0 20 40
un un

Figura 5.27: Malla N°1 : u,, vs Error Relativo
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Error Relativo

Error Relativo

Error Relativo

Error Relativo

Estabilidad en una placa de Vidrio

0.015

0.01} -

0.005

0.015

0.01¢¢

0.005

N =20
0.015
S
2 o001,
Q
'
2 0.005
w
0 :
0 10 20
n
N =40
0.015
o
g 0.01
[0]
['d
2 0.005
w
0 :
0 20 40

Figura 5.28: Malla N°2 : u,, vs Error Relativo

Estabilidad en una placa de Aluminio

N =10 N =20
0.015 0.015
S
0.01}- £ 001
[0}
: ;
0.005 /- beeeee ] £ 0.005
: LIJ
0 : 0 '
0 5 10 0 10 20
u
n n
N =30 N =40
0.015 0.015
. . o
: : =
0.01 : : £ 001
: 5 &
0.005(-- -+ e e £ 0.005
. . w
0 0
0 10 20 30 0 20 40

Figura 5.29: Malla N°1 : u,, vs Error Relativo
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Error Relativo

Error Relativo

Estabilidad en una placa de Aluminio

N=10 N=20

0.015 : 0.015
S

0.01}- g 001
[0]
e

0.005 2 0.005
w

0 0 '
0 10 20
n
N =40

0.015 0.015
g

0.01 £ 001
&

0.005 g 0.005

0 ' ' 0 '
0 10 20 30 0 20 40
un un

Figura 5.30: Malla N°2 : u,, vs Error Relativo
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

1. Enlaliteratura mateatica actual existen pocos resultados sobre un proceseritum
Co para una inecuamn variacional paralica y ain no existen resultados néni
cos evolutivamente y bidimensionales por lo cual se coraigige se ha contribui-

do con este trabajo de desarrollo renmo de estos problemas.

2. La formulacdn variacional para las EVP y las IVP es un medio que facidita |
blusqueda de solumn expicita del problema de transferencia de calor por con-

duccibn y del control &rmico.

3. En este el caso de las IVP, aplicar édtodo de Uzawa serfactible cuando sea
posible encontrar exgitamente el resolvente Yosida. He atgumayor dificultad

para aproximar la solugn debil de la IVP.

4. En el nétodo de Uzawa, la sucési{u; } converge a la soluéh cebil u de la IVP
alin cuando la suce@n {¢‘} pueda no converger. En [5] se dan algunas condi-
ciones para quéq'} sea una sucesn convergente @, en cuyo caso, el punto

(u, q) se@ un punto silla de.

5. En ambos casos, EVP e IVP, se concluye que el Tiempo de der@@mputa-
cional crece ligeramente conforme aumentalgharo de puntos en la malla del

dominio).

6. Paralas IVP y EVP, en las matrickés, A, C'y B se observa que los elementos
no nulos se concentran en la diagonal y representan un bajemiaje respecto

al numero total de elementos de las matrices respectivas.

113



10.

11.

12.

13.

Para la implementamn nunérica de las EVP y las IVP se ha tomado en cuenta

para la convergencia a la solanila norma infinito déR™.

En este trabajo se ha podido observar la importancia denlgecgencia del MEF
en problemas evolutivos lo cual &econveniente plantear su estudiaswetalla-

do como un futuro trabajo de investigani

En las figuras (5.18), (5.19), (5.20) y (5.21) puede olassevuna mejor suavi-
dad en la distribuéin de la temperatura a tr@gs del dominic2, as como en el
comportamiento de la frontera libre para el Vidrio. De marefloga puede ob-
servarse el mismo comportamiento para el Aluminio en lasdg(b.22), (5.23),
(5.24) y (5.25).

Para las EVP, en ambos materiales, el error relativaabkikza a partir der = 10

pues permanece constante o va decreciendo conforme pasam {x > 10).

Para las IVP, en el caso del aluminio, en las figura (580)pserva una peqie
inestabilidad cuando el mallado esisgrande y el tanfi@ de paso en el intervalo

de tiempo se hace&s pequio.

Se contribuye con una metodalagbasada enétnicas modernas del @isis
numerico para la construazn e implementaéin de algoritmos que sirvan para

resolver EVP e IVP de otros campos de la ciencia e ingenier

Extender estos resultados para profundizar su ineefiigde las IVP con otras
metodolodas modernas tales como el MEF con Galerkin Discontinuo yddal

adaptativas con las cuales se llégara nuevos resultados.
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Capitulo 7

APENDICE

7.1. Generalidades sobre sistemas EDO’S
Sea el siguiente sistema deecuaciones diferenciales ordinarias, dados por:

yll = f1<t7y17"'7yn)

yé : fQ(tvyla---ayn) (71)

y;L = fn(tayla 7yn)

paran funciones reales desconocida§) de una variable real. El sistema (7.1) puede

ser escrito en forma vectorial y de manerashaoncisa como:

y = f(t,y) (7.2)
donde: L
Y
y o= | (7.3)
| Un ]
y

[ A0, ya(D))
folt,y1(t), ..., yn(t))

fty) - (7.4)

fn(tv yl(t)a e yn(t)) J
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su respectiva condign inicial esh dada por:

Y10
Y20
y(to) =vo = | . (7.5)
L Yno ]
gue expreandolo de manera matricial:
/
p— t7
y' = f(t,y) (7.6)
y(to) = yo

dondey’, f ey, estin dados por las relaciones (7.3), (7.4) y (7.5)tawnbén conside-

raremos una norma matricigl. || tal que para la matriz identidadse tiend| [ ||= 1.

Existencia y unicidad de soluadn

Veremos ahora que condiciones debe de cunjppiara que el problema dado por

(7.6) tenga soluéin tnica.

Teorema 7.1.1Seaf : R x R™ continua sobre la franja:
S={(ty)/a <t <b yeR"}

cona y b finitas. Aderas, seal una constante tal que:

V() = Fg) (1< Loy — w2 || (7.7)

paratodot € [a,b] y para todoy;, y» € R". Entonces, para todt € [a,b] y para todo

yo € R™ existe exactamente una funiy(¢) tal que:
1. y(t) es continua y diferenciable parac [a, b].
2.y = f(t,y(t)) parat € [a,b].
3. y(to) = yo

Observacbn 7.1.1
» Cuando una funéin f cumple la reladdn (7.7), decimos qug cumple lacondicion

de Lipschitz respecto a su segunda variable.
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En lo que sigue extenderemos el teorema de existencia ydadice solu@n de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias planteadspacios de Banach, para
esto, seq : [ty — ¢, to + ¢ — V una aplicadn en un espacio de Banathy como

antes, consideremos el problema de valor inicial siguiente

y' = f(ty(t))
y(to) = yo

(7.8)

dondey, € V, la norma del espaciv es denotada pdf . ||, aden&s
Y =C([to—c,to+c],V) 0<c<oo

es decirY es el espacio de todas las funciones continual, — ¢,y + ¢ — V' yen

Y definimos la norma

|y lly= méx |[y() |l
tE[to—C,to-‘rC]

Para garantizar la existencia y unicidad de sdncle (7.8) damos los siguientes resul-

tados que son dados en [26].

Teorema 7.1.2 (Teorema generalizado de Picard - Lindéf) Seanty € R, y, € V

y definamos el conjunto siguiente
Qb:{(t7y) ERXV : |t_t0| < a, ||y_y0 ||S b}
paraa,b € R fijos de modo que, b > 0. Supongamos qug: @, — V' es continua'y

L f(tz) = fEy Il < L|[z—yl|l paratodo (t,z), (t,y) € Qs

| f(ty) [|< K paratodo (t,y) € @

dondeL > 0y K > 0 son rumeros reales fijos. Elijamastal que0 < ¢ < ay K¢ < b.

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) El problema de valor inicial (7.8) tiene exactamente uolusion continuamente

diferenciabley(t) en el intervalot, — ¢, o + ¢].

b) La sucedin z, generada por

2 () = o + / £(5, 2a(s)) ds
Zo(t) = %Yo

converge uniformemente @p — ¢, t, + ¢ cuandon — oo a la solucbn "y”.
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c) La solucon "y” depende continuamente sobre el valor inicial respecto a la

norma enC([ty — ¢, to + ], V).

Corolario 7.1.1 Seal’ un espacio de Banach connorija|| y Q = [to—a,ty+a|x V

para un rumero positivo 4" fijo. Sea f : ) — V de modo que

| ftz) = fty) lI< L |[z—yll paratodo (t,2), (t,y) € Q

y L > 0fijo. Entonces, el problema de valor inicial (7.8) tiene eégacente una soludh

continuamente diferenciable sobtge — a, t, + a| para cada valor inicialy, € V.

7.2. Resoluadn numeérica de un sistema EDO

A continuacon mostraremos dos@&todos nuraricos para la resolu@n del sistema

(7.1) sujeto a la condion inicial (7.5).

7.2.1. Metodo#-aproximacion - M. Crank-Nicholson

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales:
MC'(t)+ AC(t) = F(t), 0<t<T (7.9)

generamos una familia deaproximaciones por interpoldxi lineal en dos instantes de

tiempo del siguiente modo:

0C" . + (1 —0)C! = ot = Cn (7.10)

" A thrl
donde el subndicen indica el paso y evalua@n en eln-€simo paso de tiempo, es decir:
Cliy=Cltap)  Ch=C'(t)
CnJrl = C(tn+1) Cn = C(tn)
A by =1 —thoa

combinando convenientemente (7.9) con (7.10) se tiene:

0MC;1+1+6A07L+1:9F”+1
(1-0)MC +(1—0)AC, = (1—0)F,

sumando estas dasdtimas ecuaciones y teniendo en cuenta (7.10) para despgja
se obtiene:
M CVn-i—l = A Cn + Fn-i—l,n A lnt1 (711)
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donde:

M = M+AO0At,

A = M—AQ1—=0)At,

Fpiin = 0F, 1+ (1—-0)F,
de la ecuadn (7.11) se observa que se puede calcular la sotuen el tiempa,,
en &rminos de la solubn en el tiempad,, la cual es conocida para un problema de
valor inicial y el vectorF,, ., ,, es conocido en todos los tiempos. Para obtéher es
necesario resolver el sistema de ecuaciones lineales dadold) ya sea por @iodos
directos o netodos iterativos, dependiendo de las carzstieas de la matria/ y de los
recursos computacionales que se dispongan.
Ahora, dependiendo de la eleonidef se obtendan diferentes esquemas de aproxi-

macbn, los valores ras usuales y conocidos édeson:

(

0 Esq. de diferencias hacia adelante de Euler Condicionagnestable
% Esq. de Crank-Nicolson Incondicionalmente estable
§ =
% Esq. de Galerkin Incondicionalmente estable
\ 1 Esq. de diferencias regresivas Condicionalmente estable
(7.12)

7.3. Integracion numérica - Cuadratura Gaussiana

En lo que sigue discutiremos uretodo de aproximaon para calcular una integral

definida. Estudiaremos aproximaciones de la forma:

b
/ w(z)f(x)de = Ay f(z1) + Ao f(x2) + -+ - + Anf(zn) + Ef] (7.13)

tales brmulas se denomindbdrmulas de cuadratura.

Losz; (i = 1,...,n) son llamadoguntos o nodosde la Brmula, losA; (i =
1,...,n) son loscoeficienteso pesosde la ormula y E[f] es elerror cometido en la
aproximaobn.

La importancia de la fundn w en la Hrmula (7.13) para diferentes$rimulas de

cuadratura, motiva la siguiente defirini

Definicion 7.3.1 La funcbn no negativav : [, b] — R es llamadduncion de peso
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En lo que sigue asumiremos quéz) = 0 en un rumero finito de puntos dg, b].
Tambin consideraremds, b como un intervalo finito en (7.13) de la recta real. La
funcion de peso es una furdei ” conocida ”. En muchos casos la fubcide peso sérla
funcibn w(z) = 1. Entre otras consideraciones, asumiremoswjug Yy [a, b] son tales
gue las integrales: .

/ w(z)z™ dz ,m=0,1,2, ...

existen y son ameros finitos. Tamkn asumiremos qugx) es tal que su integral existe
y est definida para; (i=1,2,---,n).

Existen varios ratodos y criterios para la eleéci de los puntos; y de los coefi-
cientesA; parai = 1,2, ...,n. Pero lo apropiado, es elegir lasy A; tal que el error
cometido, en algn sentido sea "lo &s pequio posible ”. Usualmente, se sabe elegir

losz; y A;, tal que (7.13) sea exacta para una cierta clase de polisoniego:

Definicion 7.3.2 Diremos que ladrmula de aproximaéin :

/ w(z)f(z) dz = Auf(z1) + Asf(@a) + -+ Anf(zn) + ELf

tiene grado 'g"si es exacta para todos los polinomios de grado menor o igue” ¢”

Yy no es exacta para los polinomios de grddo+ 1”.

Segun la definiéin anterior, hay tres tipos dérimulas de esta naturaleza, las cuales

son:

1. Formulas de Newton - Cotes.
2. Formulas de Gauss.

3. Formulas de Romberg.

Centraremos nuestro estudio a lasfiulas de Gauss, por sestas, las que nos propor-
cionan mayor precién. Ahora, a partir de (7.13), de manera natural surge laesitgi
pregunta: ? Existerofmulas exactas para polinomios?, cuya respuesta afianmais/lo

proporciona el siguiente teorema.

Teorema 7.3.1Dado cualquier’n” puntos distintos;, z», ..., x,,; podemos encontrar

constantesi, A,, ..., A, tal que la brmula:

/ w(e)f(2)de = Ay f(e2) + Aflaa) + -+ Aflea) +ELf]  (7.14)

es exacta, esto ds[f] = 0, siempre quée (x) es un polinomio de grado menor o igual

que’n — 17.
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Demostracbn:
Mostraremos que; (i = 1,...,n), podemos encontrar los coeficientéstal que la

formula (7.14) es exacta para los monomios:
flz)y=2™ m=0,1,...,n—1 (7.15)

porque las operaciones de integéacly sumatoria son lineales y adasy la brmula
(7.14) ha de ser exacta para cualquier combaratineal de los monomios dados en
(7.15); esto es:

f(x) =ag+ a1+ apr® + - + ap_a"?

como (7.14) tiene que ser exacta para los monomios dadosléy),(@ntonces el sigu-

iente sistema de ecuaciones debe ser satisfecho:

b
A+ A 4+ -+ A, = /w(m)dw
b
Ay + A + - 4+ Aun, = /w(m)xdm
b
A+ A+ o+ Ayl = /w(x)xde (7.16)
b
Ayt 4+ Apaht 4+ s 4+ At = /w(x)x”ld:c

Dado que los:; son conocidos, el sistema (7.16) es un sistema lineatecuaciones

para’n” variablesA;. Luego, si el determinante:

1 1 .. 1
xl x‘2 .. :L"n
D, =
—1 —1 n—1
Ty Ty Ly




y desde que los; son distintos, entoncds, # 0y estolltimo completa la prueba.

Las formulas de Gauss son muy importantes, pues nos brindan lar mpacison
posible que se puede obtener para la integral céndaiser;, x, ..., x,,; y €l cual nos da
la formula de mayor grado que se obtiene €ai puntos. Asumiremos que(z) > 0
para toda: € [a,b] y quew(z) = 0 solamente en unimero finito de puntos de, b].

Daremos a continua@mn algunas definiciones cuyo uso se da en tamiilas de
cuadratura gaussianas, para luego demostrar quertaslfs de Gauss cdm” puntos
distintos elegidos adecuadamente, tiene gfado— 1”7, y queéste es el mayor grado

posible que se puede obtener.

Definicion 7.3.3 Un polinomio de gradd'n”, P,(x), es llamadoortogonal sobre el
intervalo [a, b] con respecto a la funén de pesav(zx) si para todas los polinomios de

grado menor o igual quén — 1”7 se cumple:

b
/ w(x)Pp(2)Qn—1(x) dz =0
donde®,,_1(z) es un polinomio de grado menor o igual que— 1”.

Observacbn 7.3.1

» Sitenemos una sucéside polinomios ortogonales,,(z) (n =0,1,...)tales que:

1 si n=m

b
/ w(x) Po(2) P() dv = |
a 0 si n#m

diremos que es una suceésidepolinomios ortonormales

Para ciertos intervalos especiales y funciones de pesoadas, los polinomios ortog-

onales ,P,(x), reciben nombres especiales, como lo muestra la siguisite t
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Nombres de algunos polinomios ortogonales especiales

Intervalo | Funcién de peso Nombre del polinomio

[—1,1] 1 Polinomio de Legendre

[—1,1] (1—22)"3 Polinomio de Chebyshev

de primera especie.

[—1,1] (1—2?)2 Polinomio de Chebyshev

de segunda especie.

[-1,1] | (1 —=z)*(1+z)° Polinomio de Jacobi

a>-1,>-1
[—00, 0] e Polinomio de Hermite
[0, o] e" Polinomio de Laguerre

Propiedades de los polinomios ortogonales

Consideremos ahora la sucesién de polinomios {P,(z)}22, que son ortogonales
sobre a < z < b con respecto a la funcién de peso no negativa w(z).

Veremos a continuacion algunas propiedades de estos polinomios.

Teorema 7.3.2 Las raices x; para todo j = 1,2,...,n de P,(x) = 0 para todo n =

1,2, ... son todos reales y estdn en el intervalo abierto a < x; < b.

Demostracion:
Asumamos que P, () tiene r < n ceros distintos. Entonces podemos escribir P, (z) de

la forma siguiente:

P.(z) = (x — z1)™(z — z2)™...(x — z,;)™"
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donde losn; representan la multiplicidad de respectivamente y:
mi+moe+...+m,.=n

Ademas podemos asumir qug, -, ...,z conk < r son los ceros reales que &st
en(a,b), en los cuales’,(z) cambia de signo. En otras palabrasz,, ..., z; tienen
multiplicidad impar y son losinicos ceros d&,(x) en(a, b) de multiplicidad impar.

Si k = n entonces todos los ceros d&(x) son reales, distintos y contenidos en
(a,b). Mostraremos qué < n nos lleva a una contradi@n.

Asumamos qué < n y consideremos el polinomio:

Qr(x) = (x — z1)(x — 23)...(x — )

si k = 0 definimosQy(x) = 1. Entonces),(z) cambia de signo en los mismos puntos

de P,(z). Ademas el productd’,(x)Qx(x) no cambia de signo €, b). Luego:

/ Po(2)Qu(2) () dz £ 0 (7.17)

pero, desde qué < n y como P,(z) es ortogonal a todos los polinomios de grado

menor o igual que: — 1, se sigue que:

b
/ Po(2)Qu(2)w(z) dz = 0

lo cual contradice (7.17). Por lo tantb,< n es imposible y esto completa la prueba.
*

Teorema 7.3.3Tres polinomios ortonormales consecutivosaastlacionados por:
P,i1(x) = (Apx + B,)Py(x) — ¢y Py1(x)

Si a; y by representan los coeficientes de l@niinos de gradd y & — 1 en Py(z)

entonces:

Ap41 Ap41 b 1 b Ap41Ap—1
A, =t g Gt (O D) i (7.18)
(079 (7% An+1 (7% an

Demostracbn:

Con A dado por (7.18), definimos:
Qn(x) = Py (x) — ApaPy(x) (7.19)

el cual es un polinomio de grado a lcasi’n”. De aqu, @, (=) puede ser expresado

como.

Qn(x) = a,Py(z) + ... + g Po(x)
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y de la ortogonalidad de a8, (x), tenemos que:

o = / Q) Pele () da (7.20)

y al reemplazar (7.19) en (7.20) obtenemos:

b b
Qg :/ Poi1(x) Py (z)w(x) de — An/ 2P, () Pe(z)w(zx) do

Luego, sik =0,1,...,n — 2, entoncesy, = 0y sik = n — 1, tenemos que:

b
Qp_1 = —An/ zP,(2)Py_1(x)w(z) do

Luego:
Qp—1

xP, 1(x) = P, () + ¢n-1(2)

n

dondeg, (x) es de grado a lo &sn — 1. Entonces:

a1 = —A, /abpn@) [“len(qum(x)] w(z) da

n

_ —An“"—l/zﬂ( da:—A/ > (2) g1 (2)w(z) dz

an
y de la ortonormalidad de a8, (x) se sigue que:

ap—1
Qp_1 = _An
Ay,

y los coeficientes, se obtienendcilmente al igualar los coeficientes de lesninos de

gradon dados en (7.18). Por lo tanto, definimos:
Bn =a, Y —Cp = Op—1

ad la prueba estcompleta. *
Por el Teorema 7.3.2 sabemos que los ceros de un polinoroigoni! definido en
[a, b] son todos distintos, simples y reales. Veremos a contibnaqgue corestos ceros

de P, (z) podemos encontrar unarimula de cuadratura de grago — 1.

Teorema 7.3.4Sixy, x4, ..., x,, denotan los ceros de un polinomio ortogonal de grado
n, P,(z) parafa,b] y w(x). Asuma que los coeficientds, A,, ..., A,, son encontrados

tal que:
b n
[ w@rte) s =3 aif@) + LA (7.21)

es exacta para todos los polinomios de grado menor o igualguel. Entonces la

formula (7.21) es exacta para todos los polinomios de gradeame igual que2n — 1.
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Demostracbn:
Desde que los coeficientes son determinados en (7.2%)ayes exacta para todos los
polinomios de grado menor o igual que 1, debemos solamente mostrar quedlanfula
es exacta para todos los polinom®@gx) de grados tal quen < s < 2n — 1.
Entonces, se®;(z) un polinomio cualquiera tal que < s < 2n — 1. Dividimos

ahoraQ)s(z) entreP,(x) para obtener:
Qs(x) = Vion(2)Po(z) + Rp1(2)

Agqui V,_,(x) es el cociente y tiene grado— n donded < s —n <n—1; R,_1(z) es
el residuo y tiene grado menor o igual que- 1. Ademas notemos que en los ceros de

P,(z), los polinomiosQ);(z) y R,_1(x) tienen los mismos valores, esto es:
Qs(wi) = Vis = n)(wi) Pa(@:) + Ru1 (i) = Vien(24)(0) + R ()

de aqur
Qs(z;) = R,_1(z;) paratodo i=1,2,...,n (7.22)

de la ortogonalidad d&,(z) se obtiene:

b
/ w(x)Vs_p(z)Py(z)dx =0 (7.23)

tambien sabemos que:

b n
/ w(z)Ry_1(z)dr = Z AiR,_1(x;) (7.24)

=1

b b
/w(x)Qs(a:)dx = /w(az)[Vsn(x)Pn(x)—i-Rn1($)]dx
b b
= /w(m)%_n(a:)Pn(a:)dx—I—/ w(x)Ry—1(z) dx

b n
= / w(x)Rn_l(x) dr = ZAan—l(xl)

i=1

=1
y esto completa la prueba. *
Teorema 7.3.5La formula (7.21) tiene gradan — 1.
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Demostracbn:
Para probar que lsfmula (7.21) tiene grad®n — 1, debemos de mostrar que por lo
menos para un polinomio de grade la formula mencionada no es exacta. Entonces,

seaP, (z) un polinomio ortogonal parg, b| y w(z), luego consideremos el polinomio:
[Po(2))? = (2 — 21)% (2 — 29)2...(x — 2,,)?

el cual es un polinomio de grada, y si la formula fuese exacta, entonces téadros:

b n
/ w(@) [Py (@)’ do =Y Ai[Pa(x;)]” = 0
a i=1
sin embargo, estoltimo es imposible, pues:

b
/ w(x)[P,(x)])* dz > 0

y ésto completa la prueba. *
Ahora, consideremos lo siguiente: Dadesh| y w(x), nos preguntamos lo siguien-

te: La formula de cuadratura ¢, @sica ?

Teorema 7.3.6Si la formula:
b n
| )@ de =Y i) + BN (7.25)
@ i=1

es exacta para todos los polinomios de grado menor o igualgue 1, entonces los

puntos en estabfmula, deben de ser los ceros del polinomio ortogdddl:) paraa, b|

y w(x).

Demostracbn:
Asumamos que ladfmula (7.25) es exacta para todos los polinomios de gradonoe

igual que2n — 1y consideremos el polinomio:
Up(z) = (x — 27)(x — 25)...(x — x})

si @,_1(x) es cualquier polinomio de grado menor o igual gue1, entonces sabemos

que la brmula (7.25) es exacta palg (z)Q,,—1(x). Ademas:
b n
/ Un(2)Qur()w(e) dz = 3 AU (a1)Qu 1 (s7) = 0 (7.26)
a =1

porqueU,(zf) =0 para i=1,...,n.Y ad, laecuadn (7.26) muestra que,(x) es

ortogonal para todos los polinomios de grado menor o iguahaul y de la unicidad de
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los polinomios ortogonales pai@ b] y w(z), nosotros concluimos qué,(x) = P, (z).
Esto completa la prueba. *
A continuacdn, mostraremos que los coeficientgg: = 1,...n) en la Brmula de

Gauss son positivos.

Teorema 7.3.7En las brmulas de Gauss (7.21), todos los coeficiente§ = 1, ..., n)

son positivos.

Demostracbn:
Seaj un entero tal qué < j < n. Consideremos ahora el polinomio de gr&do— 2

siguiente:

Q1@ = [ [(x —7)
i2j
y desde que ladrmula de Gauss es exacta para todos los polinomios de grexiar rm

igual quen — 1, entonces:

/ w(2)[Qn1,5(x)]* do = Z Ai[Qny ()] (7.27)

pero:
,SliF
>0 ,sl i=j

[Qn—1(:)]* =

entonces, de (7.27) se obtiene:

| o@Qusta) do = AQu (e

luego:

1 b )
A= m/a w(x)[Qn-1(x)]"dx >0 (7.28)

y esto completa la prueba. *

Teorema 7.3.8 (Teorema de aproximacion de Weirestrass)
Seaf cualquier funcbn continua en el intervalo cerrada, b|. Entonces para cualquier

e > 0 existe un entera = n(¢) y un polinomioP, (z) de grado a lo rasn tal que:
| f(z) = Palz) [ < €
para todoz € [a, b].

Demostracbn:( Ver [10])
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Teorema 7.3.9 Consideremos la sucési de brmulas de Gauss para un intervalo finito
la, b]:

b n
/ w(z) f(x)de = ZAmf(xm) + E[f] n=2,3,... (7.29)

=1
si f(z) es continua sobréu, b], entonces esta sucési de brmulas converge al ver-

dadero valor de la integral.

Demostracbn:

Debemos de probar qie > 0 3N € N/Vn > N se cumple que:

b n
/ w(x)f(x)dr — ZAmf(xm) <€
a =1
Para ello definimos:
b n
= / w(z)dr = Z Ain
a =1

y consideremos:; = 5. Por el teorema de aproximaai de Weiertrass, para undado

podemos encontrar uN y un polinomio@,,(x) de gradaV tal que:

| f(z) = @nl2) [< e Vo € la, ]

sin > N entonces laGrmula de Gauss depuntos es exacta pafa, (x). Ademas, para

— /abw(x)f(x) dr — /abw(l’)QN(x) dr+

ZAanN Q:zn ZAznf xln

n > N se tiene que:

/ w(z) f(x) dz — Z Ainf(Tin)

< +

/ () () da — / " w(e) O () do

anN xzn ZAznf -Tzn

+

-| [ e - exwias
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< / w(e) | f(z) - Qula) | de +

+ ZAi,n | Qn(Tin) — f(Tin) |
i—1

b n
< g / w(z)dr + € Z Ain
a i=1
€
< €cHec :2c<—>:e
2c
y ad, el teorema queda demostrado. *

Ahora, veremos la cuadratura gaussiana para un caso jrtieupolinomios or-

togonales.

Definicion 7.3.4 (Polinomios de Legendre) os polinomios de Legendfé(z), i > 0,

son polinomios de gradoenz, y se definen en forma recurrente como sigue:
(n+1)Lyt1(z) — (2n+ 1)axLy(x) +nlyp—1(z) =0, Vn >0, neN

con.

Lo(z) =1, Li(z)==x

Antes de proseguir con un ejemplo de la cuadratura gausgiai@eresante mencionar

algunas propiedades de los polinomios de Legendre:

1. Satisfacen la ecuami diferencial:

(1—a*) L (x) = 2zLi(x) +i(i + D) Li(z) =0, —1<z<1l, i>0

2. La normalizadn:

3. Larelacon de ortogonalidad:

1 2 1 ,si, 1=y
/ Li(z)Lj(x)dr = —
O 2i+1| o  enotrocaso
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4. La condicon de simefia:

5. La formula de diferenciadn:
Ly (z) = (2i+1)Li(x) + Lj_y (), Yi>1

A continuacon mostramos los seis primeros polinomios de Legendre:

B 35zx% — 3022 + 3
N 2

 632° — 702% 4 15z
N 8

Ly(z) Ls(z)

Observacbn 7.3.2
» La propiedad(3) es una propiedad de varias otras funciones importantespqoon

ejemplo{cos(nx), n=0,1,...} cumple que:

2 0 si n#m
/ cos(mz)cos(nx) dr =
0 >0 si, n=m

es decir, son ortogonales sobre el intervélo2r|.

Observacbn 7.3.3
» Cualquier polinomio de grade puede escribirse como una suma de los polinomios

de Legendre, es decir:

P,(x) = Z ¢; Li(z)

Presentamos ahora, algunos valores para la cuadratursiageaus
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NOumero  valores dex; Factor de \Alido hasta
de €rminos Ponderagn A; el grado
2 -0.57735027 1.0 3
0.57735027 1.0
3 -0.77459667 0.55555555 5
0 0
0.77459667 0.55555555
4 -0.86113631 0.34785485 7
-0.33998104  0.65214515
0.33998104 0.65214515
0.86113631 0.34785485
5 -0.90617975 0.23692689 9
-0.53846931 0.47862867
0 0.56888889
0.53846931 0.47862867
0.90617975 0.23692689
Aplicacion:
Evalle:

15
[:/ e " dx
0.2

aplicando laérmula gausiana d&términos.
Resolucbn:

Haciendo el cambio de variable:

(15— 0.2)t + 1.5+ 0.2
2

Tr =

Entonces:

I = —15g 02/1 67(0.65F0.85)2 dt
-1

= 0.65[ 0.555.¢[0-65(0774..) + 0.85 4 () 888, ~(0-65(0.0)+ 0.8F' 4
0.555. ¢—[0-65(-0.774..) +o.a€] = 0.65860

y el valor exacto de la integral es 0.65882.
Daremos a continua@n un teorema que nos informa acerca del error que se comete

al aproximar la integral por medio de la cuadratura gauasian
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Teorema 7.3.10Si f € C**([a, b]), entonces:

b n (2n) b
[ e ae =3 age) = Fgi [t pi a

para algini € (a,b).

Demostracbn: ( Ver [10])

Calculo de integrales dobles

Consideramos el caso en que logites de integradin son constantes. Elculo,

se aprendi que una integral doble puede evaluarse como una integradlé, esto es:

| swmaa= [ b ( / df(x,wdy) aa= [ d ( / bf(x,y>das) dy

donde la redn rectangular est acotada por las rectas:

Al calcular las integrales iteradas,se mantiene constante mientras se integra con re-
specto a (o viceversa en el segundo caso).

Recordemos que cualquiera de lasiiulas de cuadratura es simplemente una com-
binacbn lineal de valores de la furam, evaluada en valores diferentes de la variable
independiente. En otras palabras, ubiarfula de cuadratura es simplemente una suma
ponderada de ciertos valores de la famciAd, la integral interior, manteniendo cons-

tante la otra variable, queda como sigue:

]:/ll/llf(:p,y)dxdy:;:;Ai/llf(xay)d?/

luego, se suma una adici ponderada de estas sumas, es decir:

1 1 n N
I= /_1 /_1f(x,y)da:dy = ZZAiAjf(xi,yj) (7.30)

i=1 j=1

y la estimaabn del error se sigue del alisis unidimensional.

Observacibn 7.3.4
» No debemos de confiarnos en lagulas dadas por (7.30), puéstas pueden no ser
optimas, en el sentido de usar ” muy pocas ” evaluacionesitinates de la fundn

para un orden dado. Por ejemplo, la integrani exacta para un polinomio de quinto
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grado requeria n = 3 0 un total de 9 puntos. Un polinomio de quinto grado en dos

dimensiones tiene 2&1tminos monomiales, esto es, ubaniula de la forma:

1 el "
I= /_1 /_1 flz,y)dxdy =~ ;Aif(xiyi)

sefia exacta solamente con 7 puntos. Los 21 coeficiettes; y y; para(i = 1,...,7)

selian determinados integrando exactamente todosdorinos monomiales.

En general, las reglas de cuadratura son obtenidas poretmdmde coeficientes
indeterminados, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo:

Considere la regla de cuadratura de un punto:

/ [ fw)dedy = Afonm) + B (7.31)

dondey = {(z,y) /0 < =z <1, 0 <y < 1-—z},ydesde que hay 3 variables
desconocidas!,, x; Yy yi, esperamos que (7.31) sea exacta para cualquier polinomial
lineal, y como la integral es un operador lineal, deiags suficiente que (7.31) sea

exacta para los monomiosi gy. Es decir:

1
1 1—x 1
/ / ldyder = - = A,
0o Jo 2

.Si f(z,y) ==

1 1—x 1
/ / rdydr = - = A1y
o Jo 6
Y
1 1—x 1
/ / ydydxzazAlxl
0o Jo

y la solucbn de este sistema es:

.Si f(z,y) =

Si f(z,y) =

1
Al — 5
1
luego, la regla de cuadratura de un punto es:

1.1 1
Qo
y como esperamos, el punto de evaldadptimo es el centroide del &mgulo y una
cota superior para el error puede ser obtenido por la exiradsif (z, y) en su serie de

Taylor cerca de algn punto convenienterg, yo) € .
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7.4. Implementacbn Computacional del Software para

las EVP

1. Programa Principal: EVP.m
2. Subprogramas

= geomrect.m

= Malla.m

= phi_im

=  matriz_A.m

=  matriz_ M.m

= frontera.m

= Gauss_Seidel2.m
= cond_inicial.m

= vector F.m

= ensamble F.m

EVP.m
Programa principal que resuelve neicamente gbroblema de transferencia de calor

por conduccion.

%Programa Principal EVP.m

clear all;

clc;

%Para el vidrio

%alpha2 = 0.80;

%Para el aluminio

alpha2 = 205;

%Elementos Finitos para resolver la ecuaci on discreta:
% MC'(t) + AC(t) = b(b);

%%%% Variables de discretizacion %%%%%%%%%
m = 9;% numero de elementos en la direccion X

n = 9; %numero de elementos en la direccion y
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figure(1)

[p,e,f] = malla(m,n);

% Nimero de elementos de la triangulaci on:
nel = size(t,2);

%N : Numero de particiones en el tiempo

%T : Tiempo maximo del intervalo de tiempo

%dt: Longitud del subintervalo

%Nmax : Numero maximo de iteraciones para

% el metodo de Gauss-Seidel
N = 20;

T = 10;

dt = T/N;

Nmax = 300;

%Ensamblaje de las matrices elementales

%del sistema de ecuaciones diferenciales

% MC’(t) + AC(t) = F(t)

%Para todo " t " las matrices A y M son las mismas
A = zeros(size(p,2));

M = zeros(size(p,2));

for k=1:nel
Aij = matriz_A(p,t,k);
for i=1:3
for =13
A(t(i,k),tG,k) = A(t(i,k),t(,k) +
Aj(iL));
end
end,
Mij = matriz_M(p,t,k);
for i=1:3
for =13
M(t(i,k),t(,K)) = M(t(i,k),t(,k)) +
Mij(i.j);
end
end,
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end

%Matriz ensamblada

A = alpha2 *A;

%Matriz ensamblada

M;

%Encontrando la condicion inicial MC(0) = CO
%Ingresar la CONDICION INICIAL en

%la funcion " COND_INICIAL"

%uxy = O;

Co = zeros(size(p,2),1); %Vector Columna

%Ensamblaje de la condicion inicial CO

for k=1:nel
CO_j = Cond_Inicial(p,t,k);
for j=1:3

CO(t(.k)) = Co(tG.k) + CO_j();
end

end

%Imposici on de la condicion de frontera Dirichtlet
[M,CO] = frontera(p,M,CO0)
[Co,iter,ER] = Gauss_Seidel2(M,CO0,zeros(size(p,2),1),
size(p,2));

%iter: numero de iteraciones en que se alcanzo
% la solucion inicial Co
%Co : Condicion inicial
%Se calcula el vector F(t) para cada tiempo "t " en
%cada elemento del mallado y procedemos luego a ensamblar
tiempito = 0; %Tiempo inicial = 0
w = Co; %vector columna
u = [Co]; % Matriz de Soluciones en cada

% instante de tiempo t = tiempito
tempo = tiempito;
theta = 1/2; %M etodo de Crank Nicholson
Ms = M + Atheta =df;
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=M - A+(1 - theta) =*dft;

medidas = zeros(N+1,5);

Indice instante_d_tiempo N ° d.iter ER TPC
GS =] 1 tiempito 0 0O O0fF
for time =1:N

%Resolucion Numerica del Sistema de
%Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
% MC'(t) + AC(t) = F(t);
tic; %Contador temporal
tempo = tiempito + dt;
F = ensamble_F(p,t,tempo,nel);
Fnm = theta *F;
tempo = tiempito;
F = ensamble_F(p,t,tempo,nel);
Fnm = Fnm + (1 - theta) =*F;
%Imposici on de la condicion de frontera Dirichtlet
[Ms,C00] = frontera(p,Ms,(As *Co + Fnnxdt))
[Co,iter,ER] = Gauss_Seidel2(Ms,(As *Co + Fnnxdt),...
zeros(size(p,2),1),size(p,2));
%Fin reloj para cada la solucion en cada tiempo: TPC
TPC = toc; % Finalizaci on temporal
if (iter == Nmax)
fprintfCEl metodo de Gauss-Seidel fracaso\n’)

fprintfCen la iteracion %3.1i\n’,time)

fprintfCque calcula en el tiempo %8.3\n\n’,time * dt)
fprintfl M P O S I B L E S E G UI RN
break

end

tiempito = tiempito + dt;

GS = [GS;time+1 tiempito iter ER TPC];
u = [u Coj

fprintf(Solucion %3.0i encontrada en el ...

tiempo t = 9%5.3f\n\n’,time,time * dt);

end %time
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%Imprimiendo medidas solicitadas GS
fprintf‘Matriz de Resultados\n\n )

medidas = GS

fid = fopen('N_10.txt’, 'wt’);

fprintf(fid, '%3.1i %6.3f %3.1i %12.8f %8.4f\n’, medidas’);
fclose(fid)

1 =1; j2=4; j3=28; j4=11;

figure(2)

subplot(2,2,1)
pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j1),’zdata’,u(:,j1),'mesh’,’off")
title(['t=",num2str(0)], fontsize’,11)

colormap jet

xlabel(’x’, fontsize’,11)

ylabel(y’, fontsize’,11)

zlabel('u(x,y,t)’,'fontsize’,11)
colorbar(’location’,’EastOutside’)
subplot(2,2,2),pdecont(p,t,u(:,j1))
xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’, fontsize’,11)

subplot(2,2,3)
pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j2),’zdata’,u(:,j2),’ mesh’,’off’)
title(['t=",num2str(3)], fontsize’,11)

xlabel(’x’, fontsize’,11)

ylabel(y’, fontsize’,11)

zlabel('u(x,y,t)’,'fontsize’,11)
colorbar(’location’,’EastOutside’)
subplot(2,2,4),pdecont(p,t,u(:,j2))

titte(Curvas de Nivel en t = 3'/fontsize’,11)
xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’, fontsize’,11)

colormap jet

figure(3)

subplot(2,2,1)

pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j3), zdata’,u(:,j3),’mesh’,’off")
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title(['t=",num2str(7)], fontsize’,11)

xlabel(’x’, fontsize’,11)

ylabel(y’, fontsize’,11)
zlabel('u(x,y,t)’,'fontsize’,11)
colorbar(’location’,’EastOutside’)
subplot(2,2,2),pdecont(p,t,u(:,j3))

titte(Curvas de Nivel en t = 7'fontsize’,11)
xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(’y’, fontsize’,11)

colormap jet

subplot(2,2,3)
pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,j4),’zdata’,u(:,j4),’ mesh’,’off’)
title(['t=",num2str(10)], fontsize’,11)
xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(y’, fontsize’,11)

zlabel(u(x,y,t)’, fontsize’,11)
colorbar(’location’,’EastOutside’)

subplot(2,2,4)

pdecont(p,t,u(:,j4))

title(Curvas de Nivel en t = 10’,/fontsize’,11)
xlabel(’x’,’fontsize’,11)

ylabel(y’, fontsize’,11)

colormap jet

%Representacion de los elementos no nulos de la matriz M y A.
figure(4)

subplot(1,2,1)

spy(M)

subplot(1,2,2)

spy(A)

geomrect.m

Programa que permite definir la geoni@t? C R? del problema.

function [bs,t]=geomrect(accion,x,y,hx,hy,segm,pl,p2),
bs = 0;
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h=0.1;

if nargin<i,
accion='crear’,

end;

if strcmp(accion,’crear’),
if nargin==0,

x=0; y=0; hx=1; hy=1;
end;

S = [ x xthx x+hx x
yy y+hy y+hy vJ;
n_seg = size(S,2)-1;

t = n_seg;

bs=ones([5,n_seg]);

% 4 lados es decir 4 columnas o 4 segmentos

bs(1:2,)) = [0 hx hx+hy

2 * hx+hy;

hx hx+hy 2 *hx+hy 2 *(hx+hy)];

% introducimos la parametrizacion para cada segmento

bs(4,:)) = zeros([1,n_seq]);

% fila 1 : valor del par
% fila

% fila

N

. valor del par

w

ametro inicial.

ametro final.

(con respecto a la direcci

% fila

I

% fila 5 : tipo de frontera

. etiqueta de la region a mano izquierda

on dada por la fila 1 y 2).

. etiqgueta de la region a mano derecha.

% O==interior, 1==dirichlet, -1==newmann

return;

else

S = [ x xthx x+hx x
yy y+hy y+hy vJ;
n_seg = size(S,2)-1;

t = n_seg;

if strcmp(accion,’dibujar’),
i=1;

X=geomrect('segmento’,x,y,hx,hy,i);
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for i=2:n_seq,
X=[X(:,1:size(X,2)-1),geomrect(’'segmento’,x,y,hx,hy,i)];
end;
if nargin==5, segm="-; end,;
plot(X(1,:),X(2,:),segm);
bs=X;
return;
elseif strcmp(accion,’segmento’),
% se consideran tambien los extremos;
if segm<=n_seq,
bs = lineprmt(S(:,segm),S(;,segm+1),segm-1,segm,h);
else
fprintf(['Error: jjjel rectangulo solo
tiene ’,;numa2str(n_seg), ' segmentos!!!’]);

return;
end,
return;
elseif strcmp(accion,’localizar’)

% hay que tener cuidado con las fronteras!!!!
% usamos una parametrizacion del rectangulo (x1,y1,x2,y2):
% la frontera dirichlet es cerrada,
% por tanto la frontera newmman sera “"abierta”.
% (X,y)=(x1+t *(x2-x1),y2), O<=t<1 3
% (X,y)=(x2,y2+(t-1) * (y1-y2)), 1<=t<2 | | \
% (X,y)=(x2+(t-2) * (x2-x1),y1), 2<=t<3 4 2 |
% (X,y)=(x1,y1l+(t-4) * (y2-y1)), 3<=t<4 ->1

o

o

o

o

% localizamos en que segmento est ay a que
% parametro corresponde.
sf=segm;
k=size(p1,2);
bs=zeros(1,k);
t=zeros(1,k);
for i=1:k,
if (abs(p2(i)-y)/hy<=0.05)&(p1(i)>=x)&(p1(i)<=x+hx)
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%suponemos dirichlet

bs(i) = 1; t(i) = (pl(i)-x)/hx;

it ((p1()==x)|(p1(i)==x+hx))&(sf(1,bs(i))==-1)
%si es newmann

if (pl(i)==x)&(sf(1,4)==1), bs(i) = 4; end;

if (pl(i)==x+hx)&(sf(1,2)==1), bs(i) = 2; end;

end;

elseif (abs(pl(i)-hx-x)/hx<=0.05)&(p2(i)>=y)&(p2(i)<=y+hy),

bs(i) = 2; t()) = 1 + (p2(i)-y)/hy;

it ((p2()==y)I(p2(i)==y+hy))&(sf(1,bs(i))==-1)
%si es newmann

if (p2(i)==y)&(sf(1,1)==1), bs(i) = 1; end;

if (p2(i)==y+hy)&(sf(1,3)==1), bs(i) = 3; end;

end;

elseif (abs(p2(i)-y-hy)<=0.05)&(p1(i)>=x)&(p1(i)<=x+hx),

bs(i) = 3; t(i)) = 2 + (x+hx-pl(i))/hx;

it ((p1()==x)|(p1(i)==x+hx))&(sf(1,bs(i))==-1)
%si es newmann

if (pl(i)==x)&(sf(1,4)==1), bs(i) = 4; end;

if (pl(i)==x+hx)&(sf(1,2)==1), bs(i) = 2; end;

end;

elseif (abs(pl(i)-x)/hx<=0.05)&(p2(i)>=y)&(p2(i)<=y+hy),

bs(i) = 4; t(i) = 3+(y+hy-p2(i))/hy;

it ((p2()==y)I(p2(i)==y+hy))&(sf(1,bs(i))==-1)
%si es newmann

if (p2(i)==y)&(sf(1,1)==1), bs(i) = 1; end;

if (p2(i)==y+hy)&(sf(1,3)==1), bs(i) = 3; end;

end;

end;

end,

return;

end;

end;
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malla.m

Este programa realiza el mallado dec RR?.

function [p,e,t}=malla(m,n)

% inicializa la malla

% parametros de entrada

%%%% Variables geometricas %%%%%%%%%%%

x1

0; % origen del rectangulo (x1,yl)

yl = 0;
a =1 % ancho en el eje x
b =1, % alto en el eje y

%%%% Variables de discretizacion %%%%%%%%%
%m = 2;% numero de elementos en la direccion X
%n = 3; %numero de elementos en la direccion y
sf = geomrect;
% calcula el numero de triangulos y vertices
nel = m=#*nx2;
nnod = (n+1) *(m+1);
% calcula el incremento paso de la triangulacion segun ox,y oy
deltax=a/m;
deltay=b/n;
t=zeros(3,nel);
p=zeros(3,nnod);
% calcula la numeracion de los vertices de los triangulos
for j=1:m,
for i=1:n,
t(1,i+2  *(j-1) *n)=i+(-1) * (n+1);
t(2,i+2  *(j-1) *n)=(n+1)+(j-1) * (n+1)+i+1;
t(3,i+2  *(j-1) *n)=i+(-1) *(N+1)+1;

(Li+(2  *j-1) *n)=i+(-1)  *(n+l);
(2,2 *j-1) *n)=i+(-1)  *(n+1)+(n+1);
tGR,i+(2  *j-1) *n)=(n+1)+(j-1) * (N+1)+(i+1);

end
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end

% calcula coordenadas de los vertices
for j=1:m+1,

for i=1:n+1,
p(1:2,i+(j-1) * (n+1))=[x1+(j-1) * deltax;y1+(i-1) * deltay];

end
end
% se construye el vector e
e = zeros(7,2 *(m+n));
for i=1:n,
e(l,i)
e(2,i)
e(3,i)
e(4,i)
e(5,i)
e(6,i)
e(7,))

end;

n-i+2;

n-i+1;

(i-1) * deltay;
I =deltay;

I
© = A

% lado inferior

for j=1.m,

e(1,n+) = (j-1) *(n+1)+1 ;
e2,nt)) = j  *(ntD)+1
e(3,n+)) = b+(j-1) * deltax;

e(4,n+)) = b+  *deltax;
e(5,n+)) = 1;

e(6,n+)) = 1;

e(7,ntj) = 0

end;

% lado derecho
for i=1:n

%Aqu construye el punto inicial y el punto final
e(l,n+m+i) = m *(n+1)+;

e(2,n+m+i) = m *(n+l)+i+1;

e(3,n+m+i) a+b+(i-1) * deltay;
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e(4,n+m+i) = a+b+i  xdeltay;

e(5,ntm+i) = 2;
e(6,n+m+i) = 1,
e(7,n+m+i) = 0;
end;

% lado superior

for j=1:m

e(1,2 *n+m+j) (n+1) *(m-j+2) ;
(n+1) *(m-j+1) ;

2 *b+at+(j-1) +deltax;

e(2,2 *n+m+j)

e(3,2 *n+m+j)

e(4,2 *n+m+j) 2 *b+a + xdeltax;

e(5,2 *n+tm+j) = 3;

e(6,2 *n+m+j) = 1;

e(7,2 *n+m+j) = 0;

end;

for i=1:nnod,
if ( p(1,) == x1), p@3,i) = sf(54);
elseif ( p(1,i) == x1+a), p(3,) = sf(5,2);
elseif ( p(2,i)) == y1), p@B,) = sf(5,1);
elseif ( p(2,) == yl+b), p(3,) = sf(5,3);end,

end;

%grafica la malla

plot(p(1,t),p(2,1);
axis equal

Phi_.i.m

Esta funodbn evalia las funciones basg (i = 1,2, 3)

function Phi = Phi_i(i,e,n)
switch i
case 1
Phi =1 -¢e -n;
case 2
Phi

I
o

case 3
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Phi = n;

end

matriz_A.m

Obtiene la matrizA del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:
MC'(t) + AC(t) = F(t)

function A = matriz_A(p,t,k)

%p: Matriz con las coordenadas de los puntos del mallado.
%t: Indices(por columnas) de los puntos de P que forman
% un triangulo del mallado en sentido antihorario.

%k: indica el numero del elemento triangular(columna k de t)

x1 = p(1,t(1,k)); yl = p(2,t(1,K));
x2 = p(1,t(2.K)); y2 = p(2,4(2,K);
x3 = p(L1,t(3,k)); y3 = p(2,t(3,K));

Area_k = abs((x1 *y2 + x2+*y3 + x3=*yl) -
(x2 *yl + x3*xy2 + X1 *y3))/2;
%d(phi)/(e n)

dphi = [-1 -1 ;
1 0;
0 1J;
ex = (y3 - y1)/(2 * Area_Kk); ey = - (x3 - x1)/(2 * Area_K);
nx = -(y2 - y1)/(2 * Area_Kk); ny = (x2 - x1)/(2 * Area_k);
J = abs(ny *ex - ey *nx);
A = zeros(3,3);
for i=1:3
for j=1:3
A(i,j) = (dphi(i,1) *ex + dphi(i,2)  *nx) *(dphi(j,1) *ex +
dphi(j,2)  *nx) + (dphi(i,1) *ey + dphi(i,2)  *ny) *
(dphi(j,1) ey + dphi(j,2) *ny);
Al =3 *A®)/2;
end
end
matriz_M.m
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Obtiene la matriz\/ del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:
MC'(t) + AC(t) = F(t)

function M = matriz_M(p,t,k)

% Calculo de la matriz elemental Mij para un elemento
% k del mallado.

% t. Matriz de indices(por columna) de los puntos que
% forman un triangulo

% p: Coordenas de los puntos que forman un triangulo

% dados en una columna

% de t

x1 = p(1,t(1,k); yl = p(2,t(1.k));
x2 = p(1,1(2,k)); y2 = p(2,1(2,k));
x3 = p(Li3.K)); y3 = p(2,4(3.K));

Area k = abs((x1 *y2 + x2*y3 + x3=*yl) -

(x2 *yl + x3*y2 + x1+*y3))/2;
(y3 - y1)/(2 * Area_Kk); ey = - (x3 - x1)/(2 * Area_Kk);
-(y2 - yl)/(2 *Area_K); ny = (x2 - x1)/(2 * Area_Kk);

ex

nx
J = abs(ny *ex - ey *nx);

M = zeros(3,3);

for i=1:3
for j =1:3
it (i==))
u=0;
vV = 2;
t =0
else
u =1,
v = 0;
t = 1,
end
M(i,j) = J =factorial(u) * factorial(v) *
factorial(t)/factorial(u +v+ t +2);
end
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end

frontera.m

Imposicon de las condiciones de frontera

function [A,x] = frontera(p,M,C)

n = size(p,2);
| = eye(n,n);
for i=1:n
if (p(3,i)==1.0)
M(@i,:) = 1(i,2);
C(i) = 0; %Condicion de frontera para todo t
end
end
A= M
x = G

GaussSeidel2.m
Programa que resuelve un sistema de ecuaciones linéalesb empleando el i@todo

iterativo de Gauss - Seidel.

function [x,iter,ER] = Gauss_Seidel2(A,b,x0,n);
%x0: vector columna
%x : Respuesta del sistema lineal Ax = b;
%iter: Numero de iteraciones en que se alcanzo la solucion
%tol = le-4; %Tolerancia permitida para el vidrio
tol = le-2; %Tolerancia permitida para el aluminio
Nmax = 300; %Numero maximo de iteraciones
k = 0;
x = zeros(n,l); % Vector Columna
x1 = ones(n,1); % Vector Columna
ER = norm(x1-x0,inf)/norm(x1,’inf");
while (k<Nmax) & (ER>tol)

k = k + 1;

x1 = x0;
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for i=1:n

sl = 0;
for j=1:(i-1)

sl = sl + A(,)) *X());
end
s2 = 0;
for j=(i+1):n

s2 = s2 + A(,)) *X1());
end

x(i) = (b(i) - s1 - s2)/A(i,i);
end
ER = norm(x-x1,’inf)/norm(x,’inf’);
X0 = x;
end
X = XO;

iter = k;

Cond_Inicial.m

Este subprograma calcula la con@itiinicial a partir de
empleando el i@odo de Gauss Seidel.

function CO = Cond_Inicial(P,T,K)

%P: Matriz con las coordenadas de los puntos del mallado.
%T: Indices(por columnas) de los puntos de P que forman
% un triangulo del mallado en sentido antihorario.

%K: indica el numero del elemento triangular(columna k de t)
x1 = P(1,T(1,K));

yl = P(2,T(1,K));

x2 = P(1,T(2,K));

y2 = P(2,T(2,K));

x3 = P(1,T(3,K));

y3 = P(2,T(3,K));

Area k = abs((x1 *y2 + x2*y3 + x3=*yl) - (X2 =*yl + x3*xy2 + x1*y3))/2;
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ex = (y3 - y1)/(2 * Area_Kk); ey = - (x3 - x1)/(2 * Area_Kk);
nx = -(y2 - yl)/(2 * Area_K); ny = (x2 - x1)/(2 * Area_K);
J = abs(ny *ex - ey *nx);

e = sym(e);

n = sym(n’);

X = sym(x);

y = sym(y’);

%AQUI SE INGRESA LA CONDICION INICIAL : u(x,y,t=0);

uxy = 0*x + Oxy ;

%Transformacion de coordenadas

X=(1-e-n) =*x1 + e*x2 + n*x3;

y=@1-e-n) =*yl + exy2 + nxy3;

%La condicion inicial queda una funcion de "e"y " n "

u_en = eval(uxy);

Phi(l) =1 - e - n;
Phi(2) = e;

Phi(3) = n;

F = zeros(3,1);

for i=1:3

gent = Phi(i) *u_en;
gen = int(gent,n,0,1-e);
ge = int(gen,e,0,1);

CO(i) = double(J  *ge);
end

vector_.F.m

Obtiene el vectof del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:
MC'(t) + AC(t) = F(t)
para un elemento dado.

function F = vector_F(P,T,K,time)
%f. Termino fuente f(x,y,t)

%P: Matriz con las coordenadas de los puntos del mallado.
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%T: Indices(por columnas) de los puntos de P que forman un

%  triangulo del mallado en sentido antihorario.

%K: indica el numero del elemento triangular(columna k de t)

x1 = P(1,T(1,K));
yl = P(2,T(1,K));
x2 = P(1,T(2,K));
y2 = P(2,T(2K));
x3 = P(1,T(3,K));
y3 = P(2,T(3,K));
Area_k = abs((x1 *y2 + x2*y3 + x3=*yl) - ..

(x2 *yl + x3*y2 + x1 xy3))/2;
ex = (y3 - y1)/(2 * Area_Kk); ey = - (x3 - x1)/(2
nx = -(y2 - yl)/(2 * Area_K); ny = (x2 - x1)/(2
J = abs(ny *ex - ey *nx);

t = time;

%%%%%0% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %

% Valores para la integracion numerica por regla de
% cuadratura de 3 puntos

w = [1/3 1/3 1/3];

L = [1/2 1/2;
1/2 O;
0 1/2];

%%0%%0%6%%6%0%% %% %% %% %% %% % %% %% %
F = zeros(3,1);

for i=1:3
I = 0;
for j = 1.3
e = L(j,1);
n = L(,2);

Phi = Phi_i(i,e,n); %Evalua las funciones base
%Transformacion de coordenadas
X=1-e-n =*x1 + e*x2 + n*x3;
y=(1-e-n) =*yl + e*xy2 + n*y3;
%AQUI SE INGRESA EL TERMINO FUENTE
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%fl = 2*xt*X"2 (X - 1)2 =*y2=*(y -1)2 -
% - (12 *X'2 - 12 *x + 2) xy 2 x(y - 1)2 +
% + (12*xy"2 - 12 *xy + 2) *X'2 x(x - 1)°2) *t2;
fl = 2*xt*xX2*(Xx - 1)2 *y2=(y -1)2 - ..
((12 *x2 - 12 *x + 2) xy 2 x(y - 1)2 + ..
(12 *xy2 - 12 xy + 2) *X2*x(X - 1)2) *t2;
| =1+ f1 =*Phi;
end
F(@) = 1/2;

end

ensambleF.m

Esta funodbn ensambla el vectdr del sistema de ecuaciones diferenciales a resolver:
MC'(t) + AC(t) = F(t)
para todo el mallado.

function F = ensamble_F(p,t, T,nel)
F = zeros(size(p,2),1);
for k=1:nel
%lIngresar el TERMINO FUENTE en la funcion " vector_F"
%f(x,y,t) = x +y + t
Fj = vector_F(p,t,k,T);
for =13
F(tG.k) = FG.k) + Fi();
end
end
%Vector ensamblado
F;

7.5. Implementacbn Computacional del Software para

las IVP

1. Programa Principal: IVP.m
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2. Subprogramas

= geomrect.m

= Malla.m
= L2P1.m
= KP1S.m
= u0.m

= fm

= Gauss_Seidel2.m

= Jrho.m

IVP.m

Programa Principal que resuelve nemcamente el problema de Contra@rmico.

%Programa Principal IVP.m

clear all;

clc;

%%%% Variables geometricas %%%%%%%%%%%
% origen del rectangulo (x1,yl)

global x1, global y1,

%Ancho y Largo del rectangulo

global a; % ancho en el eje x

global b; % alto en el eje y

%%%% Variables de discretizacion %%%%%%%%%
global mm;% numero de elementos en la direccion X
global nn; %numero de elementos en la direccion y
global nel, global nnod; global sf;
global rho; global k; global N;
%%%% Variables del problema continuo %%%%%%
global hi; global h2;

global g1; global g2;

global K1, global k2;

global T;

% Inicializacion de las variables del problema continuo
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hl=-1; h2=1,

91=-2; 92=2;

k1=1; k2=1;

f fuente= ‘feval(’f’,[x;y],tt)" ;
T=10;

%Para el vidrio

%alpha2 = 0.80;

%Para el aluminio

alpha2 = 205;

% Inicializacion de la geometria
a=1;

b =1,

x1 = 0;

yl = 0;

Nmax = 300;

% Inicializacion de la discretizacion

N=20;

k=T/N;

rho = 10;

mm = 9; % numero de elementos en la direccion X
nn = 9; % numero de elementos en la direccion y
sf = geomrect;

sf(5,:)
[p.e.]
nnod = size(p,2);

[(1 -1 -1 -1]; % todas son frontera newmann

malla(x1,yl,a,b,mm,nn,sf);

nel = size(t,2);
fprintf([\n h=",num2str(a/mm),\n’]);
for i=1:nnod,
if ( p(d,j) == x1), p@B,) = sf(54);

elseif ( p(1,i)) == x1+a), p(3,i) = sf(5,2);
elseif ( p(2,i) == yl), p(3,)) = sf(5,1);

elseif ( p(2,i) == yl1+b), p3,)) = sf(5,3);
end,

end;
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%construimos un indice para la frontera newmann
m=2 (mm+nn); % dimension de Wh
fr=zeros(Im ,1]);
for j=1:mm+1,
% lado inferior del rectangulo
fr(lmm+2-)) = (nn+1) *(mm-j+2) ;
% lado superior del rectangulo
frfhn +2 + 2 *mm - |) = (j-1) *(nNn+1)+1 ;
end,
for i=2:nn,
% lado derecho del rectangulo
fr(mm+ i) =mm *(nn+1)+i;
% lado izquierdo del rectangulo
fr(m+2-i)= i,

end;

L2P1(p,t);

B = C/k+ alpha2 *KP1S(p,t);

u = zeros(nnod,N+1);
u(;,1) = uo(p);

q_j = ones(m,N+1);
%z_j_1 = ones(nnod,1);

z | = ones(nnod,l);

tt=0;
% Indice instante_d_tiempo N ° d.iter ER TPC
GS=[ 1 0 0 0 0]
for i=1:N
tic;
f i 1=f([p(1,:);p(2,:);(tt+K) *ones(1,nnod)]) ;

q_jC,i+1)=a_j(:.i);
%% resolvermos un problema eliptico
%q_j = ones(m,1);
% integramos q_n calculamos el vector Gg_n
Gq=zeros(size(p,2),1);

for bs=1:size(e,2);
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% buscamos sobre todos los segmentos de frontera
if sf(size(sf,1),e(5,bs))==-1 % si el segmento es newmann
Il =[ p(2,e(2,bs))-p(2,e(1,bs)) , p(1,e(1,bs)) - p(1,e(2,bs))I;
ds = norm(ll);
for jj=[e(1,bs),e(2,bs)] %fprintf(['\nj=",num2str(j),’\n’])
if p(3,jj)==1
Ga@p = 0;
else
aux=0;
for ii=[e(1,bs),e(2,bs)]
aux = aux + g_j(find(fr==ii),i) *ds/(6-3  * (ii==))));

end;
Ga()) = Gq(ij)+aux;
end;
end;
end;
end;

% Inicio del Metodo de Uzawa

[z_j,iter,ER] = Gauss_Seidel2(B,(C *(u(, i)k + fi 1)...
- Gqg,zeros(size(p,2),1),size(p,2));
q_j(i+1) = Jrho((q_j(-,i+1) + rho xz_j (fn));
% Fin del Metodo de Uzawa
TPC = toc;
if (iter == Nmax)

fprintfCElI metodo de Gauss-Seidel fracaso\n’)
fprintfCen la iteracion %3.1i\n’,i)

fprintfCque calcula en el tiempo %8.3\n\n’,i

fprintfCl M P O S 1 B L E S E G U I Rnn)
break
end
tt=tt+k;
GS = [GS;i+l tt iter ER TPC];
u(:,i+1)=z_j;
fprintf([’lteraci on terminada en ’,num2str(iter),’...
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iter. con rho=",num2str(rho),” con un error de ...
num2str(ER),” t=', numz2str(tt+k),\n’]),

end;
%Imprimiendo medidas solicitadas GS
fprintfCMatriz de Resultados\n\n )
medidas = GS
figure(1)
subplot(2,2,1)
pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,1),’zdata’,u(:,1),'mesh’,’off")
title(['t=",num2str(0.0)])
xlabel(’x’,’fontsize’,11)
ylabel(’y’, fontsize’,11)
zlabel('u(x,y,t)’, fontsize’,11)
colorbar
subplot(2,2,2)
pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,7),’zdata’,u(:,7),’mesh’,’off")
title(['t=",num2str(3)]),
xlabel(’x’,’fontsize’,11)
ylabel(’y’, fontsize’,11)
zlabel('u(x,y,t)’, fontsize’,11)
colorbar
subplot(2,2,3)
pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,15),'zdata’,u(:,15),’mesh’, off’)
title(['t=",num2str(7)]),
xlabel(’x’,’fontsize’,11)
ylabel(’y’, fontsize’,11)
zlabel('u(x,y,t)’, fontsize’,11)
colorbar
subplot(2,2,4)
pdeplot(p,e,t,’xydata’,u(:,21),'zdata’,u(:,21),’mesh’,’off’)
title(['t=",num2str(10)]),
xlabel(’x’,’fontsize’,11)
ylabel(’y’, fontsize’,11)
zlabel('u(x,y,t)’,’fontsize’,11)
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colorbar

colormap(jet’)

figure(2)
subplot(2,2,1),plot(u(fr,1)),title(['t=",num2str(0.0)])
xlabel('u”)

ylabel('\Phi(u)’)

grid on
subplot(2,2,2),plot(u(fr,7)),title(['t=",num2str(3)]),
xlabel('u’)

ylabel("\Phi(u)’)

grid on
subplot(2,2,3),plot(u(fr,15)),title(['t=",num2str(7)]),
xlabel('u’)

ylabel("\Phi(u)’)

grid on
subplot(2,2,4),plot(u(fr,21)),title(['t=",num2str(10)]),
xlabel('u’)

ylabel("\Phi(u)’)

grid on
L2P1.m

function K=L2P1(p,t),
% Uso : K=L2P1(p,t),
% dlcula la matriz asociada a [K]ij = (u,v )L2
K = zeros(size(p,2));
% Calculo de la matriz K
mael = zeros([3,3]);
for k=1:size(t,2),

all=p(1,t(1,k)); a21=p(1,4(2,k));
a31l=p(1,t(3,k)); al2=p(2,t(1,k));
a22=p(2,1(2,k)); a32=p(2,1(3,k));
r=a2l-all;%x2-x1|
s=a31-all;%x3-x1
g=a22-al2;%y2-y1l
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v=a32-al2;%y3-yl

div = abs(q *s-r *v);
mael(1,1)= div/12.0;
mael(1,2)= div/24.0;
mael(1,3)= div/24.0;
mael(2,2)= div/12.0;
mael(2,3)= div/24.0;
mael(3,3)= div/12.0;
mael(2,1)= mael(1,2);
mael(3,1)= mael(1,3);
mael(3,2)= mael(2,3);
for i=1:3,

for j=1:3,

K(t(i,k),t(,k)) = K(t(i,k),t(,k)) + mael(i,));
end%for

end;%for

end;%for
KP1S.m

function K=KP1S(p,t),
%function [K,KS]=KP1S(p,t),
% Uso : function K=KP1S(p,t),
% dalcula la matriz asociada a [K]ij = ( 1,grad u.grav v )
K = zeros(size(p,2));
% Calculo de la matriz K
% matriz elemental asociada a la parte
% simetrica ( 1,grad u.grav v )
mell = zeros(3);
for k=1:size(t,2),

all=p(1,t(1,k)); a21=p(1,t(2,k));
a3l=p(1,1(3,k)); al2=p(2,t(1,k));
a22=p(2,1(2,k)); a32=p(2,1(3,k));
r=a2l-alil;
s=a3l-all;
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g=a22-alz;
v=a32-alz,
div = abs(q *s-r *V);
(all1+a21+a31)/3;
(al2+a22+a32)/3;

X

y

mell(1,1)= ((g-v) 2+(s-r)"2)/(2

mell(1,2)= (v *(g-v)+s
mell(1,3)= (q *(v-q)+r
mell(2,2)= (V'2+s72)/(2

mell(2,3)= (-q *V-S *1)/(2

mell(3,3)= (q"2+r'2)/(2
mell(2,1)= mell(1,2);
mell(3,1)= mell(1,3);
mell(3,2)= mell(2,3);
for i=1:3,
for j=1:3,

K(t(,k),t(.k)) = K(t(i,k),t(,k)) + mell(i,));

end%for
end;%for

end;%for

u0.m

Se calcula la condibn inicial.

function z=u0(x)

global a b

n=size(x,2);

z=zeros([n,1]);

for i=1:n,
z(i)=0;

end,

return;

end

f.m

Calcula el &rmino fuente.

* div);
* div);
* div);



function z=f(x)
global a b
n=size(x,2);
z=zeros([n,1]);
for i=1:n,
xx=x(1,i); yy=X(2,i); tt =x(3,i);
(xx-1)"2 * XX 2;
(yy-1)2  *yy'2;
(12 *xx"2-12 *Xx+2) *tyy *tt"2;
(12 *yy"2-12 *yy+2) *txx *tt"2;

(04

tyy
UXX

uyy
ut = 2 *tt *txx *tyy,;
z(i)=ut - (uxx+uyy);
end
return;

end

Jrho.m

Se implementa el &todo de Uzawa.

function z=Jrho(x)
global g1
global g2
global hl
global h2
global k1
global k2
global rho
n=size(x,2);
z=zeros(n,1);
for i=1:n
xx= X(1,i);
if (xx <= gl +rho * ( hl + gl/kl))
z() = 91;
elseif ( xx < rho * hl)
z(i) = ( xx - rtho  *h1)/(1+ rho/kl );
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elseif ( xx <= rho * h2)
z(i)=0;
elseif ( xx < g2 + rho * ( h2 + g2/k2 ))
z(i) = ( xx - rho *h2)/(1+ rho/k2 );
else
z() = 92;
end;
end;
return

end
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