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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Conceptos basicos

~ Definicién 1.1.1 Monomio

Un monomio en las indeterminadas z,,...,Z, es un producto de la forma
PR P
donde a, ..., o, son enteros no negativos.

El grado total de este monomio viene dado por la suma
o+ at...+an

Podemos simplificar la notacién del modo siguiente.

Sea a = (ay,...,a,) n-upla de enteros no negativos. Esto es
a=(ay,...,an) € Z3,
Denotamos

Qn

a __ a1 (2
* =z".25% ... T,y

Cuando a = (0,0,...,0) por convencién escribimos z* = 1.

Igualmente
ol = +as+...+ oy

denotars el grado total del monomio z*



Definicion 1.1.2 Combinacion lineal finita de monomios

Un polinomio f en z,,...,z, con coeficiente en el cuerpo K, es una combinacién lineal

finita de monomios. Con la notacién establecida un polinomio f se expresa como:

f=)0.3% a. €K

donde la suma indicada est4 dada por un nimero finito de n-uplas a = (ay, @s, . .., @n)
El conjunto que agrupa a todos los polinomios en las indeterminadas z, ..., z, con

coeficientes en K lo denotamos por:
Kiz1, 22, . s Tu
Definicién 1.1.3

Sea f = E a,z* un polinomio en K[z, z,, ..., Z,)

]

(i) a, seré el coeficiente del monomio z*
(ii) Siempre que a, # 0, a,z* le llamaremos un término de f

(iii) El grado de f, denotado por grad(f), viene dado por el miximo |a| para el cual

el coeficiente a, es no nulo.

Ejemplo 1.1.1

a2
f[:n}yt Z} . amy‘zz-ﬁ + Ey4z o hyﬁ

es un polinomio de grado seis y posee tres términos.

Se muestra que bajo la adicién y multiplicacién en K[z;,z,...,z,] se satisface

todos todos los axiomas de cuerpo, excepto la existencia del inverso multiplicativo.

Luego K|z;,z3,...,Z,) €s un anillo conmutativo, al cual denominamos anillo de

polinomios.



Definicién 1.1.4

Dado un campo K y un entero positivo n, definimos al espacio afin n-dimensional sobre

K, como el conjunto.

Kn={{ﬂ1132:*”:an}:a‘I:aQ:---:aﬂEK}

f= Z a.z® € K[z1, %o, ... ,Z,] puede ser visto como una funcién polinomial
[+ 3
[:K'=K
como sigue: (ai,as,...,a,) — f(a1,as,...,a,). Note que una funcién polinomial f

puede ser nula y sin embargo f no ser el polinomio cero.

Para ello veamos que el polinomio
f=22-z=2(z-1)

es no nulo. Pero vista como funcién f : Z; — Z, es nula.
Esto es debido a que el campo es finito, la proposicién que sigue aclara esta

caracteristica.
Proposicién 1.1.1

Sea K un campo infinito y f € K|z1,%s,...,Z,). entonces f = 0 en K[z, 25, ..., z,]

si y solo si f: K® — K es funcién nula.

Demostracién

Si se tiene que el polinomio es nulo f = 0, todos sus coeficientes son ceros, por lo
tanto la funcién obtenida debe ser nula.

En otro sentido, usaremos induccién sobre el numero de variables 7.

Cuando n = 1 es conocido que un polinomio no nulo en K|z] de grado m, tiene a
lo més m raices distintas (probaremos este hecho en el corolario (1.4.1)).

Para nuestro caso f € K|z] y asumamos que f(a) = 0, Va € K desde que K es
infinito, hace que f tenga infinitas raices. Luego debe ser que f es el polinomio nulo.

Asumamos que se verifica para n — 1 y sea f € K[z, 22,...,Zs] un polinomio que

se anula para todos los puntos de K.



Consideremos f en la forma

N
f = Z gi(l‘l, g, ... ,$n_1).’l,'i, donde gi € K[l'], o, ... ;In—l]
i=1

Se mostrard que cada g; es el polinomio nulo en n — 1 variables, con lo cual se
tendria que f es el polinomio nulo en K(z;,zs,...,z,)].

Si fijamos (a1, 0z, - -,8n-1) € K*™!, obtenemos el polinomio

f[a’li 'a’ﬂ: NapLa :'ﬂ'ﬂ—l: -Tn) E K[In]

Por nuestra hipétesis en f, este es nulo para cada a,, € K, luego por hipétesis inductiva,
se tiene que f(a1,as,...,8,_1,Z,) es el polinomio nulo en K[X,).

Como los coeficientes de

f(ﬂ'l:GE'r e ran—h:':n)

son g;(@1,0az,...,0n-1), se tiene g;(a1,az,...,a,-1) =0, Vi.

Desde que (@, @z, . ..,an—1) se escogié arbitrariamente en K*~! sigue que cada
g; € K[Il,ﬂ:g, P ,I“..-l]

es la funcién nula en K™~! luego por nuestra hipétesis inductiva, se obtiene que cada
gi es el polinomio nulo en K{z;, s, ...,Zn-1].

Concluyendo que f es el polinomio nulo de K[z;,z5,...,z,]. O

‘Como corolario, veremos que dos polinomios son iguales cuando representan la

misma funcién en el espacio afin.
Corolario 1.1.1

Sea K un campo infinito y f,9 € K|z,...,z,] dos polinomios. entonces f = g en
K[z;,...,z,) siysolosi f: K — Ky g : K® — K son las mismas funciones (esto
es f(z) = g(z), Vz € K")

Demostracién

Si f y g son los mismos polinomios en K|z;,s,...,Z,], es claro que son iguales

como funciones.



En el otro sentido, si f,g € K|zy,...,z,] representan la misma funcién en K",
luego f — g es la funcién nula, por lo tanto como el campo K es infinito, f — g es el

polinomio nulo. Esto demuestra que f = g en K[z;,...,z,)]. O

Diremos que un campo K es algebraicamente cerrado si cada polinomio no constante
en K[z] tiene un raiz en K.

De este modo R no es algebraicamente cerrado (z2 + 1 es un polinomio en R|z]
cuyas raices no estdn en R).

C es un campo algebraico cerrado debido a que cada polinomio no constante

f € CJz] tiene una réiz en C [7, pag. 443]

1.2. Variedad afin

Definicién 1.2.1

Sea K un campo, fi, ..., fs polinomios en K|z,...,z,] el conjunto
V(fi,.... fs) ={(a1,...,a.) €K™ : fi(a1,...,a,) =0, Vi=1,2,...,5}

ser4 llamado la variedad afin definida por fi,-. ., fs-
De este modo una variedad afin V(f;,...,f;s) C K" es el conjunto de todas las

soluciones del sistema de ecuaciones:

fl(Ilr"'TI'ﬂ] = ﬂ

fz(ml, e ,:L'n) =0

I
o

f#{mlr =aln Tx“]

Usaremos las letras V, W etc, para denotar a las variedades afines.

V(z? + y? — 1) C R? es una variedad la cual es una circunferencia de radio 1 y
centrado en el origen.

Las secciones cénicas estudiadas en geometria analitica: circunferencias, elipses,

pardbolas, hipérbolas son variedades afines.

)



También los grafos de funciones polinomiales son variedades afines: si y = f(z),
V(y - f(z)) C R
Los graficos de funciones racionales son igualmente variedades afines. Asi

3
-1
y="= — V(zy — 2% +1)

V(zz,yz) C R? es una variedad afin definida por la unién del plano XY y el eje Z.

Del algebra lineal, consideremos un sistema de m ecuaciones lineales en n variables:

T1,Za,...,Zn con coeficientes en K.
@311 + A12T9 + ...+ A1nTn = bl
anT) +antz+...+amin = b

@m1Z1 + GmaZa + ... + GmaZn = by

Las soluciones de estas ecuaciones forman una variedad afin en K”, la  cual
sera llamada variedad lineal.

Las variedades afines también pueden ser conjuntos vacios, por ejemplo sobre R,
V(z?2+y2+2)=0.

Por dar una idea de la aplicacién de variedades afines a la robética, consideremos
el siguiente ejemplo:

Sea un robot armado en el plano consistente de dos varillas de longitudes 1 y 2 en

el cual el mas largo estd anclado en el origen.



(zw)

El estado del robot puede describirse completamente por las coordenadas (z,y)
¥ (z,w) indicado en la figura. De este modo el estado puede quedar completamente
definido por (z,y, z,w) € R%.

Sin embargo no toda 4-upla puede ser estado del robot, pues el subconjunto posible

de estados es una variedad afin en R%, definida por las ecuaciones
2+y2 = 4
z-2+@y-w? = 1
Lema 1.2.1
Si V,W c K" son variedades afines, entonces V UW y VN W también lo son.
Demostracién
Sean

V= V(f13f2)"'1f8)

W = 'W(gla g2,--., gt)

Se afirma: VAW =V (fi, f2,.--, fs, 91,92, - -, 9:)- En efecto
(C) Sea (a1,az,...,a,) € VNW entonces (aj,az,...,2,) € Vy (a1,0a,...,a8,) €W

7



De aqui f; y g; se anulan en (ay,as,...,8,) parai=1,2,...,s, j = 1,2,...,1
por lo tanto (0.1, ay, ... )a'n) € V(fl) f2"' . 7f3)glag2a' . ')gt)'

(D) La otra inconclusién, si (ai,a,...,a,) € V(f1, fo,-- -5 fs,91,92,---,9:) luego es
directo que (a'la a, ... ,a'n) € V(fh f2, s 7fs) y (al,ag, v )a'n) € V(gh 92,--- :gt)'

Por lo tanto

(a1,a2,...,an)€VﬂW Ol

Se afirma: VUW =V(fig;:i=12,...,s; j=1,2,...,1t). En efecto

(C) Sea (a1, as,...,a,) € VUW. Supongamos que exista 2y j con ¢ = 1,2,...,s,
j=1,2,...,t tal que fig;j(ai,a,...,a,) # 0. Entonces fi(ai,a2,...,a,) # 0y
gi(a1,az,...,a,) # 0. Luego (a1, az,...,a,) €V y (a1,0a,...,a,) € W. De aqui
(a1,a2,...,a,) €VUW .Y esto no puede ser.

(D) Con respecto a la otra inclusién.

Sea (a1,02,...,a,) €V(figj :1=1,2,...,8 7=1,2,...,1)
Supongamos que (a;, as,...,a,) € W, entonces existe j, j = 1,2,...,¢ tal que
g9i(a1,az,...,a,) #0.

Como
figj(a1,a2,...,a,) =0 paratodoi=1,2,...,5 y gj(ai,az,...,a,) #0

entonces f;(a;,as,...,a,) =0 paratodoi=1,2,...,s.

Luego (a1, az,...,a,) € V. Asi (a1, az,...,a,) e VUW 0O

Este lema implica que las intersecciones finitas y uniones finitas de variedades afines

son igualmente variedades afines.



1.3. Ideales
Definicién 1.3.1
Un subconjunto I C K|[z;,Zs,...,Z,) es un ideal, si satisface
iyoelr
ii) Si f,g € I, entonces f+g €I
ili) Si fely he€ K[zy,2,,...,T,), entonces hf € I
Definicién 1.3.2

Sea f1,..., fs polinomios en K[z, Z,,...,Zys).

(foeon £ ={D_hifi: b, by € K[11,73,...,74]}

=1

Lema 1.3.1
Sifi,...,fs € K[z1,%,,...,2,) entonces (fi,..., f;) es un ideal de K[z;, s, ...,z,] al
cual le llamaremos ideal generado por fi,..., f,. O
Diremos que un ideal I es finitamente generado (f - g), si existen
fl"' . >fs € K[:El)x2a~'~ )xn]
de tal manera que I = (fi,---, fs)-
En el capitulo 2, probaremos que cada ideal de K|[z1,zo,...,Z,] es f.g (teorema de

la base de hilbert).

En la proposicién siguiente se muestra que una variedad depende unicamente de

los generadores.

Proposiciéon 1.3.1

Si f1, foy---» fs ¥ 91,92, - - -, 9 son generadores de un mismo ideal en K[zy, 5, ..., Z,),

<f1)f2,-' . afs) = (glaQZa'-' agt)‘

Entonces

V(fl)f21"'1fs) = V(glag27'-',gt)

9



Demostracion:

Basta notar que cada f;, 2 =1,2,...,s, se puede expresar como

t
fi= Z hig;
i=1

ycada g;,2=1,2,...,t como

9=y pfi O

i=1

Asi
VEz2+3y2—11,22 -2 —3) = V(a2 —4,12—1)

= {(2’ 1)7 (2’ _1)’ (_2’ 1)) (_27 _1)}
debido a que

(2z2 4+ 32 — 11,22 — ¢ - 3) = (z? —4,4* - 1)
Definicién 1.3.3
Sea V C K™ una variedad afin. Entonces el conjunto
I(V)={f € K[z1,%2,-..,z,]/f(z) =0, Vz € V}
le denominamos el ideal de la variedad V.
Lema 1.3.2
Si V C K" es una variedad afin, entonces I(V) C K|z, zs,...,Z,] es un ideal en
K(z1,z2,...,Z,).
Demostracidn:
Como O(z) =0, Vz € V, entonces 0 € I(V).
Sea f,g € I(V), luego
(f+9)(z) = f(z)+9(z) =0+0=0, Vz e V

10



luego f+g € I(V).
Por tltimo, sean h € K|[z1,%a,...,Z,] ¥ f € I(V) entonces

(hf)(z) = h(z)f(z) =h(z)-0=0, Vz €V
De donde

hfeI(V) O

Asf tenemos 1({(0,0)}) = (z,y).
También I(K™) = {0}, cuando K es infinito.

V=V(y—-2%2z-12% CR? entonces I(V) = (y — z°, 2z — z°)
Lema 1.3.3

Sl fl)fZ)"'afs (S K[xlax% )xn] entonces (f11f27"'7fs) C I(V(flafZ:"' )fs))-

Demostracién

Sea f € (f1, fa,.--, fs) entonces f = Zhifi- Paraa € V(f1, fa,.--, fs)-

=1

fila) =0, Vi=1,2,...,s
Por lo tanto

fla) = (Z hif;)(a)

= 3 K@i

= {)
Asi f € I(V(f1, foy---, fs)), desde que a es arbitarario. O

Como una observacién diremos que la igualdad no necesariamente es verdad.

Veamos que (z%,32) € I(V(a?,32)).

11



En efecto, V(z2,y?) = {(0,0)} pero I(V(z?,y?)) = (z,y). Es claro que (z?,4?) C
(z,v), pero como z € (z,y) y T & (z%,4?), entonces se tiene (z?,3%) C (z,y).
En un campo algebraico cerrado, como C, en el lema (1.3.3), se establece la igualdad,

como veremos en el capitulo 4, el teorema de Nullstellensatz.
Proposicion 1.3.2
Sean V' y W variedades afines en K™ entonces
(i) V. cW siysolosi I(V) D I(W)

(ii) V=W si y solosi I(V) = I(W)

Prueba

(i) Sabiendo que V. Cc Wy f € I(W) entonces f(a) =0, Va € W en particular para
todo a € V, luego f € I(V). Por lo tanto I(V) D I(W).

Consideraremos que I(V) D I(W) veamos que V C W.

Sea a€V y V=V(fi,fo..nfs), W=V(g,9,...,9)
Luego fi(a) =0, Vi=1,2,...,s.
Como

(91,92,---,9:) CI(V(91,92,.--,9:)) = (W)

Entonces gx € I(W), Vk=1,2,...,t.

Como I(V) D I(W). Por lo tanto gi(z) =0, Vz € V.Y como a € V, entonces
g(a)=0,Vk=12,...,t. Asia € W.

(ii) Es consecuencia de (z) O

12



1.4. Polinomios en una variable
Definicién 1.4.1
Dado un polinomio no nulo f € K|[z]. Si
f(z) = apz™ + @z™ '+ ...+ a, donde a; € K, ag #0,
diremos que agz™ es el término principal de f y lo denotamos por
Tp(f) = aga™
Proposicion 1.4.1 El algoritmo de la division

Sea K un cuerpo y g un polinomio no nulo en K[z|. Entonces para cada f € K|[z] se

tiene:
f=qg-g+r donde q,7r € K[z], =0 6 grad(r) < grad(g).

Adema3s g y T son dnicos y existe un algoritmo para calcularlos.
Prueba

Mostraremos el algoritmo para determinar q y 7.

Algoritmo 1 Algoritmo de divisién en una variable
Entrada: g, f

Salida: ¢, 7

while 7 # 0 y Tp(g) divide Tp(r) do

a:=q+ 755
T r
ri=r—(753)9
end while

Note que f = g9+ se d4 para la evaluacién inicial de ¢ y 7 (es decir ¢ := 0, 7 := f )

y cuando redefinimos ¢ y 7 la igualdad f = qg + r también es verdadera:

Tp(r) TP()\ Y = gg 41 =
T(g))gﬁL(T (7 ())9) gg+r=f

13
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El bucle, While ... do, termina cuando r = 0 o cuando T'p(g) no divide al T'p(r) esto
equivale a decir grad(r) < grad(g). De esta manera, si el algoritmo termina, produce
gy T con los requerimientos de la proposicién.

Ahora veamos que While y do, nos d4 un bucle finito. La clave de ver esto es:

Para
T=00$m+"’+am)Tp(T) =a‘0$m
g="bozk + -+ by, Tp(g) = byz*

Supongamos que m > k, entonces

Tp(r)
Tp(g)

se observa en el segundo miembro que T'p(r) se cancela, luego el grado del nuevo r

)9 = (0™ + -+ am) = (32)2"H(boz* + -+~ + by)

ri=r—(

- disminuye mientras que el grad(g) permanece fijo. Después de un nimero finito de

pasos el algoritmo termina (ya que 7 = 0 6 grad(r) < grad(g)).

Solo falta probar la unicidad de la representacion.
Supongamos que f = qg+ 7 = ¢'g+ 7’ donde r y ' cumplan con las condiciones de
la proposicidn.

Note que grad(r’ — r) < grad(g) y supongamos que r # 7’. Por otro lado
@—q)g=r"—r

y ¢ — ¢ #0, ya que si fuesen iguales, 7 = 1/

Tenemos

grad(r —7') = grad((g —¢')9)
= grad(q— ¢') + grad(g)

> grad(g)

y esto no se puede dar. Luegor =7’ y por lotanto ¢ =¢’ 0O

Una utilidad de este algoritmo, concierne al nimero de raices de un polinomio en

una variable sobre un campo.

14



Corolario 1.4.1

Sea K un campo y f € K[z] un polinomio no nulo, entonces f tiene a lo més grad(f)

raices en K.

Demostracién

Usaremos induccién sobre m = grad( f)

i)

i)

iii)

Si m_= 0, f es una constante no nula, luego no tiene raices. El corolario es

verdadero.
Asumamos que el corolario es vilido para polinomios de grado m — 1.

Sea f un polinomio de grado m. Si f no tiene raices en K entonces se verifica el

corolario.

Sea a entonces es una raiz de f en K, f(a) = 0. Por la proposicién 1.4.1 se tiene
f=4qlz—a)+r, r€K
Luego evaluando en z = a se deduce que r = 0, entonces f = g(z — a) de donde
grad(q) =m-—1

Consideremos b una raiz de f, b # a entonces

f(®)

g(b)(b - a)

0 = q(b)(b—a)
como K es cuerpo (dominio de integridad)
g(b) =0

Ya que q tiene a los mads m — 1 raices en K, entonces f tiene m raices como

méximoen K. O

Otra consecuencia de este algoritmo es describir la forma de cada ideal en K|z]
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Corolario 1.4.2
Si K es un campo, entonces cada ideal de K[z] es de la forma
(f) paraalgin f € K[z]
Adema3s f es tnico salvo el producto por una constante no nula en X.

Prueba

Tomamos un ideal I C K|[z]
Si I = {0} entnces I = (0).
En otro caso, sea f un polinomio no nulo de grado minimo contenido en I (su

existencia estd garantizada por el teorema del buén orden).
Afirmamos que: (f) =1

(C) En efecto: (f) C I es directo desde que f € I.

(D) Consideremos la otra inclusién. Sea g € I entonces g = gf + r, donde 7 = 0

6 grad(r) < grad(f). Desde que qf € I e I esideal, r =g —qf € I.

Si 7 # 0 entonces como grad(f) es minimo en I, se tiene
grad(r) > grad(f), pero esto no se puede dar, luego 7 =0
y por lo tanto g = qf € (f). Concluyendose I C (f). O
Ahora con respecto a la unicidad. Supongamos que
(=9 =1

luego f € (g) entonces f = hg, para algin polinomio A.

De esta forma
grad(f) = grad(h) + grad(g), entonces grad(f) > grad(g)

Procediendo de igual forma con g € (f),se deduce grad(g) > grad(f).
Por lo tanto grad(g) = grad(f) y como f = hg se tiene que h € K. Luego se da la

unicidad salvo producto por una constante. [J
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Capitulo 2

Orden monomial y Bases de

Grobner

En el capitulo anterior hemos visto los polinomios en K|z].

El presente capitulo se ha dividido en seis secciones.

Seccién 1:

Seccién 2:

Seccién 3:

Seccién 4:

Seccién 5:

Seccién 6:
de

Se ver4 como ordenar a los monomios en K|zy,...,Z,)

Se mostrard un algoritmo para dividir en K[z1,...,Zn] que es una extensién a
los métodos de divisiones conocidas, con la particularidad que se trabajard con

dos 0 mas divisores.

Se definir4 lo que es un ideal monomial y el resultado central es mostrar que este

ideal es finitamente generado.

El resultado de que todo ideal en K|z,...,2,] es finitamente generado es uno
de los resultados importantes en toda la elaboracién de la tesis, en esta seccion

también aparecerd lo que es una Base de Grobner para un ideal.

Veremos las condiciones para que un conjunto generador de un ideal, pase a ser

Base de Grobner.

Se mostrard el algoritmo de Buchberger, el cual nos permite generarar Bases

Graobner para un ideal.
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2.1. Orden monomial en K|z, ..., Z,)

Definicién 2.1.1

Un orden monomial en K[z, ..., Z,| es cualquier relacién > en Z%, o equivalentemente,
cualquier relaciéon en el conjunto de monomios X%, a € Z%, donde se cumplan tres

condiciones:

. (i) > es una relacién de orden (reflexiva, antisimétrica y transitiva) total en Z3,,.

(ii) Si se tiene @ > By v € Z3,, entonces se verifica que a +v > 8+

(iii) > es de buen orden en Z3. Esto significa, que cada subconjunto no vacio de Z3,,

posee un elemento minimo con respecto a >.

El siguiente lema nos d4 otra perspectiva de visualizar a una relacién de buen orden

en Z3,.
Lema 2.1.1

Una relacién de orden > en Z3, es de buén orden si y solamente si cada sucesién

estrictamente decreciente en Z3,

a(l) > a(2) > a(3) > --+ termina.
Demostracion:

(=) Dada > una relacién de buen orden y supongamos que exista una sucesién

estrictamente decreciente en Z3, que no termina
a(l) > a(2) >a3)>---
Consideremos el conjunto
A={o(i):1 €N} CZ3,

como A es no vacio existe k € N tal que a(k) < a(i), Vi € N, pero debido
a que la sucesién es estrictamente decreciente podemos decir que a(k + 1) es

estrictamente menor que a(k), es una contradiccidn.

Por lo tanto concluimos que la sucesién dada termina.
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(<=) Ahora veamos en el otro sentido. Sea A C Z3, no vacio. Si A no posee un
elemento minimo con respecto a >, podemos originar una sucesion estrictamente
decreciente que no termina y ello va en contradiccién con la hipétesis, por lo tanto
podemos indicar que en A existe un elemento minimo, luego > es una relacién

de buen orden. (J
Ejemplo 2.1.1

EnZsy: 0<1<2<:--<m<---esun orden monomial en Z5q. Luego podemos
indicar que el orden segiin el grado de un monomio en K|[z] es un orden monomial.
A continuacidn se definirdn tres ordenes monomiales en K|z;,...,z,] las cuales se

utilizardn en el desarrollo del presente trabajo.
(1) Orden lexicografico (1)
(2) Orden lexicogréfico graduado(lg)

(3) Orden lexicogréfico graduado reverso(lgr)
Definicion 2.1.2 Orden lezicogrdfico

Sea @ = (@1,...,05), B = (B1,...,0s) € Z3,. Diremos que @ >; § si la primera
componente no nula de la izquierda en el vector diferencia o — 8 € Z™ es positiva.

Escribiremos z* >, z? siempre que a >; 5.
Ejemplo 2.1.2

a = (1,3,8), 8 = (0,9,9) como a — f = (1,—6,—1) podemos indicar que o >; S.
Igualmente (5,4,1) >, (5,3, 8)

Ejemplo 2.1.3
Debido a que

(1,0,...,0) >, (0,1,0,...,0) >, --- > (0,...,0,1)
se puede indicar que

Ty > Xy > > T, en K[z, Zo,. .., Z,)
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Definicion 2.1.3 Orden lezicogrdfico graduado
Sean a, 8 € Z3,. Diremos que a >4 3, si
laf > |8 ¢

el =18l v a>8

De este modo podemos indicar que:

(1,2)3) >lg (2a 2, 0)
(2,1,4) >4 (1,2,4)
también se tiene:
Ty > Ta >ig v Dig Tn €0 K[y, T, ..., Tn)

Definicion 2.1.4 Orden lexicogrifico graduado reverso

6|la] = |6 yen

Sean o, 8 € Z3,. Diremos que a >, [, siempre que |a| > |0
a — 3 € Z™ la primera componente por la derecha no nula, es negativa.

Asi tenemos
(4,7,1) >4r (2,2,2) 'y (1,6,3) >r (2,1,7)
debido a que (1,6,3) — (2,1,7) = (—1,5, —4) también tenemos en K|z, ..., Z,)
I Zigr Tp Zlgr * " Zlgr Tn
Terminaremos esta seccién con cuatro conceptos que se empleardn continuamente.
Definicion 2.1.5

Sea f = Zaax"‘ un polinomio no nulo en K[z,...,Zs), @ € K y > un orden

monomial.

(i) grad(f) = maz{a € 23, : a, # 0}.

(El mdximo con respecto a >).

(ii) ep(f) = agrau(y) € K.

(El coeficiente principal de f).
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(1) Mp(f) = 2709

(El monomio principal de f ).

(iv) Tp(f) = cp(f)Mp(f).
(El término principal de f).

Asi tenemos, para
f = dzyz + 42° — 823 4+ 7222% € K|z, v, 2]
con el orden lexicografico, se tiene:
1. grad(f) =(3,0,0)
2. cp(f)=-8
3. Mp(f)=1°

4. Tp(f) = —8z®

Utilizando las notaciones anteriores, podemos comprobar que
Lema 2.1.2

Sea f,9 € K|zy,...,z,] polinomios no nulos. Entonces

(i) grad(fg) = grad(f) + grad(q)
(ii) Si f+ g # 0 entonces grad(f + g) < maz{grad(f), grad(g)}

Si en la adicién, grad(f) # grad(g) entonces ocurre la igualdad. O

2.2. Algoritmo de la divisién en K|zy,.. ., z,)

Para estudiar este problema cuando existen mas variables formularemos un
algoritmo de divisién para polinomios en K[z1,...,Z,] que va a ser una extensién del
algoritmo para K|z].

El objetivo es dividir f € K|[z1,...,Zs] por fi,...,fs € K[z1,...,Z,], de modo que

f=afi+...+asfs+71, donde ay,az,...,8, y T € Klz1,...,%Z45)
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Donde
a;: Cocientes, i =1,2,...,s
r: Resto.

Veamos dos ejemplos donde se muestra esta forma de dividir.
Ejemplo 2.2.1

Dividamos f =zy?+ 1 por fi =zy+ 1y fo =y + 1 usando el orden lexicografico.

Queremos a modo de analogia usar el esquema tradicional de divisién.

zy? +1 zy+1 |y+1

como Tp(fi) = zy, Tp(f2) = y y ambos dividen al Tp(zy? + 1) = zy?, siendo f; el

primero en la lista (fi, f2), dividamos zy? por T'p(f;) obteniendose y.

zy?+1 |zy+1_ y+1
—zy’ -y y

-y+1

Ahora, como T'p(f;) no divide a —y + 1 pero T'p(f>) si lo divide, se tendria

zy? +1 zy+1 ‘y+1

-1y’ -y oy -1
y+1
2

Debido a que T'p(f;) y Tp(f2) no dividen a 2, se considera el resto o residuo 7 = 2.

De esta forma obtenemos
f=a1fi+ayfo+r donde o =y, ap=-1,171=2
Ejemplo 2.2.2
En este ejemplo encontraremos un inesperado resultado. Consideremos
f=rly+zy? + 98

y dividamos por (f1, f2) donde:

f2 = ¥*-1
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se usard el orden lexicografico.

Si realizamos el proceso, obtenemos

%y + zy? + 2 |:ry—1 -1

-2y +z T+y
Ty’ +z+ 92

-7y’ +y
+y*+y

En este-punto observemos que
Tp(fi) ==y, Tp(fo) =y’
no dividen al

Tp(z+y*+y)==z

pero como Tp(f,) divide a uno de los términos de z + y% + y (este va ser una de

las condiciones para caracterizar al resto), este iltimo no puede ser el resto, luego

removemos T en T + y2 — y y lo colocamos como parte del restor =z +. ..

Ahora si podemos seguir dividiendo segin la técnica dada, obteniendose el esquema

siguiente

y+zy’+y Ixy—l 2 —1

~y+z T+y 1
T’ +T+y°

—zy® +y

r+y’+y
¥’ +y
-y?+1
y+1

Por lo tanto: r = £ + y + 1 obteniendose

y+ay’+yP = (@ +y)Ey-)+1- @ -1+ (z+y+1)
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Teorema 2.2.1 Algoritmo de la division en K[z,...,Zy)

Fijado un orden monomial > en Z3,. F' = (fi, fo,...,fs) una s-upla ordenada de
polinomios en K|[zi,...,Zy,)
Entonces cada f € K|z, ...,Z,] puede ser escrito como

f=afi+afa+...+a,fs+ 1 donde a;,r € K[zy,...,T,]

y 7 =0 6 r es combinacién lineal con coeficientes en K, de monomios en el cual

ninguno de ellos es divisible por cualquiera de los términos principales siguientes

Tp(fl),Tp(f2)1 ce :Tp(fs)

Llamaremos a 7, el resto o residuo de dividir f por F' Ademd4s, si a;f; # 0 entonces

tenemos
grad(f) = grad(a;f;).
Demostracién
Probaremos que existen a;, as,...,as y T con las condiciones pedidas, mediante la

formulacién del algoritmo 2.

Se observa que si algin T'p(f;) divide a T’p(f) entonces se observa que el algoritmo
procede como en el caso de una variable.
Si T'p(f;) no divide a T'p( f) para ningiin i entonces agregamos Tp(f) al resto y ello

esta dado por la expresion
=71+ Tp(f)
Para probar que el algoritmo funciona, mostraremos primero que:

f=afi+afot...+afo+r+p (2.1)

lo obtenemos en cada paso dado en el algoritmo.
Esto es verdadero para la evaluacién inicial de ay, ay,...,as,py 7.
Ahora supongamos que (2.1) es un paso en el algoritmo. Si el paso siguiente es un
paso de divisién, entonces algin T'p(f;) divide T'p(p) y la igualdad
Tp(p) Tp(p)

afi+p=(a;+ m)fz +{p- Tp(f,-))fi}
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Algoritmo 2 Algoritmo de Divisién Generalizada

Entrada: fi, f2,..., fs, f

Salida: a,, as,...,a,,T

fori=1,2,...sdo
a; ;=0
end for
r:=0
p=1Ff
while p # 0 do
i=1
divi := false
while 7 < s y divi=false do
if Tp(f;) divide Tp(p) then
a; := a; + Tp(p)/Tp(f:)
p:=p— (Tp(p)/Tp(f:))f:
divi := true
else
i=1+1
end if
end while
if divi = falso then
r =1+ Tp(p)
p=p—Tp(p)
end if

end while
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muestra que a;f; + p es inalterable. Desde que las otras variables no son afectadas,
la ecuacién (2.1) es verdadero (caso en que se entra al While ... Do y el resto no es
alterado).

En el otro caso, si el paso siguiente entra en IF ... THEN, entonces p y 7 son

cambiadas, pero la suma p + 7 no queda alterada ya que:

p+7=(p—Tp(p)) + (r + Tp(p))

luego se tiene que (2.1) se verifica en este paso.

Como el algoritmo se detiene cuando p = 0, luego (2.1) se transforma en lo pedido.
Y como cada término de (7 := 7+ Tp(p)) se ha obtenido con cada paso de modo que
Tp(p) no es divisible por ningin T'p(f;), por lo tanto el resto cumple las condiciones
del teorema.

Finalmente se mostrara que el proceso del algoritmo termina.

La clave de esto es que en cada tiempo, redefinimos la variable p y su grado dis-
minuye.

En efecto, supongamos que durante un paso de la divisién, p es redefinido

Tp(p)

=2~ (755

)i

pero también se tiene:

TP{P] TP{p}

si p’ # 0 entonces p’ tiene el grado menor que p es decir grad(p’) < grad(p).
Supongamos que durante el paso restante, p es redefinido p’ = p — T'p(p) es directo
que si p’ # 0 entonces grad(p’) < grad(p).
Por lo tanto en cualquier caso el grado decrece.
Si el algoritmo no termina, podemos obtener una sucesién infinita estrictamente

decreciente de grados
grad(p) > grad(p’) > ---

pero como > es de buen orden, esto no se puede dar. [J
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2.3. Ideales monomiales y el lema de Dickson

Definicién 2.3.1

Un ideal I C K|z, 3, . ..,Zx] es un ideal monomial, si existe un subconjunto A C Z3,

tal que I consiste de todos los polinomios de la forma

Z hoz*, donde la suma es finitay h, € K|[z1,Z2,...,Zx]
aEA

En este caso, escribimos I = (z®: a € A).

El lema siguiente va a caracterizar a los monomios que estan en un ideal monomial.
Lema 2.3.1

Sea I = (z*: a € A) un ideal monomial. Entonces un monomio z* estd en I si y solo

si 2P es divisible por algiin z%, para o € A.

Demostracién:

* (=>) Sea zP € I entonces
P = Zhiz"("), donde h; € K[z1,%2,...,Z,), i) € A
i=1

si desarrollamos el segundo miembro de la expresién anterior notamos que cada

término es divisible por z*®) para algin (i) € A.

Ahora por la igualdad de polinomios en K[z1, Z3, . . ., Z,), como todos los términos
del segundo miembro, se reducen a la forma z?, se tendria que z” es divisible por

@) para algin a(i) € A.
(<) En el otro sentido, desde que I es ideal, se obtiene de manera directa. O
Lema 2.3.2

Sea I un ideal monomial y f € K[z, Zo,...,Z,]. Entonces las afirmaciones siguientes

son equivalentes:

(1) fel

(2) Cada término de f estd en I.
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(3) f es k-combinacién lineal de monomios en I.

Prueba

(3)=>(2): Sea f = 12" + ... + ¢,2°(*) donde ¢; € K, z*® es un monomio en I. Luego

cada término de f, ¢;z*®) esté en I.
(2)=>.(1): Directo desde que I es un ideal.

(1)=(3): Si f € I y considerando I = (z*: a € A), A C Z%, entonces

&
f= Zh,—z"‘(i), donde h; € K[z1,%,,...,Z,], ai) € A
i=1

si desarrollamos el segundo miembro, notamos que cada término tiene la forma cz?,
donde ¢ € K y zP es un monomio en I por el lema (3.2.1). O
El resultado principal de esta secciéon es que todos los ideales monomiales en

K|z1, %2, ..., z,) son finitamente generados (f.g.)
Teorema 2.3.3 (Dickson)
Para cada ideal monomial I = (z*: o € A) C K|z1,2,,...,Z,] existen
a(l),a(2),...,a(s) € A
tal que
I = (gD, .. z°0),

Prueba

Por induccidn sobre el nimero de variables n.

(i) Sin =1 entonces I = (z¢ : @ € A C Zx), sea [ el menor elemento en A C Zyo,
luego zf divide a todos los monomios de I, en particular a todos los generadores

de I. Por lo tanto se deduce que I = (zf)

(ii) Asumamos que n > 1y que el teorema se cumple para n — 1.
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(iii) Tomemos zy,...,Zn-1,Yy como variables en K[z;,...Z,_1,Y| luego los monomios

en este anillo pueden ser escritos asi

o, 1T n—1

z%™, donde a= (ay,...,an1) € Z3;", m € Zyg
Sea I C K|zy,...Zp-1,y] un ideal monomial, demostraremos que I es f.g. por
monomios.

Consideremos:

J=(z*: z°y™ € I, paraalgin m € Zx) C K[z1, ... Zn-1]

es un ideal en K|z1,Zs,...,Tn_1] (se puede decir que J es la proyeccién de I

sobre K|z, ...z,_1]). Luego por hipétesis inductiva

J = (z*M, ... o)

Por la construccién dada para obtener J, para cada z°®, i = 1,2,..., s existe
m; € Zsq tal que z°®y™ € I. Luego tenemos m,, ..., m, € Z.
Sea
m = max{mj, my...,ms}
Para cada k, K =0,1,...,m — 1 formemos el ideal

Jo= (2P : 2Py* € I) C K[z1,%0,- .., Tn1]
Luego por hipdtesis inductiva
Jo = (=M, zoE)) k=01,...,m—1

Se tiene que I es generado por los monomios de la lista siguiente

Desde J: za(l)ym, L ’xa(s)ym
xao(l)’ L ,:an(s")
xal(l)yl’ ey xou(sl)yl
Jm—l . zam-l(l)ym—l’ . ,:Z:a"“l(s"“l)y’"—l
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Para ver esta ultima afirmacién, note que cada monomio de I es divisible por

algin elemento de la lista anterior.

En efecto, sea z*y? € I un monomio arbitrario de I. Si consideramos p > m
entonces como z* € J se tiene que z° es divisible por z%® para algin k,

ke {1,2,...,s} luego = = z72*(*) entonces
P = ZTEERmyn = gz iy
Por lo tanto es generado por un elemento de la lista.
En otro caso, si p < m — 1, se tiene por construccién de Jp,
z* € Jp,
luego por el lema (2.3.1) z° es divisible por algin
z2®, ie{1,2,...,5,}
entonces
2% — hpo(i)
luego
ToyP = hxapii}yr

entonces z%yP es generado por un elemento de la lista.

Ahora, sea f € I arbitrario por el lema (2.3.2) f es una k-combinacién lineal de
monomios de I y como cada monomio de [ es divisible por algin elemento de

lista, se deduce que f estd generado por elementos de la lista anteriormente dada.

Hasta aqui, no se ha dependido de los generadores que por definicién tiene el

ideal monomial 7.

Sea
I=(z": a€ ACZ%) C K[z1,Z2,...,Zq]
por lo demostrado existen 3(1),...,08(s) € 23, tal que
= (PO, ... 59
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como z°®) € I entonces z°®) es divisible por z*() para algiin a(i) € A, luego se

tiene zM, ... 22() con (1), ®(2),...,a(s) € A, por lo tanto se deduce que

I=(z2®,...,2°®) donde a(i) €A O

Podemos utilizar el lema de Dickson para probar un importante resultado del

orden monomial en K[z;,Zs, ..., Z,).

Corolario 2.3.1

Sea > una relacién en Z% satisfaciendo

(1)
(i)

> es de orden total en Z3.

Sia>fyyeZ%,entonces o+ > [ +1.

Entonces > es un buen orden en Z3 si y solo si @ > 0 para todo a € Z3,

Demostracion:

(=)

Considerando > una relacién en Z%, donde cumpla con (i) y (ii) y sea un buen

orden.

Tomemos ag el menor elemento en ZZ,, la cual existe por ser > una relacién de

buen orden.

Supongamos que @y < 0 menor estricto, por (ii) 209 < g pero esto no se puede

dar ya que o es minimo y también que g # 0, por lo tanto 0 < ap.

Sea a € Z%, arbitrario, entonces ap < a por ser ap el menor y como 0 < @, por

transitividad 0 < c.

Sea A C Z% subconjunto no vacio, tenemos que mostrar que A tiene un elemento
minimo.

Sea I = (z®: o € A) un ideal monomial, por Dickson

I=(z°W .., z%¢)) donde o(1),...a(s) € A
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por (i), {a(1),...a(s)} poscc un clemento mfnimo.

Sca «a tal clemento.
Considerecmos a € A arbitrario, por demostrar que oy < a.

En cfecto, como z® € T entonces 2 s divisible por z2U) para algin j = 1,2,..., 9

cntonces
77 = pPpald)
lucgo
a=p+a(j)
como p > 0y por (ii)
P+ a(j) > a(j)

y como a(j) > aq por ser aq clemento mi{nimo de

lucgoa > oy O

2.4. El teorema de Base de Hilbert y Bases de

Grobner
Definicién 2.4.1

Sca I C K|zy,z2,...,Z,) un ideal, T # {0}

(i) Denotemos por T'p(J) al conjunto de los términos principales de los clementos de

1.

Tp(I) ={Tp(f)/ | € I}

(ii) Denotemos por (T'p(71)) cl ideal gencrado por los clementos  de  T'p(J), con

cocficicntes cn K|(zy,2,..., T,]
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En esta seccién demostraremos que (T'p(I)) es un ideal monomial, por lo cual

conseguimos que (T'p(I)) sea f.g. por términos principales.
Proposicion 2.4.1

Sea I C K[z1,%s,...,Z,] un ideal

Entonces

(i) (Tp(I)) es un ideal monomial.

(ii) Existen g1,9s,...,9s € I tal que

(Tp(1)) = (Tp(91), Tp(92), - - -, TP(9s))

Demostracién:

(i) Sea Mp(g) el monomio principal de g € I — {0}, entonces (Mp(g) : g € I —{0})

es un ideal monomial, basta considerar
A={a€Z%,: 3geI-{0}, Mp(9) =z}
entonces
(z%: a€ A)=(Mp(g): g€ I—{0})

como Mp(g) y Tp(g) se diferencian en una constante no nula se tiene que

(Mp(g) : g €1—-{0})=(Tp(g): g€ I—-{0})
Por lo tanto

(Tp(I)) =(Tp(g) : g €I—{0})=(Mp(g)/ g€I—{0})

luego (T'p(I)) es un ideal monomial.

(ii) Desde que (T'p(I)) es generado por monomios Mp(g) para g € I — {0}, por

Dickson, se tiene:

(Tp(I)) = (Mp(g1), Mp(g2), - - -, Mp(gs))

para gi,92,---,9t € IyC_Ol’nO

(Mp(91), Mp(g2), - -, Mp(g:)) = (TP(91), TP(g2), - - - , TP(9t))

entonces
(Tp(1)) = (Tp(91), TP(92), - - -, Tp(g:)) DO
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Como un resultado importante de la proposicién (2.4.1) se tiene que cada ideal en

el anillo de polinomios K[z;,Z,,...,Z,] es f.g. Esto se daré en el teorema siguiente.

Teorema 2.4.1 Teorema de Base de Hilbert
Cada ideal I C K|z, z,...,Z,] tiene un conjunto finito de generadores es decir

I=<gl’g27"')gs) dondeglag2)"-7gs€I

Demostracién

Si I = {0} luego I = (0) por lo tanto se verifica el teorema.

Si I # {0} por la proposicién (2.4.1)

(Tp(I)) = (Tp(91), Tp(g2),---,Tp(g:)) donde g1,9s,...,9: €I

afirmamos que I = (g1, g2, - - ., 9s). En efecto

Sea f € I arbitrario, considerando F' = (g1, 93, - - -, ) por el algoritmo de la divisién

se tiene

f=a1g1+ a9+ ...+ arg: + 7 donde a;,7 € K21, 22, ..., Zy)

y 7 = 0 o ningin término de 7 es divisible por Tp(g:1), Tp(92), - - -, Tp(gt)
Como g1, 92,...,9:, f € I setiener €

Si r # 0 entonces

Tp(r) € (Tp(1)) = (Tp(91), TP(92), - - - , TP(9t))

luego por el lema (2.3.1), Tp(r) es divisible por algin Tp(g;) pero ello no puede ser,
con lo cual resulta 7 = 0.

Por lo tanto

f=a1g1 +asga+ ...+ a9 € (91,92,---,9¢)

entonces

f € (91)92)"')gt)

La otra inclusién I D (g1, g2, - .., g:) es directa. O
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Definicién 2.4.2

Fijado un orden monomial. Un subconjunto finito G = {gi, g, - - - , 9s} de un ideal I,

es llamado Base de Grobner si

(Tp(91): Tp(92)s - - -, Tp(9:)) = (Tp(J))

Corolario 2.4.1

Fijado un orden monomial. Entonces cada ideal no nulo I C K{z;,zs, ..., Z,) tiene una
base de Grobner. Ademés cualquier Base de Grobner para un ideal I es un conjunto

generador de 1.
Demostracién

Sea I un ideal no nulo en K([z,, z,, ..., Z,] debido a la proposicién (2.4.1) parte (ii),

existen ¢, gs,...,9s € I de tal forma que

(Tp(I)) = (Tp(91), Tp(92), - - - » TP(9s))

por lo tanto, G = {g;, g2, - - -,9s} es una base de Grobner para I.

Y debido al argumento utilizado en el teorema (2.4.1) se tiene que

I=<91)92)---ags) 0
Ejemplo 2.4.1

Sea J = (91,92), g1 = £+ 2, g2 = y — z un ideal en R[z,y,2]. Usando el orden

lexicografico, se verifica que G = {gi, g»} forma una Base de Grébner para J.
Ejemplo 2.4.2

Sea I = (fi, f2), donde f; = z® — 2zy, fo = 2%y — 2y® + z un ideal en Rz, y]. Es claro
que G = {fi, fo} es un generador de I pero no una base de Grobner, con respecto al
orden lexicografico graduado.

En efecto, debido a que
& = Tfy— vfi
entonces z2 € (T'p(I)), pero Tp(f,) = z8, Tp(f,) = 2%y
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se tiene

? & (Tp(f1), Tp(f2))

por lo tanto

(Tp(I)) # (Tp(G)) = (Tp(f1), Tp(f2))

Como aplicacién al teorema de Base de Hilbert, se tiene que toda cadena ascendente

de Ideales es estacionario.
Teorema 2.4.2 (La condicién de cadena ascendente)

Seal; C I C I3 C -- -, una cadena ascendente de ideales en K|z, z,, . . ., Z,]. Entonces

existe N > 1 tal que

IN=IN+1=IN+2="'

Demostracion

Dada la cadena ascendente [; C I, C I3 C ---

o0
I= UI,- I es un ideal en K[z, T3, ..., Zy)

=1

Por el teorema de Base de Hilbert, se tiene que:

I= (fl)fZ)""fs)

Como I =J;2, I, se tiene que f; € I;, parat=1,2,...,s

Sea N el valor méximo de los j;. Por ser una cadena ascendente, se tiene que
I= (fl)f2;---7fs> CInCIyy,C---CT

Por lo tanto Iy = INy1 = INy2 =+ O

Como segunda aplicacién al teorema de Base de Hilbert, es con respecto a la

variedad

V(fl)fZ)“')fs) = {(a17a2)"-aan) eI<n/ fi(a‘l)'”)a*n) =07 VZ}

El teorema nos extiende esta definicién indicando que se puede definir para un ideal

I C K[zy,xa,...,Zn)
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Definiciéon 2.4.3

Sea I C K([z;,z,...,Z,] un ideal.

Entonces

V() ={(a1,as,--.,a,) € K"/ f(as,...,a,) =0, V fel}

Proposicion 2.4.2
V(I) es una variedad afin. En particular, si I = (fi, fo,-. ., fs) entonces

V) =V(fy, for-- -, o)

Demostracién

Por el teorema de Base de Hilbert I = (fi, fa,..., fs) para algin conjunto finito

generador.

Afirmacién: V(I) =V (f1, fas---» fs)

En efecto, sea f € I 'y f(ai1,a,,...,a,) =0, V f € I, entonces
filar,0s,...,8,) =0
luego
V(I) CV(fi, fos-os fs)
Ahora, sea (a1,0z,...,a,) € V(f1, f2, ..., fs) entonces
fi(a,az,...,8,) =0, Vi=1,2,...,s

Sea f € I arbitrario, como f € I = (fi, f2,..., fs) entonces

f=2h,~f,- donde h; € Kz, ..., z,)

=1

fa1,82,...,8,) = i hi(an,0...,0:)fi(a1,0s,...,0,)
= E—::l'hi{ahaﬂs'“:&ﬂ}'ﬂ

=0
De este modo se tiene V(I) D V(f1, f2,--., fs) (]

37



2.5. Propiedades de Bases de Grobner

_ En la seccién anterior, se demostré que cada ideal no nulo en K|z, Z, . . ., Z,] tiene
una Base de Grobner. En esta seccién se verd cuando un conjunto generador de un
ideal es una Base de Grébner.

El inconveniente comportamiento del algoritmo de la divisién en K[z;,z, ..., Zn),
esto es, el resto o residuo no siempre es tinico. No ocurre cuando se dividen por los

elementos de una Base de Grobner.

Proposicion 2.5.1

Sea G = {91,9,...,9:} una Base de Grobner para el ideal I C K[zr;,Zs,...,Z,] ¥

f € K[z,,z,,...,z,]. Entonces existe un tnico r € K[z, s, .., T, que cumpla con:
(i) Ningun término de r es divisible por
Tp(91), TP(2); - - -, Tp(92)
(ii) Existe g € I tal que
f=g9+r
En particular 7 es el resto de la divisién de f por G.

Demostraciéon

A) Existencia de r € K[z, %,, ..., Z,)].
Utilizando el algoritmo de la divisiéon se obtiene
f=a191+0a92+... + ags +r donde a; € K[z,,1,,...,1,)

r € K|z1,T,,...,%Z,) satisface (i), considerando g = a1g1 + @292 + - + a:9:

entonces f = g + r, satisface (ii).
B) Unicidad:
Sea f = g+ 7 =g + ', cumpliendo con (i) y(ii).
Entonces
r—1'=¢g'—ge] debidoaque g,9' €1
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Si 7 — 7/ # 0 entonces

Tp(r — ') € (Tp(I)) = (Tp(91), Tr(g2), - - - » TP(gs))

luego T'p(r —7’) es divisible por algin T'p(g;), esto no se puede dar ya que ningin

término de 7 y 7/, es divisible por

Tp(91), Tp(g2), - - -, Tp(g:)

por lo tanto r — 7’ = 0. Entonces r =71"y g =¢'.

La parte final de la proposicién, viene de la unicidad y del algoritmo de la divisiéon

que nos da un 7 € K[z, Zs,...,Z,] que cumpla con (i) y (ii). - O

Aunque el resto r es Uinico para una Base de Grobner, los cocientes a; que produce

el algoritmo de la divisién
f=agi+ag+...+ag+7
pueden cambiar si se lista los generadores en orden diferente.
Por lo visto anteriormente
I={(z+2zy—2), G={z+2z2y—2}

es una Base de Grobner para 1.

Dividendo f = zy por G = {z+2,y— z}, utilizando el orden lexicografico se obtiene
zy =y(z+2)+ (=2)(y —2) — 2°
pero al dividirlo por G = {y — z,z + 2} se obtiene

zy=z2(z+2)+z(y —2) — 2

Corolario 2.5.1

Sea G = {g1,92,-..,9:} una Base de Grébner para el ideal I C Klz;,%2,...,Z,) ¥
fe K[zl)m%-")xn]'

Entonces f € I si y solo si el resto en la divisién de f por G es cero.

Demostracién.
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(=) Si f € I entonces f = f + 0, satisface las condiciones (i) y (ii) de la proposicién

(2.5.1), pero si se divide por el algoritmo de la divisién se obtiene

f=(ag1+azg92+... +age) +7
que también cumple, entonces por la unicidad del resto 7 = 0.
(<=) Por el algoritmo de la divisién
f=ag1+axg9:+...+ag.+7

pero por hipétesis 7 = 0.

Entonces

f=ag1+a9+...+tag €1
por lotanto f€ I O
Notacién: Por simplicidad se escribe TF para el resto de dividir f por la s-upla
" ordenada F' = (f1, fo,--., fs)-

Ejemplo 2.5.1
Sea

F=(a’y -, 'y’ —y’) CK[z,4]
usando el orden lexicogrifico se tiene

z5yF Ty’

ya que

2®y = (z° + 2y)(z%y — v°) + 0(z*y* — ¢*) + z9°

En lo que sigue se discutird cuando un conjunto generador de un ideal, es una Base
de Grobner.
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Definicion 2.5.1
Sea f, 9 € K[z1, z, . . ., Z,] polinomios no nulos.
(i) Sigred(f) =a=(a1,02,...,as), grad(g9) =B = (b1, Ba, - - - , Orn), entonces
Y= (M,72---57n) donde 7; =mix(q;, B;) paracadai, i=1,2,...,n
se llamard a X7 el minimo comin multiplo de M P(f) y M P(g) y se denota asi

XY= MCM(MP(f), MP(g))

(ii) El s-polinomio de f y g es la combinacién

X ;e X7
To(f)' ~ Tog)®

S(f,9) =

Ejemplo 2.5.2

f=2 -2’ +1, g=3z"y+y’ enRlz,y
con el orden lexicografico graduado (Ig).
Entonces, siendo M P(f) = z3y?, MP(g) = z%y. Se tiene 7 = (4, 2), también

le y2 I4y2

1
= zf-3vg

1
= (g’ — 2%y + 1) - gy{EI‘y + %)
3

. . I éy

Un S-polinomio S(f, g) tiene la propiedad de producir la cancelacién de los términos

principales tanto de f como de g.
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Lema 2.5.1

8
" Supongase que se tiene una suma Ec, fi donde ¢; € K, f; € K[z1,Z3,..-,Za) ¥
i=1

grad(f;) =0 € Z%, paratodoi,i=1,2,...,s.
8 8
Si grad( E ¢;f;) < & entonces E ¢; f; es una combinacién lineal con coeficientes en

i=1 =1
K de los S-polinomos S(f;, fr) para 1 < j, k < s.

_Ademss cada S(f;, fi) tiene grado menor que 4.

Demostracién

Sea d; = cp(f;) entonces cp(c; f;) = cid;.

Desde que ¢; f; tiene grado § y su suma tiene el grado estrictamente menor

i:q¢=ﬁ

i=1

Se denota p; = 53-, observamos que el coeficiente principal de p; es 1.

(1
Considerando la suma telescépica

Zci.& - Z:Cidipi

i=1 =1
= cdi(p1 — p2) + (a1dy + e2da)(p2a — p3) + -+

+(eydy +---- - + €5-1d5-1)(Ps—1 — Ps) + (crdy + - - - + cods)ps

Como
Tp(f;) = d:X°
con lo cual

MCM(MP(f;), MP(fi)) = X°
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X9 X
SUnfe) = Ty~ o

)fk

X4 X¢
= Xl axeh

_ Lk
di dg
= Dj — Dk
entonces
S(fi, fx) =p; — & (2.2)
Como

) adi=0

i=1

entonces en la telescépica

> afi = adiS(fi, f2) + (ady +c2ds)S(fo, f5) + -+
i=1
+(Cld1 + e + Ct—ldt—-l)s(ft—la ft)

la cual es una suma de la forma deseada.
Desde p; y pr tienen grado 4 y coeficiente principal 1 la diferencia p; — p; tiene

grado menor que 4.

Luego por la ecuacién (2.2)

gred(S(fy, f) <6 D
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Teorema 2.5.2

Sea I un ideal polinomial. Entonces un generador G = {gi, 9s,---,9:}para I es una

Base de Grobner de I si y solamente si para cada par i # j, el residuo de la divisién

de S(gi, g;) por G es cero.

Demostracién

(=)

Sea G una Base de Grobner para I. Si i # j entonces
é X6
= 9 —
Tp(g:)™ Tp(g))

por el corolario (2.5.1), el resto de dividir S(g;, g;) por G es cero.

S(gi) gj) 3gj el

Por demostrar

(Tp(I)) = (Tp(91), TP(g2), - - -, TP(ge))

Basta probar que

Tp(f) € (Tp(91), Tp(g2),---,Tp(g:)) ¥V f€I={91,,---,9)

Sea

t
f = Z higi donde h; € K[:z:l, Zo,... ,:z:n] (23)

=1

todas las posibles formas de escribirlo. Para cada una de esas formas, sea
§ = max{m(1),m(2),...,m(t)} donde m(i) = grad(h;g;)
por lo tanto

grad(f) <46 (2.4)

Se escoge una expresién para f, de tal manera que § sea minimo (su existencia

estd garantizada por ser > un orden monomial en particular de buen orden).

Si se prueba que grad(f) = J, entonces grad(f) = grad(h;g;) = é para algin 1,

luego

grad(f) = grad(h;) + grad(g;)
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entonces T'p(f) es divisible por T'p(g;) para algiin %, con lo cual se tiene

Tp(f) € (Tp(91), Tp(g2), - - -, Tp(ge))

supongamos que grad(f) < 8, donde § es el minimo encontrado. Entonces

: Z hig; + Z h;g;

m(i)=6 m(i)<é

f

25
= Y Tohdg+ 3 h—Toth)lgi+ Y higs (2.5)

m(i)=4 m(i)=4 m(i)<d

Los monomios que aparecen en la segunda y tercera sumatoria es de grado menor
que 4. Por lo tanto la suposicién grad(f) < 4 se reduce a que la primera sumatoria

sea de grado < 4.

Si Tp(h;) = ¢;X*®, ¢; € K entonces

> To(h)gi= Y, aXxOy

m(i)=6 m(i)=6

Esta sumatoria cumple las condiciones del lema. (2.5.1) con f; = X*®g; entonces

es una combinacén lineal de S-polinomios:
S( Xl 9is Xft{-’ﬂ}g*}

Por definicién

Xﬁ : Xﬁ

S(Xxel)g(5), Xalk) = _I_..,.—X‘-"UJ o Mt sty 1 V)
= X% S(g;, gx)
donde

X = MCM(MP(g;), MP(gx))
Por lo tanto, existen constantes c;x € K tal que

> Tph)gi= ) cX’5(g;, g) (2:6)
m(i)=94 m(i)=4
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El paso siguiente es usar la hipétesis que el resto de S(g;, gx) en la divisién por

91,92, ---,0t €S Cero.

Luego usando el algoritmo de divisién, cada S-polinomio podemos escribirlo de

la forma
t
S(g5,9x) = Z @ijk i (2.7)
donde a;;x € K|z1, z3, . .., Z,). Por el algoritmo de la divisién se tiene
grad(aijrg:) < grad(S(g;, 9x)), V4,5, k (2.8)

Multiplicando a la ecuacién (2.7) por X%~* obtenemos

X558 (g5, gr) = szgkgz
donde
bijr = X5k, jk
por la ecuacién (2.8) y el lema (2.5.1) implica
grad(bi;xg;) < grad(X°~"*S(g;, gi)) < 8 (2.9)

sustituyendo X®~7*S(g;, gx) en la ecuacién (2.6), obtenemos

> Toh)g = S cpXP*S(g598)

m(i)=4 ik

= > e bieg)
ik i
= Z hig;

El cual por la ecuacién (2.9) se tiene que para todo 4
grad(hig:) <6
sustituimos en la ecuacién (2.5)

Z Tp(h:)g; = ZE‘H&

m(i)=4
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y obtenemos una expresién para f como una combinacién polinomial de los g;
donde todos tienen grado menor que 4. Esto contradice la minimalidad de 4 y se

completa la prueba del teorema. [J

Ejemplo 2.5.3
Sea
I'= <y - $2’ z— x3) - R[y7z7x]

un ideal con orden lexicografico y > z > z. Si G = {y — 22, z — 23} entonces G es una

base de Grobner para /. En efecto

Sy—2 2-2%) = “ly=7)-T(:-2)

= —z22° +yz?

Utilizando el algoritmo de la divisién

-z + yz° = 2 (y — 2%) + (=) (2 — z*) + 0

S(y — z2, z—:1:3)G=0

Entonces G es una Base de Grobner para 1.
Ahora si se usa el orden lexicografico con £ > y > z veamos que G no es una Base

de Grobmer para I
z3 z?

S(y_$2’ z_x3) = m(y“fz]'—(_zs}

(2 —2°)
= —zy+=z

pero al dividirlo para G
—zy+2z=0y—2?)+0(z — 2°) + (—zy + 2)

entonces

S(y — z2, z—a:3)c=—:cy+z750
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2.6. Algoritmo de Buchberger

En la seccién anterior, se mostré que cada ideal no nulo en K|z;, zs, ..., Z,] tiene
una Base de Grobner, desafortunadamente la prueba no construye una Base de
Grébner.

En esta secci6n se dard un algoritmo que permita apartir de un conjunto finito de
generadores construir una Base de Grébner.

.Antes de ello, veamos el ejemplo siguiente.
Ejemplo 2.6.1

Sea el anillo de polinomios en dos variables K[z, y] con orden monomial lexicografico

graduado
I=(fi,fa), i=2"-2zy, fa=2"y—2y’+z

z3 3
St f) = (@ =209) - ﬁ(zzy -2y +2)

Como S(f1, f2) =0- fi + 0 fo — % entonces G = { f1, f2} no es una Base de Grébner
para I.

Sea f3 = —2? y F = (f1, f2, f3)
Veamos si G; = {fi1, f2, f3} es una Base de Grdbner para I.

S f2) =0
S fs) =22y #0

Sea

f4=_2-'17y y. F=(flaf2af37f4)
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ahora

S(f1, fz)F =0
S(h 7)) = 0
S(f1, f4)F = 0
S(farf) =22 +z#0
colocando
fs=-2y+z
y

F ={f1, fo, f3, fa, fs} se tiene S(fi,fj)F=0 para 1<i<j <5

luego F' constituye una Base de Grobner para 1.

El ejemplo anterior sugiere que se puede extender un conjunto generador para

. . . . a7 . F
formar una Base de Grobner, por sucesivos polinomios no nulos S(f;, f;)

Teorema 2.6.1 Algoritmo de Buchberger

Sea f = {fi, f2,---,fm} un conjunto de generadores del ideal I C K[z1,zs,...,Ty,).
Entonces una Base de Grobner para I puede ser construida por un nimero finito de

pasos por el algoritmo (3):
Demostracién

Veamos que F' C G C I en cada etapa o fase del proceso del algoritmo.

Al inicio esto es verdadero con G := F' entonces G C I.
Ahora, si G := GU{g}, con g = S(p,q) como S(p,q) € I y por el algoritmo de la

divisién se tiene que g € I, entonces G C I.

Afirmacién: G es un generador de I

En efecto:

Como F' C G es cualquier etapa del proceso y como F' genera I, entonces G genera

también I en cualquier etapa.
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Algoritmo 3 Algoritmo para determinar una base de Grobner
Entrada: F = (fi, fa,-.-, fm)

Salida: G = (g1, 92, - - -, 9:) Base de Grébner para I con F C G

G:=F
B := {(fhf])/ f‘iaf_'i‘e /0 y fi 7& fJ}
while B # 0 do

- (p,q) := un par en B

B:=B-{(p,9)}

g:=5S(p,q)
if g # 0 then

B:=BU{(g9,h)/ h € G}
G :=GU{g}
end if

end while

En
G = F

G = GU({g}

——G
el nuevo G consiste del anterior y de g = S(p, q) , esto tiltimo me indica por el criterio

de la divisién que ningiin término principal de los elementos de G anterior dividen a

* cualquier término de g en particular a Tp(9).

Por lo tanto si consideramos
(Tp(G)) = (Tp(g)/ 9 € G)
y si G’ es el anterior al nuevo G, se obtiene
(Tp(G")) € (Tp(G))
debido a que

Tp(g) € (Tp(G)) pero Tp(g) € (Tp(G"))
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De esta forma se origina una sucesién creciente de ideales en K[z;, z,, ..., z,], por lo

tanto esta sucesién termina es decir en algin punto serd

(Tp(G")) = (Tp(G))

Se sobreentiende que G’ C G. Si el tltimo g = S(p,q) ’ hubiera sido g # 0 se

tendria

(Tp(G")) £ (Tp(G))

pero esto no puede ser, ya que la sucesién se vuelve estacionaria.

Luego g = 0, por lo tanto G’ = G.

Hasta aqui, G ya no varia, es decir ya no se le aflade ningin elemento, esto ha sido
posible después de un nimero finito de pasos. En cada paso en donde se le afiade a
G, B también varia, anadiendose un nimero finito de elementos y com B al inicio es
finito, se tiene que al final en donde G ya no varia, en ese momento B consta de un

numero finito de elementos.

—_—
Segin lo deducido todos los g := S(p,q) después que G no varia si es que existe

son ceros, esto me indica que

B:=B-{(pa}

se le va disminuyendo uno a uno sus elementos y como B es finito, después de un

nimero finito de pasos, B = 0. Por lo tanto es bucle mientras termina.

Finalmente el dltimo G obtenido tiene la caracteristica siguiente
——G
VfgeG: S(f,g) =0

luego G es una base de Grobner para I. [J

El lema siguiente nos muestra que podemos eliminar un polinomio dentro de la

Base de Grobner de modo que no pierda dicha caracteristica.
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Lema 2.6.2

Sea. G una Base de Grébner para el ideal polinomial I. Si p € G un polinomio tal que

Tp(p) € (Tp(G — {p})), entonces G — {p} es igualmente una Base de Grébner para I.

Demostracion
Como G es una Base de Grobner para I, entonces
(Tp(I)) = (Tp(G))

Afirmacién:

(Tp(G — {p})) = (Tn(G))

(C) Directo desde que G — {p} C G.

. (D) Sea Tp(g) € TP(G), donde g € G

(i) Si g # p entonces

Tp(g) € (Tp(G —{r}))
(i) Si g = p por hipdtesis

Tp(g) € (Tp(G —{r}))

por lo tanto se tiene

(Tp(I)) = (Tp(G — {p}))

con lo cual G — {p} es una Base de Grobner para I. O

A continuacién, se definen dos tipos de Bases de Grobner especiales

(i) Base de Grobner minimal.

(ii) Base de Grobner reducida.
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Definicién 2.6.1

Una base de Base de Grobner minimal para un ideal polinomial /, es una Base

de Grobner minimal G para I tal que:

(i) cp(p) =1, para todop € G

(i) Tp(p) & (Tp(G — {p})), para cadap € G
Ejemplo 2.6.2
Volviendo al ejemplo (2.6.1)

ho= 28 —2zy

fo = Py-2y+z

fi = -2
fa = —2xy
fs = —2°+z

Se tiene T'p(f1) = (—z)Tp(f3), por lo tanto podemos quitar f; y sigue siendo una Base
de Grébner para I. .
También Tp(f;) = 2%y = (_Tlx)Tp( f1), igualmente eliminemos f,. Multiplicando

adecuadamente, se obtiene coeficiente principal 1 en:

fa = z?

fi = zy

-~ 1
fs = 9y - 537

{F, fa, f5}
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es una Base de Grobner minimal para 1.

Desafortunadamente un ideal, puede tener muchas bases de Grobner minimales.

Utilizando el mismo ejemplo anterior

fa = 2?2 +azy

s (2.10)
= - -;—m

es una Base de Grobner minimal para cualquier a € K.

Definicion 2.6.2

Una base de Base de Grobner reducida para un ideal polinomial I C K|z, s, . . ., Z,],

es una Base de Grobner para I tal que:
(i) cp(p) =1, paratodop € G
(ii) Para cada p € G, los monomios de p no pertenecen a (T'p(G — {p})),

Notece que en el ejemplo anterior, la Base (2.10) unicamente con a = 0 es reducida.

Proposicion 2.6.1

- Sea I # {0} un ideal polinomial. Entonces para un orden monomial dado, I posee una

uUnica Base de Grobner reducida.
Demostracion

Existencia.

Se requiere construir una Base de Grobner reducida para I, para ello se tiene el

hecho que I posee una Base de Grobner minimal G. Por simplicidad tomemos
g € G es reducida para G <= ningin monomio de g estd en (Tp(G — {g}))

El objetivo es modificar G, hasta que todos sus elementos sean reducidos.
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Una primera observacién es que si g es reducido para G, entonces g es igualmente
reducida para cualquier otra Base de Grobner minimal de I que contiene g y tiene el
mismo conjunto de términos principales.

Dada g € G, sea

g’ — gG_{g}

G'=(G-{g})u{g}

Se tiene que G’ es una Base de Grobner minimal de I. Para ver esto, note que

Tp(g') = Tp(9)

por cuanto al dividir g por G — {g}, Tp(g) es el resto, desde que no es divisible por
cualquier elemento de Tp(G — {g}).

Esto muestra que (T'p(G’)) = (T'p(G)), desde que G’ C I, se deduce que G’ es una
Base de Grobner.

Por la construccién dada ¢’ es reducido por G’. Ahora se toma cada elemento de G
y se aplica el proceso anterior hasta que todos los elementos sean reducidos.

La Base de Grobner puede cambiar en cada tiempo del proceso, pero una vez que
un elemento es reducido, esta permanece reducida desde que no cambia el término
principal.

Asi hemos construido una Base de Grobner reducida.
Unicidad.

Probemos la unicidad. Sean G y G Bases de Grébner reducida para I. En particular

Gy G son bases de Grobner minimales, esto implica que
Tp(G) = Tp(G)

En efecto:

Sea w € Tp(g) entonces
w = Tp(g), para algin g€ G
luego
w = Tp(g) € (Tp(G)) = (Tp(G)) = (Tp(1))
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entonces

Tp(g) € (Tp(G))
entonces
dg €G tal que Tp(g) es divisible por Tp(g) (2.11)
Ahora como Tp(g) € (Tp(G)) = (Tp(G)), entonces
Jdg € G tal que Tp(g) es divisible por T'p(g) (2.12)

Si g # g entonces por (2.11) y (2.12), T'p(g) es divisible pr T'p(g), siendo g, ¢ € G esto

no se puede dar, ya que

Tp(g) & (Tp(G — {g}))

por lo tanto g = g.
De (2.11) y (2.12) se tiene

Tp(g) es divisible por Tp(g) y
Tp(g) es divisible por T'p(g)
como ¢p(g) = ¢p(g) = 1 se tiene
Tp(g) = Tp(9)
como w = T'p(g) entonces
w E. Tp(G)
entonces

Tp(G) C Tp(G)

de manera similar: Tp(G) D Tp(G).
Por lo tanto Tp(G) = Tp(é).

Afirmacién: G = G
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(C) Sea g € G arbitrario, como Tp(G) = Tp(G) existe § € G tal que Tp(g) = Tp(3)

como
g—gel
entonces
—
g—g9g =0

por ser G Base de Grobner.

Por otro lado como T'p(g) = T'p(g), los términos principales en g — g se cancelan

y como ningin término de g — g es divisible por Tp(G) = Tp(a) entonces

—G

por la unicidad del resto

entonces

(D) Similarmente. O
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Capitulo 3
Teoria de Eliminacion

En este capitulo exponemos métodos sistematicos para eliminar variables de un sis-
tema de ecuaciones polinomiales. La estrategia para la teoria de Eliminacién estd dada
en dos teoremas principales: El teorema de Eliminacién y el teorema de Extensién. Se

probard estos teoremas usando bases de Grobner y la teoria de resultantes.

.3.1. Los teoremas de Eliminacion y Extension
Definicion 3.1.1
Dada

I= (fl,f-z,...,f,} CK[II,IQ,...,I,;I

El ideal de l-ésima eliminacién, denotado por I, es el ideal de K[z;41,Zit2,. .., Zxs)

definido por
Il=InK[$l+1,$1+2,...,In], 0$l<'n,
Debido a que I es un ideal, se comprueba que J; es un ideal en K{[z;41, Zi42, - . . , Zn)-

Teorema 3.1.1 El Teorema de Eliminacidon

Sea I C K[z;,Zs,...,Z,] un ideal y G una Base de Grobner para I con respecto al
orden lexicogrifico donde z; > z3 > -+ > z,. Entonces para cada 0 < | < n, el
conjunto

Gl =GN K[xl+1) L1425 .- ,xn]
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es una Base de Grobner para el l-ideal de eliminacién I
Demostracién

Fijemos [ entre 0 y n. Como

Gi = GNK|zi1,Tis2, .. -, Tn] C INK[T141, Tigay-.-,Za) = 1

entences G, C I,.

Mostraremos que

(Tp(L)) = {Tp(G1))

por doble inclusién.

(D) Como G, C I, entonces
Tp(Gi) C Tp(L)
entonces
(Tp(G)) C (Tp())
(C) Para ello unicamente necesitamos mostrar que un término principal T’p(f), para
f € I, es divisible por T'p(g) para algin g € G;.

Para probar esto, note que f € I ya que I; C I.

Entonces Tp(f) es divisible por Tp(g) alglin g € G. Desde que G es Base de
Grobner para I, esto es (Tp(1)) = (Tp(G)).

Desde que f € I) luego Tp(g) contiene \inicamente las variables z;,1, ..., Z,.

Como hemos usado el orden lex con z; > z3 > ... > z,, cualquier monomio conte-
niendo las variables z;, . . ., z;, es mayor que todos los monomios en K[z;+1, Zi4g, - - - , Zn),

de este modo
Tp(9) € Klzi41, ZTiya, - - - , Ty
implica
g € K[z141, T142, - - -, Tan)
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Esto muestra que
geiGn K[xz+1,$l+2, o ,$n] =G
luego el teorema estd probado. [J

Dado el ideal de elimiacién I}, llamaremos a un elemento (ai+1, - - -,a,) € V(I;) una
solucidn parcial del sistema de ecuaciones originales.

Restringimos nuestra atencién al caso que eliminemos la primera variable z;. Asi,

queremos conocer si una solucién parcial (ay, as, - . .,a,) € V(I1) puede extenderse para
la solucién .(ay, @z, .. .,a,) € V(I). El siguiente teorema nos indica cuando es posible
ello.

Teorema 3.1.2 El Teorema de Extension

Sea I = (fy, fa,... fs) C Clz1,Zo,...,2,) € I el ideal de primera eliminacién de I.

Para cada 1 <7 < s, escribamos f; en la forma
© fi = gi(x2, z3, - - - ,zn)XlN * 4+ términos en el cual X, tiene grado menor que N;

donde N;50y g; € C[zz,...,Zn] es no nulo.

Supongase que se tiene la solucién parcial (as,as,...,a,) € V(I1). Si

(0'210'31' .. ,a'n) g V(gl’ ,gs)
Entonces

existe a; € C tal que (aj,a2,...,a,) € V(I)

Demostracién

Se realizaré en el apéndice C. 0O

Aunque el teorema de Extensién es tinicamente para el caso de eliminacién de la

primera variable z;, podemos usarla para eliminar cualquier nimero de variables.
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Ejemplo 3.1.1

Consideremos las ecuaciones
4+ +22 =1

(3.1)
zyz = 1

Una Base de Grobner para I = (z2 4 y? + 2% — 1, zyz — 1) con respecto al orden lex es

g = yrrytt —y2? 41

g2 = T+yPz+yP —yz

Por el teorema de eliminacién, obtenemos

I = INCly, 2] = ()

I

INClz] = {0}

Desde que I, = {0}, tenemos V(I;) = C, luego cada ¢ € C es una solucién parcial.
Nos preguntamos ; Cuél solucién parcial ¢ € C = V(1) se extiende a (e, b,c) € V(I)?.

La idea es extender ¢ primero a (b, c), y luego a (a,b,c). La observacién crucial es
que I, es el ideal de primera eliminacién de I;.

Aplicaremos el teorema de extensién para ir de I a I; = (g;). El coeficiente de y*
en g; es 22, asi c € C = V(I,) se extiende a (b, c), siempre que ¢ # 0. Notece que la
ecuacion g; = 0 no tiene solucién cuando ¢ = 0. El siguiente paso es ir desde [; a I, el
cual es hallar a tal que (a,b,c) € V(I). Si sustituimos (y, 2) = (b, ¢) en la ecuacién (3.1),
obtenemos dos ecuaciones en z, no es obvio la existencia de una solucién en comin
z = a. Aqui es donde el teorema de extensién muestra su eficiencia. El coeficiente
principal de z en 22 +y? + 22 — 1y zyz — 1 es 1 y yz respectivamente. Desde que 1 no
es anulado el teorema de Extensién garantiza que exista a. Luego hemos probado que

toda solucién parcial ¢ # 0 se extiende-a V(I).

El teorema de extension es especialmente directo, cuando uno de los coeficientes

principales es una constante.
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Corolario 3.1.1
Sea I =(fi,...,fs) C C[z1,...,Ts] y asuma que para algin 4, f; es de la forma
fi = chN + términos en el cual X; tiene grado menor que N

donde c€ Cnonuloy N > 0.
Si I; es el ideal de primera eliminacién de I y (az, a3, ..,as) € V(I1).

Entonces

existe a; € C tal que (a1,ay,...,a,) € V(I)

Demostracién

Esta es inmediata desde el teorema de Extensién, desde que g; = ¢ # 0 implica

V(g1,---,9s) = 0 luego (ay,...,as) € V(g,-..,gs) para toda solucién parcial. O

3.2. La Geometria de Eliminacién

Veamos una interpretacién geométrica para los dos teoremas anteriores. La idea
consiste en el hecho de que un ideal de eliminacién corresponda a una proyeccién de
una variedad sobre un subespacio de dimensién menor.

Sea V. = V(f1,...,fs) € C". Para eliminar las primeras ! variables z,...,z

consideremos la proyeccién

Hg :C* — Cn.—l

Hl(alxa27 .. °7an) = (al+1) X 1an)

Lema 3.2.1

Sea It = (f1,..., fs) N C[Ti41, - . -, Zn) €l l-ideal de eliminacién.

Entonces en C*~ tenemos
IL(V) C V(L)
Demostracién

Fijemos un polinomio f € I,.
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Si (ay,...,a,) € V. Entonces por demostrar

f(al+11"':a'n) =0

como
fen=InK[zy1,..., )
entonces
f€I= (f],...,fs)
y contiene dnicamente variables z;,1,...,Z,. Ahora

0=f(a1,a2,...,an) =f(a'l+1)"')a"n)

f(al+110’21"')a'ﬂ) =f(Hl(a'la-'-aan))=0 O

Usando el lema (3.2.1) podemos escribir IT;(V):
IL(V) = {(ai41,02,...,a,) € V() : existan ai,...,40 € C con (aj,as,...,a;) € V}

De este modo II;(V) consiste exactamente de las soluciones parciales que se extienden

a soluciones completas.

Teorema 3.2.2

Dado V = V(f1,..., fs) C C". Sea g; como en el teorema (3.1.2). Si I; es el ideal de

primera eliminacién de (fj,..., fs), entonces en C*~! tenemos
V(L) =IL(V)U(V(g,.--,9:) NV(I1))
donde II; : C* — C™! es la proyeccién sobre las tltimas n — 1 componentes.

Demostracién

Por doble contenido
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(C) Sea (ay,...,a,) € V(I;). Supongase que
(a'2a te a'n) ¢ V(gla so ’gs) N V(Il)

entonces

(az,...,8.) €V(91;---,9s)

luego, por el teorema de extensidn, existe a; € C tal que
(a1,az,...,a,) € V(I)

luego
(ag,...,a,) € II;(V)

(D) Sea (ai,...,a,) € IL(V)U(V(g1,-...,9:) NV(L)). Si (ay,...,a,) € II;(V). Por
el lema (3.2.1)

(az,...,a,) € V(D)
Por otro lado, si (as,...,a,) € V(91,-..,9s) N V(I1), entonces

(ag,...,an) € V(L) O

Lo siguiente es la versién geométrica del corolario (3.1.1).
Corolario 3.2.1
Sea V =V(f1,...,fs) C C" y asuma que para algin %, f; es de la forma
fi= chN + términos en el cual X; tiene grado menor que N

‘donde ¢ € C esnonuloy N > 0.

Si I; es el ideal de primera eliminacién, entonces en C*~!
I, (V) =V(h)

donde II; es la proyeccién en las 7 — 1 tltimas componentes.

Observacion 3.2.1

Una observacién final es que el teorema de extension es verdadero sobre cuaquier campo
algebraicamente cerrado. No se ha requerido en cada una de las demostraciones de

cualidades propias de C que no sean las de un campo algebraicamente cerrado.



Capitulo 4

El Algebra y la Geometria

En este capitulo exploraremos la correspondencia entre los ideales y las variedadcs.
Aqui mismo se daré el fundamento teérico para las aplicaciones finales.

En el presente capitulo se ha dividido en cuatro secciones.

Seccién 1: En esta parte probaremos el célebre teorema delos ceros de Hilbert

Nullstellensatz.

Seccién 2: Se definird un ideal radical y el radical de un ideal y exploraremos un relacién
“entre ellas. Daremos el fundamento para resolver el problema de la pertencncia

para el radical de un ideal.

Seccién 3: Se verd algunas operaciones con ideales : Adicién, producto e interseccién, con
el fin de resolver el problema de determinar la interseccién de dos ideales en

K[zl, .. .,zn].

Seccién 4: Veremos también el problema de determinar un generador para el ideal cociente.

4.1. Teorema de los ceros de Hilbert.
Teorema 4.1.1

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, I un ideal en K[z]. Si V(1) = 0.
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Entonces I es igual al anillo, es decir I = K|[z]

Demostraciéon

Ya que K[z] es un dominio de ideales principales (DIP). Entonces
3 f € K[z] tal que I=(f)

Debido a que f no es el polinomio nulo (ya que si f = 0 entonces I seria el ideal nulo),

entonces
f=k, donde keK

En efecto, si f no fuese un polinomio constante, como K es un campo algebraicamente

cerrado
JaeK talque f(a)=0

luego a € V/(I) con lo cual V(I) # @ que es contradictorio a nuestra hipétesis.

Por lo tanto f es un polinomio constante no nulo, es decir f € K entonces
1=f1fel
luego

I=K[z] O

Note que si K no es algiin cerrado (4.1.1) no es cierto. Por ejemplo considere
I = (14 2% C Rz]. Se tiene V(I) = 0, para I # RJz], esto es porque R no es
algebraicamente cerrado.

Este resultado se extiende a un anillo K[z, ..., z,] de n variables, como se expresa

en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea I C K|z;,...,z,] un ideal con

V(I) = 0. Entonces
I = K[l'l, oee ,xn]
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Demostracion

Basta demostrar que el polinomio constante 1 estd en I.

La prueba es por induccién sobre el nimero de variables n.

(i) Sin =1 se tiene un ideal I en K|z] con V' (I) = 0 entonces por el teorema (4.1.1)
I = K|[z]

(ii) Asumiendo que el resultado es verdadero para anillos polinomiales de nn — 1 vari-
ables K[z, .. ., z,).
(iii) Sea I = (f1,...,fs) C K[z1,...,zn] un ideal arbitrario para el cual V(I) = 0.

Podemos asumir que f; no es un polinomio constante, pues, caso contrario 1 € I,

I =Klzy,...,Z,).

Supongamos que f; tiene grado N > 1. El siguiente cambio de coordenadas para

f1 hace que tenga una forma muy especial. En concreto, considerando

ry, =
Ty = To+ GpT

(4.1)
zn = Eﬂ + ﬂﬂEl

donde los a; son constantes en K todavia no determinadas. Teniendo en cuenta
la forma general de un polinomio y el binomio de Newton, al reemplazar (4.1) en

f1, se tiene

fl{Ili v :Iﬂ] == II{EI!EE + EEEI: sew 1En + ﬁn‘:ﬂ“l}

= C(ay,...,0,)ZV + términos en el cual 7, tiene grado menor que N
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Para mostrar que C(ay,...,a,) es un polinomio evaluado en a,,...,a, no nulo,

necesitamos de

Afirmacién 1.

Sea h(z1,...,z,) un polinomio homogéneo. Entonces h es un polinomio nulo en
K[z1,...,z,) < h(1,z,,...,T,) es un polinomio nulo en K|zs,...,Zn)
En efecto

(=) Por evaluacién se tiene lo pedido.

(«<=) Debido a que h es homogéneo, cada término tiene el mismo grado y debe
observarse que al suprimir la variable z;, haciendo h(1,z,,...,z,), no se

obtiene términos semejantes, (esto es, términos que se puedan sumar o

restar unos con otros) y como h(l,z,,...,z,) es nulo por hipétesis, cada
uno de sus coeficientes que son los mismos en h(z;,...,z,) son nulos. Luego
h(z1, s, ...,Z,) es un polinomio nulo.

Ahora si consideramos
f=hn+hn_1+---+ho

donde cada h; es un polinomio homogéneo no nulo. Entonces An(1, z,, ..., z,) €s

no nulo debido a la afirmacién anterior.

También se nota que
hn(l,Z2,...,2,) = Clag,...,0n)

entonces C(ay, . .., a,) es no nulo.

Por otro lado, si un campo algebraicamente cerrado fuese finito
K = oy, .., 05)
podemos construir un polinomio no constante en K|z]
p=(z-o)...(r=a,)+1
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el cual no tiene raices en K. Por lo tanto , todo campo algebraico cerrado es

infinito.

Utilizando estos resultados en la proposicién (1.1.1), nos origina la existencia de

as,...,a, en K de tal manera que C(ay,...,a,) # 0.

Con estos valores fijos en K para a,, .. ., a, y mediante el cambio (4.1) se obtiene
f €K[zi1,...,T,] donde fe€K|zy,...,z,]

SeaI={f: fel}

Afirmacién 2.

T es un ideal en K[zZ,...,Z,)
En efecto

Como 0 € I entonces 0 € T ya que el cambio de coordenadas no le afecta.

Sea f,?j € I donde f,g € I entonces
f+gel
como m = f + g entonces
f+gel

de igual forma, si f € Tcon f € I ysea h € K[zy,...,Z,) luego existe h €

K|z, ...,z,] de tal forma que al hacer el cambio (4.1) se obtiene h como h fer
entonces

hf=hfel
De este modo se ha demostrado que T es un ideal en K(zy,...,Z,)].

Si V(T) # () entonces existird una n-upla que anula a todo I por (4.1) se puede
conseguir una n-upla que é.nula.rl’a a todo I, por lo tanto V(I) # 0 y esto va en

contra de nuestra hipétesis general. Por lo tanto V(T) =0.

Ademdés si demostramos que 1 € T entonces 1 € I debido a que las constantes no

son afectadas por la operacién ~ . De aqui es suficiente probar que 1 € I.
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Por lo anterior f; € I, se transforma en ﬁ €I conla propiedad
fi(@y,...,Z,) =C(az,...,a,)ZY + términos en el cual Z; tiene grado menor que N

Donde C(ay, ..., a,) # 0.

Esto nos permite utilizar el corolario (3.2.1), para V(’Iu ) con la proyeccién dentro
del subespacio con coordenadas T,,...,ZT,. Como se observé en el capitulo 3, el
teorema de Extension y su corolario esta dada sobre cualquier campo algebraica-

mente cerrado.

Sea II; : K™ — K™ ! la aplicacién proyeccién dentro de las » — 1 tltimas

componentes.

Si I, = IN K|[Z,,...,%,) entonces por el corolario (3.2.1)
V(L) = WL(V(D))

Entonces

V(L) =T(V(D) =h(0) =0
luego V/(I;) = 0 en este punto utilizaremos la hipétesis inductiva, se tiene
L =K[%,,...,Z,)

entonces 1 € I; C I entonces 1 € Ty esto completa la prueba. [J

En el caso especial cuando K = C es decir el cuerpo son los complejos, el anterior

teorema es visto como, El teorema fundamental del Algebra para polinomios en varias

- variables, que indica: Cada sistema de polinomios que generan un ideal propio de
Clzy,...,Z,), tiene una raiz comin en C.

El teorema (4.1.2) nos permite resolver la situacién siguiente: ;Cudndo un sistema

h =20

fo =0

fs =0 donde fi €Clzy, ..., z,)

70



de ecuaciones polinomiales tiene solucién comiin en C*?

Es claro que el sistema anterior no posee un cero en comin si y solo si

V(fl;---,fs) =®

Pero por el teorema

V(fi,.., fs)=0<1€(f1,...,fs

De esta manera el problema de consistencia de un sistema de ecuaciones polinomiales,
se reduce a determinar cuando 1 pertenece al ideal generado por dichos polinomios.
Esto se debe a que cualquier orden monomial, {1} es la tinica Base de Grobner reducida
para el ideal (1).

Probemos esto dltimo. Sea {g;,...,g:} una Base de Grobner para I = (1). Asi
1 € (Tp(I)) = (Tp(91),---,Tp(g:)) implica que 1 es divisible por algin Tp(g;), esto
fuerza a que T'p(g;) es una constante y como cada uno de los otros T'p(g;) es multiplo
de dicha constante, podemos removerlo de la Base de Gréobner a los otros g; por el
lema (2.6.2).

Finalmente T'p(g;) es una constante, esto hace que para cualquier orden monomial
g: sea una constante, multiplicando por su inversa en K, se obtiene que {1} es una

Base de Grobner reducida para (1).
Teorema 4.1.3 Hilbert’s Nullstellensatz

Sea K un campo algebraico cerrado.
Si f, fi,-.., fs € K[z1,...,2,] de tal manera que f € I(V(fy,...,fs))-

Entonces, existe un entero m > 1 tal que

fme<f1,"'afs>

y viceversa.

Demostracién

(=) Dada un polinomio f el cual se anula para cada cero en comiin de los polinomios
f1, fe, ..., fs mostraremos que existe un entero m > 1 y polinomios Aj,..., A,
tal que

S
=) Ak
i=1
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Considerando el ideal

I=(fi,..., f,1 = yf) CKlz1,...,%n, ]

donde fi, fa,..., fs son los dados en la hipétesis.

Se cumple que

En efecto:

Sea (ai,...,an,any1) € K**1 arbitrario.

Por demostrar que

(a1,.-.,8n,an41) € V(I)

Entonces (ai,...,a,) es un cero en comin de fi,..., f; o (ai,...,a,) no lo es.
En el primer caso, f(ai,...,a,) =0, debido a que f es un polinomio que se anula
en cualquier cero en comun de fi,..., f.

Asi el polinomio 1 — yf toma su evaluacién

l_a"n-l-lf(a’l)"'aan):l

para cualquier punto (@i, ..., an, @ny1), €n particular (ai,...,an, Gn4y) & V(f)

En el segundo caso, para algin i, 1 < i < s, se tiene

filar,...,a,) #0

Si pensamos que f; es una funcién de n + 1 variables el cual no depende de la

dltima variable, se tiene

Ifi(altH* .y n, ﬂ"I'l--!-l] ?E {]

En particular, se obtiene

(01,---,an,an+1) ¢ V(I)
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Siendo (a1, ..., an, ans1) € K™ arbitrario, se concluye que

~

VI)=0

Entonces por el teorema (4.1.2) T = K(zi,...,Zn,y], luego 1 € T, esto es

1 = Zpi(xly ) y)ft + Q(xli «e oy Tn, y)(l - yf) (42)
i=1
para algunos polinomios p;, ¢ € K[zy,...,Zn, ]
Se coloca
Yy=—== ! EY
f(.Tl, . ,xn)

entonces la relacién (4.2) implica

- 1
1= Zp;(zl,...,:-:,,, 7
i=1

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por una potencia f™ donde m es lo

)f;

suficientemente grande para cancelar todos los denominadores.

Esto implica que

=3 Af;
i=1
para algunos polinomios A4; € K([z,...,zZ,)

Para la segunda parte de la demostracién se tiene la existencia de un entero

m > 1 tal que
f™e(fi,os fe)
entonces existen A, ..., A; € K[z, ...,z,] tal que
=S A, (43)
i=1
Sea z € V(f1,..., fs) arbitrario entonces

fi(z) =0 paratodo 3, 1<i<s

De la ecuacién (4.3)
(™)) = 3 A() @)
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entonces

f"(z) =0

Luego se tiene

flz)=0

Por lo tanto

feI(V(fh"-:fs)) O

4.2. 1Ideal radical y radical de un ideal
Lema 4.2.1

Sea V una variedad. Si f™ € I(V), entonces f € I(V).
Demostracién

Sea z € V arbitrario. Si f™ € I(V), entonces (f(z))™ = 0, desde que K es un
dominio de integridad se obtiene f(z) = 0, entonces f € I(V) O

Esto nos permite dar la siguiente definicién
Definicion 4.2.1

Sea I un ideal en K[z,,...,z,]. I es un ideal radical (o simplemente radical), si

f™ € I implica que f € I.

Segin el lema (4.2.1), I(V) es un ideal radical y lo enunciaremos en el corolario

siguiente
Corolario 4.2.1

I(V) es un ideal radical.
Demostracién

Usando el lema (4.2.1).
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Definicion 4.2.2
8ea I C K[z1,...,,] un ideal. El radical de I, denotado por v/7 es el conjunto

{f €K[z1,...,z,])/ f™ € I para alglin entero m > 1}

De la definicién (4.2.2) se deduce que I C /T es decir todo ideal est4 contenido en
su radical, desde que f € I implica f* € I entonces f € vig

El lema siguiente nos muestra que: Si I es un ideal. I es radical <= I = V1.

Lema 4.2.2
Si I es un ideal en K|z, ..., z,] entonces
(i) VT es un ideal en K|z, ..., x,] conteniendo I.

(ii) VT es un ideal radical.

(iii) I es radical <= I = V/T.

Demostracién

(i) Sea f,g € VT entonces existen enteros m y I tal que f™, ¢' € I. En la expansién
binomial de (f + g)™*~! cada término tiene un factor fig’ coni+j =m+1—1.
Desde que i > m o j > I se tiene f* o g’ estd en I. Entonces fig’ € I y como

cada término de la expansién binomial esta en I se tiene
(f+g)m+l—1 el
por lo tanto

f+geVI

Finalmente, supongase que f € VI y h € K[zy,...,Z].
Entonces f™ € I para algin entero m > 1.

Desde que I es un ideal, se tiene
(Rf)"=h"f" el

entonces hf € V1

Por lo tanto queda probado que v/T es un ideal.
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(ii) Para mostrar que v/7 es un ideal radical. Sea f™ € /I para m > 1 arbitraria-

mente dado.

Por demostrar que f € V1. En efecto como f™ € /I, existe s > 1 tal que
(f™)°* € I luego f™ € I con lo cual f € V1.

(iiiY==) Sea I un ideal radical. Para probar I = /T basta ver que v/I C I. En efecto
sea f € VI entonces f™ € I para algin m > 1 entero, como I es un radical,

se tiene f € I.

(<=) Sabiendo que I = V/I. Se tiene que I es un ideal radical.

En efecto:
Sea

el
entonces

M™eVI
entonces

f™ eI, paraalgin s>1
luego f € VT entonces como VI =1, feI 0O.
Teorema 4.2.3

.Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Si I es un ideal en K|z, ..., z,], entonces

(V) =VvI

Demostracién

Se demostrard por doble inclusién.

(C) Sea f € I(V(I)), entonces f es anulado en V(). Por el teorema (4.1.3) existe un
entero m > 1 tal que f™ € I, con lo cual f € V1.

Asi I(V(I)) c V1.
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(D) Sea f € VT entonces f™ € I para algin m > 1.

Luego f™ es anulado en V(I), con lo cual f es anulado en V(I), de este modo
- f e I(V(I)). Por lo tanto I(V(I)) > v1I O

Una relacidn entre el algebra y la geometria estd contenida en el teorema siguiente.
Teorema 4.2.4
Sea.K un campo arbitrario.

(i) Sean I,-I, dos ideales en K|zy,...,z,]. Entonces si I; C I, entonces V(I;) D
V()

(ii) Sean Vi, V; dos variedades en K™. Si V; C V; entonces I(V}) D I(V,).
(iii) Sea V una variedad en K™ entonces

VI(V)=vVv

(iv) Sea K un campo algebraicamente cerrado. Si I es un ideal radical entonces
Iv(I) =1

Demostracién

(i) Sea z € V(1) entonces
flz)=0 Vfel
como I; C I, entonces en particular,
Vieh, f(z)=0
luego z € V(1))
(ii) Sea f € I(V3), luego
f(z) =0 paratodo z € V,
debido a que V; C'V,, se tiene
f(z)=0,Vz el
entonces f € I(1}).
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(iii) Sea V una variedad entonces
V=V(fi,--: [s)
Notece que fi, ..., fs € I(V) entonces
(fi,--, fo) CI(V)
por lo tanto
VIWV) cV({(fi,.- f)) =V

entonces V(I(V)) C V.
Veamos la otra inclusién.

Sea £ € V arbitrario y f € I(V) como f es anulado por V en particular por
z € V f(z) = 0. Entonces

z e V(I(V))
con lo cual V C V(I(V)) y se tiene

VI(V) =V

(iv) Por el teorema (4.2.3), I(V(I)) = v/I, por el lema (4.2.2) (iii), se tiene I = v/T

siendo I un ideal radical, con lo cual

Iva)=1 0O

En esta parte se pretende resolver el problema de pertenencia en un radical de un
ideal, es decir cuando f € v/T, necesitariamos encontrar un m > 0, tal que f™ € I. Esto
es un trabajo muy arduo. Afortunadamente podemos adaptar la prueba de Hilbert’s
Nullstellensatz, para dar un algoritmo, para determinar cuando f € m .
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Proposicion 4.2.1

“'Sea‘K un campo arbitrario, I = (fi,..., fs) C K[zi,...,Z,] unideal. Entonces f € Vi

si y solo si la constante polinomial 1 pertenece al ideal

T'=(fi,....f01—yf) CKlz1,...,Zn, ]

es decir T = K|z, ... +Zn, Y]

Demostracién

(=) Sea f € VT entonces f™ € I c I, para algin entero positivo m.

También se tiene

l—yfef
por lo tanto
1 = y™fm+[1-y™fm)
= "+ 1-yf)A+yf+--+ymim el
luegolef

(<) Sabiendo que
1 €f= (fl)--')fS)l_yf)

entonces
S
1 =Zhi($1,...,$n,y)fi +p($1, ...... ,xn,y)(l—fy)
i=1

reeplazando
. 1
Y= T zm)
y multplicando a toda la ecuacién por una potencia de f que hace posible eliminar

todos los denominadores, para luego tener

™= ZA(ml,...,a:,,)fi, para algin m > 0

=1

entonces f™ € I, por lo tanto f € VI O
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Ejemplo 4.2.1
Como un ejemplo consideremos el ideal
I=(oy? +2¢, 7' — 222 +1) € Kla,]
Sea'f = y — 2 + 1. Usando el orden lexicogrifico en K|z, y, 2] el ideal
T=(z?+27 2 —22° +1, 1 —z(y — 22 + 1)) C K[z,9, 2]

tiene com base de Grobner reducida a {1}. Luego se reduce por la proposicién (4.2.1)

que
y—3:2+1€\/7

usando el algoritmo de la divisién se puede describir que potencia de y—z2?+1 pertenece

al:

y—z2+1 = y—z2+1
—_— G
(y—z2+1)2 = -22%+2

-2 +1p =0

donde G = {z* — 222 + 1, y?} es una base de Grébner para I con respecto al orden lex

y P€ es el resto de dividir p entre G. Por lo tanto
(y—22+123 el

y no existe una potencia menor de y—z2+1 que esté en I (en particulary—z2+1 ¢ I).

4.3. Suma, producto e interseccion de ideales

Los ideales son objetos algebraicos, que se pueden con ellos generar nuevos objetos
mediante operaciones algebraicas naturales.
En esta seccién consideraremos tres de ellas: Suma, interseccién y producto. Ellas

son operaciones binarias donde para cada par de ideales, ella asocia un nuevo ideal.
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Estamos interesados en que dados los generadores de un par de ideales, calcular los
generadores de los nuevos ideales.

En partcular, se dard un algoritmo que nos permitird calcular la interseccién de
ideales.

4.3.1. Suma de Ideales

Definicién 4.3.1

Sea I, J dos ideales en el anillo K[z, ..., z,], entonces la suma de I y J, denotado por

I + J, estéd definido por
I+J={f+g9/ fel, geJ}
Proposicién 4.3.1

Si Iy J sonideales en K[z, ..., z,] entonces I+J es igualmente un ideal en K[z, . . ., z,].
También I + J es el ideal més pequeiio (con respecto a la inclusién) que contenga a I

yJ

Ademads, si
I=(fyonfe) ¥ T =(g1,0-,9)
entonces
I+J = (fla"',fr)glr' '4798)
Demostracion

Es directo que I + J es un ideal més pequeno que contenga a I y J. También

I+J=(fl,---afr,glau-,QS) O

Como un resultado particular de la proposicién (4.3.1), lo enunciamos en el corolario

siguiente.
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Corolario 4.3.1
Si f1,..., fr € K[zy,...,z,] entonces

(fro-- s fr) = () +(fa) +-- - +(Fr)

Ejemplo 4.3.1

Sea I = (2% +y), J = (2) ideales en Rz, y, 2].

Fig.(1) V(I) = V(2® +v) Fig.(2) V(J) = V(2)

Por la proposicién (4.3.1), I + J = (22 +y, z). Asf la variedad V(I + J) consiste en

todos los puntos donde 2 +y y z se anulan, la cual es la interseccién de V (I) y V(J).

z

=

Fig.(3) V(I +J)=V(a®+y,2) =V({I)NV(J)

Generalizamos esta cualidad.
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Teorema 4.3.1

Sean I, J dos ideales en K[z, ..., z,], entonces
VI +J)=V{I)nV(J)

Demostracién

(C) Seaz € V(I+ J), luego
h(z) =0, VheI+J
como I C I + J se tiene en particular
h(z) =0, Vhe I

entonces z € V(I).

De manera similar se obtiene z € V(J), con la cual z € V(I) N V(J).

(D) Seaz e V(I)NV(J).

Sea
h=f+gelI+J donde fel y geJ

Se tiene f(z) =0, ya que z € V(I) también g(z) = 0 porque z € V(J).

Asi se tiene h(z) = f(z) + g(z) = 0+ 0= 0. Concluimos que z € V(I +J) O

SiV=V(f,....fr), W=V(q,-..,9s) variedades afines en K".

Entonces

Vﬂw=V(fl,---afr)gla"')gs)

VUW=V(fig;/1<i<r, 1<j<3s)

Es un resultado andlogo al dado en el capitulo 1.
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4.3.2. Producto de Ideales

En el capitulo 1 encontramos que el ideal generado por el producto de los gener-

adores de dos ideales corresponde a la unién de variedades.

V(fire oy f) UV (g1, 9) = V(figs, 1<i<m 1<5<5)

por ejemplo la variedad V (zz,yz) corresponde al ideal generado por el producto de los
generadores de los ideales (z,y) y (2) en K[z, v, 2] es la unién de V(z,y) (eje Z) y V(=)

(plano XY). Esto sugiere la siguiente definicién.
Definicion 4.3.2

Si I, J son dos ideales en K|zy, . . ., z,] entonces el producto denotado por I.J es definido

como el ideal generado por todos los polinomios fg donde f€ Iy g€ J.
Proposicion 4.3.2

Sea I = (f1,---,fr) ¥ J = (91,...,9s) dos ideales en K[z;,...,z,]. Entonces IJ es

generado por el producto de todos los generadores de I y J:

IJ=(fig;: 1<i<r, 1<j<s)

Demostraciéon

Como cualquier elemento de IJ es la suma de polinomios de la forma fg con f € I

y g € J. Pero f y g podemos expresarlo en términos de los generadores fi,..., f, y
g1, - - -, s respectivamente, como
il &
f= Zaifi, 9= ijgj
i=1 j=1
para polinomios apropiados @,,...,a, ¥ by,...,bs. De este modo fg y cualquier suma

de polinomios de esta forma, puede ser escrita como una suma
qufiy_,- donde ¢;; € K[zy,...,Z)
Porlotanto IJ C (fig;: 1<i<rm 1<j<s).
La otra inclusién es directa. [
Con respecto a sus variedades podemos decir.
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Teorema 4.3.2

Sean I y J ideales en K[z, ...,z,], entonces

V(1J)=V({I)uV(J)

Demostracién

(C) Sea z € V(1J) Entonces
g(z)h(z) =0 VgeI, hed

(i) Sig(z) =0, Vg€ I, entonces z € V(I) luego z € V(I) U V(J).
(i) Sig(z) # 0), para algin g € I, entonces h(z) = 0, para todo h € J.
Luego z € V(J). Por lo tanto z € V(I) UV (J).

(D) Sea z € V(I)UV(J) entonces z € V(I) o z € V(J).

Por lo tanto
g9(z)h(z) =0, paratodo gel y helJ

Luego f(z) =0, para todo f € IJ. De aqui se obtiene z € V(IJ). O

4.3.3. Interseccion de Ideales

La operacién de interseccién de dos ideales, es la mas primitiva que las operaciones

de adicién y multiplicacién.

Definicion 4.3.3

La interseccién I N J de dos ideales I y J en K|z, ..., z,] es el conjunto de los poli-

nomios que pertenecen a ambos ideales I y J.
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Proposicion 4.3.3

i I'y J son ideales en K|z, ..., z,], entonces I N J es igualmente un ideal. [

Se tiene que IJ C TN J desde que los elementos de IJ son sumas de polinomios de
la forma fg con f € I, g € J, con lo cual cada fge INJ.

Ademds IJ puede estar contenido estrictamente en 7 N J.

Ejemplo 4.3.2
Sea I = J = (z,y), entonces

IJ = (2, =y, ¥*)
estd contenido estrictamente en

INJ=1=(z, y)

desde quez € INJ, peroz & IJ.

Dados dos ideales y el conjunto de generadores de cada uno de ellos.
., Cbémo calcular el conjunto de generadores de la interseccién?. Esto es mucho més

dificil que el cdlculo para la suma y el producto de ideales.

Ejemplo 4.3.3

Sea

I=(f), f=(z+y)"(=*+y)*(z -5y

J=(9), g=(z+y)(z®+y)*(z+3y)

ideales en K|z, y].

Entonces

INJ = {(z +y)*(z?+ )%z — 5y)(z + 3y))
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Esto resulta directo desde que f y g estdn factorizados en polinomios irreducibles.

En general esta factorizacién no siempre es directa, asi que cualquier algoritmo para
determinar la interseccion, tendria que vencer ésta dificultad.

Sin embargo, existe una salida elegante, que reduce el cilculo de la interseccién
eliminando variables, pero este 1iltimo problema ya fué resuelto.

Para ver esto, necesitamos la notacién siguente:

Si I es un ideal en K{zy,...,z,] y f(t) € K|[t] un polinomio en variable ¢, entonces
fI denota el ideal en K|z, ..., %, t] generado por el conjunto de polinomios
{fh: hel}
Es claro que el ideal I C K[z, ...,z,] no es un ideal en K|[z;,...,z,,t] a causa de no

ser cerrado bajo la multiplicacién por t.
Si queremos enfatizar que el polinomio f € K[t] es un polinomio unicamente en ¢,

escribiremos

f=r@

-Si queremos acentuar que el polinomio h € K|z,,...,z,] envuelve unicamente las

variables z,, ..., Z, escrbiremos
h = h(z)

De manera similar, si ¢ € K[z1,...,Zn,t] deseamos indicar que depende de las

variedades z;, ..., T,,t escribiremos
g9=g9(z,1)
Lema 4.3.3
(i) Sea I un ideal en K|z, ..., z,] generado por

pl(m), oe )pr(x)

entonces f(t)] es un ideal en K|z, ..., Z,, t] generado por
f®p (), - -, F)pr(2)
(i) Sig(z,t) € f(t)I y a € K arbitrario, entonces g(z,a) € I.
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Demostracién

(i) Sea g(z,t) € f(t)I. Puede ser expresado como una suma de términos de la forma:
h(z,t)f(t)p(z), para h €K[zy,...,zn,t] ¥ plz) €T

Pero a causa que I es generado por p;(z),...,pr(z) el polinomio p(z) es una

suma de términos de la forma
gG(z)pi(z), 1<i<r
Esto es
(@) = 3 0 ()nla)
i=1
de aqui se tiene
h(z,t)f(t)p(z) = Zh(x t)ai(z) f(t)pi(z)

donde h(z,t)q;(z) € K|z1,...,Z,,t] para 1 <i<T.

De este modo h(z,t)f(t)p(z) pertenece al ideal en K|z,,...,z,,t] generado por
f®)pi(z), ..., f()pr(x).

Desde que g(, t) es una suma de tales términos se tiene
o(z,8) € FOpi(a), ., FOp@))
(i) Sea g(z,) € f(t)I. De la parte (i) se tiene
o(z,t) = 2 iz, 0 ()pil)

donde I = (p1(z),---,P-(Z))

entonces
9(z,0) =Y hi(z,a) f(a)pi(z)
=1
como h;(z, a)f(a) € K|z, ...,z,), entonces g(z,a) € I. O
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Teorema 4.3.4

Sean I, J dos ideales en K[z, ..., z,).
Entonces INJ = (tI+ (1 —t)J) NK|zy, ..., Z,]

Demostracién

()

=)

Sea f € INJ desde que f € I se tiene tf € tI. Similarmente, f € J implica
(1-1¢t)f € (1 —1t)J, de este modo

f=tf+Q-t)fetlI+(1—-1t)J
como f € I C K[z;,...,z,] se tiene

fe@l+1—-t)J)NK|zy,...,z,]
esto muestra que

INJc @I+ (1 -t)J)NK][zy,...,Zn)

Sea f € (tI +(1-t)J)NK]zy,...,z,] entonces
f(z) = g(z,t) + h(z,t) donde g(z,t)€tl y h(z,t)e(1-1t)J

Si hacemos t = 0, se tiene g(z,0) = 0, desde que cada elemento de ¢I es miiltiplo

de t.
Luego

f(z) = h(z,0)
y por el lema (4.3.3) f(z) € J.

Luego considerando ¢ = 1 en la relacién f(z) = g(z,t) + h(z,t) se tiene
h(z,1)=0
desde que cada elemento de (1 — t)J es miltplo de (1 — ¢t).
Asi
f(z) = 9(z,1)
luego f(z) € I. Por lo tanto

flz)eInJ O
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Con el resultado anterior y el teorema de eliminacién nos permite calcular

interseccién de ideales.

Ejemplo 4.3.4
Sean
I ={(z%y), J=(zy®) idealesen K]|r,y]
(i)

tI+(1—1)J = (tz2y, (1 —t)zy?)

= (tz?y,try® — zy?) en K|t z,y]

_ (ii) Calculando los S-polinomios de los generadores obtenemos.
tzﬂyz - (tI?ﬁyﬂ L Iay:!) i m‘zyﬂ
(iii) Luego

la

es una base de Grobner para tJ+(1—t)J con respecto al orden lexcont > z > y.

Por el teorema de eliminacién, {z%y?} es una de Grobner para
@I+ (1-¢t)J) NKz,y]
Asi

I1nJ = (z*y’)
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Teorema 4.3.5

Si I'y J son ideales en K|z, ..., z,], entonces

V(InJ)=VI)uV(J)

Demostracién

(C) Se sabe IJ C I N J entonces
vInJ)cVvlJd)
luego

vV(InJ)cvI)uv()

(D) Sea z € V(I) UV(J) entonces
reV() 6 zeV(J)
Si f € I N J arbitrario,

(i) siz € V(I) entonces f € I, f(z) =0

entonces

zeV(InNJ)

(ii) si z € V(J), como f € J, f(z) =0

entonces

zeV(INJ)

con lo cual

VInJ)ovI)nVv() O
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Proposicién 4.3.4

Bean I, J dos deales en K[z, ...,z,] entonces
VINnJ=vIinvJi
Demostracién

(C) Sea f € VIN J entonces

f™elIndJ para algin entero m > 0,

luego
Mm™el vy fmed
entonces
fevi y fevi
por lo tanto
fevinvi
(D) Sea
fevinvi
luego
existen m,p>0 talque fmel, fPeJ
Asi
fftreiInd
Por lo tanto
feVvini O
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Definicién 4.3.4

Sean I y J dos ideales en K[z, ..., Z,]

Entonces
I:J={f€eK[z,...,z,]/ fg €I, paratodo g€ J}

serd el ideal cociente de I por J.

Ejemplo 4.3.5
En K|z, y, z] tenemos:

(zz, y2) : (2) = {f €Klz,y,2]/ fz € (zz, yz)}
= {f €Klz,y,2]/ fz= Azz+ Byz}
= {feKilz,y,2]/ f = Az + By}

(z,9)

Proposicién 4.3.5

Si I, J son ideales en K[z, ...,z,] entonces I : J es un ideal en K[z;,...,z,] y I : J

contiene a [ esdecir I C I:J

Demostracién

(i) Para mostrar que I : J contiene a I, note que si f € I entonces
fg €1, paratodo g € K[zy,...,z,]
en particular para todo g€ J,luego I C I:J.

(ii) I:J es un ideal, desde que 0 € I entonces 0 € I : J.

93



(111) Sea f1, f2 el:J

entonces

fig, fog€I paratodo geJ
luego

(i+ f2)9=Fi9+ fage I, Vge J
entonces

Hh+foel:J

(iv) Similar manera hf € I : J, para todo h € K[z1,...,z,] O
Proposicion 4.3.6

Sean I, J y K ideales en K[z,,...,z,). Entonces
(i) I:Kl[zy,...,z,]=1

(i) I/ICK<=ICK:J

(i) JcI<=I:J=K]zy,...,Tn)]

(iv) K[zy,...,z,) : I =K[zy,...,2Z4)

Demostracion

(i) (C) Sea f €I :K][zy,...,z,) tomando 1 € K[zy,...,Z,] entonces f-1 € I luego
fel

(D) Directo de la proposicién (4.3.5).
(iiY=>) Sea f € I arbitrario y g € J entonces fg € IJ entonces como IJ C K,
fg€ Kluego fEK:J
(¢<=) Sean fge IJdonde fe Iyg€ Jcomo feIC K :J entonces f € K:J

luego fg € K. Debido a que cada elemento de IJ es generado por elementos

de la forma fg. Entonces IJ C K
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(iii{==) Veamos que I : J = K|z3,...,z,]. En efecto
(C) Directo.

(D) Sea f € K[z1,...,2,] Yy 9 € J como J C I entonces g € I entonces
fgel, VYge J Porlotanto feI:J.

(<) Seag€e J,como1€l:J=K]z,...,z,| entonces 1g € I entonces g € I.

(iv) Direct. O
Proposicion 4.3.7
Sean I, I, J, J; y K ideales en K[z, ...,z,] para 1 <4 < r. Entonces

(i) (nIi) 1= n(Ii 2 J)

r

(i) I: (Z J)=(\I:J)

i=1

(i) (I:J): K=I1:JK

Demostracion
(i) (C) Sea
-
f S (m I,) . J
i=1
entonces
VgeJ, fge ﬂ],—
i=1
entonces
fer;:J Vi 1<i<r
entonces

fen(I,-:J)
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(D) Sea

fe(xnzﬂ

entonces

Vi=1,...,7t fel:J
entonces
fgel, Yi,Vge J
entonces
foge n I;
i=1
luego

fE(hI,)J

Gﬂ(c)%afeIﬂz:L)

entonces
paracada i=1,...,7 Vg€ J;, fgel
entonces
fel:J;
luego

fe(jazﬁ)

(D) Sea f € h(] 2 J;)

Entonces Vi=1,...,7, f € I : J;. Sea

Z g; € Z J; donde g; € J; arbitrariamente dado.

r
i=1 i=1

:
como fz g; € I, entonces

i=1

fer:O_J)

i=1
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(i) (C) Sea f € (I:J): K entonces

VheK,  fhel:J
Vg € J, (fhg) € I

luego fel:JK

* (D) Sea f € I: JK entonces

fgh € I, Vgel, Vhe K
fh € I:J

fe (I:J0):K 0

Si f es un polinomio e I un ideal, escibimos

I:f envezde I:(f)

Luego

r

Ii{fi,.. o fy = : fi) (4.4)

i=1
Estamos interesados en calcular los generadores del ideal cociente I : J, dados los

generadores de I y J. La siguiente observacién es clave para ese proceso.

Teorema 4.3.6

Sea I un ideal y g un elemento de K|[zy,...,Z,]. Si {h,...,h,} es un generador del

ideal T N (g) entonces

{h1/9,...,hy/9} es un generador de I :(g) (4.5)

Demostracién

Si a € (g) entonces a = bg para algin polinomio b.
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Asi, si

felh/g, ... h/9)

entonces
af =bgf € (hn,..,hy) =IN{g) C I
por lo tanto f € I : (g). Esto significa que

(h1/9,--- hp/g) CI:{g)

Ahora, sea f € I : (g) entonces fg € I, desde que fg € (g) se tiene fg € I N(g), como
INn(g) =(hy,...,h,) entonces

F
fg= Z v:hi, para algunos polinomios ~;
i=1
desde que cada h; € (g), significa que cada hi/g es un polinomio, luego

f= Z’Yi(hi/g)

i=1

de donde

felh/g,....ho/g)

asi se tiene la otra inclusién

(h1/9,...,hp/g) D T:(g) O

Este teorema, juntamente con el procedimiento para computar la interseccién de
ideales y la ecuacién (4.5), nos va a permitir generar un algoritmo para computar una
base (en el sentido de generador) para el ideal cociente. Es decir, dada I = (fy,..., fr)
yJ ={(91,--.,9s) = (91) + ... + (gs), deseamos encontrar un conjunto generador de
I : J, calculamos primero un generador para I : (g;), 1 < < s. En virtud del teorema

(4.3.6) primero calculamos una base de

(fl; oee 7fr> N (gz)

(es decir podemos hallar una base de Grobner para (tfy, ..., tf., (1 —t)g;) con respecto
al orden lex en el cual ¢ precede a todos los z; y tomamos elementos de dicha base en

el cual no depende de t y ello nos origina una bese de Grobner para (fi,.. ., fr) N {(g:)).
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Usando el algoritmo de la divisién, dividimos cada uno de esos elementos de la base
gncontrada por g; para obtener un generador de I : (g;).
v‘ Finalmente, computamos una base para I : J por aplicaciones de intersecciones
algoritmicas S — 1 tiempos.

Es decir, I : (g1,92) = (I : (91)) N ({ : (g2)) luego una base para

I:(91,92,93) = (I:{g1,9)) N (] : {g3))

y asi sucesivamente.
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Capitulo 5
Aplicaciones

En este capitulo se mostrard siete aplicaciones de las bases de Grébner en el anillo
de polinomios, las cuales se mostraran utilizando los capitulos anteriores y Is apéndices
A, B, CyD.

Aplicacidén 1 : Pertenencia a un ideal.

Dados los generadores de un ideal I en K[z1,...,Z,] y un elemento cualquiera

f € K[z1,...,z,]. Se dard un algoritmo para determinar si f€ I o f ¢ I

Aplicacién 2 : Consistencia de un sistema de ecuaciones.

Dada un sistema de ecuaciones

i =10

fs = 0, fl)"'afseK[ml)---,xn]

Se veré las condiciones para determinar si el sistema es consistente o no.

Aplicacién 3 : Conjunto solucién de un sistema, es finito o no.

Si un sistema de ecuaciones polinomiales es compatible (tiene solucién), se desea

dar condiciones para determinar si el conjunto solucién del sistema es finito o no.

Aplicacion 4 : Resolucién de un sistema de ecuaciones polinomiales.

En base a los teoremas de eliminacién y extension, se determinard el conjunto

solucién de un sistema de ecuaciones en K|z, ..., z,].
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Aplicacion 5 :Interseccién de Ideales.

Dados dos ideales I y J en K[z ..., z,], se determinard los generadores para la

interseccién I N J.

Aplicacidn 6 :Pertenencia al radical de un ideal.

Dado un ideal I C K[z, ...,z,] y f € K[z,...,z,). Se dard un algoritmo para
determinar si f € VI 6 f & /1.

Aplicacién 7 :Ideal cociente.

Dada dos ideales I y J € K[z, ..., z,] se resuelve el problema de de determinar

el ideal cociente I : J, mediante el cdlculo de sus generadores.

Todos los célculos en los siguientes ejemplos de aplicacién fueron realizados Maple

9.5.

5.1. El problema de pertenencia a un ideal de
Klzy,. ..,z

Sea f un elemento cualquieraenK{z,...,z,] eI = (fi,..., fa) unidealen K[z, ..., z,].
Queremos determinar si f € I o f & I. Note que para esto no es suficiente realizar
el algoritmo de la divisién generalizado por la m-upla ordenada (fi, ..., fm), teorema

(2.2.1), como ilustra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.1.1

Sea fi=zy—1, fa=2z2+1y f =1’y +y en K[z,y] con el orden lexicogrifico y la
2-upla ordenada (fi, f2). Pregunta ; f pertenece al ideal I = (fi, f)?

Como en el caso de una variable queremos aplicar el algoritmo de la divisién y
concluir que f € I si y solo si el resto de la divisién es cero.

Aplicando el algoritmo anterior obtenemos
f=z-fi+0: fa+(z+y)

estoes, g1 =z, g2 =0y elresto ™ =2+ y # 0. Ya que el resto de dividir no es cero.

iPodemos concluir que f ¢ (fi, f2)? La respuesta es no, pues
f=y-£2+0-fi
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Asi f € <f1, fz) =1
iQué sucede entonces con el algoritmo de la divisién generalizado? ;Porqué no
soluciona el problema de Pertenencia? Como notamos en el ejemplo, el algoritmo de

la divisién generalizada es influenciado por el orden en que aparecen los divisores

fi,-0 fm.

De la definicién (2.4.2), una Base de Grobner G para un ideal solucionard nuestro
problema pues el algoritmo de la divisién por G siempre deja el mismo resto sin im-
portar el orden de aparicién de los elementos de G. Por lo tanto si dividimos f por una

base de Grobner para el ideal I | si el resto es cero entonces f € I en caso contrario
f & I (corolaro (2.5.1)).

Por lo tanto la solucién al problema de pertenencia de un polinomio f a un ideal /

estd dada por el siguiente algoritmo:
(i) Fije un orden monomial en K|z,...,z,)
(ii) Determine un base de Grébner G, para I.
- (ili) Divida f por G.
(iv) f €1 si y solo si el resto de la divisién en (iii) es cero.

Ejemplo 5.1.2

Sea
I=(fi, fo) = (g2 —y*,2° - 2*) C Clz,y,7]
y
f=—4x*2% + 45 + 32°
if € 17

(i) Utilizando el orden lexicografico graduado.

(ll) G= (fl) f2)f3a f4, f5) = (xZ _y2,z3 —227$2y2 —23$$y4 - 24’y6 - Zs) es una base

de Grobner en particular reducida para I.

(iti) Dividiendo, hallamos: f = (—4zy*z—4y*)- fi+0-fo+0-f54+0- fo+(=3)- f5+0
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(iv) Como TG = 0 entonces concluimos f € I.

Ejemplo 5.1.3

Dada el ideal I = (zz — 32,23 — 22) C C[z, y, z]. j—4x%y?22 + ¥ + 32° € I?

Veamos: Utilizando el orden lexicogrifico, se obtiene

4

G = {23 - 2%, 2%% — 2%, oy* — 2%, 22 — %, f — 2%}

una base de Grobner para 1.

Ahora, como

—4z2y?2% + 5 + 35° =0
se tiene que

—dz2P?+ S+ 30 €l
Ejemplo 5.1.4

Sea I = (gy,92) C CJz,y] donde

g = 2z2+3y°-11

g = *—y* -3

G = {z? — 4,y® — 1} es una base de Grobner para I, con el orden monomial lex.

Como
yE—4 = —4+4y

entonces

yr? —4 ¢ 1
luego

y2z2 -4 =0
se tiene

yiz?—4€el



5.2. El problema de la consistencia de un sistema
en K(z,,...,z,]

Dados los polinomios fi,..., f; € K[z, ...,z,] donde K es un cuerpo algebraica-

mente cerrado y el sistema de ecuaciones que se origina con ellos.

hH =20
: (5.1)

fs=0

Se desea saber las condiciones necesarias y suficientes para que la ecuacién (5.1) sea
un sistema consistente es decir V(fy,..., fs) # 0.

Por el teorema de los ceros de Hilbert’s (teorema 4.1.2), se tiene que

V(fl:---afs)—__@‘::l € (flv--,fs)

Es decir el sistema (5.1) no posee solucién si y solo si el polinomio 1 estd en el ideal
generado por estos polinomios.

De esta manera el problema de consistencia de un sistema de ecuaciones
polinomiales, se reduce a determinar o saber cuando 1 pertenece al ideal generado por
dichos polinomios.

Es en este punto donde la base de Grobner reducida (definicién 2.6.2 ) nos ayudard,
ya que para cualquier orden monomial, {1} es la tinica base de Grébner reducida para
el ideal (1) = K|z, ...,z

Con todo lo anterior, tenemos el siguiente proceso para determinar si el sistema

(5.1) es consistente o no.
(i) Fijar un orden monomial en K[z, ...,z
(ii) Determinar una base de Grobner reducida para el ideal I = (fi,-- -, fs)

(iii) Si la base obtenida en (ii) es {1}, el sistema (5.1) no posee solucién es decir no

tiene un cero en comun.

Si la base obtenida en (ii) no es {1}, el sistema (5.1) es consistente, es decir posee

un cero en comun.

Si el cuerpo no fuese algebraicamente cerrado, se tendria solo en un sentido, es decir:

Si se verifica que {1} es una base de Grobner reducida para I = (fi, ..., fs), entonces
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K(zi,...,z,) = I, luego V(fi,..., f.) = 0 con lo cual el sistema f =0,..., f; =0 no
tiene solucién.

Si {1} no fuese una base de Grobner reducida para I = (f1, ..., fs) C K[z1,...,Za)
donde K es un cuerpo (no necesariamente algebraicamente cerrado) no se puede ase-
gurar nada.

Por ejemplo I = (2% + 1) C R|z], tiene Grobner reducida diferente de {1}, pero el
sistema 2 +1 =0, no tiene solucién en R.

Para un cuerpo no algebraico cerrrado el proceso anterior solo indicar4 la no com-

patibilidad del sistema.
Ejemplo 5.2.1

Considerando el orden lexicografico en Clz, y] el sistema:

22—-2zy = 0

r?y—2y°+z = 0
Luego
I = (z® — 2zy, 2% — 2y* + )
entonces

xr
G={y- E,zy,zz}

es una base de Grobner reducida para I. Como G # {1} entonces el sistema dado es

. compatible.
Ejemplo 5.2.2
Dado el orden monomial lexicogrifico en C[z, y, z, w]. El sistema

3r—6y—2z = 0
2z —4y+4w = 0
z—2y—z—w = 0
Siendo I = (3z — 6y — 22,2z — 4y + 4w,z — 2y — z — w) un ideal y desde que
G={z—-2y+2w,w+ g} una base de Grobner reducida para I, el sistema tiene solu-
cién.
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Ejemplo 5.2.3

Considerando

Un sistema en C[z] y el orden lexicogrifico. {1} es una base de Grébner reducida para

I = (2% — 4,2% — 9). Por lo tanto, como es notorio, el sistema no posee solucién.

9.3. El problema de determinar si el conjunto

solucion de un sistema es finito o infinito

Sea fi1,..., fs polinomios en K[z;,...,z,] donde K es un cuerpo algebraicamente

cerrado y dado el sistema de ecuaciones

i =0
: (5.2)

fs = 0

En esta parte, estamos interesados en determinar, bajo la hipdtesis de que (5.2) es
consistente, si el conjunto solucién de (5.2) es finito o infinito.

Para ello consideremos I = (fi,..., f;) en K|[zy,...,z,] y ordenamos los monomios
segin el orden lexicogrifico z; > ... > z,. Sea G una base de Grobner para 1.

El fundamento tedrico lo encontramos en el apéndice D, en particular el teorema
(D.0.6), solucionard nuestro problema.

Sea V =V(I)

V es un conjunto finito <= Siendo G una base de Griobner para I-
Entonces, para cada i, 1 <1 < n,existe m; > 0 tal que

™ = Mp(g:), para algin g; € G

Es decir para afirmar que el conjunto solucién de (5.2) es finito, basta con observar los
monomios principales da cada elemento en la base de Grobner determinada.
Por lo tanto, para determinar la naturaleza (finita o infinita) del conjunto solucién

del sistema (5.2), basta seguir los pasos siguientes:
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(i) Fijar el orden lexicografico en K[z, ..., Zn]

(ii) Determinar una base de Grobner G para el ideal I = (fi, ..., fs) que se origina

del sistema (5.2).

(iii) Verificar si para cada i, 1 < i < n, existe m; > 0 tal que z["* = Mp(g), para

algin g € G, donde G es hallado en (ii).

(iv) Si (iii) es verdadero, entonces, el conjunto solucién es finito.
Ejemplo 5.3.1
Consideremos el sistema de ecuaciones en C[z,y, z].

?+y?+22 = 1

zyz = 1

una base de Grobner para I = (22 + y? + 22 — 1, zyz — 1) con respecto al orden lex es

g = Y24yt -y 41

0 = z+Prz4+ys —yz

- como Mp(g,) = y*2%, Mp(g;) = z, ademds como no existe para algiin g € G tal
que Mp(g) sea y™, para alglin m. Entonces el sistema es compatible y tiene infinitas

soluciones.
Ejemplo 5.3.2

Sea el sistema de ecuaciones en Cz, y]

zy = 4
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Usando el orden lex, obtenemos una base de Grébner, dada por

g1 = 16z —y? -9

g2 = Y +1y®—64

como Mp(g:1) = =, Mp(g:) = y° entonces el sistema es compatible y con un ndmero

finito de puntos en el conjunto solucién.

5.4. Resolucion de un sistema de ecuaciones
en K(zy,...,z,]

Hasta ahora podemos saber si un sistema de ecuaciones en K|z;, . . ., z,] es compati-
ble o no, es decir si posee al menos una solucién en comin (El problema de consistencia),
y si fuese compatible conocer si el conjunto solucién es finito o infinito (aplicacién 3).

Estamos interesados en esta parte, conocer el procedimiento para hallar el conjunto

solucién de un sistema de ecuaciones en K|z,, ..., z,] siempre que su conjunto solucién
es finito.
Si ordenamos lexicograficamente los monomios en K|z,,...,z,] y determinamos

una base de Grobner reducida para el ideal inducido por el sistema de ecuaciones, con
teorema (D.0.6) podemos conocer si el conjunto solucién es finito y se puede eliminar
_variables (teorema (3.1.2), teorema de eliminacién) y como estamos utilizando el orden
lex, podemos encontrar en elemento de la base de Grobner dependiente unicamente de
la variable z,,.
Para luego por el teorema de extensién (teorema (3.1.2)) podemos extender esta
solucién parcial en forma recursiva.

Por lo tanto, estamos en condiciones en dar un algoritmo para resolver un sistema

de ecuaciones en K|z, ...,z,] que sea consistente y su conjunto solucién finita.
Dado el sistema de ecuaciones en K(z;,.. ., z,]

i =20

fs = 0, donde fi,...,fs € K[z1,...,Z4)

Procedemos como sigue:
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(i) Formar el ideal I = (f1,...,fs) en K[zy,...,z,).

(ii) Determinar una base de Grébner reducida G para I, utilizando el orden lexi-

cograficoz; > ... >z,

(iii) Halle las raices del generador que dependa de z, aplicando técnicas para una

variable.

(iv) Sustituya estos valores en el elemento de la base de Grébner G, donde dependa

de z,-1 ¥ Z,, hallando z,_;
(v) seguir con este proceso, hasta determinar el conjunto solucién del sistema dado.

Ejemplo 5.4.1

Resolver en C* el sistema de ecuaciones algebraicas

zz—yw—2+1 = 0
yz+zw—w—-—2 = 0
Y¥+z2-1 = 0
24wr—-1 =0
- Calculando una base de Grobner para el ideal
I=(zz—yw—z+Lyz+zw—w—2,3° +2° - 1,22 + v’ — 1)

adoptando el orden lex z > y > z > w obtenemos G = {g1, g2, g3, g4} donde
g = z+z—-2w-—1
92 = y—2z—w
5

gs = z-2w—g

g1 = w2+2w+E
20
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En g4 determinamos w, este valor lo reeplazamos en g3 para hallar z y asi sucesivamente,

obtenemos:
w— —10FVE 54205 _iv5
1 10 ) 1 — 10 1 N = 2 ’
woo —10—iV6 5206 —ivf
2=790 P 2T 0o BT
Ejemplo 5.4.2
Considere las ecuaciones en C3.
?2+y?+22 = 1
2422 = Y
A

Ellos determinan un ideal

L — —25+i4V5
10

_ —25—+i4V5
y T2 = 10

I= ($2+y2+22—1,$2+22—y,$—2) C Clz,y, ]

y queremos determinar todos los puntos en V(J).

La base de Grobner de I con respecto al orden lex

g1 = T—2
g2 = —y+22°

1 1
gg = 2+ -2-22 =

Resolviendo g3 en z obtenemos cuatro valores.

zl — :I:%-\,.n" :tv‘fﬁ -1

z >y > z esta dada por

Luego sustituyendo cada valor en g =0 y go = 0, obtenemos los valores para z e y.

De esta manera est4 resuelto el sistema original.
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Ejemplo 5.4.3
Resolver el sistema de ecuaciones en C3
?+y+z =1

4+ +2z = 1

z+y+22 =1

obtenemos el ideal
I= (z2+y+z—1,z+y2+z—1,x+y+22—1)
el cual con respecto al orden lex obtenemos una base de Grobner de cuatro polinomios

g = z+y+22-1
g = P-y-—2"+z
gs = 2y2%+24— 22

gs = 28 —424 442822

Resolviendo g, = 0, obtenemos los posibles valores de 2: 0, 1 y —1 + /2 sustituyendo
en g, y g3 = 0 y finalmente en g; = z + y + 22 = 0 los valores para z.

Por lo tanto se verifican cinco soluciones (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),

(142, -1+ V2, -1+2), (-1—+v2,-1-+2,-1-2).

5.5. El problema del calculo de la interseccién de
dos ideales en Kiz,...,z,)

Sean I = (f1,..., f+), J =(91,...,9s) dos ideales en K[z, ..., z,].
En esta parte se pretende hallar los generadores (en particular una base de Grébner)

de la interseccién I N J.
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Para ello extendemos nuestro anillo de polinomios K|z,,...,z,] con una variable
t, K[.’L‘;, e ,In,t].
Por el lema (4.3.3) (i), podemos hallar los generadores de los ideales: tI y (1 —t)J.

Por el corolario (4.3.1) podemos determinar los generadores del ideal suma:
tI+(1—t)J

Podemos ordenar los monomios lexicograficamente en K[z, ..., Z,,t] con la cual-
idad de t > z; > ... > z,. Para determinar una base de Grobner para tI + (1 —t)J
consideremos-el ideal de primera eliminacién (eliminando t) para tI + (1 —t)J obten-
emos una base de Grobner G para (¢tI + (1 —t)J) NK|[z,,...,z,] tomando unicamente

los elementos que no contenga la variables ¢, segiin el teorema (4.3.6),
INJ=@I+1-t)J)NK[zy,...,Zn)

entonces se tiene una base de Grobner para N J, pero por el corolario (2.4.1) también
es un generador para I N J.

Por lo tanto podemos seguir el siguiente algoritmo para determinar la interseccién
de dos ideales.

Sean I = (fi,...,f.), J =(g1,--.,9s) dos ideales en K[z, ..., z,].
(i) Considere el orden lexicogrifico para K(z,...,z,,tlenel cual t >z, > ... > z,,.

(ii) Calcule una base de Gribner con respecto al orden dado (i) para el ideal

tI+(1—-t)J={tf1,--,tfr, (1 =t)g1,...,(1 —1)gs) C Klz1,...,Zq,1]

(iii) Los elementos de la base hallada en (ii), la cual no contenga la variable ¢, for-

mard un generador (en particular una base de Grobner) para I N J.
Ejemplo 5.5.1
Sea I = (z%y) y J = (zy?) en K|z, y]. Deseamos conocer I N J. Consideremos
tI +(1—t)J = (tz’y, (1 - t)zy*) en K[t z,y]

Calculamos una base de Groébner para tI + (1 — t)J con respecto al orden lex con
t > z >y la cual es {tz%y, try? — zy?, t2y?}.
Por lo tanto {z?y?} es una base de Grébner para I N J.

Asi INJ = (z%y?)
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Ejemplo 5.5.2

Sea I = (zy—1,22+ 1) y J = (z%y + y) ideales en C[z, y).
Considerando el orden lexicogréfico en Clt, z, y].

La base de Grobner para el ideal
(t(zy — 1),t(2* +1),(1 - ) (@Y +v))
es
G = {tz + ty, ty* + t, 2%y + y}

Luego INJ = (z%y +y)

9.6. El problema de pertenencia en el radical de un
ideal

Sea I = (fi,...,fs) C K[z1,...,Z,] un ideal arbitrario y v/T el radical de I (defini-
cién (4.2.2)). Sea f € K|z1,...,Z,] un polinomio arbitrario. Queremos saber si f
pertenece o no al radical de /. Segin la definicién (4.2.2) necesitarfamos determinar
un m > 0 tal que f™ € I para indicar que f € v/, en caso contrario f & V1.

La proposicién (4.2.1) nos permite resolver este problema extendiendo el anillo a
K|z;,...,Zn,y] y luego mediante la base de Grébner reducida la cual es también un
generador del ideal y gracias a la unicidad de la base de Grobner reducida obtenemos

el siguiente algoritmo:

Sea I = (f1,...,fs) CK|z1,...,T,] unideal y f € K[z1,...,Z4]

(i) Dar un orden monomial arbitrario en K[z,...,z,].

(ii) Determinar un base de Grébner reducida del siguiente ideal
(fli"'7f3)1 _yf) - K[Ila' "1$n,y]

(iii) Si {1} es la base encontrada en (ii), entonces

fe V (fl,-“)fs)

En caso contrario

f¢ (fla-"afs)
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Ejemplo 5.6.1
Sea

p = zy?+2?

q = z*-222+1

= y—z2+1

<,
|

Sea I = (p,q) un ideal en C[z,y] con orden monomial lexicogrifico. Se desea saber

si f € VT o no.

Desde que {1} es una base de Grobner reducida para
(p,q,1-2f) C Clz,y,7]
Entonces
y—z*+1€ \/W
Ejemplo 5.6.2
Considerando en Clz,y, z].
I=(z+21%,x—2°

con orden lexicogréfico.
Serd, f =22 + 3zz € V1.

1
Veamos, G = {z — 1,y,1+ z,w + 5} es una base de Grobner reducida para
(z + 2,7y, — 22,1 — w(z® + 322)) C C[z,y, z,w]

Luego

f=z*+3zz¢ VI
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5.7. Problema del cilculo del ideal cociente

Dada dos ideales I = (fi,...,f:), J = (g1,...,9s) en el anillo de polinomios
K|z1, ... ,Za), por el corolario (4.3.1) se tiene
J= <gla"')gs) = (gl)++(gs>

Se quiere calcular los generadores del ideal cociente de I por J (definicién (4.3.4)).
Para ello calculamos un generador para I : (g;), 1 < i < s en virtud del teo-
rema (4.3.6) la cual nos indica que en primer lugar debemos calcular una base para

(f1,---, fr) N{g;), es decir una base de Grébner para

(tfi,. - stfr, (L —1)g:)

con respecto al orden lex en el cual t precede a todos los z;, y tomamos los elementos
de dicha base que no dependan de t.

~Ello nos origina una base de Grébner para

{fll ey fr} n {,‘;'1}

Luego usando el algoritmo de la divisién, dividamos cada uno de los elementos de la
base de Grobner encontrada por g; para obtener un generador de I : (g;).
Luego como se conoce el calculo de la interseccién de dos ideales (teorema (4.3.4)),

podemos calcular

I:{qug) =T :{q))N(]:{g2))

ver el teorema (4.3.6) (ii).

Luego

I:(91,92,9s) = (I:(g1,92)) N (I : (g3))

y asi sucesivamente mediante aplicaciones de intersecciones sucesivas, hasta calcular

un generador en

I:J=1:(91,---,93) =T :{gn,-.-,9s-1)) N (I : (gs))

Por lo tanto, a modo de resumen, tenemos el siguiente algoritmo para el calculo del
ideal cociente de I : J

(i) Para cada i, 1 <7 < s determine una base de Grébner para I : (g;), con respecto

al orden lex.
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(ii) Determine en forma recursiva los generadores de:

I:{g1,92) = (T:(91))N(:(g2))

I:(g1,92,95) = (I:{g1,92))N(I: (gs))

I:J = (I:{g1,---,9s-1))N(I: (9s))

Ejemplo 5.7.1

Sea

I = (2*y + 3ay, 2zy*) = (fi, fa)

J = (z® + 6z + y*z,4zy°) = (91, 92)

ideales en Clz,y].
Se desea conocer I : J

Se tiene

I:{q1) = (zy +3y,%%)
desde que

IN{g) = (z'y+ 62%y+ y3z? + 323y + 18zy + 3yz, 2%y? + 6y°z + y'z)

= (hh h2}
y
h
— =ay+3y, B2y
/)1 L
De manera similar: I : (go) = (1)
Desde que:
v’z 1
IN{(g) = (y°z) y dzy? =
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Luego

I:(g9) = (I:(@)N(I:(g)
= (zy+3y,v%)

Por lo tanto:

I:J=(zy+3yy")
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Capitulo 6
Conclusiones

En los ltimos cuarenta afos ha sido abordada una transformacién dramética en
nuestra habilidad para manipular sistemas de ecuaciones polinomiales. Comenzando
con el descubrimiento de las bases de Grébner por B. Buchberger y apoyado por el
espectacular crecimiento de las capacidades de las modernas computadoras, muchas
herramientas de la geometria algebraica clasica han ganado una gran importancia y
a su vez se han hecho mdis asequibles y aplicables. En este trabajo establecemos los
fundamentos de la teoria de Bases de Grobner. Gracias a los teoremas de Hilbert
(Teorema de los ceros fuerte y débil), se logra un vinculo indivisible entre el Algebra
conmutativa y la Geometria Algebraica que es de vital importancia en esta tesis. Como
aplicaciones de la teoria de Bases de Grébner se resolvieron los siguientes problemas:

Todo ideal es con respecto al anillo de polinomios K|zy, ... ,zZ,)].

s Pertenencia en un Ideal.
s Consistencia de un sistema de ecuaciones polinomiales.

s Determinar si el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones polinomiales es

finito o no.
s Resolucién de un sistema de ecuaciones polinomiales.
s Determinaciéon de la interseccién de dos ideales.
s Pertenencia en un radical de un ideal.

s Determinacién de un ideal cociente.
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En 1965 Buchberger introdujo el concepto de Base de Grobner para un ideal del
anillo de polinomios conmutativos, desde entonces, la teoria de Bases de Grébner ha
experimentado un notable desarrollo, tanto en el terreno teérico como en el de sus apli-
caciones. A juzgar por los expertos, la variedad de campos donde se estdn aplicando con
éxito estas nuevas herramientas alienta las expectativas de los investigadores. ” Modelos
para movimiento de robots, estados de equilibrio de ecuaciones de cinética quimica ,
disefio de experimentos en estadistica, configuraciones moleculares, disefio asistido por
computadora, disefio algebraico de controladores, problemas de optimizacién combi-
natoria, estudio de redes bayesianas (independencia de variables aleatorias discretas),
andlisis de sistemas dindmicos con finitos estados, que modelan en particular sistemas
biolégicos y las aplicaciones econémicas derivadas del calculo de equilibrios de Nash”,
nos dan una muestra de la diversidad de campos donde se aplica esta teoria.

Espero que el contenido de este trabajo, sea el inicio y la motivacién a los lectores

para un estudio mas especializado sobre este tema.
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Apéndice A
Factorizacion tinica

Definicion A.0.1

Sea K un cuerpo. Un polinomio de f € K|[z;,..., z,] es irreducible sobre K, si f es no
constante y no se puede expresar como el producto de dos polinomios no constantes
en K[z, ...,z,].

El concepto de irreducible depende del campo, asi: 2 + 1 es irreducible sobre Q y

R pero no sobre C : 2 + 1 = (z + 1) (z — 7).
Proposicion A.0.1

Cada polinomio no constante f € K|z, ...,z,] puede ser escrito como el producto de

polinomios los cuales son irreducibles sobre K.
Demostracién

Si f es irreducible sobre K, no hay nada que probar.

En otro caso, existen g,h € K[zy,...,Z,] no constante tal que f = gh. Es claro
que el grado de g y h es menor que f. Si g o h no fuesen irreducibles, se puede seguir
descomponiendo, y esta puede dar un nidmero finitos de pasos, por lo tanto se verifica.
a

En el teorema (A.0.2) se mostrard que esta factorizacién es tnica.
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Teorema A.0.1

Sea f € K[z1,...,Z,] un polinomio irreducible sobre K y supongamos que f divide al

producto gh donde gh € K[z, ...,Z,|. Entonces f divide a g o h.
Demostracién
Por inducién sobre el nimero de variables.

(i) Cuandon=1.Seap=M CD(f,g) entonces f = kp. Si p es no constante, como
f es un polinomio irreducible se tiene que k£ es una constante. Ahora como p

divide a g entonces kp divide a g luego f divide a g.

En el otro caso, si p es constante. Se sabe que (f, g) = (p), debido a que (p) = k[z4]
entonces 1 € (f, g). Luego existen A, B € K[z,] tal que 1 = Af + Bg entonces
h = Afh + Bgh, como f divide a gh entonces gh = q - f, para algin ¢ € K[z;].
Entonces h = Afh + Bq - f = (Ah + Bq)f. Por lo tanto f divide a h.

(ii) Asumamos que el teorema es valido para n — 1 variables.
(iii) Afirmacién 1: Sea u € K|z,, ..., z,] irreducible. Si u divide a gh € K[z, ..., z,]
entonces u divide a g o u divide a h.

En efecto

Notacién: Si p divide a g, lo simbolizaremos asi: p|q.
Si pnodivideag:ptgq
Escribamos
[} m
g= Za,-:v'i, h= Zb,-a:‘i, donde a;, b; € K[za,...,z,]

i=0 i=0
Supongamos que u no divide a ninguno de los dos polinomios: g y h. Entonces
existen %, > 0 tal que

v  no divide a a;,

(A1)

u  mnodivide a b;,
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Podemos asumir que 7 y 7 son los valores menores que cumplen con dicha situacion.
En el desarrollo de gh existe un término de la forma Ci+j$i+j donde

Citj = (a0bit; + arbigja + -~ - + im1bjin) + @ibj + (Gip1bjm1 + - -+ + @iy 5b0)

por ser i, j valores minimos hallados, © divide a cada uno de los paréntesis ya
que:

ulay, ulay, ... »u|ai1

’U.lbj_l, u[b_,-_z, .o ,UIbo

como u|(gh), divide a cada uno de los coeficientes de z; en gh por lo tanto u|Ciy;
entonces u|(a;b;) pero como u tiene n — 1 variables (K(z,. .., u,)), por hipdtesis
inductiva u|a; o u|b; lo cual va en contradiccién con la ecuacién (A.1). Por lo

tanto la afirmacién 1 se verifica.

Veamos el caso general.

Supongamos que f|gh.

(a) Si f no depende de z1, la afirmacién 1 hace que se cumpla lo pedido.

(b) Si f es no constante que dependa de z;. Se usard K(z, ..., ,)[z;] el cual es
un anillo de polinomios en una variable de z;, sobre el campo K(z,,...,z,)

donde los elementos de este campo es el cociente de  polinomios

en K[z,,...,z,]. Podemos considerar también a K[zi,...,z,] dentro de
K(IEz, tee zn)[xl]'
Afirmacién 2. f € K[z4, ..., Z,] esirreducible como elememto de K(zs, . . . ,z,)[z1].
Demostracién
Sea f = AB una factorizacién en K(zs, . ..,z,)[z1]. Ay B son polinomios en z;,
con coeficientes en K(zs,...,Z,). Mostraremos que A o B tiene grado 0 en z;.
Sead € K|z, ..., z,] el producto de todos los denominadores en A y B. Entonces

A =dA, B = dB estin en K|z,,...,z,) y como f = AB entonces
&f=dA-dB
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luego
d*f = AB en Kl|z,,...,x,) (A.2)

por la proposicién A.0.1, podemos escribir d> como el producto de factores ir-
reducibles en K|z,,...,z,]. Ademds por la afirmacién 1 y d2|X§, cada uno de
ellos divide a A 0 B pero como A=dA y B= dB, dicho factor de d?, no puede
dividir a d, luego debe dividir a A 6 a B.

Cancelando dicho factores en ambos lados de la ecuacién (A.2) y asi con los otros

factores primos de d? se obtiene:

f=AB; en Kzi,...,z,]

Desde que f es irreducible en K[z, ...,z,]| entonces A; 6 B, es una constante.
Sea A; constante en K(z,,...,z,), como

A=dA
y

de K[z, ..., ), AeK(zy,...,z,)|z1]

A no tiene como indeterminada a z,, luego A € K(z,,...,z,) luego debido a que

f = AB entonces f es irreducible y se verifica la afirmacién 2.

Ahora que f es irreducible en K(z, ..., z,)[z1], por el caso n = 1 se tiene f|g

6 flh en K(z3, .. .,z,)[z1] digamos g = Af para A € K(zo,...,z,)[z1], entonces
dg = dAf

donde, d es el producto de todos los denominadores en A.

Entonces
dg = Af en K[z, ..., z.), A=dA, deK(m,...,z,] (A.3)

Por afirmacién 1, cada factor irreductible de d divide a Aba f pero como f es
irreductible y depende de z; con grado positivo en z;, d no puede dividir a f
entonces d|Z en la ecuacién (A.3) podemos cancelar todos los factores irreducibles

de d entonces

123



luego
flg en K[zy,...,z,]
Esto completa la prueba. O

Corolario A.0.1

Supongamos que f, g € K{zy,...,z,)] tiene grado positivo en z;. Entonces f y g tiene
un factor comin en K|zy,...,z,] de grado positivo en z; si y solo si existe un factor

comin en K(za,...,z5)[z1].
Demostracién

(=) Si fy g tienen un factor comin k en K[z, ..., z,] de grado positivo en z;, pero

como dicho factor comiin también lo es en K(z,, ..., z,)[z1], luego se verifica.

(<) Supongamos que f y g tienen un factor en comin he K(z,,...,z,)[r1], entonces

f = hfi

g = 7@1, ﬁ, 5 € K(zo,...,z,)[z1]

Sea ademds d € K|z, ..., 2Z,] el denominador en comiin de los polinomios h, f:
Yy 91
Considerando

h = dh

fi = df

g1 = dg EK[.’L’l,...,:L‘n]

como f = Tlf.i entonces



luego

@ f=hh
Igualmente g = 7@1 entonces
d?g = dh - dg,
luego
d’g=hg, en K[z,..., ]
Como % no es una constante en K(zs,...,z5)[z1]yh = dh ademids d € K|zs,...,Ta),

se tiene h posee un factor irreducible h; de grado postivo en z;.

Como d?f = hf; entonces por el teorema (A.0.1)
h|d® 6 hf
Pero h; 1 d? ya que d? € K|z,, ..., z,] entonces
hi|f en Klzy,...,2z,)

De manera similar se tiene

d’g = hg
entonces
hlld‘z 6 [.'?
entonces
hilg

Por lo tanto se tiene lo buscado, h; es el factor en comtinde fy gen K[z;,...,z,] O
Teorema A.0.2
Cada polinomio no constante f € K[:cl,'. .- »Tn] puede ser escrito como el producto de
f=fi-fo-...- fr de irreducibles en K]z, ...,z,). Ademds, si f = g,...9; es otra
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factorizacién de irreducibles en K, entonces 7 = s y f; es un multiplo constante de g;

para alguna permutacion.

Demostracién

La primera parte es la proposicién (A.0.1).
Por el teorema (A.0.1) y por un proceso de induccién matematica se cumple que si
g es irreducible y divide al producto h,, ..., hs entonces f divide a h; para algun i.

Ahora, como
filf=a1,...,9
podemos considerar
hlm=a=kfi, hekK
multiplo constante de f;, luego

como fife...fr = N92-.-9s

= (kifi)g2.--9s

entonces

f2---fr=klg2~--gs

procediendo de igual forma se obtiene 7 < s.

Igualmente si consideramos que ¢;|f1, s < 7. Por lo tanto

r=sy fi=kg, Vi=1,...,7 con , €K O
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Apéndice B
Resultantes

Lema B.0.3

Sea f, g € K|z] polinomios de grados I > 0 y m > 0 respectivamente.
Entonces f y g tienen un factor no constante en comin si y sélo si existen polinomios

Ay B en K|[z] tal que:
(i) Ay B son polinomios no nulos.
(i) grad(A) <m—1ygrad(B) <l-1

(ili) Af+Bg=0
Demostracién

(=) Asumamos que f y g tienen un factor no constante en comin h € K|z].
Entonces f = hf1 y g = hgi, donde fi, g1 € K[z].

Se nota que
grad(fi) <l—-1 y grad(g:)) <m-—1

Entonces considerando A = g, B = —fi, son polinomios no nulos y poseen
grad(A) <m -1, grad(B)<!l-1.
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También se tiene

Af+Bg = of+(=f)g

= gihfi = fihg

i
o

" entonces
Af4+Bg=0

(<=) Reciprocamente, supongamos que f y g no tienen ningin factor en comin, luego
MCD(f,g9)=1
entonces existen A, B € K|z] tal que
Af+Bg=1
entonces
BAf+BBg=B
pero por (iii) Bg = —Af entonces
BAf-BAf=B
luego
B = (AB — BA)f
Como B # 0, grad(B) > I, pero esto es contradictorio con (ii).

Por lo tanto f y g tienen un factor en comin de grado positivo. [

Encontrar los polinomios A y B € K|[z] que cumplan tales condiciones no siempre
es facil hallarlos. Con el algebra lineal nos permite relacionarlos de la manera siguiente.
Escribamos

A = coz™ 1 +...+cma

B = d0$1—1+...+d[_1
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donde consideramos ! + m coeficientes: c, ..., cn_1,dy, ..., d1—1 como variables.
~ Nuestra meta es hallar ¢;,d; € K no todos ceros tal que

Af+Bg=0
donde

f = az+...4a, a#0

g = byz™+...4+b,, by#0 donde a;,b; € K

Si desarrollamos Af + Bg = 0, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales con

incognitas ¢; y d;, con coeficientes en a;, b;.

apCo +  bodyp = 0, coeficientes de z't™"!
ac +  apa + bidy + bod; = 0, coeficientes de z!t™—2
(B.1)
QCm—1 + bndi.y = 0, coeficientes de z°

En este sistema existen [ + m ecuaciones lineles y [ + m variables.

Se sabe que el sistema posee solucién no nula si y solo si la matriz de coeficientes
tiene determinante cero.

Esto nos sugiere la definicién siguiente.

Definicién B.0.2
Dados dos polinomios f, g € K[z] de grado positivo, de la forma

f = azt+...4, ag#0

g = bz™+...bm, bo#0
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La Matriz Sylvester de f y g con respecto a z, denotado por Syl(f,g,z) es la matriz
de coeficientes del sistema de ecuaciones dada en la ecuacién (B.1). Asi, Syl(f,9,z) es

una ‘matriz de orden (m+1) x (m+1):

(ao bo \

a; ap by bo
a, a; . by b
Qo bo
Syl(f,9,z) = a a  bn,
a bm
. b
l\L m columnas ~ ! columnas /

Donde todos los espacios vacios son ceros. La resultante de f y g con respecto a z

denotado por Res(f,g,z) viene dado por el determinante de la matriz de Sylverter.
Res(f,g,z) = det(Syl(f, 9,z))

Un polinomio es llamado polinomio entero, si cada uno de sus coeficientes son enteros.

Proposicion B.0.2

Dados f, g € K[z] de grado positivo, la resultante Res(f, g,z) € K es un polinomio
entero en los coeficientes de f y g. Ademds f y g tienen un factor en comiin en K|z]

siy solo si Res(f,g,z) =0

Demostracién

La férmula estandar para el determinante de la matriz A = (a;;), 1<1¢,j5 < s es:
det(A) = Z sgn(0)a15(1) * G20(2) - - - Bso(s) O €s una permutacién de {1,...,s}

Donde
sgn(o) es +1, si o intercambia un nimero par de pares de elementos de {1,.. ., s}

sgn(o) es —1, si o intercambia un nimero impar de pares.

Esto muestra que el determnante es un polinomio entero con respecto a los coefi-

cientes de f y g.

Para la segunda parte de la proposicién.
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(=) Si fy g tienen un factor en comiin, entonces por el lema (B.0.3)
3 A y BeK[z] nonulostal que Af+Bg=0

Luego el sistema (B.1) tiene una solucién no trivial. En consecuencia el determi-

nante del sistema es cero. Asi Res(f,g,z) = 0.

(<) Si Res(f,g,z) = 0 entonces el sistema (B.1) tiene solucién no nulo. Luego existe
A, B no nulos que cumplan con (i), (ii) y (iii) del lema (B.0.3). De este modo f

y g tienen un factor en comin. [

Ejemplo B.0.2
Se verd si
f=2$2+3$+1 y g=7;1;2+_'1;+3

tienen un factor comiin en Q|z].

Res(f,g9,z) = =153 #0

o = W N
- W N O
o W = =
w = 3 o

entonces no poseen un factor en comun.

Proposicion B.0.3

Dados f, g € K[z] polinomios de grado positivo.

Entonces existen polinomios A, B € K|z] tal que
Af + Bg = Res(f,9,z)

Ademas los coeficientes de A y B son polinomios enteros en los coeficientes de f y g.

Demostracién

(i) Si Res(f,g,z) =0, basta considerar A= B =0.

131



(i) Si Res(f,g,z) # 0, por la proposicién (B.0.5) existen A, B € K[z] tal que
Af + Eg =1 (B.2)
Considerando

f = az'+...q, +ayg#0

g = b0$m+...bm, +b07éo

p
I

o™ 14 ...+ Cma1

B = dyr'+...+d,

Donde ¢y, ...,¢n-1,do,...,d;—; son desconcidos en K.

Si sustituimos estas expresiones en (B.2) y comparamos los coeficientes de las
potencias de x entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

donde se desconoce c;, d; y los coeficientes a;, b; en K

aoCo +  body = 0, coeficientes de z't™!
amc + aer + bidy +  bod; = 0, -coeficientes de z!tm—2
(B.3)
ACm—1 + bmdi1 = 1, coeficientes de z°

Este sistema es el mismo que en (B.1) excepto el segundo miembro de la dltima

ecuacion.

Asi la matriz de coeficientes es la matriz de Sylverter de f y g y como

Res(f,9,z) #0

esto indica que la ecuacién (B.3) tiene solucién tnica en K.
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Usando cramer

[ 0 bo \
0 ag :
1 g iy : bo
- 4
@ Res(f,g,z) - - do .
\ 1 a b )

Desde que el determinante es un polinomio entero, sigue que

__un polinomio entero en a;, b;
Res(f,9,z)

De este modo se puede obtener también para los otros coeficientes ¢; y d;.

Ahora desde que A = cgz™ ! +...+ Cm-1, podemos reemplazarlo y como tienen

un denominador en comin Res(f,g,z) se puede escribir

1
Res(f, g, )

y los coeficientes de A son polinomios enteros en a;, b;.

A= A, donde A€ K[z

De manera similar, podemos escribir

B= mB, donde B € K([z]
Tiene la misma propiedad en comin que A.
Entonces
A f+ §g — |
luego

Af + Bg = Res(f,g,z) U

Ahora adaptaremos la teoria de resultantes en el caso de polinomios en n variables.

Sean f, g € K[z1,...,z,] de grado positivo en z; escribiendo

f = azt+...+a, a#0

g = boz’l"+...+bm, boaéO
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donde a;, b; € K|[z1,...,Za).

definamos la resultante de f y g con respecto a z; al determinante siguiente
[ a )
a by

Res(f’ 9, 271) = det

o )

Donde todos los espacios vacios son ceros.

Proposicion B.0.4
Sean f, g € K[z, ...,z,] tienen grado positivo en z;. Entonces
(i) Res(f,g,z1) pertenece al ideal de primera eliminacién (f, g) N K]z, ..., z,].

(ii) Res(f,g,z1) =0siy solosi f y g tiene un factor en comin en K[z, ...,z,] que

tiene grado positivo en z;.

Demostracién

(i) Cuando escribimos f y g en términos de z1, los coeficientes a;, b; estdn en

K(zs, ..., Za).

Siendo la resultante polinomios enteros en a;, b; sigue que
Res(f,g,11) € K[z2,...,Za)

También existe A y B polinomios en z; donde sus coeficientes son polinomios

enteros en a;, b; segin la proposicién (B.0.3), tal que
Af + Bg = Res(f,9, 1)
Asi
A B e K(zs,...,1,)[n1] = Klz1,...,Zn)
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Lo cual implica que
Res(f,9,z1) € (f,9)

(ii) Para probar la segunda parte, utlizando la proposicién (B.0.2). Siendo f y g
polinomios en z; con coeficientes en K[z, . .., z,], el campo de coeficientes est4 en

K(z,,...,z,) campo de fracciones.

. Entonces aplicando a f,g € K(z2,...,z,)[z1] se tiene Res(f,g,z;) = 0si y solo

si tiene un factor comin en K(z,, ..., z,)[z;] el cual tiene grado positivo.

Por lo tanto del corolario (A.0.1) nos indica que es equivalente a tener un factor

comin en K|z, ..., z,] de grado positivo en z;. O
Corolario B.0.2

Si f, g € C[z] entonces Res(f,g,z) =0 siy solosi f y g tiene una rafz comin en C.

Demostracién

(=) Si Res(f,g9,z) = 0, entonces f y g tienen un factor comin en C[z] con grado

positivo en z.

Como C es algebraicamente cerrado dicho factor comiin tiene una raiz en C.

(<=) Si tienen una raiz en comun. Luego f y g tienen un factor comin. Entonces
Res(f,9,z)=0 O

Proposicion B.0.5

Dados f, g € Clzy,...,Z,]. Sea

f = azi+...q

g = bz +...bn, ag,by € Clzy,...,z,] no nulos

Si Res(f,g,1) € C|z1,.-.,Zx] es anulado por (c,.-.,¢,) € C*!, entonces se cumple

uno de los dos casos:

(i) ag 6 by es anulado por (cz, .. .,Cn)
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(ii) Existe ¢; € C tal que f y g es anulado por (¢;,¢;...,¢c) € C™.

Demostracion
Considerando ¢ = (¢, . . ., ¢p)

f(ml)c)=f($1:Q7"'acn)

Es suficiente mostrar que f(z1,c) y g(z1, c) tiene una raiz en comin, cuando ay(c) y

bo(c) no son nulos.

Para probar esto

f(zi,¢) = ao(e)zi+...ac), ao(c)#0

(B.4)
g(zl, C) = bo(c)x;" +... bm(C), bo(C) ?é 0
Por hipétesis h = Res(f, g,z1) se anula en ¢
( ao(C) bO(C) ‘\
ao(c) bo(c)
0 = h(c) =det | | (B.5)
a(c) : bm(c)
‘ al(c) . bm(c) )
k m columnas 1 columnas

De la ecuacién (B.4) la resultante de f(z1,c) y g(z1,c) es exactamente igual al
determinante dada en la ecuacién (B.5).

Entonces
0 = h(c) = Res(f(z1,¢), 9(z1, ¢), 1)

Por el corolario (B.0.2), f(z1,¢) y g(z1,c) poseen una raiz en comun. Por lo tanto la

proposicién (B.0.5) estd probada. O
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Apéndice C

El teorema de extension

Con los apéndices A, B y el desarrollo del capitulo 4, tenemos lo necesario para

probar el teorema de extensén.

En primer lugar veamos el caso especial cuando el ideal es generado

polinomios.
Teorema C.0.4 (El teorema de Extensién para dos polinomios)

Sea I = (f,9) C Clzy,...,z,) e I el ideal de primera eliminacién de I.

f = azi+...+a, a#0

g = boxP+...+bn, bp#0, a, b; € Clzg,...,Z4)
Sea (cz, ..., ¢n) € V(I1) una solucién parcial. Si (cz,...,¢.) € V(ao, bo).
Entonces existe ¢; € C tal que (¢, ¢z, ..., ¢,) € V(I).
Demostracién

Denotando ¢ = (¢, - .., ¢,). De la proposicién (B.0.4) se tiene
Res(f: 9, 1.'1) € Il

Por lo tanto, como ¢ € V(I1), Res(f, g,71) se anula en c.

Ahora, por (B.0.5) existe ¢; tal que f y g es anulado por c¢= (cy,..

por dos

(C.1)

.,C) € C™,

( esto es (c1,...,¢,) € V(I) ), siempre que ni ag ni by es anulado por c¢. Veamos esto

ultimo.
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Supongamos que

ap(c) #0 y by(c) =0

Entonces g(z, ¢) tiene grado en z, estrictamnente menor que m.

Afirmacién: Si N es un entero positivo arbitrario. Entonces

(f,9)=(f,g+27f)

En efecto.
(C) Sea h € (f,g) entonces para p,q € K[z,...,Z,]

h = pf+aqg
= pf+a(g+zf-2{f)
= pf+a(g+azf)—qzl'f
= (p—gz)f +a(g+2]f)

Entonces

he(f,g+zf)

(D) Sea h € (f,g + z¥' f) entonces

h = pf+qlg+zYf)

]

pf+q9+qzl f

= (p+qzd)f+ag

Entonces

he(f,9)
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Ahora considerando N suficientemente grande de tal manera que z?¥ f tenga mayor
grado en z; que g. Por lo tanto el coeficiente principal de g+ z2 f con respecto a z; es
ag, €l cual es no nulo en c.

Aplicando el argumento previo para fy g+ zf’ f, veamos que
Res(f’g + z{vf, .’El) € C[l‘g, . ,l’n]

es anulado en (¢, ...,¢,) € C"!, ya que de la ecuacién (C.1) la Res(f,g,z;) se anula

para (cz,...,c,) € C"1. Entonces por la proposicién (B.0.5), como aq es el coeficiente

principal de f-y g+ z f en z; se tiene que

34 ¢ €C talque (61,02,---,cn)EV(f,g+${Vf)=V(f,g)¥V(I)

Por lo tanto
(c1,...,cn) €V() O
Para probar el teorema de extensién, para un ideal arbitrario (fi, ..., fs) C Clzy,...,Z,]
necesitamos definir la resultante para mas de dos polinomios. Sean fi, fa,...,fs €

Clz1,Za,...,2Zs) € Clzy,...2,).

Introduciremos nuevas variables u,, ...... , Us

T‘Qf2+"'+u#f’ ECEM!"'iualzli"'irﬂl

Ahora por la proposicién (B.0.2), la resultante de f; y uafa + ... + usfs con respecto

a r; estd en Cluz, ..., Us, T2, ..., Tn)-

Para obtener polinomios en z,,...,z, expandimos el resultado en términos de las
potencias de u,, ..., us.

Asi

Res(fi,uafo+ ..., +usfe,71) = ) _ ha(z2, ..., Zn)u" (C.2)
[+ 3

Donde u* es el monomio u3?...u2, h, € C[zo,...,Z,] para cada a.

Se dir4 que los polinomios h, son las resultantes generalizadas de f,...... , fs-
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Ejemplo C.0.3

Como un ejemplo, calculamos la resultante generalizada de los polinomios

fi = PH+y+z-1
fo = z+yP+2-1

f3 e z+y+z2—1

Res(fi,usfo+usfs,z) = (¥ +2%2-202+22+y—2)l
+2{y222 + y3 + 22 - 'y?' -2 4 yz]ugua

+(2% +2y22 + y? — 222 —y + 2)u

Teorema C.0.5 (El teorema de Eztension)

Sea I = (fi,...,fs) C Clz1,...,Z,) y sea I; el ideal de primera eliminacién para I.

Paracadal<i<s
fi=gi(za, .. ,xn)a:f"' + términos en el cual z; tiene grado < NV;

"Donde N; >0y g; € Clz,,...,Z,] es no nulo.

Supéngase que se tiene una solucién parcial (¢, ..., ¢,) € V(I1).
Si (czy---r6n) €V(91,---,9s)
Entonces

3 ¢ €C talque (c,c,.--,6) €EV(I)

Demostracion

Sea ¢ = (¢, .- -,Cn), Se encontrard una raiz comin ¢; € C de fi(z;,c¢),. .., fs(z1, c).
(i) El caso cuando s = 2 fué tratado en teorema (C.0.4)
(ii) Para s =1 igualmente V(f;) = V(fi1, f1)
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(iii) El resto de la prueba serd para s > 3.
Como c &€ V(g,...,9s) podemos asumir que g,(c) # 0.
Sea h, € Cl[zy,...,T,] de la resultante generalizada de fi,..., f
Asi

Res(fi,uafo+ ... + uefy,21) = ) hou® (C.3)

Afirmacién 1: V o, hy € I; = IN C[zy, ..., T,)

En efecto. Como la resultante estd en el anillo Clug,...,us, Z2,...,Z,] de la

proposicién (B.0.3)
Af +B(ufi +... +usfs) = Res(fi,uz fo+ ... + us f5, Z1) (C.4)

Donde A, B € Cluy, ..., Us,ZTa, ... ,Tn)-

A= EAQ'U,Q, B = ZBB'UP, Aa, Bﬁ € C[.’Ez, e ,zn]
a B

Considerando e; = (1,0,...,0),...,es =(0,...,0,1) asi

urfo+ ... +usfs = ZUC"f,-

22
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Veamos que de las ecuaciones (C.3) y (C.4)

D ket = (D Aavw®)fi+ (D BauP)(D_uth
a a B

i>2

como f; € Clzy,...,1,]

= E[J‘inﬁ]uﬂ + Z Bg fiuf e

a i>2,6
= Y (Aufi)ue + 3 (X BBf)u®

a a 22,3

B+e=a

= Z(Aafl + E Bg fi)u®

a 122,06

Bre=ca

Igualando coeficientes

ha = Aafi+ ) Bsli

i>2,8

,3+E.'=0.‘

Entonces

ha € (f1,..-, fo) =1

Luego hy € I, V a. Esto demuestra la afirmacién 1.

Desde que c € V(1) y hy € I1, V @, entonces h,(c) =0, V a.

De la ecuacién (C.3) la resultante

h = Res(fi,usfa+ ...+ usfs,7;) seanulaen ¢

h(c,ug,...,us) =0 (C.5)
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Asumamos que

g2(c)#0 y fo tienegradoen z; mayor queen fs,.--,/fs (C.6)
Como

h(e,uy, . ..,us) = Res(fi(z1, ¢), uafa(z1,¢) + ... + us fo(z1,¢), 71) (C.7)
De la ecuacién (C.5) y (C.7)

Res( fi(z1,¢), ua fo(z,€) + ... + us fo(z1,€),21) = 0

Luego por la proposicién (B.0.4), los polinomios

filz1,€) y wafa(zyr,€) +... +uyfo(z1,6),71) € Clz1, U, ..., U

poseen un factor en comin F de grado positivo en z;. Desde que F' divide a

fi(z1, c) entonces F' € C|z,] también

F{II) i A(Ih Uz, ... ,'H-,) — uﬂf2(mh ‘C] +...4+ uafs(zls {‘-}

para algin A € C[zy,uy,. .., U,

comparando los coeficientes de us, ..., u; se tiene que F' divide a

fg(Il,C), .- -afs(xlac)

Entonces F' es un factor en comin de grado positivo de todos los f;(z1, c)

Sea ¢; una raiz de F' (existe tal raiz en C), entonces se obtiene lo que se estaba

buscando ¢; es una rafz comin para los f;(z;, ¢).

Finalmente, si la ecuacién (C.6) no es verdadera, para fi,..., fs entonces reem-

plazando f, por fo + z f; donde N es entero positivo. Pues

I'= (fl:f2 + I;ffl,f:h se 1fa}

En efecto.

(C) Seapel

Entonces

p=mh+...+%f 7 eK[r,...,z,)
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Entonces

P = nh+nftrrlfi-vrlfi+rrl i+nfat...+%Sf

= (m=7zM)fi+wn(fe+zVfi)+vnfat...+%Sf

(D) Directo.

'Si N es suficientemente grande, el coeficiente de f, + z2 f; serd el gy, el cual no

se anula en C.
Podemos asumir que f, + z¥¥ f; tiene el grado mayor en z; que en f3,..., fs.

Luego repitiendo el proceso anterior se obtendria un ¢; € C raiz en comin de

fl(xla C), f2($1a C) + IL'{vfl(.’L']_,C), f3($1, C), sy fs(xla C)

entonces ¢; € C es una raiz en comin de todas las f;(z1,¢)- O
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Apéndice D
Variedades finitas

Definicién D.0.3

Se I c K[zy,...,z,) unidealy f,g € K[zy, ..., Z,]. Diremos que f y g son congruentes

mobdulo I y lo escribiremos
f=gmodl, si f—gel
Ejemplo D.0.4
Por ejemplo, si
I=(z -y’ z+y*+1) CKlz,y
entonces
f=z'—y'+z y g=z+1°+2% +2*

son congruentes médulo 7, desde que
f—9 = 28—yt — 15 — %3 — 24

= (B2+y?)(e® -9 - () (z+y*+1) el

La propiedad méas importante de la relaciéon de congruencia es dada por la siguiente

proposicién.
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Proposicion D.0.6

Sea I C K[zi,...,Z,] un ideal.

La congruencia médulo I es una relacién de equivalencia en Kz, . ..

Demostracién

(i) Es reflexiva: Desde que f — f =0 € I cada f € K|[zy,...,z,]

(ii) Es simétrica: Supéngase que f = g mod I.

Entonces
f-gel
Luego
g-f=C0({F-9g el
Por lo tanto

g= f modI

(iii) Es transitiva. Si f = g mod I y g = h mod I, entonces

Desde que I es de clausura bajo la adicién, se tiene
f—-9+9—h=f—-hel

Por lo tanto

f=hmodlI O
Definicién D.0.4
El cociente de K|z3, ..., z,) modulo I, escrito como
Klzy,...,z.)/]

es el conjunto clases de equivalencia para la congruencia médulo

K(zi,...,z.)/I ={[f]: f€K[z1,...,za]}
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Como K[z, ..., z,] es un anillo, dado dos clases cualesquiera [f], [9] € K|z, .. .,z,]/1,
se define dos operaciones con clases usando las correspondientes operaciones con los

elementos de K[z, ...,z,].

[1]+[a] = [1+4]
[£]-[a] = [ 1]

Es directo mostrar que si f’ € [f] y ¢’ € [g] entonces

[s+0] = [s+0]

(D.1)

[70) = [ 4]

Mostrando asi que dichas operaciones estdn bién definidas.
También se tiene que K[z, ...,z,]/I satisface todos los axiomas de anillo conmu-

tativo con las operaciones antes mencionadas.
Proposicion D.0.7

Fijando un orden monomial en K[z, ...,z,] ysea I C K|[zy,...,z,] un ideal. Como
en el capitulo 2, (T'p(I)) denota el ideal generado por los términos principales de los

elementos de I.

(i) Cada f € K|z1,...,z,] es congruénte mddulo I a un tnico polinomio 7 el cual

es una k-combinacién lineal de los monomios en el complemento de (T’p(I)).

(ii) Los elementos de {z*: z* & (T'p(I))} son linealmente independientes médulo 1.

Esto es, si

anx"EOmod I, c,€K

Donde los z° estén en el complemento de (T'p(I)). Entonces ¢, = 0 para todo a.
Demostracién
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(i) Sea G una base de Grobner para I'y f € K|z, .., Zq)-

Por el algoritmo de la divisién, el residuo r = fG satisface
f=q+r, donde ger
Luego f —r = q € I por lo tanto

f=rmod I

" El algoritmo de la divisién igualmente nos indica que r es una k-combinacién

lineal de monomios z* ¢ (T'p(I)).

La unicidad de r proviene de la proposicién (2.5.1)..

El argumento para establecer esta parte de la proposicidn, es esencialmente la

misma como en la prueba de la unicidad del resto en la proposicién (2.5.1).

Es decir, si

anza =0mod I, donde z® & (Tp(I)), c, € K

Entonces
Z CaxZ® €1
(= §
Si
Y e #£0
Entonces
To(> caz®) € (Tp(1))

Luego Tp(z c.z%) es divisible por T'p(g) para algiin g € I pero esto no se puede
[0
dar ya que ningin z* estd en (Tp(I)).

Por lo tanto

E Caz® =0
.
Como z* son monomios, se tiene
=0 Va O
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Ejemplo D.0.5
Sea
I'=(zy®-z% 2% —y) en R]z,y
y caon el orden lexicogrifico graduado, se tiene
G = {z% —y,7* — % 7y — 72, y* — 7y}
una base de Grobner para I. Luego
(Tp(1)) = (2%, 2%, 2%, y")

Podemos graficar en Z%, los vectores exponentes de todos los monomios en (T'p(1)).

Asi sea
01(1) = (3’ 2)) Ot(2) = (4’ 0)’ o‘(3) = (1’3)’ O‘(4) = (Oa 4))

Son los vectores exponentes de los generadores de (T'p(1)).

Asi los elementos de
((3,2) + Z%,) U ((4,0) + Z%,) U ((1,3) + Z%,) U ((0,4) + Z2,)

Son los vectores exponentes de todos los monomios en (T'p(1)).

n

(4.0)
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Fig.(3) (m,n) +— z™y"
Dado cualquier f € R|z,y], la proposicién (D.0.7) implica que el resto 70 es una
R-combinacién lineal de 12 monomios
1,z,2%,2%,y, oy, 2%y, 2%y, v2, zy?, 22, o
no contenidos en la grafica sombreada.
Proposicién D.0.8

Sea I C K|[z,...,Z,] un ideal. Entonces K|z, ...,z,]/I es isomorfo como K-espacio

vectorial a S = span(z®: z* & (Tp(1)))
Demostracién

Por la proposicién (D.0.7), la funcién

¢:K[zy,..., 2]/ — S

Donde
-G
(=7
estd bien definida y es una biyeccién entre las clases en K[z, . .., z,)/I y los elementos
de S.

Solo falta verificar que ¢ preserva operaciones en el K-espacio vectorial.

Consideremos la operacién suma en K[z, ...,z,)/I dada en la ecuacién (D.1).

Si [f], [g] son elementos de K|z, ...,z,]/I, entonces por la proposicién (D.0.7)
podemos estandarizar nuestras representaciones por el resto al dividirlo por una base
de Grobner G para 1.

Por el algoritmo de la divisién y la unicidad del resto al dividirla por una base de

Grobner G, se tiene

—07G

f+g =1 +7°

asi se tiene, si

7 = Zc‘*f y °= Zdﬁf donde z* ¢ (T'p(I))

150



Entonces
T+9 = (ca+da)z®

Asi tenemos

¢(f1+1g)) = o(f+4))

+ 3¢

¢ ([f1) + 6 (9))

Asi también, sea c € K se tiene
ETG = c?G = Z CCo ™
Por lo tanto
¢ (clf]) = é(cf))
il
35

= c¢([f])

Asf se tiene que ¢ es lineal y los espacios son isomorfos. [J

Teorema D.0.6

Sea V = V() una variedad afin en C" y fijamos un orden monomial en C[z;, . ..

Entonces los enunciados siguientes son equivalentes
(i) V es un conjunto finito.
(ii) Para cada i, 1 < i < n, existe m; > 0 tal que

;" € (Tp(1))
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(iii) Sea G una base de Grobner para I. Entonces para cada i, 1 < i < n, exste

m; > 0 tal que

" = Mp(g) para algin g € G
(iv) El C-espacio vectorial S = span(z® : z* € (T'p(I))) es de dimensién finita.

(v) El C-espacio vectorial C[z;,...,z,]/I es de dimensi6n finita.

Demostracion

(i)=> (ii) Si V = 0 entonces por Nullstellensatz

I=Clzy,...,Zn]
Luego 1 € I, entonces para cada ¢, 1 < ¢ < n, basta tomar m; =0

z;* = 1€ (Tp(I))
Si V # 0, entonces para i fijo. Sea a;, j = 1,...,k los nimeros complejos
distintos que aparecen en la i-ésma coordenada de los puntos en V.

Formamos
k

F(@:) = [ (@i — o)

=1
Por la construccidn, f es anulado por cada punto de V = V/(I), luego f € I(V(I)),
por Nullstellensatz, existe m > 1 tal que f™ € I. Ello nos indica que el monomio

principal de f™ estdn en (T'p([)).

Examinando nuestra expresién f, se observa que
z;™ € (Tp(1))
(ii)<=> (iii) Veamos.
(=) Sea z™ € (Tp(I)). Desde que G es una base de Grébner para I,

(Tp(I)) = (Tp(g) : 9 €G)

existe algin g € G tal que Tp(g)|z;"
esto implica que Tp(g) es una potencia de z;.
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(<) Es directo de la definicién.

(ii)=> (iv) Si z]™ € (T'p(I)) para cada i, entonces los monomios

2 e aly

para el cual o; > m; todos estan en (T'p([)).

Los monomios en el complemento de (T’p(I)) son para o; < m; — 1 para cada i.

Por lo tanto el nimero de monomios en el complemento de (T'p(I)) es a los més

m;-mg:-.... My

(iv)<= (v) Estd dada de la proposicién (D.0.8).

(v)= (i) Para mostrar que V es finito, es suficiente mostrar que para cada i, 1 < i < n,
existen un nimero finito de valores distintos para la i-ésima coordenada de puntos
en V =V(I).

Fijando ¢, y considerando las clases
[#)] en Clz1,...,T,]/I donde j=0,1,2,...
Desde que C[z;,...,z,)/I es finitamente dimensional, el [z7], j=0,1,2,...son
linealmente dependientes médulo I. Luego existen constantes c; no todas ceros y
.m tal que
>l = St - 0
Esto implica que
i=0
Desde que cualquier polinomio no nulo posee un nimero finito de raices en C.
Esto nos indica que los puntos de V tiene unicamente un nimero finito, diferentes
en la i-ésima coordenada. U
Un ideal I # K[z, Zo, ..., Tn] que satisface cualquiera de las condiciones del

teorema (D.0.6) es llamado cero dimensional, estd terminologia es adoptada a causa de

que V(I) consiste de un nimero finito de puntos.
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