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Resumen

El presente trabajo tiene como principal objetivo caracterizar al movimiento
Browniano a través de su variacién cuadratica, caracterizacién mas importante del
movimiento Browniano. Esta caracterizacion fue dada por primera vez por P. Lévy
en 1948. Adicionalmente, con ayuda de la caracterizacién de Lévy para el movimien-
to Browniano y herramientas adicionales desarrolladas a lo largo del trabajo, se pro-
bara que para cualquier martingala local continua .# se puede encontrar un cambio de
tiempo aleatorio de tal manera que al componer la martingala con el tiempo aleatorio,
este proceso se convierte en un movimiento Browniano. Finalmente probaremos una
version original del Teorema de Lévy para una martingala local continua con un tiempo

de parada.
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Introduccion

Los procesos estocésticos tienen en la actualidad una gran variedad de aplicaciones den-
tro y fuera de las ciencias matematicas. Areas aplicadas como finanzas, fisica, biologia,
ingenieria entre otros, utilizan, cada ves més, los procesos estocasticos para estudiar
sus fenémenos. Uno de los procesos estocasticos més utilizados es el movimiento Brow-

niano, por tal motivo es necesario estudiar sus propiedades.

La presente tesis tiene como principal objetivo estudiar la caracterizaciéon martingala
que dio Paul Lévy en 1948 para movimiento Browniano, y con ayuda de esta carac-
terizacion dar una representacion de las martingalas locales continuas vistas como un
cambio de tiempo aleatorio de un movimiento Browniano. Finalmente probaremos una
version original del Teorema de Lévy para una martingala local continua con un tiempo

de parada.

Para llegar a los resultados finales, primero desarrollaremos en las diversas secciones
del primer capitulo, conceptos como: procesos estocdstico, filtracién de un espacio de
probabilidad, tiempo de parada, el proceso martingala, la variaciéon cuadratica de una
martingala cuadrado integrable, la variacién cruzada para martingalas cuadrado in-
tegrables, martingala local y finalmente, en este capitulo, definiremos el movimiento
Browniano de una manera matematica y estudiaremos alguna de sus propiedades: Co-
mo la de ser martingala y tener como variacion cuadréatica a una funciéon creciente
que genera la medida de lebesgue en la recta. Todas estas propiedades nos sirven para
exponer de forma clara y precisa, en la tltima seccion, las caracterizaciones que se pre-

tenden demostrar para el movimiento Browniano y para martingalas locales continuas.

En el segundo capitulo, comenzaremos contruyendo la integral estocastica para proce-
sos simples respecto a una martingala cuadrado integrable M, y al igual que la integral
de Lebesgue, construiremos la integral de un proceso X respecto a una martingala M,
por aproximaciones de integrales de procesos simples, dando las condiciones suficientes
para que dicha aproximacién sea tnica. La eleccién del proceso a integrar no es tan
arbitraria. Se eligen procesos que estén en %, para martingalas. Estudiaremos algu-
nas propiedades de la integral estocastica respecto a una martingala y extenderemos
la definicién de integral estocdstica para proceso que estdn en Z4°° cambiando martin-
galas por martingalas locales. Finalmente daremos el Teorema del cambio de variable
o féormula de Ito, para semi martingalas, herramienta indispensable para demostrar el

Teorema de Lévy.

En el tercer capitulo demostraremos los tres teorema enunciados en la ultima seccion

IT



del capitulo uno, usando todas las herramientas desarrolladas en los capitulos anteriores.

En el apéndice A se enuncia todos los resultados de teoria de la probabilidad usadas
en la presente el presente trabajo, mientras que en el apéndice B el objetivo es mas
puntual, pues probaremos el Teorema de muestreo opcional, resultado que fue colocado
como apéndice para no entorpecer ni tornar extensa la lectura, pues para llegar al
Teorema de Lévy, resultado principal de la tesis, no es indispensable conocer la prueba
del Teorema de muestreo opcional. Otro tema importante que se discute en el apéndice

B es, bajo que condiciones existe la variacién cuadratica para una submartingala local.
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Capitulo 1

Caracterizacion de Lévy para el

movimiento Browniano

En el siguiente capitulo se desarrollara las principales definiciones y propiedades para
poder dar un enunciado claro y presiso de la caracterizacion de Lévy para el movimiento
Browniano. Con ayuda de este resultado caracterizamos una martingala local continua
de la siguiente manera: Buscamos una familia de tiempo de parada {7};, que puede
verse como un cambio de tiempo, de tal manera al componer la martingala local con
cada tiempo de parada 7;, este se convierte en un movimiento Browniano. Para lograr
dicho objetivo supondremos que se conocen algunos resultados de teoria de la proba-
bilidad cuyos enunciados pueden ser encontrados en el apéndice A de este trabajo y las

demostraciones en libros como [1], [2], [3].

1.1. Proceso Estocastico

Un proceso estocastico es una sucesion de variables aleatorias indexadas por una variable
(continua o discreta), que representa al tiempo. Cada una de las variables aleatorias del
proceso tiene su propia funcion de distribucién de probabilidad y, entre ellas, pueden
estar correlacionadas o no.

La aleatoriedad es capturada por la introduccién de un espacio de probabilidad (2, .%#, P),
llamado espacio de prueba. De este modo, un Proceso Estocastico puede ser represen-
tado  matematicamente = como  una  coleccion de  variables  aleatorias
X ={X; : 0 <t < oo} sobre un espacio de probabilidad (€2, .#, P), que toma
valores en un segundo espacio medible (5,.Z), llamado espacio de estados. Para el
presente trabajo nuestro espacio de estados sera un espacio Euclideano d-dimensional,
equipado con el o-dlgebra de Borel, esto es, S = R?, Z = Z(R?), donde £(U) denota
al o-algebra mas pequeno que contiene a todos los abiertos del espacio topolégico U.

El indice t € [0, 00) de la variable aleatoria X; admite una interpretacién de tiempo.



Fijado un punto w € €, la funcién t — X;(w); ¢ > 0 es denominada la trayectoria
de prueba del proceso X asociado a w.

Un proceso estocastico X puede verse como una funcion de dos variables que va del
conjunto [0, 00) x 2 al conjunto R?, entonces el proceso debe tener, por lo menos, alguna

condicion de medibilidad, por tal motivo damos la siguiente definicién:

Definicién 1 Un proceso X se dice que es medible si para cada A € B(R?), el con-
gunto {(t,w) : Xy(w) € A} pertenece al o-algebra producto %([0,00)) @ F, es decir, la
aplicacion (t,w) — X;(w) : ([0,00) x Q, B([0,0)) @ F) — (RY, B(R?)) es medible.

Definicién 2 Decimos que un proceso estocastico X es continuo si todas sus trayecto-

r1aS son continuas.

En lo que sigue de este trabajo consideraremos, siempre, el espacio de probabilidad
(Q,.7,P).

Continuando con los procesos estocdsticos, ahora debemos dar una definicion que
diferencie un proceso de otro, para esto podriamos definir igualdad de procesos de la
siguiente manera: Dado dos procesos X,Y, decimos que son iguales si
Xi(w) = Yy(w), Vit e 0,00) Vw e Q, pero esta definicién exige demasiado, ya
que todas las trayectorias, segin esta definicién, deben ser iguales. La definicion ante-
rior se puede mejorar, en el sentido de hacerla mas débil, usando la probabilidad del
espacio, entonces es natural introducir una definicién de igualdad donde se desprecian
los conjuntos de medida nula.

Consiredemos X,Y dos procesos estocasticos definidos sobre un mismo espacio de

probabilidad y que tiene el mismo espacio de estados.

Definicién 3 Decimos que Y es la modificacion de X si, y solo si, para todo t > 0,
tenemos P|X; =Y, = 1.

Definicién 4 Decimos que X e Y son indistinguibles s, 'y solo  si
PX;=Y; V0<t< o] =1

Si dos procesos son indistinguible se ve facilmente que uno es la modificacion del otro,
pero el reciproco no es verdad porque pueden existir procesos X,Y donde uno es
modificacién del otro pero sus trayectorias son muy diferentes como lo muestra el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 1:
Consiredemos 71" una variable aleatoria positiva con distribuciéon continua, esto es,

existe una funcién f tal que la funcién de distribucién de 7', es de la forma
Fr(o)= [ sl
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0, t#T
1, t=T
que Y es una modificacion de X, pues para cada t > 0 se tiene
P[X; = Y] = P[T # t] = P[T"YR — {t})] = Fr(R — {t}) = 1. Por otro lado se

tiene que

PX, =Y, Vt>0] = P[[[{X;,=Y}]=P[{t#T}H =P {T "R —{t})}]

t>0 >0 >0

= P[T‘l(ﬂ{R —{t}})] = P[T}((—00,0))] = Pl¢] = 0.

t>0

Definamos paratodot > 0, X; =0y Y; = . De ambas definiciones vemos

La siguiente proposicion, da hipdtesis suficientes para que ambas definiciones sean

equivalentes.

Proposicion 1 SiY es la modificacion de X, y supongamos que ambos procesos tienen
trayectorias continuas por la derecha en casi todas partes. Entonces X e 'Y son indis-

tinguibles.

Prueba: Sabemos que {X; = Y;; V0 <t < o0} = ﬂ{Xt = Y;}, probaremos que el
£>0
conjunto del lado derecho tiene probabilidad 1.

Veamos: {X; =Y;; Vt € Qt} = ﬂ {X: =Y:}, como {X; =Y;} tiene probabilidad 1,

teQt
para todo t € Q7, entonces P| ﬂ {X: =Y;}] =1 (esto se sigue del siguiente resultado
teQ*
de teoria de la probabilidad: Sea {A,} tal que P(A,) = 1, entonces P(m A,) =1). De

n=1

lo anterior se tiene P[X; =Y;; Vt € QF] = 1. Ahora para extenderlo a todo t € [0, c0)
usaremos la continuidad por la redecha.
Denotemos por D = [X; A Y; son continuas por la derechal
Por la continuidad por la derecha se tiene

(Xi=Y; Vt>0NnD=[X;=Y;; VteQINnD
En efecto:
Sea w € [Xy = Y; V¢t € QN D entonces Xy (w) = Yi(w) V t € QF. Sea
s € [0,00) — Q entonces existe {g,} C QF tal que ¢, | s, luego se tendra
X, (w) =Y, (w) para todo n € N, y como las trayectorias son continuas a la derecha
Xs(w) =Yy (w).
De lo anterior concluimos que el conjunto [X; = Y;; V¢ > 0] N D tiene probabilidad 1.

Finalmente se tiene
PX;=Y;Vt>0] = P{X;=Y; Vt>0}NnD)W({X;=Y; Vt>0}nN DY

— Pl{X,=Y; Vt>0}ND]+P[{X,=Y; Vt>0}nD
~ 1 + 0 0



Nota: Que dos procesos sean indistinguibles, significa que todas sus trayectorias son
iguales, salvo un conjunto de medida nula.

De las definiciones anteriores, evidentemente probar indistinguibilidad para procesos
X,Y, es un poco mas complicado que probar modificacién, pero la Proposicion 1 nos
dice que si a los procesos X, Y le agregamos continuidad por la derecha, entonces para
probar que X e Y son indistinguibles es suficiente probar que uno es modificacién
del otro. Este resultado nos induce a pensar que es muy conveniente tomar procesos
continuos por la derecha para tener una mejor definicién de igualdad de procesos, en el
sentido de indistinguibilidad.

1.2. Filtracion

Dado que un proceso estocastico es un modelo de un fenémeno aleatorio, la variable
temporal nos induce pensar que en cada momento ¢ > 0 podemos hablar de pasado,
presente y futuro. Esto nos conduce a introducir en el espacio de probabilidad (©2,.%, P)
un objeto que se interpreta como la informacién del proceso, acumulada hasta el tiempo
t.

Definicién 5 Una familia {%; : t > 0} no decreciente de sub o-algebras de F es
llamada filtro o filtracion de F. A un espacio de probabilidad (2, #, P) con un filtro

se de denomina espacio filtrado.

El que la familia sea no decreciente (i.e si s <t = %, C % ) viene del hecho natural
que la informacién en el tiempo ¢ es mayor que la informaciéon acumulada en el tiempo
S.

Ahora definimos
Fw =0 JF)
>0

que puede ser interpretado como toda la informacién del proceso estocastico.

Sea {#; : t > 0} una filtracién de .#. Definimos .%;- = O’(U F)y Fpr = ﬂ Fiie,
s<t >0
con estas definiciones decimos que la filtracién es continua a la derecha (resp. continua

a la izquierda) si, y sélo si F+ = % (F- = F;), para todo t > 0.

Definicién 6 Decimos que un filtro {Z; : t > 0} cumple las condiciones usuales si es

continua por la derecha y Fy contiene todos lo conjuntos de medida cero de % .

Ahora relacionamos el filtro de un espacio de probabilidad con un proceso estocéastico
X.

Definicién 7 Un proceso estocastico X es adaptado a la filtracion {F, : t > 0} si, y
solo si Xy es Fi-medible, para todo t > 0.



Una pregunta natural que el lector se puede hacer es, jDado un proceso X, podemos
generar, siempre, un filtro {#; : t > 0} con condiciones usuales para el espacio de
probabilidad (€2,.%#, P), de tal manera que X sea adaptado ? Afortunadamente la

respuesta si, y la manera de asociar un filtro al proceso X es consiredar
ﬁtXZJ(XS:()Ssgt), vV t>0.

que evidentemente es un filtro, denominado filtro inducido por X. Este filtro puede
describirse como el o-algebra mas pequeno respecto del cual X, es medible, para todo
s € [0,t]. Este filtro aun no contiene los conjuntos de medida nula de .#. Para hacer

esto consideremos

FXo = o(FXUN)

donde N ={F € . : existe G& .FconF CG y P(G)=0}

Finalmente, para hacerlo continuo por la derecha definimos

zX _ gXo _ g Xo
’ft - yﬁ— - m JtJre'

e>0

Como X; es ftxo—medible, también sera ﬁ’tﬁ‘;—medible, para todo € > 0, por lo tanto

ZX-medible.

Para ilustrar algunos conjuntos, veamos que ocurre con el evento A donde X es continua

sobre [0, ). Para esto, observemos que las discontinuidades pueden ser agrupadas en

> (U]

el conjunto

donde
X 1
D, = — —
n ﬂ U {lXS Xv“| > n}
m=1 s,rel0,to)
|s—r|<(1/m)

Los conjuntos D,, no son uniones numerables de conjuntos medibles, entonces puede
darse el caso que el conjunto de puntos de discontinuidad no sea medible. Para ver si
evitamos este inconveniente agregamos continuidad por la derecha en c.t.p. al proceso

X, luego los D,, se convierten en

D, = ﬂ U {|Xq1_XQ2|>%}UN7

m=1 q1,2€[0,t0)NQ
lg1—g2[<(1/m)



donde N representa al conjunto de puntos donde X no es continua por la derecha. Este
conjunto si estd en .# y tiene medida nula, es decir, P[A] = 0. Si s6lo consideramos el
filtro # = 0(X, : 0 < s < t), puede que los D,, no estén en %, , pues no se sabe si N
estd en %, entonces puede que el conjunto de discontinuidades no pertenesca a Z,.
Un ejemplo sobre esta situacién puede ser encontrarse en [6, pag 38-39]. Finalmente si

el proceso X es continuo por la derecha, entonces D € .%;, por lo tanto A = D¢ € .%,.

Usando un tratamiento muy similar podemos concluir, también, que el evento
w | Xs(w)| < a Vs € [0,t])] € F,, siempre que agregemos continidad por la
derecha al proceso X. Para mas detalle de lo expuesto arriba el lector puede revisar [6,
péag 4-3].

La exposicién anterior nuevamente nos muestra lo conveniente que es tomar procesos
continuos por la derecha.

La definicién de filtro parece no ser de mucha utilidad en un primer momento, pues a
partir de un proceso dado se puede generar un filtro para el espacio de probabilidad, o
incluso se puede tomar como filtro el trivial {.%; = .% : t > 0}, pero como veremos en la
siguiente seccion el filtro es de mucha importancia en la definicién de tiempo de parada
y un tipo de proceso muy comun: La martingala, pues ambas definiciones dependen del

filtro que se utilize.

1.3. Tiempo de parada

De ahora en adelante interpretaremos al parametro ¢ como el tiempo , y al o-algebra
Z; (filtro) como la informacién acumulada hasta en tiempo t.

Ahora supongamos que estamos interesados en saber si cierto fenémeno, por
ejemplo, que ocurra un sismo de cierta magnitud, ocurra en un tiempo dado 7(w). Para
analizar esta situacién ponemos nuestra atencién en el instante 7(w) en que ocurre dicho
fenémeno por primera vez. El evento {w : 7(w) < t} ocurre si, y sélo si, dicho fenémeno
ocurre antes del instante ¢, entonces para saber esto, el evento anterior tiene que ser
parte de la informacién acumulada al instante ¢, y como la informaciéon acumulada esta
siendo almacenada en el objeto matematico denominado filtro, definido anteriormente,
se debe tener {w : T7(w) <t} € F.

Formulamos esta idea de la siguiente manera.

Definiciéon 8 Un tiempo aleatorio 7, es una funcion % -medible, con valores en

0, 00], esto es T: Q — [0, 00]

Definicién 9 Sea (Q,.F) un espacio medible con filtracion {.%;}. Un tiempo aleatorio

T es un tiempo de parada de la filtracidn, si el evento {1 <t} € F, para todo t > 0.



Un tiempo aleatorio T es un tiempo opcional de la filtracion si, {T < t} € %, para
todo t > 0.

Nota: La definicion de tiempo de parada depende del filtro que se elija. Si cambiamos
de filtro puede que el tiempo aleatorio 7 anterior ya no sea tiempo de parada. Por
ejemplo si tomamos .#; = % V t > 0, entonces obtenemos el caso extremo que todo

tiempo aleatorio 7 es tiempo de parada.

Dado un proceso estocastico X = (X;) y un tiempo de parada 7 definimos la

variable aleatoria
Xf(w) = XT(U,) (w)

Definicién 10 Sea 7 un tiempo de parada de la filtracion {%;}. El o-dlgebra -

generado por el tiempo de parada T es
Fr={AeF :Vte|0,00), AN[T <t] € %}

Definicién 11 Sea 7 un tiempo opcional de la filtracion {F}. El o-dlgebra F. .+

generado por el tiempo opcional T es
Fv ={Ac F Vte|0,00), AN[T <t] € F+}

Proposicién 2 Si un tiempo aleatorio T es una constante positiva entonces es un tiem-
po de parada. Todo tiempo de parada es opcional, y un tiempo opcional es tiempo de
parada si el filtro es continuo por la derecha. Ademds, si T(w) = t, para todo w € €,

entonces F,. = F,

Prueba:

i) Sea 7 = ¢ > 0, entonces se tiene el conjunto {w : 7(w) < t} = {w : ¢ < t}.

Tenemos dos casos:
a) Sit> ¢, entonces {w : 7(w) <t} =0
b) Sit < c, entonces {w: 7(w) <t} =¢

Entonces {w : 7(w) <t} € %, para todo t > 0

1 1
i) {r<t}= U{Tﬁt——}7 como {Tr <t——}€.%_1 CF, ¥VneN, entonces
n n n
neN
{r<tteZF Vte|0,0)

iii) Si 7 es opcional y {.#;} es continua por la derecha, se tiene

{r<ty=({r<t+eteFn=21%

e>0



Nota: De la proposicién anterior observamos que la definicién de tiempo opcional y

tiempo de parada son equivalentes si el filtro {.%; },>¢ es continuo por la derecha.

Corolario 1 Sea 7 un tiempo aleatorio, entonces T es tiempo opcional de la filtracion

Fy si, y solo si, T es tiempo de parada de la filtracion F+

Observacién: De la proposicion y el corolario anterior se tiene que si 7 es un tiempo

de parada, entonces %, C 7, +.

La siguiente proposiciéon da un ejemplo de tiempo de parada muy comin en procesos

estocasticos.

Proposicién 3 Sea {%;}:>0 un filtro con las condiciones usuales, X = (X;) un proceso
continuo por la derecha F;-adaptado y E un conjunto abierto. Entonces, el primer

instante o en llegar al conjunto E, definido por
op(w) =nf{t > 0: X;(w) € E}
es un tiempo de parada.

Prueba: Tenemos que verificar {og(w) < t} € %, V t. Sabemos que

1
{op(w) <t} = (V{or <t+ ~} (1.1)
neN
Una expresién para {og(w) < t + %}, que es consecuencia de la continuidad por la
derecha, es {op(w) <t+ 1} = U {X,.(w) € E}. En efecto:

reQ
7‘<t+%

Sea p € {op(w) < t+ X}, entonces og(p) < t+ %, como og(p) = inf{s > 0 :
Xs(p) € E}, entonces existe ¢ € Q con og(p) < g <t -+ %, tal que X,(p) € E, de aqui
p € {X,(w) € E}.

Reciprocamente, sea p € U {X,.(w) € FE}, entonces existe ¢ € Q tal que

reQ
r<t+%

p € {X,(w) € E}, es decir X,(p) € E, como E es abierto y X = (X;) es continuo
por la derecha, existe § > 0, tal que, si r € [q,q + J) entonces X,.(p) € E, entonces
og(p) < t+1, puesog(p) =nf{s > 0: X,(p) € E}. Asi tenemos que p € {op <t+1}.

De lo anterior, reemplazando en 1.1, se tiene

for <ty =) U (X(w) € B}

neN reQ
r<t+%

Denotemos por D,, = U {X;(w) € E}, entonces D, € %, 1y Dpy1 C D, entonces

reQ
r<t+%

{UESt}:ﬂneNDnGﬁt+=9t. ]



Corolario 2 Sea {#}i>0 un filtro con las condiciones usuales, {Fi >0 X = (X3)
un proceso estocdstico, continuo por la derecha F;-adaptado y E un conjunto cerrado.

Entonces, el primer instante og en salir del conjunto E, definido por
op(w) =nf{t >0: X;(w) ¢ E}
es un tiempo de parada.

Prueba: La prueba del corolario anterior es similar al de la proposicion 3.

Lema 1 Sv 7 es un tiempo opcional y 6 una constante positiva, entonces T + 6 es un

tiempo de parada.

Prueba: Si 0 <t <6, entonces {T+0 <t} ={r<t—0} =¢ € %.Sit>0, entonces
{T+9§t}={7‘§t—§}€f(t,9)+gﬁt. O

Lema 2 Sean o,7,0,, n=1,2,... tiempos de parada. se cumple
i) oV T, 0 ANT, 0+ T son tiempos de parada,
ii) o = lim, o, es un tiempo de parada cuando o, T o 6 0, | 0.

Prueba:

i) Dadoque {ocvr <t} ={o<t}n{r<tly{onT<t}={o<t}u{r <t},se
tiene que o V 7 y ¢ A 7 son tiempos de parada.
Para o + 7:
{o+7>t} = {o=0,7>t}U{r=0,0>t}U
{o>t,7>0tU{0<o<to+T7 >t}

Los tres primeros conjuntos estan en .%;, pues son complemento de conjuntos que

pertenecen a .%;. Ahora para el ultimo conjunto observemos que

{0<o<totr>ty= |J{t>o>rr>t—1}
reQt
O<r<t

y como cada {t > o > r, 7 > t—r} € %, se tiene que o+7 es un tiempo de parada.

ii) Supongamos que o, | o, entonces {0 < t} = m{an < t}, y si o, | o, hacemos

neN
{o <t} = U {0, < t} y por el Corolario 1 de la Proposicién 2, o es un tiempo
neN
de parada. O
Proposicion 4 Sean o,7,0,, n=1,2,... tiempos de parada. Se cumple



i) Sio <7, entonces F, C F;.

i) Si o, | o, entonces ﬂfgn =.%,.

n

Prueba:
i) Sea A € Z,, entonces AN {o <t} € .%. Ahora observemos que
An{r<t}=[(An{o <tHhU(An{o <t})n{r <t} e #
entonces A € %,

ii) Sio, | o, entonces %, C ﬂ Fo, por (i).Sea A € ﬂ Z,,, por la Proposicién 2 AN

{o, < t} € %, para cada (t,n) € [0,00) x N. Luego
An{o <t} = An(Jon < t}) = (JANn{on < t}) € Z, por lo tanto

n n

Ae Z,. O
Lema 3 Sean o y 7 tiempos de parada. Entonces Fopr = Fo N F,

Prueba: Por la Proposicién 4 se tiene #, 5, C %, N Z,.

Para la otra inclusién, sea A € %, N.%,, y observemos que
An{onT<t}=An{o<t}u{r <t} =[An{o <t}JU[AN{r <t}] € %

entoces %, N %, C Fopr. O

Para finalizar esta seccion, damos dos proposiciones mas. La primera dice que si com-
ponemos un proceso con un tiempo de parada, la variable aleatoria resultante sigue
siendo medible, resultado que sera muy utilizado de una manera directa en secciones
posteriores, y finalmente la ultima proposicién serd util para elaborar la prueba del

Teorema de muestro opcional.
Proposicion 5 Sea o un tiempo de parada. Entonces se tiene lo siquiente
i) 0: Q3w o(w) € [0,00] es F, — B([0,0])- medible.
ii) Si X = (Xy) es medible, entonces la aplicacion
Xy Q= {w:o(w) < oo} 3w Xy (w) € R?
es Fy o, —B(RY)- medible.

Prueba: La prueba de este resultado puede ser encontrado en el capitulo 1 de [9, Proposi-

cién 5.4].
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Proposicion 6 Sean o y 7 tiempos de parada y X una variable aleatoria integrable.

Entonces se tiene lo siguiente
7/) E[[{O'>T}X ’ y‘r] = I{O’>T}E[X ’ ycr/\f};'
it) Ellio>n X | Z7] = Lioony E[X | Fopsl;

ir) E{E[X | ] | o} = EIX | Zonr].

Prueba:

Primero veamos que {0 > 7}, {0 > 7} € Fon,
{o>71n{onT<ty={o>7, 7<t}={o>t, 7<t}U{r <o <t}
El primer evento esta en .%;, pues
{o>t, 7<t}={o>t}n{r <t} ={o <t}n{r <t}
Para el segundo conjunto se tiene

{r<o<tt=] |J ({r<rin{r<opnioc<tieF
reQ, r<t

por lo tanto {o > 7} € F,A,. Ahora cambiando ¢ por 7, se tiene que {1 > o} € Fy,
entonces {17 > o}, {0 > 7} € F,u,

i) Sea A € .Z,, verificaremos que AN{T < 0} € Fopn, = F,NZ.. Que AN{r <o}

pertenece a 7%, es evidente. Ahora
ANnfr<on{o<t}=An{r<t}njoc<tN[TAt <o Nt] € F

entonces A N {r < o} € .%,. Luego para probar (i) observemos que
Forr = Fo N F. C F,, entonces

Jalion BIX | FordldP = [ynigory EIX | FordldP = [y ry XdP

= [, ooy XdP = [, Bll{pon, X | F,]dP
por lo tanto se tiene lo buscado.
ii) Andlogamente. si A € .7, se verifica que AN{r <o} € Forr vy
Jaliozn BEIX | FordldP = [y o EIX | Fons]dP = [, XdP

= JalioznXdP = [, Ellfr>r) X | Z7]dP
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iii) Observar que I{;<, es F,r-medible. Usando las propiedades de la esperanza

condicional y (i7), se tiene

Loy BIEIX | F] | F] = Elloon EIX | F] | Fo] = Elloon EIX | Fon] | Fol

- I{JZT}E[E[X | C950/\7’] | y{f] - ]{UZT}E[X | C950/\7’]

Andlogamente, intercambiamos o por 7 y reemplazamos en la parte (i), también
cambiamos X por F[X | .%.] en (i), obteniendo

I{a<T}E[E[X | ﬁ}] | ﬁa} = I{U<T}E[E[X | ﬁ}] | ﬁa/\T] = ]{a<T}E[X | ﬂa/\T]-

Sumando las dos igualdades anteriores se tiene lo buscado. O

1.4. Martingala y martingala local en tiempo con-

tinuo

En esta seccién desarrollaremos las propiedades bésicas de las martingalas, dejando las
demostraciones para una seccién posterior para no entorpecer el primer objetivo que

tenemos, enunciar claramente los teoremas a demostrar.

Cuando el pardmetro de tiempo es T' = {0,1,2,...} el proceso se denomida discreto,
mientras que si 7' = [0, 00) se denomina proceso continuo. Dejaremos por el momento
los procesos discretos, pues sélo serviran para demostrar propiedades de martingalas a

tiempo continuo.

Consideremos (2, .#, P) un espacio de probabilidad y {%#; : t > 0} su filtro respec-

tivo.

Definicién 12 Un proceso estocdstico real X = {X; : t > 0} es denominado martingala

( resp. submartingala, supermartingala) con respecto al filtro {%; : t > 0} si:
i) X es integrable para cada t € [0,00).
ii) X ={Xi} es {Z}-adaptado.

iii) B[ X | %] = Xs (resp. E[ Xy | %5 > X, E[X: | %] < X,), para cada
t,s € [0,00) tal que s < t.
Donde E[X; | F4| denota la esperanza de X; condicionado al o—dlgebra F,.
Para ver la definicion y algunas propiedades de la esperanza condicional revisar

el apéndice A.
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Los teoremas md&s importantes para martingalas continuas son los expuestos a

continuacion.
Teorema 1 Sea X = {X;, % : t € [0,00)} una submartingala. Tenemos lo siguiente:
i) Existe Q* € F con P[QV*] =1, tal que para cada w € Q* los limites

X+ (w) = lfIItl Xs(w), Xi-(w) = 11'1? X (w)
sSElQ SSGTQ

existen para todo t > 0(respectivamente t > 0).

ii) El limite en (1) satisface

E[Xt+ ’ Lgt]
E[X, | #-]

X, c.t.p, V>0

>
> X ctp, Vt>0

iii) { X, F+; 0 <t < 00} es una submartingala con trayectorias continuas por la

derecha con limite por la izquierda en c.t.p.

Nota: A un proceso X con trayectorias continuas por la derecha con limite por la

izquierda lo denominaremos ( cadlag ).

Teorema 2 Sea X = {X;, %, : 0 <t < oo} una submartingala cuyo filtro es continuo
por la derecha. Entonces el proceso X tiene una modificacion continua a la derecha
si, y solo si, la funcion t — E[X;] de [0,00) en R es continua a la derecha. Si ésta
modificacion continua por la derecha existe, se puede elegir cadlag y adaptada a {F:},

por lo tanto {X;} es una submartingala cadlag respecto a {F#;}.

El teorema 1 nos da un método para construir un proceso cadlag (que serd submartingala),
a partir de una submartingala X, mientras que el Teorema 2 nos la condicion sufiente
y necesaria para que dicho proceso cadlag sea una modificacion del proceso inicial.
Para una martingala se tiene que la funcién t — E[X,] = E[X,] es constante, por ende
continua. Por lo tanto, toda martingala posee una modificacion cadlag. En vista de esta
observacién podemos suponer, de ahora en adelante, que toda martingala utilizada en

este trabajo es cadlag.

Decimos que un proceso X posee tltimo elemento si lim; ., X;(w) existe para todo

w € . Con esta definicion tenemos:

Teorema 3 (Teorema del Muestreo Opcional) Sea X = (X})ico,00) una submartin-
gala continua a la derecha con ultimo elemento X, y sea o < 7 dos tiempos opcionales

con la filtracion {F;}. Entonces
EIX, | Z,+] > X,
Si o es un tiempo de parada, entonces E[ X, | %#,| > X,. En particular, E[X;] > E[X]

y para una martingala con ultimo elemento tenemos E[X,] = E[X].
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Corolario 3 Sea X = (X;)icp,co una submartingala continua a la derecha respecto del
filtro {F} y (0¢)ic0,00) una familia de tiempos de parada tal que Plog < oy] = 1 si
s < t. Definamos X; = X,,) y F, = F,, para todo t € [0,00). Entonces {X;} es una

submartingala respecto a (F,).

Corolario 4 Sea X = (X;)icjo,co una submartingala continua a la derecha respecto del

filtro {#} y o, 7 dos tiempo de parada talque o < T, entonces se cumple:
i) X7 ={Xont, F : 0 <t < o0} es una submartingala,
i) E[Xont | Fol > Xone

La demotraciéon de los teoremas anteriores seran dados en el apéndice B del presente

trabajo.

Continuando con esta seccién, pasamos definir la variacién cuadratica de una martin-

gala, que serd la pieza fundamental al momento de construir la integral estocastica.

Definicién 13 Sea M = {M;, %, : 0 < t < oo} martingala continua a la derecha.

Decimos que es cuadrado integrable si E[M?] < oo para todo t > 0.

Definicién 14 Para una martingala cuadrado integrable M, definimos la variacion

cuadratica de M, como el unico proceso (M), adaptado, tal que
i) t — (M), es no decreciente y continuo c.t.p.
i) (M) =0
i) M? — (M), es una martingala

Nota: La existencia y unicidad de la variaciéon cuadratica para una martingala
cuadrado integrable fue demostrada por primera vez por Doob & Meyer. El teorema de
descomposicién, desarrollado con mas detalle en el apéndice B, hace que la definicién

de variacion cuadratica en este trabajo esté bien definida.

Dado un proceso X = {X; : 0 <t < oo}, fijamos ¢ > 0 y sea Il = {tg,t1,...,t,}, con
0=ty <ty <---<t,=t, una particién del intervalo [0,¢]. Comtinmente, en un curso

de teoria de la medida, la p-ésima variacién de X sobre la particién II se define como

n

VoI =3 1X, - X, P

k=1
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Ahora si Vt(p)(H) converge cuando || I ||— 0, donde || IT ||= méx;—1,_,{|t; — ti-1|}, lo
denominamos simplemente la p-ésima variacién de X sobre [0,¢] y cuando p = 2 se
le denomina variacién cuadratica.

La justificacion de llamar variacién cuadratica a (X), al igual que en teoria de la medida,

viene dada por el siguiente teorema

Teorema 4 Sea M una martingala continua, cuadrado integrable y I una particion de

[0,t]. Entonces Hll{l'Hm ‘/;(2)(11) = (X); en probabilidad, esto es, para cada € > 0,n7 > 0
—0

existe un 0 > 0 tal que si || I1 ||< & entonces
PV — (M), > ¢ <

Prueba: La prueba de este teorema puede ser encontrada en el capitulo 1 de [6, Teorema

5.8].

Ahora definiremos la variacién cruzada de dos martingalas . Sean X e Y dos martingalas
cuadrado integrable, entonces (X +Y)?— (X —-Y) y (X —Y)?— (X —Y') son martingalas
y la diferencia 4XY — [(X +Y) — (X —Y')] también, entonces definimos la variacién
cruzada de X e Y por

(X,Y), = ZUX +7) (X = V)] (1.2)

Observar que XY — (X,Y) es una martingala y que (X, X) = (X)
Los calculos anteriores dan como conclusion la siguiente caracterizacion de la variacién

cruzada para dos martingalas continuas.

Teorema 5 Sea X = {X;,% : 0 <t < o0} yY = {¥,% : 0 <t < oo}
dos martingalas continuas con Xg = Yy = 0 c.t.p. Entonces existe un unico proceso
{F#}-adaptado, continuo y de variacion acotada {Ay, F : 0 <t < oo} con Ay = 0
c.t.p. tal que {X}Y; — Ay, F 0 0 <t < oo} es una martingala. Este proceso estd dado
por la variacion cruzada (X,Y) definada en (1.2)

Prueba: La existencia ya estd garantizada por 1.2, mientras que para la unicidad
hagamos A = (X,Y) y supongamos que existe otro proceso B con las mismas

caracteristicas que A. Entonces
M=(XY—-A)—-(XY-B)=B-A

es una martingala continua que tiene primera variacién finita, es decir, para todo ¢t > 0
ylII={0=ty <ty <---<t, =t} particion de [0, ], se tiene

M, = sup M} < oo
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donde M{' = . | M,

Denotemos por V; la variaciéon de M sobre [0, t] y definamos

.1 — My,|. Esto ocurre porque A y B son continuas y crecientes.

T, = inf{s : Vs > n}

entonces M™ = M™ es una martingala continua, acotada con variacion finita, de este
modo, denotemos por K la constante que acota a la martingala M™.
Sea Il = {0 =1ty <t <--- <t, =t} una particién de [0, ], tenemos

n—1 n—1
EM"]=E|Y (M"  —M'})| =E|> (M",, - M”ti)Ql
=0 1=0

dado que M™ es una martingala. Tenemos

— M,

7

— M,

7

I;

i+1 141

E[MntQ] <FE {Vnt(SUP‘Mnt )} < KFE[sup |[M",
i i

cuando || II || tiende para cero, tenemos que E[M"7] tambien va para cero, gracias a

que M™ es continuo, entonces M"™ = 0 V n € N. Tomando limite se tiene que M = 0,

por lo tanto A = B. O

Para finalizar esta seccion extendemos la definicion de martingala, que tambien es cono-
cida como técnica de localizacién y damos un equivalente al Teorema 5 para martingalas

locales.

Definicién 15 Sea X = {X;, %, : 0 < t < oo} un proceso. Si existe una sucesion
{7.}52, de tiempos de parada de {.F;}, tal que X = {Xt(n) = Xinr, F1 1 0 <t < o0}
es una martingala para cada n > 1 y P[lim, .o 7, = oo] = 1, entonces decimos que X

es una martingala local.

Definicién 16 Para una martingala local, continua M, definimos la variacion

cuadratica de M, como el unico proceso (M), adaptado, tal que
i) t — (M) es no decreciente y continuo c.t.p.
it) (M)o=0
iii) M? — (M) es una martingala local.

Dado una martingala local X, si asumimos la existencia de la variacion cuadratica para
martingalas cuadrado integrable, uno puede construir un proceso (X), de tal manera
que X?—(X) sea una martingala local, entonces la definicién anterior no es mas que una
consecuencia de suponer que existe la variacién cuadrética para martingalas cuadrado
integrable. La manera de construir la variacién cuadratica para martingalas locales se

da en la siguiente proposicion.
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Teorema 6 Sea X una martingala local continua con Xy = 0 c.t.p. Entonces existe un
inico proceso continuo adaptado, no decreciente de variacion acotada (X)) satisfaciendo

(X)o =0 c.tp. tal que X? — (X)) es una martingala local.

Prueba: Como X e Y son martingalas locales, existen secuencias de tiempos de parada
{on}, {m} tal que 0, T 00, 7, T 00, vy X}' = Xipo,,, Yi" = Yinn, son { % }-martingalas.
Definamos

pn=0, AT, ANInf{t > 0:|Xy| =no|X¢ =n}

y )Z't” = Xinpns i" = Yinp,- Observemos que p, T oo c.t.p. Dado que )?g = Xinp,s lO
mismo que Y;", para todo n € N los procesos definidos anteriormente, por el Teorema
3 son {.%, }-martingalas continuas cuadrado integrables.

Ahora, para m > n, X" = )N(t"f\pn y

(X7 = (X" ang = (X3, )% = (X" )inp,
es una martingala, entonces por el Teorema 5 tenemos ()~( "= X ™)iapn- Esta ecuacién
de compatibilidad nos permite definir el proceso (X), = (X", cuando ¢ < p,. El
proceso definido anteriormente es adaptado, continuo, y no decreciente con (X)y = 0
c.t.p.
Finalmente, como
Xprn - <X>t/\,0n = (Xf)Q - Q?n)t

es una martingala para cada n, tenemos que X2 — (X) es una martingala local continua.

O

Al igual que el Teorema 5, se tiene la siguiente extension para martingalas locales,

resultado importante que sera 1util para extender la integral de Ito , en el Capitulo 3.

Teorema 7 Sea X,Y dos martingalas locales continuas con Xqg = 0,Yy = 0 c.t.p.
Entonces existe un unico proceso continuo adaptado de variacion acotada (X,Y') satis-
faciendo (X,Y )y = 0 c.t.p. tal que XY — (X,Y) es una martingala local. Si X =Y,

escribimos (X) = (X, X)), y este proceso es no decreciente.

Prueba: Para la existencia, definimos para dos martingalas locales XY, la variacién
cruzada (X,Y) = 1[(X+Y)— (X —Y)], entonces XY — (X,Y) es una martingala local.
Para la cuestion de unicidad, supongamos que A, B satisfacen la condicién de (X,Y),
entonces M = XY — AY N = XY — B son martingalas locales continuas, entonces al
igual que el caso anterior podemos construir una secuencia de tiempos de parada {p, } tal
que p, T ooy M = Myn,,, N{* = Nipp, son martingalas continuas. Cosecuentemente
M — N[* = Bipp, — Ainp, €s una martingala continua con variacién finita. Por el mismo

argumento de la prueba del Teorema 5, se tiene que A™ = B". Por lo tanto A = B. [J
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1.5. El movimiento Browniano

El Movimiento Browniano es el proceso estocastico mas importante. Tiene muchas
aplicaciones en las ciencias fisicas, ingenieria, asi como en muchas ramas de las ciencias
sociales. La primera aplicaciéon importante del Movimiento Browniano fue hecha por L.
Bachelier cuando utiliz6 el movimiento browniano para proveer un modelo del mercado
financiero. En esta seccion pretendemos dar algunas propiedades fundamentales del

movimiento Browniano.

Definicién 17 Un proceso real X se dice que es un proceso Gaussiano si para cualquier
familia finita de indices (t1,...,t,) de[0,00), el vector (Xy,, ..., X,) es una Gaussiana,

es decir, tiene distribucion normal.

Definicién 18 Un proceso estocdstico {B; : 0 < t < oo} es llamado Movimiento

Browniano estandar 1-dimensional, si tiene las siguientes propiedades:
i) By =0 c.t.p.

ii) Los incrementos de B, son independientes; es decir, para cada conjunto finto

0<t; <ty <--+<t, <oo las variables aleatorias
B, — By,,Bi, — By,,..., By, — By, _,
son independientes.

iii) Para cada 0 < s < t < oo el incremento By — Bj tiene distribucion Gaussiana

con media O y varianza t — s, mostrada con detalle se tiene:

__u?
e 2(t—s) du

Plw : By(w) — Bs(w) < z] =

1 /m
21(t — 8) J-oo
iv) Para todo w, la funcion t — By(w) es continua c.t.p.

Proposicion 7 Sea B = (B;) un movimiento Browniano con el filtro

Fy = 0(Bs : s <t), entonces B es una martingala y (B); = t.

Prueba: Para probar esto, primero observemos que E[B; — B, | %] = E[B; — B;] = 0,
dado que B;— B; es independiente de %, (por la condicién (ii) ), y que E[B; | %] = B
dado que By es .Z,-medible. Entonces, si s < t

E[B, | %] = EF|B, — Bs + Bs | #5| = E|B, — Bs | #s| + E|B;s | %s] =0+ Bs = B;

Ahora, sea s < t, entonces
t —s = E[(B; — Bs)?* | %] = E|B? - 2B,B, + B> | #,) = E[B? — B? | %],
de donde se tiene E[B? —t | % = B? — s, es decir, {B? —t,.%; : 0 <t < oo} es
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una martingala y por el teorema 6, se tiene que (B), =t c.t.p. Il

Definimos la funcién covarianza C'ov(s,t), para un proceso cualquiera X, como
Cov(Xs, X;) = Fl(Xs — E[XJ) (X, — E[Xy])].

Si X es un movimiento Browniano, se tiene Cov(Xs, X;) = s A t.
El siguiente lema establece una caracterizacion para el movimiento Browniano en térmi-

nos de la funcién covarianza.

Lema 4 Si un proceso Gaussiano {X; : 0 < t < oo} tiene E[X;] = 0 para todo
0<t<oouysi
Cov(Xs, Xy) = s At para todo 0 < s,t < 00

entonces el proceso tiene incrementos independientes. Ademds, si el proceso tiene trayec-

torias continuas y Xo = 0, entonces es un movimiento browniano estandar sobre [0, 00).

Antes de probar este lema, recordemos que la funcién caracteristica de una variable

aleatoria Gaussiana X con media p y varianza o2, es

1 S .
px(t) = Blep (1) = —— [~ tneleonaot gy = g
ovV2r J -

Si X es un vector aleatorio Gaussiano, esto es, X = (Xj,...,X,,) donde los X; son
procesos Gaussianos con media p;, definamos la media de X como p = (p1, ..., fn), y
la matriz de covarianza de X, como

011 012 '+ Oin

021 022 -+ O2p

Y= : : . : s donde Oij = E[(Xl — /LZ)(X] — /Lj)]
On1 On2 " Onn

Con estas definiciones, la funcion caracteristica de un vector aleatorio Gaussiano es
. T 1 T n
Elexp (i{u, X))] = exp (iu' p — U Yu), VY ueR" (1.3)

Prueba del lema 4: Sea 0 < t; < ty < --- < t, < oo. Para verificar que X tiene
incrementos independientes, es suficiente probar que la funcién caracteristica ¢y del

vector aleatorio de incrementos independientes

Y = (Xy, — X, Xog — Xy oo, Xy — X4, )
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€s

n—1

oy (u) = H Xy —xip) (W), ¥V ou=(ug,...,u,) €R™ (1.4)

=1

Para esto, observemos que
Oij = E[(Y; - #1)(}/3 - MJ)] = E[Y;Y}] = E[(Xti+1 - Xti)(th+l - th)]v

de donde concluimos o;; = 0 si i # j, y 04 = tiy1 — ;. Entonces de (1.3) tenemos

n—1 n—1
1 1
oy (u) = exp (_§UTZU) = &Xp <—§ (Z(QH - tz)“?)) = H (p(Xti+1_Xti)(ui)'
i=1

=1

OJ
Dado un movimiento Browniano B, usando el Lema 4 se puede demostrar facilmente

que los procesos

= Zi=(t+1)B1 — B
» 7y = —D;
tB: ; t>0
th: t
0 ; t=0

s /= CB%, donde ¢ es una constante.

(&

son movimientos Brownianos. Sélo se tiene que probar que Cov(Z, Zs) =t A s.

Finalmente extendemos la Proposiciéon 7 para un vector Browniano B n-dimensional,
esto es, B = (B',..., B").

Teorema 8 Si B = (B',...,B") es un {%;} vector Browniano n-dimensional, en-

tonces para cadat > s > 0
EB! - Bl | Z)=0 ctp. y
E[(B; — B))(B! — Bl) | #] = (t — 5)d;;

A un vector Browniano lo llamaremos movimiento Browniano n-dimensional.

Para finalizar este capitulo, en la siguiente seccion, enunciamos el resultado principal
que se pretende probar en este trabajo, que es una propiedad que caracteriza de manera
unica al movimiento Browniano. Haciendo uso de esta caracterizacién, estableceremos

la relacién que existe entre una martingala local continua y un movimiento Browniano.
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1.6. Dos problemas de caracterizacion

Siendo el Movimiento Browniano un proceso estocastico muy importante, deberia haber
una propiedad que lo caracterize de manera tnica. Esta caracterizacién fue dada por
Lévy en 1948.

Del Teorema 8 se puede concluir que si X = (X' ..., X") es un movimiento
Browniano, entonces (X, X7}, = &;;t; 1 < 4,5 < n. Lo que Lévy consiguié demostrar
fue el reciproco de esta observacion, es decir, el movimiento Browniano n-dimensional es
la inica martingala continua y adaptada con esta propiedad. Con notacién matematica,

tenemos el Teorema de caracterizacion de Lévy para el movimiento Browniano.

Teorema 9 Sea X = {X; = (X},...,X"), % : 0 <t < 0o} un proceso continuo y
adaptado en R™ tal que para cada 1 < k < n el proceso

M =XF-XF 0<t <
es una martingala local continua relativa a { %} y variacion cruzada dada por
(MF MY, =8t 1<4,k<n
Entonces { Xy, # : 0 <t < oo} es movimiento Browniano n-dimensional.

Sea M una martingala local continua, queremos ver si podemos transformarla en un
movimiento Browniano bajo una secuencia de cambios de tiempo, es decir, una funcién
7 :[0,00) x 2 — R tal que B; = M, sea un movimiento Browniano. Supongamos
que 7 es la funcién que buscamos, luego B; = M, es un movimiento Browniano,
entonces (B); = t. Como M es una martingala local continua, entonces M? — (M); es
uma martingala local continua, y por el teorema del Muestreo Opcional también lo es
M? — (M):(sy = B2 — (M), entonces (B); = (M),) = s. Es justo esta dltima

7(s)
igualdad la que sugiere tomar

7(s) =nf{t > 0: (M), > s}

Uno puede pensar que con la secuencia de {7(t) }+>0, que son tiempos de parada, el pro-
ceso B, = M. (;) es un movimiento Browniano. Efectivamente esté es lo que demostraron
Dambis, Dubins y Schwarz en 1965, cuya prueba sera dada en el ultimo capitulo de este
trabajo. Ellos demostraron, con ayuda del teorema de Lévy, que el proceso B, definido

anteriormente es un movimiento Browniano. Este resultado es enunciado a continuacion.

Teorema 10 Sea M = {M;,%#; : 0 < t < oo} una matingala local continua que

satisface th (M) = o0 c.t.p. Para cada 0 < s < 00, definimos
7(s) =inf{t >0: (M), > s}
y el filtro G, = F.(5), s> 0. Se cumple
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i) Cada 7(s) es un {Z;}-tiempo de parada y el proceso T(t,w) es no decreciente
y continuo a la derecha. (%)i>0 es continuo a la derecha, mds ain (M)s es un

(94,)-tiempo de parada, para cada s > 0.

i) El proceso By = M5 es un movimiento Browniano sobre (2,.%,P) con filtro
(9,), satisfaciendo My = By, para todo t > 0.

El Teorema 10 dice que toda martingala continua (martingala local) es un movimiento
Browniano salvo una modificaciéon aleatoria del tiempo, pero observemos que esto no
garantiza que toda martingala continua tenga las mismas propiedades que el MB, ya
que el cambio de tiempo es aleatorio y no preserva ninguna propiedad del movimiento
Browniano.

Ambos teoremas 9 y 10 seran demostrados en el ultimo capitulo, pues primero
construiremos la integral estocastica, que sera una herramienta indispensable para de-

mostrar, primero, el teorema 9, y con ayuda de este, el Teorema 10.

Un tltimo teorema a demostrar, es una versién del teorema de Lévy hasta un tiempo

de parada.

Teorema 11 Sea 7 un tiempo de parada, {B;,.-%; : 0 < t < oo} un movimiento
Browniano y {M;, %, : 0 < t < oo} una martingala local tal que (M), =t ANT. Entonces
el proceso { Xy, F + 0 < t < oo}, donde Xy = M; + (By — Binr) s un movimiento

Browniano estandar.
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Capitulo 2

La Integral Estocastica

2.1. Construccion de la integral estocasticas
Sea (£2,.%, P) un espacio de probabilidad y {.%;} una filtracién de .%.

Definicién 19 Definimos Mo = {X = (X;) : X es una martingala cuadrado integrable
sobre (Q, F, P) con respecto a {F} y Xo =0} y M5 ={X € My :t — X; es continua

}.

Definicién 20 Para cada X € 5, definimos [X|r = E[X2]Y2, T > 0 y la norma
[X]=) 27([Xl. A1)
n=1

Lema 5 .#, es un espacio métrico completo con la métrica d(X,Y) = [X — Y],
XY € My, y M5 es un subespacio cerrado de M.

Prueba: Si [ X —Y] =0= [X-Y], =0= X, =Y, n=12... ct.p., ahora
Xi =FE[X, | #]=E[Y,| #]=Y: Vn >t luego por la continuidad por la derecha se
concluye que X = Y (indistinguibles).

Para la completitud, sea {X"}, n = 1,2,... una sucesiéon de Cauchy, esto es,

lim [X™ — X™] = 0. Para cada t fijo, la sucesién {X}'}2° | es una sucesiéon de Cauchy

n,Mm— 00

en L*(2, Z;, P), entonces tiene un limite X;. Veamos que el limite es una martingala;
sea 0 < s<t<ooyAc.Z,, tenemos por la convergencia en L? y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz que lim,, oo E[14(X? — X;)] =0y lim, o E[14(X}' — X;)] = 0. Como
cada X™ € 5 se tiene E[1,X]"| = E[14X7], entonces se tiene que E[l14(X; — X;)| =
Ela(Xi— X+ X' — X)) = E[1a(X] — X))+ E[14(XI — X;)] = E[14Xy] = E[14X}].
Por lo tanto {X;} es una martingala y, por el Teorema 2, se puede tomar una modifi-

cacién cadlag tal que X € .#5. Tenemos, finalmente lim,, [ X" — X] = 0.
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Para probar que .5 es cerrado, sea {X"}32, C 5 con limite X en .#5. Por la
desigualdad de Doob, Teorema 22, se tiene

1 1
P sup X7 - X,| > ] < LE[xp - Xpl] = 2[X" = X2 0
0<t<T € €

cuando n — oo, € > 0. Tomamos ¢, = 2%, entonces

1
para todo k>0 : h’mP[sup | X — Xy > }:0.

n—oo  |o<t<T T2k

Esto significa, que para cada k£ podemos elegir un n; tal que

1 1
P|sup | X" —X4|>—| <=
|:0<t£T| ! 2 2"7] — 2k

consecuentemente por el Lema de Borel-Cantelli, Proposicién 19, tenemos que X, con-

verge uniformemente a X; sobre [0, 7], en c.t.p. Por lo tanto X es continua. (]

Sea M € 5 y (M) su respectiva variacién cuadratica.

Definicién 21 Definimos el conjunto Zo(M) = {P = (P(t,w))i>0 : D es un proceso real
Fy — predecible y para todo T > 0

| ® 2= B / (s, w)d(M),] < oo}

Para cada ® € % (M), definimos la norma

[e.9]

T 3= (I @ I35 AL
i=1
Observacién: || - || no es propiamente dicha una norma, porque pueden existir pro-
cesos X, X' tal que || X ||¥=|| X' ||3*. Lo que se hace para convertirlo en norma, al

igual que en teoria de la medida, es establecer la relacién de equivalencia en % (M ):
Z5(M)

~J

X ~ Y si,ysélosi|| X ||¥=| YV ||} y extendemos la norma al conjunto

Denotaremos de la misma manera al conjunto de las clases de equivalencia.

Definicién 22 Sea % la subcoleccion de procesos reales & = {®(t,w)} € L(M) que
tienen la  siguiente propidedad: FExiste wuna sucesion de numeros reales
0=t <t <tyg < -+ <t, <+ <00 cont, — 00 y una secuencia de variables

aleatorias { f;(w)}32, tal que f; es F,-medible, sup || fi o< 00 ¥
i

Jw) = , .
fz<UJ) , St te (ti7ti+1], 1=0,1,2,...
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Claramente ® puede escribirse como

O(t,w) = fo(w) =0y (t +Zfz W) (1,111 (t)

Nota: Al conjunto % se le denomina conjunto de procesos simples.

El siguiente lema nos menciona qué conjunto puede ser aproximado por procesos sim-

ples, para poder construir la integral estocastica sobre él, partiendo por procesos simples.

Lema 6 El conjunto %, es denso en ZL(M) con respecto a la métrica
dX,Y) = X =Y |3

La prueba de este importante resultado, el cual no se incluye en el presente trabajo
debido a su tecnicismo, puede ser encontrada en la parte A de la seccion 2 del capitulo
3 de [6].

El lema anterior dice que cualquier proceso en (M) se puede aproximar por procesos
simples.

En vista del lema 6, el lector puede intuir que la definicién de la integral estocéstica
serd hecha por aproximaciones de procesos simples. Entonces primero definamos la
integral de un procesos simple:

Sea & € L, M € 45>y (M) su respectiva variaciéon cuadrética, entonces existe {t;}°,

tal que t; T ooy
O(t,w) = folw) =y (t +Zfz w) ;15,1 (t)

Definimos

n—1
(@), = Z filw) (M, — M) + fo(My — My,)
i=0

cont € [t,,t,+1) y n € N. Como

n—1

E[IM(@®), | ) =) Elfi(w)(My,, — My,) | F]+ E[fa(M; = My,) | Z) = IM(D),
i=0
para 0 < s < t < oo, entonces (IM(®););>9 € Mo, es decir, la integral de un proceso
simple es una martingala cuadrado integrable.
Observacién: Si M € .#5 entonces M (®) € .45 para todo ® € 4.

Ahora calculemos E[I(®)?], antes obsevemos que si ® es simple, puede ser escrito

de la forma

[M((I)>t = Z fi(Mt/\ti+1 - Mt/\ti)

1=0
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entonces

E[IM(®)]] = E (Z JilMint,y — th))

=0

antes de proseguir observemos que si M € #5 y 0 < s <t < u < v, entonces

E[(Mv - Mu)(Mt - MS)] - E{E[(Mv - MU>(Mt - MS) | ﬁu]}
= E{E[(Mv_Mu) |ﬁu](Mt_M8)}:0
y

B((M; = M)*) = E{E((M; — M;)* | Zi|} = E{E[M} — M | Z]} = E[(M), — (M),]

entonces

E[IM(®)f] = E (Z JiMinsy, — th)) =F

=0

Z fz’2(<M>t/\ti+1 - <M>t1)

En la expresién anterior vemos que la igualdad es independiente de la particién
{0=ty <ty <---<t, =t} de|0,t], entonces

t
B (@) = Bl [ @240 Y20y voe
0
por lo tanto se obtiene

M@=l  vees

La ecuacién anterior, dice que la aplicacién ® € £ — IM(®) € .4, es una isometria,

denominada la isometria de Ito .

Proposiciéon 8 Sea ® € %4 y M € 45, entonces se tiene:

M(®)y =0 c.tp; (2.1)
E[IM(D), | 7] = I"(®)s; (2.2)

Bl @) - | [ @aon.] 23)
(M (@)] =l @ 12" (2.4)

M(a® + BY) = al™(®) + IM (D). (2.5)

26



Prueba: La prueba de estos resultados para procesos simples, es muy similar a la

realizada para obtener la isometria de Ito6 anteriormente.

Del mismo modo se puede obtener igualdad

E[(IM(®), — IM(®),)* | #|=E V d2d(M), | 9} (2.6)

s

t
Esta igualdad dice que el proceso {IM(@)? —/ @id(]\@u} es una martingala, y
0 >0

por el Teorema 29 se tiene

(1 (@)), = / D2d(M), (2.7)

Ahora, sea ® € %(M), por el Lema 6 existe {®"} C % tal que || & — @ [|}1— 0
cuando n — oo. De las ecuaciones (2.4) y (2.5) se sigue que
(1M (@) — I(@™)] = [1M(2" — &™) =] @" — @™ [y’ 0

cuando n,m — oo, entonces {IM(®")}° , es una sucesién de Cauchy en .45, entonces
existe un proceso, denotado por {IM(®);};>¢ tal que [IM(®") — IM(®)] — 0 cuando
n — o0o. Este proceso esta bien definido, pues si { X"}, e {Y"}°°, son dos sucesiones

tal que || X" =@ [0y || Y™ — ® ||’— 0 cuando n — oo, entonces
(M (xm) = MY < [IMXT) = (@) + [T (YT - IY(@)] — 0
cuando n — 0.

Definicién 23 Para ® € £ (M), la integral estocdsticas de ® con respecto a M € M5
es la tnica martingala cuadrado integrable IM(®) = {IM(®),.F; : 0 < t < oo}
que satisface lim [I"(X™) — IM(®)] = 0, para toda sucesion {X"}2, C % con

lim || X" — & ||3'= 0. Escribimos

t
IM(<I>)t_/ O, dM,; 0<t < 0.
0

Observacién: Al igual que para los procesos simples, si M € .5 entonces [M(®) € 4§

para todo ® € % (M), esto ocurre gracias a que .#5 es un subespacio cerrado de .#5.

Proposicién 9 La integral estocdstica IM(®), ® € L(M) y M € M, tiene las

siguientes propiedades:
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i) IM(®)y =0 c.t.p
ii) Para cada t > s > 0, se tiene

E[IM(®), — IM(®), | #] =0 ct.p. (2.8)

Bl @) - @0 | £ =8 | [ @aon, | 2] e @9

(2.8) y (2.9) pueden generalizarse, sea o y T dos tiempos de parada de la filtracion
(%) tal que T > o c.t.p. entonces para cada t > 0

E[IM"(®)ipr — IM(®)ipo | Fo] =0 c.t.p. (2.10)

tAT

E[(IM(@)inr — I (®), A 0)? | Fy) = E U

Ao

@id(M>uy%] ctp. (2.11)
iii) Si ®, ¥ € ZL(M) entonces

B((1(@), — P(@),)(1V(0), — I (V),) | 7] = E [ / (@), d(M), | z}z.m

Y
E[(IM(q))tAT - IM(CI))MU)UM(\II)MT - ]M(\I/)t/\a) | ﬁé‘]

tnT 2.13
_E l / (®),d(M), | ,%} ctp (2.13)
tAo
w) Si o esun F- tiempo de parada, entonces
IM(®)p0 = IM (D), para t >0 (2.14)

donde ®, = I1;>1 P,

Prueba: Todas estas propiedades de la integral son demostradas facilmente tomando
aproximaciones por procesos simples y usando el Teorema del muestreo opcional, Teo-
rema 3. Para ilustrar esto, demostremos (iv).

Sea & € Z. Sea {s'}°,(n=1,2,...) un refinamiento de {¢;}2, v {i27"}3°,, entonces

O(t,w) = fo(w)li=o + Z Sl e o y(t) Vn=1,2,....

Definamos o™ (w) = s}, si o(w) € [sI, s},), 0" es un F;-tiempo de parada para todo
n,yo" | oy como

/

D, (s,w) = ®(s,w)[{on>s, entonces &, € L.
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Observemos tambien que I{on>s = I{o>smy si s € [s], s7,,), entonces

t
| &, — @ |2,= E [ | e dlionmdiin,| =0

/

) — IM(®') en My. Pero IM(®), = [ ®(s,w)dM,

de donde obtenemos I'M(® 0

entonces IM (&), = lim, oo IM(®),), = [/ ®(s, w)dM, = IM (),

Para el caso general, sea {®,} C % tal que ®,, — ® en %, entonces [M (®,) — IM(®)
en #,. Como
™M), = I(®,)pe ¥nEN,

/ / /

IM(CD )t — IM(<I> )ty ]M(<I>n)m0 — IM(CD)MU se concluye que IM(<I> )t = IM(Q))MO.. O

n

Ahora sea M, N € My, ® € L(M)y ¥ € Z(N) entonces tenemos :
Proposicién 10 Para cadat > s > 0,
E[(IM(@), — IM(®),) (I (V) — IV(V),) | F]

=FE Ust(cbmudw, NYo | Z,| ctp (2.15)

Prueba: La prueba se obtiene facilmente primero para ®, ¥ € % y luego extendiéndola
con la isometria de Ito a .%. O

De la ecuacién 2.15 se puede concluir que

t
(1(@), 1 (), = [ (@0).d(M, V),
0
y como caso particular tenemos otra propiedad importante de la integral estocastica

(IM(®), N), = /Ot ®,d(M,N), (2.16)

2.2. Integracion respecto a una martingala local

Del item (iv) de la Proposicién 9 observamos que la integral estocéstica esta determi-
nada por los valores locales del integrador M y el integrando ®. Este hecho nos permite

ampliar la clase de integrador e integrando.

Definicién 24 Definimos los conjuntos ' = {M = (M;) : M esuna
F,—martingala local y My =0 c.t.p } y #M° = {M € 4" : t — M,, es continua en

c.t.p.}.

29



Definicién 25 Sea M € .#'¢. Definimos LL¢(M) = {® = (®;)i>0 : ® es un proceso
real , F; — predecible sobre € tal que existe una sucesion de F;-tiempos de parada o,

tal que o, T o0 c.t.py

< 00 (2.17)

para cadat >0 yn e N}

Sea M € A"y & € L°¢(M). Claramente podemos elegir una sucesiéon o, de
F-tiempos de parada tal que o, T oo ct.p , M = (Mipy,) € Moy 2.17 es
satisfecho. Definamos ®,, = I, >n® € L5y M,, = M°" € .#; entonces existe Mn(®,),
ademads, si m < n se tiene la relacién de compatibilidad M= (®,,), = " (®,);s,,. De
este modo existe un tnico proceso IM(®), tal que IM»(®,,), = IM(®);,,, n=1,2,....
Claramente IM(®) € .4/

Definicién 26 El proceso I (®) es llamado la integral estocdstica de ® € LL°°(M)
t

con respecto a M € .#"¢. I"(®); es denotado por/ b dM,.
0

Observacién: Las Proposiciénes 9, 10 pueden ser extendidas facilmente para M € .#'¢
y & € Lle¢(M). De igual manera, si M, N € 4"y ® € £)¢(M) se tiene

t
0
La siguiente proposicion da una caracterizacion para la integral estocastica.

Proposicién 11 Sea M € My, y ® € Lo M € MH'¢, y & € £°°). Entonces
X =TM(®) € Mo (M) es el iinico proceso tal que

<X7N>t = /th)ud<M7N>u

para todo N € Mo(N € #'°) y para todo t > 0.

Prueba: Solo falta probar la unicidad. Sea X, X' € .45 tal que (X — X', N) = 0 para
todo N € .#5, tomando N = X — X', se tiene que (X — X’) = 0. Entonces X = X'. J

Finalmente tenemos la 1ltima proposicion

Proposiciéon 12 Se cumplen las siguientes propiedades:

i) Sea M,N € 4" y® € LL¢(M) N LLN). Entonces ® € LL°(M + N) y

t t t
/ ®,d(M + N), = / ®,dM, + / ®,dN, (2.18)
0 0 0
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ii) Sea M € M y ®,V € Lo¢(M). Entonces
t t t
/ (® + U),dM, — / B, dM, + / M, (2.19)
0 0 0

iii) Sea M € ' y ® € LP(M). Sea N = IM(®) y U € L°(N). Entonces
U € .4y

t t
/ (D), dM, = / U, dN,
0 0

2.3. La Formula de Ito

Una herramienta importante en el estudio de los procesos estocasticos es la formula
de cambio de variable o regla de Ito. Esta regla de calculo es la que usaremos como
herramienta fundamental para probar el Teorema de Lévy y la caracterizacién de una

martingala local continua, problemas planteados en la seccién 6 del capitulo 1.

Definicién 27 Una semimartingala X = {X;,.%; : 0 < t < oo} es un proceso

adaptado con la descomposicion,

donde M = {M,,. %, : 0 <t < oo} € M3 y A= {A, . F:0<t< 00} es un proceso

de variacion acotada F-adaptado con Ay = 0.

Teorema 12 Sea f: R — R una funcién de clase C* y sea X = {X;, % : 0 <t < oo}

una semimartingala con descomposicion (2.20). Entonces

! !/ ! / 1 ! "
F00) = 1)+ [ PaM+ [ reaaacg [ e, e
Prueba: Si tomamos
Tn:{ 0, si|X(0)]>n

if{t: |My|>n o Ay >n o (M); >n}; si|X(0)]<n

Claramente 7,, T oo cuando n — o0, si probamos 2.21 para X;.,, sobre el conjunto
{7, > 0}, tomando limite n T oo obtenemos 2.21 para el proceso X. Entonces por el
argumento anterior podemos supoder que X, My, A;, (M) son acotados en (t,w) y que

f es una funcién C? con soporte compacto.
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Ahora, fijemos un  punto > 0 'y tomemos la  particién
II={0=1¢t <t <ty <- -+ <t, =t} Porla expansiéon de Taylor para f, se

tiene

FX0) = f(Xo) = Y {f(Xu) = f(Xi )}

= Z f,(th_1)(th - th—1) + % Z f”(nk)<th - th—1)2

k=1 k=1

donde ng(w) = X, | + Op(w)( Xy, (w) — Xy, _, (w)) para algin n(w) apropiado tal que
0 < me(w) <1, w e Q. Entonces

FX0) = F(Xo) = A(IT) 4 Jo(IT) + J J5(1T)

donde .
= Z f,(th—l)(Atk - Ay )

k=1

JQ(H) = Z f/<th—1)(Mtk - AMk—l)

n

J3<H) = Z f”(nk’)(th - th—1)2

k=1
Se ve sin dificultad que si || IT ||= méxy, [ty —tg—1| — 0, entonces J; (II) — fot 1(Xs)dAs.

Ahora, aproximemos Y;(w) = f'(Xs(w)), por procesos simples de la forma

st<w) f'(Xo(w I{O} +Zf (X ( I(tk 1tk]< s)

entonces tenemos [[M (Y — V)] =|| Y! =Y ||¥¥— 0 cuando || II ||— 0, es decir

t t t
JQ(H):/O YSHdMS—>/O YSdMS:/O f(X,)dM

Para ver a que J5(II) converge dividamoslo en

J3(IT) = Jy(I1) + J5(I1) + Js(11)
donde N
= Z f//<7]k)<Atk - Atk71)2
k=1

n

Js(ID) = > () (As, — Ag_ ) ) (My, — My, )

k=1

=3 Fn) (My, — M)

k=1
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Pero como A tiene variaciéon total acotada, supongamos que es acotada por R, entonces

(0| + | J5()] < 2R || £ || (m Ay = Ay, |+ s M, — Mtk1|)

y como los procesos A y M son continuos, se concluye que Jy(II) — 0y J5(II) — 0

cuando || IT ||— 0.

Ahora probaremos que Jg(II) — / f"(Xs)d(M),. Para esto nos ayudaremos del
0

siguiente lema cuya demostraciéon puede ser en contrada en el capitulo 2 de [9, Lema
5.1].

Lema 7 Sea C > 0 una constante tal que |M;| < C, s € [0,t]. Sea

!
= Z{Mtk — Mtk_1}27 l = 1,2, e ,n.
k=1

Entonces E[V2(I1)] < 1204

El lema anterior dice que si el proceso es acotado, entonces su variacion cuadratica

tambien lo es.

Regresando a la prueba, definamos

J* Zf” th 1)<Mtk Mtk 1)

k=1

que al compararlo con Js(II) se tiene

|5 (IT) = Jo(ID)| < V(IT) max [ f"(ne) — f"(Xe, )|

1<k<n

y aplicando la desigualda de Cauchy-Schwarz tenemos

BLJG (1) — Jo(IT) < V6K4\/  ((m ) ~ #7061

donde k es la constante que acota a la martingala M. Entonces F|J§(IT) — Js(II)| — 0

cuando || IT ||— 0.

Definamos

H) = Z f”(th71>(<M>tk - <M>tk71>

que claramente se tiene E[|J;(IT)— fo 1"(X)d{M)4|] — 0 cuando || IT ||— 0. Finalmente
si probamos que J§(II) y J7(II) tiene el mismo limite, entonces se tendra J3(II) —
fot f(Xs)d{M),. Entonces
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E[lJs(I) — J;(I)]"] = E

pero

IN

Z f”<th71){(Mtk - Mtk71>2 - (<M>tk - <M>tk1)}]

k=1

1/2
| 7 12 (B2 (E [max M, — Mt“r*]) "

1<k<

1" 115 Elmdx ((M)e, — (M), )(M),]

1<k<n
Por la continuidad del proceso M, se tiene que la expresién anterior tiende a cero cuan-

do || I ||— 0. Esto prueba que J3(IT) — fot f"(X)d(M); en £ (Q). 0.

Finalmente tenemos la version multidimensional para la regla de Ito.

Teorema 13 Sea {M; = (M}, M2, ..., M2), % : 0 <t < oo} un vector de martingalas
locales en M¢, {Ay = (A} A2 ... AN, F : 0 < t < oo} un vector de procesos
adaptados de variacion total acotada con Ag =0, y sea X; = Xo+M;+A;, 0<1 < o0,
donde Xy es un vector aleatorio Fo-medible en R, Sea f(t,x) : [0,00) x R? — R de

clase CY2. Entonces

Ft.X,) = f(o,Xo)+/{;9 (s, Xs) ds+Z/ J)dA!
(2.22)

+Z/ —st )M + = ZZ/ aw% X,)d(M', M),

=1 j=1

para todo 0 <t < o0.

Prueba: La prueba de este teorema se realiza aplicando la férmula de Taylor multidi-
mensional de f para la particion {0 =ty < t; <ty < --- < t, =t} de [0,¢], y viendo

a donde convergen los términos de la expresion de Taylor de manera andloga al caso

unidimensional. 0J
Ejemplo 2:
t
Sea B = (B;) un movimiento Browniano, hallemos I = / BydB;. Definamos
0
2

g(t,x) = éx entoces por la férmula de Ito

¢
g(t, By) = ¢(0, By) / sBds—i—/aﬁ(sBdB—l—/agsB)d(B)S
0
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25— 008) = 0.8 + [ Lgts,mgam ) [ Logts s [ mas,+ !
2t_g7t_g70 081398’5 S2Oax2g5755—0352

t
1
Por lo tanto I = / B.dB;s = §(Bt2 —t).
0

t
Ahora calculemos / sdBs, hacemos ¢(t, ) = tz y aplicamos la regla de It6, obteniendo
0

t t
/ sdB, = tB; — / B.ds
0 0

que es idéntica a la férmula de integracién por partes para la integral de Riemann,
entonces usando la funcién ¢(t,z) = zf(t), para una funcién f € C?*(R), se obtiene el

siguiente corolario

Corolario 5 Supongamos que f(s,w) = f(s) depende sdlo de s y que f es continua y

de variacion acotada en [0,t]. Entonces

Aﬁ@wfﬁwajfaﬂ
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Capitulo 3

Demostracion de los Teoremas

Principales

3.1. Prueba del Teorema 9

Dado que X es continua por hipotesis, sélo tenemos que probar que el incremento
X; — X tiene distribucion normal multivariante con media cero y matriz de covarianza
C = (t —s)l y que X; — X, es independiente del o-dlgebra %, para todo s,t con
0<s<t.

Fijemos o € R" y definamos la funcién ¢, € C*(R™!) como sigue:

1
da(t,z) = exp(ia-z+ 5| a 12t), zeR™ teR, (i*=—1).

Notemos que 0¢o/0x; = icjpa y 0*pa/0r; = —aj¢q, para todo 1 < j < n. Dado que
0o /Ot =L || a ||? ¢ se tiene

: =0, (3.1)

Definamos Y; = ¢, (t, X;). Usando la férmula de Itd, Teorema 13, tenemos

t 62 .
J ME M
Y; = YO+/ 5700, X) dv+§ j/ pERCIGRS M+ § § /Maquba(v,xv)d( M),

=1 k=1

como (M*, M7), = d;;t tenemos

Y, =Y, + /a deerZ/a (v, X, )dMI + = Z/aQQsade

Usando la ecuacién (3.1) tenemos
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Y, = YO+Z/6 X, )dM;].

De la ecuacién anterior se tiene que Y es una martingala local.

Ahora usaremos los resultados anteriores para demostrar que X es un movimiento
Browniano. Sea 0 < s < t. Probaremos que X; — X tiene distribuciéon normal con
media cero y matriz de covarianza (t — s)/ en términos de la funcién caracteristica,
pues recordemos que la funcién caracteristica determina la distribucién, y viceversa,
esto es: px = py < Fxy = Fy (ver [1, pag 2206]), entonces para probar que X; — X
tiene distribucién normal con media cero y matriz de covarianza (t — s)I sélo tenemos
que demostrar que px,_x, (o) = exp (—3 || @ ||? (¢ — 5)). Veamos. Por la propiedad de

martingala de Y se tiene

1 1
Elexp (i - Xy + 5 | a||? )%, = E[Y|.%,] = Yy = exp (ia - X, + 3 | al?s).

1
Multiplicando por exp (—ia - X + 3 | a||? t) en la igualdad anterior y dado que esta

variable aleatoria es .#,-medible, se tiene

Blexp (i (X, = X)) ] = exp (—3 | a [P (£~ 9))

Dado que el lado derecho de la igualdad anterior es independiente de w € €2, podemos

integrar sobre () obteniendo asi

: 1
pxi-x.(@) = Elexp (i (X, = X)) = exp (=5 [l e |* (£ = ).
Ahora sélo falta demostrar que X; — X, es independiente de .%,, que es equivalente a
demostrar que X; — X, es independiente de toda variable Z .Z,-medible. Para esto es

suficiente demostrar que la funcién caracteristica del vector aleatorio (X; — X, Z) es

Ox,—x,,2) (@, B) = px,—x,(a)pz(B) para todo a € R™, § € R. Veamos

Pxi-x..2)(, B) = Elexp (i(X; — X, Z) - ( ,3))]

[ )

= Elexp (ifZ +ia - (Xy — X5))]

= E[E[e? exp (ia - (X; — X,))|Z]]
= E[e"? Elexp (2104 (Xe — Xo))[F]]
= EleZ exp (—5 | a|l? (t—s))]

= (g |l a |t 5) Bl

= px,-x,(@)pz(B).
De lo anterior se prueba el teorema.
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3.2. Prueba del Teorema 10

Antes de probar el Teorema 10, damos las siguientes proposiciones que nos ayudaran a

probar la continuidad del proceso By = M ).

Proposicién 13 Sea 7 : [0,00) X Q — [0,00) es un proceso estocdstico no decreciente
tal que cada 7(8) es un (F)-tiempo de parada, para cada s > 0. Si T es continua a la

derecha entonces { F )} tambien los es.

Prueba: Sea T continua a la derecha. Para cada s > 0 sea {s,} tal que s, | s, entonces

7(sn) | 7(s) y por la Proposicién 4 tenemos que F.(,,) | Fr(s). O

Proposicién 14 Sea f : [0,00) — [0,00) una funcion continua y no decreciente con
f(0)=0y tlim f(t) = o00. Sea 7(s) = inf{t > 0: f(t) > s}, s > 0. Entonces

i) T es no decreciente, continua a la derecha y satisface f(7(s)) = s(i.e T es la

inversa por la izquierda de f) y 7(f(s)) > s.
i) Si ¢ :[0,00) = R es una funcién continua que satisface
0<a<b, fla)=[f() = ¢(a)=0e()
entonces ¢(7(s)) es continua y tenemos que H(7(f(s))) = &(s)
Prueba:

i) Sea 0 < s < r y elijamos t, | 7(r) tal que f(¢,) > r. Por la continuidad de
f tenemos f(7(r)) = lim, f(¢t,) > r. Para la otra desigualdad, si f(t) > r, en-
tonces 7(r) < ty como f es no decreciente, f(7(r)) < f(¢). Ahora, como se
tomo f(t) > r, tomamos infimo entre los ¢ que cumplan esta condicién, teniendo
asi f(r(r)) < imf{f(¢t) : f(t) > r}, y como f es continua y no decreciente, se
tendrd f(7(r)) < inf{f(t): f(t) >r}=r.

Como f(t,) > r > s tenemos 7(s) < ¢, y también 7(s) < inf, ¢, = 7(r), con esto
se prueba que 7 es no decreciente.

Para probar la desigualdad 7(f(r)) > r, elijamos una sucecién {g,} tal que
¢n | T(f(r)) con f(g,) > f(r) (dicha sucecién existe por la definicién de 7

para el punto f(r)) y como f es no decreciente, se tiene ¢, > r. Entonces
T(f(r)) = inf, ¢, > r.

Para probar la continuidad por la derecha de 7, tomemos s, | s, como 7T es no
decreciente tenemos 7(s,) | © = inf,, 7(s,) > 7(s), para algin punto z. Sélo falta
probar que x < 7(s). Para ésto elijamos t,, | 7(s) con f(t,,) > s. Fijemos un m, y
elijamos un n > 1 tal que f(t,,) > s,. Entonces x < 7(s,,) < t,,. Tomando limite

m — oo concluimos que x < 7(s).
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ii)

Como ¢ es continua y 7 es continua por la derecha, se tiene que ¢(7(s)) es continua
por la derecha. Sélo falta probar continidad por la izquierda. Sea s, T s y sea
r = sup,, 7(s,), entonces 7(s,) T r y consecuentemente ¢(7(s,)) — ¢(r), entonces

sélo falta probar que ¢(r) = ¢(7(s)), pero usando la condicién

0<a<b, fla)=[f(b) = ¢a)=0(b)

de la proposicién, es sificiente probar que f(r) = f(7(s)), es decir f(r) = s (por
la conclucion de la parte (i)).

Dado que 7(s,) T r, la continuidad de f y la parte (i), tenemos
sp = f(7(sn)) — f(r), esto es, f(r) = lim, s, = s. Esto prueba la continuidad de
o(r(5)).

Finalmente, para probar ¢(7(f(s))) =  ¢(s), es suficiente probar
f(r(f(s))) = f(s), pero ésto se sigue de manera inmediata de f(7(s)) = s, proba-
do en (i), y reemplazando s por f(s). O

Proposiciéon 15 Se cumple:

i) Si M € M, entonces E[M? = E[(M),], para cada tiempo de parada

7:0 — [0,00) acotada.

i) Si M € #"°¢, entonces E[M?| < E[(M),], para cada tiempo de parada

7: 0 — [0,00) satisfaciendo P|T < oo] = 1.

Prueba:

i)

ii)

Si M € #5, entonces N, = M? — (M);, es una martingala y por el Teore-
ma del muestreo opcional, Teorema 3, se tiene E[N,;] = E[Ny] = 0, obteniendo
asi E[M?] = E[(M),].

Ahora asumamos que M € .|y sea {7,,} una secuencia de tiempos de parada
con 7, | oo tal que M} = M., es una martingala cuadrado integrable. Si 7 es

un tiempo de parada acotado, por (i) tenemos
E[(M})’] = E[(M").],

para todo n > 1. Dado que la variacién cuadréatica (M) es un proceso no decre-
ciente, tenemos 0 < (M™), = (M)? = (M) pr, T (M), y tambien

T

E[(M"™);] 1 E[(M)]

por la convergencia monétona. También se tiene que M — M., y usando el Lema
de Fatou
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EMY=E [h’m inf(Mf)2] < liminf E[(M")?] = liminf E[(M"),] = E[(M),](3.2)

n—~oo n—oo n—oo

Lo anterior prueba (i7) cuando 7 es un tiempo de parada acotado. Si tenemos

la condicién P[r < oo] = 1 entonces tomamos 7, = 7 A n, ahora cada 7, ya es
acotado, y vale (3.2). Tomando limite cuando n | co se tiene E[M?| < E[(M),].
U

Proposicién 16 Sea X una martingala local continua. Entonces existe 2* C 2 con
P(QY*) =1, tal que para todo 0 < a < b, (X)(w) = (X)p(w) & Xi(w) = X,(w),
Vtela,b.

Prueba: Si se cumple X (w) = X,(w), V t € [a,b] entonces es evidente que
(X)o(w) = (X)p(w). Para la reciproca, definamos Ny = X;,, — X,, entonces para cada
particiéon II de [0,¢], tememos N, — N, = X, — X, de donde
VA(II)(N) = V2(a + II)(X), entonces

(N)y = (X)) para todo t > 0 (3.3)

a

Ahora consideremos el tiempo de parada
7 =1inf{s > 0: (N)s > 0}

entonces (N7) = (N)7 = 0. De este modo N7 es constante en el tiempo,y dado que
NJ = Ny = 0 entonces N™ = 0. Lo anterior dice que la curva ¢t — X;(w) es constante
sobre intervalo [a,a + 7(w)]. Consideremos w tal que cumpla 3.3 y hacemos t = b — a
entonces 0 = (X)2(w) = (N),_q(w), entonces 7(w) > b—a y consecuentemente la curva

t — Xi(w) es constante sobre el intervalo [a, b].

Prueba del Teorema 10 :

(i) Por la definicion de (M) y la propiedad de ser no decreciente se tiene
{7(s) < t} = {(M); > s} € %. Aplicando la Proposicién 14 a f(s) = (M)s(w),
se sigue que la curva s — 7(s,w) es no decreciente y continua a la derecha y de
la proposicién 13 se sigue que (%) es continua a la derecha.

Para ver que (M); :  — [0,00) es un (%;)-tiempo de parada solo tenemos
que mostrar que {(M); < s} € ¥, = F,(,), entonces tenemos que asegurar que
D ={(M); < s}n{r(s) <r} € %, para todo r > 0.

Para esto usamos {7(s) < r} = {(M), > s} € Z, entonces
D = {(M), < s}N{(M), > s}. Sit > rentonces D = ¢ € F.,sit <r
entonces D € %, pues {(M); < s},{(M), > s} € %, Esto prueba (i) del

Teorema 10.
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(ii) El proceso By = M, () es (¥;)-adaptado continuo por la derecha (gracias a la con-
tinuidad de M y 7). Para probar que B es un Movimiento Browniano, es sificiente
probar que (B); = t, por el teorema 9.

Para probar la continuidad de B. fijemos w € Q y definamos ¢(t) = M;(w) y con-

sideremos la curva s — By(w) = M5 w)(w) = ¢(7(s)(w)). Usando la Proposicién

14 con  f(t) = (M)y(w), se tiene la  continuidad de
s +— ¢(1(s)(w)) = Bs(w), y como M cumple las hipétesis de la Proposicién
16, es decir,

0<a<b, fla)=(M(w)={Myw)=F0) = ba)=M,(w) = Myw) = $(b)

con probabilidad 1, concluimos que ¢(7(s)(w)) = Bs(w) es continua c.t.p.

Ahora veamos que B es una martingala cuadrado integrable. Para esto fijemos
r > 0y definamos N; = Mix;(,, esto es, N = MT(T), entonces N es una martingala
local continua(por el corolario 5 del Teorema del muestreo opcional) respecto a la
filtracion (%), con Ny = My = 0. Ademads

<N>t = <M>:€—(T) - <M>t/\T(T) <,

pues (M)inr(ry < (M),y = 7, para todo t > 0, entonces (N)y < r. Por el
Teorema 7 el proceso N? — (N); es una martingala local.
Dado que {7(t) }+c[o,-] es una familia creciente de (% )-tiempos de parada, entonces

por el Teorema del muestreo opcional, tenemos que
By = M.ty = Mr@yar(r) = Nrey, t€[0,7]

es una %;-martingala, donde ¥, = 7).
Si t € [0, 7], entonces por la Proposicién 15,
E[B}] = E[N? ] < E[(N)7n] <7 < 0.

Esto es (B¢, %)co,n es una martingala cuadrado integrable. Mds atn

(N)ry = (M70) 0 = (M) = (M) rypery = (M)ry =t

Finalmente veamos que {B? — t} es una martingala. Sea 0 < s < r, entonces

E[B} —r|9] = E[NZ, —r|Fus] = EINZ,y — (N)re) | Fro)]
= NE(S) — <N>T(S) = Bs — S

Por el Teorema 29 se tiene (B); = t, y por la caracterizacién de Lévy, Teorema 9,

concluimos que B = {B; = M, (5)}s>0-
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3.3. Prueba del Teorema 11

Queremos probar que X; = M; + (B; — Bia,) es un movimiento Browniano, donde B
es un movimiento Browniano y M € ' con (M), =t A T.
Sea (0p)nen tal que o, T ooy M € .#> para todo n € N. Veremos que

X" ={X}" = Xino, : 0 <t < o0} es una martingala, es decir
EIX} | F] = X{

Como M™ B™ B™™ son martingalas y wusando la Proposicion 6, se tiene
EXP 7] = E[My + (B} — By, )|.F] = M + (B — By

— n 3
") = XI. Por lo anterior

se tiene que X es una martingala local.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que M es una martingala, pues la prue-
ba que hagamos para M cuando es martingala serda la misma para M"™, entonces
X2 = M? + (B; — Bipnr)? + 2My(By — Bipr) vy E[(Bt — Bipr)? — (t — t A T)|.F] =

(Bs — Bspr)?> — (s — s A7), entonces (B; — Byn,) =t —t A 7. Con lo anterior tenemos

E[X? —t|#] = E[X}—{tANT+t—tAT}ZF]

= E[(M?—tAT)+ ((B; — Biar)?> =t +t AT) + 2My(By — Bipr )| Zs).

Para obtener F[X? —t|.#,] = X2 — s, s6lo hace falta verificar que M;(B; — Bi,) es una
martingala. Para ésto nos ayudamos de la Proposicion 6. Sea ¢ un tiempo de parada

acotado y denotemos por D; = M;(B; — Bya;), entonces

E[D,;| = E[Ms(Bs — Brao)] = E[Mo(Bs = Brpo)(Iirzoy + Iir<oy)]
= E[My(Bs — Brpo)l{r<o}]-
Siwe N ={w: 7(w) < o(w)}, entonces (M) (w) = (M),w)(w), por la Proposiciéon
16, concluimos que
M;lrcoy = M Ir ooy,

entonces
E[DU] = E[MTI{T<O'}(BO' - BT/\O')] - E[MT/\O'[{T<CT}<BO' - BT/\O')]
- E[E[M'T/\O'I{T<O'} (Bcr - B’r/\o)’g\q—/\a“
= E[MT/\O'I{T<U}E[(BO' - BT/\O’) ’ﬁr/\a]]-
y por el Teorema del muestreo opcional, se tiene que E[(B, — Bras)|-Zrao]] = 0, entonces

E[D,] = 0 para todo tiempo de parada acotado. Por lo tanto D es una martingala.
Del anélisis anterior se tiene que F[X? — t|.#,] = X2 — s, y por el Teorema de Lévy

concluimos que el proceso X; = M; + (B; — Bip,) es un movimiento Browniano.
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Conclusiones

El tnico (unicidad en ley) proceso M que es martingala local continuo y cuya variacién
cuadratica genera la medida de Lebesgue es el movimiento Browniano, Teorema 9.
Este resultado caracteriza de manera tnica al movimiento Browniano a través de la
propiedad de ser martingala.

La relacion que existe entre una martingala local continua M y el movimiento
Browniano, es que uno puede modificar el tiempo de una manera aleatoria de tal forma
que el nuevo proceso generado sea un movimiento Browniano, es decir, podemos encon-
trar una familia de tiempos de parada {7}, tal que { M, } es una movimiento Browniano.
Esta familia de tiempos de parada se construye usando la variacion cuadratica de M,
por eso la importancia de definir (M).

El nexo que existe entra prueba de los Teoremas 9 y 10 es la integral estocastica y

formula de Ito.

43



Apéndice A

Resultados de Probabilidad

En este apéndice se desarrollaran algunos topicos de teoria de la probabilidad que han

sido utilizados a lo largo de este trabajo.

A continuacién introducimos un importante concepto, muy utilizado en teoria de la
probabilidad: “Independencia”
Consiredemos (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Si (€2, F;) es otro espacio medible
y X : 0 — Qy es una funcién medible, definimos la probabilidad px inducida por X,
sobre (€21, F1), como

pux(B)=P(X YB)),VBecF

Dos eventos aleatorios A, B € F son independientes si:
P(ANB)= P(A)P(B)

Extendamos la definicion de independencia para sub o-algebras de F. Decimos que
G1,...,G,, sub o-algebras de F, son independientes si, y sélo si, para cualquiera
A, €G;, i=1,...,n se tiene

Ahora extendemos esta definicién para variables aleatorias, pues los criterios de inde-
pendencia, dados en esta seccion, nos ayudaran a construir el movimiento Browniano

en el Capitulo 2.

Decimos que las variables aleatorias reales {X; : 1 < i < n} (ie X; : Q@ = R
Vi =1,...,n) son indenpendientes si, y sélo si, para {B; : 1 < i < n}, conjuntos

Borelianos de R, se tiene:

P{(\(X: € B))} = P(X1 € B, Xz € By,..., X, € B,) = | | P(Xi € B))

i=1 i=1
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Una familia infinita de variables aleatorias, se dice que son independientes si, y sélo si,
toda subfamilia finita es independiente.

Ahora estableceremos un criterio de independencia para variables aleatorias. Sea u" la
medida inducida, sobre R", por el vector aleatorio Y = (Xi,...,X,), v pi, 1 <i <mn,

las medidas inducidas, sobre R, por los X;, 1 < i < n, entonces tenemos:

Proposicién 17 Sean {B; : 1 <i <n} conjuntos Borelianos. Si las variables aleato-

rias {X; : 1 <i<n} son independientes, entonces

,un(Bl X BQ X ... X Bn) = HMZ(BZ)
i=1

La proposicion anterior puede ser mejorada si la enunciamos en términos de sus fun-
ciones de distribucién. Para eso estableceremos primero, algunas definiciones previas.
Definimos la funcién de distribucién de un vector aleaorio Y = (Xj,...,X,,) como la
funciéon

Fy(fL‘h...,l’n) :P(Xz Sl’u 1 SZSTZ)

A continuacién damos el criterio de independencia:

Proposicién 18 (Criterio de independencia)

(i) Si X1,..., X, son independientes, entonces

n

Fy(x1,... ) = p"((—00,21] X ... x (=00, 2,]) = [ [ Fx. ()

i=1
Para todo (xq,...,x,) € R™
(ii) Reciprocamente, si exiten funciones Fi, ..., F, tales que lim, .. Fi(z) = 1
Vi<i<ny

n

Fxyox, (@1, @) = HFz(l’z), V(... 2,) €R"

i=1

entonces Xi, ..., X, son independientes y I; = Fx,, Vi=1,...,n.

La demostracién de las proposiciones anteriores pueden ser encontradas en [1, Prop 2.4]
[3, Teorema 3.3.3].

La esperanza de una variable aleatoria X : 2 — R", denotada por F[X], se define como

MM=LXWW@M

Mas generalmente, para cada A € F, definimos

EMXM:AXWWWMZMXM]
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Si la variable aleatoria X es cuadrado integrable, entonces se define la varianza de X

co1mo

V(X) = B[X?] - E[X]* = B[(X — E[X])*

Sea X wuna variable aleatoria y ¢ C F un o-algebra de F. Entonces
w(B) = E[X : B] = [, X(w)P(dw), B € G define una funcién o-aditiva sobre
G, que claramente es absolutamente continua respecto a v = P |g. Por el Teorema
de Radon-Nikodym existe una ﬁnica variable aleatoria Y que es G-medible, tal que
w(B) = E[X : Bl = [, X(w)P(dw) = [,Y( . A la variable aleatoria Y, se le
denota por E[X | G], entonces se tlene E[E [X | g] : ] =E[X:B], VBeg

Definicién 28 Sea X wuna wvariable aleatoria tal que E[|X|] < oo. Definimos la
esperanza condicional de X dado G C F, sub o-dlgebra de F, denotado por E[X | G],

como la unica variable aleatoria que satisface
(1) E[X | G] es G-medible.
(2) fB (X | G]P(d ):fBX(w>P(dw)

La existencia de la esperanza condicional estd garantizada gracias al Teorema de Radon-
Nikodym.

Las principales propiedades de la esperanza condicional son:

Teorema 14 Sea Y : 0 — R otra variable aleatoria con E[|Y]] < oo y a,b € R".

Entonces:
a) ElaX +bY | G| = aE[X | G] + bE[Y | G].
b) E[E[X | G]] = E[X].
¢) E[X |G =X, si X es G-medible.
d) E[X | G] = E[X], si X es independiente de G.

e) EIY - X |G]=Y -E[X |G|, siY esG-medible, donde - denota el producto interno

usual en R™.
Teorema 15 Sea 'H,G sub o-algebras de F, tal que H C G. Entonces
E[X | H] = E[E[X | G] | H].

Teorema 16 (Desigualdad de Jensen) Si ¢ : R — R es una funcion convera y
Ell¢p(X)|] < oo entonces

P(E[X | ¢]) < E[¢(X) | G].
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Corolario 6 i) |E[X | G]| < E[|X] | g]
i) |E[X | G]|* < E[|X*| G]

Ahora introduciremos el concepto de integrabilidad uniforme, que fue 1til en la teoria

de martingalas que se usé en la seccion 4 del Capitulo 1.

Definicién 29 Una familia de variables aleatorias { X}, t € T, donde T es un conjun-
to arbitrario de indices, se dice que es uniformemente integrable o equi-integrable
st, y solo si

fm 1X,|dP =0
A—00 |Xt|>)\

uniformemente ent € T.
La definicion anterior también puede expresarse como

lim sup/ | X¢|dP =0
[ X¢|>A

A—00 t

Teorema 17 La familia {X,;} es uniformemente integrable si, y sélo si, se satisfacen

las dos condiciones:

i) E[|X]] es acotada ent € T;

ii) Para cada € > 0, existe (e) > 0 tal que para cada A € F :

P(A) <= / | Xi|dP < €, para cada t €T
A

Prueba: La prueba de (i) es trivial de la definicién de integrabilidad uniforme. Ahora

sea A € .Z y definamos el conjunto A; = {w : | X;(w)| > A}. Entonces tenemos

/|Xt]dP:(/ +/ XJdP < [ [X.dP + AP(A)
A ANA: A—A, Ay

Dado € > 0, existe un A = \(e) tal que la integral del lado derecho de la desigualdad es
menor que €/2 para cada t € T'. Ahora, si elegimos § = %, se obtiene (ii) apartir de la
ultima desigualdad.

Reciprocamente, supongamos que (i) y (i) se cumple. Entonces por la desigualdad de

Chebyshev, tenemos para todo ¢

ElX [l _ M
Pl Xy > )] < < —
Il > ¥ < Zd < &
donde M es la cota dada por (7). Si A > 5 entonces P[A;] < 0, y por la condicién (i7)
se tiene que
/ IX,|dP < ¢
Ay
de donde se obtiene lim | Xi|dP = 0.

A=00 JIx, >\
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Teorema 18 Sea 0 < r < o0, X, € Z", y X,, — X en probabilidad. Entonces las

siguientes tres proposiciones son equivalentes:
i) {|Xn|"} es equi-integrable;
i) X, = X en L7
i) E[| X[l — E[IX]7].

Prueba: La prueba de este teorema puede ser encontrada en [3].

Sea (€,.%, P) un espacio de probabilidad. Una familia . C .% es llamado sistema

Dynkin o d-sistema si se verifica:
i) Qe ..
i) ABe ACB=B—-AcY.

i) A, €., A, C Apiq, VneN:UAneY

Lema 8 Sea . C % wuna familia cerrada por intersecciones finitas y denotemos por

d[L] el d-sistema mds pequeno que contiene a .. Entonces d[.*| = o[.].

Para finalizar este apéndice hablaremos sobre el Lema de Borel-Cantelli, que es tutil
para afirmar que .#; es un subespacio cerrado de .#5.
Sea Aj, As, ... una secuencia de eventos de (2, definimos el limite superior de la secuencia

CcOo1mo

limsup A,, = ﬁ [j Ap.

n—oo n=1k=n

y el limite inferior por
(o] o0
liminf A, = [ J (] Ax-
n—oo
n=1k=n
El evento limsup A,, es el evento “ocurrencia de un ntmero infinito de los A,,”. por la
siguiente razon:
si w € limsup A,,, entonces
[o.¢]
w e U AL Vn.
k=n
Como w € [J;2, Ay, existe algiin ki, tal que w € Ay,. Nuevamente comow € ;1 Ak,
existe ko > ky tal que w € Ag,. De esta manera obtenemos una secuencia creciente de

enteros poistivos k; < ko < k3 < --- que dependen de w, tales que w € Ay, V n. Por
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lo tanto w pertenece a un nimero infinito de los A,,. Reciprocamente, si w pertenece a

un numero infinito de los A,,, entonces

wGDAk YV n.

k=n

de modo que w € limsup A,.

Antes de enunciar el Teorema de Borel-Cantelli definimos el conjunto
[A,, infinitas veces] = {w € 2 : existen infinitos indices n tal que w € A, }.
Pudiendose demostrar que
limsup A,, = [A,, infinitas veces].
Con esta notacién tenemos:

Proposicién 19 (Lema de Borel-Cantelli) Sean A, Ay, As,... una secuencia de

eventos aleatorios en (Q, F, P).
i) Si Z P[A,] < oo entonces P[A, infinitas veces] = 0.
n=1
ii) Si Z P[A,))] = oo y si los A, son independientes, entonces
n=1

P[A, ;nﬁmtas veces| = 1.

La prueba de este lema puede ser encontrado en [3, Teoremas 4.2.1 y 4.2.4],[1, Prop 5.2].

Un uso del Lema de Borel-Cantelli es el siguiente resultado

Teorema 19 X,, — 0 en c.t.p. si, y solo si

Ve>0: P[|X,|> e€infinitas veces | = 0.
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Apéndice B
Dos Teoremas importantes

La revision de este apéndice puede ser obviado en una primera lectura de la tesis, porque
no es indispensable para el desarrollo de todo el trabajo, pues los inico objetivos de este
apéndice son probar el Teorema del muestreo opcional, herramienta indispensable en la
teoria de proceso estocasticos y dar las hipdtesis més generales a un proceso estocastico

para el cual existe la variacién cuadratica de manera tunica.

B.1. El Teorema del muestreo opcional

En esta seccién desarrollaremos primero una teoria de procesos estocasticos a tiempo
discreto, pues para llegar a la prueba del Teorema del muestreo opcional a tiempo
continuo, Teorema 3, tomamos limite, a una sucuencia de variable aleatorias, que puede

entenderse como el limite de un proceso estocastico a tiempo discreto.

Definicién 30 El proceso estocdstico a tiempo discreto X = { X, }nen, con filtro {.%, }nen

se denomina martingala(resp. submartingala, supermartingala) si
i) E[|X,]] <00, VneN
ii) X, es F,-medible

iii) Xy, = E[Xpy1|Fn) (resp. E[Xpi1 | Fn) = Xo, E[Xog1 | Fa] < X)) c.tp.

Ejemplo 3:

Supongamos que formamos parte de un juego de azar, por ejemplo, el lanzamiento de
una moneda. Sea 71,72, ... una secuencia de variables aleatorias, donde 7; es lo que
gana o pierde en el k-esimo juego por unidad de apuesta (es decir, si gana, le asignamos
+1 y si pierde, le asigmanos -1, entonces si apuesta « en el k-esimo juego puede ganar

+a o perder —a), entonces la ganancia total despues del n-esimo juego sera

sn=m+...+n,
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Tomemos las filtraciéon %, = o(n1,...,m,), v coloquemos por comodidad & = 0y
9\0 = {¢7 Q}

Cada &, es integrable y, se ve con facilidad que el proceso es adaptado al filtro .#,,.
Ahora

1
i) Si P[n, = 1] = Pln, = —1] = 5 Vn =12 ..., es decir se tiene la misma

probabilidad de ganar y de perder (es un juego justo), entonces
1 1
Q =1 Nn=—1 2 2

es decir, la esperanza de ganar en cada juego es la misma, independiente de los

resultados previos. Ahora

E[én—&-l ’ fn] - E[nn—H ’ gn] + E[gn | ﬁn] - E[nn—l-l] +§n = gn
es decir, (&,) es una martingala.

ii) Despues de la n— 1- jugada, la informacion acumulada estd representada por el o-
algebra %, 1. Si manipulamos las probabilidades de tal manera que la
probabilidad de ganar sea mayor a la de perder en la n-ésima jugada, el juego
serd favorable para el apostador. Lo descrito anteriormente queda plasmado

matematicamente en la expresién

El&, | #n-1] = &1, ( submartingala ).

Si las probabilidades se acomodan, de tal manera que la probabilidad de perder
sea mayor a la de ganar en la n-ésima jugada, el juego serd desfavorable para
el apostador, es decir, se tendrd E[§,] < F[{,—1]. Lo descrito anteriormente es

representado por

Blgn | Fut] < &1, ( supermartingala )

Proposicién 20 Sea (X,,) una martingala (submartingala) con respecto a la filtracion
(Zn) y Hyy, n=1,2,... un proceso positivo acotado tal que H, es %, _1-medible para

n > 1. Entonces el proceso
YE] = XOa Yn = Ynfl + Hn<Xn - anl)
es una martingala.

Prueba: Observar que Y, X,, X, 1 son .Z,-medible, como (X,) es martingala
entonces F[X,, — X,,_1 | %,| = E[X,, | #.] — E[Xn-1 | %] = X, — X,, = 0. Entonces

EYpir | Za] = EYy+ Ho(Xp— Xot) | F] = E[Yn | Zo] + E[Ho(Xn — Xoot) | Z]
= Y, 4+ H.E[X,—X.1|ZF)]=Y,

Al proceso Y lo denotamos por Y = H - X. O
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Proposicién 21 Sea (X,,) una martingala(submartingala) con respecto a la filtracion

() y 1 un tiempo de parada. Entonces X™ = (Xrnn) €s una martingala( submartingala).

Prueba: Sea H, = IL,<;,n = 1,2,... entonces H, es %, j-medible, pues
{(n <71} = [UiZ{r = k}]° € F,_1. Ahora probaremos que ¥ = H - X = X
Procedemos por induccién:

Sin =1, entonces Y] = Yy + H1(X; — Xo) = Xo + 1< (X1 — X) = Xrn1

Supongamos que Y,, = X, ., (Hipdtesis inductiva), entonces
Yo =Yo + Hop1 (X1 — Xo) = Xoan + Lnvi<r (X — X0)
i) Sit(w)<n+1
Yo (w) = Ya(w) = Xryan(w) = Xow)(w) = Xrw)ans1
i) SiT(w)>n+1
Yori(w) = Xrwyan (W) + X1 (w) — Xp(w) = X1 (w) = Xrwyrns1(w).
O

El proceso X7 es obtenido al parar el proceso X en el tiempo 7, que también es una

martingala por la proposicion anterior.

Teorema 20 (Teorema del Muestreo Opcional) Sea X = (X,,) una martingala
(resp. submartingala, supermartingala) relativa a (%,,) y sean 7,0 dos tiempos de parada

acotados tal que o(w) < 7(w) para todo w, entonces

EX, | %, =X, (resp. >, <) c.t.p (B.1)

En particular
BIX,] = E[X,]  (resp.2, <) (B.2)
Prueba: Como 7 es acotado, existe M tal que 7(w) < M, ¥V w. Sea

H, = Itn<ry — I{n<oy V1> M, entonces
(H ’ X)n - XO = XTAn - XaAn

En efecto:

(H-X)n = Xo+ 2 Hp(Xp — Xp1) = Xo+ 251 (Te<r — Ti<o) (Xi — Xio1)
- XO + XTAn - XoAn
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en particular, si n > M
(H-X),—Xo=X, - X,

como H - X es una martingala, entonces F[(H - X),] = E[X,], ¥ n, de donde se obtiene
E[X,] = E[X,]

Para demostrar la ecuacién B.1 definamos los tiempos de parada o = olp + MIg.
y 8 = 7Ig + MIg., donde B € %, entonces o” < 78. Por la ecuacién B.2 se tiene
E[oB] = E[r?], de donde

E[X.:B]+ E[Xy : B = Elo®] = E[rP] = E[X, : B] + E[ Xy : B

entonces E[X, : B] = E[X, : B]V B € %#,,y como E[X, | .%,] es el inico que verifica
E[X,:B]=E[E[X, | %, : B|Y B e .%,, entonces X, = E[X, | %,| c.t.p. O

A continuaciéon daremos algunos resultados sobre convergencia de martingalas, sub-
martingalas y supermartingalas bajo ciertas condiciones. La importancia de saber si
una martingala (resp. submartingala, supermartingala) converge o no, radica en la
necesidad de conocer el comportamiento de proceso estocastico, por ejemplo si tenemos

un proceso (X;) y se conoce alguna variable aleatoria Y, que verifique
X, =E[Y | %], Vte]0,00)

donde (%) es el filtro del proceso, entonces podemos interpretar cada X; simplemente
como el resultado de observaciones de la variable aleatoria Y para cada t € [0, 00).
Una herramienta necesaria en el estudio de convergencia de martingalas es la desigual-

dad de Doob en tiempo discreto.

Teorema 21 (Desigualdad de Doob ) Sea X = (X)) una submartingala, entonces
para A >0y N € NU {0}

AP[méx X, >\ < E[Xy: mix X, >\ < E[Xy] < E[| Xx|] (B.3)

0<n<N 0<n<N

AP[ min_ X, < —A| < —E[Xo] + E[Xy : min X, >~ < E[|Xo[] + E[|X]] (B.4)

0<n<N 0<n<N
Prueba: Para probar la desigualdad B.3 definamos el tiempo de parada

{ min{n < N;X,, > A} , sieste conjunto es no vacio
T =

N ; otro caso.

claramente se tiene 7 < NN, entonces por el teorema anterior

BlX)) > BIX]=EXI s x> ) +E[XTJ{OI<H%VXH <\

0<n<N

0<n<N
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Ahora

EX: I ax x, >/\} /QXI{ mix X, > A\ A7 = /{max X, >)\}XTdP

0<n<N 0<n<N
0<n

siw € { max X, > A} se tiene X (w) = X, () (w) > A pues 7(w) < N, entonces

0<n<N

/ X dP > )\/ dP = AP méx X, > }|
{max X, > A} {max X, > \} 0<n<N
0<n<N 0<n<N

por lo tanto

AP méx X, > N+ E[Xy : {maXX <M} < E[X,]

0<n<N

AP[mix X, > A < E[X,] - E[Xy : { mx X, <\}] = E[Xy : mix X, >\

0<n<N 0<n<N 0<n
y como Xy < X} < |Xy]| se tiene la desigualdad B.3 completa.
Para probar la desigualdad B.4, sélo tomamos el tiempo de parada
{ min{n < N; X, < —A} , si este conjunto es no vacio
T =

N ; otro caso.
teniendo en cuenta que F[Xy] < F[X,]. O

Corolario 7 Sea X = (X,,) una martingala tal que E[|X,|["] < oo, Vn=0,1,2,...y
p > 1. Entonces para cada N se tiene

E[|X [P
P[méx X, >\ < EllXx]] (B.5)
0<n<N \P
y sip>1 se tiene
p
p p D p
BIXwP) < Bl 1] < (25 ) EXaP) (B.6)

Prueba: Por la desigualdad de Jensen, n — | X, |P es una submartingala, y por el Teorema

21 se tiene la desigualdad B.5. Para probar la desigualdad B.6 hacemos Y = Or<na<>§v | X |

y por el Teorema 21 se tiene

Q

0<n<N

ElY?P] = /dP/ pAP TN = /dP/ Ly spAP~HdA

_ p/ APTLPY > )\d/\<p/ /)\p 2Lty <xy | X |dPdA
0

Luego

P yrxyldP = L BlYr Xy
Q p—1

p—1
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usando la desigualdad de Holder se tiene

BlY"] < =B Xn )P E[Y?) 7
p R

entonces »
P _r P
s < (2] Blxar
p
y como E[Y?] = E| max |X,|"], se tiene F[ max |X,|°] < (L) E[|Xn?]. La otra
0<n<N 0<n<N p—1
desigualdad es trivial. O

El resultado anterior puede extenterse para un intervalo [0,7] de la siguiente
manera, Sea {q1,q2,---,qn,---} una ordenacién de D = [0,7] N Q, y denotemos por
D,, los n primeros racionales de dicha ordenacién, entonces |J, D, = D. Ahora apli-

camos el Corolario 7 a cada D,,, obteniendo

NP P[sup |X;| > A] < sup E[|Xy|"], VneN

teDy, teDy,
y si p > 1 se tiene

P
E[sup |X,[F] < (%) sup E[|XiP], VneN

teDy, teDy
tomando limite en n y observando que E[|X;|] es creciente en t, se tiene
NP Psup | X;| > A < sup B[ X[P], VneN (B.7)
teD

y sip > 1 se tiene

p
Elsup | X, "] < (ﬁ) sup E[| X)), VneN (B.8)

teD - teD
Observar que el resultado anterior es verdad sin ninguna hipétesis para el filtro o algin
tipo de continuidad para el proceso, sélo se requerian las hipdtesis del Corolario 7.
Ahora, para pasar al conjunto continuo [0, T'], evidentemente necesitamos una hipdtesis

de continuidad para procesos. El siguiente teorema es la version continua del Corolario
7.

Teorema 22 Si X es una martingala continua a la derecha o submartingala positiva

indexada por el intervalo [0,T], entonces si X* = sup | Xy|, para p > 1
t
WPIX* > A] < sup E[|X, "
t

y st p>1 se tiene

p
X< X
X < L sup | X,
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Prueba: El resultado es inmediato usando B.7 y B.8 y observando que la continuidad

por la derecha da la igualdad X* = sup |X;|. O
t€[0,7)NQ

Ahora presentaremos una nueva desigualdad que serd una herramienta muy util para
demostrar el teorema principal de convergencia de una martingala. Para este propdsito
daremos previamente una definiciéon que nos ayudara a comprender bajo que condicién
ocurre la convergencia.

Sea a < b. El nimero de veces v que cruza la secuencia {x1,zs,...,2,} €l intervalo

la, b] se define de la siguiente manera:
ar=min{j:1<j<n,z; <a}

as=min{j:a; <j<n,x; > b}

Si alguno de los a; 0 a3 no esta definido por que no existe dicho j, definimos v = 0. En

general, para k > 2 se tiene
Qo1 = min{j : aop—o < j < n,z; < a}
Qo = min{j : aop—1 < j < n,xz; > b}

l
Sea «y el ultimo de los s definidos, con [ = 0 si oy no esta definido, entonces v = [{ﬂ]

La deficién anterior puede aplicarse a una martingala (X, ), aplicada en un punto w,
donde z; = X;(w), entonces en el siguiente grafico se observa la definicién de una

manera mas clara:

Q, o, Oy oy Ols Ol

Teorema 23 Sea {X;,.%; : j € {0,1,2,...,N}} wna submartingala y
—00 < a < b < oo. Sea vila,bl(w) el nimero de wveces que la secuencia

{X;(w):7€{0,1,2,...,N}} cruza el intervalo [a,b]. Entonces tenemos

E[(Xy —a)" = (Xo —a)"]
b—a

E{vya,0]} <

Prueba: Por la desigualdad de Jensen, Y = (V},), donde Y, = (X,, —a)™, n=10,1,2,...
es también una submartingala y vy [a,b] = v[0,b—a]. Observar que Y, (w) = 0si j es
impar, donde a; = a;(w) es definido como en la parte superior, con z; = X;(w). Para

cada w, la secuencia a;(w) esta definido sélo para j < l(w), donde I(w) < N. Ahora
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vamos a extender la definicién de los o; para 1 < j < N, donde oy =0 y o;j = N para
j > l(w)+ 1. Ahora

N-1

Yy —Yo=VYoy =Yoo= (Yo, —Ya)=>_ + > (B.9)

j=0 jpar  jimpar

i) Sijesimpary j+ 1 <I(w), entonces

Y.

Qj+1

(w) >b—a>0=Y, (0)

i) Si j es impary j = [(w), entonces

Yo, (w) = Yo (w) > Yy,

- J
i) Si j es impar y [(w) < j, entonces

Y.

Qj41

(w) = Yoy (w) = Yaj

De todos los casos anteriores se tiene

Z (Yaj+1 (w) - YOéj (w)) > Z (Yaj+1 (w) - Yaj (w))
T PR

(B.10)
> %] -0 =mleiwe-o

Continuando, observe que {a; : 0 < 7 < N} cumplecon0 =ap < oy < ag < -+- < a; <
a1 = ---ay = N y forman una secuencia creciente de tiempos de parada, entonces
- onj] 2 O

por el Teorema 20, {X,,} es una submartingala, entonces se tiene E[X,,

y consecuentemente

E[Z<Y&j+1 - Yaj)] Z 0

J par

De las desigualdades (B.9) y (B.10) se tiene que
E[Yy —Yo] > Elvila, b]](b - a)
y como E[Yy — Y] = E[(Xny —a)™ — (Xo — a)™] se tiene la desigualdad buscada. O
Teorema 24 Si X = (X,,) es una submartingala tal que
sup B[X ] < o (B.11)

entonces Xo, = limn — 00X, existe c.t.p. y X es integrable.
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Prueba: Dado que E[|X,|] = 2E[X;] — F[X,] < 2E[X;] — E[Xy|, tenemos que
sup E[| X,|] < oo por (B.11). Si X,, convergiera se tendria que X, es integrable. Para

probar que (X,) converge en c.t.p. basta probar que el conjunto

{w : liminf, . X,(w) < limsup X,,(w)} tiene medida cero. Para este propdsito ob-
n—oo

servemos que vX[a,b] = lim vx|a,b] y

N—o0

{w : liminf X, (w) < limsup X,,(w)} = U {w: v [r,7"](w) = oo} (B.12)
e rr’'eQ
r<r’!

La ultima igualdad de conjuntos es clara, puesto que si w pertenece al conjunto del
lado derecho de la tltima igualdad, se tiene que la secuencia {X;(w)} esta por debajo y
por encima del intervalo (r,7’), para algunos r, 7" € Q, esto quiere decir que la sucesién

{X,(w)} oscila, es decir no converge. Ahora por el Teorema 23

E[X[r,r']] = WmN — coE[vn[r,r]]

<

I
—— lin B[(Xy =) = (X =)

y por (B.11) tenemos que E[vX[r,r']] < oo para todo r,r’ € Q con r < 71/, es-

to quiere decir que el conjunto {w : vX[r,r’|(w) = oo} casi nunca ocurre, es decir

Plw : vX[r,r'](w) = oo] = 0 y como U {w : v2ir,7](w) = oo} es una unién
rr'eQ
r<r!

numerable, se (B.12) se concluye que P[liminf, . X,, < limsup X,,] = 0. O

Teorema 25 Sea X = (X, )nenufoy una submartingala satisfaciendo la condicion (B.11)

y sea Xoo = lim X,,. Para que X = (Xn)neNu{o}u{oo} sea una submartingala, esto es,

n—oo

X, < EXo | #), n=0,1,2,..., es necesario y suficiente que { X, }nenugoy sea

equi-integrable.

Prueba: Si X, < E[X | Z#,], por la desigualdad de Jensen tenemos X, < E[XT | Z#,]

entonces E[X;F : X7 > N\ < E[XL : X, > A. Por la desigualdad de Chebyshev
EX;] _ EIX:]

(&)

AT A

tenemos P[X;F > )\ <

entonces

, es decir P[X;f > A\] — 0 cuando A — oo,

/ XdP < / XLdp
{X>x} {XF>A)

entonces lfm XFapP =o0.
QERRACCESY:
Reciprocamente, si {X,! },enugoy €s equi-integrable entonces lim X7 = X existe en

ct.p.y lim XV (—a) = XL V (—a). Dado que (X, V (—a)) es una submartingala,
tenemos
BIXEV (~a) | £] = Tim EIX5V (~a) | £ > X7V (<a)

m—o0o -
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haciendo a T oo, se tiene X, < E[X | Z). O

Para el caso de martingalas se tiene el siguiente teorema

Teorema 26 Para Y € A (Q, F,P) definamos X,, = E[Y | Z#,], n € NU{0}.
Entonces (X,,) es una martingala equi-integrable y lim X,, = X, existe c.t.p. y esta

en Z£1(Q). Ademds se tiene

Xoo = B[Y | 7] (B.13)

donde F o, = U[U Fnl.

Prueba: Puesto que | X,,| < E|[|Y| | %,], n € NU{0} por el Teorema 25 se tiene que { X, }
es equi-integrable. También (Xn) es una martingala, porque
EX,. | #.] = EEY | %. | %) = EY | #,] = X,. Para probar B.13,
consideremos ¢ = {B € % : E[X, : B] = E[Y : B]}. Si B € .%,, entonces
ElY : B] = E[X,, : B] = E[X, : B] entonces ¢ D Uffn Ademéas € es un

n
d-sistema cerrado por intersecciones finitas, usando el Lema 8, del apéndice A, se tiene
CKU[U Fn| = P, esto prueba (B.13). O

n

Corolario 8 Sea X = (X,) una martingala equi-integrable. Entonces existe una
variable aleatoria integrable Y tal que X,, = EY | .%,] para cada n € N.

Prueba: Basta tomar el Y = X, que sabemos que existe por el teorema 26, entonces
s6lo falta probar que X,, = X, c.t.p. donde X, = E[X | #,], pero la prueba de esta
afirmacién esta incluida en la prueba del Teorema 26. |

Ahora consideremos, por el momento, una martingala con el tiempo invertido. Sea
(Q,#,P) un espacio de probabilidad y (:#,)n=0—1,2,.. una familia de sub o-alge-
bras de .# tal que %y O F_; D F o DO -+ . X = (Xy)n=0-1-2.. es llamada
martingala (supermartingala, submartingala) si X,, es integrable, .%,-medible tal que
E[X, | #n] = X (resp. <, >), para cadan,m € {0,—1,—2,...} satisfaciendo n > m.

Entonces se tiene el siguiente teorema que es una version andloga a la del Teorema 26.
Teorema 27 Sea X = (X,,)0,—1,—2.. una submartingala tal que
inf E[X,] > —o0 (B.14)

Entonces X es equi-integrable y limn — —oo0X,, = X_, existe en c.t.p. y pertenece a

21(9).
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Prueba: Dado que E[X,] es decreciente y por (B.14) se tiene lim, ., E[X,] existe.
Dado un € > 0 existe kg tal que E[Xj,| — lim,,__ F[X,] < e. Entonces si n < kg

ElX,|: |Xa| >N = E[X,: X, >N+ E[X,: X,
< E[Xy: X, > M+ E[X;: X,

> —Al - E[X,)]
Z —)\} — E[Xk] +€

también
PIX) > X < $EIX] = £ @BIX]] - B[X,)

1
< SRBIX{]— lim BIX,)
de estas 2 desigualdades se concluye la equi-integrabilidad, de la misma forma que en
el Teorema 25. La demostracion que lim,,_, ., X,, converge c.t.p. es similar a la del

Teorema 26. O

A continuacién daremos una extensiéon de la consecuencia (B.13) del Teorema 26. Sea

N el conjunto de indices de todos los enteros, esto es
N={. ,-n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,...}

Sea {.%,} un filtro creciente sobre N, esto es, %, C %, si n < m. Adicionemos a este
filtro
F oo =(\Tn» =0T
n n
Sea {Y; },en con su respectivo filtro {F, },,cx. Si {Yy, %) estd definido sélo para N o
—N, extendemos trivialmente a N haciendo .%, = %, Y, = Y; para todo n < 0, o
G = F_1, Y, =Y_4, para todo n > 0. Entonces adoptando estas notaciones se tiene

el siguiente resultado

Teorema 28 Supongamos que losY,, son dominados por una variable aleatoria Z, esto

es.
sup |V, < Z

y existen limY,, = Y, o Y_ cuando n — oo 0o —oo. Entonces tenemos
n

lim E[Y, | Z,] = E[Ya | Zuc; (B.15)
lim E[Y, | Z] = E[Y_w | Z—od). (B.16)

En particular, para una variable aleatoria fija Y, tenemos

lim E[Y | %] = E[Y | Zu]; (B.17)

n—oo
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lim E[Y | £, = E[Y | Z_.]. (B.18)

n——oo

donde la convergencia tambien se da en L' en ambos casos.

Prueba: La prueba de este teorema es consecuencia directa de los Teoremas 26, 27 y el
Corolario 8. O

Prueba del Teorema 1:

(1)

(i)

Sea T > 0y {ry,re,...} una enumeracién del conjunto Q N [0, T]. Para cada N,
sea {s1,S2,... sy} la ordenaciéon natural de [ry,ro,...,7N], entonces definamos
Y; = X,,, i = 1,2,..., N, que es una submartingala. Definamos ¥ = (¥;)¥F!
donde Yy = Xg v Yyi1 = Xr que tambien es una submartingala. Ahora por el
teorema 20 y el teorema 23, tenemos

Pl Vil > A < {B[Xol] + B[ %)

1<i<N

EWfa,b] < - Bl(Yy — )] < = B[(Xr — 0)"]

—a —

Dado que ambas desigualdades se verifican para todo IV, se tenemos

1
P[ sup X > Al < HAE[|Xo[] + E[| Xz []}
teQnI[0,T]

1

—

Bl a,b]) < g——B[(Xr —a)*]

para todo A y a < b par de niimeros racionales.

De ambas desigualdades se concluye que el evento
Ag,b = {’LU € V[%){n}ﬂ@[a7 b](UJ) = 00}7 n 2 17 a<b

tiene medida cero, y como A" = U Al ,, entonces A" tiene medida cero para

a<b
a,beQ

todo n € N. Por lo tanto se tiene que X;+(w) y X;- (w) existe para w € Q* = U A"
y P[] = 1.

Sea {t,}5°, una sucesion decreciente de racionales en (¢, 00), tal que ¢, — t. En-
tonces { Xy, , %, : n > 1} es una submartingala inversa, como la del Teorema 27,
y la secuencia { F[X;, |}5°, es decreciente, acotada inferiormente por E[X;]. Por el
Teorema 27 se tiene que {X; , %, : n > 1} es equi-integrable. Por la propiedad
de submartingala tenemos [, X;dP < [, X; dP, paratodon > 1y A € %, como
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{X},} es equi-integrable, por el Teorema 26 del Apéndice A, también converge en
Z'. Luego, haciendo n — oo tenemos [, XydP < [, Xy+dP = [, E[Xy+ | F],
para todo A € .%; obteniendo asi la primera desigualdad de (7).

Para la otra desigualdad, tomamos una sucesién {t,} C (0,¢) N Q tal que ¢, | t.
Por la propiedad de submartingala se tiene E[X, | %, | > X;, c.t.p. por el Teo-

rema 28 podemos hacer n — oo obteniendo la segunda desigualdad de (7).

iii) Tomemos una sucesion decreciente {s,}>°, de racionales tal que 0 < s < s,, < t,

V n > 1y lims, = s Por la primera desigualdad de (ii) se tiene
EXi+ | %] > X,,, tomando limite y usando el Teorema 28 se tiene

E[X+ | ] > Xg. Para probar la continuidad por la derecha de
t— X, = h’ngs observar que liglf(r(w) = lim(lim X,(w)) = X,(w), w € QF,

rlt slr

seQ reQ reQ seQ .
donde Q* es el conjunto dado por la parte (i) del teorema. Por lo tanto { X; = X+ }

es continua por la derecha.

[
Prueba del Teorema 2:
Supongamos que t — E[X] es continua a la derecha; veremos que {X;+, #;0 < t < oo}
definido como en la parte (i) del Teorema 1, es una modificaciéon de X.
Sea {€,} una sucesién de numeros racionales tal que €, | 0, entonces lim X, = X+
c.t.p. entonces se tiene que { X, } es equi-integrable. Ahora por la ecillﬁffntegrabilidad
se tiene que F[X;+] = lim E [Xtie,], pues {Xiie, — Xi+} es equi-integrable, entonces
converge en £, obteniendo | [(Xite, — X+ )dP| < [|Xtte, — Xe+|dP — 0, y como
t — FE[X}] es continuo a la derecha se tiene que E[X+] = E[X;] . Ahora por el Teorema
1, parte (i), se tiene X; < E[Xy+ | #) = E[X; : B]| < E[X;+ : B]V B € %, entonces
X; < X4+ en c.t.p. por lo tanto X+ = X, en c.t.p.

Reciprocamente, supongamos que {Xt : 0 <t < oo} es una modificacién continua
a la derecha de X. Fijamos un ¢t y tomamos una sucesién {t,} tal que t,, | . Entonces
P[X; = X, X, =X, : n> 1] = 1 (pues, interseccién de eventos de probabilidad 1,
es un evento de probabilidad 1) y lim,, . th = Xt, por lo tanto lim, .., X;, = X; y
como {X;, } es equi-integrable tenemos E[X;] = lim, ., E[X},]. Con esto se tiene la
continuidad por la derecha de t — E[X,]. O

Ahora ya tenemos todas la herramientas necesarias para demostrar el Teorema del

muestreo opcional.
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Prueba del Teorema 3:

Consideremos la sucesién de tiempos de parada

o(w) ; si o(w)=+oc0
onw) = ﬁ ; St k_1<T(w)<£
n 2n 2n

similarmente definimos la sucesién {7,}. Sea w € Q y 7,(w) = o = o(w) < 7(w) <

k
o = o(w) < o Por lo tanto o,(w) < 7,(w) V n > 1. Por el Teorema del muestreo

opcional discreto , se tiene que E[X,, | %, | > X,, v
/XTndP > / X,,dP paratodo A€ .%,, (B.19)
A A

Ahora afirmamos que Z,+ =\ —, %,,, en efecto:

Sea A € Fy+, escribimos A = [AN{oc < oo} U[AN {oc = oo}], pero
[AN{o < oo}] = U,colAN{o <7 < o,}] puessiw € [AN{o < co}] = o(w) < oo = Tk
tal que 22 < o(w) < £ = o(w) < on(w) = I r € Q tal que o(w) < r < g,(w),
obteniendo asi [AN{o < 00} C U,colAN{o <7 < 0,}]. La otra inclusién es evidente.
Ahora como AN{oc < r < o,} = An{o < r}n{o, > r} € %, por que
An{o<rie Z.yAn{o<r}in{o,>r}n{o, <t} e F#Vt>0.

Tambien [AN {0 = co}] = [AN{oc = oo} N {0, = 0} € %, , por lo tanto se tiene
For C ﬂzozl Fy

Para probar la otra inclusién, tenemos que F,+ C F + = Fo+ C N, F i Sea A un
evento tal que A N {0, < t} € F para todo t > 0 y n > 1, entonces
An{o <t} =AnU,_{on <t} =U,_, ANn{o, <t} € %, por lo tanto A € F,+.

Entonces, por lo anterior (B.19) se convierte en
/XTndP > / X,,dP paratodo A€ .Z,+ (B.20)
A A

Por ultimo {X,,,.%,, : n > 1} es una submartingala inversa, como la utilizada en el
Teorema 27, con { E[X,, |}°°; sucesién decreciente y acotada por F[X,], entonces por el
Teorema 27, { X, } es equi-integrable y lo mismo ocurre para { X, }>°, , como el proceso
es continuo a la derecha se tiene X, (w) = lim, . X,, (w) v X, (w) = lim, . X (w)
en c.t.p. De la equi-integrabilidad se tiene que X,, X, son integrables y se puede tomar
limite en (B.20), obteniendo

/XTsz/XJdP para todo A € % +
A A

de donde se concluye F[X, | Z,+] > X,. O
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B.2. Descomposicién de Doob-Meyer

En esta seccion daremos las condiciones para que ciertas submartingalas se puedan
descomponer como la suma de una martingala y un proceso creciente.

Para este propésito veamos primero que para el caso discreto no es un problema tan
complicado, y que toda submartingala X = (X,,) con respecto al filtro (.%,) se descom-

pone como
X, =M,+ A, n=20,1,2,...

donde M = (M,) es una martingala con respecto a (#,) y A = (A,) es un proceso
creciente que puede ser elegido predecible, es decir A, es %, _1-medible con Ay = 0

c.t.p. Para esto definamos

Ap 0

A, = A1+ EX,— X1 | Zai]
que es predecible y creciente. Claramente M,, = X,, — A,, es una martingala. Para la uni-
cidad, sean X, = M, + A, = M;L + A;L dos descomposiciones, entonces
M, — M, = A, — A, es %, _;-medible y dado que M,, — M, = E[M,, — M, | F,_1] =
M,_1— M;L—r Dado que M, — M(/) = X9 — Xo =0, se tiene que M,, = MT/L para todo n.

En lo que sigue hallaremos la descomposicion de Doob-Meyer para el caso continuo.
Definicién 31 Decimos que un proceso integrable A = (A;) es creciente si:
i) A es Fi-adaptado.
it) Ag =0, t — A; es continuo por la derecha y no decreciente c.t.p.
iii) E[A;] < o0

Definicién 32 Un proceso creciente A = (A;) es llamado natural si para toda martin-
gala acotada M = (M,)

E[/Ot MdA,] = E[/Ot M. dA,]

Para a > 0 denotamos por .7, al conjunto de todos los tiempos de parada o tal que

o < a c.t.p.

Definicién 33 Una submartingala X = (X;) se dice de clase DL si para cada a > 0

la familia de variables aleatorias {X, : 0 € .7, } es equi-integrable.

Nota: Cada martingala M = (M) es de clase DL porque, por el Teorema del muestreo

opcional se tiene

/ |MU\dP§/ M,JdP, €S,
|Ms|>c |Mo|>c
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E[|M,|] _ E[|M,
sup P, | > o] < sup Ziell o P
0€Sa 0€S, c c

El siguiente teorema, debido a Boob & Meyer, da las hipdtesis suficientes para que
una submartingala pueda descomponerse como suma de una martingala y un proceso

creciente.

Teorema 29 (Descomposicién de Doob-Meyer) Si X = (X;) es una submartin-
gala de clase DL, entonces existe una martingala M = (M) y un proceso integrable
creciente A = (A;) tal que Xy = My+ Ay para todo t > 0. El proceso A puede ser elegido

natural y , bajo esta condicion la descomposicion es unica.

Prueba: La prueba de este resultado no fue escrita debido a que es bastante extensa y
técnica y su lectura puede generar confusién , pero el lector interesado la puede encon-
trar en [6, Teorema 1.4.10], [9, Teorema 1.6.12].

Finalmente estableceremos la descomposicion de Doob-Meyer para el cuadrado de una
martingala X. Para esto, s6lo tenemos que probar que el cuadrado de una martingala
cuadrado integrable es una submartingala de clase DL. Por la desigualdad de Jensen

X? ={X? Z;:t >0} es una submartingala no negativa. Tomemos a > 0, entonces

E[X?  E[X?
/ X2dP g/ X2dP y  PIX2>)\< X < [Xa)
{X2>)} {X2>)} A A

para todo o € %, y A > 0, entonces obtenemos

E[X?
sup/ XidP < o]
0ES {Xg>)\} )\

Tomando limite cuando A — oo, concluimos que {X? : ¢ € .%,} es equi-integrable,

entonces X? es clase DL, por lo tanto X? tiene una tnica descomposicién de Doob-
Meyer (Teorema 29)
Xt2 - Mt + At

donde M = {M;, #;0 < t < oo} es una martingala continua a la derecha y
A ={A;, %;0 <t < oo} es un proceso natural adaptado no decreciente.
Es gracias al Teorema de Boob & Meyer que se garantiza la buena definicion de la

variacién cuadratica de una martingala cuadrado integrable.

Definicién 34 Para una martingala cuadrado integrable X, definimos la variacion
cuadratica de X al proceso (X); = Ay, donde A es el proceso natural adaptado no

decreciente de la descomposicion de Doob-Meyer de X?.

Nota: La varaicién cuadratica (X) es el tinico proceso natural, adaptado no decreciente,

tal que (X)o =0 c.t.p. y X? — (X)) es una martingala.
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