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Resumen

Para analizar la vibracion de un edificio se requiere en primer lugar realizar una for-
mulacion en la que; se relacionan las diferentes componentes que actdan en el sistema,
como son: la masa, la amortiguacion, la rigidez y las fuerzas externas. Obtenido el
modelo, tenemos diferentes formas de resolverlo, en la presente tesis se aborda la solu-
cion mediante el método operacional matricial, teniendo en cuenta la solucion dinamica

matricial.
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Introduccion

En este trabajo estudiamos la formulacién de algunos modelos matemadticos obteni-
dos en la vibracién de edificios, los cuales permiten obtener una ecuacién diferencial

vectorial de segundo orden con coeficientes matriciales de orden n,
Mi+ Cu+ Ku = f(1).

Su solucién se apoya en la solucidn dindmica matricial, el contenido del trabajo

estd estructurado como sigue.

En el Capitulo 1, describimos brevemente algunos conceptos utilizado en el estudio de
vibraciones, y estard centrado en la obtencion de la ecuacién vibratoria bésica (1.3),
la cual es obtenida a partir de un sistema vibratorio lineal, usando las ecuaciones de

Lagrange.

En el Capitulo 2, presentamos la teorfa sobre las funciones matriciales, la cual basa su
formulacién haciendo una analogia al caso escalar. El resultado principal de la seccién
es el teorema de reduccién polinomial, el cual expresa el valor de la serie ) -, cpA*

como un polinomio matricial de grado n — 1, donde n es el orden de la matriz A.

En el Capitulo 3, utilizamos las funciones matriciales para presentar la solucién de
problemas de valor inicial con coeficientes matriciales de primer orden y segundo
orden, y veremos el caso de las ecuaciones conservativas, es decir cuando la fuerza de

amortiguamiento es nula, o sea C = 0.



En el Capitulo 4, presentamos diversos métodos para determinar la solucién u(t) de
la ecuacién i + Cu + Ku = f(t), discutiendo el caso no conservativo, su desarrollo

estard centrado en obtener la solucién dindmica matricial.

En el Capitulo 5, presentamos la formulacién de algunos modelos matematicos en el
anilisis de la vibracién de algunos edificios de n pisos, determinando su ecuacién de

movimiento.

Finalmente vamos a dar las conclusiones obtenidas en el presente trabajo.



Capitulo 1
Preliminares

A continuacién se enuncian conceptos relacionados al estudio de vibraciones, los cuales
nos ayudard a interpretar los conceptos que se presentan en los siguientes capitulos de

la presente tesis.

1.1. Vibracion

Es un movimiento oscilatorio que aparece, por lo general, en los sistemas mecdnicos
sometidos a la accién de fuerzas variables con el tiempo. Distinguiremos entre vibracién
y oscilacién. La diferencia radica en que la vibracién implica la existencia de energia
potencial eldstica, mientras que la oscilacién no. La Figura 1.1 muestra un bloque con
un movimiento vibratorio, mientras que el péndulo de la Figura 1.2 tiene un movimiento
oscilatorio. Puesto que los movimientos vibratorios y oscilatorios se rigen por ecuaciones
similares, es costumbre estudiarlos juntos y prescindir de la diferencia conceptual entre
ambos [Ave06, pdg. 187].
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Figura 1.1: Sistema vibratorio.

Figura 1.2: Sistema oscilatorio.

1.2. Grados de libertad

Son los parametros necesarios para definir de forma univoca la configuracién del sistema
vibratorio. Por ejemplo, el sistema de la Figura 1.3 tienen dos grados de libertad, que
son las coordenadas z, y z; que definen la posicién de cada uno de los bloques con

respecto a sus posiciones de referencia [Ave06, pdg. 187].
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Figura 1.3: Sistema discreto de 2 grados de libertad.



Muchas estructuras fisicas no pueden ser modelados con éxito utilizando un itinico
grado de libertad. Esto es, para describir el movimiento de una estructura, varias
coordenadas deben ser requeridas. Tales sistemas son referidos como sistemas de

muiiltiples grados de libertad.

Un sistema es llamado de n grados de libertad, cuando son requeridas n coordenadas

independientes para especificar las posiciones de las particulas de estos sistemas.

1.3. Coordenadas generalizadas

Un sistema de coordenadas que describe el movimiento general y reconoce las
restricciones, se denomina coordenadas generalizadas. Por ejemplo en la Figura 1.4 la
coordenada angular 0 es la coordenada generalizada que reconoce la longitud fija del

péndulo como una restriccion del sistema. Las coordenadas lineales z e y no lo hacen asi.

El niimero de coordenadas generalizadas de un sistema es siempre igual al nimero de

grados de libertad del mismo.

Yz

Figura 1.4: Coordenada generalizada.



1.4. Sistemas discretos y sistemas continuos

Se denominan sistemas discretos aquellos que pueden ser definidos mediante un niimero
finito de grados de libertad y sistemas continuos aquellos que necesitan infinitos grados
de libertad para ser exactamente definidos. Por ejemplo, el sistema de dos grados de
libertad de la Figura 1.3 es un sistema discreto. En cambio, la viga de la Figura 1.5
es un sistema continuo pues para conocer su deformada es necesario especificar el
desplazamiento vertical de cada uno de sus puntos, que viene dado por una funcién de

la forma y(z).

by(z)
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Figura 1.5: Sistema continuo.

Matemaéaticamente, los sistemas discretos conducen a ecuaciones diferenciales ordina-
rias, mientras que los sistemas continuos conducen a ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales [Ave06, pdg. 188]. El movimiento vibratorio de los sistemas continuos,
a excepcién de unos pocos sistemas con geometrias sencillas, suele ser irresoluble con
métodos analiticos. Para resolverlos, se suelen transformar en discretos por técnicas de

discretizacién como el Método de los Elementos Finitos.

1.5. Sistemas lineales y no lineales

Si z1(t) y z2(t) son los movimientos de un sistema mecdnico donde actiian las fuerzas
fi(t) y fa(t), respectivamente. Dicho sistema se denomina lineal [Ave06, pag. 188] si
a una fuerza f3(t) = a1 f1(t) + a2 f2(t) responde con un movimiento z3(¢) = a1z;(t) +
aszo(t). Una de las caracteristicas de los sistemas lineales es que en ellos se puede

aplicar el principio de superposicién, que establece que la respuesta a una excitacién
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combinada se pueden obtener combinando las respuestas a cada una de las excitaciones

simples. Si el sistema no es lineal, entonces serd no lineal.

1.6. La ecuacion de Lagrange

Una vibracién se define en su forma méds simple, como un movimiento oscilatorio.
Fisicamente una vibracién aparece como consecuencia de una fuerza fluctuante, esto
es, una fuerza que varfia en magnitud y/o direccién; mas no de fuerzas constantes.
Asf un sistema vibratorio es un sistema fisico que posee un movimiento denominado
vibracién. Por lo general siempre se evita una vibracion por las dificultades que causa,
asi por ejemplo, en los sistemas de ingenieria, una vibracién aumenta las tensiones
en las piezas de una méquina, interfiere en su funcionamiento y en los préximos
a ella, causa ruido y origina pérdida de energia mecanica debido a las fuerzas de
amortiguamiento. Para enfrentar tales problemas, se requieren realizar estudios de las

ecuaciones que gobiernan el movimiento de tales sistemas.

Para analizar un sistema vibratorio, primeramente consideramos su simplificacién en
términos de masa-rigidez y amortiguacion, los cuales representan al cuerpo, la elas-
ticidad y la friccién del sistema, respectivamente. Enseguida procuramos determinar
la solucién y hacemos un andlisis de las ecuaciones del movimiento, para llegar por

dltimo, a las conclusiones apropiadas.

El movimiento de un sistema vibratorio de n grados de libertad es representado
mediante “n” ecuaciones diferenciales, los cuales son obtenidos a través de diversas
técnicas, tales como: leyes de Newton, ecuaciones de Lagrange, métodos gréficos

lineales, el método de elementos finitos [Inm01, pig. 29].

Consideremos un sistema vibratorio de k particulas. Sean z;,7 = 1 : k, las posiciones

del sistema y ¢;,7 = 1 : n, un conjunto de coordenadas generalizadas, entonces:

I = mi((h:q% L :(fn): t=1: ka



y las siguientes n ecuaciones llamadas ecuaciones de Lagrange para el sistema vibrato-
rio, pueden ser obtenidas [Mei86, pdg. 256]:

d 1dEN df  dc
- -t = i)l:]-:nr 1.1
dt (dqj) dg; | di; Qs J (1)

donde L = T — U es la funcién Lagrangiana del sistema, T" es la energia cinética, U
es la energia potencial, C es la energia de disipacién y Q;,7 = 1 : n son las fuerzas

externas.

Generalmente en un sistema vibratorio lineal las diversas formas de energia estdn dadas

por:

l e~
s Ezzmﬁqiqj (energia cinética)

i=1 j=1

1 n n ) )
U = 3 Z Z kijqiq; (energia potencial) (1.2)

i=1 j=i

1 n o n N ' N 3
¢ = ) Z Z CijG:g; (energia de disipacién)

i=1 j=i
1.7. La ecuacidon vibratoria basica

Si sustituimos (1.2) en (1.1) obtenemos [Mei86, pig. 262]:

T I3 n
Zm‘j‘ﬁ' + Zkﬁj‘h‘ + Zcijdi =@ i=1:n,
i=1 i=1 i=1

que en forma matricial se representa mediante:

[mij}nxnéinx + [cij]nxnginxl + [kij]nan£nxl = [Qj]nx

1

Obteniendo asf la ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes matri-

ciales, siendo esta la ecuacién vibratoria basica, que abreviadamente se escribe:

Mi+Cq+ Kq= f(t) (1.3)



Donde M,C y K son matrices cuadradas de orden n que representan la masa, el
amortiguamiento y la rigidez respectivamente, g es un vector columna de orden n
de incdgnitas que dependen de ¢, ¢ y ¢ son la primera y la segunda derivada de ¢
respectivamente, f(¢) es un vector columna de orden n de funciones que dependen de
t que representa la excitacion externa del sistema y 7 es un nimero entero mayor que
1. Cuando C = 0, el sistema es del tipo conservativo, pues £ = T + V es constante a
través de una solucién g(t).

Ejemplo 1.1.

Obtener las ecuaciones del movimiento e identificar las matrices de masas, rigidez y
amortiguamiento para el sistema de dos grados de libertad de la Figura 1.6 [Mei86,
pdg. 108]

// L~
T T2
k‘l kz k‘i
fi{ty—1> L(t)—p>
/“-g_ ma _(312,_ Mo —-;lj_
1 3
00000000 %
Figura 1.6: Grafica del Ejemplo 1.1.
ki1z) 4—— —» ka(zz —x1) ka2 —21) +— — kT2
M1E] et ——» fi(t) T Y — ——» 2(1)
c1E] —] ——c2(Z2 — £1) c2(f2 — &1 J—] l——— cads

Figura 1.7: Diagramas de soélido libre.

Para hallar las ecuaciones de este sistema, basta con aplicar las ecuaciones de equilibrio

9



a cada una de las dos masas. La Figura 1.7 muestra los diagramas de sélido libre, con

todas las fuerzas actuantes. Sumando las fuerzas e igualando a cero se llega a:

m]_ff:]_ -+ Clil et Cg(.’b."g e $1) -+ klﬂ'}] s kg(ﬂ?g s 35'1) = fl(i)

MyTy + Co(T2 — Z1) + a2 + k(T2 — 1) + kazy = fo(t)
Reordenando términos, estas dos ecuaciones se pueden poner de forma matricial como
mi1 0| |Z 5 c1+ca  —C T i ki +ky —ko T fi(t)
0 ma| |2 —Cc2  Ccptc3 [T2 —k2  ka+ k3| |72 fo(t)

Identificando con la Ecuacién (1.3) las matrices M,C y K resultan ser:
M= m; O O = cg+c —0C K= ki +ky —ko
0 me —Cy Cas + C3 —ks ko + ks

1.8. Clasificacion de sistemas

Enseguida presentaremos una clasificacion de sistemas modelados por la Ecuacién (1.3),
de acuerdo a algunas caracteristicas de las matrices que corresponden a sus coeficientes
comiinmente encontrada en la literatura [Inm01l, pdg. 31]. Para diversas situaciones

précticas, la Ecuacién (1.3) adopta la siguiente forma:
MG+ (D+G)g+ (K + H)g = f,

donde ¢ y f ya fueron definidas y
M = MT = matriz de inercia o masa

D = DT = matriz de masa viscosa

G = —G7T matriz giroscépica
K = KT = matriz de rigidez
H = —HT matriz circulatoria

En muchos casos M, D, K son definidas positivas, las cuales son importante en el

establecimiento de condiciones para la estabilidad del sistema.

Es bueno observar que, cada aplicacidén particular en la ingenieria puede tener una

10



nomenclatura un poco diferente.

Se denomina sistema conservativo generalmente a los sistemas de la forma:
M§+Kq=f,
donde M y K son ambas simétricas y definidas positivas. Sin embargo el sistema:
Mi+Gi+Kqg=f, (1.4)
donde G es antisimétrica (GT = —G) es también conservativo en el sentido de la

conservacion de la energia pero es referido como un sistema conservativo giroscopico,

0 un sistema giroscopico.

Tales sistemas surgen de forma natural cuando estdn presentes movimientos rotatorios,

tales como, en un giroscopio o un satélite artificial.

Los sistemas de la forma:
MG+ Dg+ Kq = f, (1.5)

donde M,K y D son todos definidas positivas, son referidos como sistemas no

giroscopicos amortiguados.

Sistemas con coeficientes matriciales simétricos y definidos positivos son, a su vez,

referidos como sistemas pasivos.

Los sistemas de la forma:
Mi+(K+H)q=f, (1.6)

son referidos como sistemas circulatorios.

Combinando las Ecuaciones (1.4), (1.5) y (1.6) obtenemos el sistema mds general
Mi+(D+G)g+(K+H)qg=f. (1.7)

11



Fisicamente esta expresion representa fuerzas generadas que son consideradas en la lite-
ratura, como exceso de fuerzas externas. Mateméticamente, la ecuacién (1.7) puede ser
eventualmente clasificada en términos de las propiedades de los coeficientes matriciales,
el cual no es de interés en este trabajo.
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Capitulo 2
Funciones matriciales

En este capitulo presentamos la teoria sobre la funciones matriciales, la cual se basa
su formulaciéon haciendo una analogia al caso escalar, asi las funciones escalares
f(2) que estdn definidas mediante serie de potencias Y cx2*, originan una definicién
de funciones matriciales f(A), mediante la sustitucién de la variable z, por una
matriz cuadrada A, esto es > cxA*. Este procedimiento serd vélido garantizando la
convergencia de la serie matricial de potencias y disponer de propiedades que nos
permita el célculo efectivo de la matriz suma de la serie matricial. Asi diremos que una
serie matricial ) 2 cxA* converge si cada serie escalar Y ;- cxak; converge, siendo
A= [ag-“)]. El resultado principal de la seccién es el teorema de reduccién polinomial,
el cual expresa el valor de la serie Y ;. cxA* como un polinomio matricial de grado
n — 1, donde n es el orden de la matriz A, cuyos coeficientes son calculados por el
proceso de interpolacion de Hermite.

Para establecer la definicién de funcién matricial, es necesario presentar la definicién
de la norma de una matriz cuadrada la cual nos garantizara la convergencia de la serie
matricial de potencias.

2.1. Norma de una matriz cuadrada

En el siguiente trabajo usaremos la siguiente norma.

13



Definicién 2.1. Sea la matriz cuadrada A = [a;j]nxn, se llama norma de la matriz A

al nimero real no negativo:

n
1Al = fgﬁzll Jagl-
=

Asf la norma de la matriz nos permitird tener una medida uniforme de comparacién

de los elementos de la matriz para fines de convergencia.
Proposicién 2.1. Sean las matrices cuadradas A = [a;;]nxn ¥ B = [bijlnxn con @ un
escalar, k entero no negativo se tiene:

i) ||A+ B < [lA]l +||Bll,

i) [leAll = |alAl,

i) ||AB| < || A]llBl,

w) A% < [lA]*

Prueba.
(1) n
) WA+ Bl = mixd lass + byl < x> (fal + oo
1= i=
luego,
n
< m4i s due | B s
|4+ Bl ﬁjrgﬁélavl + méx |by|
entonces

A+ Bl < [lAll + 1B

n n n
i6) JloAll = mix } | laay| = méx 3 (leflosl) = ol mix Y la
i=1 i=1 i=1
entonces

laAll = |ef | A]

14



i) Sea C = AB, con C = [¢ijlnxn, donde ¢;; = Za.hbk_;

k=1
n n
ABI = mix Y fegl = méx Zmﬂ]
=ima = L

<) I(Zla*bwl)=gg_" (3 )
> 3 laalls] ) = maxz (I%I(Z ou ) )

i= i=1

:!
NgE
g
=
L
>
o,
VB
13
Ny
g
L —

= || Allll B
con lo cual concluye la prueba de:

IABI < [|AlllBI

iv) Mediante el uso repetido de la propiedad anterior y por induccién matemdtica se

tiene

I4%] < [1A]I*
o

Cuando en las funciones escalares f(z) que estén definidas mediante series de potencias
3o o ck2t, tales como sen(z), cos(z), exp(2), etc., se sustituye a la variable z por una
matriz cuadrada A, es decir 35 cxA* originan una definicién de funciones matricia-
les f(A), de igual modo obtenemos las funciones matriciales sen(A), cos(A), exp(A), ete.

El siguiente criterio de convergencia permite que la definicién de funcién matricial sea
simplemente una sustitucién de variable de una funcién escalar, la cual estd definida
analiticamente por una serie de potencias.
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2.2. Convergencia de una serie matricial

Lema 2.1. Sea la serie escalar Y o, cxz*, con radio de convergencia R, entonces la
serie matricial Ez';o cx A* converge, para cualquier matriz cuadrada A, la cual satisface
1Al < R.

Prueba. Sea A* = [ag:) lnxn para k > 1, con A° = I = [8;j]nxn = [ag-])]nxn. Entonces

16®| < |14 < [|AlF, & > 0.

ij

Por el criterio de comparacién, tenemos que

n
2 : (k)
k=0

<Y lalllAlF < 3 eull Al < oo, JJAI| < B, ¥n >0,
k=0 k=0

* converge absolutamente. Luego la serie L hek ckag‘)

converge, con ||A|| < R, para i, j arbitrarios y, por tanto, Y ., cxA*¥ converge. O

pues la serie de potencias Y 1o cx2

Veamos ahora la definicién de funcién matricial.

2.3. Funcion matricial

Sea f(z) una funcién escalar que admite un desarrollo en serie de Taylor

X rk)
=3 00
k=0

para |z| < R. Definimos la funcién matricial
o0
_ v U0)
f(4) = kz; S,

para toda matriz cuadrada A de orden n x n con ||A| < R.
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2.3.1. Funciones matriciales basicas
Para toda matriz cuadrada A de orden n x n con ||A]| < R, tenemos por ejemplo las
siguientes funciones matriciales bésicas, las cuales son utilizadas frecuentemente:

1) p(A) =Y oo, crAF, funcién polinomial,

2) et = Y% 4% funcién exponencial,

3) sen A=Y p ‘ézf:;!ﬂ , funcién seno,

4) cosA=3 1o, -("—{12%#, funcién coseno.

2.3.2. Derivada de una funcién matricial

Una funcién escalar analitica, definida por una serie de potencias, posee derivadas de
cualquier orden y sus derivadas son obtenidas derivando la serie término a término.

Asimismo, si f(A) estd bien definida, entonces también estdn las funciones “derivadas”
fG@(A), Por ejemplo:

; 2. f®0 _ = fl+1(Q

esta bien definida.

Por otro lado, la funcién

F(t)= f(tz) = i f—(%(i)z"t*,

k=0

donde f(z) es entera (R = oo), puede ser derivada con respecto a ¢, esto es,

2. fk)
G =3 gt = 2152,

k=1

17



por lo tanto p
dtf(’ ) f( )

2.3.3. Propiedades de una funcién matricial

A continuacién se enuncian y se demuestran algunas propiedades de las funciones

matriciales, cuyo uso se dan en diversas situaciones.

Proposicién 2.2. Sean f(2) = Y oo, ckz®,9(2) = Y pe, diz* funciones escalares de-
finidas para |2| < R y sea A una matriz cuadrada de orden n, tal que ||A|| < R, con

estas condiciones se cumple que:
1) Si h(z) = f(z) + g(2), entonces h(A) = f(A) + g(A).
2) Si q(z) = f(2)g(2), entonces g(A) = f(A)g(A) = g(A) f(A).
3) Si P es una matriz no singular de orden n x n, entonces f(P~'AP) = P! f(A)P.

4) Si A es un autovalor de A y v es el autovector asociado a A, entonces f(A) es

autovalor de f(A) y v es un autovector asociado a f(A), esto es,

Av=2v= f(Av = f(A)v.

5) Si w es un autovector generalizado de A correspondiente al autovalor A, entonces

s—1 g
190 -
fAw = = (A=),
=0
donde (A — A)*w =0 para k > s.
6) Sean fi(2) = Y popcrz®, ..., fm(2) = Yope, diz* funciones escalares que conver-
gen, para |z| < R, y sea ¢(x1, %2, ..., zm) un polinomio en m variables tal que:

(P(fl(Z), f?(z)a i 1fm(3)) =0

entonces

Lp(fl(A)s fQ(A)! S fm(A)) = 01
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para cualquier matriz A de orden n x n, tal que ||A|| < R.

Prueba.

1) Se tiene f(2) = Y poqcrz®, g(2) = 3 pey diz® con |z| < R si A es una matriz de

orden n X n con |A| < R, entonces por la definicién de funcién matricial tenemos

f(A) = ZL UCLAL y 9(A) = ZL od.&ﬁ

hz) = f(2) + g(2) = Zqz Es dez = Z(q + d) 2%,

k=0
entonces
h(A) = Z(ck+dk )AF = ZCLAL +Zd A*
k=0 k=0
= f(A)+g(4).
2) Si

a(z) = f(2)g9(z) = (Zqz )(gdkzk) = ;:]ekzk,

donde ¢, = fo:o ¢ di_.. Este producto es conocido como producto de Cauchy
[Apo06, pdg. 289]. Luego

et () (S ) - o

Como

zekz - (Sa) (gckzk) = o(2)1(2),

k=0

o0
yaque =) 7y = Er:l] d.cx_, = €, entonces

F(A)g(4) = §A - (Cant) (fA) — o(A)F(A).

k=0
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3) Si P es una matriz no singular de orden n x n, entonces

4)

f(P7'AP) = ick(P‘lAP)k = cx(P'AP)

=Y P (qA¥)P = P ( 3 ckA“) P
k=0

k=0

Plf(A)P.

Caso particular de 5).

5) Tenemos las siguientes igualdades

6)

f(Aw i e Afw Z ex[(A = M)+ A1) w

k=0

qi( )/\**J(A ,\I)-‘w—ZZq( )A’“ A= MY w
o j

i =0 k=j

s k! () A

7!

P
Il
=]

Ms 10>

(A= AIYw Zf (’\ (A= ATYw

Il

.
1l
=}

pues (A— M) w =0, para j > s,y fO\) =372, ckjl(’;),\k_j. Cuando s =1 en

371 () _
f(A)w = Z / j!(’\) (A= AIYw

se obtiene que f(A)w = f(\)w que viene a ser la prueba de 4).

Sea I'(2) = @(fi(2), fo(2), .-, fm(2)). Siendo ¢ un polinomio, la funcién I'(z)
es una combinacién de sumas y productos de series de potencias, por tanto
también es una series de potencias. Asimismo podemos escribir I'(z) en la forma
['(z) = 3 oo k2, para algunas constantes ay, k > 0. Mas como I'(z) = 0, para
|z| < R, entonces Y r, axz® = 0, para |z| < R.

De ahi concluimos que ax = 0,Vk > 0. Luego I'(A) = Y72, 0.A4* = 0, por lo
tanto (f1(A), f2(A), ..., fm(A)) =

O

20



La existencia de divisores de cero en un dlgebra de matrices, cuya consecuencia es el

Teorema de Cayley-Hamilton, permite obtener el siguiente resultado central.

2.4. Reduccion polinomial

Teorema 2.1. Sea f(z) una funcién escalar definida por la serie convergente Y ro, cx2*

para |z| < R, entonces para cualquier matriz A cuadrada de orden n, con |A| < R,

existen constantes by, k = 0:n — 1, tales que
f(A) =r(A) = Z biA*,

donde r(z) = }:11 b A*. Ademés de esto, los coeficientes bp,k = 0 : n — 1, son

obtenidos a partir del siguiente sistema lineal de ecuaciones

fOMN) =FfD0N), =0:m;—1,i=1:s,
donde los A;,2 =1 : s, son los autovalores de A con multiplicidad m;.

Prueba. Sea p()) el polinomio caracteristico de la matriz A, entonces
5
p(X) = det(AT — A) = JJ(x — x)™.

Observamos que para cada i =1 : s es vdlido:

; dp(z)
PW();) = . = :m; — 1. :
(A:) & |, 0,0:m; —1 (2.1)
Ademds de esto [Can95, pag. 10],
f(z) = a(2)p(z) + r(2), (2.2)
donde r(z) es un polinomio de grado n — 1 dado por 7(z) = Y _) bxz*, pues p(z) es

de grado n. De (2.2), tenemos que: f(A) = r(A), ya que por el Teorema de Cayley-
Hamilton, p(A4) = 0. Usando la férmula de Leibniz para el cdlculo de la j-ésima derivada
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de (2.2), se tiene '
196 =3 (5)a @) + 100

k=0 \J

y por (2.1), obtenemos que
TU)(’\i) = f(j)(/\i): i=0imy~lii=1:s.
O

Podemos observar que para calcular f(A), con el auxilio del teorema de reduccién
polinomial, es necesario conocer solamente los valores de f(z) y de sus derivadas, para
z=M\;,1=1:5, donde ); es un autovalor de A. Esta observacién importante permite
ampliar la definicién de una funcién matricial de la siguiente forma.

Definicién 2.2. Sea A = [@;j|nxn una matriz con autovalores );,k = 1 : s de multipli-
cidad my, respectivamente.

1. Una funcién escalar f(z) estd definida en el espectro de A si existen los valores
FOO), §=0:m; —1

para cada autovalor Ag,k=1:s.

2. Si f(2) es una funcién escalar definida en el espectro de A, el polinomio r(z) =
S n—o bez® es llamado un polinomio de interpolacién para f(z) si

OO =fO0), 7=0:mp—1,k=1:s.

3. Si f(z) es una funcién escalar definida en el espectro de A y 7(z) es un polinomio
de interpolacién para f(z), definimos

) =r(4) = Y bt (23)
k=0

Observaciones 2.1.

1. Las funciones 2™ y In(z) con m y n ntmeros enteros, son funciones escalares
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definidas en los espectros de matrices no singulares. Porque, estas son funciones

de valores miiltiples, pues si z = re’®, —m < § < 7, entonces para k =0:n — 1

tenemos
Z/n — pm/n [cos z’;—(ﬁ' + 2kn) +isen %(9 5 qur)] , (2.4)
In(2) = In7 + i(0 + 2km) (2.5)
Si A es una matriz no singular, A™" y In(A) son matrices que resultan de (2.4) o

(2.5), considerando k = 0, respectivamente. En ambos casos serdn denominados
valor principal.

. Una funcién f(z), definida por una serie de potencias, puede ser escrita como
una integral de Cauchy, esto es,

Fa0) = 57 [ (2= ) 2N

La correspondiente funcién matricial puede ser definida como [Hig08, péag. 8]:

1) = 5 [T - A7 f(a)a

271

donde T es un contorno que contiene en su interior los autovalores de la matriz

A, siendo la integracion realizada para cada componente.
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Capitulo 3
Sistemas Conservativos

En este capitulo se hace uso de las funciones matriciales para presentar la soluciéon de
los problemas de valor inicial con coeficientes matriciales de primer orden y segundo
orden, la de primer orden serd resuelta de manera andloga al caso escalar; la de
segundo orden, en el caso homogéneo, serd resuelta usando la técnica de Cauchy de las
series de potencias y empleando la técnica de variacién de pardmetros en el caso general.

Dada la ecuacién diferencial matricial (1.3),
M+ Cq+ Kq = f(t),

donde M,C y K son matrices que representan la masa, el amortiguamiento y la
rigidez respectivamente, g es un vector columna de incégnitas que depende de ¢, f(t)
es un vector columna que depende de ¢ que representa la excitacién externa del sistema.

Un sistema se llama conservativo si no existe energia de disipacién, es decir la fuerza
de amortiguamiento es nula, o sea C = 0.
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3.1. La ecuaciéon diferencial vectorial de primer

orden @ = Au + f(¢t)

Teorema 3.1. El problema de valor inicial de Cauchy

{ i = Au+ f(t) 51)

u(to) = uo

con A = [@ij]nxn una matriz, f(t) = [fi(t)]nx1 vector de funciones continuas, u = [u;]nx1

vector de incégnitas, & = [%;|nx1, ¥ o ¥ %o dados, tiene como tinica solucién a:

i
u(t) = ety —I—/ eAt=2) f(s)ds. (3.2)
0
Prueba.

Existencia.

Consideremos la ecuacién diferencial vectorial homogénea de primer orden
= Au. (3.3)

En analogia al caso escalar (% = au), consideremos
00
F(t) = = Z cr AFtF,
k=0
cuya j-ésima derivada estd dada por
& B ok .
—F(1) = — e = i Ak k=i
il =35 ;3 (j)c“q ;
c=j

e i . P
k=j

dZJ z=At
= Ale? j> 1.
En particular, resulta
d
ae/’lt — Ac:‘lt — eAtA
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Si u(t) = e se tiene @ = Au. Empleando la condicién inicial de la Ecuacién (3.1):

U(tu) = BA:D = Uy,

luego
‘u.(t) — eAt——Azu+Atg _ eA(t—Lg)eAto

entonces
u(t) = eAlt=to)y,

es solucién al problema de Cauchy homogéneo

u = Au,
u(ty) = uy.
Unicidad.

Sea v(t) otra solucién del problema de Cauchy (3.3), definimos
r(t) = e~ Aty(t)
de donde:

%‘r(i) = e M/ (t) — Ae~Mu(t)
= e "Au(t)] — AeMo(t)
= 0

(34)

(3.5)

como 4r(t) = 0, entonces r(t) = k, k = constante. Asf que r(t) = r(t), para todo

t € R. Luego de (3.5) y (3.4) se tiene

r(t) = e Mou(ty) = e~ Mouq

?

es decir,

e~ ty(t) = e~ Aoy,
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entonces

v(t) = e’“e_’“"uu

eA(t_t”}’u{]
= u(?)

por lo tanto el problema de Cauchy homogéneo (3.4) tiene una tinica solucién.

Vamos a resolver ahora el problema no homogéneo (3.1), tenemos
i — Au = f(t)

entonces
e Mi — Ae My = e Mf(2).

Ahora, integrando entre ¢y y ¢ y tomando en cuenta la condicién inicial de (3.1), se

tiene

t t t
[ e~ Aidt — / Ae™Mydt = [ e f(t) (3.6)
to

g Jig

empleando integracion por partes

¢ t
/- B—Atﬁdt - e—/lt,uliu _/ (—-A)E_Atudt- (3.7)
tg

Jig

Reemplazando (3.7) en (3.6), resulta

¢ ¢ ’
e_"“’u(t) — e~ Aoy + Ae Mudt — Ae Mudt = ] e_l1sf(3)d5

to to to

t
e—-/ltu(t) _ C_Amu() = / C_Asf(S)dS,

to

finalmente, obtenemos

t
u(t) = ety +f eA=2) £ (s5)ds.

to

O

Observacién 3.1. El Teorema 3.1 nos servird para establecer la existencia y unicidad
de la solucion para los sistemas no conservativos.
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3.2. La ecuacién diferencial vectorial de segundo

orden i + Au = f(t)

Consideremos la ecuacion diferencial vectorial de segundo orden

i+ Au= f(t) (3.8)

3.2.1. Caso homogéneo

Teorema 3.2. El problema de valor inicial

(3.9)

i1+ Au=0,
U(tn) = ’H{],t’t(t(}) =

donde A = [aij|nxn, % = [Ui]nx1 €s un vector de incégnitas que dependen de ¢ y i =

[t:]nx1, tiene como tnica solucién a
‘U,(t) = C(t = tn)?!{] + D(f = t(})'b‘l],

donde C(t) y D(t) estdn definidos como

& Nl = O A
t) = -1)* ———A" — A%,
ag g( ) (2k) Z 1 (2&4—1)' ‘

k=

simbdlicamente,

| sen (VA(t — 1))
VA

Prueba. Proponemos la solucién de la ecuacién diferencial (3.9) como una series de

U.

u(t) = cos (VA(t — to))uo

potencias

u(t) = ka(t ~ t”)k, (3.10)

— k!

donde v son vectores de orden n x 1 que serdn determinados.
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Sustituyendo (3.10) en (3.9) y desarrollando convenientemente las sumas obtenemos

(i—ﬂo) sl

o0
Z Vgy2 + Avg)
k=2

Podemos concluir que los coeficientes vectoriales v, deben satisfacer el problema vec-
torial en diferencias,
Viy2 + A’Uk = 0, Vk > 0.

Por induccidn, obtenemos que
Vo = (‘UkAk'Uo, V2k+1 = (—l)kAk'Ul: k=0,

también de las condiciones iniciales de la ecuacién (3.9) se tiene que vy = ug, v1 = uy,
de alli

L(t '{D) k k(i’ £0)2k+1 k
=) (—1F ARy + E (—1)f
rard (k) o (=1) (2k + 1)! Aw

o simplemente
u(t) = C(t — to)uo + D(t — to)uy, (3.11)

donde

tZL

C(t) = Z( 1)* %): (3.12)
|(2H1

D(t) = Z( 1" o l)IA“. (3.13)

Simbdlicamente, escribimos

C(t) = cos(VAL), (3.14)

sen(v/At)

D) = — = (3.15)

Las series C(t) y D(t) satisfacen la ecuacién diferencial matricial
E(t)+ AE(t) =0, (3.16)

siendo éstas linealmente independientes.

29



Finalmente reemplazando (3.15) y (3.14) en (3.11) obtenemos

sen (\/E(t — o))
VA

que viene a ser solucién de la ecuacién diferencial (3.9) y por la linealidad de la ecuacién

u(t) = cos (VA(t — to))uo +

u,

diferencial, ésta es tnica. O

3.2.2. Caso general

Teorema 3.3. El problema de valor inicial

{a+Au=fm

'Ur(tg) = Ug, ’u.(t(]) = U,

donde A = [aij]nxn, f(t) = [fi(f)]nx1 es un vector de funciones continuas, u = [u;]nx1
es un vector de incégnitas que dependen de ¢, % = [ii],x1, ¥ to, up, 1 son dados, tiene

como tunica solucién

u(t) = C(t — to)ug + D(t — to)uy + t D(t — s)f(s)ds,

to

donde C(t) y D(t) son las series definidas en (3.12) y (3.13) respectivamente. Simbdli-

camente,

u(t) = cos [\/Z(t - tn)]ug +

sen [\/E(t — tu)} i /* sen [\/Z(t — S)] fF(s)ds.

VA o VA

Prueba. En seguida, consideremos el problema de valor inicial formado por la Ecua-
cién (3.8), con f(t) continua

{ﬁ+Au=ﬂ& -

u(to) = uo, u(ty) = uy.

Vamos a procurar una solucién particular de (3.17) usando el método de variacién de
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parametros, esto es, una solucién de la forma
u(t) = C(t —to)a(t) + D(t — to)b(t), (3.18)
donde a(t) y b(t) son vectores que dependen de ¢. Derivando u(t), obtenemos
a(t) = C(t — to)a(t) + C(t — to)a(t) + D(t — to)b(t) + D(t — to)b(). (3.19)
Haciendo C(t — to)a(t) + D(t — to)b(t) = 0, y derivando (3.19), se obtiene

i(t) = C(t — to)a(t) + C(t — to)a(t) + D(t — to)b(t) + D(t — t0)b(t). (3.20)

Sustituyendo (3.20) en la Ecuacién (3.17) y usando el dato que C(t) y D(t) es solucién
de la Ecuacién (3.16) obtenemos

C(t — to)a(t) + D(t — to)b(t) = f(t).
Este procedimiento da origen al sistema de ecuaciones vectoriales

C(t —to)a(t) + D(t — to)b(t) = 0
Clt —to)a(t) + D(t — to)b(t) = f(t),

el cual eliminando, para obtener a(t) y b(t) se tiene que

(Dt~ t)C(t — to) = D(t — t0)C(t — to) ) (t)

(C(t - to)Dit — to) — C(t — ) D(t — t0) ) b(2)

I

D(t — o) f(1)
C(t —to) f(2).

Por otro lado, las expresiones entre paréntesis son identidades matriciales trigonométri-

cas y, consecuentemente, tenemos

a(t) = —D(t —to)f(t)
C(t — to) f(2).

o

P
e

S
Il

Integrando las dos ltimas igualdades y sustituyendo en la Ecuacién (3.18) los valores
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obtenidos, resulta

u(t) = C(t —to) [a(tg) — /;: D(s— tn)f(s)ds] + D(t —tg) [b(zu) +

esto es,

C(s— to)f(S)del .

tp

u(t) = C(t—t‘n)a(tn)+D(i—tg)b(to)-l-/t [D(t—t0)C(s—to) —C(t—to) D(s—t0)] f(s)ds.

to

Empleando (3.17),(3.18) y (3.19) y aplicando la identidad trigonométrica del seno de

una diferencia, se tiene:

u(t) = C(t — to)u(0) + D(t — to)u(0) + ; D(t — s) f(s)ds.

Observaciones 3.1.

(3.21)

O

1. En la literatura, frecuentemente, la demostracion de la Férmula (3.21) anterior es

hecha utilizando la reduccién de Hamilton. Este proceso consiste en transformar

el problema de segundo orden

{ i + Au = f(1), )

u(to) = ug, u(ly) = wy

en un sistema de primer orden, mediante un cambio de variables

f

\

= B'U"ji"f(t)?

o 1], [o
—4 o T

v(ty) = t‘]} .

Enseguida se emplea la férmula de variacién de pardmetros (3.2), observando que

la exponencial e2(t~%) donde B es una matriz, la llamada matriz compaiiera

0 I
—-A 0

?
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es simplemente la matriz

C(t—to) D(t—to)
C(t—to) D(t—to)

. Las matrices C(t) y D(t) satisfacen la ecuacién diferencial matricial
E(t)+ AE(t) = 0,
sujeta a las condiciones iniciales

co)=1, C(0)=0,
D(0)=0, D(@0)=1I,

son denominados las soluciones fundamentales del Problema (3.22). Cabe desta-

car que la solucién denotada por D(t) serd de particular interés, y la llamaremos

la solucién dindmica. Ademds de esto, la solucién dindmica D(t) satisface el pro-

blema matricial de valor inicial

{ B(t) + AD(t) = 0, D(0) = I, D(0) = 0,

y que C(t) = D(t). Entonces, de acuerdo con el Teorema 3.3, la solucién de (3.22)

es .
u(t) = D(t — to)ug + D(t — to)u, + /t D(t — s) f(s)ds.

Por lo tanto, concluimos que la solucién dindmica D(t) contiene toda la informa-

cién necesaria par resolver la ecuacion conservativa vectorial de segundo orden

i+ Au = f(1).
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Capitulo 4
Sistemas no conservativos

En este capitulo se presenta el método matricial operacional para determinar la solucién
u(t) de la ecuacién
Mi+ Cu+ Ku = f(t),

donde las matrices M,C y K son arbitrarias de orden n. Si M es no singular, premul-
tiplicamos la ecuacién por M ! transformédndola en:

i+ 011-1. + Klu e fl(t).

Los resultados presentados en este capitulo, son siguiendo la teorfa de Claeyssen [Cl1a90],

y estdn fundamentados en el concepto de solucién dindmica matricial.

4.1. El método matricial operacional

Consideremos la ecuacién diferencial vectorial
i+ Cu+ Ku = f(t). (4.1)
Aplicando la transformada de Laplace a la Ecuacién (4.1) obtenemos:

L) + CL(a) + KL(u) = L(f(t)),
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de donde
[Au(A) — i(0) — Au(0)] + C[Mu(X) — u(0)] + Ku(X) = F(A).

Ordenando,
[NI + CA + K]u(X) = 4(0) + (AT + C)u(0) + F(X)

o de manera mds compacta, resulta la ecuacién operacional
AMu(r) = H) + F(), (4.2)

donde: A(X) = A2 + AC + K,
H(A) = u+ (AT + C)u(0),
u(A) y F()) son las transformadas de Laplace de u y de f(t) respectivamente.

Ahora introduciremos formalmente el concepto de solucién dindmica (ya mencionada
el Capitulo 3), que es la base para la obtencién de la solucién u(t) de (4.1).

Definicién 4.1. La solucién matricial al problema de valor inicial

D+CD+KD=
{ +CD+ 0, (3

D(0) = I, D(0) =0,

se denomina solucién dindmica asociada a la Ecuacién (4.1).

A continuacién presentamos el teorema en el que se asocian las ecuaciones diferenciales
dadas en (4.1) y (4.3).
Teorema 4.1. La solucién al problema

{ i+ Cu+ Ku = f(t),
4(0) = 1o, u(0) = uo,

es dada por:

u(t) = D(t)uo + (D(t) + D(t)C’)uo + f: D(t — ) f(s)ds,
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donde D(t) es la solucién dindmica, o sea, la solucién al problema matricial

D+CD+KbP=0,
D(0) = I, D(0) = 0.

Prueba. Procediendo de manera andloga a la obtencién de la ecuacién operacional
(4.2), de (4.3) resulta
AND(N) = H(A) + F(A),

donde: A(X) = A2I + AC + K,
H(A) = D(0) + (A + C)D(0),
Como F =0, D(0) = I, D(0) = 0, se obtiene la ecuacién
AN)D(N) =1, (4.4)

siendo D()) la transformada de Laplace de D(t) y es referida como la matriz de
transferencia del sistema (4.1).

Vemos de (4.4) que A~'(A) = D()). Tomando en cuenta esta igualdad y premultipli-
cando (4.2) por A~'()) se tiene que

UQ) = DK +DNFON)
= DW&(0) + (AD(N) + D(A)C)u(0) + D(NF(\)

y tomando la transformada inversa de Laplace obtenemos
ut) = DO(0) + (D) + DOC)uO) + [ Die-9)f(e)ds.  (45)

a

La Ecuacién (4.5) indica que para conocer la respuesta (solucién) del sistema (4.1) es
suficiente conocer la solucién dindmica asociada al mismo.
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4.2. Obtencién de la solucion dinamica

Veamos, brevemente, dos alternativas tedricas para la obtencién de la solucién dindmica

D(t). Por un lado, si consideramos la ecuacién
i+ Cu+ Ku=0. (4.6)

Las soluciones de la forma u(t) = e*v (llamadas soluciones propias) de (4.6) son

obtenidos resolviendo el sistema
(NI+XC+Kv=0, v#0, (4.7)

lo que equivale a hallar las raices (autovalores de (4.6)) del polinomio caracteristico

2n
p(A) = det(\T + AC + K) = Y b 3>~ (4.8)

i=0
y determinar los autovectores v. Ademds de eso, como

- adjA())
D)) = A71()\) = —==,
(3 = a7 =205
los polos de D(\) son los autovalores de (4.6) y, como existe un nimero finito de ellos, la
integral de Bromwich para la transformada inversa de Laplace se reduce a una integral

de contorno limitado.

D(t) = QL'.rrz ﬁ D(XN)eMd), (4.9)

donde I' es una circunferencia que encierra los autovalores de (4.6). Por otro lado
cuando la solucién dindmica es escrita como una serie de Taylor, o sea

D) =Y. D%, (4.10)
j=0

donde D; = DY)(0) y es sustituida en la Ecuacién (4.3), da origen al problema matricial
en diferencias

Disard CDysrde KD,
{ Jj+2 i+l 3 (411)

D1=I, Du=0
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Se observa que en el célculo de la Férmula (4.9) es necesario conocer la matriz de
transferencia, ademés para. (4.11) no es ficil generar las matrices D; para j muy grande.

En la seccién siguiente, veremos un método alternativo para calcular la solucién dindmi-

ca.

4.2.1. Meétodo de cdlculo para la solucion dindmica

Teorema 4.2. La solucién dindmica D(t) asociada a la ecuacién i + Cu + Ku = f(t)

es dada por
2n j-1

D(t) =) ) b:d9" " (t) Doy,

j=1 i=0
donde b;,7 = 0 : 2n son los coeficientes del polinomio caracteristico p(A\) = det(\*I +
AC + K), la funci6n d(t) satisface el problema de valor inicial

Dj+2+CDj+1+K.Dj=0, J=0:2ﬂ.—3
D, =0, Dy=0

Prueba. El sistema i + Cu + Ku = f(t) puede ser escrito como

w = Fw,

=l o =l

y cuya solucién es w(t) = eP*w(0). Ademds de esto,
d lD(t)} _ [D(t)] | bw o 1][bw
dt | D(t) D@)| |-kD(t)-CD(t)| |-K -c| |D()

por lo tanto )
D(t) g |0
Dw} - H -

Aplicando la transformada de Laplace a la igualdad Z¢®* = EeP* obtenemos

donde
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Ae(A) — I = Ee()), esto es
(M = E)e(N) =1, (4.13)

donde () es la transformada de Laplace de e®t. Entonces de (4.13) se tiene que

_adj(M - E)

() ST B *= det(\ — E)’

(4.14)
Podemos verificar que det(A] — E) = det(A\%] + AC + K) = p()), en efecto la matriz
Eo 0 I
-K -C

es cuadrada de orden 2n, donde aplicando determinante de matrices por bloques en el
proceso siguiente se obtiene

det(A\] — E) = det A =l
(K M +C

0 —I

= det

K+XI+Cx M+C

2
- [K+A I+CX AI+C]
~I

= (—1)"det[K + A% + C\] det[—I]
= (—=1)"det[K + N*I + C\](—1)"det|[I]
= det[K + X1 + C)]
=p(})

donde p(A) es el polinomio caracteristico ya definido en (4.8). Por otro lado, también
tenemos la siguiente igualdad para la matriz adjunta [Col05, pags. 47-50].

2n j-1

adj(AI — B) =) > " pM 1 EMd

j=1 i=0
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y, de (4.14), obtenemos que

2n j-1

DI

j=1 i=0
e = p(A)

Utilizando la integral de Bromwich para determinar la inversa de la transformada de
Laplace, tenemos que

jgadj()«(f)\) E) xegy — i’:ﬁ b‘(zm f M1 %) E*™ . (4.15)

j=1 i=0

siendo I’ una circunferencia que encierra todas las rafces de p(}).

La funcién
1 et
d(t) = ami b o0y (4.16)
es de clase C*™ y sus derivadas son dadas por
1 [ ameM
m) S e
d™(t) ami £, 200 dA. (4.17)

Al evaluar la integral de linea dada por la Ecuacién (4.17) se consigue obtener [Col05,
pég. 51],
d®90) =1, d(0) = d'(0) = --- = d®™2(0) = 0. (4.18)

Ademsés de (4.16), aplicando la férmula integral de Bromwich se tiene que la transfor-
mada de Laplace de la funcién es
Ly

L] = -
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Luego
1= P(A)i[d]

2 (ibi)\z"‘i)l{d(t)}

b AT b AT 4 b A 4+ by A+ by
p(A)

A?ﬂ )‘211.—1 A2n—2 1
=to (5) +o (m%‘h(m)““” (pm)
=1+ b(A2"{d(t)} — 1) + by (A2 1{d(2)}) + b (W 2U{d(2)}) + - - - + b (I{d(1)}),

se sumd y resté 1 ya que by =1

=1+ b(W2"{d(t)} — 1) + bi(M21{d () }) + b (AP 2U{d(2)}) + - - - + b (I{d(D)})-

Empleando (4.18) la dltima igualdad la podemos expresar como desarrollos de la trans-
formada de Laplace de derivadas, es decir

1 = 1+ b(W{dt} — A71d(0) — A*2d'(0) — - - - — Ad®*~2(0) — d®"71(0)) +
by (A2=11{dt} — A2"2d(0) — A*"73d'(0) — - -- — AP D(0)) + -+ +
ban—1 (M{d(8)} — d(0)) + ben (1{d(2)})

2n
= 14 bi{d® ()},
i=0
de donde se concluye que 2% bl {d®*9(t)} = 0.

Por la linealidad de la transformada de Laplace se tiene

2n
z(z bid2n—) (t)) =0. (4.19)
=0

De (4.18) y de (4.19) se logra establecer que la funcién d(t) satisface el problema de
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valor inicial

2n

D bd@®=9(t) =0,

i=0

J(2n—) (0) =1, d(0) = d0)=---= dn-2) (0) =0,

Sustituyendo (4.17) en (4.15) obtenemos,

In j—i

et =Y "N " bhdi () EP (4.20)

da* D) _ gheEt |0

dtk | D(¢) I
D®O) | _ o [0

DE@Q)| T (1)

[D’”‘lek H k>0, (4.21)
Dy I

A través de (4.12) y (4.20), podemos escribir

D(t) — S AE—i=1) (4 pr2n—j 0 i S (i—i—1) Dyp—j
!D (t)} =YY bdHE H =3 bdi () [ ] ,  (4.22)

j=1 i=0 j=1 i=0 D2n—j+1

De (4.12), tenemos que
yent =20

esto es:

donde la 1ltima igualdad fue obtenida de (4.21). De este modo, tendremos una férmula

para la solucién dindmica

2n j-—1
D(t) =Y bdi" V(1) Dyp;

J=1 i=0

donde los coeficientes matriciales Ds,_;, 7 = 1 : 2n pueden ser determinados recursiva-

mente por la aplicacién de (4.11). ]

Para efecto numérico, enfatizamos la segunda igualdad obtenida a partir de (4.22), o
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sea

2n j-1
D(t)y =Y > bid" V() Dan—js1.

j=1 i=0

Estos resultados fueron establecidos por J. R. Claeyssen, [Cla90, pag. 76).

4.3. Interpretacion fisica de la solucion dinamica

Consideremos un sistema fisico con n componentes, cuyas respuestas u;,2 = 1 : n son

determinadas a partir del siguiente P.V.I.

{ 4+ Ci+ Ku=0, (4.23)

a(0) = e;, u(0) =0,

donde C y K son matrices cualesquiera, u = [u;]nx1 €s el vector columna de desplaza-

mientos y €; = [0;j]nx1 €s el j-ésimo vector de la base candnica.

La solucién de (4.23) de acuerdo con (4.5), estd dada por
u(t) = D(t)a(0) + (D(t) + D(t)C)u(0) + /; D(t — s)f(s)ds.
Como 4(0) = e;,u(0) =0, f(t) = 0, tenemos
u(t) = D(t)e;
y la k-ésima componente es
uk(t) = eu(t) = €T D(t)e; = Dig (1)
De este modo, podemos afirmar que el elemento Dy;(t) de la solucién dindmica D(?)

es la respuesta de la k-¢sima componente del sistema, debido a una fuerza unitaria

concentrada en la j-ésima componente.
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Capitulo 5

Aplicacion de sistemas no
conservativos: modelacién de
sistemas con N grados de libertad

para edificios

En este capitulo se presentan algunos modelos de sistemas no conservativos, es decir
sistemas en la cual la energia del sistema disminuye en el tiempo, razén por la cual
un movimiento producido por alguna perturbacion inicial, no continia para siempre.
Varios factores contribuyen para este amortiguamiento. El mas comin es la friccion

visScosa.

A continuacién consideramos sistemas constituidos por edificios de varios pisos, que al

ser modelados, se obtiene una formulacién matricial de la forma Mz +Cz+ Kz = h(t).

5.1. Formulacion de un modelo basico
Un edificio puede ser considerado como un sistema de elementos con masa distribuida

y elasticidad. Pero hay elementos que son masivos y duros (pisos) y estdn conectados

con otros miembros que poseen masa relativamente pequefia pero de gran flexibilidad
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(paredes, columnas).

En una estructura idealizada de N pisos que se muestra en la Figura 5.1 las ecuaciones

de movimiento puedes ser descritas en la forma siguiente:

mit; = ki+1($i+1 — 33:') — ki(z; — $i—1) S5 Ci+1(i'i+1 — &)
—c;(:ti—:b,-_l)+ui+af;i, 1=1:N-1 (51)
myEn = —kn(zny —Tn-1) — eN(EN — TN-1) + un + Wy,

donde m;, ¢; y k; son la masa, coeficiente de amortiguamiento y rigidez del ¢-ésimo piso
respectivamente, u la fuerza de control y w la carga externa ejercida sobre el i-ésimo

piso. Por tanto las Ecuaciones (5.1) pueden ser escritas también en forma matricial

un

l muy wy

i ' € |

Figura 5.1: El modelo basico.

como sigue

Mi+Ci+ Ke=u+w, (5.2)



donde

m; 0 0 0
M= 0 me O 0
0 0 0 . ma
-Cl+62 —€o 0 0
C= —Ca Ccp+cC3 —C3
0 0 0 e
ki +ky —ks O 0
K= —ky kot ks —ks --- 0 ’
LU 0 0 kn

son las matrices de masa, amortiguacion y rigidez respectivamente.

Ir = (m‘l)m?: 58 "rmN)T"
u= (ul:u?:' . >uN)T'J

w= (wth: . --,’EUN)T,

son el vector desplazamiento relativo a la base, el vector fuerza de control y el vector

de carga externa respectivamente.

5.2. Formulacién de un modelo con excitacion

sismica

Tenemos el movimiento de una estructura lineal elastica (Figura 5.2) con N grados de

libertad y amortiguamiento viscoso, sujeta a una aceleracion X,(t) en la base, la cual
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satisface las ecuaciones siguientes:

mi2 = kin(zin — z) — k(2 — zim1) + e (B — %)
—Ci(,éi e 21'._1), i=1: N -1 (53)
TILNEN = —kN(ZN e ZN—I) — (:N(éN — ZN—J)

donde m;,c; y k; son la masa, coeficiente de amortiguamiento y rigidez del i-ésimo

piso respectivamente, y 2; es el desplazamiento absoluto de la i-ésima masa. Por lo

Figura 5.2: Edificio sin amortiguador de masa regulada.

tanto, si el desplazamiento absoluto z; es sustituido por el desplazamiento relativo z;,

se establece las siguientes ecuaciones:

T; = Zi—Xg
i o= 5-X, (5.4)
B o= 5-X,

Reemplazando las Ecuaciones (5.4) en las Ecuaciones (5.3), obtenemos

mi(; + Xg) = kip1(Tirr — 33) — ki(2i — 2i1) + cip1(Fip1 — ;)
—i(d — &), i=1: N —1 (5.5)
my(in +Xy) = —kn(zy —on-1) — en(@n — Tn_1),
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Finalmente las ecuaciones dadas en (5.5) también pueden ser escritas como una ecua-

cién diferencial matricial de segundo orden como sigue,
M(%+vi,)+Ci+ Kz =0, (5.6)

donde M,C y K son las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez ya conocidas,
= (1,1,...,1)T es un vector N dimensional, y z = (z1,2,...,zn)7, es el vector de

desplazamientos relativo.

Considerando el mismo modelo anterior, pero con un amortiguador de masa regulada y
colocado en el tiltimo piso (Figura 5.3). Entonces la ecuacién de movimiento del nuevo

sistema de multiples grados de libertad es:
Mz +vX,) +Ci+ Kz — f =0.

Esta ecuacién es idéntica a la Ecuacién (5.6), excepto por la adicién del vector

f=1(0,0,0,...,cqTq+ kaza)T que representa la fuerza aplicada a los pisos.
T
ko 2 i
e - ===y
-G i i V5.
mN e —— :'- ------
4
my—1 /’
______ | N —
—heL o - [ooooo- Toooo
f”,
m'; Et 3}{
—— I R
’
-
s ”
e oo R I o R ok
I”
mi ‘:"
—— A
Lo rrd i g A -’:f L.
} "
Tg

Figura 5.3: Edificio con amortiguador de masa regulada.
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De la Figura 5.4 tenemos:
x4, es el deplazamiento del vibrador absorbente relativo,

ks, eslarigidez de la fuerza y c; es el coeficiente de amortignamiento.

Figura 5.4: Amortiguador de masa regulada.

5.3. Vibracion horizontal de un edificio de 4 pisos

Consideremos un modelo de vibracién horizontal de un edificio de cuatro pisos [Inm01,
pégs. 282-283], expuesto a vientos que ocasionan un desplazamiento inicial de

0,025
0,020
0,010
0,001

u(0) =

m,

tal como esté representado en la Figura 5.5.

La ecuacién diferencial vectorial de segundo orden con coeficientes matriciales de or-

den 4 es como sigue:

Mii+ Ci+ Ku = F(t)
0,025
0,020
0) = ? ’ 2(0) =
o) 0.000] ™ O

0,001

/s, (5.7)

o o o O
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m. m,
- A 4

o
oo
=

—

M+ ky (ug — uz)
—————

U3 m3 mg

walfr I
e
2

ol

D ———————

(!31:.'. + k;;(u:; T 't!-_])

Uo Mo mo

h:l,ﬁ-'“

@ Gl e = L
2 2

A+ ko(ug — uy)
—_—

Uy my m

¢ T Y

i+ Ky

ppplddldddclczz

Figura 5.5: Modelo de vibracién horizontal de un edificio de cuatro pisos y las fuerzas
restauradoras aplicadas en cada masa (piso).

donde:
(my, 0 0 0
=Y 4 0 Ke,
0 0 mg O
(0 0 0 my
ki+ks —ks 0 0
ks Kybke =k 0
I( — 2 2 3 3 N/rn,
[} _k? kS + k;i _k-l
|0 0 =k ik



y la matriz

es consecuencia de la suposicién de determinado amortigunamiento ¢;, en cada modo

del sistema.

Consideraremos que m; = my = mg = my = 4000 Kg y ky = ko = k3 = ks = 5000
N/m. De este modo,

[4000 0 0 o0

0 4000 0 O
M= Kg,
0 0 4000 O

0 0 0 4000

10000 —5000 0 0
—~5000 10000 —5000 O
K= N/m,
0  —5000 10000 —5000
0 0  —5000 5000

Suponemos que existe un amortiguamiento de §; = 0,01, ¢ = 1 : 4, en cada modo.

Estos datos dan origen a la matriz [Can95, pédg. 47].

121,3652 —349576 —6,2651 —3,0352

| -34,9576 115,1000 —37,9928 —ad,2579

T | —6,2651 —37,9928 112,0649 —d4d, 2579 5
—3,0352  —9,3003 —44,2579 77,1073

Por otro lado vamos a suponer que se tiene la fuerza externa

P, [
e~ 05 cos 8t
_ "
e 0,25¢
e Ot cos 10t

e~ 005 gon 10t

F(t) = 4000 sen 8¢
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Reescribiendo la Ecuacién (5.7) en la forma

U+A1U+A2‘U.‘—"f(t)

se tiene
A=M1C
[ 303413 ___43697  _ _ 62651 __ 1897
10000000 5000000 40000000 2500000
_ 43697 1151 _ 47491 _ 93003
_ 5000000 40000 5000000 20000000
| __62651 _ 47491 1120649  _ _442579
40000000 5000000 40000000 40000000
_ 1897 __93003  _ _442579 771073
L 2500000 40000000 40000000 40000000
Ay =M1K
f 20 0
5 5 5
i 4 2 i 0
5 5 5
0 4 2 4
5 5
! 0 0 i i
Y
e~ 95 cos 8t

1(t) = e~0%5t gan 8t
| e %t cos 10t

e 005t gen 10t

ju polinomio caracterfstico asociado p()) = det(A\2] + AA; + Ay) es,

P()) = A% +0,1064093499)\7 + 8,753911474)°% + 0,6159559004)° + 23,45006228)*
+ 0,8854267010)° + 19,53736167A% + 0,2211687011) + 2,44140625
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Resolviendo la ecuacién caracteristica, p(A) = 0, se obtiene los siguientes resultados

A1 = —0,003882885493 — 0,38826971451,
Ae = —0,003882885493 + 0,38826971451,
Az = —0,01712927403 — 1,7128418;,

Aq = —0,01712927403 + 1,7128418q,

As = —0,02101216964 — 2,1011115144,
A = —0,02101216964 + 2,1011115144,
A7 = —0,01118034583 — 1,1179780854,
Ag = —0,01118034583 + 1,1179780853.

Por tanto los coeficientes del polinomio caracteristico son los b;,7 = 0 : 2n, es decir,

bo =1,

by = 0,1064093499,
by = 0,8753911474,
bs = 0,6159559004,
by = 23,45006228,
bs = 0,8854267010,
bs = 19,53736167,
b; = 0,2211687011,
bg = 2,44140625.

A continuacién obtenemos la solucién dindmica escalar d(t) resolviendo el sistema:

8
> bd® () =0
d(0) = 0 = dM(0) = d®(0) = d®(0) = d®(0) = d®(0) = d®(0) = 0; d(0) =1

Reemplazando los b; y desarrollando la sumatoria, se tiene la ecuacién diferencial ho-
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mogénea de octavo orden con valores iniciales

d® + 0, 10640934994 + 8, 753911474d® + 0, 6159559004d® + 23, 450062284
+ 0, 88542670104 + 19, 53736167d® + 0, 2211687011d + 2, 44140625 = 0

d(0) = 0 = dV(0) = d®(0) = d®(0) = d(0) = d®(0) = d®(0) = 0; d™(0) = 1

La ecuacién caracteristica de la solucién dindmica escalar d(t) es

8 + 0, 106409349977 + 0, 87539114747° + 0, 66344690047° + 0, 2345261577r*
+ 1,087872240r% + 19, 5425821972 + 0, 42407202147 + 2, 44140625 = 0,

cuyas raices son

. = —0,003882885493 — 0,38826971451,
1y = —0,003882885493 + 0,3882697145i,
= —0,01712927403 — 1,7128418i,
rs = —0,01712927403 + 1,7128418i,
= —0,02101216964 — 2,1011115143,
re = —0,02101216964 + 2,1011115144,
ry = —0,01118034583 — 1,117978085:,
rs = —0,01118034583 + 1,1179780854.

Luego la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es:

d(t) =~ 00988288 () cos(—0,3882697145¢) + ap sen(—0,3882697145¢))
+ ¢~ OO0IBBE (45 c0s(0,3882697145t) + a4 sen(0,3882697145¢))
+ ¢ O0ITIZTON (4 cos(—1,7128418t) + ag sen(—1,7128418¢))
+ ¢ POITIZTH0 (4 c05(1,7128418t) + ag sen(1,7128418t))
+ ¢ OO0 (g4 cos(—2,101111514t) + azosen(—2,101111514¢))
+e (@11 cos(2,101111514¢) + a12 sen(2,101111514¢))
+ ¢ OOIHIBOMIIE (g4 cos(—1,117978085¢) + ayq sen(—1,117978085¢))
+ e OONIIB0BSEI (g - c0s(1,117978085¢) + @y sen(l, 117978085¢))

—0,02101216964%



al reducir resulta

d(t) =~ 0003882885493 () 065(0,3882697145¢) + c» sen(0,38826971451))
4 ¢ OOITITA03E (1, 005(1,7128418¢) + ¢4 sen(1,7128418¢))
+ 700026964 (0 065(2,101111514¢) + cgsen(2,101111514¢))
+ ¢ VOISO (o) 005(1,117978085¢) + cs sen(1,117978085¢))

Hallando las constante ¢;,2 = 1 : 8, y como se conoce que se cumple

d(0) = 0,
dV(0) = 0,
d®(0) = 0,
d®(0) = 0,

d¥(0) = 0,
d®(0) =0,
d®(0) = 0,
d™(0) = 1.

Se forma un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son los ¢;,2 = 1 : 8. Al

resolver obtenemos:

1 = —0,002363208786,
¢y = —0,1974090656,
c3 = —0,003143974041,
cs = —0,08405060837,
¢s = 0,0009749474756,
cg = 0,02379281549,

cr = 0,004532235352,
cs = 0,1526093158.
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Por tanto la solucidon dinamica escalar es:

d(t) =e~ 0003882885193t (5 (02363208786 cos(0,3882697145t) — 0,1974090656 sen(0,3882697145¢))
+ ¢~ 001712927403t () 03143974041 cos(1,7128418t) + 0,08405060837 sen(1,7128418t))
+ e~ 002101216964t (3 (009749474756 cos(2,101111514¢) — 0,02379281549 sen(2,101111514¢))
+ ¢~ 001118034583t (3 004532235352 cos(1,117978085t) — 0,1526093158 sen(1,117978085¢)),

cuya grafica es dada en la Figura 5.6.

Hallando las matrices Ds, D3, ..., D7 del problema matricial en diferencias

Dj+2 -+ A]D:H_] -+ Ang = 0, j =0:5
D1 = I, D[} . 0,

se tiene
[—0,03034129999 0,008739399999 0,001566274999 0,0007588
Dy — 0,008739399999 —0,028775  0,009498199999 0,002325074999
2 0,001566274999 0,009498199999 —0,028016225  0,01106447499
0,0007588 0,002325074999  0,01106447499 —0,01927682499
—2,498999999 1,2495 3,602404086 x 10710 —4,622143602 x 10~1°
D — 1,2495 —2,499 1,249499999 —4,384667924 x 10~
37| 3,60240513 x 1071 1,249499999 —2,498999999 1,249499999
| —4,622144192 x 10710 —4,384707172 x 107! 1,249499999 —1,249499999
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[ 0,1735202889 —0,1156114043 0,01591094216  0,002018283775
e —0,1156114043  0,1419401062 —0,1135931205  0,01792922593
0,01591094216 —0,1135931205 0,1914495149  —0,09768220964
0,002018283775  0,01792922593 —0,09768220964  0,07583807933
[ 7803126246  —6,242500998 1,560625245 3,156013554 x 10~°
e —6,242500999  9,363751503 —6,242500996  1,560625248
1,560625245  —6,242500996 9,363751493  —4,681875747
3,156013533 x 10™°  1,560625248 —4,681875747  3,121250497
[_0,8671833172 0,7884632882 —0,2725622655 0,02604005111
e 0,7884632882 1139745036  0,8145033304 —0 2465222143
—0,2725622655 0,8145033394  —1,11370557  0,5419412688
0,02604005111  —0,2465222143  0,5419412688  —0,3252420872
(2727814684 27,27814686 —11,69063433  1,048439042
- 927,27814686 —38,96878125  29,2265850  —9,742195295
—11,60063433  29,2265859 —37,02034213 17,53595153
| 1,048439042 —9,742195295  17,53595153 —9,742195299

Finalmente la solucién dindmica D(t) asociada a la ecuacién

i@+ A]‘U. -+ Ag‘u, — f(t)

es dada por
8 j-1
D(t)=> > bdi=V(t)Ds_;.
j=1 i=0
Es decir,

D(t) = (bod(t)) D7 + (bod™ (t) + b1d@(£)) Dg + (bod® (£) + byd(¢) + b2d @ (£)) Ds
s (bod @ () + by d®(£) + - - - +bed® (£)) Dy + (bod ™ (£) + by d @ (£) + - - - +b7d® (£)) Do,

58



donde

bp=1

b, = 0,1064093499
by = 0,8753911474
bs = 0,6159559004
by = 23,45006228
bs = 0,8854267010
bg = 19,53736167
b; = 0,2211687011
bg = 2,44140625

y

d(t) =e0-003882885493t (_ () 32363208786 cos(0,3882697145t) + 0,1974090656 sen(0,3882697145t))
+ ~0.01TI2027403¢ ( _ (003143974041 cos(1,7128418%) + 0,08405060837 sen(1,7128418t))
+ e~ 0,02101216964¢ () 0009749474756 cos(2,101111514£) — 0,02379281549 sen(2,101111514¢))
+ ¢~ 0:01118034583¢ (9,004532235352 cos(1,117978085¢) — 0,1526093158 sen(1,117978085t))

Finalmente la solucién del problema es

u(t) = Dleyia + (D) + DOAJuo + [ "D(t - 5)f(s)ds,
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donde:

o O © O

0,025

[ 05 cos(8t)

e~0?% sen(8t)

e~ cos(10t)

| e %% sen(10¢)

Du(t) Dia(t) Dis(t) Dult)
Do1(t) Dao(t) Das(t) Dau(t)
D3 (t) Dsa(t) Das(t) Das(t)
| D (t) Daz(t) Das(t) Daalt)

La solucién dindmica matricial D(t) y la solucién vectorial

wy ()
ua(t)
us(t)
uy(t)

u(t) =

donde cada componente es:
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e Primera componente:

uy (t) =~ 0:003882885493¢ (1 02016065092 cos(0,3882697144t) + 0,07148238292 sen(0,3882697144¢))
+ e~ 0:01118034383¢ () 004957534491 cos(1,117978084¢t) + 0,01018707891 sen(1,117978084t))
+ @~ 0:01712927402t (5 6031 99685151 cos(1,7128418t) + 0,007454400083 sen(1,7128418t))
+ e~ 0:02101216964¢ (( 05927141677 cos(2,101111514¢) — 0,02191391552 sen(2,101111514¢))
+ e~ 05t (7 407847419 x 1077 cos(10t) + 3,22633917 x 10~ ° sen(10t))
— ¢~%1(1,64381331 x 10~ cos(10£) + 1,480457742 x 10~ ° sen(10t))
+e~025¢(0,0003293261777 sen(8t) — 2,196019571 x 105 cos(8t))
— 795 (01607131318 cos(8¢) -+ 0,002035849891 sen(8t))

cuya grafica es dada cn la Figura 5.7.

e Segunda componente:

ugt =~ 0003882885403t (( 003788963069 cos(0, 3882607144t) + 0, 1343429353 sen(0, 38826971441))
¢~ 001118034585t (1) (04957534491 cos(1, 117978084t) + 0, 01018707892 sen(1, 117978084t))
+ ¢~ 0:01712927402¢ (g (01111238959 cos(1, T128418¢) + 0,002588885857 sen(1, 7128418t))
4 ¢~ 021012169648 () (13357406614 sen(2, 101111514t) — 0, 009080908357 cos(2, 101111514¢))
+ e~ 005 (2 169948373 x 107 % cos(10t) — 1,632793049 x 10~ % sen(10t))
+ e~%1%(0,0001317074205 cos(10t) — 5, 318792266 x 10~° sen(10t))
+ e~ 025t (0, 000995662599 cos(8t) — 0, 01622714077 sen(8t))
+ e~%5¢ (0, 0003211097011 cos(8t) + 6, 386967822 x 107> sen(8t))

cuya grafica es dada en la Figura 5.8.

e Tercera componente:

1z (t) =~ 0003882885193t () 05104855334 cos(0, 3882697144t) + 0, 180999747 sen (0, 3882697144t))
4 ¢~ 0OLLIBOIEEIL (9 755008523 x 10712 sen(1, 117978084¢) — 7, 707047248 x 10~ 1! cos(1, 117978084t))
4 ¢~ 001712927402t (5 (02813755785 cos(1, 7128418¢) + 0, 006555289369 sen(1, 7128418t))
4 0021012169648 () 17985616221 cos(2, 1011115142) — 0, 02952453858 sen(2, 101111514¢))
+ e~ 0054 (9, 449843173 x 10~ ° cos(10t) + 0,0001299728661 sen(10t))
+ e~%1(0,0102573235 cos(10£) -+ 0, 0001805150932 sen(10t))
+e~%5¢(0, 0003295876122 sen(8t) — 2, 056543769 x 10~° cos(8t))
+ e~ 05 (5, 776506433 x 1078 cos(8t) + 4,918437299 x 1078 sen(8t))

cuya grafica es dada en la Figura 5.9.
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e Cuarta componente:

uq(t) =g~ 0003882685403t (3 05805026965 cos(0, 3882697144¢t) + 0, 2058253179 sen(0, 3882697144t))
+ e~ 0:01118034583¢ (g 04957534657 cos(1, 117978084¢)0, 01018707902 sen(1, 117978084t))
+ e~ 001712927402 (5 09088446097 cos(1, T128418t) + 0, 004865514181 sen(1, 7128418t))
+ ¢~ 0:02101216964¢ (5 01166015079 sen(2, 101111514t) — 0, 003153766083 cos(2, 101111514t))
+ e~ 005¢ (8, 252532941 x 1075 cos(10t) — 0, 01012769853 sen(10t))
+ e~%:1t (0, 0001300636085 cos(10t) — 6, 799250541 x 10~ sen(10¢))
+ e~ %25 (5,111560134 x 1075 cos(8t) — 6, 128641958 x 10~ % sen(8¢))
+ e~ 05t (3, 771807528 x 10~ 7 cos(8t) — 1, 339245808 x 10~ sen(8t))

cuya grafica es dada en la Figura 5.10.

En el Apéndice A se presenta los calculos previos de estos resultados.
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Conclusiones

El modelo matemdtico siguiente Mi + Cz + Kz = f(t), donde M,C y K son matrices
arbitrarias de n x n, ha sido obtenido mediante una formulacién en la que se relacionan
las diferentes componentes que actiian en el sistema, en el que se analiza la vibracién
de un edificio.

Para obtener la solucién de la ecuacion diferencial vectorial, una de las alternati-
vas es el método operacional matricial, el cual evita su solucién en la variable temporal.

Para su solucién se requiere la llamada solucién dindmica, la que permite determinar
la respuesta en el dominio temporal, evitando la necesidad de alguna forma diagonal
o de la forma candnica de Jordan.

La solucién dindmica D(t) nos permite dar una interpretacién fisica acerca de cada uno
de los elementos (pisos) del movimiento de un edificio, el cual sometido a un sismo, nos
permite afirmar que su elemento Dy;(t) es la respuesta de la k-ésima componente del
sistema, debido a una fuerza unitaria concentrada en la j-ésima componente.
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