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Resumen

En este trabajo de tesis, estudiaremos el sistema de ecuaciones no lineales

dispersivas bajo el efecto de disipaciéon

( — ud?) Opu + Bu + adv + uPOu + vPOv = 0
(1= pd?) 0w + adu+ d2v + vPdpv + 9, (w?) =0
u(0) =

[ v(0) =9

donde > 0, || <1y p>1 es un nimero entero.

Nuestro objetivo es demostrar que el sistema dispersivo o problema de
Cauchy, esta bien formulado localmente y globalmente. Por esta razén vemos
varias propiedades de las soluciones reales u (z,t), v (z,t) para x € R, t > 0.

El problema de Cauchy (1) es un sistema acoplado de dos ecuaciones gener-

alizadas de tipo Benjamin - Bona Mahony.

Abstract

In this work of investigation, we will study the equations nonlinear system of

dispersive under the dissipation effect

( — pd?) Ou + PBu + adv + uPdu + vPdv = 0
(1 — pud?) O + adu + v + vPdv + 0, (wvP) =0
u(0) =¢

where > 0, |a] < 1 and p > 1, it is an integer number.

Our objective is to demonstrate that the dispersive system or the problem of
Cauchy, is locally and globally good formulated. For this reason, we will see
several properties of the real solutions u (z,t), v (x,t) for all z € R, ¢ > 0.

The problem of Cauchy (1) is a system coupling of two equations generalize of

tipe Benjamin - Bona Mahony.



Notaciones

X, Y espacios de Banach.

X', Y espacios duales de los espacios de Banach X e Y.

L (X,Y) espacio de operadores lineales acotados de X en Y.
L(X)=L(X,X).

C ([0,T],X) espacio de funciones continuas de [0,7] en X.

C' ([0,T], X) espacio de funciones continuamente diferenciables de [0, 7] en X.
D (A) dominio del operador lineal A.

R (A) rango del operador lineal A.

u(é) = / e~ %%y (r) dr transformada de Fourier en R.

u (x) \/_ / €) d¢ transformada inversa de Fourier en R.

C* (R) espacio de las funciones continuas diferenciables de orden k en R.

R) = ﬂ C* (R) espacio de las funciones infinitamente diferenciables en R.
k>0
Ck (R) espacio de funciones de clase C* con soporte compacto.

Ck (R) espacio de funciones de clase C* tales que ella y sus derivadas hasta el orden k
tienden a cero en el infinito.
S (R) espacio de Schartz en R.
S’ (R) espacio de las distribuciones temperadas en R.
LP (R) espacio de Lebesgue en R de orden p, 1 < p < oc.
|- p norma en L? (R)
L* (R) espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en R.
||| ;o norma en L (R).
J* potencial de Bessel de orden —s, Jou ©=(1+¢ )5 u(§).

=(— 82) potencial de Riesz o derivada homognea de orden —s, Dsu &) =€) u (§).
H, (R) = J7°LP (R) espacio de Sobolev de orden s con base en L? (R).

H* (R) = Hi (R) = J*L* (R) espacio de Sobolev de orden s con base en L?*(R).

(-, )2 producto interno en L? (R).
[l, = 7%+ norma en H° (R).
us = [J°+]|,p norma en Hj (R).




1 Introduccion

En ingenieria se estudian modelos fisicos a escala que representan el movimiento del
agua, bajo diferentes tipos de régimen (laminar, turbulento), donde se hace variar: la
pendiente del canal, la rugosidad de las paredes y del fondo del mismo. Esto se realiza
con el fin de determinar un modelo matematico que reproduzca con mayor precision
cada caso en estudio, pues tales modelos se pueden utilizar para disenar obras como:
canales, represas, etc.

En este trabajo estudiamos la buena formulacién local, de la siguiente familia de

ecuaciones dispersivas bajo el efecto de disipacién

— pd?) Opu + Bu + adPv + uPdyu + VPO = 0

[ (
(1 — pd?) O + adu + Pv + vPO,v + 0, (wv?) = 0 ®)
u

donde p1 > 0y |a| < 1 son constantes reales, u = u (z,t) y v = v (x,t) son funciones con
valores reales para x € R, £ > 0y p > 1 es un nimero entero.
La ecuacién del sistema (P) es una generalizacién de la ecuacién de onda larga

regularizada, denominada ecuaciéon de Benjamin-Bona-Mahony
(1—92) Opu+ Opu + udyu = 0,

que describe la propagacion unidireccional de ondas largas de pequena amplitud sobre
la superficie del agua en un canal de fondo plano. Esta ecuacion fue propuesta por T.
Benjamin, J. Bona y J. Mahony, ver ([B-B-M]), como un modelo alternativo para la

ecuacion de Korteweg de Vries
Opu + Oput + O2u 4+ ud,u = 0,

derivada por D. Korteweg y G. de Vries para describir el mismo fenémeno.
Nuestro objetivo es estudiar varias propiedades de las soluciones reales u (z,t), v (z, t)
del problema de Cauchy (P), en el espacio de Sobolev H* (R) = H* (R) x H* (R), cuya

norma es dada por

U]

=/l

En primer lugar, demostraremos que (P) es bien formulado localmente en el sentido de

me ) = |I(W

ma®) + [v]|7 He(r) Para s > 1.

Hadamard, es decir,



P1. Ezxistencia local de soluciones: Se desea probar que existen T € }O,T] yU €
C([0,7],H® (R)) tal que satisface (P).

P2. Unicidad: Consiste en probar que existe a lo més una solucién de (P) en alguna

vecindad del origen.

P3. Dependencia continua del dato inicial: Consiste en estudiar y establecer, si es

posible, la continuidad de la aplicacion ® — U en topologias convenientes.

Para la cual, usaremos el teorema del punto fijo de Banach para demostrar que
la ecuacién integral asociada con el sistema tiene solucién y luego mostramos que tal
solucién es la tnica solucién del problema de Cauchy (P).

En segundo lugar, probaremos que (P) es bien formulado globalmente, es decir, se
satisfacen (P1.), (P2.) y (P3.) para T = +o0, para ello usaremos algunas estimativas a

priori.

viil



2 Preliminares

En esta seccién se enunciaran las definiciones y propiedades béasicas de transformada de
Fourier, espacios de Sobolev, semigrupo de operadores y algunas desigualdades ttiles
que usaremos a lo largo de este trabajo de investigacion.

La demostracion de los teoremas y proposiciones enunciados se pueden consultar en

[A-B], [I1], [LP], [Me] y [MP2].

2.1 Transformada de Fourier.

En esta seccion estudiaremos la transformada de Fourier. Comenzamos estudiando tal
concepto para funciones en L' (R™), posteriormente veremos que la transformada puede
ser considerada en otros espacios, en los cuales ella posee propiedades particulares muy

importantes.

2.2 La transformada de Fourier en L! (R")

Definicién 1 Sea u € L' (R"). la transformada de Fourier de u, denotada por F (u) o

u, es la funcion dada por

1

a(ﬁ)ZW

/ e @8y (z) dx, para todo x € R™

donde x = (331,1'2,"' axn); 62 (517627"' agn) ) <ZE,€> :$l€1+x2€2+"'+xn€n es el

producto interno usual de R™.
Veamos los siguientes resultados que caracterizan a la transformada de Fourier.

Teorema 2 Sean u,v € L' (R) y a € C. Entonces

—

Luto(@=u)+0(¢) y au(€)=aul(f)

2. El operador
T LY (R) = Cx (R)

es una transformacion lineal acotada con

. 1
[l < er: el 1 -



Prueba. 1.) Evidente

2.) Como

+o0
/ u(x) e dx

y u es limitada, se sigue el resultado.

+oo 1
< — dr = U
= @l ==l

Teorema 3 La transformada de Fourier de una funcion integrable es una funcion con-

tinua.

Prueba. Sea u € L' (R). Para cada &, h € R tenemos

1

+oo . .
u(+h)—u()| = N /_ [e7# — 1] e ™y () da

\/%/O:O |e_ix§ — 1} lu (x)| de. (2)

IN

Puesto que

e — 1] u (z)] < 2]u ()]

lim |e s _ 1‘ =0 para todo x € R,
£—0

concluimos por el Teorema de la Convergencia Dominada

1 Foo
lim —— e ¢ 1| |u(z)| dz =0
tim [ e (o)
Esto prueba la continuidad de u. [ |

Teorema 4 Siu € L' (R), {u,},>, es una sucesion en L' (R) y [Ju, — ul[ 1 — 0 cuando

n — 400, entonces la sucesion {u,},~, converge uniformemente a u sobre R.

Prueba. Primero notemos que

“+oo
ey, (x)

+oo
IRV 27r/ o)l de.

Asi, por el teorema 2

~ +OO
sup 3, (€) ~ ¢ m/ fn (2) — u ()] d,

probando el teorema. [ |



Teorema 5 (Lema de Riemann-Lebesgue) Siu € L' (R) entonces lim [a(§)] =

|§]——+o0
0.
Prueba. Puesto que e %% = —e~ %%~ tenemos
1 +o0 ) ) 1 400 ) .
~ _ —ifx—iT — _lg(x"'_*)
u = — e u(x) de = ——— e Sy (x) do
o= L === | o

1 oo T
V2T ) s §

donde se usé el cambio de variable t = = + % Por tanto,

Q) = % L/% [;’ ety (2 di — \/% / :oe—i% (x - g) dw]
e (e )] ae

De esto tenemos
()] = /:Oe—ifw {u (2) —u (x _ g)] da
u(x)—u(x—g)' dz.

1
24/ 2w

1 Foo
24/ 271'/_00

Puesto que
o0 T
lim u(z)—ulx—~=])|dec=0,
jel=+o0 /oo ) ( § )‘
tenemos lim |u (§)| = 0. |
|§|—+o0

Teorema 6 Siu es una funcion continua seccionalmente diferenciable, u,u’ € L' (R) y

lim w(z) =0, entonces
|z| =400

Prueba. Integrando por partes tenemos

~ 1 oo )
u (&) = \/?/_ u' (z) e dx

1 , Foo ,
- —ilx +°°_ s / —z{a}d :|
= u(xr)e i u(z)e x
S [uw e T i [

= d€u(§),
como se queria demostrar. [ |
Corolario 7 Si u es continua n-veces seccionalmente diferenciable, w,u’, ..., u™ &
L*(R) y lim u® () =0 para k=0,1,...,n — 1, entonces

|x| =400

—

ul®) (§) = (i§)" u (€) -

3



Ademds de las operaciones de espacio vectorial, L' (R) tiene una multiplicacién que

lo convierte en un élgebra de Banach. Esta operacion se define como sigue.
Definicién 8 Siu,v € L' (R), definimos su convolucidén por
1 +oo
u*xv)(r) = — u(x—y)v dy, para x € R.
wro) @) == [ ule=n)0w) iy
La convolucion es conmutativa y asociativa. Ademas
Proposicién 9 .5i u,v € L' (R), entonces
wxv(§) =u(§)v(s).

Prueba. Sean u,v € L' (R), entonces u x v € L' (R), por el teorema de Fubini

tenemos

() = \/%/::oe_i&u*v(x) do

e ()
_ \/%_W / o (\/LQ_W / - dw)U(n) dn
- = G e ar) v

v |t ie) (G [ D )

= u(§v(s),

Il
/\

\_/

como se queria demostrar. [ |

2.3 La transformada de Fourier en el espacio de Schwartz

En esta subseccion introducimos el espacio de funciones “muy bien comportadas” para
estudiar la aplicacién f —— f, tal espacio es conocido como el espacio de Schwartz

que definiremos a continuacién. Antes de definir dicho espacio estableceremos algunas

notaciones.
SeaN = {0,1,2,- -} el conjunto de los niimeros naturales. En vector a = (aq,ag, ..., a,) €
N" es denominado un multi-indice. Si a es un multi-indice y = = (21,22, ...,z,) € R"

denotaremos el orden de o y = por

(0% QU
lal = a1 +as+ ... + ayp, x =aitay? o



y la derivada de orden « es definida por

. go1 Y\ ([ 0% o ol
Deulz) = (aT) <a_) (aT) w0 = Gmang o)

Ahora podemos definir propiamente el espacio de Schwartz o de las funciones C* (R")

rapidamente decrecientes.

Definicién 10 FEl espacio de Schwartz, denotado por S (R™), es la coleccion de las fun-

ciones ¢ : R" — C tales que p € C* (R") y
llas = sup 202 (x)] < o0 (3)
para todo par de multiindices o, f € N™. Es decir
S@®) = {p € C* (R.0): gl = sup 120 ()] < oo}

La definicion (10) nos informa que los elementos de S (R™) tienden mas rapido a cero
que el inverso de cualquier polinomio, cuando |z| — co. Para mas detalles ver [I-I].

El conjunto S (R™) es un espacio vectorial sobre los complejos y tiene una topologia
natural inducida por la familia de seminormas (3), mas precisamente, S (R"™) es un

espacio métrico completo, con la métrica definida por

1 ||90 - ¢||oz,5
d((,D, (b) = Zn 2lal+18l 1 -+ H(P - (b”aﬁ.

a,BeN

Definicién 11 Sea {p,} C S(R). Entonces ¢, — 0 cuando n — oo si para todo

o, € N, se tiene [|p, ||, 5 — 0 cuando n — oo.
Observaciones. De la definicién de S (R") tenemos que
1. Si gy, py € S(R™) vy p,q € R entonces pp; + qp, € S (R™).

2. Si ¢y, oy € S (R™) entonces p;p, € S (R").

3. Sobre R, si ¢ es una funcién temperada, [|¢|,,,,, = sup |z Lo (x)| < Cpm < 00,

tomandon—Oym—2resultaquesup|x ()|<C’osup}(1+|x|) (z)| < M,

+o00 +o00 d
/ P \d:c<M/ T <o,
_ 1—1—:102

es decir ¢ es integrable.

entonces



4. S (R") es denso en LP (R"), 1 < p < oo, pues C§° (R™) el espacio de las funciones

C*> (R™) de soporte compacto, es un subespacio de S (R™); en tanto estos sube-

_le?

3 ) pertenece

spacios son diferentes, pues por ejemplo la funcién ¢ (z) = exp (

a S (R) méas no pertenece a pues C§° (R™), en consecuencia

0 (R™) € S (R") C LP (R").

La transformada de Fourier en S (R") es definida de manera andloga al de los espacios

L' (R™), es decir,

Definicién 12 La transformada de Fourier de la funcion v € S(R™), Fu o u, es la

funcion

Se tiene el siguiente
Teorema 13 Sea p € S (R™). Entonces
1. pe S(R"),
2. 0°B(6) = (=) (1°9)" () y 070 (&) = () 6°3 (¢)
3. para todo ¢ € S (R"™), para todo multiindice «
121l L2 @ny = 191l L2 (my
igualdad de Plancherel.

4. vale la férmula de inversion, ¢ (x) = (FFp) (—z), es decir

o () = (%)/ G ()

para todo ¢ € S (R").

5. éi\mo |© ()] =0, para todo ¢ € S (R"), (lema de Riemann-Lebesgue)
—

6. La aplicacion ¢ — @ es un isomorfismo de S (R™) en si mismo.
En consecuencia S (R) estd naturalmente asociado a la transformada de Fourier.

El resultado (4) nos da la transformada inversa, F !, definida por

2

(Flo) (z) = p(2) = ( ! )W /ncp(é) g,

6



2.4 Distribuciones temperadas

Definicién 14 Una distribucion temperada f es un funcional lineal y continuo en S (R™),

es decir, decimos que 1 : S (R) — C define una distribucion temperada si:

1. Y es lineal.

2. 1 es continua en relacion a la topologia de S (R™), esto es, si ¢ 5 @ cuando

n — 0o, entonces la sucesion numérica 1 (p,) — 1 (p) cuando n — oo.

Denotaremos por &’ (R) al espacio de las distribuciones temperadas, es decir,
S (R) ={¢: S(R") — C tal que ¢ es lineal y continua} .

Representaremos, como de costumbre, el valor de v € §" (R) aplicado a ¢ € S (R)
por la expresién (¢, @).
Es fécil ver que cualquier funcién acotada f define una distribuciéon temperada v,

por
<wm»34ﬂ@dex

para cualquier p € S (R).
Andlogamente, dada f € L? (R"), 1 < p < oo. La férmula

(T, 0) = | f(x)e(x)dr, Vo € S(R)
Rn
define un elemento de S’ (R). En efecto

1. i) Sean ¢y, ¢, € S (R™). Entonces

(Tt 01 + o) = - f (@) (o1 +¢2) (x) do = (T, 1) + (T}, p3)

ii) Sea ¢, 5 ¢. Aplicando la desigualdad de Holder, tenemos

Ty, or— ) = . f (@) (o, — ) (x)dz < HfHLP(]R") o — SDHLq(R") —0
cuando k — oo.

O también, Ty es acotada, pues

(T < [ 1@ @) do < 1 e 1olingen

Luego de i) y ii) tenemos que 7y : S (R™) — R es lineal y continua, es decir,
Ty e B(S'(R),R) =S (R).



Definicién 15 La transformada de Fourier directa e inversa de ¢ € S’ (R) es definida

como

($,0) = (,9)

para cualquier ¢ € S (R).
La topologia en &’ (R) puede ser descrita de la siguiente manera.

Definicién 16 Sea {1, },., una sucesion en S’ (R). Entonces 1, — 0 cuando n — oo

en 8’ (R), si para cualquier ¢ € S (R) se tiene que (1, p) — 0.
Proposicién 17

1. Siy € 8 (R), entonces
Ot = ()" €0
o8t = (=)™ 29 ().
2. La aplicaciéon F : &' (R) — S’ (R) es un isomorfismo topolégico, es decir, es

biyectiva, continua con inversa continua.

Prueba. Para la primera parte, basta usar la definicién (15) e imitar el corolario

(7).
De esta manera, damos la siguiente

Definicién 18 Si o es un multiindice y u € S’ (R™), definimos la a-ésima derivada de

f, es decir, 0%u € S' (R™) por
<8§u7 SO> = (_1)|C¥| <U, a?@ ’

para cualquier ¢ € S (R").



2.5 Espacios de Sobolev H* (R")

Ellos miden la diferenciabilidad de las funciones en L? (R™) y son una herramienta
fundamental en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales. Antes damos la

siguiente
Definicién 19 Para s € R, sea J*: S (R") — S’ (R") dado por
oo 2\5/2 ~
Jou () = (1+ 1) a(e)
para todo u € 8’ (R™). Llamamos a J° el potencial de Bessel de orden s.

Observacion. Notemos que

—

Jou(€) = Jou(g).
En efecto,

Fu@ =1+ 1R ] © =0+ B aE =rae.

Definicién 20 El espacio de Sobolev de orden s € R, modelado en L? (R"), el

cual denotamos por H® (R"™), es el siguiente subconjunto de S’ (R™)

H* (R") = {u eS®RY):Ju= (1+|P) " aerL? (R")} .

El espacio H* (R™), s € R, es de Hilbert bajo el producto interno,

<u7 U>H3(Rn) = <Jsu7 JSU>L2(R") = / (1 =+ ’§|2)S ib\ (5) i}\(f) df

n
Asi, la norma correspondiente es

1
2

lul

Hs(Rn) — ||J5u||L2(R”) = <u7u>H5(R") = [/}Rn (1 + |§|2)S |iZ(§)|2 df}

Asi, via la transformada de Fourier H* (R") es igual a L? (R” D1+ \§|2)sd§>, es

decir,
—_—

H* (R") = L? (]R”, 1+ 1) dg) .
En particular H° (R") = L*(R"). A menudo usaremos la notacién ||ul|, en vez de

HuHHS(R”)'



Teorema 21 .

1. Si0 < s < tentonces H' (R) C H* (R). Ademés, la inclusién es continua y densa.
2.8ir<s<tcons=(1—-6)r+6ty0ec]l0,1], entonces

e < Ml el

|

3. Para todo s € R el espacio S (R") es denso en H* (R").

k
4. Para todo k € N7 las normas |lul|, y Z |0%ul| ;> son equivalentes.

a=1
Prueba. Notemos que s < t implica (1+ |€|2)S < (1+ |§|2)t. Por tanto, si
u € H* (R™) entonces, puesto que 14+ &2 > 1y 0 < s < ¢, tenemos

IIUII§=/R (L+1EP) [a©Pr dfﬁ/ (1+1¢l*) [a(©) de = full2 < oo,

R"
por lo tanto v € H® (R"), y queda probado que H* (R") C H* (R™) con inclusién
continua. Para obtener la densidad, basta mostrar que

H>(R") = () H" (R")
reR

es denso en H® (R"), cualquiera que sea s € R. Sea u € H® (R") y consideremos

la sucesion {uy,},, definida para cada n € N* por
_ _lel?
un (§) = e u(f).
Entonces u,, € H* (R") si n € N*. En efecto,

k= [ (1) @ @Pds = [ (1) (L 1eP)’e

r—s 2(¢)2

Como v : R — R definida por v (§) = (1 + \£|2) e~ n, es una funcién de

_2[¢

FlaeP

2
C5° (R™) cualesquierasean 7, s € R, entonces ||v|| . = sup [(1 + [¢] )r * e } <
geR™

+00, ¥

2 2\ |~ 2
[un ], S/R V]l e (14 1617)" 1@ (€)1 dE < [[0l] oo ey N1l < 00

Ahora observemos que

o —ul? = [ (1) @ € - B de
= [ aripy e Fae -ae

2 2
— / (1+1¢%)° (1—6—2';’2) T (&) de — 0

cuando n — 400, por el teorema de la convergencia dominada.

2

dg
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De esta forma H* (R") es denso en H* (R"), cualquiera sea s € R.

Por otro lado, veamos 2., de la definicién de norma en H® (R) se tiene que

el = /R (1+€)° @ (o) de
:/ (1+52)(1—9)T (1+€2>9t ’a(@‘z(lfa)we de
R
=AJI+€Y1WﬁNOWF”U+meW@W9%,

y por la desigualdad de Hlder,

full%. < [ /| (1+f2>’“|a<s>r2df] [ [ ave)mer 9

2(1—60 20
= Julfz ™" a2,

1-6 116
Luego [Jull s < [Jull” [lul[pe-

Para el resto de la prueba, consultar en ([I-1]).

Proposicién 22 Para todo k € N y para todo s € R, D* es un operador acotado sobre

H? (R) hacia H*% (R). Ademds,

(e

Hs—k g CHUHHS ‘

de la desigualdad de la ultima proposicion es claro que

D%l < s
para todo k € N y para todo s € R.
Prueba. Sea u € H* (R), entonces como
+o0 | — 2
[Pl = / (1+€)™" |oku )| de
too NS—k |,k ~ 2
- [ areytlatae)

+oo
< / (1+€)" ™ (1+€)" [a(e) de = [[ul?

oo
luego se tiene el resultado.
El siguiente teorema permite relacionar “derivadas débiles en L? (R™)” con derivadas

en el sentido clasico.
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Teorema 23 (de Inmersién de Sobolev) Sis > 3 + k entonces H® (R™) estd con-
tenido continuamente en el espacio C* (R™) de las funciones con k derivadas continuas
que se anulan en el infinito, y

[ullon < esllull, -

Prueba.
Primera etapa. Cuando k = 0. Primero probaremos que si u € H*® (R"), entonces
ue L' (R") con
[allpr < e lully sis>n/2.
Usando la desigualdad de Holder, tenemos
1

~ - ~ _ ~ 2\3
e = [ @©IdE= [ @) TR

= (/”(1“52)8a(wdg)m(énﬁdg)m
d¢ 2
Huns(/mnm>

Cs lulls- (5)

IN

IN

Luego

[l oo < Nl 1 < s [l s

Sequnda etapa. Cuando k > 1. Usando el mismo argumento tenemos que si u €

H* (R) con s > 3 + k, entonces a € N* se tiene que d*u € L' (R) y

[u®],.. < [«

. k ~
o= [P0, <

El siguiente teorema permite relacionar “derivadas débiles en L? (R")” con derivadas

en el sentido clasico.

Teorema 24 Sea s > %, s € R. FEntonces, H* (R) es un algebra conmutativa con
relacion a las operaciones de multiplicacion puntual de funciones , esto es, para todo

u,v,w € H* (R) y a € C, tenemos

(u+v) - w=u-v4+v-w



es decir, la operacion de arriba es una aplicacion bilineal continua de H* (R) x H* (R) en
H* (R) en la topologia de la norma, y, secuencialmente continua en la topologia débil, o

sea , existe una constante ¢ = c(s,n) tal que
lu-oll, < ellull, [l
para todo u,v € H* (R).
Prueba. Por la desigualdad triangular tenemos que para todo £,n € R
(1+€)F <2 [(1L4+lg—nf)? + (1+n)F].

Usando esto vemos que

B M‘Jsu@—n)llﬁ(n)|dn+...

5

T —nllJ? d
+ [ ae-nllrowm n]
< 90 7o) % 3] (€) + 2° [a] * | J°0] €).
Luego

lwoll s = (| /w0l 2
= (127 [Pl * o] + 27 [u] * [0l || .2
< 22|l ol 2 + 2% ([l % [P0l 2
< 2% (| Sull o [[0l] oo+ 27 [ o 1 70]] 2

< 2% lull gs ([0l g+ 2° ull o [[0]] s

13



siempre que r > % Tomando r = s obtenemos

[[uv] vl

s Zocs|lull s 1] s

cualesquiera sean u,v € H* (R). |

2.6 Desigualdades tutiles.

Lema 25 Para cada r € R existen constantes positivas ¢; = ¢1 (1) y co = co (1) tales
que

a(1+67)<(14+8) <e(1467)
para todo £ € R.

Prueba. Para demostrar la segunda desigualdad, definimos

(A4
f(x)—m,xzo.

Como f es continua y 1ir+n f(z) =1, entonces f es acotada. Asi, c; = o (1) tal que
T—r+00
(1+2z) <c(1+2").

Analogamente se prueba la primera desigualdad.

Proposicién 26 . Sean k € L' ([a,b]), k(t) > 0 para todo t € [a,b] y f € C ([a,b]) tal

que
f(t)§0+/k(s)f(s)ds, 0 <t<b (6)
entonces ’

F(t) < Cexp {/{:k(s)ds}, 0 <t<b

Prueba. Multiplicamos (6) por k (t) > 0, entonces
b0 k@ ([ k).
pero 4 <C’ + fat k(s)f(s) ds) =k (t) f (t), luego

it
%(O+/atk(s)f(s)ds) < k() (C+/:k(s)f(s)ds)

por la regla de la cadena

d t
aln (C+/ k(s)f(s)ds) <k(t).
Finalmente, integrando de a hasta ¢ y usando (6) conseguimos el resultado.

14



Proposicién 27 . Si s > g +1 yt>1 entonces, existe Cs = C(s,n,t) >0 tal que
2
|(w, v0zu),| < Cs {11050l [lull; + 100l Nl el }-

Prueba. Ver ([Me]).

2.7 Teoria de semigrupos.

Definicién 28 Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados so-

bre un espacio de Banach X' es una familia {W ()}, tal que
L) Vi>0:W (t) € L(X)
ii.) W (0) = I, el operador identidad sobre X,
iii.) Vs, t € [0,00) : W (s+1t) =W (s)W (t)y

iv.) Para cada x € X fijo, W () 2 : [0, +oo[ — X es continua.

En adelante, X serd un espacio de Banach con norma ||-|| .

Proposicién 29 Sea {W (t)},5, un semigrupo sobre X. Entonces existen w > 0 y
M > 1 tales que
VE> 0 ||W(8)] < Me™.

Prueba. Ver [Pa], pag. 4.

Definicién 30 El generador (infinitesimal) del semigrupo {W (t)},5, sobre X es la
aplicacion A : D (A) C X — X definida por

D(A) = {xEX: lim Wte -z existe enX}
t—0+
! W (t)
. r—x
Ax:tl_lgif:({)jW(t)x}t:O.

Es claro que D (A) es no vacio ya que 0 € D (A). Un hecho notable es que D (A) es

bastante grande.

Proposicién 31 . Si A es el generador de un semigrupo {W (t)},5o en X, entonces

para todo x € D (A) tenemos que W (t) x € D (A) para todo t > 0, y

d
%W )z =AW (t)x = W (1) Ax.

15



Prueba. Ver [Pa], pag. 4.

Proposicién 32 . Sean X eY espacios de Banach. Si A:Y C X — X es el generador
del semigrupo {W (t)},5, sobre X, entonces para todo ¢ € Y la funcién u : [0, +oo[ =Y,
definida por u (t) = W (t) ¢ es la tinica solucion del problema de Cauchy lineal

du
— (1) = Au (t t>
(1) = Au(t), t20

u(0) = ¢,
Ademas,

u € C([0,+00] : V)N C* ([0, +oo] : X).

Prueba. Ver [Pal, pag 104.

Observacion. Si en la definicién (28), i.) y iii.) se verifican para todo s,t € Ry en
iv.), el dominio de la aplicaciéon W (-)x es el conjunto de los nimeros reales, la familia
{W(t)},cg define un grupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados sobre
un espacio de Banach X. En este caso decimos que el grupo {W(t)},. es de tipo (M, w)
si existen M > 1y w > 0 tales que

Vi€ R [[W (1) ooy < Me®™.

Por otro lado, si en la definicién (30), el limite se toma cuando ¢ — 0, los teoremas (31)

y (32) son vélidos para todo t € R.

3 Estudio local del sistema BBM

3.1 El Problema Lineal

Ahora consideremos el problema lineal asociado con (P)

— pd%) Ou+ Pu+ adPv =0

[ (
(1 — pd?) 0w + adiu+ d2v =0 (PL)
u(0)=1¢
| v(0) =79
o en forma vectorial
LoU () + MU (t) =0
U (¢) + MU (1) -

U (0) = .

16



donde L es el operador definido por

D(L)=H*(R), s € R
LU = (u — pd*u,v — pd*v), U = (u,v) € H* (R) .

y M es el operador que sera definido en (3.6).

Despejando 0,U (t), la ecuacion dada en (PL) es equivalente a

AU (t) = —L-'MU (1)
U (0) = o.

cuya solucién es U (t) = e "2 M@,

Para justificar la tltima igualdad, debemos analizar el operador L~1M.

Teorema 33 . Sis >0, entonces L : H* (R) — H*2(R) es un operador lineal biyectivo
y para todo V € H* 2 (R)

LV () =k(©V () (3.2)
1

Prueba. Es claro que L es un operador lineal. Si U = (u,v) € H*(R), s > 0,

entonces usando integracién por partes y la inclusiéon continua

LU = Jlu— po2ull}_, + |l — o[,

= Null?_y + p?||0%ul2_, — 20 (u, 020,
+ollZy + p? 0207, — 2u(v,0%0)
<l g 4 2 lul? + 20 |0u]?

2 2 2
+olls—y + 1 0l + 20 1020l - (3-3)

Como H* (R) < H* 2 (R) continuamente y 8, : H*"* (R) — H* % (R) es un operador

acotado, tenemos

LU e < (1442 () + 10l12) + 20 (Jull>_, + [Jol2))
(L4 12) (Jull? + 1Jolf2) + 25 (2 + Jo]12)
(1 4+ ) (fJull? + [l0])

C Ul < oo,

IINVAN

entonces R (L) C H* 2 (R). Ademds, el operador L es inyectivo pues ker (L) = {0}.

Veamos la suryectividad del operador L, es decir, mostremos que dado V' = (u,v) €

17



H*~2 (R) existe U = (uy,v;) € H* (R) tal que LU = V. En efecto, de (u; — pud?ui, vy — pdvy) =

(u,v), aplicando la transformada de Fourier respecto de la variable espacial se tiene

T RPN TR
1(5)_1+M£2yvl(€>_1+ﬂ,€2A7

ey (O DO N1 o ey V)

7O (1 ) - @@= e

Vamos a probar que U € H* (R). Por la definicién de norma en H* (R) y k, tenemos

;U (Il 5 ully + 15+ ][2)

2
Hs

1
o
- [a+ey (Foaef +[Foe]) e
B (1+§2)S ~ 2 ~ 2
-46115AWQIHMM)%

1 1
1+ pg? <u(1+£2) '

Si 0 < p < 1, entonces

v

2
Hs—2 < oo,

1 =2 (s - i
bo<oz [0+ (@O +ROF) &= 2 V]

1
<
1+ pg® — 1+§zy

y cuando p > 1 se tiene

U < [ (14€)7 (@ + 10 (OF) de = Vs <

De lo anterior, existe L™ : H*"2 (R) — H?* (R) y para V € H* 2 (R) de (3.4) se tiene

—

LV (&) =k(©)V ()

en donde k (§) = _ |

14
Teorema 34 . Si s > 1, el operador lineal L™, : H* (R) — H*! (R) es acotado, es

decir, existe C' > 0 tal que

0.0

<C||U

. (3.5)

Hs+1

Prueba. Si U = (u,v) € H* (R) entonces
) 2
Hs+1

|L7'0,U|

- |

2 —_—
+ Hkﬁmv
s+1

s+1

- [areywer(

= (].LQ)SH 2 a 2 f]\ 9
a /R(lJr#éQ)ﬁ (I + [ (©)F) de.

18
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Del mismo modo que en la demostracion del teorema 33 tenemos que

(1+¢3)"" 3 (1+¢3)™
(1+ue?)®  p2(1+6)°

—Cc(1+&)""

1
donde C' = — si0 < pu <1y C =1 cuando p > 1. Por lo tanto, como &2 < 1+ &2
I

entonces

|L710,U|

b < O [ ey E(@OP +POP) e
< ¢ [(+e) (@@F + PP

< CU|g.

Como H* (R) < H* ! (R) continuamente, queda demostrada la desigualdad (3.5). H

Consideremos ahora el operador

D(M)=H*(R),seR

(3.6)
MU = (O3u + ad2v, adiu + 93v), U = (u,v) € H* (R).

Teorema 35 . El operador lineal M definido en (5.6) tiene rango R (M) contenido en
H*—3 (R).

Prueba. Tenemos que M : H* (R) — R (M) = H*3 (R) pues

HMU|§HS_3 = H@i’u+a@§v”§73+Hoz@gu+3§v||§73
= HﬁEZ’UHi_g +a’ H@iv”i_?) + 2a <8;:’u, 82v>s_3
+a? ||03ull}_, + [|95v]._, + 20 (OBu, Olv),_,
< (1 a®) (Il + 1ol2) + 20 (Jlobull?_, + [lokv]2_,)
< (L+a®) (lullZ + ol12) + 20 (flull? + [|v]|2)
< (1+a)® (Jull? + [oll?)
= C|U|Z. < oo,
asi que R (M) C H* 3 (R). |

Teorema 36 . El operador —L 'M : H* (R) — H* ' (R) con s > 1 definido como

multiplicador de Fourier por

—LMU (€)= A©) T (¢)
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donde

i&? iag®
A€ = 1;?? L 425’452 (3.7)

14 pg® 1+ pg?

genera un semigrupo fuertemente continuo {W (t)},5, sobre H*~! (R) tal que

(5% (t)+5 (1) | .
+ () — S~

1 u

2\ (5T () () u+(ST({)+5 () v
para todo U = (u,v) € H*"1(R), en donde S* (t) son los multiplicadores de Fourier
definidos por

p—— 2'53

SEBv(EO =" OBE) o V(O =7

z (1 af).

Ademds, cualquiera sea ® € H*™' (R) la funcidn
Wo ()@ : Ry — H (R)
es la unica solucion del problema de valor inicial (PL).

Prueba. Como M : H* (R) — H*~3 (R) es sobreyectivoy L™ : H* 3 (R) — H*~! (R)
pues s > 1, entonces LM : H* (R) — H*! (R). Sea U = (u,v) € H* (R), entonces por

el teorema 34 tenemos

L' MU

= ||L7" (83u + adPv,adPu + 82v) ||,
= [|[L7'0, (O2u + adlv, adiu + O2v)
< C || (Qiu + a@iv, a@iu + azv) |

Hs—1

Hs—1

Hs—2 °
Usando la definicién de norma en H*2 (R) y sus propiedades obtenemos,

17 MU|L . < Cl8Pu+ adPol?, + C [|ad2u+ 020,

= (1+a?) ([l +[|o2][F,) +4aC (0Pu,520),
C (1+a?) ([ull? + [0ll?) + 2aC [|02ul|”_, ||620]|7_,

C (14 ) (|lull? + o]]?)

C||lU

IN

2

IN

IN

2
Hs -

Por lo tanto, L='M es acotado, entonces —L~'M es el generador de un semigrupo

{W (t)}5 sobre H*! (R).

20



Para demostrar (3.8), resolvemos el problema de valor inicial (PL) tomando la trans-
formada de Fourier en la variable espacial, obteniendo el sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias en t,

— ~

AU (€,t) = —L'M (€) U (&, 1)
U (£,0) = (&)

donde U (&,1) = fig y (6= g

Como los valores propios de A (§) son

i&s

2E = 1+ |«
(€)= T (1% o)
y los vectores propios asociados son
+1
vt = ,
1

respectivamente. Entonces, si J es la forma candnica de Jordan de A (§), obtenemos
NI 0

0 et (Ot

Por lo tanto
U (& 1) = "D (¢) = Ce”' 071D (¢)

donde C = . Entonces
1 1
~ 1 6)‘+(§)t + eA_(E)t e)‘+('£)t — ek_(f)t >
Oen=z . 7° T z

Definiendo S%ov (&, t) = N O (€), por la proposicién 6.1 de [MP2], obtenemos (3.8) y

la tltima afirmacion del teorema. [ |

3.2 Buena formulacién local del problema (P).

El problema de valor inicial (P) lo escribimos en forma vectorial

LoU (t) + MU (t) + 0. F (U (t)) =0
U(0)=d;
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donde U = (u,v), ® = (ug, ), donde L y M son los operadores definidos en (3.1) y

(3:6),y P+l p+1 p+1
F(U (1) = <“ (2:} (t),”p+(f) Fut) e (t)) .

En esta seccién demostraremos que el problema de valor inicial (P) es localmente

bien formulado en H* (R) si s > 1.

Notemos que si U es solucién de (P), definiendo
G(r)=W({t—-7)U(1)

donde {W (t)},5, es el semigrupo generado por —L7'M, teorema 35, y derivando el

segundo miembro respecto de 7, obtenemos

Tr) = oW (=) U (1) + W (1= 7) 2,0 (7)

= W({t—-7)L'MU (1)
+W (t—7)[-L7'MU (1) — L7'0,F (U (7))]
= W ({t—71)L 0, F(U(7)).

Integrando desde 0 hasta ¢, tenemos
Gt)—G0) = — /Otw (t—7) L0, F (U (7)) dr.

Como G (0) =W (t)® y G(t) = U (t), entonces U es solucién de la ecuacion integral
U(t) = W (1) ® /0 Wt - 1) L0, F (U (7)) dr. (EI)

Por lo tanto, toda solucién de (P) es solucién de (EI). Nos interesa saber si toda
solucién de (EI) es solucién de (P), para esto, aplicaremos el teorema del punto fijo de

Banach.

Teorema 37 . Si ® € H* (R) con s > 1, evisten T =T (|| ®|

gs) > 0 y una funcion
UeC([0,T],H (R))
tnica solucion real de la ecuacion integral (EI).

Prueba. Para la demostracién usaremos la secuencia utilizada en [JM].

Sea ® e H*(R),cons>1y ®#0,7T >0y R > 0 definimos

te[0,T

&(T,R) = {v e C([0,T],H* (R)) : sup |V () — W (£) ®||,.. < R}
]
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con la métrica

d(U,V)= sup |U(t) -V (t)

te€[0,7

His -

Es facil ver que (£ (T, R),d) es un espacio métrico completo. Para & € H* (R) fijo,

definimos la aplicacién © por
t
U t)=W(t)® —/ W(t—71)L7'0.F (U (7)) dr, te]l0,T], (4.1)
0

cualquiera sea U € & (T, R). Tenemos las siguientes propiedades de la aplicaciéon ©

definida sobre & (T, R).

1. Cualesquiera sean T'> 0 y R > 0, la aplicacién © esté bien definida por (EI). En
efecto, si & € H® (R) entonces W (t) & € H* (R) pues por el teorema 36 H*® (R)
es el dominio del operador —L~*M. Por otro lado, como U (t) = (u(t),v (t)) €
H?® (R) entonces, desde que H®(R) es un algebra de Banach pues s > 1, ten-
emos que uP™, vPT wwP v sus productos por escalares pertenecen a H* (R), de
donde F (U (7)) € H*(R) y L7'9,F (U (7)) € H*"' (R); por lo tanto, del teo-
rema 36, W (t — 7) 9, F (U (1)) € H* (R) dado que H*™ (R) C H* (R). De ahi que

tWM (t—7)F (U (7)) dr € H* (R) y por lo tanto OU (t) € H* (R) cualquiera sea
Pe [0,7].

2. La funcién OU : [0,7] — H* (R) es continua. Para ¢, € ]0,7] supongamos que

t < tg, de esta forma

18U (t) — U (to)|la

< W) @ =W (o)

+ /tW (t—7)L'0,F (U (7)) dr

[ Wt — ) L0 U (7)) dr
< W () — W (k)

Hs

# [0 =)= W o = ) 110, (U (7).
—l—/t HW (t—7)L7'0.F (U (T))| e AT (4.2)

Por la continuidad fuerte del semigrupo de contracciones {W (t)},., tenemos

HW(t—T)L*aIF(U(T))\HS < sup |[W(t—1) *1axF(U(T))\HS
0<t<tg
< sup HL_laxF (U(T))lHS
0<t<tg
< sup [|[F (U (7))l
0<t<tp



entonces

10U (t) = ©U (to) g

< W (t) @ — W (to)

/ || (t—7) =W (tg— 1) L "0, F (U (7‘))|
+ |t — to| sup HW (t—7)L'0,F (U (7‘))‘

0<t<to

dr

HS

(4.3)

Hs -~

El primer sumando del segundo miembro de (4.3) converge a cero cuando t — t;
por la continuidad de la aplicaciéon W (-) ® : Rf — H* (R) mostrada en el teorema
36. Lo mismo sucede con el segundo sumando de (4.3) por la misma razén y el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. El tltimo sumando converge
trivialmente a cero cuando ¢t — t,. Esto nos demuestra la continuidad de ©U a la
izquierda de ty. La continuidad a la derecha de ty, y de ahi la continuidad de ©U

en tg, sigue de manera analoga.

. Existen Ty = Tp (|| ®]|gs) > 0y Ry = Ro (||P]
definida sobre &£ (T, Ro) tiene rango R (O) contenido en & (Ty, Ry). Sean Ty > 0,
Ry >0y U € & (Ty, Ro), entonces para 0 < t < Ty

ge) > 0 tales que la aplicacién ©

dr

Hs

oUW O 8le < [ [W-n)10,FU )

t
< / |F (U (7 (4.4)
0
Pero,
1 1
EU (T)||gs = ] HUPH (1) 4+ vPTt (7—)H8 + P HUPH (M) +(p+1)u(r)v? (7’)“8
1
S e (DI + 2100 (MIE™ + (0 + D) lu (D)l o (7)]F]
y por la definicién del espacio € (T, Ro)
[u ()]l < Nlu(r) = WA(T) @l + W (7) |, < (4.5)
y del mismo modo
lo (T, < Ro + (@l » (4.6)
entonces
p+4
1T (7l = == (Bo + (|| )
Luego, en (4.4) resulta
p+4 p+4
10U (t) = W (1) ®||g. < p+ T (o + (|| 2P < o1 (Ro + || @]l )" To.
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p+1

Eligiendo Ro = || @], v To = ’
igiendo Ry = [|®||y. y To = 2041 || 0|15 (p+ 4)

obtenemos

16U (1)~ W (1) . < Ry
para todo t € [0,Tp]. Por lo tanto,

sup [|OU (t) — W (t) ||y < Ro

0<t<To

de donde R (©) C & (Ty, Ro).

4. Existen Ty = T (||®||ys) > 0y R = Ry (||®||gs) > 0 tales que la aplicacién O :
E(T1, Ry) — E (T, Ry) es una contracciéon. Sean U = (uy,v1) y V = (ug, v2)

1 (OU) (1) — (OV) (1) s = H—/LV&—ﬂL*&FQMﬂﬁh

/Wt—r) 10, F(V(1)|| dr

Hs

IN

[ 1w e=n 10,00 0 0 - F 0 )] i
[ 10 E W () = F 0 ()] i
¢ [ 1P @) = F W)l dr

IN

IN

Como,

HF( (7)) = F (U (7)) |z

1 1 1 1
rend CAGET ARG R GR

B () = o (7) 4 (p+ 1) (u (7) 08 (1) = wn () 0] (7)) s
1 p+1 p+l p+1 P
= m Hul ( ) Uy ( ) + U1 ( ) Uy ||sfl
5%ﬂﬁ“ﬁ>vﬁw>+@+DWMﬂﬁv%wﬂﬂﬁﬁwuw>

25



estimamos

e

P ) = (7)o (1) = o4 ()

||s—1

SO A R ol R A CO R A Gl
< Jua (7) = ua ( Z +on (1) = w2 (Tl vafj(T)vé(T)
< Cllur (1) —u2 (D, 2 (B A [1®llge)” + Cllon (1) = w2 (7], ) (B + [2llge)”
= Cl+ 1) R+ (lur (1) = uz (Tl + [[or (7) = v2 (7))
= Clp+ )R+ NU(T) =V ()]s (4.8)
en donde se ha considerado (4.5) y (4.6). Ademas
[o7 5 (7) = 5" (1) + (p+ 1) (a (1) 0 (1) —wa (1) 05 (7))]],_,
< () = T () + (0 1) (un (7) 0] (1) =z (1) 05 (7)),
< ™ (1) = BT (O], + 1o+ 1) (wa (1) 0] (1) = w2 (1) 05 (7)),
< [d ™ () =BT (@], + 0+ D) 1eF (7) = o5 (1) lua ()],
+(p+1) ||U1 (7) = uz (7), [lv3 (7]l
< Cllon(7) = o2 (1)l ZHW E oz (1)
+C(p+ 1) [Jor (1) = w2 (7)]] ZHU WE™ Moz ()1 ua (7]
+C(p+1) ||U2( ) = u (7)]] ||Uz( I
< Clloi (1) = v (1) Z (R4 (|2l )"
+C(p+1) flvr (1) — w2 (7)]], Z (R A+ [[lg.)"
+C (p+ 1) [lug (1) = w (T)]] (R+Hq>\| )"
< Cplp+ 1) (R4 (19]g)" [llvr (7) = v2 (D], + fluz (7) —wa (7)]]]
= G+ 1) R+[Plg)" [IUT) =V (7)llg (4.9)
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Por lo tanto, sustituyendo (4.7) y (4.8) en (4.6), obtenemos

I1E (U (7)) = F(V (7))

gt <C(R+|®

w) |U(7) =V (7)

s (4.10)
de donde

|©U (t) — OV (1)

w < C(R+||®

we) U () =V (1)
< O (R + ||®]|)P td (U V).

Hs

Eligiendo R = ||®||y, y tomando el supremo en [0, T}] obtenemos

d(OU,0V) = sup ||OU (t) — OV (t)|lg. < C (R + ||P||g)" Thd (U, V).
0<t<Ty
Como
C (Ry + ||®]|g)" T1 — 0 cuando T; — 07,

se sigue la existencia de T =T (||®||y.) € ]0, T3] tal que
0<A=C (R +||®]g)T < 1.
Asi, concluimos que
d(OU,0V) <X (U,V) con 0 < A< 1,
y nos permite afirmar que lo que © es una contraccion.

Por el teorema del punto fijo de Banach, existe una tnica U € £ (T, Ti) -e ([O, ﬂ , H® (R))
tal que OU = U, es decir,

W (t)® — /tW(t—T) L7'0,F (U (1)) dr = U (t)

para todo t € [O,ﬂ. [ |
A continuacién demostraremos que la funcién U obtenida en el teorema 37, solucién

de la ecuacion integral (EI), es la unica solucién de (P).

Teorema 38 . Si ® € H* (R) con s > 1, entonces existen T = T (||®]|g.) > 0 y una
funcién U € C ([0,T],H*(R)) con o,U € C* ([0,T],H*(R)) tales que U es solucién
del problema (P) .
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Prueba. Dado ® € H* (R), consideramos

Ut)y=W (t)® — /t W (t—71)L7'0.F (U (7)) dr.

t

Hagamos U (t) = W (t)® y Up(t) = / W (t—71)L7'0,F (U (7)) dr. Luego, por el

0
teorema 36, Uy, (t) es solucién del problema lineal

LoUy (t) + MU (t) =0
U, (0) = ®.

y Up (t) es solucién de

LoUp (t) + MUp (t) + 0, F (U (1)) =0
Up (0) = 0.

En efecto, es claro que Up (0) = 0. Sea h > 0, entonces

Up(t+h)—Up(t)
h

_ %{/HhW(Hh—T)L13xF(U(T)) dr
- Wt ) L0.F (U (7)) dr]
_ H/twmh—m1axF(U<T))dT
° t+h
+/ W(t+h—7)L"0,F (U (1)) dr
[we-nrtarve) 4
_ %/Ot(W(t—i—h—r)—W(t—T))L_lazF(U(T)) dr

% /tt+hW(t+ h—1) L0, F (U (1)) dr
1 [t -1
_ ﬁ/o (W (h) = )W (t — 7) L0, F (U (r)) dr
t+h

+%/t+ W (t+h—71)L7'0F (U(7)) dr

_ %/Otw(t_f) L'0,F (U (7)) dr
1 t+h 1
+E/t Wt+h—7)L0,F (U(r)) dr.

Tomando el limite cuando h — 07, usando propiedades de limites y el teorema del valor
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medio para integrales de Bochner en el intervalo [¢,t 4 h| con ¢, € [t,t + h], resulta
O Up (t) = —L‘lM/tW(t —7)L'0,F (U (7)) dr + L0, F (U (t))
= —LilMUE): (t) + L7'0.F (U (t)) .

Para h < 0, procediendo de manera similar, se obtiene que

O, Up(t)=—L""MUp (t)+ L7'0,F (U (t)).
Entonces, 9; Up (t) = 0, Up (t), asi que

OUp (t) = =L *MUp (t) + L7'0,F (U (t)).
Por lo tanto, Up es solucion de la ecuacién

LoUp (t) + MUp (t) — 0. F (U (t)) = 0.
Asi, U = U, — Up es solucién del problema de Cauchy (P). En efecto, tenemos

LU (t) = LoUL (t) + Lo,Up (t)
= —MUL(t) + [MUp (t) — 0,F (U (t))]
= —M[UL(t) = Up ()] — 0, F (U (1))
= —MUt) - 9,F (U (1)).

Ademas U (0) = U (0) — Up (0) = ©.

Veamos que U € C ([0,T] ,H* (R)) con §,U € C ([0,T] ,H* (R)). En efecto, por lo
mostrado en la primera etapa de la prueba del teorema 37 y la forma como se define,
U = OU, tenemos que U € C ([O,T] , HI® (]R)) Por otro lado, dado que U es solucién

de la ecuacion diferencial en (P), tenemos
OU (t) = —L'MU (t) — L7'0,.F (U (t))

y hemos mostrado en la primera etapa de la prueba del teorema 37 que L~ *MU (t) €
H* (R) y —L7'0,F (U (t)) € H*(R), lo cual nos indica que 9,U (t) € H*(R). Por el
Teorema de Inmersiéon de Sobolev, se cumple H* (R) < CY (R), de ahi que 9,U €
c ([0,7] , H* (R)). n

Es claro que obtuvimos existencia local, pero la unicidad vale solamente en £ (T, E)
y no en C' ([O,T] , H® (R)) Para esto, asi como para obtener la dependencia continua

con respecto al dato inicial, vamos a probar el siguiente resultado.
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Teorema 39 . Sean &,V € H*(R) con s > 1, T > 0y U,V € C([0,7],H*(R))
soluciones de (P) tales que U (0) = ® y V (0) = V. Entonces

1U () =V () He € (4.11)

e < P-V

para todo t € [0,T].

Prueba. Debido al teorema 38, existen T > 0y Ty > 0 tales que U € C ([O,Tcp] , H® (R))
yVecl ([O,T\p] ,H® (R)) satisfacen

Ut)=W(t)d— /tW(t—T) L7Y9,F (U (7)) dr

Vt)=W (@) - /tW(t—T) L7'0.F (V (1)) dr

para todo t € [0, 7] siendo T'= min {T@,T\p}. Entonces,

|U () =V (#) He +/0 Wt —7) L0, [F (U (7)) = F(V(7))]|| 2. d7

w < WO W

HS

< fe-v

. +/Ot||F(U(T)) — PV (7))llger dr. (4.12)
SiU = (ug,v1) y V = (ug,ve), como en (4.5) y (4.6) tenemos
Jur (7)]l, < 2|2, < 2N
donde N = max {||®||,, ||¥],}, y del mismo modo
lor (Dll; < 2N, lug (7)[[, 2Ny floa (7)]l, < 2N.

Procediendo como en (4.7), (4.8) y (4.9)

[1E (U (7)) = F(V (7))

Hs—1

1 p+1 p+1 p+1 p+1
< P ||U1 (1) —uy™ (1) + 07" () — vy (7')Hs_1

o o7 (7) = o5 (1) + (p+ 1) (wa (7)o (7) —wa (7) 05 (7)]|,_,
< 2PNPC (Jlug (1) — ug ()|l 4 flvr (1) — w2 (7],

+ [l (1) = o2 ()l + lJuz (7) = (7))
< 2 (p+ 1) NPC|U (1) = V (1)

Hs -

Luego, sustituyendo en (4.12),

1U@t) =V ()

w < (| —

ms AT,

t
N, /0 U () =V ()
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Usando la desigualdad de Gronwall se tiene

|U(t) =V ()]

IN

| — W

s €XD (2p+1NpC’St)

T
Hs ©

HS

< |-V

Y

lo que prueba el teorema.

Corolario 40 . Si® € H* (R), s > 1, existen T =T (||®||x) > 0y U € C([0,T] ,H* (R))
con OU € C([0,T],H® (R)), dnica solucion de (P).

Prueba. Consideremos dos soluciones U y V' del problema (P), con datos iniciales

U(0) =@ =1V (0). Entonces, en (4.11) tenemos

1U () =V (t)]

g <@ @y T =0

para todo t € [0,T]. Asi queda probada la unicidad local.

4 Buena formulacién Global del problema (P).

En el teorema 38 y en el corolario 40, hemos visto que si & € H* (R) con s > 1, el
problema
LoU (t) + MU (t) + 0. F (U (t)) =0 P)
Uon)=2=o
tiene unica solucién local U € C ([0,7],H* (R)). En la primera parte de esta seccién,
para el problema no lineal (P) mostraremos que tal solucién se puede extender a una
soluciéon global siempre que ® € H®(R) con s > 2; para esto, mostraremos en la
proposicién (42) quel||U (-, t)||ys es acotada en [0, 7. Luego, en la segunda parte, usando

la idea de T. Benjamin, J. Bona y J. Mahomy [B-B-M], demostraremos en el teorema

(44) la dependencia continua de la solucién respecto del dato inicial.

4.1 Existencia y unicidad de la soluciéon Global.

Iniciamos esta primera parte notando lo siguiente.

Proposicién 41 Sean ® € H* (R), con s > 2, y U solucion del problema (P) definida
sobre [0, T]. Entonces

1T &)z < C (1) |2l (5.2)

para cada t € [0,T].
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Prueba. Para t € [0,T] tenemos
(U t), LoU (1) + MU (t) + 0. F (U (1)) 2 = 0,
de donde
(U (), LOU ()2 + (U (t), MU (8)), + (U (), 0:F (U (1)),

Pero

(U@t), MU ). = {(u,0), (0%u+ adPv,adPu+ 82v)),,
= (u,0%u+ addv),, + (v,addu+ 0v),,
= (u, ), + o (u, ), +a (v, 0%) , +
= 0+a(u,dw), —a(dw,u),+0
=0

(U),0.F(U@))y = ((u,v), (uPpu+ vP0,v,0P0,v + 0y (uv?))) 2
(u, uPOyu + vP0, ) 12 + (v, VPO,V + O, (uv?))

= (u,uPO,u) ;2 + (U, VP0,0) 12 + (V,0VP0,0) o
0+ (u, vP0,v) ;2 + 0 — (Opv, uv?) ;5

= 0

donde hemos usado

(u, uPOpu) > = <up+l’axu>L2 = — <axup+1’u>L2 =

por lo tanto
(u, uPOyu) ;2 =0

y del mismo modo (v, v?0,v) . = 0.
Reemplazando (5.4), (5.5) y (5.6) en (5.3) obtenemos

d

Integrando la tltima expresion, para t € [0, T], resulta

0= [ W6 LU CDis = (U010 (O)ys — (@, 10),
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LU (), LU (8)),2 = 2(U (t) LU (£)),2 = 2 (U (t) , LOU (¢

,=0.  (5.3)

NER (5.4)

<U732U>L2

L2

+ (v, 0y (uv?)) 2

(5.6)

= (p + 1) <upamu7 u>L2

.. (6.8)



Pero

W), LU ) = {((w,0), (u—pd2u,v = o)),
= (u, (1—M32)U>L2+<v( = 10;) v) s
(@ (Lt 7)) o+ (@ (L ] [7) D)
C (@, (L+ [} @),, +C (@, (1+]) 7).
c{(+1Rta e+ 1)ia) o ((+17)e 0+ 1))
o (T T 4o (T
= C|[7'ullp, +C |7 ]

v

L2

2 2
= Nl + 1oll

2
= |[Ullg -

donde se usé que para todo 1 > 0y cualquier ¢ € R se cumple que 1+ &% > C (1 + 52).

Tambien
<(I)7L(I)>]L2 = <(907¢),(@—Mai%w—uaiip»U
= (o0 — pd2p) o + (0,0 — pd2p)
= & +pl) @), + < S+ p ) >L2
< w((T+ 1) B 0+ E) L +u (@ D) D (L 1))
= w(Te. 7o) +u(T6,T0)
= (I 7lZ+ 17°¢12)
= p||®|3

donde usamos: 1+,u§2§u+,u§2:,u(1+§2) Su(1+§2)s sig>1ys>1.

En consecuencia, teniendo en cuenta (6.8) y las dos ultimas acotaciones obtenemos
U2 < (U (1), LU ()12 = (@, L®)y < 0%
de donde resulta (5.2). |
Proposicién 42 . Sean ® € H* (R), con s > 2, y U la solucion del problema (P) en
0, 7). Entonces ||U (t)||gs es acotada sobre [0,T].
Prueba. Para t € [0,T] tenemos
(LU (t),LoU (t) + MU (t) + 0, F (U (t)))12 = 0,
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entonces

(LU (t), LOU ()1 + (LU () , MU (8)) 2 + (LU (1) , 0o (U (#)))2 = 0 (5.7)

pero
d d
T ILUIE: = — (LU (1), LU ()12 = 2(LU (£), LU (8))y2 = 2{LU (£) , LU ())yz
asi
1d
(LU (8), LU (D)2 = 5 LUl (5.8)
también
(LU (t), MU (t)) 2
= ((u— pd2u,v — pdiv), (Bu+ adiv, adiu+ 92v) )12
= (u— pdiu,Pu+ a@iv>L2 + (v — pd2v, adiu + 8§’U>L2
= (u, 0§U>L2 + a(u, 8§’v>L2 — (0, 8§u>L2 — pa {O2u, 8§U>L2
+a <v, 8§u>L2 + <v, 8§U>L2 — po <8§v, 82u>L2 — I <0§u, 8§u>L2
= a(u,0v),, — po (Pou, v) , + o (v, Bu),, — pa (v, Bu)
= a(u, 3§U>L2 — pa (O2u, 8§U>L2 — a(0v, U>L2 + pa (v, 33u>L2
_— (5.9)
y
(LU (t),0,F (U (t)))y2]
= [((u— pdiu,v — pd2v) , (W dyu + v* Oy, vPOpv + 0, (uvp))>L2|
< ‘<u — 102, uPOpu + vpaxv>L2} + ‘<v — 10?0, 00,0 + 0, (uvp)>L2}
< Hu — ,uaiu’ 12 |uPOyu + vPO,v|| 2 + Hv — ,u@iv”LQ |vP0pv + Oy (ut?)]| 12
< % (Hu — /L@iuHig + [|uPDpu + vparv|]iz>
—l—% (Hv - u@ivHiQ + [P0, + Oy (uvp)]]i2>
< Hu — ,uaiuHiz + Hv — u@iv“iz + ||uPOpu + Upavaig + ||vPOzv + O, (uvp)HiQ

= |ILUllgz + 10:F (U) 2 (5.10)

reemplazando (5.8), (5.9) y (5.10) en (5.7) se tiene que

1d
ST ILUZ2 < ILUI: + 10:F (U ()]l (5.11)
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Como

10.F (U 0)llz2 = [luPBsu+ 0P80 72 + 0P80 + 8; (uwe?) | 72

= |[uPduullgz + 1070072 + 2 (uP Oy, vPDy0)

+ vaavai? + 10, (uvp)”i? + 2 ("0, Oy (W?)) 1

< ||Up3xu||i2 +2 vaaﬂcvni? +2 ||Up3mu||L2 vaaﬂcUHL?

+ 118 (we?) 172 + 2 |07 00| 12 1|82 (ue?) || 2
pero, usando la proposicion 41, se sigue que
luPdyull7s = / [l |Opu|* dz < [lu]| o [|0pul72
<l el < UM < C @,

andlogamente

[P0z < e

y, por ser H' (R) un algebra de Banach, tenemos

10z (uo") 2 < NJwv? || o < Mull g 0l

< Ul U = U1
<
por lo tanto
10, F (U 1))z < e
luego, reemplazando (5.12) en (5.11) se tiene que
ST NLUN < ILUJE, + C )

integrando de 0 a ¢, para t € [0,T], obtenemos

(HLU( e = IIL®l;2) / ILU (1)l dr + C (| @[t
equivalentemente
t
ILU ()12 < IL®|IL2 + 20T | @[ + 2/0 ILU (r)|[z2 dr

aplicando la desigualdad de Gronwall en (5.13) se tiene

t
R L o ([ o)
0

_ ( 2p+2) Xp(?t)

< KT,
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Por otro lado

ILU (02 = | (u— pd2u,v — pd20) ||,

= |lu— pOZully + [lv = pde].

_ /R‘a(g)_ﬂag d§+/‘ — v (€)

_ /R(Hug?)ﬂa(gﬂ d£+/R(1+u£) [0 (¢) de

> ¢ [@reymEntacro [ (1+e) mEor e
R R
= Clu®)lyeqey + C o )

H*(R)
= ||U() Hs(R) (5.15)

2

dg

Luego de (5.14) y (5.15) resulta que

T
e < Ce

IU (t)

lo que prueba que [|U (t)||y. es acotada sobre [0, 7. [

Teorema 43 . Si® € H* (R), para s > 2, entonces existe una funcion U € C* ([0, +oo[ , H* (R))

unica solucion del problema (P).

2 : .
ms Do crece con el tiempo, podemos extender la solucion del

Como la norma ||U
problema (P) a cualquier intervalo de tiempo [0, 7] en un ndmero finito de pasos, como
lo mostramos a continuacion:

Sabemos por el teorema 38, existe U solucién del problema (P), en efecto, sean ¢ y

h tales que t, t + h € [0, T] entonces

U (z,t+h)—U(x,t)|g
< (W@+h)—W (@)

Hs

—7r) L7YO,F (U (r)) dr — /Ot W (t—r) L0, F (U (r))dr

Hs

< Wt +h) =W (1)@

t+h
Hs+/ |W (t+h—r)L'0,F (U (r
t

+ H(W (h) — 1) /Ot Wt —r) L7'0,F (U (r))dr

Hs

U (x,t+h) —U(x,t)

s — 0,
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cuando h — 0. En consecuencia U € C([0,T[,H* (R)) y puede, por lo tanto, ser

extendida a [0, 7. Ahora consideremos el problema

LoV (t)+ MV (t)+ 0, F (V (t)) =0
()
V(,0) =U (x,T),
por el teorema 38, existe 7% > 0 y una unica V € C ([0, 7*],H* (R)) satisfaciendo (P’),

definimos
U(z,t) ,0<t<T

Ulx,t) =
Ve, t—T), T<t<T+T*
observemos que U (0) = U(0) = ® y U(T) = V(0) = & = U (T), U satisface las
condiciones de (P’), de donde

LO,U + M,U + 8, F (fj' (t)) —0,

site[0,T7[U]0,T%]. Ademds debido a la continuidad de U (.,t) en [0, 7] tenemos

U(z,T)—U(z,T —h) U(z,T) = U (z,T — h)

N h
W @me-w(T-he 1 (7 =
_ ! _E/o W(T —7) L™'0,F (U (r)) dr
+% T (T —h—7)L7'0,F (U (7)) dr
e L
[ wr-nrar )

Tomando el limite cuando h — 0%, usando propiedades de limite y el teorema del valor

medio para integrales de Bochner en el intervalo [T — h, T] con C), € [T — h, T| resulta
OU(T) = —W (T)L™'M®+ L~ 1M/ W (T —7)L7'0,F (U (1)) dr — L™'0,F (U (T))
= —L'M|W { / W (T —7)L*0,F (U (7))dr| — L '0,F (U (T))
= —L'MU(T)— L '0,F (U
Para h < 0, procediendo de manera similar, se obtiene que
8;U(T)=—L"MU (T) — L™'8,F (U (T)).
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Entonces 8,5*[7 (T) = 0, U (T), ast que
8,0 (,T) + L™*M8,U (x,T) + L0, F ((7 (x,T)> _0.

Esto muestra que U puede ser extendida como solucién de (P) al intervalo [0,7 + T™].

4.2 Dependencia Continua de la solucién respecto al dato ini-

cial.

Segin el teorema 38, si & € H?, para s > 2, para cada T > 0 existe una funcién U &€
C' ([0, T] ,H* (R)) tnica solucién del problema (P) con dato inicial ®. Esta observacién
nos conduce a la dependencia continua de la solucion respecto del dato inicial, como se

muestra a continuacion.

Teorema 44 . Si ® € H*, para s > 2, la tinica solucion U € C* ([0, +oo[ ,H* (R)) del
problema (P) con dato inicial ® depende continuamente de ®. Es decir, si {®y}, N
es una sucesion en H® (R) convergente a ® en H* (R) y para cada n € N la funcion
U, € C*([0,+oo[,H* (R)) es la tinica solucién del problema (P) con dato inicial ®,,
entonces para cada T > 0 se cumple

lim sup ||[U, (t) — U ()]

n—+00 0,7

— (6.1)

Prueba. Por el teorema 43, para cada n € N y cada T' > 0, las funciones U, y
U pertenecen a la clase C' ([0,T],H* (R)), entonces por la proposicién 39, para todo
t € [0, 7] tenemos
[T (&) = U (O], < [[©0 = P[] "7,

de donde se sigue (6.1).
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Conclusiones

Como hemos visto el problema de valor inicial (P) es bien formulado localmente, es
decir, demostramos: existencia local de soluciones, unicidad y dependencia continua de
la solucion respecto del dato inicial.

Ademés, se probé que el problema de Cauchy (P) es bien formulado globalmente, es
decir, se satisfacen: existencia local de soluciones, unicidad y dependencia continua de
la solucion respecto del dato inicial pata T' = +oc.

Tambien una pregunta importante que se debe responder en el estudio de (P), esta
relacionado con el comportamiento asintotico, que consiste en estudiar si es que la
solucién global del problema (P) decae o explota cuando ¢ — 400, la respuesta a esta

pregunta es un poco extensa, por lo que, la diferimos para otro trabajo de investigacion.
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