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Resumen

En el capitulo 2: hacemos una breve introduccién de la Teoria de Juegos, la cual
se a llamado Un paseo en Teoria de Juegos; el objetivo es explicar los elementos
que intervienen en un modelo de un juego no cooperativo. Con este paseo motivamos
de una manera natural, como aparecen las correspondencias de respuesta éptima, el
equilibrio de Nash, semicontinuidad superior para correspondencias y el Teorema de
Punto Fijo de Kakutani, para llegar al equilibrio de Nash.

En el capitulo 3: desarrollamos herramientas basicas, para tratar los subsiguientes
capitulos. Revisamos conceptos y resultados basicos de algebra lineal, topologia, analisis

funcional y analisis convexo.

En el capitulo 4: introducimos el concepto de correspondencia, y
definimos su inversa superior e inferior asi como también definimos diversos tipos
de continuidad para correspondencias, también presentamos algunos teoremas que las
relacionan y que nos serdn de utilidad en los subsiguientes capitulos.

En el capitulo 5: desarrollamos los Teoremas del Maximo de Berge, Teorema
de Punto Fijo de Kakutani (1911-2004) y el Teorema de Equilibrio para Juegos
No Cooperativos de Nash.
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Capitulo 1

Introduccion.

La Teoria de las Correspondencias aparece por los anos 1920-1930, para después
desaparecer, hasta su redescubrimiento por Claude Berge' (1926-2002), quien en su
famoso libro Espace Topologiques: Fonctions multivoques; publicado en 1959 (ver
[4]), donde presenta su Teorema de Méximo.

Actualmente las correspondencias, resultan ser un instrumento valioso y natural en
varios campos de la matematica, como en el analisis convexo, la optimizacion no suave,
el andlisis variacional, la diferenciacion generalizada, la teoria de control 6ptimo, la

teoria de juegos, la econdmica matematica, etc.

Teoremas sobre correspondencias continuas como los Teoremas del Maximo, el
Teorema de Punto Fijo y el Teorema de Seleccién, tiene consecuencias importantes
en una variedad de aplicaciones.

La tesis esta dividida en 6 capitulos, asi:

* En el segundo capitulo, hacemos una breve introduccién de la Teoria de Juegos,
la cual he llamado Un paseo en Teoria de Juegos; mi objetivo es explicar los
elementos que intervienen en un modelo de un juego no cooperativo. Con este
paseo motivamos de una manera natural, como aparecen las correspondencias de
respuesta Optima, el equilibrio de Nash, hemicontinuidad superior y el Teorema
de Punto Fijo de Kakutani, para llegar al equilibrio de Nash.

* En el tercer capitulo, desarrollamos herramientas basicas, para tratar los
subsiguientes capitulos. Revisamos conceptos y resultados basicos de &algebra

'Matemético francés, reconocido como uno de los fundadores de la Teoria Moderna de Grafos
y de la Teoria Combinatorial. Es especialmente recordado por su famosa conjeturas sobre Grafos

Perfectos y el Lema de Berge.



lineal, topologia, analisis funcional y analisis convexo.

* En el cuarto capitulo, introducimos el concepto de correspondencia, y definimos
su inversa superior e inferior, asi como también definimos diversos tipos de
continuidad para correspondencias, también presentamos algunos teoremas que
las relacionan y que nos seran de utilidad en los subsiguientes capitulos,

* En el quinto capitulo, desarrollamos los Teoremas del Maximo de Berge,
Teorema de Punto Fijo de Kakutani (1911-2004) y el Teorema de
Equilibrio para Juegos No Cooperativos de Nash.

El Teorema de Punto Fijo de Kakutani, que no es mas que la generalizacion, del
Teorema de Punto Fijo de Brouwer; es importante entre otras cosas, porque
fue utilizado por Gerard Debreu (1921-2004) y John F. Nash (1911-), en sus
trabajos que fueron premiados con el Nobel en Economia en 1983 y 1994.

El Teorema de Nash (Tesis de Doctorado, Mayo 1950, 27 péginas, tenia 21 anos
en la universidad de Princeton, U.S.A.) es importante porque destierra la tesis que en
1776 sustentara Adam Smith, considerado padre de la economia moderna, en su obra
La Riqueza de las Naciones; que el méaximo nivel de bienestar social se genera cuando
cada individuo, en forma egoista persigue su maximo bienestar y nada mas que ello.
Nash sustenta que una sociedad maximiza su nivel de bienestar cuando cada uno de
sus individuos busca su maximo bienestar, pero sin perder de vista el bienestar de los

demas integrantes del grupo.



Capitulo 2

Un paseo por la Teoria de Juegos

2.1. Introducciéon

En este capitulo haremos una breve introduccion a la Teoria de Juegos con el
objetivo de mostrar la importancia de la Teoria de puntos fijos y la Teoria de las
correspondencias en el desarrollo de la Teoria de juegos.

En general, en la formalizacion matematica para modelar los diferentes problemas en

la Teoria de juegos, se consideran los siguientes tres elementos:

1. Un conjunto de indices para denotar a los participantes, o jugadores.
2. Para cada jugador, un conjunto de estrategias.

3. Para cada jugador una funcion de utilidad o de pagos.

2.2. Juego piedra-papel-tijera

El primer juego a considerar es un juego muy conocido y llamado
piedra-papel-tijera.

Dos ninos juegan a la vez, de modo que el conjunto de participantes son ninio A y
nino B, los dos ninos escogen simultdineamente una de las tres opciones; éstas son las
estrategias disponibles para cada uno: Piedra, Papel ¢ Tijera. Y dependiendo de lo

que cada nino escoja, el juego lo gana uno de los ninos, o bien es un empate: Si los dos

escogen la misma opcion, el juego se empata; si uno escoge la piedra y el otro papel,



gana quien escoge papel (el papel cubre la piedra). Si uno escoge la piedra y el otro la
tijera, gana el que escoge piedra (La piedra rompe a la tijera). Si uno escoge el papel
y el otro la tijera, gana quien escoge tijera (La tijera corta el papel). Por lo tanto, si
decimos que se paga 1 al nino que gana, el pago por la pérdida es —1, y el pago por un
empate es 0, podremos representar estos pagos del juego con el cuadro 1.1.

Nino B

Piedra | Papel | Tijera

Piedra 0,0 -1,1 1,-1
Nino A

Papel 1,-1 0,0 -1,1

Tijera | -1,1 1,-1 0,0

Cuadro 2.1: El juego de piedra, papel o tijeras.
Se destaca del cuadro 1.1

1. En virtud que hay dos jugadores, y cada uno dispone de tres estrategias, el conjunto

de perfiles de estrategias o conjunto de estrategias se representa en cuadro de 3 x 3

2. Listamos las estrategias del nino A como filas en el cuadro, y las estrategias del

nino B como columnas.

3. Para cada uno de las nueve (3 x 3) celdas del cuadro, damos el par de resultados

para ambos ninos; primero el pago del nino A y luego el pago del nino B.

La formalizacion matemdtica de este juego es como sigue:

Sea: I = conjunto de jugadores (conjunto finito). En nuestro caso I = {1,2}. Para cada

1 € I consideremos el conjunto: S; = conjunto de estrategias del i—ésimo jugador. En



este juego:

S1 = conjunto de estrategias del nino A (jugador 1)

= {piedra, papel, tijera}

Sy = conjunto de estrategias del nino B (jugador 2)

= {piedra, papel, tijera}

Para cada it € I consideremos una funcion p; como la funcion pago del i—ésimo jugador.

Wi+ S1 xSy — IR en nuestro juego.

w1 (piedra,piedra) = 0 po(piedra, piedra) = 0
w1 (piedra,papel) = —1 pus(piedra,papel) = 1
w1 (piedratijera) = 1 pg(piedra,tijera) = —1
w1 (papel,piedra) = 1 puo(papel,piedra) = -1
pi (papel,papel) = 0 pa(papel,papel) = 0
w1 (papel,tijera) = —1 pus(papel tijera) = 1
w1 (tigera,piedra) = —1 ps(tijera,piedra) = 1
wi (tijera,papel) = 1 puo(tijera,papel) = -1
w1 (tigera,tijera) = 0 ps(tijera,tijera) = 0

Definiciéon 2.2.1. La representacion que Ilamaremos representacion en
forma mnormal, de un juego con n jugadores, es aquella que especifica los
conjuntos de estrategias S, . . ., S, que tienen los jugadores y sus funciones de ganancias

0 pagos [y, fa, - - -, ln para cada uno de los jugadores. Denotamos este juego con

G={S1,...,S ; I, ln}

donde S; # 0 y p; - S; X Sy...x S, — R, para todoi=1,...n



2.3. Juego de las monedas

Los jugadores (1 y 2) extraen de sus bolsillos un nuevo sol cada uno y las lanzan
de manera simultanea sobre una mesa. Si resultan dos caras o dos sellos, el jugador 2
recoge los dos nuevos soles, mientras que si hay cara y un sello, el jugador 1 se lleva los
dos nuevos soles.

J2

C S

Jiojel-1,11-1

s|1-1]-1,1

Cuadro 2.2: El juego de las dos monedas.

¢ = cara, s = sello, n = 2 jugadores

S1=Ae, s}, 5 ={e, s}, 81 x S ={(c,¢), (¢, 5),(s,¢),(s,8)}

pi(e, ) —1 pa(c,e) = +1
pile,s) = 1 pa(cs) = —1
i(s,0) = +1 pals,e) = —1
pi(s,s) = —1 po(s,s) +1

/.L1:51XSQ—>R, ,ug:SleQ—>R

2.4. Dilema del prisionero

Dos delincuentes habituales son arrestados cuando acaban de cometer un delito. La
policia no tiene evidencias suficientes para condenar a los sospechosos (no hay pruebas
claras contra ellos), a menos que ellos confiesen. La policia encierra a los sospechosos en
celdas separadas y les explica las consecuencias derivadas de las decisiones que tomen
al realizar sus declaraciones.

Si ninguno confiesa, ambos seran condenados por un delito menor y sentenciados a un
mes de carcel. Si ambos confiesan, seran sentenciados a seis meses de carcel. Finalmente
si uno confiesa y el otro no, el que confiesa, serd puesto en libertad inmediatamente y el
otro sera sentenciado a nueve meses de prision, seis por delito y tres méas por obstruccién

a la justicia.



Preso 2

callarse | confesar

Preso 1 callarse -1-1 -9,0

confesar 0,-9 -6,-6

Cuadro 2.3: Dilema del prisionero.

n =2 jugadores
Sy = {callarse, confesar},

Sy = {callarse, confesar},

/,61I51XSQ—>R ILL2251X52—>R

pi(callarse, callarse) = —1 po(callarse, callarse) = —1
pi(confesar,callarse) = 0 po(confesar,callarse) = —9
pi(callarse, confesar) = =9 ps(callarse,confesar) = 0
pi(confesar,confesar) = —6 pus(confesar,confesar) = —6

2.5. Duopolio de Cournot

Sean ¢ y ¢ las cantidades (de un producto homogéneo) producidas por las empresas
1 y 2 respectivamente. Sea P(Q) = a — @ el precio de equilibrio de mercado cuando la
cantidad agregada en el mercado es QQ = ¢; + ¢2 (De modo més preciso P(Q)) = a — Q
para Q < ay P(Q) =0 para @) > a). Supongamos que el costo total de produccién de
la cantidad ¢; por la empresa i es ¢;(¢;) = cg;. Es decir, no existen costos fijos y el costo
marginal es constante e igual a ¢, donde suponemos que ¢ < a. Siguiendo a Cournot,
suponemos que las empresas eligen sus cantidades de forma simultanea.

a—Q si Q < a

=q; + n =2 empresas
0 s Q > a Q=q+q p

P(Q) = {
cada uno tiene una funcién de costo
alg) =cq; ¢>0  calq) =cg; ¢>0
La funcién de beneficio o ganancia de la empresa 1 es:

H(‘h, @) =qp—ch=qla—q —q)—cq
1



Funcién de beneficio o ganancia de la forma 2 es:

[[(@, %) = ap — ca2 = qola — @1 — 2) — e
2

Este modelo representa un juego de forma normal donde los jugadores son 2 empresas.

Conjunto de estrategias:
Sy =10, 00| Sy = [0, 00
Los pagos son :

,U1<QDQQ) = Hl(Q1,Q2):C]1(CL—C—Q1—Q2)
po(q1,2) = Jl(@1,2) =@la—c—q —¢)

2.6. El Equilibrio de Nash en Estrategias
Puras

Definicién 2.6.1. En el juego G = {S1,...,Sp;u1,...,u,} se dice que el perfil de
estrategias puras (s3,s5,...,8%) € H S; es un Equilibrio de Nash (EN) si para cada

r n
i=1
Jugador 1.

* * * %k * * * *
Ui (8T, 81, St Sty s Sn) = Ui(ST, -y 5115 S0y Sip1s s Sp)

para todo s; de S;.

Es decir para cada jugador 7, s} es una solucién del problema:

2 * * * *
MAX Ui (8], ..., 81,5, 8141, -550)
;€85

Para evitar expresiones engorrosas, utilizaremos las siguientes notaciones:

Dado i € {1,--- ,n}, denotaremos por Pg,(s) a la proyeccién ortogonal de s € S sobre

el conjunto S;.

Dado i € {1,---,n}. Si consideramos A, = HS]-, entonces denotaremos por
i#]
s_i =P, (s).



Finalmente, para cada s € S, 7 € {1,--- ,n} y p € S;, definiremos s(p,7) € S tal que
S(pa Z)z =pYy S(pa 7/)71 = 5.

Segiin estas notaciones, diremos que s* € S es un EN si para cada i € {1,--- ,n}
ui(s*) > ui(s*(p,i)) Vp € S;
es decir que s} es la solucién del siguiente problema de programaciéon matematica

max u; (s*(p,

nix (s (9, 1)
De esta definicion se deduce que un equilibrio de Nash (EN) es un perfil de estrategias del
que ningun jugador desearia desviarse unilateralmente, es decir, ninguno se arrepiente
de la decisién tomada, dada las estrategias decididas por el resto de los jugadores. Un
EN esta formado por estrategias que son éptimas para cada jugador dada las estrategias

del resto de jugadores.

Esto no significa que en un EN cada jugador esté alcanzando el mejor resultado posible,
sino el mejor resultado condicionado por el hecho de que los demés jugadores jueguen
las estrategias indicadas para ellos en dicho perfil.

Pueden haber multiples equilibrios de Nash en un juego, por éste motivo llamaremos
SEN al conjunto de perfiles que son equilibrios de Nash.

Ejemplo. Del ejemplo 2.4, el juego del Dilema del prisionero

Preso 2

callarse | confesar

callarse -1,-1 -9,0

confesar 0,-9 -6,-6

Cuadro 2.4: El equilibrio de Nash en el juego del dilema del prisionero.

El dilema del prisionero presenta cuatro perfiles como posibles soluciones EN del juego:

(callarse, callarse) ,  (callarse,confesar),

(confesar,callar) , (confesar,confesar).

Analicemos cada uno de los perfiles:

= (callarse, callarse) y supongamos que es un EN. Si el preso 1 prevé que el
preso 2 jugara callarse, '1';,%Le interesara al preso 1 seguir pensando a jugar
callarse?. La respuesta es no. Fijada o dada la estrategia callar del preso 2, el



preso 1 preferira desviarse de la estrategia indicada para él en el perfil propuesto
como solucién puesto que con la estrategia confesar obtiene un pago superior

ui(confesar, callar) = 0 > —1 = uy(callar, callar).
Este argumento también es aplicable para el preso 2 (por la simetria del juego).

Supongamos que se propone como solucién EN el perfil (confesar, callar).
Este caso, si el preso 2 supusiera que el preso 1 iba a jugar confesar, a él le
convendria jugar la estrategia confesar, pues con ello maximiza su utilidad en este
caso particular.

us(confesar, confesar) = —6 > —9 = us(con fesar, callar).
Por tanto, el perfil (confesar,callar) tampoco es un EN.

En caso (callar,confesar) es andlogo al anterior intercambiando la posicién de
los presos.

Finalmente nos queda el caso (confesar, confesar). Este si que es un perfil de
equilibrio, un equilibrio de Nash, ya que ninguno de los presos tiene incentivo
para desviarse de un modo unilateral de la estrategia que se propone. Si alguno
de los presos decidiera seguir la estrategia callar en solitario, perderia utilidad en

relacién al perfil (confesar, confesar), puesto que

uy (callar, confesar) = =9 < —6 = wuy(con fesar, con fesar)

ug(con fesar, callar) = =9 < —6 = ug(con fesar, con fesar)

En Resumen

= ;2 (confesar,confesar) es un EN? S

confesar, callar) es un EN? NO

[

i
'1'.

DN |

2

(
(callar, confesar) es un EN? NO
iz5(

callar, callar) es un EN? NO

Entonces, nuestro conjunto de equilibrio de Nash es

SEN = {(confesar, confesar)},

dado que:

w1 (confesar, confesar) —6 > —6 = j(confesar,confesar)
pi(confesar,confesar) = —6 > —9 = py(callar,confesar)
ps(confesar,confesar) = —6 > —6 = pus(confesar,confesar)
po(confesar,confesar) = —6 > —9 = ps(confesar,callar)

—_
=}



2.7. Correspondencia de Respuesta optima

Definicién 2.7.1. En el juego G = {Si,...,Sn;u1,...,u,} y para cada jugador i,
llamamos correspondencia de respuesta optima de dicho jugador a la regla o

correspondencia que asigna, a cualquier combinacion de estrategias.

S_i = (81782, ceey Si—1, 85415 - - ~7Sn),

el conjunto R;(s_;) de estrategias del jugador i que son respuestas éptimas dado que

los demas jugadores decidieron s_;, es decir que cumplen:

s; € Ri(s_;) siy sdlosi

wi(s(s,1)) > ui(s(p, 1)) para todo p € S;

A partir de la definicién anterior, se obtiene de manera inmediata el siguiente resultado:

Teorema 2.7.1. En el juego G = {S1,52,...,Su;u1,...,u,} el perfil de
estrategias.

s = (87,85 ...,8;,...,5)
es un equilibrio de Nash si y solo si s; € R;(s*;) para cada jugador i.

Podemos ahora automatizar el calculo de los EN mediante un proceso en dos etapas:

= Para cada jugador 7, y para cualquier conjetura que pueda formarse sobre la
actuacién de los demds jugadores (o lo que es lo mismo, para cualquier
combinacién de estrategias de éstos) se calcula la estrategia de respuesta
optima de 7. De éste modo tenemos la correspondencia de respuesta optima de
cada jugador.

= Identificamos los EN como los perfiles estratégicos que son puntos de interseccion
de todas las correspondencias de respuesta éptima.

2.8. Juego de la mayor diferencia

Dos jugadores escriben, simultdneamente, un nimero entre 0 y 1. Los pagos

dependen de la diferencia entre ambos nimeros, asi:
2
u1 (81, 52) = uz(s1,52) = (51 — 82)

11



En este juego, a cada jugador le conviene, en respuesta a un hipotético nimero x que

pudiese haber escrito el otro, escribir un nimero a la mayor distancia posible de x.

Por ejemplo, la respuesta 6ptima a sy = 3/4 serfa s; = 0. Formalmente, el jugador 1

(y andlogamente razonaria el jugador 2) determinarfa su respuesta éptima a cualquier

estrategia so del jugador 2 resolviendo:

méx(sy — 51)°

S1

sujeto a: 0 <

81§1

El conjunto de las soluciones sj obtenidas es

correspondencias de respuesta optima son:

0 si

Para Jy: Ry(sy) = 1 si
{0,1} si

(0 si

Para Jy: Rs(sy) = 1 si
| {0,1} si

R1(82).

52
59

59

S1
S1

S1

NV

NV

En consecuencia las

1/2
1/2
1/2

1/2
1/2
1/2

El conjunto de los EN es SEY = {(1,0), (0, 1)}, pues éstos dos son los tinicos perfiles en

que se intersecan R (sy) v Ra(s1), es decir, en que cada estrategia del perfil es respuesta

optima a la otra.

2.9. Juego de las peticiones de Nash

(Reparto mediante peticiones simultaneas).

Va a repartirse un pastel entre dos jugadores, de acuerdo con las siguientes reglas:

ambos escriben, simultaneamente, un nimero entre 0 y 1, cuyo significado es la parte

del pastel que reclaman. Si la suma de ambos ntimeros es igual o menor que 1, cada

jugador recibe como pago la parte que ha solicitado. En caso contrario, ninguno de ellos

recibe nada. En este juego sus elementos son:

J:{1,2} , S1 = 89 = [0,1],

s1 si
U1(81752) = { 01 i
S9 sl
U2(51752) = { 02 i

12

S1 -+ So

81+82

S1 + S2
S1 + So

IA

IN



En este juego a cada jugador le conviene, en respuesta a un hipotético = que pudiera
haber escrito el otro, escribir un nimero y lo mas grande posible de modo que x + y no
exceda de 1. Por ejemplo, la respuesta éptima a sy = 2/3 serfa s; = 1/3. Formalmente,
el jugador 1 (y andlogamente razonaria el jugador 2) determinaria su respuesta 6ptima
a cualquier estrategia sy del jugador 2 resolviendo.

max (s1)
S1

sujetaa : 0<s1<1 vy s1+s5<1

y el conjunto de las soluciones s} obtenidas es R;(s2). Por consiguiente, las

correspondencias de respuesta 6ptima son:

1— i <
Para Jy:s1 = Ri(s2) = { 0 172 z 22 B
) 2 —

1-— i <
Para Jy: sy = Ry(s1) = { 0 1?1 z zl _
) 1 —

El conjunto de los EN es SEN = {(s1,52) : 81 + 52 = 1} [J{(1,1)}, pués que estos son

los tinicos perfiles donde cada estrategia es una respuesta 6ptima para la otra.

SQA S2A

s s,

Para Jugador J

| Para Jugador J2

En la grafica de las correspondencias de respuesta O6ptima
de los dos tultimos ejemplos observamos que no son por lo
general aplicaciones  univaluadas'; si  no  aplicaciones

multivaluadas. Es decir, aplicaciones de punto a conjunto.

Este tipo de aplicaciones sera objeto de estudio mas adelante y la

llamaremos correspondencias.

Laplicaciones punto a punto
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El concepto de solucién de equilibrio de Nash (EN), tal como lo hemos definido, tiene
una dificultad muy importante, que consiste en que su existencia no estd garantizada,
ni siquiera en juegos tan sencillos como los juegos finitos. Por ejemplo en el juego de
las monedas carece de EN (en estrategias puras).

En lo que sigue veremos que si ampliamos el concepto de estrategia, el conjunto de
equilibrio de Nash se amplia también, de tal modo que podremos afirmar que todos los
juegos finitos poseen al menos en EN.

2.10. Estrategias Mixtas

Hasta ahora hemos utilizado la palabra estrategia para referirnos a un plan completo
de acciones ciertas de cada jugador. Por ejemplo, en el juego de las monedas las tinicas
estrategias de cada jugador son jugar cara y jugar sello. A tales estrategias las hemos
denominado estrategias puras. La ampliacion del concepto de estrategias consiste en
permitir que los jugadores no solo puedan elegir entre acciones ciertas y concretas, sino
que también puedan seleccionar acciones aleatorias, es decir, pueden tomar acciones
inciertas que asignan distintas probabilidades a las distintas acciones ciertas. Por
ejemplo, en el juego de las monedas el jugador 1 podria decidir lo siguiente: jugar cara
con probabilidad 1/4 y jugar sello con probabilidad 3/4. A las estrategias que deciden

de manera aleatoria sobre acciones ciertas se les denomina estrategias mixtas.

Definicién 2.10.1. S; = {s},s?,s2,...,5%} el conjunto de estrategias puras del jugador

1. Llamamos, estrategia mixta del jugador i a toda distribucion de probabilidad sobre
s;, es decir, a toda k-upla (pl,p?,...,p¥) donde sus componentes son no negativos y

suman 1.

Al conjunto de estrategias mixtas del jugador ¢ lo denotamos por:
. k .
A(s;) = {R: (pr,p2,....p5):pl >0 J=1,2,....k vy pr :1}
j=1

Entre las estrategias mixtas estan aquellas que asigna probabilidad 1 a una de las
estrategias puras y probabilidad cero a todas las demas. Por lo tanto, toda estrategia
pura es también una estrategia mixta. De modo que la estrategia pura s; se puede
identificar con la estrategia mixta (1,0,0,0,...,0). La ampliacién del concepto de
estrategias para dar cabida a estrategias mixtas supone ademés convertir en estrategias

a toda combinacion lineal convexa de al menos dos estrategias puras.
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2.11. Ganancias Esperadas en Juegos

Bipersonales

Sea GG un juego con dos jugadores. Sea S7 y P; los conjuntos de estrategias pura y

mixta del primer jugador.
Si={s1.s1,....s1" , Pi=(pi,00)

Sea Sy y P, los conjuntos de estrategias pura y mixta del segundo jugador.
Sy =1{s3,53,...,85} . Po=(p3,p3,...,p%)

Si el jugador 1 juega s! y el jugador 2 juega P, las ganancias esperadas son:

Ey(s}, Py) = pyua(si, s3) + ...+ phun(si, s5) = D _phur(si, s3)

Es(s},p2) = phua(s}, s3) + ...+ phua(si, s5) = > phus(si, sb)

Si el jugador 1 juega Py = (pi,p?,...,p") v el jugador 2 juega P, = (pd,p3,...,p5), las
ganancias esperadas son:
Ey(P, P) = p%u1(5%7p2>+ -+ pug (s7 apz)

= plngm 31752 o+l ZPQW 31 aSQ
S (zp;ul<sa,s;>>

i=1 j=1
= D) pipbua(s, sh)

i=1 j=1

De igual manera:

m n

Ey(Py, Py) = ZZP1PQU2 51,32

=1 j5=1

Definicién 2.11.1. (Definicion ampliada de equilibrio de Nash.) En el

guego G = {S1,...,Sn;ui, ..., uy}, decimos que el perfil de estrategias miztas

p* = (pi,ps, ..., 05, ..., pL) es un equilibrio de Nash (EN) si para cada jugador i,
Ei(pafv s ap:—lvp;‘kvpz—&-l? s 7p;kz) > Ei(pgfv s >p;‘k—1api>p;'k+1a s >p:;)

para todo p; de A(s;)

15



Es decir, para cada jugador 7, p; es una solucién del problema,

méXEl(pia s 7p:—l7piap;<+l7 s 7p:<1,)

en la variable p;, donde p; € A(s;).
O dicho de otro modo, para cada jugador ¢, p} es la respuesta éptima a p* .

Tomemos en cuenta que una estrategia mixta no es mas que una distribucién de
probabilidad sobre estrategias puras y que la funcién de pagos o ganancias es
lineal, para cada jugador en las probabilidades de sus distintas estrategias puras. Por
lo tanto el pago esperado para un jugador de una estrategia mixta, suponiendo fijar las
estrategias de los otros jugadores resulta ser una combinacién convexa de los pagos de
las estrategias puras soporte de dicha estrategia mixta, y en consecuencia, la ganancia
esperada de una estrategia mixta tiene como limite inferior y superior las ganancias

minimas y maximas de las estrategias puras, soporte de dicha estrategia mixta.
. Como resolvemos los problemas de estrategia mixta?

Si juegan los jugadores A y B. La idea consiste en dotar al jugador B
de una cierta informaciéon privada de manera que, dependiendo de cémo el
jugador B entienda dicha informacién, se incline por una de las estrategias
puras posibles. Sin embargo, puesto que el jugador A no dispone de dicha
informaciéon privada de B, el jugador A contintia con la incertidumbre de no saber
cudl sera la decisién del jugador B, y representamos la incertidumbre del jugador A
como una estrategia mixta del jugador B.
Ejemplo. Juego de las monedas del ejemplo 2.3

Jugador 2

cara | sello

Jugador 1 | cara | -1,1 | 1,-1

sello | 1-1 | -1,1

Cuadro 2.5: Juegos bipersonales, en el juego de las dos monedas.

Este juego no tiene EN en estrategias pura ;Existe EN si se permiten estrategias
mixtas?

Como ya es usual, la ruta que seguiremos para solucionar este juego es:
= Encontrar las correspondencias de respuesta éptima de los jugadores.

= Encontrar la interseccion de las correspondencias 6ptimas de cada jugador.
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Para el jugador 1 Juega “cara” con probabilidad “p” y juega “sello” con
probabilidad “1 — p” donde su estrategia mixta es P, = {p,1 — p}

Para el jugador 2 Juega “cara” con probabilidad “¢” y juega “sello” con
probabilidad “1 — ¢” donde su estrategia mixta es P, = {q,1 — ¢}

Al permitir estrategias mixtas, el objetivo del jugador 1 es maximizar su ganancia
esperada; teniendo como variable de decision p

max Fi(py,p2) = pa(=1) +p(l—aq) -1+ (1 -p)a-1+(1-p)1-q)(-1)
= (2a-1)+p(2—-4p)
donde:
pq es la probabilidad de (cara, cara).
p(1-q) es la probabilidad de (cara, sello)

y asi sucesivamente.

Como la ganancia esperada del jugador 1 es lineal en p, el “p” 6ptimo depende de si
Ey(p1,p2) es creciente o decreciente en p :

>0 si ¢g<1/2
=2—4q = =0 sl q:%
<0 si g>1/2

OE; (p1,p2)
dp

Puesto que la ganancia esperada del jugador 1 es creciente en g < 1/2 entonces la mejor
respuesta del jugador 1 es p = 1 (es decir cara). Si ¢ > 1/2 la ganancia esperada del

jugador 1 es decreciente y p = 0 (es decir sello).

1
Si ¢ = = el jugador es indiferente entre las estrategias puras cara y sello y también a
las estrategias mixtas Py y Ps.

Por lo tanto la correspondencia de respuesta 6ptima del jugador 1 es:

1 si g<1/2
0 si ¢g>1/2
Si seguimos un proceso similar para el jugador 2, llegamos a la siguiente correspondencia

de respuesta 6ptima del jugador 2

1 si p>1/2
Bap) =4 (0] si p=1/2
0 si  p<1/2

17
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Figura 2.1: Equilibrio de Nash en estrategias mixtas: el juego de las dos monedas.

1
Por lo tanto el equilibrio de Nash en estrategias mixtas es p = 3 q= 3
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Capitulo 3

Preliminares

En este capitulo estableceremos herramienta bésicas para tratar los siguientes
capitulos. Revisaremos ciertos conceptos y resultados bésicos del algebra lineal,

topologia, analisis funcional y analisis convexo.

3.1. Espacios Vectoriales

Un espacio Vectorial real es un conjunto X, en el que se han definido dos
operaciones: una interna + : X x X — X llamada adicion, la cual a cada par
(x,y) € X x X le asocia un elemento de X denotado por = + y, de tal forma que

satisface:

1. x4+y=y+xparatodo z,y € X
2. (x+y)+z=x+ (y+2) para todo z,y,z € X

3. Existe un tnico elemento denotado con 0 tal que

r+0=2x para todox € X;y

4. A cada elemento z € X le corresponde un unico elemento
—z€ X talquex + (—2) =0

y otra operacion externa - : R x X — X, la cual es llamada multiplicaciéon escalar,
la cual a cada por (A, ) € R x X le asocia un elemento de X denotado por A -z (o

simplemente Ax), y se satisface:

1. 1x = x paratodo x € X

2. a(fz) = B(ax) para todo o, 5 € Ry todo x € X



Estas operaciones estan relacionadas por las siguientes leyes distributivas:
Mz +y)= X+ Ay A+ 0z = Az + Sz
para cualquier x,y € X y A\, € R.

Observacién, Es muy conocido que el conjunto IR" =R x -+ x IR (con n € IN) con
las operaciones de suma y multiplicacién (por nimeros reales), definidas por:
+:R"xR"—=R" y -:IR xR" — IR? tal que

1 Y1 1+
T2 Y2 T2 + Y2
+ . ) ) = )
Lq Yq Tq+Yq
T /\ZL’l
T2 /\CL’Q
A? = )
T AL

q

es un espacio vectorial real. A lo largo de esta tesis, trabajaremos con espacios vectoriales
de dimension finita como IR".

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio vectorial real y ¢ : X x X — IR una funcion.
Se dice que ¢ es un producto interno (o producto escalar) si cumple las siguientes

propiedades:

a) Linealidad: Vu, v, w € X y A € IR,

uU-+v U v
e = +
w w w
AU U
[ ] ()0 — )\(p
) )
U v
b) Conmutatividad: Vu, v € X, ¢ =
v U

u
c¢) Positividad: Vu € V' \ {0}, ¢ > 0.
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Observacién, - Si X es un espacio vectorial real y ¢ : X x X — IR un producto interno,
entonces se dice que X es un espacio vectorial real con producto interno, en este
caso, con el producto interno ¢.

- Se sigue de la definicién anterior que si ¢ : X x X — IR es un producto interno,
entonces

i) ¢(u,u)=0siysolosiu=0
i) o( u,v+w )=¢( u,v )+ e u,w ) para todo u, v, w € X.
iii) @( u,\v ) = Ap( u,v ) para todo u, v € X, A € R.

Es muy conocido también que la funcién ¢ : R" x IR" — IR (con n € IN) definida por

T n
T2 Y2

2 . ) . =T+ Ty + -+ Tqlq
Lq Yq

es un producto interno en IR", llamado producto interno euclidiano en IR".

Una transformacion lineal de un espacio vectorial X en un espacio vectorial Y es

una aplicacion.

T X — Y
(ax + By) +—— T(ax+py) =aT(x)+ BT (y)

para todo a, 3 € R y para todo z,y € X.

En el caso particular en que Y = R, T sera llamada funcional lineal. El conjunto
X' ={T:X — R: T es funcional lineal}
previsto de las operaciones:

+ . X'xX — X’
(T, Ty) — (1 +Tr)(x) = Ti(z)+ Tr(z).

RxX — X/

(,T) +—  (aT)(z) = aoT(x).
es un espacio vectorial, llamado el espacio vectorial dual de X. Cuando X = IR", los
elementos de X’ pueden ser identificados con elementos de IR", pues dado f € X', existe

un unico a € R" tal que f(x) = (a,z), donde (-, -) es el producto interno euclidiano de
R™.
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3.2. Espacios Métricos

Un Espacio Meétrico es un par (X,d) donde X es un conjunto
cualquiera no vacio y una funciéon d : X x X — R distancia que verifica las

siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0 para todo x,y € X

2. d(z,y) = 0 siy solamente si x =y

3. d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € X

4. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) para todo x,y,z € X

Observacién, Si definimos d : IR" x IR" — IR como

d(z,y) =V {x =y, —y),

entonces (IR", d) es un espacio métrico, llamado espacio métrico euclidiano.
Definicién 3.2.1. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano y sea a € IR". Un

subconjunto U € TR" se llama wvecindad de a si existe 6 > 0 tal que la bola

abierta de centro a y radio 0, B(a,d) C U, donde

B(a,0) = {x € R" : d(z,a) < 6}

Observacién, Dado z € IR", denotaremos por N, a la familia de vecindades de x.

Definicién 3.2.2. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Un conjunto U C IR"™ es

llamado abierto si, para cada x € U, existe un € > 0 tal que B(x,e) C U.

Definicién 3.2.3. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano y X C IR". Un

conjunto U C IR" es llamado abierto (vecindad) relativo a X si, eriste un

abierto (vecindad) V en R"™ tal que U =V N X.

Definicién 3.2.4. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Un subconjunto F de IR™

se dice cerrado siIR"\ F' es abierto.

Definicién 3.2.5. Sea (R",d) el espacio métrico euclidiano y X C IR™. Un conjunto
R C IR" es llamado cerrado relativo a X si, existe un cerrado C' en IR" tal que

R=CnNX.
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Observacién, Es facil verificar que: A C IR" es abierto relativo a S C IR" si y solo si
S\ A es cerrado relativo a S.

Definicién 3.2.6. Sea (R",d) el espacio métrico euclidiano. Para cada S C IR".

Entonces la  frontera de S es definida como
0S8 ={zeX:Bx,e)NS#0 y B(z,e)N(X\S) #0Ve >0}

Definicién 3.2.7. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Para cada S C R", el

interior de S esta definido como
int(S) = U {U : U C R"es un subconjunto abierto de S} .

Proposicién 3.2.1. Sea (IR", d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C R"™. Entonces

tenemos:

int(S):={reX:SeN,}=5)\0S.

Demostracién. Sea = € int(S). Entonces existe un subconjunto abierto U C S con
x € U, de modo que S € N,. Para la reciproca, si S € N,, entonces hay un conjunto
abierto U de IR" con z € U C S, de modo que x € int(S).

Sea x € int(S), entonces S € N, por lo anterior. Donde, trivialmente,
SN (R"\S) = 0 vemos que = ¢ IS. Para la reciproca, sea z € S\ 95. Entonces,
hay un N € N, tal que NN (IR"\ S) = 0. Sea U C N un conjunto abierto en IR" tal
que z € U. Se concluye que U N (IR"\ S) = 0 y por consiguiente U C S. Por lo tanto,
se cumple que x € U C int(S). O
Ejemplo. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, sea 25 € IR", y sea r > 0. La bola

cerrada centrada en xy con radio r es definida como

B(zg,r) :={z € R" : d(z,x¢) < r}.

B(x,0) es un conjunto cerrado.

Demostracién. En efecto, sea z € R"\ B(xo,7), es decir, tal que d(z, xy) > r. Ahora
tomemos € := d(z,z9) —r > 0, y sea y € B(z,¢).
Como d(z,zo) < d(z,y) + d(y, zo), obtenemos que

d(y,zo) > d(x,z9) — d(x,y) > d(x,z0) — € = d(z,20) — (d(,20) — 7)) = 1.

Se concluye que B(z,e) C IR"\ B(xg,r). Por lo tanto, R"™ \ B(xo,r) es abierto, lo cual

implica que B(zg,7) es cerrado. O
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Proposicién 3.2.2. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Entonces:
1. 0 y IR™ son abiertos;

2. SiU es una familia de subconjuntos abiertos de IR", entonces |J{U : U € U} es

abierto;

3. Si Uy y Uy son subconjuntos abiertos de IR", entonces Uy N Us es abierto.

Demostracién.

1. Por convencién, el conjunto () es un conjunto abierto y cerrado. Ahora veamos
que IR" es abierto, en efecto, V x € IR", siempre Je > 0, tal que B(z,¢) C IR",
entonces IR" es abierto.

2. Sea U una familia de conjuntos abiertos en IR", y sea x € J{U :U € U}.
Entonces, existe Uy € U con x € Uy, y como Uy es abierto hay un € > 0 tales que

B(z,e) Uy c | {U:U €u}.
Por consiguiente, | J{U : U € U} es abierto.

3. Sea Uy, Uy C X abiertos y sea x € U; N Uy. Como U; y Us son abiertos, hay €,
€2 > 0 tales que B(x,¢;) C U; para j = 1,2. Sea € := min{e, e2}. Entonces es
inmediato que B(x,€) C Uy N Us. O

Observacién, En general las hipotesis de la Proposicién anterior definen una
estructura muy importante en Matematica, llamada Topologia, por lo tanto toda

métrica induce una topologia, pero no toda topologia induce una métrica.

Definicién 3.2.8. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Para cada S C TR", la

clausura de S es definida como

gzzﬂ{F:FC]R"es cerrado y S C F}.

Proposicién 3.2.3. Sea (IR", d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C R"™. Entonces

tenemos:

S = {2cR":NNnS#) VNecEN,}
= {z€R":B(x,e)NS#0 Ve>0}.
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Demostracion. Cada bola abierta es una vecindad de su centro, y cualquier vecindad
de un punto contiene una bola abierta centrada en aquel punto; por lo tanto

{xeR":NNS#0, VN eN,} ={xeR": B(z,e) NS #0, Ve >0}
se cumple. Denotamos este conjunto por cl(5).

Sea x € S,y sea N € N,. Entonces, existe un subconjunto abierto U de IR" contenido
en N con z € U. Supongamos que NNS = (), de modo que UNS = (i.e., S C R"\U).
Como IR™\ U es cerrado, se concluye que S C IR"\ U y asi z € IR™ \ U, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, se cumple z € ¢l(5).

Reciprocamente, sea z € cl(S), y supongamos que x € S. Entonces U := IR" \ S es un
conjunto abierto conteniendo a z (asi pertenece a N,) que tiene interseccién vacia con
S. Esto contradice x € cl(S5). O

3.3. Convergencia y Continuidad

Sea S un conjunto cualquiera. Una aplicacion de N a S es llamada una sucesion en
S; en vez de x : N — S escribiremos a menudo {x,} - . Si el dominio de x no es N pero
un subconjunto de N de la forma {n : n > m} para algin m € N, todavia hablamos
de una sucesién y denotamos esto por {z,}22, . Llamamos a una sucesién {y;}32, una
subsucesion de {z,}7°, si existen n; < ny < --- en N tal que yx = x,, para k € N.

Definicién 3.3.1. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Una sucesion {x,}5°,
en R" se dice que converge a x € IR" si, para cada € > 0, hay un n. € N tal que
d(x,,x) < € para todo n > n.. Entonces decimos que = es el limite de {x,}5°, vy

escribimos v = lim x, ¢ x,, — .

n—oo

Se verifica directamente que una sucesiéon {x,}>2; en el espacio métrico euclidiano
converge a x si y solo si, para cada N € N, hay un ny € N tales que z,, € N para
todo n > ny

En la siguiente Proposicion se verifica que el limite de una sucesién en el espacio métrico

euclidiano (cuando este limite existe) es unico.

Proposiciéon 3.3.1. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, sea {x,}5°, una
sucesion en R", y sea x, ' € R" tales que {x,}32, converge a x y a x'. Entonces

x y 2’ son iguales.
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. 1
Demostracién. Supongamos que = # 2/, de modo que € := §d(:)3,x’) > (0. Como
x, — z, existe un ny; € N tal que d(x,,x) < € para n > n;, y como también x, — 2/,

existe un ny € N tal que d(z,, ') < € para n > ny. Sea n := max{ny, no}, de modo que
d(z,2") < d(z,x,) + d(z,, 2') < e+ e =d(z,2),

lo cudl es absurdo. O

Proposicién 3.3.2. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C IR"™. Entonces

S consiste de todos los puntos en IR"™ que son el limite de una sucesion en S.

Demostracién. Sea xz € IR" el limite de una sucesion (z,)°, en S, y sea € > 0. Por
la, definicién de convergencia, existe un n. € N tal que d(z,,x) < € para n > n; es
decir, z,, € B(x,¢€) para n > n.. En particular, B(z,€) NS es no vacio. Como € > 0 es
arbitrario, se concluye que = € S por la Proposicién 3.2.3.

Reciprocamente, sea =« € S. Por la Proposicién 3.2.3, tenemos

1
B(—,x) NS # 0 para cada n € N; existe asi, para cada n € N, algin z, € S
n

1 .
con d(z,,z) < —. Es claro que la sucesiéon (x,,)22 | converge a x. O
n

Corolario 3.3.1. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano. Entonces F C IR" es

cerrado si y solo si cada sucesion en F que converge en IR" tiene su limite en F.

Ahora definamos la continuidad de funciones de la forma siguiente.

Definicién 3.3.2. Sean (R",d,) y (R™,d,) dos espacios métricos euclidianos,
X C IR", y sea xg € X. Entonces f : X — IR™ se dice que es continua en xq Si,

para cada sucesion (x,)22, en X convergente a o, tenemos que lim f(z,) = f(zo).
n—oo

Las siguientes caracterizaciones se verifican.

Teorema 3.3.1. Sean (R",d,) y (R™,d,,) dos espacios métricos euclidianos, X C IR",

y sea xg € X. Entonces las siguientes equivalencias se verifican para f : X — IR™.
(i) [ es continua en xy.

(i1) Para cada € > 0, existe un § > 0 tal que d,,,(f(x), f(x0)) < € para todo z € X con

dn(z,z9) < 0.
(iii) Para cada € > 0, existe un § > 0 tal que (B(zy,0) N X) C f~HB(f(z0),€)).
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(w) Para cada N € Ny, tenemos que f~(N)NX es una vecindad relativa a X de
Zo-
Demostracioén.

(1) = (i7) : Supongamos lo contrario; es decir, existe un ¢y > 0 tal que, para cada
d > 0, existe un x5 € X con d,(xs,x9) < 0, pero d,(f(xs), f(xg)) > €. Para n € N,

sea x;, = w1, de modo que dn (2, z0) < ~ Y asi z], — x. Donde, sin embargo,

Ay (f (), f(:co)) > €y se verifica para todo n € N, esto es imposible puesto que
fla

f(zl) — f(xo), pues f es continua en .
(1) = (74i) : es Unicamente una repeticiéon de (ii).
=

(4ii) = (wv) : Sea N € N (z,). Por consiguiente, existe un € > 0 tal que B(f(z¢),€e) C N.
Por (iii), existe un 6 > 0 tal que

(B(xo,0) N X) C fH(B(f(w0),€)) € fH(N).
Esto implica que f~'(IN) N X es una vecindad relativa a X de z.

(4ii) = (7) : Sea (z,)5>; una sucesién en X con z, — zo. Sea N € Ny(,,) de modo que
FYN) € N,. Como =z, — wg, existe un ny € N tal que x, € f~(N) para n > ny;
es decir, f(z,) € N para n > ny. Como N € Ny, fue arbitrario, esto implica que

f@n) — f(xo). =

Definicién 3.3.3. Sean (IR",d,) y (R™,d,,) dos espacios métricos euclidianos y
X C IR". Entonces una funcion f : X — IR™ se dice que es continua en X, si

esta es continua en cada punto de X.

Observacién, Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano.
|d(z,y) — d(wo, )| < d(z,20) + d(y, Yo) (2, 20,9, Y0 € X), (3.1)
Demostracion. Fijamos x, xg,y,y0 € X, luego
d(z,y) < d(z,z0) + d(zo, yo) + d(yo,y)

y por lo tanto
d(x,y) — d(xo, y0) < d(x, z0) + d(yo, ).

Intercambiando el rol de x por zq, y por yy respectivamente, obtenemos

d(xo,y0) — d(x,y) < d(z,z0) + d(yo, y).
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Como consecuencia de (3.1) obtenemos que (IR")

2 se convierte en un espacio métrico

con la siguiente metrica

d((z,y), (@',y) =d(z,2') +d(y,y)  ((z,2),(y,9) € (R")?).

Otra consecuencia de (3.1) nos proporciona inmediatamente que d : (IR")? — R es

continua en (IR™)? respecto de d. O

Corolario 3.3.2. Sean (R",d,) y (IR™,d,,) dos espacios métricos euclidianos.

Entonces las siguientes equivalencias se verifican para f : IR" — IR™.

(i) [ es continua.

(ii) f~H(U) es abierto en R™ para cada subconjunto abierto U de R™.

(iii) f~HF) es cerrado en R™ para cada subconjunto cerrado F de R™.

Demostracion.

(i) = (ii) :

3.4.

Sea U C IR™ un conjunto abierto, de modo que U € N, para cada y € Uy
asi U € Ny para cada x € f~'(U). Por el Teorema 3.3.1(iv), concluimos que
Y U) € N, para cada z € f~1(U); es decir, f~1(U) es una vecindad de cada
uno de sus puntos y asi es abierto.

Sea FF' C IR™ cerrado, de modo que IR™ \ F es abierto. Como
R™ \ f71(F) = f~Y(IR™\ F) entonces debe ser abierto por (ii), se concluye
que f~1(F) es cerrado. Andlogamente, se prueba (iii) = (i1).

) : Si f satisface (i), este satisface de manera trivial el Teorema 3.3.1(i77) para cada

x € R". O

Compacidad para Espacios Métricos

Euclidianos

La nociéon de compacidad es una de las mas importantes en espacios métricos

euclidianos.

Definicién 3.4.1. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C R". Un

cubrimiento abierto para S es una coleccion U de subconjuntos abiertos de IR" tal que

Scl{U:Ueuy.
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Definicién 3.4.2. Un subconjunto K en el espacio métrico euclidiano (IR",d) es
llamado compacto, si para cada cubrimiento abierto U de K, existe un subcubrimiento

finito Uy, ..., U, €U tal que K CU;U---UU,.

La definicién 3.4.2 se escribe a menudo como:

Un conjunto es compacto si y sélo si, cada cubrimiento abierto
tiene un subcubrimiento finito.

Ejemplo. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, y sea S C IR" finito; es decir,
S ={x1,...,2,}. Seald un cubrimiento abierto de X. Entonces, para cada j = 1,...,n,
existe un U; € U tal que z; € U;. Se concluye que S C U; U --- U U,. Por consiguiente,
S es compacto. A continuacion estableceremos algunas propiedades de los conjunto
compactos.

Proposiciéon 3.4.1. Sea (IR",d) el espacio métrico euclidiano, y sea Y y X

subconjuntos de IR" tal que Y C X.
(i) Si X es compacto yY es cerrado, entonces Y es compacto.

(i) Si'Y es compacto, entonces este es cerrado y acotado.

Demostracién. Para (i), sea Y un cubrimiento abierto para Y. Como Y es cerrado,
la familia 4 U {X \ Y} es un cubrimiento abierto para X. Como X es compacto, este

tiene un subcubrimiento finito, i.e., existen Uy, ..., U, € U tal que
Xchhu---ulU,UuX\Y.

Tomando la interseccién con Y, vemos que Y C U; U ---UU,,.

Para (ii), sea * € X \ Y. Para cada y € Y, existe un ¢, §, > 0 tal que
B(xz,¢,) N B(y,d0,) = 0. Como {B(y,0,) : y € Y} es un cubrimiento abierto para
Y, hay yi,...,y, € Y tal que

Y C B(y175y1) u---u B(ynvéyn)
Tomando € := min{e,,, ...,€,, }, obtenemos que
B(J],E) ny C B(:L', 6) N (B(y1,5y1) U.--u B(ym(;yn)) = @

y asi B(z,e) C X \Y. Como z € X \ Y fue arbitrario, esto significa que X \ Y es
abierto.

Ahora veamos que sea acotado, en efecto, para cada y € Y consideremos la bola
B(y, 1), luego {B(y,1)} es un cubrimiento de Y y como Y es compacto, entonces
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existe un subcubrimiento finito {B(y;, 1)},_; tal que Y € UY_, B(y;, 1). Ahora tomemos
7 = Max;—1.... , ||y:|]| + 1. Solo falta probar que Y C B(0,r), en efecto, tome y € Y, luego
existe i € {1, ,p} tal que y € B(zi,1), luego lyll < lly — gill + 1]l < 1+ ll < 7.
Lo cual implica que Y es acotado. Il

Proposicién 3.4.2. Sean (R",d,) y (R™,d,,) dos espacios métricos euclidianos. Si

K C R" es compacto y f: K — R™ continua. Entonces f(K) es compacto en R™.

Demostracién. Sea U un cubrimiento abierto para f(K), entonces {f~'(U): U € U}

es un cubrimiento abierto para K, luego, por el Corolario 3.3.2, existen Uy,...,U, € U
tal que
K CfH(U)u---Uf(Uy)
y asi
f(K)cUyU---UU,.
Esto prueba lo pedido. O]

Teorema 3.4.1 (Teorema de Weiesstrass). Sean (IR",d,) el espacio métrico
euclidiano. i K C IR" es compacto y f : K — R continua. Entonces f alcanza su
minimo y su mdximo sobre K.

Demostraciéon. Veamos que f alcance su méximo sobre K, pues la demostracion para

probar que alcanza su minimo es similar. En efecto, como f(K') es compacto, entonces
f(K) es acotado. Tomemos M = sup,cf f(y), luego M < +o0. Para cada n € N, existe

1

un y, € f(K) tal que y, > M — —; es claro que M = lim y,,. Como f(K) es cerrado en
n n—o00

R, se concluye que M € f(K). Por consiguiente, hay un zo € K tal que f(zg) = M. O

Observacion, Todos los conceptos anteriores pudieron haberse introducido, usando
una estructura mas general llamada Topologia, en estos espacios topoldgicos el
concepto de vecindad es independiente de la existencia de una funcion de distancia. Al
introducir el concepto de espacio topoldgico el modelo adquiere una mayor generalidad,
los espacios métricos seran un caso particular de Espacio Topologico.

Teorema 3.4.2. Sea X C R". Los siguientes enunciado son equivalentes:

(i) X es compacto.

(ii) Cada sucesion en X tiene una subsucesidn convergente.
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Demostracién. ver [3] O
Recordemos que el grafico Gy de la funcién f : X — Y es el conjunto

Gr={(z,y) e X xY 1y = f(x)}.

Teorema 3.4.3. [Teorema del Grdfico Cerrado] Sea f: R" — IR™ una funcion,
tal que {f(x) :x € R"} C Y, siendo Y un subconjunto compacto de R™. Entonces f

es continua st y solo si su grdfico es un conjunto cerrado en IR"™ x IR™.

Demostracién. ver|3] O
Puede probarse que existen funciones con su grafico cerrado pero por fallar alguna de

las hipétesis del teorema no son continuas:

Ejemplo. Consideremos la funcion:

CN K

Puede observarse que su grafico es cerrado pero no es continua.

Teorema 3.4.4. 1. Si cada X; es un conjunto compacto, el producto cartesiano

[T2, Xi es también compacto.

2. Si cada X; es un conjunto convexo en R™ . el producto cartesiano [, X; es un
7 ) =1 ?

conjunto convexo en R™M T2t +nm,

Demostracién. ver [22], pag 210. O

3.5. Particion de la Unidad

A continuacién estudiaremos La particion de la unidad, la cual es una
herramienta indispensable para emplearlo en la demostracién del Teorema del punto
fijo de Kakutani.

Comenzaremos enunciando el Lema de Urysohn, no lo probaremos debido a que
este involucra argumentos muy desafiantes que hacen uso de material que no ha sido
cubierto en este trabajo. Sin embargo el enunciado del teorema es muy simple, y este

es un resultado extremadamente util.
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Teorema 3.5.1. (Lema de Urysohn) Sea X eY subconjuntos cerrados y disjuntos

de R" y sea [a,b] C R. Entonces existe una funcién continua: f : IR™ — [a b] tal que

VreX); flx)=ay (VyeY): fly)=0b.

Demostracién. (Ver [21], pdg. 237) O
En la definicién y trabajando con la particiéon de la unidad, necesitamos la siguiente
definicion, el cual serd muy empleado en la literatura econométrica.

Definicién 3.5.1. Si f : IR" — R, definimos el soporte de f, abreviadamente " Supp(f)”

por:

Supp(f) = fHRA\{0}) = {o € R" : f(z) # 0}

Definicién 3.5.2. Una coleccion A de subconjuntos de R" se dice que es localmente
finita si todo punto de R" tiene una vecindad que intersecta solo a un nimero finito

de elementos de A

Ejemplo. La coleccién de intervalos
A={(n,n+2):nelZ}
es localmente finita en el espacio topoldgico R. Por que 0 € R, B(0,1) N A # () para
n = 0.
Teorema 3.5.2. Sea A wuna coleccion localmente finita de subconjuntos de IR".

Entonces:
1. Cualgquier subcoleccion de A es localmente finita.

2. La coleccion B = {A: A € A} formada por las clausuras de los elementos de A

es localmente finita.

. | Ja=J4
AcA AcA
Demostracion. La afirmacién 1. es trivial. Para probar 2. vemos que cualquier abierto
U que intersecta al conjunto A necesariamente intersecta a A. Por lo tanto, si U es una
vecindad de x que interseca sélo a un ntumero finito de elementos de A entonces U
tiene, a lo mds, el mismo niumero de conjuntos de la coleccién B (podria intersecar

menos conjuntos de B dado que A; y A, pueden ser iguales aunque A; y A, no lo sean).
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Para demostrar la afirmacién 3., denotamos por Y la unién de los elementos de A dado

y=_J4

AcA

por:

En general, siempre se tiene | JA C Y. Probemos la inclusién inversa utilizando la
hipétesis de localmente finita. Sea # € Y y U una vecindad de z que intersecta
s6lo a una cantidad finita de elementos de A, A;,...,A,. Veamos que

ke € {1,....k} : 2 € A, C Usea A;. En efecto, supongamos lo contrario, el
k k

conjunto U \ UZi =UnN (U A;)¢ serfa una vecindad de x que no intersecta a ningtin
i=1 i=1

elemento de A y por consiguiente, no intersecta a Y, lo cual es una contradiccién con

el hecho de que z € Y. O

Para ver el significado de la parte 3.. Consideremos a la familia A dado por:

A = {{r}/r es un nimero racional ;0 < r < 1}, entonces

U A = {reR: r esun nimero racional ; 0 <r < 1}
AcA

Ja = [01]

AcA

Definicién 3.5.3. Sean K C IR", sea A un conjunto de indices y sea {fo : K — R}aeca
una familia de funciones de valores reales continua. Diremos que {f, : a« € A} es una

particion de la unidad, si y solo si, para cada o € A:
1. fo: K —[0,1]
2. La coleccion {Supp(f,) : a € A} es localmente finita; y

3. Para cada x € K :

> falz) =1

acA

(donde segquiremos la convencion de definir la suma arbitraria de ceros sea igual

a cero)

En este trabajo, generalmente estaremos interesados en particiones de la unidad, las
cuales estan subordinados a un cubrimiento abierto del espacio; donde definiremos esto

como sigue.
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Definicién 3.5.4. Sea {U, : a € A}, un cubrimiento abierto de K C IR", diremos
que la familia {f, : K — R : b € B} es una particion de la unidad subordinada (o
dominada) para {U, : a € A} sty sdlo si {f,: b € B} es una particion de la unidad, y

para cada b € B, existe a € A tal que el Supp(fy) C U,

El siguiente resultado nos proporcionarda un medio para establecer condiciones

suficientes para la existencia de una particion de la unidad.

Proposicién 3.5.1. Sea U = {U, : a € A} un cubrimiento abierto K C R". Entonces

existe un cubrimiento abierto {V, :a € A} de K, tal que ¥ a € A:

Ve C U,

Demostracién. (Ver [21], pidg. 294) O

Teorema 3.5.3. (Existencia de una particion de la unidad) Si {U, : a € A} es
un cubrimiento abierto localmente finito de K C IR", entonces existe una particion de

la unidad, {f, : a € A}, subordinado a {U, : a € A}.

Demostracién. Aplicamos la proposicion anterior 2 veces para obtener un cubrimiento
abierto localmente finito de K, {V, : a € A} y {W, : a € A} satisfaciendo, para cada
a € A,

W.CV,CV,CU, (3.2)

Entonces W, N (K \ V,) = () para cada a € A. Luego por el Teorema 3.5.1 (Lema de
Urysohn) existe una funcién continua; g, : K — [0 1] tal que:

(Vo € Wo)iga(z) =1y (Vo € (K\ Vo)) : ga(z) =0 (3.3)
De la segunda igualdad en (3.3), se concluye que:
0#{xeK:g,r)#0} CVy= Supp(gs) C Va4 C U,

Ahora, de la construcciéon de las funciones {g, : @ € A} y (3.2), es evidente que
{Supp(g.) : a € A} es un refinamiento de {U, : a € A} , y por lo tanto es
localmente finito. Ademds como {W, : a € A} es un cubrimiento abierto de K, se

concluye que para cada x € K, la funcion g definida por:

9@) =Y _ galx)

a€A
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es estrictamente positiva y continua (y esta bien definido). Por consiguiente, las
funciones f, definidas sobre K por:

7) — 9a()

son continuas y f, : K — [0, 1] para cada a € A, de esto se concluye, inmediatamente
de las definiciones, que para cada a € A,

Supp(fa) = Supp(ga) C Ua;

y asi, como {U, : a € A} es localmente finito, entonces {Supp(f,) : a € A} también es
localmente finito. Ademas de la definicién de los f, vemos que para todo = € S:

Y falr)=1. O

a€A

Mientras el teorema anterior es, en principio un resultado muy 1til, es conveniente
emplear este para establecer un teorema relacionado como sigue.

Teorema 3.5.4. Si K es un compacto yU = {U, : a € A} es un cubrimiento de K,
entonces existe un subconjunto no vacio A* de A, y existe una particion de la unidad
{fo : a € A*} tal que U* = {U, : a € A*} es localmente finita y {fs : a € A*} es

subordinado a U*.
Demostracion. Como K es compacto, existe un refinamiento localmente finito de U:
V={V,:be B}

Como V es un refinamiento de U/, sabemos que, para cada b € B, existe a € A, tal que
Vi, C U,. Asi, existe una funcién; g : B — A satisfaciendo:

(Vb S B) 'V, C Ug(b)
Definimos: A* = §(B), y la colecciéon W = {W, : a € A*} donde

W, = U Vi, para a € A*
bes~1(a)

Evidentemente ¥V es un cubrimiento abierto de K, y es un refinamiento de Y. Para
probar que W es localmente finita, sea x € K. Entonces existen una vecindad N de x
y {b1,...,b,} C B tales que:

Vb e B\{by,....b,} : NNV, =0
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Pero, si definimos

A, =0B(by,...,0,})

vemos que podemos escribir:
Az = B{ar, ., ap})
donde p < n. Ademds si a € A*\ A, entonces:
B7Ha) € B\{b1,ba, . ba});
Y asi se concluye que:
(Vae A\NA,): NNV, =10

y vemos que W es localmente finito. Ahora aplicamos el teorema anterior para obtener
una particion de la unidad subordinada a YV y notemos que se satisfacen las condiciones
deseadas. O]

3.6. Conceptos de Convexidad

Definicién 3.6.1. Un conjunto C C R"™ es convero si y solo si:

tr+(1—-tyyeC Vaye CyVitelol].

Definicién 3.6.2. Dado x € R" y C' C R", se dice que x es una combinacion convexa

de elementos de C, si existen: p € N, {t;}Y_, C [0,1] y {z;}l_; C C tal que
P P
T = Ztﬂi Y Zti =1.
i=1 i=1

Proposicién 3.6.1. Dado C' C R", C' es convexo si y solo si contiene todas las

combinaciones convezas de C'.

Demostracién. (Ver [8], pag. 1). O

Proposicién 3.6.2. S7 1 es un conjunto de indices cualquiera y {C;}icr es una familia

de conjuntos convexos de R™, entonces Cl es también un conjunto convexo.
’
icl

Demostracién. (Ver [§], pag. 2). O
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Definiciéon 3.6.3. Sea A C IR". Entonces la cdpsula convexa co(A) de A es la

interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a A.

Proposicion 3.6.3. co(A) es el conjunto de todas las combinaciones convezas de puntos

de A.

Demostracién. (Ver [8], pag. 2). O
Definicién 3.6.4. Diremos que A = {zg,x1,...,2,} se llama afin independiente si
Ag = {x1 — 20,09 — X0, ..., T, — X} es linealmente independiente

Observacién, Veamos las siguientes propiedades:
1. Si Ap es linealmente independiente, entonces
Ai = {Il — X4y X2 — Ty oo oy Tj—1 — Ljy Ljt1 — Ly oo o, Ty —l‘l}
es linealmente independiente para 1 < i <n
2. A={xg,x;,...,x,} es afin independiente,
co(A) =TT T
se llama n-simplejo.

3. 510<14y<i; <...<1p <n, entonces

Lig Ljy -+ Ty,

se llama una cara del simplejo Tg 21 ... x,

4. Todo punto = € Tgr;...T, tiene una unica representacién como

combinacion convexa de los puntos.

Lo, L1y Tn
5. Si A C IR" es compacto, entonces co(A) es compacto.

Definicién 3.6.5. Sea U : X — R una funcion definida en un subconjunto convexo X

de IR". Se dice que U es:
Cuasicéncava si para cada z, y € X con 0 < a <1
Ulax + (1 —a)y) = min{U(z),U(y)}
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Estrictamente cuasicéncava si para cada x,y € X conxz #y, 0 < a <1

U(ax + (1 —a)y) > min{U(z),U(y)}

Concava si para cada x,y € X con 0 < a <1

U(ax + (1 —a)y) > ald(z) + (1 — a)U(y)

Estrictamente céncava si para cada x,y € X conx #y, 0 < a <1
Ulax + (1 — a)y) > ald(x) + (1 — a)U(y)

Puede verificarse que una funcion ¢4 : X — R definida en un conjunto convexo X C R"

es cuasicéncava si el siguiente conjunto {z € X : U(x) >t} es un conjunto convexo.
Es decir si U(x) >t y U(y) > t entonces:
U(ax + (1 —a)y) > t,

Para todot € R, z, y € X con a € [01]. Si la desigualdades anterior es estricta para
todo x # y con a € (01) entonces U es estrictamente-céncava.

Teorema 3.6.1. Toda funcion concava es cuasiconcava y toda funcion estrictamente

concava es estrictamente cuasiconcava.

Demostraciéon. Sea U/ : X — R coéncava, consideremos z, y € X y definimos
m = min{U(x),U(y)}. Entonces:

U(ax + (1 —a)y) > ald(z) + (1 — a)U(y) > m, Ya € [0,1]

La segunda afirmacion se demuestra andlogamente. O
El reciproco de este teorema no es cierto, para ver esto considere la funcién U(z) = 23

ella es cuasiconcava, pero no es concava.

3.7. Funciones Semicontinuas

En muchas partes de la teoria microecondmica es posible reemplazar el supuesto
que el comportamiento de las funciones que aparecen en la teoria son continuas con
un supuesto mas débil denominada semicontinuidad. Esto no sélo permite que
ganemos generalidad en un sentido matemaético, si no también en muchas aplicaciones
econémicas. En esta seccion, definiremos la semi-continuidad superior e inferior

para funciones reales como sigue.
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Figura 3.1: Funciones Semicontinuas Superiormente, la bola llena indica f(zo)

o

Figura 3.2: Funciones Semicontinuas Inferiormente, la bola llena indica f(zo)

Definicién 3.7.1. Sea f : X — R, donde X C R" es un subconjunto no vacio. Diremos
que [ es semicontinua superior (s.c.s.) en xg € X si y solo si, se verifica que: para

cada € > 0, existe un d > 0 tal que:
(Vx € B(x0,0) N X) : f(x) < f(x0) +€

Decimos que f es semicontinua superior sobre X, si y solo si, f es semicontinua

superior en cada x € X.

Definiciéon 3.7.2. Sea f : X — R, donde X C R" es un subconjunto no vacio. Decimos
que [ es semicontinua inferior (s.c.i.) en xo € X si y sdlo si, se verifica que: para

cada € > 0, existe un § > 0 tal que:
(V2 € B(x0,0)NX) : f(x)> f(xo) —€
Decimos que f es semicontinua inferior sobre X, si y solo si, f es semicontinua

inferior en cada x € X.

Proposicién 3.7.1. Sea f: X — R, donde X C R" es no vacio. Entonces [ es s.c.s.

sobre X si, y solo si, para cada nimero real a € R, el conjunto L, el cual es definido
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como:
Lo=f"(-o0,a) ={x€X: f(x)<a}
es un conjunto abierto relativo a X .

Demostracion. Supongamos primero que f es semicontinua superiormente, sea a € R,

y sea x* € L, arbitrario. Entonces

f(x*) <a (3.4)
de modo que, si definimos € por:
- fx)
2
vemos que € > 0. Como f es semi-continua superiormente, existe un ¢ > 0 tal que:
(Va € B(x"6)NX): f(x) < f(x*) +e= %(X) (3.5)
Sin embargo, por (3.4), vemos que %(X) < a; y asi se concluye de (3.5) que:

(VzeBx,0)NX): f(x)<a,

y asi
B(x*, )N X C L,.

De esto se concluye que L, es un abierto relativo para X.

Supongamos ahora que, para cada a € R, L, es un abierto relativo para X, sea x* € X
arbitrario, y sea € > 0 dado. Definiendo

a= f(x*) +e (3.6)

vemos que X* € L,; de modo que, como L, es un abierto relativo para X, se concluye
que existe o > 0 tal que:
B(x*,0)NX C L,.

De las definiciones de L, y a, podemos concluir que:
(VzeBx,0)NX): f(x) <a.
m
Corolario 3.7.1. Sea f : X — R, donde X C R" es no wvacio. Entonces f
es semicontinua superiormente sobre X si, y solo si, para cada nimero real a € R,

el conjunto U, definido por:
Ua=f"'(a,+oo]) ={x € X : f(x)>a}
es cerrado relativo para X.
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Demostracién. Ver [19], pag. 138. O

Corolario 3.7.2. Sea f : X — R, donde X C R" es no wvacio. Entonces f
es semicontinua inferiormente sobre X si, y solo si, para cada nimero real a € R,

el conjunto U, definido por:
Us=f"(Ja,+o0]) = {x € X : f(x)> a}

es abierto relativo para X .

Demostracién. Ver [19], pag. 138. O

Corolario 3.7.3. Sea f : X — R, donde X C R" es no wvacio. Entonces f
es semicontinua inferiormente sobre X si, y solo si, para cada nimero real a € R,

el conjunto U, definido por:
Lo=f"(-o0,a)) ={x€X: f(x)<a}

es cerrado relativo para X .

Demostracién. Ver [19], pag. 138. O

Proposicién 3.7.2. Sea X C R", y f; : X — R semicontinua superiormente en x* € X
para i =1,...,n. Entonces la funcion
f: X — R
x — f(x)= m;fixfi(x) para x € X
es s.c.s. en x*

Demostracion. Sea € > 0 dado. Como cada f; es semi-continua superiormente en x*,
se concluye que para cada i existe un d; > 0 tal que:

(V2 € B(x*,6) N X) : fi(x) < fi(x*) +e. (3.7)

Definamos 6 = min{dy,...,0,}, y sea x € B(x*,J) N X arbitrario. Sea
ke{l,...,n} tal que

fe(x) > fi(x) para 1=1,...,n,

tenemos por (3.7) y de la definicién de f, que:
f(x) = fu(x) < fulx") +e< f(x*) +e

Como x € B(x*,§)N X fue arbitrario, se concluye que f es semicontinua superiormente
en x*. ]
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Teorema 3.7.1. (Teorema de Separacion Fuerte.) Sea ) # A, B C IR" conjuntos
convexos con AN B = 0, sea ademds A cerrado y B compacto. Entonces, existe una

uncion lineal continua f: IR" - R y ay,as € R, tales que
Y

fl@)<ag <as < fly), Vxe A VyeB.

Demostracién. (Ver [3], pagina 207 6 [20], pagina 264.) O
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Capitulo 4

Correspondencias

Introduciremos el concepto de correspondencia, y definimos su inversa superior e
inferior asi como también definimos diversos tipos de continuidad para correspondencias,
también presentamos algunos teoremas que las relacionan y que nos seran de utilidad

en los subsiguientes capitulos.

4.1. Definiciones Previas

Definicién 4.1.1. Sean (R",d,,) y (IR™,d,,) dos espacios métricos euclidianos, se dice
que ¢ es una correspondencia' de IR" en IR™, si para cada v € IR"™, ¢ asocia un
conjunto p(x) C IR", el cual eventualmente puede ser vacio, la cual denotaremos por
0 :R"=R" o0 p:R" — 28",

Ahora consideraremos algunos ejemplos, desde nuestro punto de vista interesantes, de
correspondencias.

Ejemplo. (Funcidn Inversa.) Sea f : X — Y una aplicacion de X C R" en Y C IR™.
Como para todo y € R™, f~'(y) = {x € X : y = f(z)} es un subconjunto de IR",
entonces f~!: IR™ — IR™ es una correspondencia.

Ejemplo. (Programacién Lineal.) Sea A una matriz de orden m x n. Para todo
b € R™ definimos I'(b) como el poliedro de R”

I'b)={zeR": Az <b}

'En inglés se usa este concepto de correspondencia como sinénimos, las expresiones
correspondence, point-to-set map y multivalued map; en francés fonction multivogue e

multiapplication y en alemédn Mengenwertige Abbildung.



Entonces I' : R™ — R"™ es una correspondencia.

Ejemplo. (Subdiferencial de wuna Funcién Convexa.) Veamos una
aplicacién en andlisis convexo. Sea f : R" — R|J{+oo} una funcién convexa y
xe€dom(f)={z€R: f(z) < +4oc}. Diremos que z* € IR" es un subgradiente de f

en x si:
fle)+(y—z,2") < fly), VyelX.
donde (,-) es el producto interno euclidiano.

Denotaremos por df(x) C X* al conjunto de todos los subgradientes de f en x € R",

es decir que
Of () ={z" € X*: fla)+(y—x,2") < fly), VyeX}

De ahora en adelante df sera llamado como subdiferencial de f en z € IR". Entonces
Jf es una correspondencia.

Como ilustracién veamos el siguiente caso particular, sea

f R — R

z — f(z)=|z]
donde el subdiferencial de f en 0, es:

OF(0) = {€ €R: f(z) = f(0) + (&, —0), V& € R}

£(x)=|x| af

-1

Figura 4.1: La subdiferencial de una funcién convexa como una funcién de argumento x.

de donde obtenemos:
lz| > (&, ) VrzeR

|| > & = Ee[-1,1].

por lo tanto, df(0) = [—1, 1].
Ejemplo. (Microeconomia.) Un consumidor es un agente individual (un
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individuo en sentido estricto, o una familia) que toma decisiones de consumo.
Supondremos que hay un nuimero finito m de consumidores, que
distinguiremos con el subindice 1 = 1,2,...,m.

El conjunto de eleccion del i-ésimo consumidor esta construido por un conjunto
X; C R" de consumo posibles. Un consumo posible (o un plan de consumo)
es un vector n-dimensional del espacio de mercancias R"”, y lo representaremos
por x; = (T, %2, ..., Tip). El elemento z;; de este vector describe la cantidad de
mercancia k consumida por el i-ésimo consumidor. Cada plan de consumo
especifica ciertas cantidades de bienes y servicios consumibles, asi como ciertas
cantidades de factores productivos que el consumidor puede ofertar (diversos tipos de

trabajo).

El conjunto de todos los consumo posibles para el i-ésimo consumidor X; C R" se
denomina conjunto de consumo, la forma mas sencilla de modelar estos conjuntos
es identificando los planes de consumo con vectores no negativos. Se trata de tomar
X; = R%, de modo que un plan de consumo es posible para un consumidor si y sélo si

esta constituido por cantidades no negativas.

Este supuesto facilita notablemente la discusion del comportamiento del
consumidor por tres razones:

1. Porque R} es un conjunto con buenas propiedades operativas (en
particular es un conjunto no vacio, cerrado, convexo y todas sus componentes

son acotadas inferiormente);

2. Porque todos los consumidores tienen idéntico conjunto de consumo, de modo
que lo que les diferencia son sus formas de valorar las distintas alternativas y sus
dotaciones de recursos;

3. Porque los problemas de optimizacién con restricciones de no

negatividad son tratables con procedimiento mas sencillos

Diremos que M; € R representa la riqueza del i-ésimo consumidor (i = 1,2,...,m).

Representaremos los precios de las mercancias mediante un vector de R”,
p = (p1,p2,---,Pn), de modo que el coste de adquirir un vector de mercancias

x; = (¢, Ti0, - . ., Tin) vendra dado por:

(p,x;) = Z DkZik-
k=1

Dado un vector de precios p € R" el i-ésimo consumidor podra adquirir todas aquellas

cantidades de mercancias que no cuesten mas que su riqueza M;. Diremos asi que un
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plan de consumo x; es accesible para el i-énimo consumidor a los precios p si px; < M;.
El conjunto

Bi(p, M;) = {x; € X;: (p,x;) < M;}

se denomina conjunto presupuestario, y describe aquellos planes de consumo que el
1-ésimo consumidor puede pagar, cuando su riqueza es M; y los precios del mercado
vienen dados por el vector p. Suele denominarse par precio-riqueza al vector
(p, M;) € R™! que define la restriccién presupuestaria. Al escribir el conjunto
presupuestario como 3(p, M;) estamos indicando que este conjunto varia con los precios

y la riqueza.

Por lo tanto, 5;(p, M;), es una correspondencia.
Ejemplo. (Optimizacién.) Sea f : IR" — IR una funcién y sea A C IR". Sabemos
que:

x* € argmax f(x) < f(z*) = méjc f(x)
€A z€

es decir, x* es el valor que optimiza la funcion f sobre el conjunto A. Entonces la

aplicacién que lleva A C IR" en arg max f(z) es una correspondencia.
TEA

Veamos el siguiente caso particular, sea:

f: R — R
r — f(z)=2%

Si A = [—2,2], entonces f alcanza su méximo valor en z* = {£2} sobre A, de modo
que

argmax f(x) = {—2,+2}
z€A

Definicién 4.1.2. Sea ¢ : R" = IR™, donde X e Y son conjuntos no vacios. Definimos

los conjuntos:

1. Domanio de p, como

dom(p) = {x € R" : p(x) # ¢}

se llama dominio de la correspondencia.
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2. Grdfico de ¢, G, C IR" x IR™ por:

Go ={(z,y) e R" xR™: y € ()}
3. Imagen de U bajo ¢, p(U), para U C IR" por:

p(U) = Jelz)

zeU

4. Inversa superior de ¢, como la correspondencia ¢* : 28" = IR™ definida por:
e'(A) ={z € R": p(x) C A} para A C R™

5. Inversa inferior de ¢, como la correspondencia p* : 28" = IR"™ definida por:
O (A)={z e R": p(z) N A# ¢}, para ACR™

Observacion, De las definiciones anteriores se puede deducir:

Lo¢"(¢) ={z € R": p(z) = ¢}

2. p(¢) = ¢

3. Sfp(x) # ¢, VaxelR"entonces p*(B) C ¢*(B) V BCR"

4. 51 f + X — Y es una aplicaciéon donde X C IR" y Y C IR™, la cual

puede ser considerada como una correspondencia ¢ : IR" = IR™ definida por

o(z) ={f(2)}, Vo € X y ¢(z) =0, Vx ¢ X, entonces se cumple evidentemente:
#"(B) = ¢(B) = ["{(B) VBCR"

Teorema 4.1.1. Sea ¢ : IR" = IR™ una correspondencia, A C R™ y A;, © € I, una

amilia de subconjuntos de IR™. Entonces se cumple:
9)

1. [@"(A) ]9 = ¢"(A%)

o BN
RS _
z N S
D =
= &
N S
D —
o _
N =
N N——
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6. ()9 (A:) = " (ﬂ Ai)
iel i€l
donde [ ¢"(A)]“ ="\ p*(4) y A =R™\ A
Demostraciéon. Se cumple las siguientes implicaciones:
Lz eR"\p"(A) & p(r) £ As p(@)N(R™\A) # ¢ &z € (R A).
2. € R"\ ¢! (A) e pr)NA=9¢ < plr) CR"\ Az p(R™\ A)
3. x € Ugo“(Ai) < () C A;, para algun ig € I entonces,
o(x) C UAZ' S x et <UAl)
iel icl
4. x € U O (A;) < p(z) N Ay, # ¢ para algiin ig € 1

@(p(x)ﬂUAi#¢<:>x€goé<UAi>

el iel

i€l

5. x € ¢ (ﬂ Ai) < p(x)N (m Ai) # ¢ entonces,

pa)N Ai#oNViclere()e (4A)

el

6. xGﬂgp“(Ai)@gp(x)CAi Viel

i€l i€l

<:>g0(x)CmAi<:>x€g0“<mAi>. O

Teorema 4.1.2. Sea ¢ : R" = IR™ una correspondencia no vacia, entonces:
1. VCp'e(V)), YV CR",

2. p(et(W)) c W, VW c R™.

Demostracién. .
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1. Sea V' C IR" cualquiera. Sabemos que ¢(V') = |,y ¢(v), entonces

) Cp(V) YveV

entonces
b € p*(p(v))
2. Sea W C IR™ cualquiera, sabemos que p(¢"(W)) = U o(x), luego si
zEpH (W)
x € p"(W), entonces p(x) C W, por lo tanto
U plz) C W
zEPH(W)
luego p(*(W)) C W VW C R™. O

4.2. Semi-continuidad de Correspondencias

Antes de estudiar las definiciones de semi-continuidad es conveniente recordar:

Sabemos que U es una vecindad del punto x € IR", si y solo si existe un V abierto de
IR" tal que x € V C U. Generalizando este concepto:

Sea Z C IR", decimos que U es una vecindad de Z si y solo si, existe V' abierto en
IR" tal que Z C V C U. Cualquier V abierto para el que Z C V se llama vecindad
abierta de Z. Emplearemos muchas veces la notacién N para la familia de todas las
vecindades de Z.

Definicién 4.2.1. La correspondencia ¢ : IR™ = IR™ se dice que:

1. Semicontinua superiormente (s.c.s.) en xy € R", siy solo si, para cada

vecindad, V' de p(xo), eziste una vecindad N de xq, tal que:

(VzeN):px)CV

2. Semicontinua inferiormente (s.c.i) en xy € R", si y solo si, para cada
subconjunto abierto V- de R™ tal que p(xo) NV # 0, existe una vecindad N de x
tal que

VzeN):px)NV £0

3. Continua en xo € R", sty solo si es a la vez s.c.s y s.c.i en xy.
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La correspondencia ¢ se dird que es s.c.s. sobre un subconjunto, A, de IR", si y solo
si este es s.c.s en cada punto x € A; si A = IR", simplemente diremos que ¢ es s.c.s.
Emplearemos una terminologia similar para la correspondencia s.c.i. y correspondencias

continuas.

Ejemplo. Si D C R™ y ¢(x) = D,V z € R", entonces ¢ : IR" = IR™ es continua. En

consecuencia toda correspondencia constante es continua.

Ejemplo. Sea

2% Vr e [0,2]
1] ,Vze]2,3]
1] ,Vx €]3,4]

V¢ [0,4]

x?
1
2

[~
p(z) = {
0

Entonces ¢ : IR = R es en x = 2 s.c.s. pero no s.c.i. En z = 3, ¢ es s.c.i. pero no s.c.s.

7

L b N

Figura 4.2: Gréfica de una correspondencia s.c.s. pero no s.c.i.

Ejemplo. Sea f : S — T donde S C IR" y T" C IR™. Si definimos ¢ : R" = IR™
mediante p(x) = {f(x)} para xz € S'y p(x) = () para x ¢ S, entonces ¢ es s.c.s. en un
punto xg € S si y solo si, f es continua en xy € S

Ejemplo. Sea ¢ : X — R una funcién y ¢(x) : IR™ = R una correspondencia definida
por ¢(z) =] — oo, p(x)],Vr € Xy o(x) =0,V ¢ X, donde X C IR". Entonces se

cumple que:
a) ¢ :IR" =3 Resscs. enz € X siysolosiyess.cs. enz e X.

b) ¢ :IR" =ResscienZ € X siysolosityess.cienzé€ X.

Solucion.



a) Sea € > 0 cualquiera. Entonces g =] — 00, 1(Z) + €[ es un abierto tal que ¢(z) C g.
Como ¢ es s.c.s. en T, existe una vecindad U de z, tal que ¢(z) =] — o0, ¥(z)] C g,
YV x € U. Por consiguiente se cumple:

(x) <(z)+e Vzel.
En consecuencia 1 es s.c.s. en .
Probemos ahora el reciproco, Sea g un conjunto abierto con
¢(z) =] — 00,9(7)] C g.

Entonces, existe un € > 0, tal que | — 00,9(Z) + €[C ¢g. Como 7 es s.c.s. en Z,
existe una vecindad U de z, tal que ¥(x) < ¢¥(Z) + €, ¥V x € U. Por consiguiente
se cumple:

y ¢ es s.c.s. en .

b) Sea e > 0 cualquiera. Entonces g =] — 00,9 (Z) — €[ es un abierto con ¢(z)Ng # 0.
Como ¢ es s.c.i., existe una vecindad U de T, tal que ¢p(z) Ng # 0,V x € U. Por
consiguiente se cumple: ¢ (x) > (Z) — ¢, Vx € U.

En consecuencia 1 es s.c.i. en T.
Probemos ahora el reciproco, Sea g =] — 00, 9(Z) — €] un conjunto abierto con

o(z) Mg # 0.

Como ) es s.c.i., existe una vecindad U de Z tal que ¢(x) > ¥(Z) — ¢, Vo € U.
Por consiguiente se cumple: ¢(z) N g # (), Vo € U. Entonces ¢ es s.c.i. en .

Teorema 4.2.1. Sea ¢ : R" = IR™ una correspondencia, los tres enunciados siguientes

son equivalentes.
1. ¢ es s.c.s.
2. Para cada subconjunto abierto, V.C R™ o*(V) es abierto de R™.

3. Para cada subconjunto cerrado, F C R™, ¢*(F) es cerrado de IR™.

Demostracién. Probemos las siguientes implicaciones:
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1. (1) = (3). Supongamos que ¢ es s.c.s. y F* C IR™ un subconjunto cerrado.

Sea z € R™\ p*(F), entonces x ¢ ¢*(F), luego p(x) N F = (), esto implica que
o(z) € FC. Como F¢ es abierto en R y ¢ es s.c.s., existe una vecindad N de
z, tal que: (Vy € N) : ¢(y) C FC, entonces (Vy € N : p(y) N F = . Esto implica
que (Vy € N) :y ¢ ¢*(F), entonces N C (IR™\ ¢*(F)), con lo cual hemos probado
que R™ \ ¢*(F) es abierto y asf o(F) es cerrado de IR".

2. (3) = (2) Supongamos que ¢ satisface la condicién (3) y sea V. C IR™
un subconjunto abierto, donde se concluye por el Teorema 4.1.1 1. que
o' (VE) = (R™\ ¢*(V)) y por la condicién 3. tenemos que IR"™ \ o*(V) es cerrado
y ai ¢*(V') es abierto de R".

3. (2) = (1) Supongamos que ¢ satisface la condicién (2) y sea z € R", y V una
vecindad de ¢(x). Por la condicién (2) tenemos que ¢* (V') es una vecindad de x
y como (Vy € ¢*(V)); p(y) CV, esto implica que ¢ es s.c.s. en z. ]

Teorema 4.2.2. Sea ¢ : R" = IR™ una correspondencia, los tres enunciados siguientes
)

son equivalentes.

1. ¢ es s.c
2. Para cada subconjunto abierto V. de R™, @*(V') es abierto de IR".

3. Para cada subconjunto cerrado F' de R™, o*(F) es cerrado de IR".

Demostracién.

1. (1) = (2). Sea V' C IR™ un subconjunto abierto y tomemos x € ¢*(V) arbitrario.
Entonces p(z) NV # () como ¢ es s.c.i., existe una vecindad N de x, tal que
o(y)NV # 0,V y € N. Entonces y € ¢*(V), Vy € N. Por consiguiente N C *(V),
Va € ¢f por lo tanto p*(V) es abierto.

2. (2) = (3) Sea F' C IR™ un subconjunto cerrado, entonces F© es abierto y por el
Teorema 4.2.2 (2.) tenemos que ¢‘(F°) es abierto, por el Teorema 4.1.1, tenemos
[ (F9)] = [¢"(F)], entonces [¢"(F)] es abierto y por lo tanto ¢*(F) es cerrado.

3. (3) = (1) sea x € IR"™ arbitrario. Veamos que ¢ es s.c.i en z: Sea V' un conjunto
abierto tal que ¢(z) NV # 0 entonces x € p(V), y como V es abierto, entonces
VY es cerrado. Por el Teorema 4.2.2 (3.) tenemos que ¢* (V) es cerrado, por el
Teorema 4.1.1 [p*(V)]¢ = [p*(V7)], entonces [¢*(V)]¢ es cerrado, por lo tanto
©*(V) es abierto, y como x € ¢*(V), entonces, existe una vecindad N de z tal
que N C ¢*(V). Sea y € N arbitrario, entonces y € ¢*(V), Vy € N. Entonces
e(y) NV #£10, Yy € N por lo tanto ¢ es s.c.i.. O
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Por la definicion de s.c.s. de ¢ : IR" == IR™ nos lleva a lo siguiente: ¢ es s.c.s. en
x € R", siy solo si, para cada vecindad V' de ¢(z), existe una vecindad N de x tal que:
o(y) CV,Vy e N, siy solosi (segtin la definicién de "), y € o*(V), Vy € N, siy
solo si, N C p*(V).

Y como V es abierto, entonces, ¢*(V') es abierto. Entonces ¢*(V') es una vecindad de

x.

Es decir; ¢ es s.c.s. en o € IR" si para toda vecindad V' de ¢(z) se tiene que (V') es
una vecindad de x y con ello hemos obtenido una nueva propiedad que llamaremos PS.

De igual manera, si ¢ es s.c.i. en z € IR", entonces, para cada abierto U C IR™, tal
que p(z) NU # (), existe una vecindad N de = tal que (V y € N): o(y) NU # 0,
entonces y € ¢*(U), V¥ y € N, entonces N C ¢*(U), y como U es abierto, entonces, por
el Teorema 4.2.2 (2.) ¢*(U) es abierto en IR", entonces ¢‘(U) es una vecindad de .

Es decir, p es s.c.i. en & € IR" si para todo abierto U tal que p(z0)NU # () se verifica que
¢*(U) es una vecindad de x, y con ello hemos obtenido una nueva propiedad llamado
PI de s.c.i., es decir, sea ¢ : R" = R™

PS: ¢ ess.cs. enz € IR siy sélo si, para toda vecindad V de () se tiene que
©*(V) es una vecindad de z.

PI: pess.ci enxz € IR" siy solo si, para todo abierto U C IR™ tal que ¢(x)NU # ()
se tiene que ¢*(U) es una vecindad de z.

Teorema 4.2.3. Sea S C IR" un conjunto compacto, ¢ : R" = IR"™ s.c.s. y sea p(z)
compacto, ¥ x € S. Entonces p(S) es también compacto.

Demostracién. Sea {G;}ic; un cubrimiento abierto de ¢(S) = U o(z). Entonces

zeS
{G}ier, es también un cubrimiento abierto de ¢(z),V z € S. Como ¢(x) es compacto,

existe para cada z € S un subconjunto finito I, de I, tal que p(z) C U G; = G, como
i€ls
G, es abierto, ¢ es s.cs. y € ¢*(G,),¥Y z € S, la familia {¢*(G,) : x € S} es un

cubrimiento abierto de S. Como S es compacto, existe un conjunto finito

{z1,29,...,2,} C S, tal que S = U ©"(G,,). De esto se deduce que:
i=1
p(S) C o (UW(%)) c | Jele"(Ga)),
i=1 i=1

Por el Teorema 4.2, se cumple en consecuencia

p(S) C UGm :U U Gi | = UGi,
i=1 i=1 \i€ly, ics
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donde S = lei Por consiguiente {G,};cs, es un subcubrimiento finito del cubrimiento

abierto {G;};; 1 de ¢(S). En consecuencia ¢(5) es compacto. O
No es posible, sustituir en el teorema 4.5 s.c.s por s.c.i, lo que nos muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo. Sea ¢ : IR = R, definida por

( 1
[0,—1 , 0<zx<1

o(x) =
{0y , =0

0 , oz ¢10,1]

@ es s.cd. y p(x) es compacto Vx € [0 1]. Sin embarco (][0 1]) = R4 no es compacto
(ver figura 4.3).

-

N

" ‘:::?\\“‘

c:lv

Figura 4.3: Gréfica de ¢(x)

4.3. Correspondencias Cerradas

Para muchas aplicaciones, aparte de las correspondencias inferiormente o
superiormente continuas, son también muy utiles las asi llamadas correspondencias
cerradas

Definicién 4.3.1. Sea ¢ : R" = IR™ una correspondencia. Decimos que ¢ es cerrada,
s%

G, ={(z,y) e R" xIR™: y € p(x)} es cerrada en IR™ x IR™.
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Notemos que si ¢ es cerrada e § € ¢(Z), entonces, como (IR" xIR™)\ G, es abierto, existe
una vecindad U de Z, y una vecindad V' de g, tal que (Ux V)G, =06 (U)NV = 0.

Usamos esta propiedad, para definir el concepto de una correspondencia cerrada en un

punto.

Definicién 4.3.2. La correspondencia ¢ : IR" = IR™ es cerrada en Z, si para todo
g & o(T) existe una vecindad U de T y un vecindad V de g, tal que o(x)(\V = 0,
Ve eU.

Como consecuencia de esta definicién tenemos:

a) ¢ :IR" = IR™ es cerrada si, y sélo si, ¢ es cerrada en todo punto de = € IR".

b) Si ¢ es cerrada en T, entonces ¢(Z) es cerrado. Eso es porque, si gy € IR™ \ ¢(7),
entonces existe una vecindad V' de g, tal que (z)NV =06V C R™\ ¢(Z). Por
consiguiente IR™ \ ¢(Z) es abierto.

Observacién, Podriamos preguntarnos ?’qué relacién existe entre correspondecia
cerrada y correspondencia continua?. En realidad, tenemos que:

1. Si ¢ es cerrada en Z, entonces por lo general ¢ no es ni s.c.s. ni s.c.i. en T. Esto
se ilustra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo. Sea X =Y =R, y sea
r:+-x —Y
Y v x # 07

z = 0.

r — D(z)=

oK |+

Y

una funcion cerrada, debido a que el Gr es cerrada. Pero la funcién I' no es

continua en 0, y es por eso que no es s.c.s. ni s.c.i.

Al revés una correspondencia continua en Z, generalmente no es cerrada en .

2. Si @ es continua en Z, entonces por lo general, ¢ no es cerrada en x, como en el
siguiente ejemplo

Ejemplo. Si G C IR™ es abierto y I'(z) = G, V x € IR", entonces I" es continua.
Sin embargo, como G es abierto, en ningin punto x € IR", I" es cerrada.

Sin embargo es posible, establecer relaciones entre correspondencias semicontinuas

superiormente y correspondencias cerradas, como se muestra a continuacion.
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Teorema 4.3.1. Sea I' : IR" — IR™ una correspondencia. I' es cerrada en z, si I' es
s.c.s. en T y I'(Z) es cerrado.

Demostracién. Sea y ¢ I'(z). Como I'(Z) es cerrado, existe una vecindad V' de y y
un conjunto abierto G, tal que

I'z)cG, GNV=0 (xx)
Como I' es s.c.s. en 7, existe una vecindad U de z, tal que I'(U) C G.
De esto y de (xx) se deduce que T'(U) NV = (). Por consiguiente I" es cerrada en z. [J
Siless.ci.enzyI'(Z) es compacto 6 cerrado, entonces generalmente I" no es cerrada

en z. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo. Sea X =Y =Ry I'(z) =[-2,2], V2 #0, I'(0) = [-1, 1].
¥

-

e

Entonces I' es s.c.i. pero no es cerrada en 0.

Teorema 4.3.2. Sea I' : R" = IR™ una correspondencia y sea X C IR"™ un conjunto

compacto. Entonces

i) es scsen X
I' es cerrada en X +—

it) T'(z) es cerrado Vo € X

Demostracién. (<) El Teorema 4.3.1(a) implica que I' cerrada en X.

(=) Probemos por contradiccién, es decir 3 zg € X tal que I' no es s.c.s. en z.

Si T no es s.c.s. en g, entonces existe V' € Np(y,) de manera que VU € N, 3z €U
tal que I'(Z) ¢ V luego podemos escoger

Uy, GNxO, dx, €U F(ZL’k) ¢ Vv

g€ U'(@r) g €V, VkeN



Como X \ V C X es cerrado y X compacto, entonces X \ V es compacto. Luego,
por construccién {g,} C (X \ V), entonces 3 {gx,} C {#}, 37 € (X \V) tal que
U, =y &V,

Sin perdida de generalidad podemos tomar los Uy, € V(x) acotados y Ty, — xo, luego
(Zk;» Ur;) — (20,%), como I'(wg) C V y § ¢ V, entonces § ¢ I'(xg) esto implica que
(x0,y) ¢ G(I') contradiciendo al hecho que I' es cerrada en zy (=<). O

Teorema 4.3.3. Sean I' : IR" = IR™ wuna correspondencia y T € IR". Entonces: T es
cerrada en T sty solo st ( x, — Z, yn € ['(xy,) €y, — y implica que y € T'(Z) ).

Demostracién. Necesaria. Sea x,, — T y y, — ¥, supongamos que § & I'(z,).
Como I es cerrada en 7, existe una vecindad U de z y una vecindad V' de y tales que

(U x V)N Gr = 0. Luego existe un ng tal que (z,,y,) € U x V, ¥ n > ng. Por lo tanto
(Tn, Yn) € Gr, ¥ n > ng; es decir, y, € I'(z,), V n > ng, lo cual es absurdo.

Suficiente. Supongamos que I' no es cerrada en z. Entonces existe un y ¢ I'(Z), tal que
para toda vecindad U de T y toda vecindad V de  se cumple que T'(U) (V' # 0. Luego,

1 1
para todo n € N, existird un punto x,, € B (E, —) y un punto y, € B (gj, —) N (xy).
n n

Entonces se cumple que x, — Z, y, — ¥, yn € ['(x,), V n € N, luego, la hipdtesis
implica que g € I'(Z), lo cual es absurdo. Il

Proposicion 4.3.1. Supongamos que Z es un subconjunto no wvacio y cerrado de
R" xR™ Si f: 72 — R"esscs.,enZ, yg: X — R" es s.ci., en ¥ € X,

entonces la correspondencia ¢ : IR" = IR™ definida por:

pr)={yeR":(z,y)€Z y flz,y)>g(@)}
es cerrada.

Demostracién. Sea y* € IR™ \ p(z*). Si (2%, y*) € Z, entonces, como Z es cerrado,
existen vecindades U de z* y V de y* tales que

UxVCR xR\ ZC[R"xR"\G,

Pero, si (z*,y*) € Z \ G,, en este caso la definicién de ¢ implica que existen
j€{1,2,...,n} tal que

fi(@®,y") < g;(a”)
Definiendo € = g;(z*) — f;(z*, y*), entonces se concluye de la s.c.s. de f;, la existencia
de vecindades Uy de z* y V' de y* tales que:
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(¥.y) € [0 x VI 2) : filay) < filasy) + 5 (4.1)

Mientras que la s.c.i. de g;, implica que existe una vecindad, U de z* tal que:

€

(Vo € Uy(x™)) : gj(x) > gj(z*) — 5 (4.2)
asi, si definimos U = U;[|Uy, se concluye de (4.1) y (4.2), que, para
(z,y) € [UxV]NZ

* ok € f x*7y* +g x* * €
fla) < ety + 5 = DI EBE) gy € gy

y por lo tanto (z,y) ¢ G,. Por supuesto que también se cumple que

(V(.%,y) S [U X V]\Z) : (IL’,y) gg‘{’

y asi se obtiene que
UxV C []RnX]Rm]\ggoa

lo cual implica que ¢ es una correspondencia cerrada. Il

Teorema 4.3.4. (Berge) Si ¢ : R" = R™, ¢ : R" = R™, y z € R" son tales que
© es s.c.s. en z, p(z) es compacto, y 1 es cerrada en z, entonces la correspondencia

¢ :R" = R"™ definida por:
O(z) = ¢(x) NY(x) para z € R"

es s.c.s. en z, y ®(z) es compacto.

Demostracién. Como t(z) es un subconjunto cerrado de IR™, se concluye del Teorema
3.18 y 3.22 que P(z) es compacto. Para probar que ® es s.c.s. an z, sea V una vecindad
abierta de ®(z). Distinguimos dos casos:

p(z) C V. En este caso, se concluye de la s.c.s. de ¢ en z la existencia de una vecindad
U de z, tal que:
VzxelU(z): &) Cpx) CV.

AY ©(z) \ V # (. Observemos primero que, como ®(z) C V, debemos tener:

P(z)NA=10 (4.3)

Ademds, como ¢(z) es compacto, y V¢ es cerrado, se concluye del
Teorema 2.18 y 2.22 que A es un conjunto compacto. Ahora, por (4.3) y del
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(2)

£
(2) \

)

,, N\

hecho que 9 es cerrado en z, vemos que para cada y € A, existen vecindades,
Uy(2) y V(y), tales que:

(VzelUyz)): v(@)nV(y) = 0. (4.4)

Obviamente la familia V = {V(y) : y € A} es un cubrimiento abierto de A4; y,
como A es compacto, existen y, ...,y € A tal que:

AC U V(i) (4.5)

Ademas, vemos que
k

U V(yi)

i=1

I

p(z) SV U

y por consiguiente existe una vecindad N(z) de z, tal que:

k

U V(yi)

i=1

(VxeN(2): o) CVU

Definimos la vecindad U(z) por:

donde los Uy, (2) (¢ =1,...,k) son (4.4) y (4.5). Entonces por (4.6), tenemos que:

k

U V(yi)

=1

VxelU(z): pz)y CVU ; (4.7)
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mientras que por (4.4), si z € U(z), entonces:
V)NV (y) =0 para i=1,... k. (4.8)

De (4.7) y (4.8) se concluye que:

(VreU(): pla) Nila) =) CV
y por lo tanto ® es s.c.s. en z. O]

Definicién 4.3.3. Si tenemos m correspondencias ¢; : S = T; definimos el producto
de correspondencias como la correspondencia cuyo rango es el producto de los T; de la

stguiente manera:
o(z) = [ [ oslo).
i=1

Proposicién 4.3.2. Sea la correspondencia ¢; : S = T; parai = 1,...,m; y definimos

la correspondencia ¢ : S = T, donde T = [[;*, T;, por
o(z) = [ 4i)-
i=1

Entonces si para algin z* € S, cada ¢; es s.c.s. con valores compactos, entonces ¢

es s.c.s. y con valor compacto en x*.

Demostracién. Sea V un conjunto abierto en T tal que:

m

o(z") = [[ o) C V-

i=1

Como ¢;(z*) es compacta para todo ¢ = 1,...,m, por el teorema 3.4.4 la
correspondencia ¢(z*) es compacta, entonces existen conjuntos G; abiertos en T; para
cada ¢ donde ¢;(z*) CV parai=1,...,m y se cumple:

ﬁ G, CV. (4.9)
=1

Como ¢; es s.c.s. en z*, sabemos que existen vecindades U;(z*) de z* tal que para todo
x € Uj(x*) y todoi =1,...,m se cumple:

¢i(z) C Gi. (4.10)
Definimos .
U(z*) = (Ui(z"),
=1



asi tenemos de 4.9 y 4.10 que para todo x € U(x*) se cumple:

m

[[e@c]]Gcv.

=1
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Capitulo 5

Teoremas de Punto Fijo

En este capitulo, desarrollaremos el Teorema del Maximo de Berge, el Teorema
de Punto Fijo de Kakutani (1911-2004) y el Teorema de Equilibrio para Juegos
No Cooperativos de Nash.

5.1. Teorema del Maximo de Berge

Consideremos S C IR" y T' C R™ y definamos una funcién g : S — R U {4+oc0} v

una correspondencia y : IR" = IR™ como sigue:

g(x) =sup{f(z,y) : y € p(x)}
p(x) ={y € p(x) : flz,y) = g(z)}
donde la correspondencia ¢ : IR" = IR™ y la funcién f: S x T"— IR son datos.

Observe que si, a cada x € S se le asocia el siguiente problema de programacion

matematica
Py - méx{f(z,y) | y € p(x)}
entonces, cuando P, tiene solucién, g(z) es el valor 6ptimo y p(z) el conjunto de

soluciones. En general, es posible que existan z € S tal que u(x) sea vacio o que

g(x) = 400, en estos casos P, no tiene solucién.

Por consiguiente { P, | x € S} es una familia de problemas de programacién matemaética,

donde para cada x € S, la funcién objetivo es f,(y) = f(x,y) y el dominio admisible
es ().

El objetivo de esta seccion es estudiar condiciones que garanticen que el valor
6ptimo g(z) asi como el conjunto p(z) de soluciones 6ptimas de P, dependan de manera



continua respecto de x.

Proposicién 5.1.1. Supongamos que:
1. f es una funcion s.c.i. en (x*,y) para cada y € @(x*),
2. ¢ es una correspondencia S.c.i en x* € S, y
3. f(x*,-) es acotada en @(z*).

Entonces g(z*) € IR y g es s.c.i. en x*.

Demostracién. Es evidente que el acotamiento de f(z*,-) en ¢(z*) implica que
g(z*) € R. Ahora veamos la s.c.i de g en x*. En efecto, sea ¢ > 0 dado. Por definicién

del supremo, existe y* € ¢(x*) satisfaciendo:

fay) > gla®) - 5. (5.1)

Como f es s.c.ien (z*,y*), existen dos vecindades, U; de x* y V de y* tales que:

(¥ (x,9) € (TN S) x (VAT)): fl,y) > fla’y") - 5. (5.2)

Ademas, como ¢ es una correspondencia s.c.i en z*, existe una vecindad Us de z*, tal

que:
VaxelUynS): ex)NV #1. (5.3)

Luego definamos:

U=UNU,,
combinando (5.1), (5.2) y (5.3) obtenemos:

(VeelUns) Jyeep@): flz,y)>g) e

entonces:
g(z) = sup{f(z,y): y € p(x)} > f(z,y) > g(z") — ¢

y por lo tanto, existe una vecindad U de x* tal que
VzeUNnS): glx) >g(x*)—e
es decir g es s.c.i. en z*. O

Proposicién 5.1.2. Sea z* € S y supongamos que:

1. p(x*) es un conjunto compacto,
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2. f es una funcion s.c.s. en (z*,y) para cada y € p(z*), y
3. @ es una correspondencia s.c.s. en x* € S.

Entonces g(z*) € R y la funcion g es s.c.s en x*.

Demostracion.
La compacidad de ¢(z*) y la s.c.s de f en (z*,y) para cada y € T, implican (Teorema
de Weierstrass) que existe y € ¢(x*) tal que f(z*,y) = sup ({f(z",y)}) = g(z™), esto

yEp(x*)

implica que g(z*) € R

Veamos que g sea s.c.s. en z*. Dado € > 0, como f ess.c.s. en (z*, y) para caday € ¢(z*),
entonces existen vecindades U, de z* y V,, de y € ¢(z*) tales que

(¥ (@y) € (U,N8) x (,NT) ¢ f@y) < Ja') + 5 (54)

Observe que ¢(z*) C U,y Vy- Luego {V,} es un cubrimiento abierto de ¢(z*); v,
como p(z*) es compacto, existe k € IN tal que:

k
p(z*) cV =V, (5.5)
i=1
donde y; € p(z*). Note que V es una vecindad de o(z*).

Por otro lado, como ¢ es una correspondencia s.c.s. en z* y V' es una vecindad de ¢(z*);

entonces existe una vecindad N de x* tal que

(VeeNNS: p(x)CV. (5.6)

Definamos U = N N (N}, U,,). Como U, es una vecindad de z*, entonces U también
es una vecindad de z*, luego se tiene

(¥ @.v) e @NS)x (VAT)) : (') < J@"p) + 5 S gl@’) + 5. (5.7)

entonces

(Va'eUNnS): g(a) =mix{f(2,y) 1y’ € p(2')} < g(z") + % <g(@)+e (5.8)

lo cual demuestra que g es s.c.s. en z*. Il

Teorema 5.1.1. (Teorema del Mdximo de Berge.) Sea x* € S y supongamos

que:

64



1. o(z*) es compacto,
2. f es una funcion continua en (z*,y), para cada y € @(x*).
3. @ es una correspondencia continua en T*.

Entonces:

a) p(z*) es compacto y no vacio,

b) g es una funcion continua en x*, y

c) p es una correspondencia s.c.s en T*.

Demostracién.

a)

Veamos que p(z*) # 0, en efecto, la compacidad de ¢(2*) y la continuidad de
f en (z*,y) para cada y € p(z*), implican (Teorema de Weierstrass) que existe

y € p(x7) tal que f(2%,y) = supye, () f(2%,y) = g(a7), asi g € p(z”).

Ahora veamos que u(z*) sea compacto, en efecto, sea y € pu(z*), entonces
Huep Cpla™): oy —y

como yx € u(z*), vV k € IN, entonces f(z*,yx) = g(x*) y dado que f es continua
en (z*,y) y (2%, yx) — (z*,y), entonces

flat,y) =l f(2",yp) = g(27)

lo cual implica que y € p(z*), es decir que p(z*) es cerrado. Pero, como

u(x*) C p(x*), donde p(x*) es compacto, entonces u(x*) es compacto.

Es fécil verificar que las hip6tesis 1), 2) y 3) de este Teorema implican las hipdtesis
de las Proposiciones 5.1.1 y 5.1.2, luego g es s.c.i. y s.c.s. en x*, con lo cual se ha

demostrado que g es continua en x*.

Veamos que p sea una correspondencia s.c.s. en z*. En efecto, definamos la

correspondencia ¥ : S = T mediante

V() ={yeT: f(z,y) > g(x)}

como f es continua en (z*,y) para cada y € ¢(x*), entonces f es una funcién s.c.s.
en (z*,y) para cada y € ¢(x*). De la misma forma, g es una funcién continua en

x*, entonces g es una funcién s.c.i. en z*. Entonces por la Proposicién (4.3.1), la
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correspondencia v es cerrada en x*. Por otro lado, como ¢ es continua en z* € S
y ¢(x*) es compacto, entonces @ es una correspondencia s.c.s. en z* € Sy ¢(x*)
es compacto. Luego, aplicando el Teorema (4.3.4), la correspondencia ¢ : S = T
definida como 0(z*) = ¢¥(x*) Np(z*), es s.c.s. Ahora veamos que p = 9, en efecto
tomemos x € S:y € p(z)siysolosiy € p(x)y f(z,y) = g(x) siysolosiy € p(x)
y f(z,y) > g(z)siysolosiy € p(x)yy € (x)siysolosiy e (x)Np(z). Esto
implica que p es una correspondencia s.c.s. en x*.

5.2. Teorema de Punto Fijo

Definicién 5.2.1. Sea A C R" un subconjunto no vacio. Una correspondencia

p: A== IR" es una correspondencia KKM si se cumple que
co{xy,...x,} C Unp(a:z)
i=1

Para cada subconjunto finito {xq,...x,} de A.

Teorema 5.2.1. (Ky Fan) Sea A un subconjunto no vacio, y sea v : A = IR" una
correspondencia KKM. Si o(x) es cerrado para cada v € A; y si existe algin z* € A

tal que p(x*) es compacto. Entonces ﬂ o(x) es compacto y no vacio.
€A

Demostracién. (Ver [11], pgina 24.) O

Teorema 5.2.2. Sea K C IR" un conjunto no vacio, convexo y compacto, y para x € K
consideremos una funcion lineal f,.. Si la funcion
F . KxK — R

(z,y) = F(z,y) = fa(y)

es continua en K x K, entonces existe x* € K tal

for(@) < fau(y), Vy € K.
Demostracion. Definamos la correspondencia

v« K = R"
y = ely) = {zcK/f:y) = f:(2)}
{r € K/F(z,y) — F(z,z) > 0}
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Observe que y € ¢(y) C K, entonces () # ¢(y) C K. Veamos que ¢(y) sea cerrado, en
efecto, sea z € ¢(y) C K cualquiera, entonces 3{z;} C ¢(y) tal que lim z = 2, como

zi € p(y), Vi € IN, entonces
Como F es continua en K x K, entonces

lim (F(z;,y) — F(zi,21)) = F (h’m z,-,y) —F (hm 2;, lim zz)

1—00 1—00 1—00 1—00

= F(z,y)— F(z,2) >0 (5.9)
= 2z € ¢(y) esto implica que ¢(y) es cerrado.
Como K es compacto y ¢(y) es cerrado V y € K, entonces ¢(y) es compacto V y € K.

Ahora veamos que ¢ sea una correspondencia KKM. En efecto, tomemos un
conjunto finito {y1,...yn} C K,y x € co{yi,...yn}, luego existe {p1,...,p,} tal que

p; >0, ‘v’izl,...,n,yZpizl
i=1

= max {f:v y] sz

1<5<n

\,./
=1

= méx ({fx(y;)})

1<5<n

Sea jo € {1,...,n} tal que

fo(yso) = max ({fo(y)}) = fo(2) < fa(yso)

1<5<n

Entonces de la definicion de ¢, tenemos:

z € o(yj,) U

Entonces por la Definicién 5.2.1 ¢ es una correspondencia KKM, luego:
(i) ¢ : K = IR"™ es una correspondencia KKM,
(ii) p(y) es cerrado V y € K,

(iii) Ademds p(y) es compacto V y € K.
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entonces por el Teorema 5.4 (Ky Fan),

=dz"e K: 2" ¢ ﬂgo(y)
yek
entonces

d* e K fo(y) > for(2¥), Vy e K.
[l

Definicién 5.2.2. Sea K C IR" un conjunto. Un punto fijo de una correspondencia,

v : K = R" es un punto z* € K que satisface x* € p(x*).
Proposicién 5.2.1. Sea ¢ : R" = IR" una correspondencia cerrada, entonces el
conjunto

ALz eR": o ¢ o)),

es abierto en IR"™, y asi el conjunto de puntos fijos bajo ¢ es cerrado (aunque

posiblemente vacio).

Demostracién. Sea z € A % - ¢ ¢(z) entonces (z,z) ¢ G,. Como ¢ es cerrada,
entonces Graph(p es cerrado, luego existen vecindades Vi de z y V, de z tales que
(Vi x Vo) N Graph(p) = 0, esto implica que

pa)(\Va=0, VzeWn (5.10)

Tomando V = V; N V5, tenemos que V' es una vecindad de z. Ahora veamos que V' C A,
en efecto, si v € V', entonces v € V1 y v € Vj, entonces por la ecuacién (5.10), tenemos:

p(v) (V2 =0,
entonces v € ¢(v), de donde concluimos que v € A, V v € V. Finalmente esto implica
que A es abierto. |
La siguiente definiciéon proporciona parte de las condiciones suficientes para un teorema
de punto fijo més general e intrigante.
Definicién 5.2.3. Sea K un subconjunto de IR". Se dice que una correspondencia

¢ : K = IR" apunta hacia dentro (respectivamente apunta hacia afuera) si para

x € K existey € p(x) y A > 0 (respectivamente X\ < 0) tales que x + ANy — z) € K.
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Observacién, Veamos algunas observaciones adicionales:

1. Si ¢ : K = IR" es una correspondencia hacia adentro, entonces para cada x € K,

existe y € p(x) tal que el semi rayo desde z en la direccién y — x interseca K

&

X+ (y=Xx)

2. Sip: K = K entonces es automaticamente, una correspondencia hacia adentro
(basta elegir y € ¢(z), y A =1)

El siguiente teorema es una ligera especializacion de un resultado dado por
Halpern-Bergman. (Un resultado mas general enunciado y probado puede encontrarse
en [3], pgina 582.) La presentamos aqui.

Teorema 5.2.3. (Halpern-Bergman) Sea K un subconjunto no vacio, compacto y
convezro de IR"™, y sea ¢ : K = IR" una correspondencia hacia dentro, s.c.s. con valores
cerrados y convexos no vacios. Entonces el conjunto de puntos fijos de ¢ es compacto

Y no vacio.
Demostracion. Supongamos que el conjunto de puntos fijos

{zr e K: z" € p(x¥)}

es vacio, entonces
{z"}[elz") =0

donde el conjunto {z*} es un conjunto convexo y compacto no vacio, y el conjunto
©(x*) es un conjunto convexo y cerrado no vacio.

Entonces, por el Teorema de Separacién Fuerte (Teorema 3.41) para cada x € K,

existen una funcional lineal f, y a, € IR tal que:
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fo(y) < < folz), Vyeop() (5.11)

Para cada x € K se tiene que A(z) = {y € R" : f.(y) < a,} es un conjunto abierto
(que es un semiespacio abierto) que contiene a ¢(z), luego por la s.c.s. de ¢ existe una
vecindad V; de z tal que (y) C A(x) Yy € V4. Ademas B(z) ={y € R": f.(y) > a,}
(el otro semiespacio abierto) es también una vecindad de z, luego U, = VN B(z) es una
vecindad de x € K. Luego la familia {U, : = € K} es un cubrimiento de K, es decir,

K C U U, como K es compacto, entonces
zeK

IneN: K c| U,
i=1
Por el Teorema de la Particion de la Unidad, existen funciones continuas
gi © Uy, — [0;1], es decir, existe la particién de la unidad {gi,...,g,} subordinada
a{Ug,...,U,,}. Emplearemos las funciones g; para definir:

p : K = R"
X — p Zgl fmz

Conzgz _1Y9i=06nU§iparacadai:l,...7n

Denotando p(z) por h, (considerando p(x) como una aplicacién lineal), tenemos que:
h, : R" = 1R
y o by Z 9i(x) [z, (y

como ¢; v f, son funciones continuas, entonces la fun01on. F: K x K = R definida por

es también continua en K x K. Aplicando el Teorema 5.2.2,

da* e K: hy(2%) < hg(y) VyeK. (5.12)

Como ¢ apunta hacia adentro, entonces:

AN>0, y Iy €px): 2"+ ANy —2") € K. (5.13)
De (5.13) en (5.12). (Aplicando la linealidad de h,« en y)

haw (27) < hoe (27 4+ A(y" = 27)) = hoe (27) 4 Alhar (Y7) — ha (27)]
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B (%) < hgs (y") (5.14)

Si definimos

I'={ie{l,....,n}: gi(z*) > 0},

entonces, tenemos:

}lx*(l/*) - :g:: gz f;z

el*

ho« (%) = Zgz ) fai (@

iel*

Ademas, si i € I*, entonces g;(z*) > 0, y tenemos que:

€Uy Y ep@) y [fuly) <o < fulzh)

Entonces:

}lxi(Z/*) = :g:: gz j;l

iel*

< Zamigi(x
iel*
< Zgz fxz
iel*
= g, ()
hay (y*) < he, (77) (5.15)

Entonces de (5.14) y (5.15), se concluye por contradiccion {z* : x* € p(a*)} # 0.
Veamos ahora que el conjunto de puntos fijos es compacto.

o(z) es cerrado y @ es s.c.s. en z, para todo z € K. Entonces por el teorema 4.7 tenemos

que ¢ es cerrado en z, para todo x € K y por tanto ¢ es cerrado en K.

Por la proposicién 5.6, el conjunto {x € K | x & ¢(x)} es abierto y por tanto el conjunto
{r € K |z € p(x)}° es cerrado. Como K es compactoy {z € K |z € p(z)} C K
entonces {x € K |z € ¢(x)} es compacto. O
Corolario 5.2.1. (Kakutani-Fan-Glicksberg.) Sea K un conjunto compacto,
convexo y no vacio de R". Ademds, sea ¢ : K = K una correspondencia cuyo grafo es
cerrado, convero y no vacio. Entonces el conjunto de los puntos fijos es compacto y no

vacio.
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Demostracion. La demostracion de este corolario se concluye inmediatamente del
Teorema 5.2.3, basta recordar que, para conjuntos compactos, una correspondencia con
grafo cerrado es s.c.s. (Teorema (4.3.2)), y ademés como ¢ : K = K, entonces es una
correspondencia hacia adentro (Observacion 4.1(2)), de todo esto se concluye que el

conjunto de puntos fijos es no vacio y compacto. O

Teorema 5.2.4. (Teorema de Kakutani.) Sea K compacto, convero y no vacio,
¢ : K = K una correspondencia s.c.s., compacta y convexa. Entonces existe un punto

fijo para la correspondencia.

Demostraciéon. Aplicando el Corolario 5.2.1, se concluye el teorema. O]

5.3. Existencia del Equilibrio de Nash

En esta seccion veremos que un equilibrio de Nash no es otra cosa que un punto
fijo de la correspondencia mejor respuesta, y que por lo tanto una forma de asegurar su
existencia es exigir que dicha correspondencia y el espacio en que esta definida, cumplan

con las hipotesis del teorema de Kakutani.

Consideremos un juego de n jugadores

F:{Sl,...,Sn,ul,...,un}

Donde S; C IR™ representa el conjunto de estrategias del jugador i-ésimo para

1 = 1,2,...,n. Supongamos que estos conjuntos son compactos y convexos. Por

n
otra parte u; : HS" — IR representa la funcién de utilidad del jugador i-ésimo
i=1

n
. . n
para ¢ = 1,...,n, las que suponemos continuas. Sea S = | |Si ym = Y. n,.
i=1

Representaremos por = = (x1,...,2,) € S C R™ el vector estra%égico que corresponde
a la eleccion de la estrategia x; por parte del jugador . Dado x € S, denotaremos con
T_; = H R (x), donde Pg(x) la proyeccién ortogonal del punto x sobre el conjunto

C. Es decir que si S_; = HSj el conjunto producto, formado por los conjuntos de
J#i

estrategias de todos los jugadores menos el i-ésimo. Consecuentemente x_; es el vector

estratégico de donde se ha quitado la estrategia z;. Dado z € R™ y pe IR™,

denotaremos por z(p, i) € IR™ el vector tal que x(p,i); = py x(p,i)—; = x_; . Asumimos

que w;(+, s—;) : S; — IR es cuasiconcava, para toda eleccion s_;.
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Definicién 5.3.1. Definimos por

Bi(s_i) = {s; € S; : ui(si, ;) = méxu;(ry, s_;)}

T'iGSi

la correspondencia mejor respuesta del jugador i-ésimo a la eleccion s_; de los

otros.
Definicién 5.3.2. Un equilibrio de Nash es un vector estratégico s = (S1,...,8y)
que es mejor respuesta para si mismo. Es decir que s; € Bi(s_;), Vi € {1,...,n}.

n

Consideremos la correspondencia producto B = HB" : S — §. Puede verse que un
i=1

equilibrio de Nash es un punto fijo de esta correspondencia. Es decir s* = (s7,...,s})

es un equilibro de Nash, si y solo si s* € B(s*), es decir si s* es una mejor respuesta

para si misma.

Si demostramos que esta correspondencia se encuentra en las condiciones del teorema

de Kakutani, habremos demostrado la existencia del equilibrio de Nash.

Teorema 5.3.1. (Equilibrio de Nash.) Todo juego T' con las particularidades
anteriormente enunciadas tiene un equilibrio de Nash.

Demostracion. La demostracion de la existencia del equilibrio de Nash. La haremos
en una serie de pasos:

1. La correspondencia mejor respuesta de cada jugador B;(s_;) por el teorema de
méximo de Berge (Teorema 5.1.1) es s.c.s. y compacta.

2. Como u;(-, s;) es cuasiconcava, entonces B;(s_;) es convexa.

3. Siendo B(s) el producto de correspondencia s.c.s. y compactas es ella misma s.c.s.

y compacta, ver Teorema 4.3.2

4. Como los espacios S; son compactos y convexos, por el teorema 3.4.4, el dominio

n
de B, denotado por S = H S; es compacto y convexo.
i=1

5. Finalmente, consideremos la correspondencia B =[], B, : S — S.

Por todo lo anterior la correspondencia B cumple todas las condiciones del teorema de
Kakutani, entonces existe un punto fijo s* € B(s*). Dicho punto s* = {s},..., s’} esel
equilibrio de Nash. O
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Capitulo 6

Conclusiones de la Tesis

Las conclusiones de la presente tesis estan en orden de desarrollo:

1. En el capitulo llamado Un paseo por la teoria de juegos, hemos hecho énfasis,
en dar ejemplos simples y conocidos y con ello hemos aprendido a identificar los

elementos de un juego no cooperativo.

Actualmente la teoria de juegos es utilizada en la  economia,
biologia, fisica, ciencias sociales y otros campos. Veamos algunos
ejemplos abiertos en la que se utiliza

= Bases de la Teoria de Juegos para el control de robots de larga
duracién en la superficie lunar y planetaria.|[13]
Las misiones robdticas de la NASA actuales y futuras para superficies
planetarias tienden hacia la méas larga duracion y se hacen mas ambiciosas
para el acceso de terrenos quebrados. Para un nivel mas alto de autonomia
en tales misiones, los rovers, requerirdn el comportamiento que también
debe adaptarse lo que disminuye la durabilidad y condiciones ambientales
desconocidas. El MER (Mars Exploration Rovers) llamado el Espiritu y la
Oportunidad ambos han pasado 600 dias de vida sobre la superficie marciana,
con extensiones de hasta 1000 dias y més alla dependiendo de la performance
del rover. Los cambios de la planificacién de navegacion debido al desgaste
de los motores de paseo como ellos alcanzan su vida son actualmente son
hechos en la Tierra para el Rover Spirit.

Las proximas misiones 2009 MLS (Mars Science Laboratory)
y 2013 AFL (Astrobiology Field Laboratory) estdn planeando
durar de 300 a 500 dias, y posiblemente implicaria atravesar

miles de kilometros sobre terrenos desafiantes. Para ello se unifica



una estructura coherente llamado SMART (System for Mobility and Access
to Rough Terrain) este emplea algoritmos de juegos tedricos que recorren a
bordo de un rover la superficie planetaria, para salvaguardar la performance
del rover durante el acceso a terreno aspero. El SMART considera el
movimiento del rover, la planificacion de la tarea, y la direccién de recursos
como una teoria de juegos, donde el rover es un jugador a diferencia del otro
jugador llamado naturaleza que representa la incertidumbre en el sentir y
la prediccién de los ambientes internos y externos.

Juegos de Emision: algunas aplicaciones de la teoria de juegos al
problema de la emisién de CO,.[25]

No hay duda que debemos reducir la emisién total de didxido de carbono,
entonces el problema de cuantos paises diferentes deben contribuir a esta
causa seria. Aconsejamos que este problema sea considerado como un juego
no antagonista (en el sentido de Germeier).

Un juego de esta tipo es llamado un juego de emisién.
Supongamos que hay n  actores independientes  (paises o
regiones), cada uno de ellos liberando una cierta cantidad de C'Oy por
a'l'(;%o (en unidades de carbén) a la atmoésfera, y que cada actor reducird la
emision. Cada actor tiene su propio objetivo: reducir al minimo la pérdida
en el Producto Bruto Interno (PBI) causado por la reduccién de emisiones.
De otra parte, teniendo en cuenta que es imposible estimar m&s o menos
con cierta precision el impacto del cambio de climético sobre el PBI para
cada pais hoy, una estrategia comun sera reducir el cambio de climético. Ya
que uno de los principales factores en el calentamiento global es el efecto
invernadero, entonces el objetivo comtn sera reducir la suma de emisiones.
Esto es una situacion de conflicto tipica. ‘ig,%Cémo resolverlo? Podemos
introducir el criterio egoistas y altruistas para cada actor en vez de los
llamados coeficientes de egoismo. Este coeficiente es muy grande, si
el actor emplea una estrategia muy egoista, y a la inversa, si el actor es
un super altruista, entonces los correspondientes coeficientes son muy
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peque'l'j)%os. Usando estos coeficientes conseguimos la solucion general del
juego en una forma de algin equilibrio Nash. La solucién es estable y
eficiente.
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= Teoria de Juegos Evolutivos.
A primera vista, puede parecer raro que la teoria de juegos se pueda aplicar
con éxito a la teoria evolutiva. Por ejemplo, I&%Co’mo podria un insecto ser
un jugador? los insectos no pueden razonar. Su conducta es instintiva. Sélo
hacen aquello para lo que estan programados.

Sin embargo, algunas de las aplicaciones mas prometedoras de la teoria de
juegos han sido biolégicas. Paraddjicamente, cuanto menos desarrolladas
estan las habilidades intelectivas de un organismo, tanto mejor tiende a
fusionar la teoria. A veces incluso se puede usar cuando los protagonistas

son arboles o flores. ?IL%Porqué puede pasar esto?

El secreto estd, en que se supone que los jugadores son los organismos a
estudiar. Si la conducta investigada es instintiva, entonces esta codificada en
los genes del organismo. Podemos pensar en los genes como una parte del
hardware de ordenador natural: la parte donde se almacenan los programas
del ordenador. Alguno de los programas controlan la conducta del organismo.
Los programas que nos interesan aqui, son aquellos que eligen estrategias para
el organismo en un juego determinado. Al aplicar la teoria de juegos, estos
programas deben ser considerados los jugadores. Una propiedad importante
de los programas informaticos, es que, pueden ser copiados de un ordenador
a otro. Los virus informaticos se copian a si mismo de un ordenador a otro.
Son programas auto replicantes'. Los programas impresos en los genes de

un animal también son auto replicantes.

1Un virus es una clase de molécula auto replicantes. Los virus informéticos habitualmente hacen

otras cosas ademdas de auto-replicarse. Los mas famosos se parecen al virus bioldgico del resfriado
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Pero su proceso de auto-copia es inmensamente complicado comparado con
la de un virus informético. La naturaleza no sélo ha de copiar programas de
un ordenador natural a otro, sino que tiene que crear un nuevo ordenador
natural en el que se puedan copiar los programas. El descubrimiento de Crick
y Watson de cémo la naturaleza consigue hacer algo tan complicado por
medio del mecanismo de la doble hélice es una de las grandes historias de
aventura de la ciencia. Pero sus emociones tendran que ser disfrutadas en
otra parte. Lo importante aqui es que sabemos que existe algo que hace dos

cosas:

e Se copia a si mismo.

e Elige una conducta estratégica en un juego.

Un ente asi se llamard un replicador?.

Los replicadores no sélo aparecen en el contexto biolégico. Rutinas codigos
de conducta, modas, estilos de vida, credos e ideas cientificas, son todos
replicadores en algin sentido. Su modo de reproduccién no es bioldgico.
Pasan de una mente humana a otra por medio de la imitacién o de la
educacién. Sin embargo, dados nuestros conocimientos actuales, no
podemos sino especular sobre los mecanismos detallados de estas
replicaciones socio econdmicas. Parece prudente, por tanto, quedarnos en
los que sigue dentro del paradigma bioldgico.

Esta reflexién sobre la importancia de los replicadores sélo es un prologo a
una discusién sobre la nocion de la selecciéon natural de Charles Darwin.
Una nocién que el filésofo Spencer encerré en la frase supervivencia de los
mejor dotados.

Para sobrevivir, los replicadores necesitan huéspedes ® en cuyos genes se
imprimen. Si definimos la adaptacion de un huésped como una manera
de medir la frecuencia con que reproduce sus genes, entonces es casi una
tautologia que los replicadores que confieren una buena adaptabilidad a sus
huéspedes llegaran a controlar un nimero de huéspedes mayor que los que
confieren una mala adaptabilidad. Si la vecindad sélo puede mantener un
numero limitado de huéspedes puede llegar a desaparecer completamente. El
replicador mas apto habra sobrevivido.

Un kibitzer observando como evoluciona la situacion puede intentar entender

lo que atribuyendo un objetivo a propdsito a un replicador: el maximizar la

comun, en que desorganizan el interior de su huésped
2La palabra no pretende designar una entidad fisica
3En biologfa por huésped se entiende hospedador.
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adaptacion de sus huéspedes. Si la seleccion natural opera durante mucho
tiempo en una vecindad estable, s6lo continuaran existiendo aquellos
replicadores que son eficaces maximizando la adaptacion de sus huéspedes. Al
kibitzer, por tanto, le parecera que los replicadores supervivientes pretenden
conseguir conscientemente el objetivo que él les ha asignado. Brevemente:
parecera que los replicadores actiian como lo hacen los jugadores en un
juego.

la teoria de juegos es relevante porque la conducta que proporciona buena
adaptabilidad a un huésped suele depender de lo que los demés huéspedes
estén haciendo. Deberiamos esperar, por lo tanto, que la evolucion genere
alguna forma de equilibrio entre los replicadores supervivientes. En este
equilibrio, cada replicador maximizara la adaptacion de sus huéspedes,
dada la conducta inducida en los demés organismos de la poblacién por los

replicadores que hospeda.

2. En el capitulo de Correspondencias hemos desarrollado la teoria basica; veamos
un ejemplo abierto en la que se pueden investigar usando como herramienta las
correspondencias: (Teoremas de la Correspondencia Implicita.)[17].
Sabemos que el Teorema de la Funciéon Implicita; es muy importante no sélo en
matematica; sino en modelos econémicos, debido a que los modelos econémicos
tienen tanto variables exdégenas como endodgenas; entonces por el teorema
podemos identificar una de la otra, asi como también calcular como varia una
variable endégena cuando la variable exdgena esta variando, mediante su

derivada.

Es decir, si X, Y e Z son espacios de Banach y sea F' : X XY — Z es una
aplicacion, el teorema clésico de la funcion implicita afirma que:

Si F(z,y) = 0, es suave cerca del punto (z,7) y Fx(Z,y) : Y — Z es
biyectiva, entonces en una vecindad de (z, ) la ecuacién

Fa,y) =0,
determina z = z(y) como una funcién de y. Ademés

2 (y) = —Fx'(x(y),y) Fy (x(y),y)

Aqui consideramos la situacién mas general, cuando F : X x Y — 2% es decir,
F: X xY = Z es una correspondencia cerrada. Deseamos encontrar condiciones
para asegurar que la inclusién 0 € F(z,y) determina X como una correspondencia
de Y. En otras palabras, definiendo G(y) := {xr € X : 0 € F(x,y)} deseamos
encontrar las condiciones asegurando que G sea no vacio (local), las coderivadas

reemplazan el rol de las derivadas, en estas condiciones.
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3. En el capitulo del Punto Fijo; desarrollamos los teoremas del Maximo de Berge y
el teorema de Punto Fijo de Kakutani. Con estos teoremas se puede desarrollar el
Equilibrio Econémico de Walras, donde utiliza los teoremas anteriores para
demostrar la existencia del equilibrio.

Finalmente; la importancia de mi tesis a mi entender; es haber sentado las bases
minimas en la teoria de las correspondencias y teoria de juegos no cooperativos, para
que cualquiera pueda desarrollar temas importantes y aplicados a la vida real; como los
problemas abiertos que se ha enunciado.
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