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Resumen

En el capitulo 2: Damos a conocer conocimientos basicos que nos serviran para
el desarrollo de este presente trabajo, ademas veremos problemas de estabilidad para
ecuaciones diferenciales, estabilidad de un sistema no homogéneo, problema vibratorio,
resultados clasicos en localizacion de valores propios, tales como el teorema del Disco
Gersgorin y por 1ltimo en este capitulo describimos el método de la potencia, método
de la potencia inversa, la iteracion Cociente Rayleigh el cual encuentra un nimero de
valores propios y sus correspondientes vectores propios ya que es dificultoso de calcular

los valores propios de una matriz via el polinomio caracteristico

En el capitulo 3: Desarrollamos el estudio de la sensitividad de los valores propios y

vectores propios, denotando el mas importante teorema llamado teorema de Bauer-Fike.

En el capitulo 4: Daremos a conocer el método de iteracion QR, ademas

modificaremos dicho método en el caso complejo y también mostramos sus aplicaciones.

En el capitulo 5:Estudiaremos el problema Az = ABz llamado el problema de
valor propios generalizado, donde A,B € C(n,n), £ € C* y A € C, en este trabajo
mostramos los siguientes puntos:
1)El teorema de Schur para una matriz pencil.
2)Algoritmo QZ: Este algoritmo es ampliamente utilizado para el problema del valor

propio generalizado, en la cual la forma generalizada de Schur es aplicada.
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo damos a conocer algunos algoritmos que nos permiten
determinar los valores propios generalizados del sistema Ar = ABz, donde

A, B € R(n,n), y como consecuencia ha sido sido desarrollado de la siguiente manera:

En el capitulo 2 damos a conocer los conceptos basicos que nos permitan
usarlos como herramientas para el desarrollo de los siguientes capitulos.

Ademads vemos aplicaciones del problema Az = Az, donde A € R(n,n), z € R" llamado
vector propio de A asociado al valor propio ), también la importancia de los valores
propios dominantes, damos ademads a conocer algunos métodos de calculo de valores
y vectores propios, como por ejemplo el método de la potencia. También vemos el

cociente de Rayleigh R, = o (z # 0) el cual nos permita dar una estimacién del

Tz
valor propio \ a partir de la estimacion del correspondiente vector propio.

En el capitulo 3 vemos la sensibilidad de los valores propios de una matriz, el cual nos

permite determinar si la matriz estd bien condiconada o no.

En el capitulo 4 desarrollamos algunos métodos de iteracion QR, el cual nos permite
calcular los valores propios de una matriz. Para una matriz real, el algoritmo

basicamente construye iterativamente la forma real de Schur de la matriz por



[}

similaridad ortogonal. La convergencia de la iteracién del algoritmo Hessenberg QR
simple, puede ser lenta por la presencia de algin valor propio multiple 6 la presencia
de valores propios complejos a esto es que estudiamos la iteracion QR con cambio

simple o cambio doble para esos casos.

En el capitulo 5 vemos el problema del valor propio generalizado Az = ABX, donde
A,B € R(n,n), que con ayuda del algoritmo QZ que es una generalizacién del
algoritmo de Schur de (A, B). Este algoritmo est formado por dos etapas:

En la etapa 1, el par (A, B) es reducido a un par de Hessenberg triangular.

En la etapa 2, el par de Hessenberg triangular es reducido a la forma generalizada
real de Schur, usando iteracién implicita QR para AB~! donde no es necesario hallar
la matriz B~!. Ademds vemos un caso particular llamado el Problema del valor
propio definido simétrico, el cual se presenta en diversos problemas de ingenieria
estructural y de vibracion de la forma Kz = AM X, donde M es una matriz simétrica
definida positiva y K es una matriz simétrica. El algoritmo utilizado para este tipo de

problema es el algoritmo de Cholesky.



Capitulo 2

Conceptos Preliminares

Presentamos algunos conceptos y notaciones que nos serviran para el desarrollo del

presente trabajo.

1. Consideremos z € C™ un vector columna

2. Definamos C(m,n) = {A/A es una matriz compleja de orden m x n}

Sea A € C(m,n), entonces su transpuesta es denotado por A* y es definido por:
A = (A
3. Diremos que A € C(n,n) es hermitiana si A* = A.

4. Una matriz hermitiana A € C(n,n) es definida positiva si, y solo si,
z*Az >0 Vz e C"\{0}.

5. Una matriz A € C(n,n) es unitaria si A*A = AA* = I.
Definicién 2.0.1. Diremos que una matriz A € C(n,n)

1. es triangular superior sia;; =0 Vi>j

2. es triangular inferior sia;; =0 Vi<j

Definicién 2.0.2. Sea A € C(n,n), entonces A € C es un valor propio de A si existe

z € C"\{0} tal que Az = Azdonde z es llamado vector propio de A asociado con el
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valor propio A. P4()\) = det(A — M) es llamado el polinomio caracteristico de A.

Si Po(\) = 0 entonces las raices de P4()\) son los valores propios de la matriz A.

Definicion 2.0.3. El conjunto de valores propios de una matriz A es llamado el

espectro de A y lo-denotamos o(A).

Teorema 2.0.1. Los valores propios de una matriz triangular (superior ¢ inferior)

son los elementos de la diagonal.

Prueba: [Ver ([2)))

( Ay Ap . . . Ax \
0 A22 i e & A2k
0 0 . . . Az
Teorema 2.0.2. Sea: A =
\ 0 0  ” )

donde cada A;; es una matriz cuadrada. Entonces el espectro de A es igual a la

union de los espectros de Ay, ..., Akk.

Prueba:|Ver ([2])]

Teorema 2.0.3. Si dos matrices son similares, entonces tienen los mismos valores

Propios.

Prueba:(Ver ([2])]

Observacién Del teorema anterior, no se cumple la otra implicancia, es decir, si dos

matrices tienen los mismos valores propios no implica que sean similares, como lo



muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sean:

1 2 10
A= B =
0.1 g 1

los valores propios de A son 1 de multiplicidad 2, los valores propios de B son 1 de
multiplicidad 2, veamos ahora que no son similares.

Supongamos que A y B sean similares, entonces existe T no singular tal que:

=A=T'BT=T'IT=1=
01

lo cual es una contradiccién, por lo tanto A y B no son similares a pesar de tener los

mismos valores propios.

Teorema 2.0.4. Sea A € C(n,n) tal que posee n valores propios distintos, entonces

los correspondientes vectores propios son linealmente independiente.

Prueba:(Ver ([13])]

Teorema 2.0.5. Una matriz arbitraria A es similar a la matriz diagonal D si y sélo

si A tiene un conjunto de vectores propios linealmente independientes.

Prueba:[Ver ([13))]

Corolario 2.0.1. Si todos los valores propios de A son distintos, entonces A es similar

a la matriz diagonal.

Prueba:|Ver ([13))]

Como todos los valores propios de A son distintos, entonces por el teorema (2.0.4) sus
correspondientes vectores propios son linealmente independientes, y finalmente por el

teorema (2.0.5), A es similar a una matriz diagonal.

(d2}



Teorema 2.0.6 (Teorema de Triangularizacién de Schur). Para cualquier matriz

compleja A de orden n x n ezxiste una matriz unitaria U tal que
U*AU =T (2.1)

es una matriz triangular superior. Los valores propios de A son los elementos de la

diagonal de T

Prueba:
Probaremos usando induccién sobre n:
Para n = 1 el teorema es verdadero.
Supongamos que para (n — 1) el teorema es verdadero, n > 2.
Veamos que para n el teorema también es cierto:
Sea u un vector propio de A con ||u||2 = 1 asociado al valor propio \;. Entonces podemos

elegir una matriz V de orden n x (n — 1) tal que:

o = (u,V
sea unitaria. Ui (u )

Como AU, = A(u, V) = (Au, AV) = (A\u, AV) tenemos:

Y E

u* 0

A =UTAU, = (Mu, AV) = ) A
V* : A

0

donde A = V*AV es una matriz de orden (n — 1) x (n — 1).
Se observa que los valores propios de A y A son los mismos, excepto A;. Por hipétesis

existe una matriz unitaria V; de orden (n — 1) x (n — 1) tal que:

T =VrAW,
sea triangular superior.
Luego, definimos

1{0 0 O

0

Uz =
Vi
0




~ Como V] es unitaria, entonces U, es unitaria y

vzAU, 2 vurAvU,
= U*AU

donde U = U, U,.
Luego,

M| o* oo %

0

U*AU = ) N =T
|\ VAV =T
0

donde T es triangular superior, entonces U* AU también es triangular superior.

Como los valores propios de una matriz triangular son los elementos de su diagonal que

son justamente los valores propios de A. [ ]
Teorema 2.0.7. Sean M\;,---,\, los valores propios de una matriz A € C(n,n),
entonces los valores propios de A™ son A\T*,--- ,A*. En general, si P es un polinomio

de grado n, es decir:

P(ZL’) =cox"+clq;"_l+...+cn

entonces los valores propios de P(A) son P(\),--- ,P(\,).

Prueba:|[Ver ([2])]

Teorema 2.0.8. Sea A una matriz hermitiana. Entonces:
1. Eriste una matriz unitaria U tal que U*AU = D
2. Los valores propios de A son reales

3. Los vectores propios de A pueden ser escogidos ortonormales.

Prueba:|Ver ([14])]



-~ Corolario 2.0.2. Si A es una matriz simétrica real, entonces eriste una matriz

ortogonal U tal que UT AU = D, donde D es diagonal.

Prueba:([Ver ([18])]

Teorema 2.0.9. Una matriz hermitiana A es definida positiva si, y sélo si, sus

valores propios son positivos.

Prueba:

(=) Sea A un valor propio de A, entonces 3z # 0 tal que Az = Az.
= Ar= X"z | (2.3)
como A es hermitiana definida positiva, entonces z* Az > 0 y ademas
'r=|z, P +..+ |z, °>0

donde = (1, -+ ,7,)T € R™ Luego, de (2.3) se tiene:
T*Az

I*z

A= >S0=>)2>0

(<) Como A es hermitiana, del teorema (2.0.8) tenemos que existe una matriz unitaria
U tal que:

U*AU = D = diag(A1,- -+ , An) (2-4)
Sea z € R™\{0} cualquiera, definamos y € R"/y = U*z. Entonces y # 0. Ahora,

reemplazando en (2.4) se obtiene:

o0
" Az = *UDUz =y*Dy = Z Ailyi >0
j=1

para cualquier z # 0, lo cual prueba que A es definida positiva. [

Teorema 2.0.10 (Forma Canénica de Jordan). Para cualquier matriz A € C(n,n)

eziste una matriz no singular X tal que:

( 0 )

X1AX =




donde:

Y

donde los \; son los valores propios de A.

Prueba: ([ver [9] pag. 121 - 129])

Observaciéon
Los bloques diagonales anteriores es llamada la Forma Canénica de Jordan. Las

matrices Ji,-- -, J, son matrices de Jordan. Si J; es de grado v; entonces:
Nt FUvp=n
Definicion 2.0.4. Los polinomios:
det(J; — AI) = (M — N\)¥

son llamados los divisores elementales de A. Si v; = v, = --- = v, = 1 entonces,

los divisores elementales son llamados divisores elementales lineales.

Si la ith- columna de X es denotado por z; entonces los vectores z,,zs,: - , Ty,

tenemos que:
A.’L'] = A]IE]
Aziyy = AT+, Vi=1l,---,u1—-1
Relaciones similares cumplen otros vectores. Estos vectores son llamados vectores

principales o vectores propios generalizados de A.

Observaciones 1.
1. Cuando todos los valores propios de A son distintos, cada blogue de Jordan tiene

orden 1, ademds, los divisores elementales son lineales. En efecto, si eristen m

bloques de Jordan, entonces hay m vectores propios linealmente independientes.
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2. Si existen algunos divisores elementales no lineales, entonces A tiene wvalores

propios cuyas multiplicidades son mayores que el nimero de vectores propios

independientes asociados con ellos.

3. Para una matriz hermitiana compleja o simétrica real, los divisores elementales

son lineales.

4. El nimero de blogues de Jordan correspondientes a un wvalor propio es la

multiplicidad geométrica del valor propio. La multiplicidad algebraica de un valor

propio es la suma de todos los érdenes de todos los bloques de Jordan asociados

con €l. La multiplicidad geométrica de un valor propio es menor o igual que la

multiplicidad algebraica.

2.1. Problemas de Estabilidad para Ecuaciones

Diferenciales

Un sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales con coeficientes

constantes es de la forma:

@-’L’x (1) = anzi(t) + arzz2(t) + - - - + a1aza(t)
d—tm'z(t) = a21:1:1(t) + 022.’E2(t) +---+ azn:vn(t)
d

-Tn (t) = QT (t) + An2Z2 (t) + oo+ Qpnn (t)
que escrito de manera matricial:

z(t) = Az(t)
donde

A= @i ¥ #l0) = 15 (220, 7200, 2O

Si la solucién de (2.6) tiene la forma z(t) = ve*, que al reemplazar en (2.6):

e = Ave® = Av=)\v

10
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concluyendo asi que A es un valor propio de A y v su correspondiente vector propio.
Si A tiene n vectores propios linealmente independientes entonces la solucién general
del sistema seria:

z(t) = vy eMt + vy e 4 - - - 4y, Mt

donde Aq,---, A, son los valores propios de A y vy,---,v, son los correspondientes
vectores propios.

En general, la solucién general de (2.6) con z(0) = z, es dado por:
z(t) = ez

donde: -
A%t Argp
eM=T+At+——+---+
2! n!

+ o0 (2.7)
Definicién 2.1.1. Una solucion z. del sistema
z(t) = Az(t), z(0) ==z
es el vector z. llamado de equilibrio si
Az, =0

Claramente, z. = 0 es una solucién de equilibrio y es la tinica solucién de equilibrio

si, y sélo si A es no singular.

Definicion 2.1.2. Una solucion de equilibrio z. es llamada estable si, Ve > 0, existe

un ndmero real § > 0 tal que || z(t) — z. ||< € siempre que || o — z. ||< .

Definicién 2.1.3. Una solucion de equilibrio z. es asintéticamente estable si es
estable y eziste un § > 0 tal que || z(t) — ze ||— 0 cuando t — oo, siempre que

|| zo — e ||< 6.

Definicion 2.1.4. El sistema (2.6) es asintéticamente estable si la solucion de

equilibrio z. es asintéticamente estable.

Definicién 2.1.5. Un sistema es llamado marginalmente estable, si es estable pero

no asintdticamente estable,

11



~ Definicion 2.1.6. Un sistema que no es estable, es llamado inestable.

Teorema 2.1.1. [Teorema de FEstabilidad Para un Sistema de FEcuaciones

Diferenciales Homogéneo]

1. La solucion de equilibrio x. = 0 de (2.6) es asintéticamente estable si y sdlo si los

valores propios de A tiene parte real negativa.

2. Una solucion de equilibrio es inestable si al menos uno de los wvalores

propios tiene parte real positiva.

Prueba:[Por Ver ([2])]

2.2. Estabilidad de un Sistema No Homogéneo

Sea el sistema

z(t) = Az(t) + b (2.8)
donde b es una constante.
Definiendo:

z(t) = z(t) — Z(t) (2.9)
entonces:

3(t) = z(t) —Z(t)

2(t) = Az(t)+b— AzZ(t)-b

it) = Az(t) —z(8))
por (2.9) tenemos: 2 = A(z(t)) tendriamos un problema similar a (2.6).
Siz(t) - Z(t) © 2(t) = 0

Teorema 2.2.1. [Teorema de FEstabilidad para un Sistema No Homogéneo de
Ecuaciones Diferenciales|] Con el cambio de variables tendriamos a (2.6), por lo tanto

se cumplen las mismas propiedades anteriores, es decir:

12



1. Una solucion de equilibrio de (2.8) es asintdticamente estable si y sdlo si todos

los valores propios de A tienen parte real negativa.

2. Una solucion de equilibrio es inestable si al menos un valor propio tiene parte real

positiva.

El siguiente modelo matematico fue dado por Richardson y es conocido como Modelo
de Richardson.
Ejemplo. Una competicion de armamentos europeos.
Consideremos la carrera armamentistas de 1909 - 1914 entre dos alianzas europeas:
Alianza 1: Francia y Rusia
Alianza 2: Alemania y Austria-Hungria.
Las dos alianzas se enfrentaron. Vamos intentar explicar este hecho histdrico con la
nocion de estabilidad. Primero, consideremos el siguiente modelo matematico de guerra

entre los dos paises:

d$1
— = kzy—aiz1+ g
it (2.10)
=2 = lpm) — a2 + g2
dt 1 2

donde:

z;(t) es el potencial de guerra del pais i, i = 1, 2.

9i(t) son los ataques de la alianza i (i = 1, 2) hacia la alianza j (j = 1,2), con i # j.
9;,a; y ki, (2 = 1,2) son constantes positivas.

o;x; es el costo de armamento del pais 1.

El sistema (2.10) puede ser escrito como

z(t) = Az(t) + g
donde:

- k
A (03] 1 I , z(t) _ ! 9=
ky —ap T To(t) 1))

Hallemos los valores propios de A:

—ay;— A k1

Pa(\) =
a(A) P

(a1 — A)(—az — A) — ki

13



= PA(/\) = /\2 + (a1 + az)/\ + ajay — k1k2
—(al + 02) + \/(al + 02)2 — 4((1102 - klkg)

=>)\= 5
Luego:
A\ — —(a1 + 02) + \/(al + 02)2 — 4(6!102 - klkz)
! 2
/\2 _ —(a1 + 02) - \/(al + 02)2 — 4((11&2 — klkz)

2
1. Si a1y — klkq >0

a) Sidj, 2 €R
= —4(01(12 - klkg) <0

0< (01 + 02)2 — 4(0102 - klkz) < (01 + 02)2

entonces:

0 < [(a1 + @2)? — 41z — kiks)
2

= —(a1+a) <0

< (a1 + a2)

= A1, A2 < 0= z(t) asintéticamente estable

b) Si M,A2 € C = —(a; + a2) < 0 Por lo tanto x(t) es asintéticamente

estable.
2. Si Q10 — klkq <0
= (al + (12)2 -— 4(&1&2 - klkq) = 0

Ademais:

((11 + 02)2 - 4(0102 - klkg) > ((11 + 02)2

= (a1 + az) < \/(al + 02)2 - 4((1102 - klkz)

=0< —(al + 02) + \/(al + 02)2 - 4(0102 - klkz) =M

entonces A, > 0. Por lo tanto z(t) es inestable.

14



2.3. Problema Vibratorio

El problema de vibracion de la forma:
Bij+ Ay=0 (2.11)

donde .
i = ( (), 5206), -+ Gal0) )

Asumamos que la solucién es de la forma y = ze** que reemplazando en (2.11) tenemos:
w?Bz = Az

Sea \ = w?

— Az = ABz (2.12)

Esta ecuacion es llamada Problema de valor propio generalizado, A\ es
llamado valor propio y z es el correspondiente vector propio del problema de valor propio
generalizado.

En un problema de vibracion, las matrices B y A son llamadas matrices de masa y

de rigidez respectivamente, y son denotadas por M y K. Reemplazando en (2.12) se

obtiene:
Kz =AMz
Definicién 2.3.1. Las cantidades w; = /A, i = 1,--- ,n son llamados modos de

vibracidn del sistema.

2.4. Localizaciéon de los Valores Propios

En varias aplicaciones practicas es importante conocer la regién (regiones) donde se
encuentra (encuentran) un (algunos) valor propio (valores propios) o dada alguna regién
saber cuantos valores propios se encuentran en dicha regién. Existen varias formas de
localizar los valores propios de una determinada matriz A de orden nx n. Comenzaremos

con el método de Gersgorin.
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. Teorema 2.4.1. [Primer Teorema de GerSgorin] Sea A € C(n,n) una matriz. Defi-
namos

n
Ti=2|aijla i=1,"‘,n
j=1

J#i
Entonces cada wvalor propio A\ de A satisface al menos una de las siguientes

desigualdades:
A —ai| <7 i=1,---,n
Prueba:|Ver ([11])]
Definicién 2.4.1. Los discos R; = {z/|z — ay| < 73}, i = 1,--- ,n son llamados

discos de Gersgorin en el plano complejo.

Ejemplo. Sea:

1 23
A=1]13 49
111

3
Entonces tenemos: r; = E layjl =5, a;1 =1

j=1
771
3
Ty = Zla'zﬂ =12, a0 =4
=
3
T3 = Z|03j| =2,a33 =1
i

Los discos de Gersgorin son:

Ry = {z/|z - 1| <5}

Ry ={z/|z — 4| £ 12}

Ry ={z/|z - 1| < 2} 0
Teorema 2.4.2 (Segundo Teorema de Gersgorin). Supongamos que se tiene
R = {z/|z —ay| <}, 1: =1,2,--- ,r discos de Ger3gorin tales que R, N R; = 0,
V i # j, entonces el valor propio de A, \; e R; ¥V i=1,2,--- .
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- Prueba:([Ver ([2])]

1 0.1 0.2
Ejemplo. SeaA=]| 02 4 0.3
04 05 8

.Entonces R ={z/|z—-1|<0.3}
Re = {#/lz - 4 < 0.5}
Ry ={z/|z — 8/ < 0.9}

notar que R, NR; =0V i+#ji,j=1,2,3, ademas los valores propios _de A son:

A1 = 0.98336253767999 € R,

A2 = 3.96709236337626 € R,,

Az = 8.04954509894374 € Rj3. a
Ademas podemos localizar los valores propios de una matriz cuadrada A de orden nxn

mediante los siguientes teoremas:

Teorema 2.4.3. Sea A un wvalor propio de una matriz A. Entonces se tiene
AL < [14]l-

En particular p(A) < || A||

Prueba: Sea z € R™\{0} un vector propio asociado a A,

entonces Ar = Mz
— Azl = [IAz]| = [Alll=ll (2.13)
Como | Az|| < Alflz]|
(2.13)
RY][EA] < lAllllz]]
[l=]l#0
—_— RY < Al
= mix ({|]Al})) = p(4) L 4] |

AV.p. A

Corolario 2.4.1. p(4) < || A7||
Prueba:[Ver ([2])]

Teorema 2.4.4.

p(A) < min ({11233:51 ({g |aij|}) 2 ({,Z;: laijl}) })

17



-~ Prueba:

Sabemos que ||Allo = méx ({Z |az_7|})
AT Jloo = 15]<n ({Z |a'1.1|}>

Como p(A) < ||Al|eo Por €l teorema 2.4.3 y
p(AT) < ||AT||e por el corolario 2.4.1

Teorema 2.4.5. Sean \,--- ,\, los valores propios de A, entonces

ZI’\ilz < II14II%

| Allp= (z S ey |2)

j=1 i=1

donde:

llamada Norma de Frobenius.

Prueba:

Por el teorema (2.0.6) de triangularizacién existe una matriz unitaria U tal que:
U'AU=T
donde T es una matriz triangular superior
= TT* = (U*AU)(U*AU)*
= U*AUU*A*U
= U*AA*U
entonces AA* es una matriz semejante unitaria a 77> .

Ademds, se sabe que las matrices semejantes tienen las mismas trazas, entonces
tr(TT") = tr(AA”) = ||A||f,

Como T es una matriz triangular superior, entonces se tiene:

n n
SO il

i=1 j=1

—— Y Il = 1AL

i=1 j=1

]

tr(TT*)

18



~Ademas, los elementos de la diagonal de T son los valores propios de A

n n
entonces Z tal* = Z Aaf?
i=1

i=1

—_— ;w = gltﬁﬁsZZ[tﬁl%uAui

i=1 j=1

i=1
[ |
2.5. Inercia de una Matriz
Hemos visto anteriormente que la estabilidad del sistema:
X(t) = AX(t
(t) (t) (2.14)
X0) = Xo

es conocido si los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa.
Un problema mas general que el problema de estabilidad es el problema de la inercia.

La inercia de A € C(n,n), con respecto a los semiplanos es definido por:
In(A) = (n(A), v(A),5(A)) (2.15)

donde:

m(A) = nimero de valores propios de A con parte real positiva.
v(A) = nimero de valores propios de A con parte real negativa.
d(A) = numero de valores propios de A con parte real nula.

Entonces, A es una matriz estable si In(A) = (0,n,0).

Teorema 2.5.1 (Ley de Inercia de Sylvester). Si A € R(n,n) . es simétrica y
X € R(n,n) no singular, entonces In(A) = In(XTAX)

Antes de demostrar este teorema veamos previamente lo siguiente:

Sabemos que por el teorema de Schur en el caso real, para A € R(n, n) simétrica, existe
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~-una matriz ortogonal T tal que:

(A 0 ... 0 )
0 % ... . 0
TrAT=| =~ = | =A
\ o o0 . .. Aﬂ)
donde A, A2, - -+, A\, son los valores propios de A.

Sea z = Ty donde ¥ = (y1,¥2,-- ,¥n)7, entonces:
(z, Az) = (Ty, ATy) = (y, T" ATy) = (y, Ay)

ademas, se tiene que:

W, Ay) = MyE + Xoys + - + A2

supongamos que A\; > A > --- > \,, entonces:

M@ +13+ 0 +0) < (U AY) S M@+ + - +47)

Notemos que:

=g ((E51) = (1557))

e () - (525
En efecto, sea: ) A }
. mfx({ (Y, y) )

por (2.19) se tiene:
(W, Ay) S M@+ 3+ +un) = Mly,y) VYER”
Luego:

(y, Ay)
(y,9)

o ({8571) =

20
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entonces:

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



-y asi:
u < A

de (2.20) tenemos:

S U AY) a8 My + dayd + - + Aayl

12 = Vy € R" {0
(¥, 9) (¥, 9) o)
en particular, escogemos: y; # 0,y = y3 = ... = ¥y, = 0 entonces
A 2
1>—:;Tyl—A1:=}/\l<ul
i

por lo tanto, de (2.21) y (2.22) se concluye que:

== ({B50)

=i ({E2501)

Myy) =Ml +y5+---+142) < (y,Ay) VyeR”

Consideremos

de (2.19) tenemos:

(y, Ay) n
= A, < o9) vy € R"\{0}
o ({ &A1) _, v
=>/\nSmym({ ) }) n === A\p < Uy

de (2.23) se tiene:

_ {yAY) @18) Myt + hagd 4 -+ Antf?

n = = Vy € R*"\{0
-~ {v,9) (¥, y) \o}
en particular, hacemos y; = y» = ... = Yp—1 = 0 y y, # 0, entonces:
2
vﬂgl\n_gnz/\n'—""“——}vns/\n

n

de (2.24) y (2.25) se obtiene:

== ({650)
mem (UG )

21
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(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



de donde:
A, <84T g,
o) =
definamos: ( )
T, AT)
que es llamado el cociente de Rayleigh
Teorema 2.5.2. Las raices caracteristicas Ay,- -+ ,An, Se pueden expresar como sigue:
A
)\1 = m ({ (11 JE) })
(z,z)
e = min mix ({M})
wy=1@y=0 \ | (z,z)
A = min  max ({(x Ax)})
(u u‘)kl (z,yi)=0 (.’13 a:)
equivalentemente:
o ([ {z, Az)
ww-x - ({05
= gt (522)
ww)=1(zp=0 \ | (z,)
Ag: = min  max ({(:E’—A:-E—)-})
Wia)=1 (T.0:)=0 (z,z)
i=1,--- k-1
Prueba: )
_ , (z, Az) . (z, Az ,
Sea A\, = max ({__(:z, z) y A = min ) fué probado antes.

Veamos que:

X2 = min méx ({(x,Ax)})
ww)=1(z,4)=0 (z, z)
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.para ello, sea: £ = Tz:

= min max ({ (_:r,_A_a:l })
te (y,y)=1 (z,y)=0 (1"’ 1:)
"= min mix ({ Tz ATz) })
o (v.p)=1 (Tz,y)=0 (TZ, TZ)

) ) ({ (2, TTATz) })
= min max S —
W) =1 (z,TTy)=0 (2, 2)

Definamos 3y’ = T7 y (esto es y = Ty ), entonces:

) ) (z,Az2)
Uy = min max
(Ty' Ty')=1 (2,4/)=0 (2,2
) ) (z,Az)
= Uy min max
(v y')=1(z,')=0 (Z, Z)

como observamos, es suficiente asumir que A es una matriz diagonal.

* S={z€R(MN)z=2a=-=2=0A(2,5/) =0} 3y,
M = {z € R(n,n)"/(z,y) = 0} ~ScM
tiego ) (z,Az) . (2,Az) , N
o (552 (5) v o o
-us ({05 2 anme ((B51)) - e

., 22 + Np2?
= Inin max 2 1 .3
(wy)=0 § zyt+2

/\122 + /\222
= )\lzf + /\2Z§ > /\sz + /\22% = /\2(2% + Z%)——;%—_i_;g—z

ademas como A\; > A = A122 > \p23.
>N V2,2 (2.28)

Luego de (2.27) y (2.28) se tiene:
u > A (2.29)

de la definicion de u, se obtiene:

uz < max ({(z’Az>}) Vy con (y,y)=1

(2,4)=0 (2,2)
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-en particular, elegimos y; = 1,y, = y3 = -+ - = yp, = 0 entonces:

v < méx({)\lzf:—/\2§§+---+/\nzﬁ
2= 2+ +--+ 22

] , A 22 e A 2

< max ({ 22 2 +2 t AnZy

2 Zl+22+“'+z,2,

uy < A
esto es debido a que:
/\n < /\2 = /\nz,zl < AQZ?E
/\n—l S /\2 = A1;—12721..1 S /\2272,_1

A3 < /\2 = )\3z§ < /\223%
/\2 < /\2 = /\22% < /\22%

M2+ Mp122 14+ A2k
2422 4+ 22

= uy < A

<A

Luego u; = A; .

En general, podemos definir:

, , ( {(w,Am)})
U = min max
(v ')=1 (z,5°)=0 (z, )

, ) ( { (2,Az) })
= min max
(¥ y7)=1 (2,4°)=0 (z,2)

Sk={z/zk+1=zk+2=---=zn=0/\(z,yi)=0 i=1,2,'“ ,k‘—l}

consideremos

Notemos que Sy C M, luego:
me({5}) 2 me ({53}
e e (522 2 e (5))
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M2p+ X2y 4o+ Me2f
= min max > )\ %5
o= S ({ Z+Z++2L Z M= 2 N

i=1,

De la definicién de u;. se tiene:

uks méx ({(Z,AZ)}) vyt con (yi’yi)=1 2‘—_—1,"' ‘k_l

en particular ¥ =e; = | 1 | — € R" 1 estd ubicado en la i-e§ima posicién,

\f;)

esto implica que z; = 25 = - -- = z,-; = 0 entonces:

24 ... 2
we < méx (z,Az) < méx Alz; R . Y 74 <M
Y (2,2) 24+ 22

==>uk=/\k

_ min (({ $2:42) :
An, = min ({ @.2) ya fué probado.

,Az
Veamos que \,_; = max min ({(x )
(yy)=1 (z,y)=0 (I,f)

Seaxz =Tz:

=l(z 0 ({ ) }
VUn—1 max min
(yy)=1 (zp)= (:L' $>

)
(Tz, AT?2) })

B (u,y) 1(Tz u)—O ({ (Tz,T=z)

= mix min ({ (T AT:) })
T @w)=1(TTy)=0 (2, T7T2)

Az)
haciendo y™ = TT n—-1 = ] (Z )
haciendo y Y= Un (Ty'{nTa;fg) 1(zl,2)—0 ({ (z,2)

' (&=
= Up-1 = mMAx min
(V' sy')=1(z,’)=0
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Sea S = {z/z5n =23 =--- = 2,3 = 0 A (2,y") = 0}, recordar que:

M = {z/(z,y") = 0}

s e ({21 s ({E221) 0y e =0

’ , ({ (Z, AZ) }) ’ ! ({(Z,AZ) })
= Up_1 = max min < max min
Wrm=1 M (2, 2) Wrm)=1 § (2,2)

Ano122_1 4+ 22
= v,_1 < mix min ({ = 12" " (2.30)
W"y")=1 § Zpo1t+ 25 .
ademads como:
/\n S )‘n-—l

= M2 & Nirg

2 2 2
= M22 + M12a1 S M1zp + An12p
a8
-

de (2.30) y (2.31) tenemos:

2 S An—l Vz,,,z,,_l (231)

Un-1 < Ant (2.32)

de la definicion de v,,_; tenemos:

VUp—1 > min (((z,Az)}) Vy" con (z,4")=0

(z,y™)=0

en particular escogemos:
N=yY=-=Y_1=0, yo =1

entonces:

o S ({x\lzf TR ,\nzﬁ})

2n=0 2Z2+24-+ 22

o gt ({Alzf +Xza 4+ )«nzﬁ}) >

z 24224+ 22

= Un-1 2 An-1 (2.33)

de (2.32) y (2.33) tenemos:

Up_1 = An.—-l
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Prueba del teorema (2.5.1)

Supongamos que para alguién r que A.(A) > 0 y definimos el subespacio Sy C R" por:
So = span{X'q,--- , X '¢;} ¢ #0

yeSo=y=Y BX '

i=1

donde Ag; = \i(A)g;, i = 1,--- 7. De la caracterizacién de \.(XTAX) tenemos:

T T
M(XTAX) = max min L AXWY
dim(S)=r yeS yTy

yT(XTAX)y
m E— 7 —
So yTy

2

Ahora para cualquier y € R" tenemos:

(v, (X" X)y) _ y" (X" X)y
(v, 9) yTy

> 0%(X), donde o2(X)=M(XTX)

n

mientras para y € Sy es claro que:

T(xT
%ZAr(A)

esto es:

> A (A)on(X)

T T T
T > [yT(XTAX)yyT(XTX)y |
MOA 2 Xy vty

con argumentos analogos con los roles de A y X7 AX invertidos muestran que:

A(XTAX)

A 2 M(XTAX)o2(X7Y) = 20%)
01

esto es, A.(A) y A\,(XTAX) tienen el mismo signo y como mostramos que A y XTAX
tienen el mismo nimero de valores propios positivos. Aplicamos este resultado a —A,
y concluimos que A y XTAX tienen el mismo nimero de valores propios negativos. Es
obvio que el mismo nimero de valores propios nulos para cada matriz es también el

mismo. [ |
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2.6. Importancia de los Valores propios y Vectores

Propios Dominantes en un Sistema Dinamico
Se llama A, valor propio dominante de A si cumple:
| A > A2 [2] As |2+ 2] A

donde A;, Az, - -+, A, son valores propios de A.

Consideremos el sistema de tiempo - discreto homogéneo:

.’Ek-H:Al’k k=0,1a29""n’

entonces
ry, = A o
Ty = A2 Tp
(2.34)
. = AFz
r, = A"z

Supongamos que A tiene un conjunto de n vectores propios linealmente independientes.
Sea (M;,v;) un par propio de A.
= A’Ui = /\,;’U,;

Akvi = Afvi (235)
Para zy, € R" se cumple:
o=V + 02Uz + -+ Qpp
A¥zy = a1 A% + e A*vp + - - - + anAFu,

g a Ay + agdbvg + - + Ao, (2.36)

Ak.l'()
iy = alz\fful e 02A§02 4+ an)tﬁ'vn

Observaciones 2. Si A\, es un valor propio dominante de A, entonces cumple:
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|)\1 |k>|,\i |k Vz'=2,3,---,n.
En efecto:

Como A\, es un valor propio dominante, se cumple:

| AL > A2 [2] Az [> - 2] An

SVkeEN:| A f>| X *2 Az k> - > A |k

=>|/\l |k>|’\i Ik i=213s"'sn
2. Para k grande
[al/\"f|>>|ai’\§l ‘=2!394s"'sn; Ctlf,éo

En efecto:

82310/2520 Sn: |a1 ISI Qg I
= Jko GN/ | Cn/\!f |>| (Ii/\? l Vk > ky

En la segunda observacion se concluye que para valores grandes de k%,
el vector z, se aproximaria en la direccibn del vector wv; correspondiente al
valor propio dominante J;.

En el caso que ay = 0, el segundo valor propio dominante A, y su correspondiente
vector propio se denominaria vector propio dominante.

En resumen, el comportamiento de un sistema dindmico homogéneo esta
basado en analizar su primer y segundo valor propio dominante de una matriz y su

correspondiente vector propio.

2.6.1. Calculo de valores propios

Describiremos brevemente algunos métodos para calcular los valores propios domi-

nantes y sus correspondientes vectores propios.
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Método de la Potencia

Este método es usado para calcular el mayor valor propio en mddulo y su
correspondiente vector propio de una matriz A de orden n x n.
Sean los valores propios Aj,Ag,---A, de una matriz A. Y sea A; valor propio
dominante con vector propio v; correspondiente. Asumamos que A es diagonalizable.

Presentamos el algoritmo del método de la Potencia.
Definamos méx({v}) = max({v;}), donde v; i = 1, - - , n son las componentes del vector
1

v.

ALGORITMO 2.6.1. (ME"TODO DE LA POTENCIA):
Paso 1 Elijamos o € R™\{0}

Paso 2 Para k =1,2,--- hasta que converja

If:k = A:L'k_l
Tk

T = max({Zx})

END

Teorema 2.6.1. Sea la sucesion {max({Z:})} que converge a A

y x — w! maltiplo de v, cuando k — oo

Prueba:
Aplicando sucesivamente el algoritmo tenemos: A
. _ 4%
k=l: d=An * = max({Azo))
k=2 T, =A Ao z Az,
= Ty = Aty = —/——17—< =— . 2z
2T T max({Azo)) 7 max({Azo}) méx({ 2t}
A’z
_ 0
"~ max({A%zo})
A3$ Aszo
k=3 I3 = Ax g I3 = 3
T BT max({Ao)) méx({A%zo}) méax({ z{rAtmn )
_ A3$0
"~ méx({A%zo})
k kg
I .. o= o DE
7 max({A Tzo)) * 7 max({AFz0))
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Como A es diagonalizable, entonces los vectores propios v;, ¢ = 1,--- ,n asociados con
Ai, i =1,--- ,n pueden ser elegidos linealmente independientes.

Luego z° puede ser escrito de la forma:

To = a1V + oy + - - - + Qpty, ap F0
- Ak$0 — Ak(alvl + QU2 + -4+ anvn)

Avi=A;v;
S Moy + ey + - + ap b,

2\ A\
A’f (alvl + ay (/\—1) v+t ay, (/\—1) ‘Un)

AN
Como || > X2 > --- > |An|. Entonces kll’m (-——) =0,1=2,---,n.

———————— Ak ooy

At
Luego:
Ak, /\If(alvl + ag(%)k’(b + .-+ an(%\?)kvn)
Ty = > = ~
méx({A*zo})  max({Mf(aav1 + 012(%%)’“112 4+ an(%\?‘)k’vn})
= = 1
ma‘x({alvl + 02(%)’:’02 R an(%)kvn})
donde

Qg
max({a1v; + az(32)kv2 + - - - + an(32)*v,})

cC=

es una constante y

o)) = maia e =

méx({x}) = méx ({méx({Ak—lxo})

M méx({a1v1 + a2(32)v2 + - + an(32) 0n})

T AT max({og v + (12(%)':—1”2 +oF a"(f\\'?)k—lv”})

/\1 méx({alvl + az(%)kvz +---+ an(%\‘;)”vn})

= —
méx({a1v1 + @2(32)* vy + - - + @n(32)710n)})

AL

Observacion El Método de la Potencia es utilizado si se cumplen las siguientes

hipétesis:
1. a ?é 0
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2. )1 es el unico valor propio dominante.

Ejemplo.
1 23
SeaA=1| 2 3 4
3 45

y consideremos 7o = (1,1,1)" € R*\{0}

k=1:
123 1
345 1 12
méx({#:}) = 12
I1 T T
T = ——— = (1/2,3/4,1)" = (0.50,0.75, 1.00
k=2:
1 23 1/2 5 5.00
Tp=Ar,;=| 2 3 4 3/4 | =1 29/4 | =] 725 |;
345 1 19/2 9.50
méx({£;}) =19/2 = 9.50
T2 T T
Ty = ———— = (10/19,29/38,1)" ~ (0.5263, 0.7632, 1.0000
k=3:
1 23 10/19 96/19 5.0526
T3=Ar,=| 2 3 4 29/38 | = | 279/38 | =~ | 7.4321
345 1 183/19 9.6316
méx({23}) = 183/19 ~ 9.6316
T3 T T
T3 = ———— = (32/61,93/122,1)" ~ (0.5246,0.7623,1.0000
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k=4:

1.9 3 32/61 308/61
fy=Axs=| 2 3 4 93/122 | = | 895/122 |~
345 1 587/61
5.049180
~ | 7.336066
9.622951

max({Z4}) = 587/61 ~ 9.622951

~

Ty = — “{‘EA—” — (308/587,895/1174,1)7 ~
(0.52470187, 0.76235094, 1.00000000)”
k=>5:
12 3\ [ 32/61 308/587
ds=Aze=| 2 3 4 || 93/122 | = | s95/1174 | =
345 1 1
5.0494037479
~ | 7.3364565588
9.6235003697

méax({s}) = 5649/587 ~ 9.6235093697

. 988/1883 0.524694636219

zs= —0—— = | 2871/3766 | ~ | 0.762347318109
méx({Zs})

1 1000000000000

= (0.3850895499, 0.5595101709, 0.7339307919)”.
J

T
Normalizandolo tenemos: ——
l|zsl
Convergencia del Método de la Potencia

. , . A
La razén de convergencia del método de potencia estd determinado por X2 como
1

veremos en seguida, de la prueba del teorema (2.6.1) (método de la potencia)
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tenemos:

k k
o az (A & A 1
T = ﬁ'vl-i- 3 ()\1) Vg4 -+ 3 ()\1) v, donde _,\_{‘
A S\ *
xk—ralvl+a2(l\2) +---+a;(-/)\r) Un
1 1
donde o = El Vi=1,---,n; entonces:
|, ()* \*
|z — qui|| = la'z (f) v+ 40, (A") Un
1 1
< i f foall + -+l 2
A
< 2 (|az|||02|| + -+ |apl|val)

(debido a que | Ay [>| A2 [=--- 2| M\ |)

P
. Vk=1,2,3,--

/\2
A

A k
> 3

- M

>... >

k
(lay Il va [l +---+ | oz [ v |I)

A2
AL

|lzx — djvi| <

Luego tenemos:

A
lzr — ajn|| < & =2

donde o = |ap]|jval + - - - + | |||vn]l-

Notar que esta prueba es debido a que z; se aproxima a o) v, dependiendo de la
k

, A2 : . ) :
rapidez como /\—1 va hacia cero. Si A\, estd cercano a ), entonces la convergencia se
hace lenta, y si A\ << \; la convergencia se hace rapida . [ ]
Ejemplo. Si consideramos A\; = 10 y A2 =9, y queremos obtener una precision de
seis digitos exactos, para ello se tiene que cumplir:

k

9 -6
ia <10
de aqui:
In(10)
k> ———3~=3642d——=k;p;n =4
6t
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Ahora, si consideramos A\ = 10 y A2 = 1, y queremos obtener la misma precisién,

entonces: x

<107

10

de aqui:
In(10)

~ 6in(E)

se observa que en el primer caso, se necesitaria un mayor nimero de iteraciones que en

k>

= 0.1667 =——== kpin = 1

el segundo caso.

2.6.2. Meétodo de la Potencia con Desplazamiento

En algunos casos, la convergencia puede ser mejorada usando un cambio adecuado.
Sea v € R™ un vector propio de A asociado al valor propio A, entonces: Av = Av.

Sea o un cambio adecuado:
= (A—ol)v=Av—ov

(A—ol)v= Iv—ov
(A—olv=(A—o0)v,

por tanto, v es un vector propio de la matriz A — o asociado al valor propio (A — o).
Entonces, podemos decir que (A; — o) es el valor propio dominante de (A —o[), y si el
método de la Potencia es aplicado a la matriz de cambio (A — o) entonces la razén

de convergencia es determinado por:

M en vez de &
‘A]'—O'l AI

Asumiendo que los )\; son reales, con
1
o= E(Az + /\n)

puede darnos una convergencia rapida, pero no siempre se cumple.
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2.6.3. Método de la Potencia Inversa

El siguiente método iterativo es conocido como la iteracion inversa, es un método
efectivo para calcular un vector propio cuando se tiene en forma razonable una buena

aproximacion a un valor propio conocido.

ALGORITMO 2.6.2. (METODO DE LA POTENCIA INVERSA):

Sea o una aprozimacion al valor propio real A\, tal que: |\ —o| < |X\;i—0a| (i#1)
Paso 1 FElijamos z,.

Paso 2 Parak =1,2,--- hacemos
Resolvemos (A — oI)iy = xx_1, Zx es la incdgnita a encontrar usando el

método de la eliminacion gaussiana con pivot parcial.
max ({2 })
Parar si ||[(A — 0I)zk||oo < cit||Al|co donde ¢ es una constante.

Ty

Teorema 2.6.2. La sucesidn {zx} converge a la direccion del vector correspondiente

al valor propio A,

Prueba:

Los valores propios de (A — oI)~! son
Mm=0)"(Az=0)h e (M —0)7!

y los vectores propios vy, vg, - - - , U, son los mismos como los de A. Luego, como en el

caso del método de la potencia, podemos escribir:

- 1 C2 Cn
Tk — F V2 TV
R | S 6 v R W

_ 1 " Mn—a\* - A —0 ka
= (A]'—U)k v &) ’\2_0_ (] Cn An—a n

como )\; es bien cercano a o que cualquier otro valor propio, entonces el primer

pd . 1 .
término del lado derecho o= es el dominante.
1—O0
Entonces z; — av, (miltiplo) cuando k — oo.
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Ejemplo.

1 2 3
SeaA=\| 2 3 4

345

y consideremos zo = (1,1,1)7 e R3\{0} y 0 = 9.

k=1:
# =(1,1.5,2)7
T = —2_ — (0.3714,0.5571,0.7428)T
| £1 (|2
k=2:
%, = (0.6190,0.8975,1.1761)7
Ty = —2— = (0.3860,0.5597, 0.7334)T
I| Z2 [|2
k=3:
43 = (0.6176,0.8974,1.1772)7
T3 = —2— = (0.3851, 0.5595, 0.7340)7
| Z3 [|2
k=4:
%4 = (0.6176,0.8974,1.1772)T
Ty = —4_ — (0.3851,0.5595,0.7340)T
I| Z4 [l2
k=5:

#s = (0.6177,0.8974,1.1772)7
= % —(0.3851,0.5595,0.7339)”
| &5 |2

s
{Coémo escoger el vector inicial z,?

Para escoger el vector inicial zo realizamos algunas iteraciones del método de la
potencia, y luego cambiamos al método de iteracién inversa, es decir, con el dltimo

vector generado por el método de la potencia como vector inicial para el método de
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iteracion inversa. Otra alternativa que fue propuesta por Wilkinson para hallar el

es asumir que:
Le= P.’Eg

donde P es una matriz de permutacion que satisface:
P(A-ol)=LU

ye=(1,1,---,1)T € R", entonces dos iteraciones son recomendadas, asumiendo que
o es una buena aproximacion para el valor.

Ejemplo. Sea
1 2 3

A=| 2 3 4
3 45

luego, los valores propios de A son:
0, -0.6235, y 9.6235

Elegimos: o = 9.1:

-8.1 20 3.0
A—ol = 2.0 -6.1 4.0
3.0 4.0 -4.1
y su factorizacion LU es el siguiente:
1 0 ow 81 2 3
L= -0.2469 1 0|, U= 0 -5.6062 4.7407
-0.3704 -0.8456 1 ) 0 0 0.0200
(100
P=1010
\0 0 1

T
zo = (P)™'Le = ( 1.000, 0.7531, -0.2160 )
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Para dos iteraciones tenemos:
T
k=1: & =(A—ol) 'z = ( 0.4003, 0.6507, 0.98040 )
2, T
Ty = —t— = ( 0.4083, 0.6637, 1.0000 )
maz(Z;) -
E=2: #,=(A—ol) sy = ( 09367, 13540, 17624 )
T
Ty = ( 0.5315, 0.7863, 1.0000 )

normalizando este vector propio cuatro digitos se obtiene:

(03851, 0.5595, 0.7339 )T

2.6.4. El Cociente de Rayleigh

Teorema 2.6.3. Sea A una matriz simétrica y sea £ € R™ una buena aprorimacion

para un vector propio. Entonces el cociente:
zT Az

zTr

Rq =0= (237)
se aprozima al valor propio A por lo cual z es el correspondiente vector propio.

Prueba:
Como A es simétrica, por el teorema (2.0.8) existe un conjunto de vectores propios

ortonormales V1, V2, ..., Un, POI lo tanto, I se puede expresar Comao:
T = c + CoUo + -+ CnUn (2.38)

como v; i=1,2,...,n es un conjunto de vectores propios ortonormales, es decir:

’U;‘I"Uj = 1 Si Z = ]

viv; = 0 si i#j
o= l'TAZl? _ (Cl’Ul +cUuy+---+ Cnvn)TA(Cl'Ul +couy+---+ Cnvn)
zTz (avr + Uz + - - + caty) T (c1v1 + QU2 + - - - + Cr0R)

(c1vr + o2 + - - - + )T (1A 01 + A2 + - - - + CaAn )
A+d+---+c2

M+ X+ + A
d+g+---+2
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l 1+ (%11)2 4.4 (:_:c\;l:)z J (2.39)

como z; es una buena aproximacién a v;, en (2.38) tenemos que ¢; es mds grande que

_y e+ G

losotrose; 1=1,2,--- ,n.
Entonces de (2.39), la expresion entre corchetes se aproxima a 1, entonces o se

aproxima a \. [ ]

2.6.5. Iteracion del Cociente de Rayleigh

La idea de aproximar un valor propio puede ser combinado con la iteracién inversa
para calcular sucesivamente aproximaciones de un valor propio y el correspondiente
vector propio en un modelo iterativo conocido como Iteracién del Cociente de
Rayleigh.

En el siguiente algoritmo N es el nimero minimo de iteraciones y z, es una

aproximacion inicial para un vector propio.

ALGORITMO 2.6.3. (Iteracion del Cociente de Rayleigh):
Para k=0,1,2,--- hacer:

Paso 1 Calcular
_ :I:{A.’Bk

i Tk

Ok

Paso 2 Resolver para &j;,
(A. — 0';;1)53;,_,_1 =T

Paso 8 Calcular:

-~

Tk

T =
T ez (Feer)

Paso j Finalizar si el par (o, xi) es un par valor propio - vector propio aceptable o si

k> N.

Observacion El mejor camino para escoger , puede ser usando el Método de la

Potencia con pocas iteraciones y luego usar la 1iltima aproximacién como xy.

40



Ejemplo. Siendo
1 2 3

A=1]12 3 4
3 45

luego, los valores propios de A son:
0, -0.6235, y 9.6235

entonces, después de realizar tres iteraciones en el Método de la Potencia obtenemos

como punto inicial para la Iteracion del Cociente de Rayleigh:

zo=( 05246, 07622, 1 )T

TA.’L‘ T
k=00 00="270=0625 z,=( 0547, 07623, 1)
Ty
Tl A T
k=1: oy=22"21 296235 z,= ( 1, 1.4529, 1.9059 )

T
el vector propio normalizado asociado a 9.6255 es: ( 0.3851, 0.5595, 0.7339 )

2.6.6. Calculo de los Valores Propios Subdominantes y
Vectores Propios: Deflacion

Una vez que el valor propio dominante A, y su correspondiente vector propio v; ha
sido calculado, el proximo valor propio dominante A; puede ser calculado usando el

- Método de Deflacidn.

Deflacion de Housholder

Por razones de estabilidad numérica, usaremos matrices de Housholder para este

método.

Teorema 2.6.4. Sea A\, un valor propio y su correspondiente vector propio vy, H una
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matriz de Housholder tal que Hv, es un maitiplo de e;, entonces:

(/\1* 3 *...*\

0 A | BT
Al - HAH - —
: A2 0 Ag

X )

donde A; es una matriz de (n — 1) x (n — 1) y los valores propios de A, son los

mismos de A excepto N, en particular si:
| A [>] A2 2] Ag |2 -+ 2] An |

entonces el valor propio dominante de As es A2, el cual es el sequndo valor propio

dominante (o también llamado subdominante) de A.

Prueba:

De Av; = \jv; tenemos:
HAHHv, = MHv, desdeque H?=1]
HAH(ke;) = Mke; debidoa que Huv; = ke
HAH e = /\1 (3]
entonces, la primera componente de la primera columna de HAH es ), y los demas

son ceros. Luego:

Al * % % *
0

Ay
0

det(HAH — M) = (\; — N)det(As — \I)
se sigue que los valores propios de A, son los mismos de A; excepto A;. Mds atin, si:
[ AL 1> A2 [2] Az =+ 2] An |

el valor propio dominante de A, es )\, el cual es el segundo valor propio dominante de
A.
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ALGORITMO 2.6.4. (Deflacion de Housholder para calcular el Valor Propio

Subdominante):

Paso 1 Calcular el valor propio dominante \, y su correspondiente vector propio v,

usando los Métodos de la Potencia y la Iteracion Inversa.

Paso 2. Encontrar una matriz de Housholder tal que:

)

0
H'U] =

\ 0 )
Paso 8 Calcular HAH.

Paso 4 Descartar la primera fila y la primera columna de HAH y encontrar el valor

propio dominante de la matriz (n — 1) x (n — 1) obtenida.

Ejemplo. Sea

0.2190 0.6793 0.5194
A= 0.0470 0.9347 0.8310
0.6789 0.3835 0.0346

Los valores propios de A son 0.0018, -0.3083 y 1.4947.

-0.5552
1. A} =1.4947y v; = | -0.7039
-0.4430
2.
-1.5552
u=v— || 0 |2 €1 = -0.7039
-0.4430
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r -0.5552 -0.7039 -0.4430
H=1- Ty -0.7039 0.6814 -0.2005
-0.4430 -0.2005 -0.8738

Hvy=| 0
0
3.
1.4977 -0.3223 -0.3331 1.4977 | -0.3223  -0.3331
HAH = 0 0.1987 0.2672 = 0 A,
0 0.3736 -0.5052 0

4. El valor propio dominante de A, es -0.3083, el cual es el valor propio

subdominante de A.

Observacion Una vez calculado el valor propio subdominante A;, el vector propio v,

puede ser calculado usando el Método de la iteracién inversa.

Calculo de otros Valores Propios y Vectores Propios Grandes

Una vez calculado (A2, v2), la matriz A, puede ser deflactada, usando este par para
calcular el par (A3,v3), y del par (A3,v3) se calcula el par (\g,v,) y asi sucesivamente.

- Cdlculo de los Valores Propios Pequenos

Sea A una matriz no singular y sean los valores propios ordenados de tal forma:
[ M > A2 12] Az ] - 2| Apea [>[ A [> 0

donde A, es el valor propio dominante de A y A, el valor propio mas pequeiio.
Entonces, los valores propios de A~! son los valores propios inversos de A y son

ordenados como:

1 1 1 1
— > > >...>— >0
3 P 2 22 I
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1
entonces, — es el valor propio dominante de A~!. Luego, podemos aplicar el método
de la potencia para hallar el valor propio dominante de A~!, que a la vez ser4 el valor

propio pequeiio para A.
ALGORITMO 2.6.5. (Cdlculo de Valores Propios Pequenos en Magnitud):
Paso 1. Aplicar el Método de la Potencia para A~}

Paso 2 Tomar el reciproco del valor propio obtenido en el paso 1.

1 4 5 0 -1 3
Ejemplo. SeaA=| 2 3 3 | =A'=]| -1 4 -7 | aplicando el Método
1 1 1 1 -3 5

)T. Realizando 5 iteraciones el

de la Potencia a A™! con el vector inicial 2o = (1,-1,1
valor propio dominante se aproxima a A = 9.1545. Entonces, tomando la inversa a \

tendriamos el vector propio pequeno i = 0.1051.
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Capitulo 3

Sensibilidad de los Valores Propios

En este capitulo estudia la sensitividad de los valores propios y vectores propios, el
mas importante resultado en este capitulo es el teorema de Bauer-Fiker en la cual

empezaremos a definirlo.

Teorema 3.0.5. [Teorema de Bauer - Fiker| Sea A diagonalizable, es decir, existe
una matriz X no-singular tal que X "'AX = D es diagonal. Entonces para un Valor

Propio A\ de A+ E tenemos:
min | A = A <|[ X[ X7 E ]

donde || . || es la norma matricial subordinada y A1, A2, -+ , A, son los valores Propios

de A.

Prueba:
Consideremos dos casos:

Caso 1: A = ); para algin ¢. En teorema es trivialmente verdadero.
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Laso 2: X # )\; para cualquier i. Entonces los elementos de la diagonal de la
matriz diagonal son diferentes de cero, entonces la matriz (Al — D) es
no singular.

De (A + E)z = Az tenemos:

Ez=(\ -XDX ')z

= XM\ -D)X 'z

Sea X~z =y
= Exz=X(A] - D)y
y=WM —-D)'X'Exz (z=Xy)
y= (A -D)'X'EXy
tomando norma subordinada en ambos lados, tenemos:
Iy lI=Il (AT = D)T' X' EXy ||
1<|| M =D) X HIE Xl

por norma subordinante

1

— -1 — AN e
|| M = D)~ "] maxl/l\___Ai|

-_— -1 =
1T = D) 1= e

1

< —————— || XY EI|IX

> 1€ e L X BN X

min| A=A | <[ X7 E X ]

3.1. Implicaciones del Teorema
Por el teorema (3.0.5), tenemos que si:
Cond(X) =|l X |Ill X7 I

es grande, entonces un valor propio A de la matriz perturbada A + E puede ser

significativamente diferente de un valor propio \; de A.

1 2 3
Ejemplo. Consideremos A= | 0 0.9990 1
0 0 2
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los valores propios de A son 1, 0.9990 y 2. Ahora:

1 -1 0.9623
X =1 0 00005 0.1923 |,
0 0 0.1925

entonces:
X 1AX = diag(1,0.9990,2)
Sea:
0 00
E= 0 00
1075 0 0

los autovalores de A + E son 0.9995 + 0.004i, 0.9995 - 0.004i y 2. Los valores propios
de A+ E que han sido variado por 107° en la posicién (3,1) de la matriz A cambian

totalmente, esto es debido a que Cond(X) = 6.8708 x 102 es un valor grande.

3.2. Sensibilidad de los Valores Propios

Individuales

El Cond(X) = || X|| |IX~!|| da un total enfoque de los cambios de los valores propios
con respecto a los cambios en los coeficientes de la matriz siendo asi algunos valores
propios de A mas sensibles que otros. En concreto, algunos podrian ser muy bien
condicionados mientras que otros son mal condicionados. Similarmente sucede con los
vectores propios.
Sea X 'AX = diag(\,- -+ , \n) entonces los vectores propios normalizados
correspondientes a un valor propio \; son dados por:

Xe,  (X71)Te
C T Xe Dl X ei ]l

z;
Definicion 3.2.1. FEl niimero 8l donde s; el definido por:

si =| y;'rxil
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es llamado el Niimero de Condicién del valor propio \;. Si este nimero es grande,

entonces ); es un valor propio mal condicionado.

Del ejemplo anterior:
1 -1 0.9623

X=1] 0 0.0005 0.1923
0 0 0.1925

Iy (I,O,O)T
Ty : (1,-0.0005,0)T
zz3 : (0.9623,0.1923,0.1925)T

y» : (0.0004,0.7066,-0.7076)7
¥ @ (0,-0.7025,0.7068)7

Ys (0,0,1)T

8 ' yT:Bl |= 3.5329 x 10_4
s2 ¢ |y¥ry|=3.5373 x 1074
s1 ¢ |yFzz|=0.1925

Segin la definicién, s;, $; son grandes, A\; = 1,\; = 0.999 estdn mal condicionados,
mientras A\3 = 2 estan bien condicionado.
Relacién entre s; y Condy(X):

Tenemos que:

Xe,- (X‘I)Te,-
I; = T Y
[ Xeill2” 7 11(X1)7es Iz
o o =] o7 | el X-1X
Si = Y; Ti |= ~
|| Xe |2l (X=1)Tes |2
1

§; =

| Xeill2 ] [(X )T ell2
ademas:
|| Xe; |l2 [ X [l21] & [l2=| X |2

<
XD el < I1XTDT Il e Il
XD e llz = (XTI
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entonces reemplazando en (3.1):

1

= =l X e (LIl (X Tes [l < I XT {lall (X7 |l
2

S — < Condy(X)

Otra relacion: .
Condy(X) <Y I si|
i=1

veamos que esta relacion también se cumple en el ejemplo anterior:

1 2 3
A= 0 09990 1
0 0 2

L 2.8305 x 103, e 2.8270 x 103, 1_ 5.1940
381 82 83

Sea:
53.20 -53.17 2.193

X = 0 0.0266 0.4383
0 0 0.4388

= Cond,y(X) = 5.6577 x 10° = Si < Cond,y(X)
1
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Capitulo 4

Iteracion QR

En este capitulo veremos el método de iteracion QR utilizando cambio simple lo cual
nos permite obtener una convergencia mas rapida en el caso de valores propio reales;

pero si existen valores propios complejos en este caso utilizamos el doble cambio.

4.1. Iteracion Basica QR

Presentamos primero el Método de la Iteracién Basica QR.
Sea Ag= A

Ahora calculemos una sucesién de matrices definida por:

Ap = QoRo
Ay = RoQo = Q1 Ry

En general:

A =R 1Qr-1=QxRx k=12,---

Las matrices en la sucesiéon A; poseen propiedades interesantes, tales como que cada
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matriz en la sucesién es similarmente ortogonal a la anterior, es decir:

Al=RQo = QFTAQo (QFAs= Ry)
A =Ri@Q: = QTAQ

Ap=Ri1Qr-1 = QF_;ArQx—

Ademsis, cada matriz es similarmente ortogonal a la original, es decir:

A =QTAIQ1 = (QTQTAQuQ:)
Ay = (QoQ1)TAo(QoQ1)

A3 =QFTAQ: = (QF(QoQ1)T40Qu@1Q2)
A; = (Qo@1Q2)TA(Qo@1Q>)

Ak=Q{-1Ak—le—1 = QZ—I(Q0Q1Q2"'Qk—2)TA0(Q0QlQ2'"Qk—l)
A = (Qu@1Q2- - Qk-1)TAo(QoQ1Q2 - - - Qk-1)

Damos ahora una condicién para la convergencia:

Teorema 4.1.1. [Teorema de Convergencia para la Iteracion Bdsica QR/

Sean los valores propios Ay, -+ ,Ap tal que: | Ay [>| X2 |[> - >| An |, ¥ sea Y la matriz
de vectores propios de los vectores propios izquierdos (esto es, Y = (XT)7!) tal que las
entradas principales menores no nulas. Entonces { Ay} converge a una matriz

triangular superior o de la forma real de Schur.

Prueba:[Ver([19])] |

La conclusion de este teorema:

Bajo ciertas condiciones, la primera columna de Ay, se aproxima a un multiplo de e,

tal que para k suficientemente grande, obtenemos:

A] u

Ao s
g 0 A

y luego se aplica otra vez la iteracion Q)R para Ay y asi sucesivamente hasta que la

sucesion converja a una matriz triangular superior.
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1 2
jemplo. Sea A =

3 4
Es facil ver que los valores propios de A son:
5+ /33 5—v33
’\r——- A = 5 | A [>] Az |
k=0
A() =A= QOI{O donde
[ -0.3162 -0.9487 R [ -3.1623 -4.4272
-0.9487 0.3162 |’ 0 -06325 |
=1
5.2 1.6
Ay =A=RyQo = = @1 R, donde
0.6 -0.2
Q1= 0.9934 -0.1146 _ -5.2345 -1.5665
"\ -0.11462 -0.9934 |’ 0 -0.3821
=2
5.3796 -0.9562
A, =A=R Q= = @Q,R, donde
0.0438 -0.3796
-1 -0.0082 -5.3797 0.9593
-0.0081 1 0 -0.3718
k=3
' 5.3718 1.0030
A3 =A= R’ZQ2 = = (Q3R3 donde
0.0030 -0.3718
-1 -0.0006 -5.3718 -1.0028
Qs = R3 =
-0.006 1 0 -0.3723
k=4
5.3723 -0.4998
A4 =A= R3Q3 =
0.0002. -0.3723

Aproximandose asi a una matriz triangular superior y sus elementos de la diagonal
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de esta matriz se aproxima a los valores propios de la matriz original.

4.2. Iteracion QR de Hessenberg

Al realizar la factorizacién QR de una matriz se requiere O(n%) operaciones, en
consecuencia, las n iteraciones del método QR requeriran O(n*) operaciones,
haciéndose asi este método insuficiente. Afortunadamente existe una solucién para
evitar demasiadas operaciones, para ello realizaremos entonces la Iteracion de
Hessenberg:

Reducir la matriz arbitraria a una matriz Hessenberg por similaridad ortogonal antes
de empezar con las iteraciones QQR. Supongamos que A, es una matriz Hessenberg
superior inreducidas y las rotaciones de Givens son usadas para el factor Ay = Qr Ry,
donde @y = (J(n —1),n,0)---J(2,3,6)J(1,2,0)) asi, Ax+1 = RirQ) sigue siendo una
matriz Hessenberg superior.

Asi con este método el nimero de iteraciones es menor que el método anterior.

1 2 3
Ejemplo. Sea A=Apo=| 2 3 5 |, luego:
011
-0.4472  0.3651 -0.8165 -2.2361 -3.5777 -5.8138
Qo= | 0.8944 -0.1826 0.4082 Ry = 0 1.0954 1.0954
0 09129 0.4082 0 0 0
k=1
42000 -5.4705 -2.0083 )
Ai=A=RoQo= | -0.9798 0.8000 0.8944
0 0 0 )
( -0.9739 -0.2272 0
Q=] 02272 -09739 0
\ 0 0 o)
(-4.3128 5.5092  2.1590
R = 0 04637 -0.4148
\ © 0 0
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5.4516 -4.3854 2.1590

Ap=A=RQ: = 0.1054 -0.4516 -0.4148
0 0 0

-0.9998 0.0193 0

Q2= -0.0193 -0.9998 0

0 0 1

Se observa que cada Q); y A; son Hessenberg superior, ademas los valores propios de
Az son 5.3723, 0, -0.3722 y los de A son 5.3723, 0 y -0.3723.

4.3. Desplazamiento Simple en la Iteracién QR

Para implementar un cambio simple en la iteracién ()R necesitamos tener una
aproximacion X; del valor propio J;. Como X no esté disponible en la practica,

h? . el elemento (n,n) de H = Hy es tomada como aproximacion inicial y entonces la
iteracion es continuada usando sucesivamente los elementos (n,7) como un nuevo
cambio. Veamos entonces la modificacién del Método de Iteracién QR conocido como
desplazamiento simple en la Iteracién QR

Previamente veamos el siguiente algoritmo:

ALGORITMO 4.3.1. (Reduccion a una matriz Hessenberg superior por el Método de

Givens, donde A es cualquier matriz):

Paso 1 Parap=1,2,--- ,n— 2 hacer
Paraq=p+2,--- ,n hacer

a) Encontrar ¢ = cos(0) y s = sen(0) tal que:

c 8 Qp+1

-8 ¢ Qgp
b) Guardar s y ¢ y los indices p y q.
c) A=J(p+1,9,0)AJ(p+1)g,6)"
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ALGORITMO 4.3.2. (Desplazamiento Simple):
Paso 1 Transformar A a una matriz Hessenberg superior H.

Paso 2 Sea Hy=H
Para k = 0,1,2,--- hacer hasta que h%,,_, converja a cero
Hy, — ST = Qi Ry
 Hppy = ReQ + hET

hg‘) es el elemento (i,j) de Hy

111
Ejemplo. Sea H=Hy=| 1 2 3
011
k=0
01 1
Ho-hQI= | 1 1 3 [ =QRo
010
(0 0.7071 -0,7071\

Q=1 -1 0 0
\ 0 07071 0.7071 )
(1 - -3 w
Ry=| 0 14142 0.7071
\0 0 -07071)
9 2.8284 -1.4142
Hy=RyQo+hhI=| -14142 15 0.5
0 05 05
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=1

2

H - hJI =

Hy — Q1 =

Q1 R,y
(-0.7276 -0.6342 -0.2615
Q1= | 0.6860 -0.6727 -0.2774
-\ 0 -0.3812 0.9245
(-2.0616 2.7440 1.3720
R = 0 13117 0.5606
\ 0 0 - 02311
3.8824 -1.0613 1.0464 .
Hy=RiQ, +hl;I = | 0.8998 -0.5960 0.1544
| 0  -0.0881 0.7137

Q2R
(-o 9620 0.2721 0.0247
Q2= | -0.2732 -0.9580 -0.0870
\ 0  -0.0905 0.9959
r-3 2940 1.3787 -1.0488
R, = 0.9740 0.1367
\ 0 0 00124
3.5057 -2.1221 -1.2459
H3 = RyQ,+ k%I = | -0.2661 -0.2318 0.0514

0 -0.0011  0.7260
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H3—h§§)l= Q3R
( -0.9955 -0.0953 -0.0001
Q3= | 0.0953 -0.9955 -0.0010
L 0o 0000 1
([ -2.7924 2.0212 1.2451
Ry = 0 11556 0.0675
L0 0 0.0001
3.6983 -1.7472 1.2434
Hy=RyQs +h3,I = | 01101 -0.4244 0.0664
| 0 0 07261

en donde hg;) converge al autovalor 0.7261

4.4. El Doble Desplazamiento de la Iteracion QR

Si los valores propios de una matriz son reales, la iteracién de desplazamiento simple
QR funciona bien, sin embargo, puede darse el caso que una matriz real pueda tener

valores propios complejos. En tal caso:

1. En alguna etapa de la iteracién podriamos encontrar que la submatriz 2 x 2 del

lado derecho posea valores propios complejos.

2. El elemento (n,n) que se encuentra en la submatriz 2 x 2 la cual es real no seria

una buena aproximacion.
3. Es usual usar los valores propios de la submatriz 2 x 2 como parametros de

desplazamiento, la cual nos lleva a una iteraciéon QR de doble desplazamiento.

Un paso de la iteraciéon de doble cambio QQR(complejo).

Sean los valores propios de la submatriz 2 x 2 de lado derecho de la matriz Hessenberg

ky y kg = k;, entonces un paso de la iteracion de doble cambio QR es:

Hs = kl-{ - QsRs Hs+l = RaQs + kllr
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5 Hypn — kol = Qo1Ry41 Hyp2 = Roy1Qpyr + kol

1 22
Ejemplo. Sea H=Hy=| 0 0 1 ki=1i, ky=—i
0 -1 0
Hp — ki1 = QoRy
-1 0 0
Q=] 0 -0.7071 -0.70713
0 0.7071i 0.7071
144 -2 2
Ry = 0  1.4142 -1.4142
0 0 0
1 1.4142 - 1.4142 1.4142 + 1.4142;
Hi=RQo+kiI=1]| 0 —1 0
0 0 i
Hy— kI = Q1R
-1 0 0
Qi=| 0 -08165 -0.5744i
0 0.5744i 0.8165
o -1-4 -1.4142 + 1.4142i 1.4142 - 1.4142;
"Ry = 0 0 1.1547
0 0 1.63304
2 1.9712-0.3382i 1.9712 - 0.3382;
Hy=RiQi+kiI=] 0 -0.3333: 0.9428

0 -0.9428 0.333:
Los valores propios de H, son 1, i y —i.
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Eyitando la aritmética compleja en el doble desplazamiento de la iteracién

QR.

Debido a que k; y k2 pueden ser nimeros complejos en el método anterior, seria un
poco complicado, sin embargo con una pequena modificacién se evitaran estos
calculos. Demostremos primero que la matriz H,42 es similarmente ortogonal a H,.

Consideremos la matriz:
N =(H;,—kI)(H, — kyI) = Hf — (k1 + k2)H, + k1ko I

como k; = k;, entonces la matriz N es real. Previamente demostraremos que

(Qs@4+1)(Rss1, R,) es la factorizacion QR de N.

N = (H,— kJI)(H, — k1I)
= (H, — k2I)Q.R,
= Q.Qi(H. ~kDQ,R,
= Qs(Hsy1 — k2I)R,

N = Q.Qsr1Rs11R,

Debido a que N es real y (Q,Qs+1)(Rs+1Rs) es la factorizaciéon QR de N, la matriz

QsQs+1 puede ser elegida real y ortogonal. Entonces:

Hypo = Ry 1Qasr+kol

Hyo = His+2— kol +kol
Qi1 (Hop1 — k2D)Quy1 + ko
Q:+1[R8Q8 + kil — kpd)Qs41 + kol
Qis1[RsQs + (k1 — k)| Qpy1 + ko

Q:+1le+1 — kil +(ky — k) IQp41 + koI

2l Qi(Hy — kiD)Qs + (k1 — ko) I]Qup1 + kol

:+1Q;HBQ8Q3+1
Hyppo = (QaQsH)THa(QaQaH)
Entonces H,,, es similarmente ortogonal a H, y ademas, como Q,Q,+; y H, son

reales, H,,, es real.
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ki y k2 no necesitan ser calculado explicitamente debido a que:
N = (H, — ki I)(H, — ko) = H? — (ky + ko) H, + kyko

t= kl +ky = hn—l.n—l + hnn

d= klk‘l = hn-l,n—lhnn = hn,n—lhn—l.n

ALGbRI TMO 4.4.1. Un Paso de la Iteracion de Doble Desplazamiento
QR (Aritmética Real)

1. Formar la matriz N = H? — tH, + dI
2. Encontrar la factorizacion QR de N: N = QR

3. Formar H,yy = QTH,Q

1 2 3

Ejemplo. Sea H=Hy=|1 01|, t=2, d=2
0 -2 2

3 -85

N=H*-tH+dl=| -1 2 3

-2 00

encontrando la factorizacién QR de N:

-0.8018 -0.5470 -0.2408
Q= 0.2673 0.0322 -0.9631
0.5345 -0.8365 0.1204

-0.8571 1.1007 2.5740
H,=QTH,Q = | -1.1867 3.0455 -0.8289
0.0000 1.8437 0.8116

Veamos ahora un algoritmo mds eficiente que el (4.4.1):

ALGORITMO 4.4.2. Un Paso de Iteracion para el Doble Desplazamiento QR

implicito. Sea H,x, una matriz de Hessenberg inreducida. Entonces el siguiente
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algoritmo, el cual constituye una iteracion del Doble Desplazamiento Implicito QR,
produce matrices ortogonales Py, Py,- - , P,_5 tal que: QT HQ donde
Q = PyP, --- P,_, es una matriz Hessenbereg superior. El algoritmo sobreescribe H
con QTHQ.

Paso 1 Calcular los desplazamientos:

t= hn—l,n—l + hnn

d= hn—l,n—lhnn - hn,n—lhn—l,n

Paso 2 Calcular las tres primeras entradas de la primera columna de N = H?> —tH +dI
T = np =h? —thy +d+ hizha
Yy = na = hy(hin+hi2—1t)

n31 = ha1has

<

Paso 3 Calcular las matrices de Householder Py, P,- -+ , P,_2 tal que la matriz final es

Hessenberg superior.

a) Fork=0,1,2,--- ,n—3 hacer

Encontrar una matriz de Householder 3 x 3, ﬁk, tal que:

T *
ﬁky=0
z 0

y entendiendo H con P.HPY, donde:

I 0
P, = P
0 In_k_3
Tomar:
T = hkygks
Y. = hrevapn
z2 = hgyarsn (82 k<n—3)
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b) Encontrar la matriz de Householder }3n_2 de orden 2 tal que:

Formar:
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Capitulo 5

El Problema de Valor Propio

Generalizado

5.1. Introduccion

En este capitulo consideramos el siguiente problema conocido como el problema de

valor propio generalizado.

Definicién 5.1.1. Sean A, B € C(n,n). Para el problema Ax = ABz, A es llamado

valor

propio generalizado de A(si existe) y el vector x es un vector propio asociado con ).
Observacion. Si )\ existe, entonces es una raiz de la ecuacién caracteristica:
det(A—-)AB) =0

Definicién 5.1.2. La matriz A — AB es llamada una matriz pencil. Es conveniente
denotar por (A, B).

El par (A, B) es llamado regular si det(A — AB) £ 0, y es llamado singular si
det(A— AB) =0.

64



5.1.1. Valores Propios de una Matriz Pencil

Proposicién 5.1.1. Sea (A, B) una matriz pencil regular. Entonces:

1. Si B es no singular, entonces todos los valores propios de (A, B) son finitos y

son los mismos para AB™' y para B! A.

2. Si B es singular, entonces:
el grad(P(\)) = grad(det(A — AB)) =r < n. Los r ceros de P(\) son los
valores propios del par (A, B).

Denotaremos los (n — r) valores propios sobrantes como oo.

Prueba:

[1]):

Como B es no singular, entonces Az = ABzx

B 'Az =)z

Az =)z
Estamos en un problema Az = Az, donde A es finito. Ahora veamos que los valores
propios de AB~! y B! A son los mismos.
En efecto, de:
AB! = BB'AB™!

se observa que las matrices AB~! y B~! A son similares, por lo tanto, tienen los

mismos valores propios.

2l

Prueba: [Ver ([2])]

Definicién 5.1.3. Si A y B son matrices simétricas reales, y ademds si B es
definida positiva, entonces el problema de valor propio generalizado Az = ABz es

llamada el problema del valor propio generalizado definida simétrica.
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5.1.2. Descomposiciéon Generalizada de Schur

Para resolver el problema del valor propio generalizado, debemos reducir
simultdneamente las matrices A y B en la forma mds conveniente, de la cual, el
problema del valor propio generalizado sea facilmente extraido.

El siguiente teorema ilustra la extraccién del valor propio generalizado desde que las

matrices han sido reducidas en forma conveniente.

Teorema 5.1.1. Sean A, B € C(n,n) y el par (A, B) regular. Sean U,, U, matrices

unitarias tal que:

( tll \
*
U1 AU, =T, =
\ b |
([ #, )
*
UiBU, =T, =
o )

\

entonces los autovalores generalizados \;

nn

i=1,...,n de la pencil regular (A, B) son

dados por:
/\,'=OO st t,;;éO,t;,i:O
Prueba:

De Az = ABz tenemos:
U AU Uz = AU, BULU;

definimos:
y = Uz
UlAUgy = /\Ul'yU2
=Ty = My
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de tal manera que A es un valor propio del (A, B) si y sdlo si es un valor propio del
par (T1,T3).
Como T y T, son triangulares:

n

- det(Ty = ATy) = [ [ (tu — Ath)

i=1
luego:

det(T1 — /\Tz) =0& (tii — /\t;i) =0

?

Ai=m si tu#Ot'=0

s Vi

5.1.3. Algoritmo Q2

El algoritmo de iteracion QZ es similar al de iteracion QR para el calculo de

valores propios.

Asumamos que la matriz B es no singular. Entonces, la idea bdsica es aplicar la
iteracién QR a la matriz C = B~'A 6 AB! sin calcular independientemente a B~! y

aC.

La mejor forma es transformar a A y a B a su forma reducida.

Teorema 5.1.2. Descomposicién Generalizada de Schur Sean A, B € R(n,n), ezisten

matrices ortogonales Q) y Z tal que:

A'=QTAZ, A’ = matriz real de Schur superior

B'=QTBZ, B’ = matriz triangular superior

el par (A’, B') es llamado la forma generalizada de Schur y tiene los mismos valores

propios del par (A, B).

5.1.4. Reduccion a una Forma Hessenberg - Triangular
Sea A, B € C(n,n), entonces:

1. Encontrar una matriz U tal que U7 B sea triangular superior.
Calcular UTA
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2. Reducir a A a la forma Hessenberg, y a la vez preservar la estructura triangular
de B

Los pasos a seguir son:

(*_*--- *\ (**---*\

0 % «-- * * % . %
B:=U"B=| : : : A=UTA=
0 x .- *
\00---0*) \**...*}
El elemento (n,1) de A se hace cero, aplicando una rotaciéon Q,_; .

(**--»*\

¥ %k .. %

*x k. X

A= Qn—l,nA =

*x x ., *

o v

multipliquemos esta rotacién a B por el lado izquierdo, la cual la posicién (n,n — 1) se

hace diferente de cero.

(v s )

0 * --- *
BEQH._L“B=
0 * svs %

\0 0 -+ % x )

la rotacién Z,_,, se le multiplica a B por el lado derecho para hacer el elemento

(n,n — 1) de B cero. Afortunadamente esta rotacién cuando se multiplica por el lado

derecho a A no afecta a los ceros producidos anteriormente, es decir:

(v 0+

0 *x «- *
B := BZn_l,n =

0 % --- *
koo---o*)-
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* Xk *
A = AZn—l'n, =
*x *x .., %X
TRy
luego, sucesivamente se hacen cero a los elementos (n — 1,1),(n — 2,1),---,(3,1),

como sigue:

Primero una rotacién apropiada es multiplicado por el lado izquierdo para ser esa
posicion cero.

Segundo, la misma rotacién es multiplicada por el lado izquierdo a B.

Finalmente, otra rotacion apropiado es multiplicada por el lado derecho a B.

Al final se obtiene la matriz A Hessenberg en su primera columna y B es triangular
Superior.

Luego, el proceso es realizado para las siguientes columnas de A hasta obtener una

Hessenberg superior y B sea una triangular superior.

1 23 111
Ejemplo. SeaA=] 13 4|, B=|01 2
1 3 3 00 2
Paso 1: Formar (53 al hacer a3, cero:
1 0 0

Qs=1| 0 0.7071 0.7071
0 -0.7071 0.7071

1 2 3
A=AW = QA= | 1.4142 4.2426 4.9497
0 0 -0.7071
Paso 2: Actualizar B:
1 1 1
B=BM=Qu3B=| 0 0.7071 2.8284

0 -0.7071 0
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Paso 3: Formar Z,; al hacer b3, cero:

10 0
Zyz=| 0 0 -1
01 0
1 1 -1
B=BWZy=Qy3BZ;3=| 0 28284 -0.7071
0 0 0.7071
Paso 4: Actualizar A:
1 3 -2
A= ADZp3 = Qp3AZ3 = | 1.4142 4.9497 -4.2426
0 -0.7071 0

obteniéndose asi una Hessenberg superior y B de la forma triangular superior.

ALGORITMO 5.1.1. [Reduccion a la forma generalizada de Schur]
Dada A, una matriz hessenberg superior inreducida y B una matriz triangular
superior. Los siguientes pasos construyen matrices ortogonales Q y Z tal que QT AZ

es una matriz Hesenberg superior y QT BZ es una matriz triangular superior.

Paso 1 : Escoger los desplazamientos oy y a.

Paso 2 : Calcular la primera columna de:
N = (C— 01])(6 - 021)

donde ¢ = AB™!, sin formar ezplicitamente B™!.

Sea (cy,c2) las dos primeras columnas de c, entonces:
-1

b1 b2
0 b

(c1,¢2) = (a1,02)

Los tres elementos diferentes de cero de la primera columnsa de N son dados

por:

z = (e —a1)(en —a2) + crzen
y = culenn — o)+ ez — ar) + craen

z = CC32
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La primera columna de N es n, =

(*\

Paso 8 : Encontrar una matriz Housholder Q) tal que Qn, =

\ 0/

Paso 4 : Calcular QA y QB.

Paso 5 : Transformar QA y QB a una matriz Hessenberg superior A, y una matriz

triangular B, por equivalencias ortogonales.

ALGORITMO 5.1.2. [El Algoritmo QZ]

Dada las matrices reales A y B.

Paso 1: Transformar (A,B) a una matriz triangular Hessenberg por equivalencias
ortogonales:
A = QT AZ: una matriz Hessenberg superior

B = QTBZ: una matriz triangular superior

Paso 2: Iterar con el algoritmo (5.1.1) para obtener {Ax} y { By}, eligiendo

desplazamientos para cada iteracion como se describio anteriormente.

Paso 8: Observar la convergencia de las sucesiones {Ax} y {Bx}:
{Ar} = R quasi - triangular

{Bx} = T triangular
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JALGORITMO 5.1.3. [La Iteracion Inversa Para Vectores Propios de la Pencil (A, B)]
Cada vez que una aprorimacion de un valor propio X es calculado, el correspondiente

vector propio B puede ser calculado usando la Iteracion Inversa como antes.
Paso 1: FElegir un autovector inicial vy.

Paso 2: Para k =1,2,... hacer hasta que converja:
Resolver (A — AB){y = Bug_
v Ok
k= =
I 0% |2

Observacién Para resolver el sistema (A — AB)0x = Bvg_1, el par (A, B) es reducido
como una parte del algoritmo QZ.
Ejemplo.

Aplicaremos el algoritmo QZ para las siguientes matrices A y B:

(1 5 3 5 4 —2 —1)

2 -7 -6 -5 5 -3 -3

A=| 1 2 9 -3 -8 1 2
-7 9 6 5 -3 -2 5

-5 2 6 -3 4 -2 -7
\—6 2 1 -1 -4 -3 )
(8 5 3 5 4 8 5 \

-5 1 -3 -4 3 5 4
2 -7 -6 5 5 -2 -5
B = 1 -2 9 -3 -8 7 -9
-7 9 4 5 -3 -8 2
5 -4 7 -3 9 =2 1
\ 2 -6 2 -4 -1 4 —5)

1. Hallamos una matriz ortogonal @ tal que B = QT B sea triangular superior, para

esto aplicamos el programa ”pasolQZ.m” (ver apéndice) y se obtiene:
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( 0.6100 -0.6390 -0.1291 0.0332 0.0232 0.4218 0.1530 \
-0.3812  0.0905 -0.0963 -0.4473 0.3962 0.6910 -0.0512
0.1525 0.4579 -0.3576 0.7044 0.1632 0.3303 -0.0855
Q= 0.0762 | 0.1167  0.6934 0.1191 -0.4295 0.4207 -0.3522
-0.5337 -0.4422 0.3144 0.5272  0.2330 0.0368 0.2951
0.3812 0.1341 0.4652 -0.0284 0.7512 -0.2006 -0.1225
\ 0.1525 0.3830  0.2239 -0.0986 -0.1131 0.1300 0.8605 )

luego, actualizamos A y B:

( 3.8125 -1.9825 -0.3050 -0.3812 5.3374 -2.6687 -4.4225\
0.0679 -9.0221 -4.8088 -9.1927 2.8501 -0.7138 -5.3433

-5.5394 7.3560 12.6114 -0.6000 -6.1035 -0.6231 0.8106

A=QTA=| 08407 -0.4828 -1.5022 0.8957 -0.8286 -3.5582 3.9065

-6.7695 1.8842 2.2054 -1.9716 7.2740 -1.6893 -7.5031
-1.9864 1.5192 4.2902 -2.9130 1.7830 -0.2241 -3.5191

_ \ -6.7303 4.7402 -0.4553 3.4370 5.7757 -4.2914 -0.5419 )

( 13.1149 -5.7949 3.5837 0.6862 6.3287 7.3199 -1.3725 \

-0.0000 -13.3573 -3.9504 -5.7629 1.2222 0.0435 -8.8376

-0.0000 -0.0000 13.2496 -4.8473 -5.1211 1.5049 -5.5091

B=Q"™B=| 0.0000 0.0000 -0.0000 82354 -0.3792 -7.1008 -4.6984
0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 11.7083 -4.9849 6.5332
0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000 9.7407 -1.3420

\ 0 -0.0000 0 0.0000 -0.0000 0.0000 0.3230 )

2. Ahora, transformamos la matriz A a su forma Hessemberg manteniendo la
estructura triangular de B, para esto aplicamos el programa ”paso2QZ.m ” (ver

apéndice) y se obtiene:
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( 3.8125
-11.2457
0.0000
A= -0.0000
0.0000
-0.0000
\ -0.0000

( 13.1149
0.0000
0.0000
B =] -0.0000

0.0000

0.0000
\ 0.0000

3.0452 -3.3226
7.4388  3.0151
6.5173 -11.0905
-0.0000 -6.0322
0.0000  0.0000
-0.0000  -0.0000
-0.0000  -0.0000
-3.0836 -8.9229
-0.3009 -1.5608
-0.0000 -13.1800
-0.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000
0.0000  0.0000

-0.9603
-10.1202
4.2389
8.1213
-3.1752
0
0

-6.1131
-6.1974

7.9498
7.0545
0.0000
0.0000
-0.0000

-4.0312

-4.3885

-0.1618 -2.6750

-6.6369

-2.1098

0.1072

1.0968
0

-1.8324
3.6089
0.9463
-3.5840
12.8017
0.0000
-0.0000

-7.1637
-0.1959
6.9082
1.8004
0.3583

-0.5838
-4.5608
-2.3897
-2.8459
5.0540
10.0400
-0.0000

-1.6102 \
-4.9581
4.4832
-9.6755
-4.9140
-5.5178
-3.4808 /

3.4954 )
-0.3648
15774
6.6586
75811
-0.1681
14,9303 |

3. Para aceptar que un elemento A;;_, es computacionalmente cero, aplicaremos el

siguiente criterio sugerido en la bibliografia.(Datta)

| Aiicr [ €(| Aii | + | Aicri-1 |)

(5.1)

donde € es una tolerancia dada. Este criterio nos servira para decidir si un valor

propio es real o complejo. Continuando con el ejemplo, tenemos:

a) Observar: A;; = -11.2457 no cumple la condicién (5.1). Iterando con el

algoritmo QZ, se obtiene:
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( 8.4482
0.0001
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
k 0.0000

[ -0.6504
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000

\ 0.0000

0.9367 -9.6300 3.9607
19.6255 2.4144 -1.7300
0.0335 -1.0283 -0.8193
-0.0000 1.4488 -1.6798
-0.0000 0.0000 -0.8018
-0.0000 0.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000 -0.0000
-8.5746 -12.1400 -4.1584
12.7088 0.4861 -3.7474
0.0000 6.4543 -4.2082
-0.0000 -0.0000 11.2391
-0.0000 -0.0000 -0.0000
0.0000  0.0000  0.0000
0.0000 0.0000 -0.0000

2.6008
1.3157
7.1137
0.3264
-1.3326
-0.3565
0.0000

-4.1342
-3.3911
9.7642
-1.3948
7.6207
0.0000
-0.0000

10.6868
-2.4753
1.1939
6.0254
-0.5242
2.5373
-0.3170

1.2394
-2.3644
6.2235
5.2406
-3.5985
10.3066
0

0.8043 )
-3.7515
-3.4662
1.1805
5.7838
8.8750
-4.2093 |

0.7316 )
2.0240
-7.5972
6.1203
4.2659
1.7067
-14.9511 )

observar que ahora A, ; = 0.0001 cumple la condicién (5.1), entonces,

obtenemos un autovalor real A; que se calcula de la manera siguiente:

A1

All

11

b) Ahora, procediendo por deflacién:

[ 19.6255 2.4144
0.0335
-0.0000
-0.0000
-0.0000
\ -0.0000

-1.0283
1.4488
0.0000
0.0000

-0.0000

-1.7300
-0.8193
-1.6798
-0.8018
-0.0000
-0.0000
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1.3157
7.1137
0.3264
-1.3326
-0.3565
0.0000

12.9892

-2.4753
1.1939
6.0254
-0.5242
2.5373
-0.3170

-3.7515 \
-3.4662
1.1805
5.7838
8.8750
-4.2093 )




[ 127088 0.4861 -3.7474 -3.3911 -2.3644 2.0240
0.0000 6.4543 -4.2082 9.7642 6.2235 -7.5972
-0.0000 -0.0000 11.2391 -1.3948 5.2406 6.1203
-0.0000 -0.0000 -0.0000 7.6207 -3.5985  4.2659
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 10.3066 1.7067
| 0.0000 00000 -0.0000 -0.0000 0  -149511 |

se procede como en el caso (a) anterior,obteniéndose sucesivamente los
autovalores reales:\p= 1.5447 ,\3= -0.4006, A4 =0.1409 , luego entre las

ultimas iteraciones obtenemos las siguientes matrices:

-2.1974 0.7945 1.9506 4.2275
-5.1060 -0.1426 4.1356 -4.5685
0 0.0000 4.3772 8.4168
0 0 0.0000 -2.0293

-10.3184 -3.8845 0.7940 1.6043
-0.0000 -7.1244 7.7365 -2.7380
0.0000  0.0000 11.1923 2.9997
-0.0000 -0.0000 0 -14.4048

¢) Se observa que no cumple la condicion (a) es decir el elemento
Ay =-5.1060 no cumple la condicién (5.1) en este caso los valores propios
son complejos entonces para ello aplicamos el programa ”ST.m”
obteniendose los autovalores \s=—0,0184 + 0,2431¢,\6= —0,0184 — 0,2431:.

d) Finalmente procediendo por deflacion obtenemos:

A 4.3772 8.4168 B— 11.1923  2.9997
0.0000 -2.0293 0 -14.4048
Observar ahora que Az, = 0 cumple la condicién (5.1) entonces finalmente

obtenemos un autovalor real:

All
= — =10.3911
=g

11
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Vectores propios Reales.
Una vez hallados los valores propios de el par (A,B) es posible hallar sus
correspondientes vectores propios mediante el programa

“autovectoresQZ.m” en las cuales son los siguientes:

( 0.2322\ ( -0.4337\
0.6270 -0.2996
-0.2534 0.6434
Vi=1] -0.3647 Va=| 0.3073
0.2249 -0.2632
-0.0971 0.0829

\ -0.5438 | | 0.3710 )

( 203301 ) ( 0.4669\ ( -0.2112\
-0.6440 0.7735 -0.7321
0.3031 -0.2026 0.4649

Vs=] 0.4803 Vi=| -02540 | Vs=| 0.3636
0.1209 0.1719 0.2007
0.3003 0.1892 0.0105

\ 02215 ) \ -0-1130 ) \ 01754 J

Vectores propios complejos

( 0.2133 + 0.0377i ) [ 0.0377 + 02133 )
0.3962 + 0.2781i 0.2781 + 0.3962i
-0.2562 - 0.2702i -0.2702 - 0.2562i
Vo=| -0.0966-01764i | Vo=| -0.1764 - 0.0966i
-0.3213 - 0.2621i -0.2621 - 0.3213i
-0.3216 - 0.2034i -0.2034 - 0.3216i

K -0.4703 - 0.0417i \ -0.0417 - 0.4703i

Ademas se puede verificar que los resultados cumple: Az = ABzx
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5.2. El Problema de Valor Propio

Generalizado Definido Simétrico

Muchas aplicaciones reales llevan a resolver problemas de valor propio generalizado

definido simétrico de la forma:
Ac=ABr y ABz= )Xz

donde A y B son simétricas, y al menos una de ellas es definida positiva. Asumiremos
que B es definida positiva y consideraremos solamente el problema Az = ABz.

Cuando B es definida positiva, podemos escribir:
ABz =Xz
en la forma
(A= AB™Y(Bz) =0,

como B! es también definida positiva, el problema ABz = Az es de la misma forma
que el problema Az = A\Bz.

El problema definido simétrico Az = ABx es comunmente resuelto en vibraciéon de
analisis de estructura.

Empezaremos con una importante propiedad de pencil definido simétrico.

Teorema 5.2.1. El pencil definido simétrico (A — AB) tiene valores propios reales y

vectores propios linealmente independientes.

Prueba:

Desde que B es simétrico definido positivo, admite la descomposicién de Cholesky:
B=LLT

Luego:
Ar = ABzx = \LL"z

el cual da:
L'A(LT) LTz =AL"z 0 Cy= )y donde y=L"z
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donde la matriz C = L~' A(LT)~! es simétrica, ademds, X es real. La afirmacién
acerca de los vectores propios es obvia, debido a que una matriz simétrica tiene un

conjunto de n vectores propios independientes segin el teorema (2.0.8).

5.2.1. Ortogonalidad de los Vectores Propios

Si los vectores propios ¥1, Y2, ..., ¥n de C son elegidos ortonormales, entonces es facil

ver que los vectores propios z; son B—ortonormales, esto es:

z¥Bz; = 1 si i=1,..,n
zTBr; = 0 si i#j

Mis atin, si z; es un vector propio normalizado, z7 Az; = ¢;, i=1,..,nYy:
T _ > 4
T; Az; =0 i#j

para probar
o7 Bx; = 2T LLTz; = (LTz;)"LTz; = 4] y; = 0

(desde que y, ..., Y, son ortogonales). Las otras relaciones pueden ser probadas

similarmente.

5.3. El Meétodo @Z para el Pencil

Definida Simétrica

El algoritmo ()Z descrito en la seccién previa para pencil A — AB regular también
puede ser aplicado a pencil definida simétrica. Sin embargo la desventaja es que tanto
la simetria como lo de definida positiva se perderia, para ello describimos el siguiente

algoritmo.

5.3.1. El Algoritmo Cholesky QR

La demostracion del teorema (5.2.1) nos da previamente un método para encontrar los
valores propios generalizados de una pencil definida positiva simétrica.

Antes de ver este método veamos previamente los siguientes algoritmos:
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Para el Caélculo de Valores Propios

Cuando A es simétrica, hacemos la transformacion PAP! = H Hessenberg que es
simétrica, ademds se le puede llevar a una matriz simétrica tridiagonal.
Para aplicar el método de iteraciéon QR, a una matriz inicial es una matriz simétrica a

tridiagonal T, entonces cada matriz:
Ty — wid = QrRy

Para hallar wy (conocido como el cambio Wilkinson) se utiliza la submatriz de T}

inferior que es dada por:

tn i1 T
t® )
= wy = t¥) 47 — sign(r)\/r? + (t,(:f,)t_l)2
donde:
r= (tszk_)l,n—l - tg:z))ﬂ

En efecto, el primer algoritmo esta dado por:

ALGORITMO 5.3.1.
Paso 1: Transformar a una matriz simétrica tridiagonal T usando

transformaciones similares ortogonales:

PAP'=T

Paso 2: Aplicar desplazamiento simple en la iteracion QR a T con el cambio
de Wilkinson w.

Para T\, =T calcular wy.

Para k = 1,2,--- hacer hasta que converja.
Ty — wil = Qr Rk
Tiyr = ReQr + wie

FEscoger el nuevo wy
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Ahora veamos un segundo algoritmo el cual consiste en hallar los vectores propios

correspondientes a los valores propios hallados en el algoritmo (5.3.1).

ALGORITMO 5.3.2.
Paso 1: Reducir la matriz A a una matriz Hessenberg superior H:

P'AP=H

Paso 2: Calcular un valor propio A

Paso 3: Aplicar la iteracion inversa

Para k =1,2,--- hacer hasta que converja.
Resolver:
(H = M)z® = yk-1)

max(z(*))

Parar si || (H = ADy™® ||< cu || A ||oo

donde c es una constante de orden 1 y

méx({z}) = i ({| 7 [D)eon = @1,22,-+ )¢ € R, )"

Paso 4: Hallar el vector propio
z = Py®
donde y¥) es la aprozimacion del vector propio y obtenida en

el paso 3.
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Ahora veamos el algoritmo de Cholesky QR para una pencil simétrica definida.
Este algoritmo calcula los valores propios A; y los correspondientes vectores propios

z;, (1=1,2,---,n) de la pencil simétrica definida (A, B).

ALGORITMO 5.3.3 (Algoritmo de Cholesky).

Paso 1: FEncontrar la factorizacion Cholesky B.

B = LI}

Paso 2: Formar C = L7*A(L*)~! tomando ventaja de la simetria de

A.
Paso 3: Calcular los valores propios \;, i = 1,2,--- ,n y los vec-
tores propios ortonormales y;, i = 1,2,---,n de la ma-

triz simétrica C, usando el algoritmo de iteracion simétrica
QR, (5.3.1), y el algoritmo de iteracion Hessemberg inversa,
(5.8.2), (M1, A2, -+ y Ap Som los valores propios del par (A, B))
Paso 4: Calcular los vectores propios z; correspondientes a los val-
ores propios \; de la pencil (A, B) resolviendo Liz; = y;, i =

1, ,m.
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Capitulo 6

Algunas Aplicaciones

Casi todos los problemas de valor propio que surgen en las
vibraciones de estructuras son problemas de valor propio generalizados definido
simétrico.

Veamos los siguientes casos:

1.- Vibracién de un Sistema Masa - Resorte:

Consideremos un sistema donde las masas m;, my y m3 y las constantes de rigidez k;,
ks y k3 como se muestra en la figura (6.1), (Las matrices rigidas muy a menudo son
determinados usando las caracteristicas fisicas de los sistemas, los valores y vectores
propios son usados para estudiar el comportamiento de dicho sistema).

Estudiaremos la configuracion del sistema correspondiente a los diferentes modos de
vibracion.

Para ello seguiremos los siguientes pasos:

i) Formularemos el problema como un problema de valor propio generalizado definido
simétrico. Sean los desplazamientos de las masas desde su posicion de equilibrio
estatico definido por las coordenadas generalizadas vy, 2, y3 respectivamente. las

ecuaciones de movimiento para el sistema puede ser escrito como:

mth + (ki + k2)y1 — kay2 =0
magz — k2 + (k2 + k3)y2 — kays = 0 (6.1)
m3ys — kays + k3ys = 0
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Figura 6.1: Sistema Masa - Resorte

este sistema es equivalente a:

my 0 0

1 ki +ky —ko 0 %
0 my O Y2 |+ —k2  ka+ks —k; B | =
0 0 ma Y3 0 —ks3 ks Y3 0
es decir:
Mj+Ky=0

donde: M = diag(my, ma,m3) y

k] + ka "‘kz 0
K= —k2  ka+ks —ks
0 —k3 ks

Asumiendo movimiento arménico podemos escribir:

Y1 = 1™
y2 — xzezwt
Yz = 2736i"’t

donde z,,z, y T3 son respectivamente las amplitudes de las masas m;, my,m3 y w es
la frecuencia natural.
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Sustituyendo y;,¥2, %3 en la ecuacién (6.1) y ademas:
- 2 iwt _
Uk = —w'xre™, k=1,2,3
tenemos:
c—myzw? + (k1 + k2)x1 — kozo =0
—mazow? — koxy + (ko + k3)x2 — k3zz = 0
—m3x3w2 - k3.’172 + k3z3 =0

y llevandolo a su forma matricial queda:

kl + kz —’i‘q 0 I ma 0 0 Iy
""kg kg + ka —k3 I = 'w2 0 me 0 I
0 —k;; kg T3 0 ms I3

denotemos por KX = AMX, A = w?.

Los valores propios \; = w?, i = 1,2,3 son los cuadrados de las frecuencias naturales
de la primera, segunda y tercer modo de vibracién respectivamente.

ii) Resolveremos el problema del valor propio generalizado usando el algoritmo de
Cholesky QR.

Sea m; = 20000, my = 30000, m3 = 40000 y k; = ky = k3 = 1.5 x 10°.

Entonces tenemos que:

M = diag(20000, 30000, 40000)

3 -1.5 0
K=10°]| -15 3 -15
0 -1.5 15
141.4214 0 0
L= 0 173.2051 0
0 0 200.00

1.5 -0.6124 0
C=10°| -0.6124 1 -0.4330
0 -0.4330 0.3750

Los valores propios de (K, M) son los mismos que los valores propios de C y estos son:
10%(0.0860,0.8382,1.9508)
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y la frecuencia natural (\; = w?) son:

10%(0.9273,2.8951,4.4168)

los vectores propios son:

0.0020 0.0071 0.0071

0.0039 |, 0.0062 |, -0.0043
0.0050 -0.0051 0.0010

Estos vectores propios pueden ser usados para determinar diferentes configuraciones
del sistema para diferentes modos, es decir, se puede usar para ver como las

estructuras vibran cuando es excitada a una frecuencia natural dada.

2.-Vibracién de un Edificio:

Consideremos un edificio de hormigén armado de 4 pisos como se muestra en la figura.
Los pisos y la azotea, que son bastante rigido, estan representadas por bloques de
masas m; a my teniendo un movimiento horizontal causado por la deformacion de
columnas debido al movimiento y de k; a k4 son constantes de elongacion de los
resortes que funcionan como resortes en paralelo.

Estudiaremos la configuracién cuando el edificio vibra en sus dos primeros

modos( correspondientes a los dos valores propios mds pequends).

a) Formulamos el problema como un problema de valores propios generalizados

simétrico definido en términos de masa y matrices rigidas:

KX =XMX
Sea
M= diag(mh map, mg, m4)
ki + k2 -k, 0 0
- +k —k 0
K = k2 k2 3 3
0 —ks k3+ks —ks
0 0 —ky k4
tomemos:

my =6 x 107, my, =4 x 107, mz =3 x 107, my = 2 x 107
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Figura 6.2: Edificio de 4 Pisos

ky =10 x 10, ky = 8 x 10", k3 = 6 x 10", k; = 4 x 10

entonces tenemos:

1.8 -8 0 0
Ko1ge| & 1460
0 —6 10 —4
0 0 -4 4

M = 10"diag(6,4,3,2)

b) Encontremos los valores propios y vectores propios usando el algoritmo de Cholesky

QR los valores propios de C' en la cual son los valores propios de la pencil (K, M) son:

0.7112
3.1213
5.7283
-1.0275

107

los vectores propios aproximados de (K, M) correspondientes a sus valores propios son
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-0.0525 \ 0.0616

0.0398 -0.1581
1073 , 1073
0.1441 -0.1221
0.2236 ) 0.2178
-0.0339 \ 0.1291
0.1533 0.0704
1073 , 1073
-0.1826 0.0405
0.0979 ) 0.0267

Figura 6.3: Primer Modo de Vibracién de un Edificio de 4 Pisos
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Figura 6.4: Segundo Modo de Vibracion de un Edificio de 4 Pisos
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Capitulo 7

Conclusiones de la Tesis

Las conclusiones de la presente tesis estan en orden de desarrollo:

s El algoritmo QZ nos permite encontrar los valores propios de la matriz
pencil(A,B) y el método de iteracion inversa nos permite calcular su

correspondiente vector propio.

s En el algoritmo QZ hemos observado que para el cdlculo de los valores propios
complejos, sélo es necesario calcular los valores de la submatriz de orden 2 x 2

utilizando del método de deflaccién evitando la aritmética compleja.

s El algoritmo QZ evita calcular la inversa de la matriz B (Az = A\Bxz), si es

no-singular, aplicando el algoritmo QR para AB~!.

s Los cambios simples y dobles que se utilizan en este algortimo es recomendado
para la eleccién de la submatriz 2 x 2 C = AB™!, en cada iteracién sin calcular

la inversa de B.

s Si los valores propios de (A, B) son reales, la subdiagonal de la matriz en cada

iteracion converge mas rapido a cero.

s Cuando una de las matrices es definida simétrica, el algoritmo QZ se simplifica
en particular a un método para hallar los valores propios con sus respectivos

vectores propios, llamado el método de Cholesky.



s En este trabajo también se muestra como el problema Az = ABz ayuda a
‘resolver diferentes fendmenos que pueden suceder en la ingenieria estructural y

vibracion.
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Apéndice A

Programas elaborados

Damos a conocer la programacion de algunos de los algoritmos dados a lo largo de

este texto, esta programacion ha sido realizada en el lenguaje de programcion Matlab.

A.1. Total

Este programa elabora el algoritmo qz que consiste resolver el problema Ax=ABz

B=[8 5 3 56 4 8 5 ;
-5 1-3-4 3 5 4;
2-7-6 5 5-2-5;
1-2 9-3-8 7-9;
=7 9 4
5-4 7-3 9-2 1;
2 -6 2

1 2 9-3-8 1 2;
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-7 9 6 5-3-2 5 ;
-5 2 6-3 4 -2 -7 ;
-6 2 1-1 5-4-3]

AA = A;

BB = B;

CC = A*inv(B);
[n,n] = size(B);
[Q,R] = pasol(n,B);
B = Q’*B;

A = Q’*A;

[A,B] = paso2(n,A,B); %Transforma a A en una matriz Hesemberg y B en una

Jmatriz triangular

subm = 0

m=n;

ar = 0; %Contabiliza los autovalores reales

vr = [1;

ac = 0; %Contabiliza los autovalores complejos
ve = [1;

b = zeros(2,2);
while subm<(m-2)

%subm = subm + 1;

AH = A;
BT = B;
exito = 0;
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tol = le-5;

Nmax = 200;

iter 0;

while (exito==0 & iter<Nmax)
iter = iter + 1;
i=2;

if abs(A(i,i-1))<tol*(abs(A(i,i)) + abs(A(i-1,i-1)))

exito 1;

else
%Aqui se calcula la matriz inversa de B_2x2
B
b_matriz = [B(1,1) B(1,2);0 B(2,2)]

dB = B(1,1)*B(2,2)

b(1,1) = B(2,2)/dB; b(1,2) = -B(1,2)/dB;
b(2,1) = 0/dB; b(2,2) = B(1,1)/dB;
b

%Aqui calculamos las 2 primeras columnas de

%N = (C-alpha_1*I)(C-alpha_2+*I)

%donde C = A*B~-1

C = [A(:,1) A(:,2)]#b;

%Caiculamos las tres entradas NO NULAS de N =[xy z 00 ... 0]’
#Para esto debemos de ingresar valores adecuados de alpha_1

%y alpha_2

WIIITTo To oo oo ol

cB = B(n-2:n,n-2:n);

cB = minversa(3,cB);

cA

A(n-2:n,n-2:n);
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cC = cA*cB;
det_C = cC(1,1)*cC(2,2) - cC(1,2)*cC(2,1);
tr_C = cC(1,1) + cC(2,2);

alpha_1 = (tr_C + sqrt(tr_C"2 - 4*det_C))/2;
alpha_2 = (tr_C - sqrt(tr_C"2 - 4xdet_C))/2;
ToTo o o o o oo o o o o o o o

%Luego:

N = zeros(n,1);
%x

N(1)

(c(1,1) - alpha_1)*(C(1,1) - alpha_2) + C(1,2)*C(2,1);
wy
N(2)
%z

N(3)

C(2,1)*(c(1,1) - alpha_2) + C(2,1)*(C(2,2) - alpha_1);

C(2,1)%C(3,2);

N;
[u,Q1] = paso3(n,N);

A = Q1#A;
B = Q1%*B;
j=3;
i=2;

(B,c,s] = PBZ(n,i,j,B);
[A] = BZ(n,i,j,c,s,A);

j=3;

i=1;
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(B,c,s] = PBZ(n,i,j,B);

(A] = BZ(n,i,j,c,s,A);

i=2

i=1;

(B,c,s] = PBZ(n,i,j,B);

(A) = BZ(n,i,j,c,s8,A);

A;
B;

(A1,B1,Q,Z]

A = Al;

B = B1;

ar + 1;

end
end
A;
B;
if exito ==
A;
B;
ar =
vr

subm = subm + 1;

A

B

= nuevo9(n,A,B);

= [vr;ar A(1,1)/B(1,1)];

A(2:n,2:n);
B(2:n,2:n);

n-1;
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else
A;
B;

subm = subm + 2;

S = A(1:2,1:2);

T = B(1:2,1:2);

lambda = ST(S,T);
vc = [vc;ac+l lambda(l); ac+2 lambda(2)];
%subm = subm + 1;

ac = ac + 2;

A = A(3:n,3:n);
B = B(3:n,3:n);
n=n-2;
end
A;
B;
end
i=2;

if abs(A(i,i-1))<tol*(abs(A(i,i)) + abs(A(i-1,i-1)))
exito = 1;
end

if exito ==

vr = [vr;ar+1 A(1,1)/B(1,1); ar+2 A(2,2)/B(2,2)];
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ar = ar + 2;
else

S

A(1:2,1:2);
T

B(1:2,1:2);
lambda = ST(S,T);

*ac ac + 2;

[vc;ac+l lambda(1); ac+2 lambda(2)];

vC

end

%Autovalores calculados con Matlab

vectores = eig(CC)

JAutovalores calculados con el algoritmo QZ implementado
if ar==

fprintf(’La pencil (A,B) no tiene autovalores reales’)
else

autovalores_reales = vr(:,2)

fprintf (’Autovalores Reales de la pencil (A,B)’)
autovalores_reales = vr(:,2)

fprintf (’Autovectores Reales’)

V = autovectores_QZ(m,AA,BB,ar,autovalores_reales,1)
A = AA;
B = BB;

lambda = autovalores_reales;

X=1V;
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n = ar;

Ax = [];
LBx = [];
for i=1:n

Ax = [Ax A*X(:,1)];
LBx = [LBx lambda(i)#*B#*X(:,i)];
end

fprintf (’Comprobar los resultados por columna de autovalores reales\n’)

Ax
LBx
end
if ac==

fprintf(’La pencil (A,B) no tieme autovalores complejos’)
else

autovalores_complejos = vc(:,2)

fprintf (’Autovalores Complejos de la pencil (A,B)’)

autovalores_complejos

fprintf (’ Autovectores complejos’)

V = autovectores_QZ(m,AA,BB,ac,autovalores_complejos,2)
A = AA;
B = BB;

lambda = autovalores_complejos;

X=V;

n = ac;
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. Ax = [J;
LBx = [J;

for i=1:n
Ax = [Ax A*X(:,1)];
LBx = [LBx lambda(i)#*B*X(:,i)];
end
fprintf (’Comprobar los resultados por columna de autovalores complejos\n’)
Ax
LBx

end

A.2. Pasol

function [Q,R] = pasol(n,B)
%Esta funcion realiza la factorizacion B = QR de una matriz cuadrada B

%B=[15354,-5613-43 ;2-7-6-565;129-3-8;,-7965 -3]
C = B;
%[n,n] = size(B)

Q = eye(n,n);
for i=1:(n-1)
Qi = eye(n,n);
for j=(i+1):n
(c,s,B]=mgivens(n,i,j,B);

Qi = pgivens(n,c,s,i,j,Qi);
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end

Qi;

Q= Q*Qi’;
end
R = B;
Q; -

A.3. Mgivens

function [c,s,J]=mgivens(n,i,j,B)
%Obtencii>%n de los pari>%metros de Givens y el producto de J*B

if abs(B(i,i))>=abs(B(j,1i))

t = B(j,i)/B(i,i);
c = 1/8qrt(1 + t°2);
8 = C*t;
else
t = B(i,i)/B(j,1);
8 = 1/8qrt(1 + t~2);
c = 8*t;
end
for k=1:n
a = B(i,k);
b = B(j,k);
B(i,k) = c*a + s*xb;
B(j,k) = -s*a + c*b;
end
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A.4. Pgivens

function [J] = pgivens(n,c,s,i,j,B);

%Halla el producto de J*B

for k=1:n
a = B(i,k);
b = B(j,k);
B(i,k) = c*a + s*b;
B(j,k) = -s*a + c*b;
end
J = By
A.5. Paso2

function [H,R] = paso2(n,A,B)

% paso2 del algoritmo QZ

%A = [15354;-513-43;2-7-6-55;129-3-8;-7965 -3]
B =[1-56325;046-48,00-7-35,000-8-1;0000 -7]1]

%[n,n] = size(A);

for i=1:(n-2)
%i=1
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for j=n:-1:(i+2)
P=p-1;
3
[c,s,A] = PQA(n,i,p,j,A);
B = QA(n,p,j,c,8,B);
(B,c,s] = PBZ(n,p,j,B);
A = BZ(n,p,j,c,8,A);

end
end

#Matriz Hesember Superior H

H = A;

#Matriz Triangular Superior R

R = B;

A.6. PQA

function [c,s,Q] = PQA(n,i,p,j,A)
% n: orden de la matriz cuadrada A
% i: columna del elemento que se desea hacer NULO

% p: parametros de la matriz de Givens J(p,j,theta)
% Para hacer la posicion A(j,i) igual a cero

hif (p<j)
if abs(A(p,i))>=abs(A(j,i))
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end

for k=1

a

b

A(p

A(j,k) = -s*a + c*b;

A(j,i)/A(p,i);
1/sqrt(1 + t°2);

c*xt;

A(p,i)/A(j,1);
1/sqrt(1 + t°2);

8*t;

:n
A(p,k);
A(j,k);

,k) = c*a + s*b;

A7. QA

function [Q] = QA(m,p,j,c,s,A)

%Halla el

producto de Q*A

for k=1:n
a = A(p,k);
b = A(j,k);
A(p,k) = c*a + s*b;
A(j,k) = -s*a + c*b;
end
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A.8. PBZ

function [Z,c,s] = PBZ(mn,p,j,B)

%Para hacer cero la posicii>in B(j,i) igual a cero

bl

B(j,j);
B(j,p);

b2

if abs(bl)>=abs(b2)

t = b2/bl;
c = 1/sqrt(1 + t~2);
8B = c*t;
else
t = bl/b2;
8 = 1/sqrt(1 + t72);
Cc = s*¥t;
end
for k=1:n
a = B(k,p);
b = B(k,j);

B(k,p) = c*a - s*b;
B(k,j) = s*a + c*b;

end
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A.9. BZ

fupction (Z] = BZ(mn,i,j,c,s,B)

%Elabora el producto de una matriz B por una matriz Givens por la derecha

if i>j
aux = j;
j=1
i = aux;
end
for k=1:n
a = B(k,i);
b = B(k,j);

B(k,i) = c*a - s*b;
B(k,j) = s*a + c*b;

end

A.10. Minversa

function B = minversa(n,A)
%Este programa calcula la inversa de una matriz triangular superior " A "

%A =1[-2 34 5 6 2;
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%
%
%
%
%

0
0
0
0
0

-24 5 3 6;
02-5-2 1,
00-5 6 3;
00 0-3 2;
00 O O--3];

%[n,m] = size(A);

(o0]
]

for

end

for

end

eye(n,n);
A;
i=1:n
B(i,i) = B(i,i)/A(i,1i);
A(i,:) = A(i,:)/A(i,1);
i=1:(n-1)
for k=(i+1):n
for j=n:-1:k
B(i,j) = B(i,j) - A(i,k)*B(k,j);
A(i,j) = A(i,j) - A(i,kK)*A(k,j);
end
end
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A.11. Paso3

function [u,H] = paso3(n,x);
%Este paso permitira encontrar una matriz Housholder
%tal que Hx sea un multiplo de e_1.
%n : longitud del vector x
if‘x(1)>0
signo =-1;
else
if x(1)<0
signo =-1;
else
signo = 0;
end
end
norma2 = 0;
for i=1:n
norma2 = norma2 + x(i)~2;
end

norma2 = sqrt(norma2);

e
I

x + signo*norma2*eye(n,1);

o]
]

eye(n,n) - 2%u*u’/(u’*u);

A.12. Nuevo9

function [A1,B1,Q,Z] = nuevo9(n,A,B)
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_ h0btiene una matriz Hessemberg A manteniendo la estructura triangular de B

»n = 5;

%A = [12-536;-6-2135;-763-21;6-2-462;-4-672 -1)
%B =[25362;012-56;00-352;000-53;0000 2]

Q = eye(n,n);

Z = eye(n,n);

e = eye(n,n);

for j=1:(n-2)

% =1

for i=(n-1):-1:(j+1)
%i = n-1
ej = e(:,j); %Vector Columna
x = A*ej; %Vector Columna
[c,s,G)= xgivens(n,i,i+1,x);
(A] = pgivens(n,c,s,i,i+1,A);
[B] = pgivens(n,c,s,i,i+1,B);

Q = pgivens(n,c,s,i,i+1,Q’);

ei = e(i+1,:); % Vector Fila

x = eix*B; % Vector Fila

[c,s,G]= ygivens(n,i+1,1i,x);

(A] = BZ(n,i+1,i,c,s8,A);

(B] = BZ(n,i+1,i,c,s,B);

(Z) = BZ(n,i+1,i,c,s8,Z’);
end

end
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]
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A.13. Xgivens

function [c,s,Jx]=xgivens(n,i,j,x)

%x  vector columna

%n  Numero de elementos del vector

%i,j: filas del vector (i: menor valor, j: mayor valor)
%#Esta funcion permite hallar una matriz J(i,j) tal que la
%fila " j " del vector columna J*x = 0

%SALIDA: parametros c y s de la matriz de givens J(i,j)

if i>j
aux = j;
J=1;
i = aux;
end

if abs(x(i))>=abs(x(j))

t = x(j3)/x(1);
c = 1/8qrt(1+t~2);
8 = ckt;

else
t = x(1)/x(3);
8 = 1/8qrt(1+t~2);
c = 8*t;

end

Jx = x;

a = Jx(i);
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b = Jx(j);
Jx (i)

c*a + sxb;

Jx(j) = -s*a + c*b;

A.14. Ygivens

function [c,s,Jyl=ygivens(n,i,j,y)

%y : vector fila

%n : Numero de elementos del vector

%i,j: Columnas del vector (i: menor valor, j: mayor valor)
%Esta funcion permite hallar una matriz J(i,j) tal que la
%columna " i " del vector fila x*J = 0

%SALIDA: parametros c y s de la matriz de givens J(i,j)

if i>j
aux = j;
J= i
i = aux;
end

if abs(y(i))>=abs(y(j))

t = y(3)/y(i);
8 = 1/8qrt(1 + t°2);
C = s*t;

else
t = y@)/y(j;
c = 1/sqrt(1 + t°2);
8 = c*t;

end
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Jy=Y:
Jy(i);

]

a

b

Jy(3);
Jy(i) = c*a - g*b;

Jy(j) = s*a + c*b;

A.15. ST

function lambda = ST(A,B)
%A,B: Matrices cuadradas de orden 2x2

%Resuelve det(A - lambda*B) = O donde:

%A = [all al2;
75 a21 a22];
%B = [bll b12;
% 0 b22];

lambda = zeros(2,1);

a = B(1,1)*B(2,2);

b = A(2,1)*B(1,2) - A(1,1)*B(2,2) - A(2,2)*B(1,1);
c = A(1,1)%A(2,2) - A(2,1)*A(1,2);

D = b"2-4%*a%*c;

lambda = [(-b+sqrt(D))/(2*a); (-b-sqrt(D))/(2*a)]
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A.16. Vectores Propios-QZ

function V = autovectores_QZ(n,A,B,m,lambda,opcion)
%n  orden de las matrices A,B

%“n  Numero de autovalores reales de la pencil (A,B)

%opcion = 1 para autovalores reales

%opcion
v=1[I;

tol = 1le-3;

2 para autovalores complejos

Nmax = 100;

if opcion==1

v0 = ones(n,1);
else

v0 = complex(ones(n,1),ones(n,1));
end
for i=1:m

L = lambda(i);

exito = 0;

k =0;

%vk = ones(n,1);
vk = v0;
Ai

A - L*B;

while (exito==0 & k<=Nmax)
k=k+1;

Y%vkr = resolver (Ak,B*vk)’;

vkr = gausjordan(n, [Ai B*vk]); %Vector Columna
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vk = vkr/norm(vkr,?2);
if norm(Ai*vkr,inf)<norm(A,inf)
exito = 1;
end
end
V = [V vk];

end

A.17. Gauss-Jordan

function x = gausjordan(n,a)

%0rden de la matriz A del sistema Ax=b

%a : matriz aumentada del sistema Ax=b, es decir: a = [A b]
tam = size(a);

fil=tam(1,1);

col=tam(1,2);

x = zeros(n,1); %x: vector columna como respuesta

hy=a

%Matriz diagonal aumentada

for k = 1:fil

%pivoteo

may = abs(a(k,k));
pos = k;

y=a;

for i=k+1:fil
if may < abs(a(i,k))
may=abs(a(i,k));

aux=a(i,:);
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a(i,:)=a(k,:);
a(k, :)=aux;
end
end
y=a;
- %fin de pivoteo
for i = 1:fil
if i "=k
pivote=a(i,k)/a(k,k);
for j = k:col
a(i,j) = a(i,j) - pivote*a(k,j);
end
end
y=a;
end
end
%Matriz identidad aumentada
for i = 1:fil
a(i,col)= a(i,col)/a(i,i);
a(i,i)=1;
end
y=a;
%Valores de x(i)
for i=1:fil
x(i)=a(i,col);

end
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~A.18. CholeskyQR

%#Se implementa el medoto de Cholesky para el calculo de

%hautovalores y autovectores de la pencil simetrica (A,B)

fprintf (’Matrices Ingresadas\n’)
B-= [36 6 -54 24 -6 -42 -48;
6 5 -25 -2 7 11 -18;
-54 -25 181 0 13 3 130;
24 -2 0 30 -9 =52 -13;
-6 7 13 -9 142 28 56;
-42 11 3 -52 28 187 -37;
-48 -18 130 -13 56 =37 164]

-8 -2 -4 78 38 12 12;
-2 5 -1 38 121 -23  15;

2 9 - 52 12 15 66 217]
n=7;

L

cholesky(n,B); % Matriz triangular inferior
%minversa(n,U): funcion que permite calcular la inversa de una matriz
% triangular superior " U " de ordem " n ".

inversa_L = minversa(n,L’)’; % Inversa de L (L’ es triangular superior)
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_ inversa_Lt = minversa(n,L’); % Inversa de L’(Matriz Transpuesta de L)
C = inversa_L*Axinversa_Lt;

%[P,T] = algo544(n,C): Halla la matriz Hesemberg de una matriz " C "
% de orden " n ". Como " C " es simetrica entonces T es TRIDIAGONAL.

(P,T] = algo544(n,C);

%Calcula los autovalores de la matriz cuadrada " T " de ordem " n "
%y los almacena en " lambda ".
fprintf (’Autovalores obtenidos\n’)

lambda = QR_simetrico(n,T)

%Ahora calculamos los autovectores

%de la matriz Tridiagonal T obtenida al transformar la matriz simetrica
hinicial C a su forma Hessemberg.

fprintf (’Autovectores respectivos\n’)

[Y] = autovectores(n,C,P,T,lambda);

% procedemos a calcular

%los autovectores de la pencil (A,B) simetrica.

X =0;
for i=1:n
y = Y(:,1);

hresolver: funcion implementada que permite resolver un sistema de

%ecuaciones lineales Ax = b donde se factoriza la matriz en A = LU para
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%resolver los sistemas " Ly = b " por " sustitucion hacia adelante "

%y luego el sistema " Ux = y " por " sustitucion hacia atras "

x = resolver(L’,y);

X

X x’];

end

WCOMPROBACION
%Lo que sigue es tan solo para comprobar los resultados

%debe de cumplirse Ax = lambdaBx

Ax = [];
LBx = [];
for i=1:n

Ax = [Ax A*X(:,1)];
LBx = [LBx lambda(i)*B*X(:,i)];
end
fprintf (’Comprobar los resultados por columna\n’)
Ax
LBx

A.19. Cholesky

function [H] = cholesky(n,A)
% n : Orden de la matriz definida positiva cuadrada A

H = zeros(n,n);

for k=1:n
for i=1:(k-1)
suma = 0;
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for j=1:(i-1)
suma = suma + H(i,j)*H(k,j);
end

H(k,i) = (A(k,i)-suma)/H(i,i);

end
suma = 0;
for j=1:(k-1)
suma = suma + H(k,j)"2;
end

H(k,k) = sqrt(A(k,k) - suma);

end

A.20. Hessenberg

function [P,H] = algo544(n,A)

% Esta funcion permite transformar la matriz simetrica A en una matriz
% tridiagonal.

% A: es una matriz simetrica

% n: orden de la matriz simetrica cuadrada A

%k =1
P = eye(n,n);
for k=1:(n-2)
k;

x = A(k+1:n,k);

(P1,u,sigmal = algo541(n-k,x);

P1 = [eye(k,k) zeros(k,n-k);zeros(n-k,k) P1];

119



P = PxP1;

A = P1*#A+P1’;
end
H = A;

A.21. QRsimetrico

function [lambda] = QR_simetrico(nm,A);

%Este programa permite calcular los autovalores de la matriz
%cuadrada " A " de orden " n ".

%A= [ 1 2;3 4]

%W =14 -2 -10 -8 -2 2 2;

A -2 5 17 -2 5 3 9;
A -10 17 70 -4 -1 16 52;
A -8 -2 -4 78 38 12 12;
A -2 5 -1 38 121 -23 15;
b 2 3 16 12 -23 43 66;
A 2 9 52 12 15 66 217]
B = A;

m=7;

n = m;

lambda = [];

subm = 1;

while subm<(m)

k = 0;

r = (Tk(n-1,n-1) - Tk(n,n))/2;
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w = Tk(n,n) + r - signo(r)*sqrt(r~2 + Tk(n,n-1)"2);
tol = 1le-5;
Nmax = 100; %Numero maximo de iteraciones

#Este es el algoritmo Iteracion QR con desplazamiento simple " w "

while (abs(Tk(n,n-1))>=tol & k<=Nmax)
k=k+1;
Tk = Tk - w*eye(n,n);
[Qk,Rk] = FQR(n,Tk); %Calculamos la factorizacion Tk = Qk*Rk
Tkl = Rk*Qk + wxeye(n,n);
Tk = Tk1;

r = (Tk(n-1,n-1) - Tk(n,n))/2;

w = Tk(n,n) + r - signo(r)*sqrt(r~2 + Tk(n,n-1)"2);
end

lambda = [lambda;Tk1(n,n)];

n = m - subm;

A

Tk1(1:n,1:n);
subm = subm+1;
end
lambda = [lambda;Al}; %Aqui se almacenan los autovalores de la matriz

%original A.

A.22. Householder

function [H,u,sigmal = algo541(n,x)
% n : longitud del vector " x " (como vector columna)

% Esta funcion crea ceros en el vector x mediante el metodo de Householder
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% de manera que Hx = (sigma,0,0,0,...,0)

m = max(abs(x));
u = x/m;
signoul = signo(u(1));
norma2u = 0;
for k=1:n
norma2u.= norma2u + u(k)"2;
end

norma2u = sqrt(norma2u);

sigma = signoul*norma2u;

u(1)

u(1) + sigma;

sigma = -m*sigma;

H = eye(n,n) - 2*u*u’/(u’*u);

A.23. Signo

function 8 = signo(num)
%Calcula el signo del vector Householder
if num > O
8 =1;
else
if num<O
8 = -1;

else

122



end

end

A.24. Vectores Propios

fupction (V] = autovectores(n,C,P,T,lambda)

%Iteracion Inversa de Hessemberg halla los autovectores

v=10;

for i=1:n
exito = 0;
k = 0;

yk = ones(n,1);

Nmax = 1000;
H=T;
%tol = 1le-5;

while (exito == 0 & k<Nmax)
k =k +1;
Hk = H - lambda(i)*eye(n,n);
%zk = resolver(Hk,yk);
zk

tridiagonal(n,Hk,yk); %Resolvemos un sistema tridiagonal

yk = zk’/max(zk);

if norm((H - lambda(i)*eye(n,n))*yk)<=norm(C,inf)
exito = 1;
V = [V Pxyk];

end

end

end
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_A.25. Tridiagonal

function x = tridiagonal(n,A,b)

hresuelve el sistema Ax=b donde A es una matriz tridiagonal

%b : vector columna’

A = [A b] 'Construimos la matriz aumentada del sistema Ax = b
L(1,1) = A(1,1);

Uu(1,2)

A(1,2)/L(1,1);
z(1) = A(1,n+1)/L(1,1);

for i=2:(n-1)
L(i,i-1) = A(i,i-1);
L(i,i) = A(i,i) - L(i,i-1)*U(i-1,1);
U(i,i+1) = A(i,i+1)/L(i,1);
z(i)

(A(i,n+1) - L(i,i-1)*z(i-1))/L(i,1);

end

L(n,n-1) = A(n,n-1);

L(n,n) = A(n,n) - L(n,n-1)*U(n-1,n);
z(n)

(A(n,n+1) - L(n,n-1)*z(n-1))/L(n,n);

x(n)
for i=(n-1):-1:1

z(n);

x(1) = z(i) - U(L,i+1)*x(i+1);

end
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