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Introduccion

En diversos problemas fisicos y bioldgicos existen modelos que son descritos en
términos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, la teoria de las ecuaciones
diferenciales abarca también un campo muy importante que corresponde a las ecuaciones
diferenciales con retardo (EDR) la cual se ocupa de modelos donde la variacion de la
variable de estado = con el tiempo depende en cada instante ¢ no sélo de z(t) sino también
de los valores de x en instantes anteriores. En el presente trabajo estamos interesados en
el estudio numérico del comportamiento de la solucién de este tipo de ecuaciones que se
muestran en forma general y en aplicaciones. Una de las motivaciones mas importantes
para el estudio de la ecuaciones diferenciales con retardo viene de la biomatemadtica. Estos
modelos tienen la particularidad de que su comportamiento genera una curva conocida
como curva logistica la cual no es facil de encontrar de manera exacta cuando se trata de
que el término no lineal depende de un retardo. Otra de las caracteristicas es que existe
inestabilidad en las soluciones, en particular las soluciones de los problemas de valor
inicial asociados presentan punto de inflexion a través de su trayectoria.

En el presente trabajo pretendemos cumplir los siguientes objetivos: un breve estudio
cualitativo del comportamiento de la solucién de las EDR y el andlisis cuantitativo
mediante la resolucién numérica de los problemas de valor inicial asociados a las EDR.

El contenido del trabajo comprenderd cinco capitulos distribuidos de la siguiente forma,
en el capitulo preliminar se describird algunos resultados encontrados sobre el concepto
de una ecuacién diferencial con retardo, en el segundo capitulo estd relacionado al
comportamiento cualitativo de la solucidn, se presentan también algunos resultados de
existencia y unicidad de solucion, asi como también de algunas propiedades cualitativas
referidas a la estabilidad de las EDR’s, se considera también la aplicacion del criterio
de Mikhailov como contribucién al anélisis de comportamiento y existencia de solucién
del problema, en el tercer capitulo se describe el método de Runge-Kutta explicito de s
etapas, en el cuarto capitulo se aplica el método de Runge-Kutta para hallar la solucién
numérica de los problemas de valor inicial asociados a las EDR, en este capitulo se
implementa también los algoritmos para la visualizacion de la solucion explicita en los
diversos modelos utilizados.

Para entender y comprobar la metodologia desarrollada, se utilizardn los resultados
en algunos fenémenos biol6gicos modelados matematicamente como problemas de valor
inicial asociados a EDR, estos modelos utilizados son los siguientes: Comportamiento del
crecimiento tumoral, diseminacién de infecciones, cinética de la enzimas y crecimiento
viral. En todos ellos es nuestro interés determinar el comportamiento de la variable de
estado de la cual solo se conoce que estd alterada por un pardmetro de retardo en el
control inicial. Finalmente se presentan las conclusiones sobre los resultados obtenidos y
se listan las referencias bibliogréaficas que sirvieron para el desarrollo del trabajo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias con retardo (EDR)

En el estudio de modelos con sistemas dindmicos, se representa mediante una ecuacién
diferencial (o conjunto de ellas). En el caso orientado a un sistema bioldgico que
evoluciona en el tiempo ¢ se denominaré estado a la variable incognita x que depende
de t y es la que caracterizard el estado de un sistema en equilibrio.

Definicién 1.1.1 (Espacio de estados) Sea 7 > 0, el conjunto C ([—7,0],R") serd
denotado como C y se le llamard espacio de estados .

Definicién 1.1.2 (Variable de estado) Sea x : R — R" una funcion continua, t € Ry
C un espacio de estados, definimos x; : |—1,0] — R" tal que

() =x(t+0) ,V0¢€[-T7,0]

x; se llamard variable de estado o estado del sistema en el tiempo 1.

Definicion 1.1.3 (Ecuacion diferencial con retardo) Una ecuacion diferencial con
retardo (EDR) es una ecuacion de forma

() = f(t,x(t), 2(t — 7))

donde [ es una funcion continua dada y r > 0 es un pardmetro que se le denomina
retardo.

Definicion 1.1.4 (Problema de valor inicial ) Un problema de valor inicial asociado
a una EDR estd dado por

2 (t) = ft,x(t),z(t—r)), Vt=o (1.1)
To = ¢ (1.2)

donde o € R es el tiempo inicial, ¢ € C es el estado del sistema en el tiempo o y
f R x C — R"™ una funcion continua.



1.2 Solucion de un PVI con EDR

Definicion 1.2.5 Una solucion del problema de valor inicial (I.1)-(1.2) es una funcion
z : R — R" que satisface (1.1)-(1.2).

En estas ecuaciones, el comportamiento de las soluciones en un instante ¢ depende no s6lo
de la posicion z(t) en ese instante sino también del valor en un instante anterior x(t — r).

Un caso mds general lo constituyen las ecuaciones diferenciales funcionales, en las
cuales el compor tamiento de las soluciones en un instante ¢ depende de la solucién en el
intervalo [t — r, t]. Tienen la forma 2/(t) = f (¢, x;), donde z; : [—r, 0] — R estd definida
por z,(s) = z(t + s).

Y un problema de valor inicial con esta forma de ecuacién estd dado por

() = ft,xy), x(0):=x(t+80),0¢€][-1,0] (1.3)
To=¢ Vt>=o (1.4)

Para sefialar algunos de los aspectos caracteristicos de estas ecuaciones, cuyo estudio es
mucho mas complicado que el de las ecuaciones diferenciales sin retardo, veamos un
ejemplo propuesto por Kolmanovskii y Myshkis en [[15]. Consideremos una persona que
empieza a ducharse y quiere que el agua alcance una temperatura Optima 7y al abrir
la llave de la ducha. Se supone que el cambio de temperatura A7 es proporcional
a la variacién del angulo de rotacion A« con coeficiente k. Denotemos por 7'(¢) la
temperatura del agua en el mezclador y r el tiempo necesario para que el agua salga
de la ducha. Se puede suponer que la variacién en la rotacion del grifo es proporcional a
la diferencia entre la temperatura del agua que sale de la ducha y la temperatura que desea
la persona con constante [, donde [ es la longitud del tubo. Este comportamiento se puede
modelar mediante la siguiente ecuacion diferencial con retardo para la variable de estado
temperatura

T'(t) = —kd'(t) = =kI(T(t — 1) —Ty) (1.5)

Haciendo el cambio de variable z(t) = T'(t) — T, convierte la ecuacién (1) en
2 (t) = —ax(t —r), (1.6)

donde a = kIl > 0. Observemos que con este cambio de variable la aproximacién a T}; se
convierte en una aproximacion a cero. La ecuacion es una ecuacion diferencial lineal
con retardo r y, a diferencia de lo que ocurre con la ecuacion diferencial lineal ordinaria
2'(t) = —ax(t), el comportamiento de las soluciones varia con respecto los parametros a
y r. Esto sucede porque la ecuacion caracteristica asociada no es lineal (x + a = 0) como
en el caso ordinario sino que es una ecuacion trascendente (z+ae~"" = 0). Expondremos
brevemente lo que sucede:



09—

08—

07—

06—

04—

03—

02—

0,14

0.0

0,8 —

0,6 —

0,4 —

0,2

0,0—

02—

0,4

06—

08—

Figura 1.2: Solucién de la ecuacion z'(t) = —1.4z(t — 1)

Siar < 1/e, las soluciones convergen exponencialmente a cero, como sucede en el
caso ordinario. Esto indica que los retrasos pequefios no influyen en la dindmica.
Este caso se corresponde con un tubo muy pequefio y una persona tranquila, con lo
cual la temperatura se va alcanzando de forma progresiva. Ver la Figura(l.1

Si 1/e < ar < m/2 las soluciones convergen a cero pero oscilando. Este
comportamiento es caracteristico de las ecuaciones con retardo, pues es imposible
en una ecuacion diferencial lineal ordinaria de primer orden. Se corresponde con un
tubo un poco més largo y/o una persona con temperamento m“as fuerte. Se consigue
la temperatura deseada pero pasando por etapas de frio y calor. Ver la Figura[I.2]

Si ar > /2 aparecen soluciones periddicas e incluso soluciones no acotadas. Los
altos valores de a y r hacen que el agua pase constantemente de fria a caliente sin
estabilizarse en torno al valor deseado. Ver la Figura
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Figura 1.3: Solucién de la ecuacién z'(t) = —(p/2)xz(t — 1)

Ahora describiremos algunos modelos que conducen a ecuaciones logisticas con retardo.

Los modelos de poblacion mds simples son los modelos independientes de la densidad,
es decir, aquellos en los que se supone que las tasas de natalidad y mortalidad por
individuo no dependen del tamafio de la poblaciéon. Malthus en 1798 propuso un
modelo de este tipo en el que las tasas de natalidad y mortalidad en cada instante son
proporcionales al ndumero de individuos de la poblacién en ese instante. Si denotamos
por z(t) el nimero de individuos de la poblacién en el instante ¢ (se permite que z(¢) tome
cualquier valor real positivo, aunque en la interpretacion real debe tomar sélo valores
enteros), entonces z’(t) representard la tasa de variacion del tamafio de la poblacién y
estd dada por la siguiente ecuacion

2 (t) = ax(t) — bx(t) (1.7)

donde a y b son respectivamente las tasas de natalidad y mortalidad per capita. Sea
p = a—b aeste pardmetro se suele llamar tasa intrinseca de crecimiento y determina com-
pletamente las soluciones de la ecuacién que solamente tienen tres comportamientos
posibles: crecen exponencialmente si p > 0, decrecen exponencialmente hacia cero si
p < 0y son constantes si p = 0 (esto resulta evidente de la expresion de las soluciones
x(t) = xoeP’, donde xq es la poblacion inicial).

El crecimiento exponencial se ajusta bastante a la realidad durante un cierto periodo
de tiempo (se conocen datos reales de la evolucién de la poblacion humana que se
corresponden con este comportamiento durante unos afos [11]-[12]). Sin embargo, es
natural pensar que a largo plazo no es un modelo realista, debido principalmente al
agotamiento de los recursos. Ademds, el modelo malthusiano tampoco explicaria una
situaciéon que se observa con cierta frecuencia en la naturaleza: la estabilizacion de la
poblacion hacia un valor de equilibrio. Podemos concluir que un modelo realista a largo
plazo debe tener en cuenta que las tasas de natalidad y mortalidad dependen del tamafo
de la poblacién, debido a que cuando ésta crece demasiado debe existir un proceso de
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Figura 1.4: Soluciones de la ecuacion de Verhulst

autolimitacién (llamado cominmente competicion intraespecifica).

Verhulst propuso en 1836 su célebre ecuacion logistica, en la cual la tasa de mortalidad
se supone constante mientras que la tasa de natalidad depende linealmente del tamafio de
la poblacién, de tal modo que la poblacién no puede crecer indefinidamente y existe un
valor K de la densidad de poblacién en el cual la tasa de crecimiento per capita es cero.
Esta constante /' actda como nivel de saturacién y se suele determinar en funcién de la
cantidad de recursos disponibles.

Estas consideraciones conducen a la ecuacion de Verhulst

t

z'(t) = px(t) (1 — &,x > O) : (1.8)
K

La ecuacion|1.8|es facilmente integrable y se puede comprobar que el equilibrio positivo

x = K es globalmente asintéticamente estable para x > 0. El otro equilibrio (z = 0) es

inestable y las soluciones tienen un comportamiento como el que indica la Figura[I.4]

En particular, las soluciones con valor inicial zg < K /2 presentan un punto de inflexién
que se observa habitualmente en las tablas reales (ver [11],[13[],[14]).

Sin embargo, existen ejemplos en poblaciones humanas que muestran que la poblacién
a veces sigue creciendo por encima del nivel K en lugar de aproximarse indefinidamente
a él por debajo. En experimentos reales se observa también un comportamiento periddico
en la evolucion del tamano de la poblacion de una especie (ovejas, insectos, ... ) que no
puede explicar el modelo logistico de Verhulst. Una de las caracteristicas de la ecuacion
[I.8] que podria explicar estas deficiencias reside en el hecho de que considera que la
tasa de natalidad actiia instantdneamente, mientras que en general existe un cierto retardo
debido a la influencia de factores como el periodo de madurez y el tiempo de gestacion.



Figura 1.5: Tasas de crecimiento per capita para los modelos (a) logistico, (b) (c) con
efecto Allee.

Hutchinson propuso en 1948 [[16] la ecuacion logistica con retardo

xz(t—r)
K

donde r representa la edad de maxima capacidad reproductiva de un individuo de la
poblacién. En este caso la tasa de crecimiento per capita en el instante ¢ es una funcién
lineal de la poblacién en el instante ¢t — . Para la comparacién con otros modelos, nos
resultard util escribirla en la forma

o'(t)/x(t) = f(x(t — 7)) (1.10)

donde f(z) = p(1 — z/K) (ver Figura[1.5|(a)). Otro ejemplo que se ha podido encontrar
acerca del comportamiento de una poblacién segin la ecuacion [I.9] es el realizado
por el entomodlogo australiano A.J. Nicholson [[17] con poblaciones de la mosca de la
oveja (Lucilia cuprina). Los datos obtenidos por Nicholson permiten observar que el
comportamiento oscilatorio de estas soluciones y May [[18]] encontré los valores de los
parametros de la ecuacion de Hutchinson que mejor se adaptaban a estos datos (que
corresponden aproximadamente a pr = 2.1).

/(1) = pr(t)(1 - ); (1.9)

Mis tarde, en 1963, el ec6logo F.E. Smith [19] traté de utilizar la ecuacién (1.9)) con
r = ( para interpretar sus experimentos sobre el crecimiento de la poblacion de la mosca
Daphina magna. Sin embargo, observo que en este caso la tasa de crecimiento per capita
no es una funcién lineal de la poblacién como sucedia para la Lucilia cuprina. Basdndose
en sus datos experimentales, sugirié que esta tasa tiene una dependencia de la poblacion,
regulada por la funcién f

K-z
o= g

ver Figura (b). De la ecuacion y para un retardo r > 0 resulta la siguiente

generalizacion de la ecuacion logistica con retardo de Hutchinson:
K—x(t—r)

K + cpz(t — 1)

K,c,p>0

(1.11)

a'(t) = px(t)



Figura 1.6: f(z) = e * — 1.

En el que se tenga ¢ = 0 se obtiene precisamente la ecuacién|1.9]

Si 7 = 0 (es decir, sin factores de retardo), la ecuacién [I.T1] es considerada por
algunos investigadores como la influencia de la polucién en ciertas poblaciones (véase,
por ejemplo, [23]).

En 1933, los estudios del bidlogo W.C. Allee [24] mostraron la fuerte influencia que
tienen ciertos “efectos sociales” en el desarrollo interno de la poblacion de algunas
especies con conducta cooperativa (abejas, hormigas, peces, etc.). Para estas poblaciones,
la tasa de crecimiento per capita aumenta hasta el instante en que la poblacién alcanza
un valor critico. Al pasar este valor, empieza a disminuir debido a causas como la
competencia por los recursos. Esto se traduce en que la funcién f no es monoétona
como en los casos anteriores sino que tiene la forma indicada en la Figura (c). La
modificaciéon mads sencilla de la ecuacion de Hutchinson que permite considerar este
comportamiento (conocido como ‘“efecto Allee”) viene dada por la siguiente ecuacién
[22]]-[21]]:

' (t) = z(t) {1 - %] (p+qxt(t—r)),z>0,p>0,g=>0, (1.12)

Esta ecuacion es de cardcter no lineal por lo que las técnicas empleadas en la
ecuacion logistica sin retardo ya no sirvan . Sin embargo, veremos que tienen algunas
caracteristicas comunes que al estudiarlas se podrian encontrar algunos resultados
similares.

Mediante un cambio de variable adecuado, todos estos modelos se pueden escribir en
una forma mas general como

2(t) = f(x(t —1)), (1.13)

donde f es una funcidn estrictamente decreciente o unimodal (es decir, con un tnico
punto critico que es un extremo local).
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Figura 1.7: f(z) = (e7* — 1)(3 + 2.5(e™* — 1)).

Por ejemplo introduciendo la variable z(t) = — In(z(ht)/K) derivando conduce a la
siguiente ecuacion
2(t) = r(e”D — 1), (1.14)
que es de la forma[l.13|con f(z) = e~ — 1 (Figura[L.6).
Si consideramos la ecuacidén con efecto Allee conr = K =1, p = 0.5,

q = 2.5y realizamos el mismo cambio de variable, obtenemos la aplicaciéon unimodal

f(z) = (e —1)(3+2.5(e* — 1)) (Figura[L.7).

1.2.1 Ejemplos de ecuaciones diferenciales funcionales

Son aquellas en que el segundo miembro de la ecuacion puede ser expresada por una
de las siguientes formas

@) .
T'(t) = — {x (t) —/ x(s) ds]
t—1
(i1)
70 == ma o)
(iii)

Z'(t) = /t_ k(t,s)x(s) ds

i) f(x) =—2(0)+ [ x4(s) ds

—T

() f () =— _max (s)



0

(i) f () = / k(t,s+t)xzs(t) ds

—T
Nota.- En adelante denotaremos por:

(i) |z| alanorma del vector z y

(i) ||¢]| = sup{|p(#)|: —7 <O <0} a la norma de una funcién de estado
¢ eC.

1.3 Analisis de existencia y unicidad de solucion para las EDR

Definicion 1.3.6 Decimos que f es una funcion Lipschitz en un conjunto acotado de
R x CsiVa,be Ry M > 0, existe K > 0 (llamada constante de Lipschitz) tal que:

It ¢) = f (0l < Kl =l a <t <, (|9, [[¢]] < M. (1.15)

Lema 1.3.7 Sea f : R x C — R" una funcién continua que satisface (1.13), entonces
en cada intervalo [a,b] y M > 0 existe L > 0 tal que:

|f (&) <L, Vielab],|lv] <M.

Prueba: Denotemos por O¢ la funcién nula en C, entonces al ser f una funcién Lipschitz:

|f (&) < |f (&) = F (5 0e)] +1f (8,0c)| < K ||l = Ocll + |f (£,0¢)] < KM + P

donde P = max |f (t,0¢)]. O

Lema 1.3.8 (Gronwall-Reid) Sea C' una constante dada, k una funcion continua no
negativa en un intervalo 1, donde I = [to,t]. Six : I — [0,00) es una funcion de estado
continua tal que ty € I'y

/t k(s)x(s)ds

to

z(t) < C+ , paratodot € I (1.16)

entonces
z(t) < C’e‘fto k(s)ds‘, para todot € 1 (1.17)

10



Prueba: Considerando que ¢ > t.
t
Seay(t) =C +/ k(s)x(s)ds entonces x(t) < y(t) (x).
to

Derivando obtenemos que y'(t) = k(t)x(t) y por lo tanto

y'(t) < k(t)y(t)
separando variables e integrando se obtiene que
y(t) < Celio e
de (*) se obtiene que
2(t) < y(t) < Celat O

El caso t < t; es similar. [

Estos resultados se utilizardn en la demostracién en la demostracién de la existencia y
unicidad de solucién de las EDR

Teorema 1.3.9 (Existencia y unicidad de solucién para las EDR) Si f es continua y
satisface la condicion de Lipschitz (L.15)) entonces existe una inica solucion de (1.1)) en
[0 — 7,0 + A] con A definida por (1.20), con o € R, ¢ € C tal que ||¢|| < M. Entonces.
Ademds si K es la constante de Lipschitz entonces

max |z (1, ) —x (1,9)] < [ — [l "4, (1.18)

o—T<N<o+A

donde |||, [[¢]] < M

Prueba: ¢ € C donde ¢ : [—7,0] — R" si 0 = 0 integrando (I.1]) resulta:
t
$(t)=<b(0)+/f(s,xs),ds c<t<o+A (1.19)
para algin A > 0.

Supongamos que ||¢|] < M. Sea K la constante Lipschitz para f en el conjunto
[o,0 +7]x{1p € C: ||¢| <2M} yseaLlacotade |f|dadaporellemall.3.7] Escojamos

A =min{r, M/L}. (1.20)

Sea y una funcién continua en [0 — 7,0 + A] satisfaciendo y, = ¢ y |y (t)| < 2M en
[0,0 + A] , podemos definir una nueva funcién continua z en [0 — 7,0 + A] como

z (t) :z(b(())—i—/tf(s,ys),ds c<t<o+ A

11



yz(t)=¢(t— o) Vte[o— T, 0| Entonces se satisface que
lz0)| <SM+L({t—0)<M+LA<K2M, o<t<o+A
esto nos motiva a usar aproximaciones sucesivas para aproximar (I.19) a partir de la
aproximacion inicial
2D #)=¢(0), o<t<o+A
yrO @) =¢(t—0), Vtelo—70].

Definamos
t
MY (1) = 6 (0) +/ f(s,2i)ds, o<t<o+Am=0,1,2,... (121)
yrmt) () =¢(t—0), Vtelo—rT,0].
{x(l) (t) — z(© ()] =

<L(t—-0), telo,o+4 (122

/tf (s,xgo)) ds

en general

|2 (1) — 20 ()| =

[ 1 Gt = 1 st s

t
< K/ ngm) - mgm_l)H ds
o

<K [ sup [ () — 2"V ()] ds
o OKN<S

observemos que en particular si m = 1

2D (@)= ) <K [ sup [o (n) — 2 ()| ds

o OSN<S

t
gK/ L(s—o0)ds
2

(t=o0)

< KL———
2
y asi también obtenemos
t 2 3
(s —o) L [K (t —0)]
‘I(s) (t)—l’@) (t)‘ éK/U KL 9 dS:ET
supongamos que j = m se tenga que
L[K(t—o)]™"
mH+D) (1) — 2™ ()| < = 1.2
[ () =™ O] < T (123)

12



entonces para j = m + 1 se tendré:

t
22 (1) — ) ()| < K sup |zt — zm ds
| < p U U

o OLN<S

tLK . m+1
<k [LIKE=a",

(m+1)!
(=) L[

(m+2)! K (m+2)

o)™

= LK™
por el principio de induccién matematica nos permite afirmar que la desigualdad (T.23))
es valida para todo m > 0.
Haciendo m > n y utilizando la desigualdad triangular tenemos que:
|x(m) (t) — 2™ (t)‘ < |x(m) (t) — xm=Y (t){ + }x(m—l) (t) — x™m=2 (t)| 4.
+ 2D (8) — 2 (1))

L[K(t—o)]" L[K({t—0o)]"" L[K(t—o)]™"
SE ) K mony TR mr
L X (KA
<= .
Kj=n+1 ‘7'

tomando supremo

m n L (& (KA (KA
p |x<><t>—x<><t>y<f<z _ ﬂ)

o<t<o+A J!

Jj=1 Jj=1

si en el término de la derecha n — +oo éste tiende a cero por tanto {x(m)}m>0 es una
=

sucesion uniformemente de Cauchy en [0, 0 + A.

Entonces existe una funcién continua z : [0, 0 + A] — R" tal que

sup ‘x(m) (t) —x (t)| — 0, m— +oo
o<t<o+A

extendiendo x sobre todo el intervalo [0 — 7,0 + A], entonces se expresar que:

z(t)=¢(t—o) parat € [0 — T,0]

Ahora probaremos que z satisface (T.19).
En efecto sea

1 (5007 — £ (5,2 < K e — ]| < K sup [ (1)~ 2 (0)
o<t<o+A
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es decir la convergencia de f (s, xgm)> — f (s, x) uniformemente en [0, o + A] implica

que

t t
lim f (s,:cgm)) ds = / f(s,zs)ds

m——400

a partir de (I.21T)) obtenemos (I.19).

Para probar la unicidad hacemos lo siguiente (I.18)) para lo cual hacemos:
Ix@¢%ﬂMLW\<WUD—w®N+/Wf@wA@)—f®wAwMds
<o vl + K [ (@)~ n ()] ds

de la ecuacién (1.18)) resulta

t
<lo—vl+ & [ max fo(r.0)—olnu)lds e oo+ A

—TNSS

Si hacemos

u(s) = max |z(n¢)—xznY)l, o<s<o+A

O—TNSS
entonces escogiendo ¢ € [, t] se tiene que
R . t
2 (.6) ~ 2 (B0)] < o~ vl + K [ u(s) ds
. A t
— max |z (,0) —x ({,v)]| < |l¢— | +Km@x/ u(s) ds
o—T<EKE ORIt J o
t
) < o - vl + K [ uts) ds
(pues al ser u una funcién no negativa:fju (s)ds < [Lu(s)ds Vi:o<i<t)
Finalmente plicando la desigualdad[T.17y se (I.I8)) se puede obtener

u(t) < ¢ — o et

parat = o + A. [J

Observacion 1.3.10 Una diferencia importante entre las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDQO’s) y las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR) consiste en la
naturaleza del valor inicial, en el caso de las EDO’s es un escalar o un vector pero que
el caso de las EDR es de naturaleza funcional, es decir tenemos un conjunto de valores
de x sobre un intervalo dado, x : [—7,0] — R.
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Observacion 1.3.11 Es importante notar que al considerar otra condicion inicial las
soluciones del nuevo problema de valor inicial pueden intersectarse con las soluciones
del problema anterior. Para ilustrar este punto consideremos dos problemas que
involucran la misma EDR pero con distinta condicion inicial:

' (t) =—Fx(t—1),
zo (t) =0Vt € [-1,0]

(1.24)

Z(t) =—5z(t—1), (1.25)
2 (t) = sen (3t) Vt € [—1,0]

Asi en el problema (1.24)) la solucion es la funcion nula (x = 0), y en el problema (1.25))
parat € [0, 1] tenemos

2 (t) = —g sen (g (t — 1)) vt € [0,1]

e integrando

™

z(t) = 20(0)—§/Otsen<g(s—1)> ds Vte|[0,1]

— g/t cos (gs) ds = sen (gt) Vit € [0,1]
0

en general sit € [n—1,n],n>1
t

Z(t):z(n—1)+g/

n—

T T
coS <—s> ds = sen <—t>
1 2 2

asi ambas soluciones se intersectan parat = kmw, k € N.
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CAPITULO 2

COMPORTAMIENTO CUALITATIVO DE LOS PVI
CON EDR

Basicamente el estudio del comportamiento de la solucién exacta relacionado al anélisis
de la existencia y unicidad de la solucién de las EDR’s comprende el andlisis de la
estabilidad global, la estabilidad local y las bifurcaciones.

El estudio de la estabilidad busca establecer la existencia de soluciones del tipo
exponencial.

Supongamos que x (t) = ce* es solucion de (T.24) entonces derivando se obtiene
T
cheM = —§cek(t_1), Ac # 0

o lo que equivalente a buscar la solucidon de la ecuacion no lineal:
™ _
QN =A+-e*=0
2
esta ecuacion es llamada ecuacién caracteristica o transcendental de (1.24)) .

La funcién @ () es de tipo quasi—polinomial y determinar la solucién conduce a un
problema no lineal caracteristica y los ceros de () () son llamados valores caracteristicos

2.1 Orbita de una EDR

En esta seccion veremos algunos resultados relacionados a la funcién z; a la EDR
auténoma

/ _
To =@
Sea C el espacio de estados, sea ¢ € C, asumiendo que existe una Unica solucién
x (t, ¢) del problema de valor inicial 2.1] es extensible a toda la semirecta [0, +-0o[. Donde

zy: [0,400) xC — C esel flujo asociado al campo vectorial f.

(tv ¢) = Tt (¢)



A continuacién se d4 el siguiente resultado en el cual se indica las propiedades que
satisface x;

Teorema 2.1.1 Sea la funcion z; : [0,400) x C — C , donde () representa el

<t7 ¢) = Ty (¢)

estado de la solucion en el tiempo t.

Esta funcion satisface las siguientes propiedades:

(11) Lt (SL‘S (¢)) = Tt+s (¢) ’ Vt7 520

(iil) 2 es continua en [0, +00) x C
Prueba:

(i)  Esto se cumple por la definicion de estado.
(i) Sea s > 0, definamos y (t) := = (t + s, ¢) entonces
Tops (0,¢9) =x(t+s+0,0) =y (t+0) =1, (0), -7 <0 <0

es decir x4y () = yp, Vit > —s.

Derivando se tiene que

y' () =2"(t+s) = f(zers) = f (v)
se tendria como condicién inicial y_; = ¢.
En particular x5 (¢) = yo

Entonces y (t) y « (¢, x5 (¢)) satisfacen al problema de valor inicial, entonces
como la solucién debe ser unica luego

z(t,zs (@) =y({t)=z(t+s,¢) Vt=0

(iii) Dados ¢, v € C. Para probar la continuidad de z; se tomara en cuenta el
resultado por lo que

lze () — e (V)| = max_ |z (n,¢) =z (n, V)]

—T+t<n<t

max |z (n,¢) —x (n,v)]

—T<n<A

lo = wll ™, ol vl < M

IN

IN



Definicién 2.1.2 (Orbita) Sea C un espacio de estados, sea ¢ € C definimos la drbita
de ¢ como el conjunto

O={x(¢):t>0}CC

dicho conjunto representa la trayectoria de ¢.

Definicion 2.1.3 (Punto fijo) Sea C un espacio de estados, ¢ € C una funcion de
estado (estacionario, critico o de equilibrio), entonces e es un punto fijo de x, si su oérbita
se reduce a un punto O (e) = {e}

Proposicion 2.1.4 ¢ es un punto fijo de x; si y solo si e es una funcion constante tal
que f (e) = 0.

Prueba: Si z; es un punto de equilibrio entonces z; (¢) = e,Vt > Oestoes x (t + 6,¢) =
e(d),vt >0y#0 e [—r,0].

Haciendo 6 = 0, tenemos x (¢, ¢) = e (0) ,Vt > 0, es decir z () es constante, 2’ (t) = 0
y por ello f (e¢) = 0. Fijemos 6 y escojamos t > —6 entonces e (0) = z (6 +t,e) =
z (t,e) = e(0), es decir e es constante.[]

Definicién 2.1.5 (Orbita periédica) La drbita de ¢ es drbita periddica si existe s > 0
tal que Tvis (9) =z, (¢), VL = 0.

Definicion 2.1.6 (Conjunto w-limite) Sea C un espacio de estados. El conjunto limite
omega de O (¢) estd definido como

w(p)={velC:ux (¢) = Vsit, — +oo}

=Yz (9

t>0 s>t

Definicion 2.1.7 (Conjunto invariante o positivamente invariante) Sea C un espa-
cio de estados. Un conjunto A C C se dice positivamente invariante si v, (¢) € A
para cualquier p € Ayt > 0.

Se dice que A invariante si es positivamente invariante y para cualquier ¢ € A existe
e Acons >t >0, tal que x, (V) = ¢.
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2.2 Criterios de Estabilidad

Definicion 2.2.8 (Soluciones estables) Una solucion U de equilibrio se dice estable si
para € > 0 existe & > 0 tal que si u es cualquier solucion tal que ||t — u (t)|| < ¢ para
s — 1<t < sentonces ||[u—u(t)|| < eparat > s.

Definicion 2.2.9 (Soluciones asintéticamente estable) La solucion u se dird asintot-
icamente estable si es estable y ||t — u (t)|| — 0 cuando t — +o00. En caso contrario se
diria que es inestable.

2.2.1 Estabilidad de las EDR lineales

Consideremos el problema de valor inicial con la EDR
2 (t)=L(x), x9=20 (2.2)

donde L : C — C” es un operador lineal acotado. Es decir existe KX > 0 tal que

IL(9)] < K9], ¢ €C.

Sea C el espacio de estados, sea K la constante de Lipschitz, consideraremos las
soluciones que satisfacen la siguiente desigualdad

[z ()] < [l@] %, t=0 (2.3)

A continuacién buscaremos soluciones del problema de laforma z (t) = ev donde
A es un ndmero complejo v € C". Como 7, (§) = e*e*v, entonces al sustituir en la
ecuacion [2.2]se tiene que
A= L(eyv),

donde ey (0) := e, —7 <0 < 0.

Sea L = (L, La, ..., Ly) y Li (exv) = >_; Li (exe;), donde {e;} es la base candnica
de C", asi la ecuacién anterior puede ser escrita como

AN —-—AN]v=0
donde A (A), ; = Li (exe;).
Consideremos como ecuacion caracteristica para \ a

Q () = det (A — A (V) 2.4)
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Definicion 2.2.10 (Funcién analitica) Una funcion compleja () en un conjunto
abierto G € C es llamada analitica si ()" existe y es continua en cada punto de G.

Teorema 2.2.11 La funcion () definida en es analitica, ademds para cada a € R
existen a lo mds un niimero finito de raices de () satisfaciendo R (\) > a.

Prueba:

e Sean eye; elementos de la base del espacio solucion del problema de valor inicial.
Veremos que L; (eye;) es diferenciable. Primero notemos que

. Exyn — €N
lim 222 = \ey,

h—0
entonces
. Li(exinej) — Li(eae;) . Exth — €x _
i n =Ll |7 e ) = Biae)

d

JLZ (6)\(3]') = )\Lz (6)\(2]')

e Si )\ satisface[2.4]entonces es un valor propio de A ()\) y por tanto
A< [[AN]

por otra parte

= |L; (exej)| < K |lexe;|| < K7r7n<%)§0 |e”*V] < K max {e” ™™ 1}

‘A(A)..

como R (\) > a entonces ‘A (A)

| < M= Kmax{e ", 1} entonces

A< AW < n®M

Si G = {AeC":R(\) >a} fuera infinito entonces tendria un punto de
acumulacidn, y entonces () seria idénticamente nula. Por tanto G es finito. [

Definicion 2.2.12 (Semigrupo de operadores) Definimos un operadorT (t) : C — C,
como T (t) ¢ = x; (¢) para cada ¢ € C,t > 0.

Asi también definimos la norma de este operador como

1T @) = sup {IT () &l : [l o]l = 1} < ™
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y tambien el producto de dos operadores y de|2.1. 1}

THT(s)=T(t+s),,5=>0
T0)=1
Definimos una aplicacion continua t — T (t) ¢ sobre [0, +00|. Entonces se define como

semigrupo de operadores fuertementes continuos a la familia de operadores lineales y
acotados {T ()},

Notacion.- En adelante denotaremos por A\yay = max  $(A).
A€C:Q(N)=0

Proposiciéon 2.2.13 Si R (\) < 0 para todas las raices de entonces para Apax < 0
y x = 0[2.2] es asintdticamente estable.

En efecto para cualquier a > — )\ existe un K > 1 tal que

1T () ¢l = llze (D) < Ke™,t >0

Ver la demostracion en [7]].

Proposicion 2.2.14 Para cada € > 0, existe K. > 1:

1T (t) ¢l < Keexp (Amax +€) 1) [|0]],VE > 0,6 €C

Ver la demostracion en [7]].

Proposicion 2.2.15 Sea Q) (A\) = 0 la ecuacion caracteristica correspondiente a la
ecuacion lineal 2’ (t) = L (zt). Si Amax < 0 entonces & es un estado estacionario
localmente asintoticamente estable de Es decir existe b > 0 tal que si

16 — Zol| < b= ||zt () — &0l < K ||¢ — &o| e, vt > 0
Ver [7].

2.2.2 Estabilidad de las EDR no lineales

Consideremos la EDR no lineal

' (t) = f (z1) (2.5)
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Suponemos que tiene un estado estacionario xy € R"™ y denotamos como 2y € C a la
funcién constante igual a x:

[ (@) =0
Sea
xr = i’o -+ Yy
tal que y satisface
y (1) = f (&0 + ) (2.6)

Para entender como es el comportamiento de las soluciones de que empiezan cerca
a Zo y analizar asi su estabilidad de la ecuacién lineal es suficiente estudiar a las
soluciones de la ecuacion [2.6|que empiezan cerca a y = 0, asumiendo que:

fl@o+¢)=L(#)+g(¢), VoeC

donde L. : C — R”" es un operador lineal acotado, es decir existe K > 0 tal que
|L(p)] < K||¢|l,¢ € Cyqueg:C — R"satisface la condicién
19 ()

m-——— =10
0

=0 |9

2.2.3 Estabilidad Global de las EDR: Criterio de Mikhailov

Para analizar la estabilidad global de las EDR se utiliza diversos criterios como en
[25] equivale a encontrar el rango de valores en los que deben de estar los pardmetros
de proporcionalidad y de retardo para el que lim; ., z(t) se acerque a K, en un nivel de
saturacion (z(t) = — In(z(ht)/K)) que conduce a la ecuacién

En el presente trabajo consideraremos para el andlisis de la estabilidad global de las
EDR el criterio de Mikhailov [3] el cual estd basado en los siguientes resultados.

Definicion 2.2.16 (Caminos homotépicos) Sea C un espacio topoldgico. Se denom-
ina camino a una aplicacion continua v : [0,1] — C. Los puntos v(0) = xy y
v(1) = x1 son los extremos incial y final del camino. Diremos que el camino es un
lazo si v(0) = ~(1). En un lazo el punto inicial y final se llama la base del lazo.

Sea G C C un abierto conexo y vo,71 : [0,1] — G dos caminos cerrados en G
. Decimos que tales caminos son homotopicos en G si existe una aplicacion continua
[':[0,1] x [0,1] — G tal que para cada s: T (-, s) es un curva cerrada con T (-,0) =
yI (1) =m.

Un camino cerrado en G es homotdpico a 0 en GG, si es homotdpico a un camino constante.
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Definicién 2.2.17 (Indice de una curva) Sea y un curva cerrada suave a trozos en C
ya € C\ . El indice de 7y en a esta definida como:

1 1
n(v;a) —/ dz
ol

271 zZ—a

Proposicion 2.2.18 El indice n (;a) es un entero para todo a € C \ 7.

Prueba: Asumamos que 7 : [0, 1] — C y definimos

entonces
% [exp (—g (1)) v ()] = exp (=g (1)) 7 (t) — g’ (t) exp (=g (¢)) ¥ (¢)
=exp(—g () [y () —g )7 ()]
= exp (=9 (0) |7 () - 0 )]
= exp (=g (1) (1 [1 - }
= e (o) () [
— e (g () (Ha=al exp(~g(1)
entonces

e integrando entre 0 y ¢

exp (=g (1) [y (1) —a] =~(0) —a
tomando t = 1,
exp (=2min (y;a)) (v(1) —a) =7 (0) —a
y como la curva es cerrada entonces 7y (1) = 7 (0), lo cual implica que exp (—27in (y;a)) =

1.0

Consideremos ahora una curva v : [a,b] — C y las imdgenes de una funcién @ a
través de la curva, definimos la razén de cambio para ) (v (s)) al pasar desde s = a hasta

s =t < bcomo: )
_ 10w,
a5 | G 0
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Teorema 2.2.19 Sea G C C una region, vy una curva homotépica a 0 en G y () una

funcion analitica en G con ceros ay,as, . . ., a,, repetidos de acuerdo a su multiplicidad.
Entonces se tiene la relacion
1 [Q(2) -
v k=1

La demostracién se puede ver en [7]].

Principio del argumento

Examinando el teorema vemos que la integral izquierda puede escribirse como:

1L [QG:), 1 L
%/YQ(Z)dz_% Qovadw—n(Q 7;0)

es decir el nimero de vueltas que () o y le da a 0, entonces A, arg () := 2mn (Q) 0 ;0)
donde arg () representa el argumento de ) y

1 m
%A’y arg () = ; n (7; ak)

Sea () : C — C una funcidn caracteristica quasipolinomial para un sistema de EDR’s:

m

Q2)=> Ap(z)e 2.7)

k=0

donde 0 = hy < hy < ... < hp, Ap (2) = Z?ioajkzj,ajk € R,ng > 1yn; < ng, para
k=1,...,m.

Criterio de Mikhailov

Teorema 2.2.20 Si () (z) definida por no tiene raices en el eje imaginario, entonces

el niimero N de raices en el semiplano complejo derecho es iguala N = %no — %A, donde

A= Awe[o,—l—oo) arg Q (Zw) ) (28)

Cuando w se incrementa de 0 a 00, A denota el cambio del argumento del vector () (iw)
en la direccion positiva del plano complejo.

Prueba: Sea 7y = 7y U 7, una curva orientada en el plano complejo como en la
figura es decir Cy es el intervalo [—p, p| en el eje imaginario y C'; constituye la
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Figura 2.1: Graficade v = vy U v+

semi-circunferencia de radio p en el lado derecho del plano complejo. El principio del
argumento implica que:

1
%AW arg ) = N,

donde A, arg () denota el cambio del argumento de () a lo largo de v y N, el nimero de
ceros de () en el interior de la curva. Notamos que

AyargQ) = Ay argQ + A, argQ

y
A, arg @ = arg @ (—ip) — arg @ (ip)
pero
— p) = ZAk Zp elhk/’ = ZAk Zp elhk/’
= ZAk —ip)ethur = ZAk e~ thep
=Y A (ip)e ™ = Q(ip)
k=0

lo cual indica que arg Q) (—ip) = —arg @ (ip) entonces

A argQ = —2argQ (ip) Vp>0
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Sean A;FOOO, Ajfo el cambio del argumento de () cuando p — 400, entonces en el limite

ATXargQ = =2 lim_arg Q (ip)
y ya que arg @ (ip)|,_, = 0 (pues Q (0) = > ;" apr. € R) tenemos :

AT argQ = —2 (pli}grnoo {argQ (ip)} — argQ (ip)|p0>

= =24 )cj0,400) a8 Q (iw)
_ oA

Veamos que ocurre con A, arg Q:
1 1 Q' (z
A= [ 20

2mi /., Q(2)

parametrizando v, con z (t) = pe', t € -3, 7]

dz

Q¢ . [
Y+ Q <Z) 5 (Z) z=pett
como
e—hkz{Z:peit _ }e—hkpcos(t)—ihkpsin(t)‘ _ e—hkpcos(t)
yyaquet € [—g, %} entonces e‘hkz|zzpeit <1
m
‘ Q (Z)|z:pe’it < Z ‘Ak (Z)‘z—pe”
k=0

7 i2Q) (2)
z Q (2)

dt

TN gl
i [ 2T, afz
z=peit —

) .
D DRV EL

z=peit
entonces

NIE

no ,inot no
lim A, arg@ = lim fotnop € + (™)
p——+00 p——+00 = anopno einot 4+ (pno)

donde ! (x) satisface que lim, | « @ = 0. Entonces

AT>argQ = pgrfoo A, arg@ = nom
y se obtiene que

2nN. = —2A +nor 0O

26



Nota.- La grafica de curva descrita por () (iw) es llamada hodégrafo de Mikhailov.

Nota.- En lo sucesivo diremos que la funcién quasipolinomial () es estable si y s6lo
si tiene todos sus ceros en el semiplano complejo izquierdo (es decir la parte real de sus
raices son negativas).

Corolario 2.2.21 Si ) (2) no tiene ceros en el eje imaginario, entonces () es estable si
y solo si A = =47,

Para aplicar el criterio de Mikhailov es necesario conocer el comportamiento del vector
Q (iw) para w € [0, +00]

Aplicacion del criterio de Mikhailov

Consideremos como W () la funcién caracteristica quasi—polinomial de una EDR la
cual tiene la forma siguiente

W) =P +QNe™,

donde Py () son polinomios con grad () < grad Py la ecuacion caracteristica no tiene
raices en el eje imaginario. Estudiaremos el cambio total del argumento del vector W (iw)
cuando w se incrementa de 0 a +00. Si el cambio total del argumento del vector W (iw)
es igual a 7 grad P mediante el criterio de Mikhailov se dice que existe estabilidad, en
caso contrario el sistema serd inestable.

En particular si aplicamos este resultado a la ecuacién [1.24] donde P (\) = Ay

Q (X\) = Ze™?, de donde vemos que grad P = 1.

Ahora faltaria ver si se cumple la siguiente relacién

W (iw)|7% =

w=0" o
En efecto
W (iw) = iw + Ze ™
= iw + 5 [cos (—w) +isen (—w)]
= Zcos (w) + i [w— Zsen (w)]

intentemos calcular el argumento de W (iw) cuando w — +00

Calculando los interceptos con el eje imaginario: cos (w) = 0 — w = & +km, podemos
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construir una sucesion {wy },q, wr = 5 + k7, de manera que
=

W (iwy) = i [wp — 2 sen wy]
=1 [wk — 7 sen (g + k‘ﬂ')]
=5 [wk — 5 cos lmr]

si examinamos la sucesion

vemos que
%’H—l — %k =TT — % (—1>k+1 + g (—1)k
—r4+a(-)f=n [1—!—(—1)’1 >0
es decir se tiene una sucesion cuyos términos de indice par forman una subsucesion

estrictamente creciente.

Ahora basta tomar los términos de indice par tambien en wy, para obtener que

lim arg (W (iw)) = lim arg (W (iwy))

w——+00 k—+o0

_ N v ) T
= kEIJPoo arg (i) = 5.

A continuacion generamos la curva de comportamiento de 3. que podemos observar en

20

;'./\‘

Figura 2.2: Gréfica de puntos Sy, y la curva W (iw)

la figura 2.2 cuando W (£iw,) = 0.

k=0:1:5;

w=[0:0.1:207];

plot (pi/2+cos (w),w—pi/2+«sin(w),’'b’")

hold on

plot (zeros (k) ,pl/2+k*pi-pi/2+sin(pi/2+k+*pi), ' ro’)
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2.3 Bifurcacion de Hopf

Para entender que es un bifurcacién veamos el siguiente ejemplo proveniente de la
ecuacion logistica de Verhulst que modela el crecimiento de la poblacién N:

N:rN(l—ﬁ)
K

donde podemos tomar una sucesiéon ¢,.; = t, + 1 y aproximar la derivada por una
diferencia hacia adelante:

N (tps1) — N (t,) N (t,)
t:+1 m—y =rN (t,) (1 i )

reordenando
r

e )

es decir podemos considerar una sucesion definida por

N (tps1) = (1 4+7r) N (t,) <1 —

Tpi1 =12, (1 —2x,), n>0,20,7 € R

asumamos que r € (0,1], y 2y € (0,1) entonces

r—1
Tpi1 — Ty =12, (1 — x,) — T = 12 . — 1z,

pero por lo supuesto —% < ’";—1 < 0y como cada x,, es positivo entonces esta sucesion
serd estrictamente decreciente y por lo tanto es convergente a la solucidn estacionaria
z = 0, es decir esta sucesion es estable.

El siguiente cédigo nos informa sobre el comportamiento de z, para r > 1
especificamente para r € {2,9;3;3,1} y que se muestra en las gréficas
x(1)=0.3;
r=[2.9,3,3.11;

N=30;

for i=1:N-1
X(1+1)=r (1) »x (i) *(1-x(1i));
end

figure(l),plot ([1:N],x,"ro’)
for 1i=1:N-1
X(1+1)=r(2)»x (1) (1-x(1));
end

figure (2),plot ([1:N],x,’ro’)
for i=1:N-1
X(1+1)=r(3)»x (1) (1-x(1));
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Figura 2.4: Grifica de x,, parar = 3

end
figure (3),plot ([1:N],x,’ro’)

Entendemos por bifurcacion al cambio cualitativo del comportamiento de la soluciéon
cuando un pardmetro atraviesa un valor critico.

Consideremos la ecuaciéon @ = f (z,u), donde f € C'. Sea x( (1) un punto fijo
(f (xo, 1) = 0). Escogiendo x = x¢ + &, |{| < 1 podemos escribir & = f (v, u) =
fxo,p)+A(n)E+0O (|§|2), donde A = % 2—ay COMO ademas & = £ entonces

E=A(pE+0 (1)

es decir hemos establecido el comportamiento del error cerca un punto fijo. Si A > 0,
entonces || crece y nos alejamos del punto fijo (inestabilidad), en cambio si A < 0 el
error decrecerd y tendremos estabilidad. Es comin que cuando p toma valores donde
A = 0 la solucién cambie.
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Figura 2.5: Grafica de x,, parar = 3,1

Ejemplo 2.3.1

t=a%—p
Donde podemos distinguir los siguientes casos

e 1 < 0 En este caso no existen punto fijos.
o 1 > 0 Aqui tenemos como puntos fijos a:
- T=+/n=A=2/u>0 (inestabilidad)
- I=—\/pu= A= -2,/ < (estabilidad)
°

w1 = 0, el punto fijo serd T = 0, pero en este caso A = 0.

Consideremos la familia uni-parametrica de EDR’s

' (t) = F (w4, p) (2.9)

donde F': C x R — R" es dos veces diferenciables para ambos argumentos y x = 0 es
un estado estacionario para todos los valores de y:

FO,u)=0

Linealizamos F alrededor de ¢ = 0

F(p,pu) =L () o+ f(o,n)

donde L (i) : C — R™ es un operador lineal acotado y f satisface que

|f (0, )]

lim ———— =0

o—0 4]
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La ecuacidn caracteristica asociada a L es

Q (1, A) = det (AL = A (i, 7)) = 0, Aij (1) := L (), (exe;)

y asumimos que:

da>0:Q (pa(p) £iw(p)=0,a(0)=0,¢(0) #0,w(u) >0

y las demds raices tienes partes reales estrictamente negativas V || < a

(2.10)

Teorema 2.3.22 (Hopf) Asumiendo que se satisface Existe 0 > 0y funciones
w(€) y T (¢) definidas para 0 < ¢ < § y satisfaciendo que 11 (0) = 0, T'(0) = %,
tal que para ¢ € (0,0), la ecuacion tiene una solucion periodica no constante
p(t,e) = p(t+T(€),¢) de periodo T (¢) para cada valor del pardmetro p = p (€).
Ademads existen iy, 5y > 0 tal que si la ecuacion tiene una solucion periédica no
constante x (t) para algin p : |p] < po y max; |z (t)| < Bo, entonces pp = p(€)y

x(t) =p(t+0,¢) para algiin € € 0,0[ y algiin 6. Si F' es analitica entonces:

+o0o
p©) = e
k=1

T (e) = % 1 +ka€2k]

p (t7 6) = €&q (t’ 6)

donde q (t,0) es una 0 solucion periddica de ¢ = L (0)q. Si u # 0 entonces para €

pequerio, p (t,€) existe para . = pye? + O (e*) positivo si uy > 0y negativo si ji; < 0.
Es asintdticamente estable si o/ (0) py > 0 e inestable si o/ (0) py < 0.

Aplicaremos los resultados anteriores en el estudio de la ecuacién con retardo

' (t) =rx(t) (1 — %)

donde r > 0y K > 0 denotan la tasa de reproduccién neta y la capacidad de adaptacién
de algunas especies. Notemos que hay dos soluciones estacionarias 1 = 0y zo = K.
Asi tendremos

e para x; la ecuacidn lineal serda
) =rx(t—71)
la ecuacion caracteristica sera

A—re M =0

32



e Para x5 la ecuacién lineal sera
()= —rz(t—71)
la ecuacidn caracteristica sera

At+re =0

Escribiendo la ecuacion caracteristica como
F\p) =2+ (r/2+p)e ™ =0

encontramos que:

F(in/2,0) = 0
oF :
g—/\ (im/2,0) =14+ (1/2)i #0
F :
o (im/2,0) = —i

por el teorema de la funcién implicita podemos resolver F' = 0 para A, es decir A
dependerd implicitamente de p

A(p) = A1 (p) + @A (1)

satisfaciendo A (0) = (7/2)iy

d _ i _ (m/2) +1
du (0)_ #/F)\ 1+<7T/2)i 1+(ﬂ_/2)2
entonces " 7r/2

an O = T 2y
2.4 Positividad de las soluciones para las EDR

Considerenos el problema de valor inicial

(t)=rf(z(t—1)), parat>0
x(t) =2°(t) parat e [-1,0]

(2.11)

donde r > 0, y la funcién f satisface lo siguiente:

i feC'(R)

33



() £([0,1]) C [0,1]
(i) f(0)=f(1)=0

(v) f'(z)<0,siz>1

v) f'(z)>0,siz<0

(vi) f es unimodal. Existe Z € (0,1) tal que f () < f(Z) = fmax para todo

En la siguiente seccién se estudiard el comportamiento de positividad de las soluciones
del problema mencionado anteriormente.

2.4.1 Positividad de las soluciones

En esta seccién consideramos la condicidn inicial xy como no negativa. Sean € N,
entonces integrando [2.1T obtenemos:

x(t):a:(n)+r/ f(x(s—1))ds

cont € [n,n+ 1]. Es decir primero integramos sobre [0, 1], luego sobre [1,2] y asi
sucesivamente hasta llegar a n.

Por ejemplo paran = 0

x(t):aco(())—l—r/_ f(2°(s)) ds Vteo,1]

-1

y asf obtenemos la solucién sobre [0, 1]. Si comenzamos con z° (¢) € [0, 1] es fécil notar
que la solucién en el intervalo [0, 1] es positiva. En general si 0 < z (t) < 1len [n — 1,7n]
entonces z (t) = 0 en [n,n + 1]. Si z () < 1 la no negatividad estd garantizada.

Supongamos ahora que 3t > 0 : xz(f) > 1, entonces el conjunto A =
{t € ]0,+00] : z (t) > 1} es no vacio y acotado inferiormente por tanto existe ¢, = inf A,
aqui tenemos opciones, o bien z (ty) = 1 o x (ty) > 1, la segunda opcién implica que
to > 0y gracias a la continuidad de x existe un 0 < s < ¢, tal que x (s) > 1 es decir
s € Alo cual seria una contradiccién. Por tanto z (o) = 1.

Analicemos el comportamiento de z en el intervalo [to, ¢y + 1]

x(t):1+r/t_1f(x(s)) ds YVt € [ty,to + 1]
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como f (2 (s)) < fmax €n [to — 1,to] entonces

1< 2 (t) <147 fuax ¥ € [to, o+ 1] . (2.12)

Ademds de se aprecia que 2’ (t) > 0 (por tanto z es creciente) y =’ (to + 1) = 0.

Siparatodot > ty+ 1 : = () > 1 la funcién x sera decreciente, (pues & (t) < 0)

con un maximo para t = ty + 1). En caso de existir t > ¢, +1 : z(f) < 1
escogemos t; = inf{t € |to + 1, +o00[: 2 (t) < 1}. Por el mismo razonamiento que
para tg, x(t;) = 1. Ademds entre ty + 1 y ¢; la funcién z solo toma valores

mayores o iguales a 1, pues si existiera un punto donde fuera menor que 1 entonces
ty #Zinf{t € |ty + 1,400 : x (t) < 1}, también

33'/ (t) S 0Vt € [tl,tl + 1]
I,(tl—l—l) = O

es decir la funcidn es decreciente, por tanto z (t) < 1;Vt € [ty,t; + 1], para asegurar la
no negatividad en este intervalo basta que x (t; + 1) > 0,

t1
rh+1) =147 / P2 () ds > 1+ rminge, 1oy f (@ (5))
t1—1
=1+ TminSG[to,tl] f (56 (S))

pues ya que t; > to + 1 entonces [t; — 1, 1] C [to, 1], como &’ (t) € [ty + 1,t1] entonces
2 toma un maximo en tg + 1, es decir

(1) <x(to+1) <147 frnax VE € [to, 1]

gracias también a Ademads f es decreciente en este intervalo pues x toma valores
mayores a 1, y por ello f (1 + 7 fimax) < f (2 (t)) Vi € [to, t1], tomando el minimo:

(47 fmax) < min f(z(s))

s€to,t1]

y volviendo a[2.13|

x(t1+1) = 14+r min f(x(s))

sE[to,tﬂ

>147f(1+7fmax)

Examinemos la funcion auxiliar
F(r)y=14+7rf(1+7funax)

notamos que F' (0) = 1y que F'(r) < 0 si r es grande (por demostrar), por tanto existe
una raiz para F', como ademas F” (1) = f (1 4 r fuax) + 7 fumaxS (1 + 7 fmax) €S negativa
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para todo r positivo (es la suma de dos cantidades negativas), entonces la raiz es tnica,
y la llamaremos 7, de hecho si r < 7 entonces F'(r) > 0, ya que el hecho de que la
derivada de F’ sea negativa indica que F' es decreciente.

Escogiendo r < g, z (t) € [0,1]en[t;,t; + 1] y esto implica que x se creciente
en el intervalo [t; + 1,¢; 4+ 2], pues la derivada sera positiva, y podemos emplear el

razonamiento inicial.

Asi hemos demostrado el siguiente

Lema 2.4.23 Si 2° (t) € [0,1] y r < g, entonces la solucién de es positiva.

Observacion 2.4.24 Si existe to > 0 tal que x (t) < 0, para cada t € [to,to+ 1]
entonces x (t) — —oo cuando t — +o0o. En efecto si x (t) < 0, para cada t € [ty to+ 1]
entonces f (x (s)) < 0 para todo s € [to,to + 1] y la solucion decrece pues

Zdt)=rf(z(t—1))<0 Vtelto+1,ty+2]

ademds
2" t)=rf(x@t—-1)2" (t—1) VteE [to+2,ty+ 3
0 <0
>

lo que quiere decir que x’ decrece (es decir se hace cada vez mas negativa) y por tanto
x (t) — —oo cuando t —

2.4.2 Estabilidad global y positividad

Primiero estableceremos el comportamiento de estabilidad en las soluciones estacionar-
ias es decir cuando 2.11] es decir z; =0y 2o = 1.

s

Proposicion 2.4.25 Si r[f' (1)| < 7 entonces x, es asintdticamente estable. Esta
solucion pierde estabilidad en v |f' (1)| = % y la bifurcacion de Hopf ocurre en ese
punto. La solucion x, es inestable para cualquier valor de r.

Prueba: Linealizando con respecto a z; obtenemos

Z@t)=rf(0)x(t—1)

y como ecuacion caracteristica: A — rf’(0)e™* = 0, como f’(0) > 0 entonces esta
ecuacion admite un Unica solucidn real positiva y z; serd por ello inestable. Por otro lado
también tenemos para x,:

() =rf (D (t-1)
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y como ecuacién caracteristica: A — 7 f’ (1) e™ = 0. Sea @ la funcién quasipolinomial y

examinamos el comportamiento para A = iw:
Q (iw) = —rf (1) cos (w) +i(w+rf (1)sin (w))

Para usar el criterio de Mikhailov debemos verificar que :

e () no tengaraices en el eje imaginario. En efecto si () (iw) = 0 entonces cos (w) = 0
yw+rf (1) sin (w) = 0 simultdneamente, es decir w = 7/2 + k7, k € Z:

0=m/2+kr+rf (1)sen(7/2+ kr) = /2 + kn +r(=1)" f' (1)

— (2k+1) g T (=) (1)

bastard restringir los valores r de modo que —rf’ (1) # (—=1)F (2k + 1) 5

e Ademds restringiendo a que —r f’ (1) < /2 obtenemos la estabilidad.

Cuando —rf’(1) = =/2 tendremos que A = =ir/2 son raices de la ecuacin

caracteristica. [
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CAPITULO 3

METODO DE RUNGE KUTTA PARA RESOLVER UN
PROBLEMA DE VALOR INICIAL

3.1 Método de Runge Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son aquellos que se pueden escribir en la forma

ki:f($n+0ihayn+hzaij/€j),i= 1,2,...s,

=t (3.1)
Ynt1 = Yn + I Z bik;

1=1

Cada una de las evaluaciones de funcién k; es una efapa. El método (3.1)) se representa
por medio de su tablero de Butcher:

C1 11 0A12 . ais
Co | Q21 G292 ... Q25
Cs as1 As2 Qg s
bl bQ bs
Si escribimos ¢ = (c1, ¢a, ..., ¢5)T , b= (b1, by, ..., bs)T , A = (a;;), el tablero se puede
resumir como
c| A
bT
Sia;; = Oparaj > 7,0 = 1,2,...,s, es decir, si la matriz A es triangular inferior
estricta, entonces cada uno de los k; viene dado explicitamente en términos de los
anteriormente calculados, k;,j7 = 1,2, ..., — 1. En este caso el método es explicito. Al

escribir su tablero se suelen omitir los ceros sobre y por encima de la diagonal principal.



Definicion 3.1.1 Sea s un entero (el niimero de etapas) y as, asi, ass, . . ., Gs1, As2, - - ., Qs 51,
bi, ..., bs, Ca,...,cCs coeficientes reales. Entonces el método

ki = f(xn + c2h, yn + hna2,1k7ll)
k2 = f(xn + csh, yp + ha ((13,1/?,11 + a372k2))

(3.2)

kS = f(n + cohyyn + by (asiky + ... + a1 k5))

es llamado método de Runge-Kutta explicito (método RK) de s-etapas y h,, = xp.1 — xp,
es llamado paso del método.

3.2 Consistencia del método de Runge-Kutta

Definicion 3.2.2 Un método de Runge-Kutta (3.2)) tiene orden de consistencia p si para
todon = 0,1, ... se satisface que

|y (Tns1) = Yna || < thﬁrl

(Que condiciones sobre los coeficientes garantizan que el método es consistente de orden
p? Tenemos que desarrollar el residuo

Ry = y(@ns1) — (y(z,) + h Z biki(xn, y(z,); 1))

alrededor de z,, en potencias de h. Asi pues, lo que hay que hacer es obtener desarrollos
en potencias de A para las funciones

F(h):=y(x, +h),Gh) =y(z,) +h Z biki(xn; y(n); h) (3.3)
i=1
Si estos desarrollos coinciden hasta orden p, existe una constante C' indepen- diente de n
tal que || R, || < ChP*1, y se tendrd consistencia de orden al menos p.

Para que los desarrollos coincidan hasta un cierto orden, los coeficientes del método
tienen que satisfacer ciertas condiciones. Como ejemplo obtendremos las condiciones de
consistencia de orden 1 y de orden 2. Las condiciones para tener un orden de consistencia
mas alto se obtienen de manera similar.

En primer lugar desarrollamos F'(h) = y(z,, + h). Se tiene que
h? h3

F(h) = y(za) + by () + Sy (2n) + 579" (6n), (34)
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donde &, € [z, 7,,11]. De aqui concluimos que

=1

es suficiente para tener orden de consistencia al menos 1 y ademds

- 1 < 1
Zz:;biCz‘ = B% Z bia;; = 9

4,j=1

el orden de consistencia es al menos 2.

Teorema 3.2.3 Un método de Runge-Kutta explicito de s etapas no puede tener orden
mayor que .

Prueba: Aplicamos el método al problema escalar y' = y en [0,b], y(0) = 1, cuya
solucién es y(x) = e”. Asi pues de[3.3]
d’'F
=7 (0)

G (1)
S0 =p 3

Tn

e = y(z)

por otra parte

1) -2
B Ve = (0= 1)) a4,k 8 =0

Jo=1

(p_ 1)(p 2 Z a]1]2&]2]3k33 ’h 0

J2,J3=1

S

§ : (0)
(p — 1)' ajleanjS e ajp—1jpkjp |h:0
J2,335--:0p=1

en nuestro caso k](.g) |h=0 = y(z,,) por lo que
e -
w(o) =p! Z bjlajljzaj2j3 cee ajpfljpy(‘rn>

de donde concluimos que el método serd de orden p cuando se satisfaga la condicién

s

| E R T . J—
p: b]la]1]2a]2]3 c 'a]p—ljp =1
J1:325--:0p=1

esto solo es posible sip < s. [
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Teorema 3.2.4 Para p > 5 no existe ningiin método de Runge-Kutta explicito de orden
p con s = p etapas.

Estas limitaciones sobre el orden obtenible que hemos mencionado se conocen como
barreras de Butcher. Hay mads barreras. Por ejemplo, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5 (i) Para p > 7 no existe ningiin método de Runge-Kutta explicito de
orden p con s = p + 1 etapas. (ii) Para p > 8 no hay ningiin método de Runge-Kutta
explicito con s = p + 2 etapas.

Observacion 3.2.6 Si se satisface que ¢; = ; @;,;j entonces podemos simbolizar las
ecuaciones (3.2)) con el esquema

Co | Q21

C3 | 3,1 A32

Cs Qs,1 As 2 e Qg2

bl b2 o bs—l bs

Donde se asume que y ,;_, b; =1

Teorema 3.2.7 Si los coeficientes {a;;, c;, b;} del esquema (3.2) satisfacen las sigu-
ientes condiciones

-[~]
S
@ﬁw S
S
| |
| = Wl —
= =
= -
S S
<
O I
—_

4 -4
S S
O
I
&

D
<

S
QQ
|

t\3|H W~

Zbaa c L
ijikCk — 24

’.7’

E baUJ:
g Q5 = C;

entonces el esquema corresponderd a un método de Runge Kutta de cuarto orden.
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Prueba: Ver [6].L]

Observacion 3.2.8 En lo sucesivo usaremos los métodos RK de cuarto orden que
aparecen en el cuadro

0 0

1|1 1] 1

3|3 3| 3

1 1 2 | 1

310 2 5|73 1

110 0 1 11 11
1 2 2 1 1 3 3 1
6 6 6 o § 5 5 8

Tabla 3.1: Métodos de Runge-Kutta de orden 4

3.3 Eleccion del paso 6ptimo para el método de Runge-Kutta

Hasta ahora nos hemos limitado a considerar mallas uniformes. Esto presenta un
inconveniente importante: si la solucién varia mucho en alguna zona del intervalo
de integracién, nos vemos obligados a dar pasos pequeios en todo el intervalo, con
el consiguiente coste computacional. Seria preferible adaptar la malla a la solucién,
haciéndola mas fina en aquellas regiones donde varia rdpidamente y mas gruesa donde
cambie poco. La dificultad estriba en que no conocemos la solucién , y por tanto no
sabemos a priori donde necesitamos una malla mas fina.

Supongamos que ya hemos calculado yy, . . ., ¥,. Queremos avanzar de x,, a x,,,1 con
una longitud de paso h,, = x,.1 — x, tal que el error global,

y(il?n+1) — Yn+1

tenga tamafio menor que una tolerancia dada. Lo que haremos es controlar el error
cometido al dar el paso suponiendo que el valor y,, era exacto. Este error, conocido como
error local, viene dado por

Up, (anrl) — Yn+1

donde u,,, la solucién local, es la solucién del problema de valor inicial

!/

Un () = f(; un(2)), un(T0) = Yn
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Teorema 3.3.9 Sea p = [Jnax 1(||un(xn+1) — Ynt1ll/hn) ¥y L una constante de

Lipschitz para f con respecto a su segunda variable. Entonces

ly(zn) — yall < X7 ly(z0) — wol + X (b —a)p,n=1,...,N

Prueba: Se basa en la identidad

y<xn+1) — Ynt+1 = y($n+1) - un(anrl) + un($n+1> — Yn+1 =

por el lema de Gronwall

1y (@n+1) = wn(@nn) | < €5 ly(2n) — gl
y por tanto
(1) = Yurn) Il < e ly(za) = yull + ph
de aqui por induccién
ly () = ya) | < "7y (20) — yol| + ") (@, — o)
OJ

Si un método de un paso es consistente de orden p y f € CP™! | se puede probar
facilmente que el error local es de orden h{ifl es mds, existe una funcion ¢ tal que

un(xn-‘rl) — Ynt+1 = 77/}f(xm yn)hfL—H + O(hﬁ—ﬂ)

por consiguiente, podemos estimar el error local por medio del término prin- pal de este
desarrollo,
1
error & ||y (xn, yn )| 15T

Supongamos que calculamos una segunda aproximacion 9,11 ~ y(z,+1) por medio de
un método de un paso mas preciso,

Un($n+1) - QTL + 1= 2[}f<a:‘n; yn)hg—i_l + O<h£+2)7ﬁ 2 b + 1:
por consiguiente,

Unt1 = Ynt1 = Unt1 — Un($n+1> + Un($n+1) — YUn+1
= (T, yn)BET + O(REF?)

asi que podemos estimar el error local por medio de

errorl & ¥ (xn, ya) [P 2 [lfs1 — Yosa |

Una vez estimado, el error se compara con jh,, donde 1 es la tolerancia prescrita para el
error local por unidad de paso. Si errorl > h,, el paso se rechaza, y se vuelve a calcular
con un nueva longitud A/, tal que

[ (s, y) | (e )P = b,
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Dado que

R}, errorl h!
= g ) )7 = [ )y o 707 My

vemos que el nuevo paso serd

pha 4
h! = h, (-2 )l/p
" (ermrl)

El proceso se repite hasta que errorl < ph,. En ese momento el paso se acepta. Se
intenta ahora un nuevo paso con la longitud 6ptima.

Para tener un buen cédigo hay que poner un poco més de cuidado. Se suele ajustar el
proximo paso por un factor de seguridad £'S, normalmente F'S = 0.9, de forma que el
errorl sea aceptable la siguiente vez con probabilidad alta. Tampoco se suelen permitir
incrementos de paso muy grandes, con el fin de hacer el método mds seguro. También es
costumbre fijar una longitud de paso méaxima, H M AX. Asi, por ejemplo podemos poner

) ' . (ho, 1/p
h'=min | HMAX, h, min | FSMAX,FS

errorl

FSMAX se suele tomar entre 1.5y 5.
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CAPITULO 4

RESOLUCION NUMERICA DE LAS EDR CON EL
METODO DE RUNGE-KUTTA

Recordemos que las ecuaciones diferenciales con retardo son ecuaciones con un
“desfase temporal” en el argumento. En el siguiente ejemplo se puede observar que en una
EDR existe una dependencia fuerte de la condicién inicial sujeta a la solucién inicial. Una
vez realizado el andlisis cualitativo del comportamiento de la soluciéon de una EDR, asi
como la prediccion de la existencia y unicidad de solucion esto nos ayudard para cumplir
nuestra objetivo que es la de hallar la solucién de una manera explicita de este tipo de
problemas de valor inicial asociadas a una EDR.

4.1 Aplicacion del Método de Runge Kutta con tamaiio de paso fijo
para las EDR

Por la no linealidad en los modelos correspondientes a este tipo de ecuaciones
consideraremos en el estudio numérico un método que generalmente es estable y el cual
se aplicard en los siguientes ejemplos de EDR.

Dado el problema de valor inicial asociado a la EDR

y'(x) = fz,y(x),y(x — 7)) paraz >z @D

(P)
y(x) = ¢ (x) paraz < o
escogemos h constante tal que 7 = ph para algtn entero positivo p.

Consideremos una sucesién monétona de puntos {zg < z; < --- < z,, < --- } sobre
los que se resolvera el siguiente problema de valor inicial

y(0) = f(e,y). Vo € [n20n] (42)
Y(@n) = n

en cada subintervalo [z,,z,.;| usaremos los métodos de Runge-Kutta definidos a
continuacion.



Asi en cada subintervalo de la forma [x,,, z,,,1]| definimos la funcién g como

9(x,y(x)) = f(z,y(2),y(x = 7)), V&€ [vn, Tny]

Por ejemplo sea el problema de valor inicial

y () = =2y (x—-1)

¢(r)=05 para —1<z<0

4.3)

Donde se tiene el retardo es igual a -1.

Digamos que queremos hallar la solucién cuando x estd en el intervalo [0, 1] (pues en
este caso 7 = 1), en seguida observamos que z — 1 € [—1, 0] por tanto y(x — 1) es una
funcién cuyo valor conocido: y(x — 1) = ¢(x — 1) = 0.5

Por tanto —2y(z — 1) = —2 % 0.5 = 1, de este modo la ecuacion se puede expresar en
la siguiente forma:

Y (x)=—-1, Vzel0,1]
y(0) = 0.5

la solucién exacta estd dada por y;(x) = —x + 0.5 Vz € [0, 1]

Al comprobar esta solucion en el intervalo [1, 2] se observaque z—1 € [0, 1] y por tanto
y(x — 1) puede ser calculada usando la solucién anterior donde : y(z —1) =y (z — 1) =
—(x—1)+0.5

Entonces —2y(z — 1) = 2z — 3 y de esta manera el problema quedaria dado por la
siguiente expresion
Yy (r)=22-3, Vzell,2
y(1) = —0.5
cuya solucién es yo(x) = 22 — 3z + 3/2 Vz € [1,2]
Del mismo modo podemos ver que existe otra solucién ys, ys(x) = —§x3 + ba? —
11x +41/6 Vzx € [2,3] para la misma ecuacion en diferentes intervalos. Cada una de

estas funciones es mostrada en la figura[d.1] Esto nos induce a pensar de que es posible
aplicar en la biisqueda de solucién de este tipo de ecuaciones un método numérico.
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Figura 4.1: Solucién exacta de la ecuacion [4.3]
y plantemos el siguiente problema de valor inicial
y,<$) - g(l’7y($)) ) Va € [mnwrn-l-l]
(P)

Y(Tn) = Yn

Ahora podemos aplicar para el problema (P) el método de Runge-Kutta s-etapas:

K = 9(Tn, Yn)
k'?z = g(xn + Cgh, Yn + ha2,1k7711)
kd = g(@n + csh,yn + h (CL3,1]<?71Z + a3,2]€72,,))
: 4.4)
ki = g(xn + Csh, Yn + h (CLSJ]CTIL + ..+ CLS75_1]€Z_1))
Yni1 = Yn + b (biky + ... + D)
Tpyl = Tp + h
donde ag1,a31,a32,...,0s1,...,0s5-1,01,...,bs,C2,...,Cs, son coeficientes reales

escogidos de forma adecuada.
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O en términos de f:

ki:: (@, Y, y(2n, — 7))
k2 = f(x, + coh, yn + hag k), y(z, + cah — 7))
k} = f(zn+ csh,yn + h (asqk), + asok?) ,y(z, + csh — 7))
: 4.5
ki = f(n + cshyyn + h (asiky + ..o+ as1ki ) s y(@n + csh — 7))
Yot = Yo+ R (UL 4 bok?)

Ln+1 = xn+h

Los valores para y(z,, +csh — ) pueden ser calculados para el caso n < k simplemente
como y(z,—p + csh) = ¢(x, + csh — 7). Pero si n > k entonces debemos proceder de la
siguiente manera:

y(x, + csh — 1) = y(xg + nh + csh — ph)
=y(zo + (n — p)h + csh) (4.6)
= y(xn—p + Csh>
y al ser 0 < ¢, < 1 tenemos que z,,_, + ¢sh € [Tp_p, Tn_pi1] Y podemos usar los valores

de yp—p, k}hp, Yn—p+1s k}lfp 41 Ppara aproximar y mediante un polinomio cubico segun el
siguiente esquema:

Tn—p | Yn—p
1
kn—p
d—k}
—_P
Ln—p Yn—p h
kL yq—2d+k)
d =
kL —d
—p+1
Tp—p+1|Yn—p+1 - h
1
knfp+1
Tp—p+1|Yn—p+1

donde d = (yn—p+1 - yn—p)/h = 25:1 bik%fp'
Empleando la férmula de interpolacién de Newton obtenemos:

Y (Tnp +0R) =ynp+ 00 (ky_,+0(d—ky_)+60(0—1) (kr_py —2d+kh_)]
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En resumen el esquema de solucion seria el siguiente:

k’rlz = f(xn7yn>771L)
k?i = f(zy + c2h,yn + ha2,1k71p ’7721)
kS = f(@n + csh,yn + R (a3,1krlL + a3,27<?,21) )

: 4.7)
ki = f(x, + csh,y, + h (%,113711 +...+ asﬁ_lk‘g_l) V)
Ynt1 = Yn + h (biky + ...+ bk}
Tpi1 = Tp + h
donde
s (xn + csh —7) sin<p
Tn =

Ynp +hes [k, + e (d—kL_,) +es(es— 1) (kh_poy —2d+k}_ )] sin>p

4.2 Aplicacion del Método de Runge Kutta con tamaiio de paso
variable para las EDR

La suposicion de que 7 = ph hace que el esquema (4.7) sea muy restrictivo en cuanto
al tamaflo de paso, asi que supondremos que hemos generado una sucesién (hy,),~, y asi
el esquema se escribe como:

k}l, = f(Tn; Yn, Y(Tn — 7))
kji = f(wn + C2hna Yn + hna2,1k71p y(xn + Cth - 7_))
k3 = f(2n + c3hn, Y + hn, (as,lk‘,ll + Cl3,2k‘72l) Y(xn + cshy — 7))
: (4.8)
kd = f(xn + cshp, yn + by, (asjlk‘i + ...+ asvs_lki—l) YTy + cshy — 7))
Yni1 = Yn + I (biky + ... + DK}
Tpi1 = Tp + hn
El problema es determinar el valor de y(x,, + ¢sh,, — T), para ello necesitamos encontrar
ps € Z* tal que x,, + cshy, — T € [Tp_p,, Tn_p,+1], ademds supondremos que h,, < 7. Asi

(

&(xn + csh — 1) six, + cshy, — T < o

YEntehn=T) =y b0 (K, + 0. (d— k) +

n—p

[ 05 (0s — 1) ((k,lL_pS+1 —2d + k}l_ps)} si x, + cshy, — T > 20
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donde

Ty + Cshy — T — 2,

P,

d— Yn—ps+1 — Yn—p, _ Z bik’i
=1

0s =

n—p
hn_ps °

Generalizar las ecuaciones (4.8)) para resolver una ecuacion del tipo

y/ (ZL’) - f(l‘,y(l‘),y(l‘ - 7_1)7y(‘r - 7—2)7 cee ,y(ZE - Tm)) Va 2 Zo
y(x) = d(z) Vo <

es inmediato, simplemente asegurando que

0<h,< min 7 4.9)

1<i<m

Asi obtenemos siguiente esquema:

k7lz = f(l‘na Yn, y(xn - 7-1)7 .. ,y(%z - Tm))
ki = f(xy + cohp, yn + hnamk}l, y(xn + cohp — 1), y(x, + by — 7))
k} = f(2n + cshn, Yn + ha (aziky + azokl)  y(z, + cshy — 1), y(20 — c3hy — 7))

s—1

krsz = f(xn + Cshun, Y + I Z a&jkba y(xn + cshp — 7'1)7 cee ,y(xn — cshy, — Tm))
j=1

Yn+1 = Yn + I Z bijz
j=1
Tyl = Ty + hn

(4.10)

Que pasa si ahora consideremos una ecuacion con diferentes tipos de retardo, por ejemplo

y/(l’) = f(xuy<x>7y<x - Tl)7y<x - T2)7 ce 7y(x - Tn))

donde f es una funcién continua y 7q,...,7, son los retardos en el argumento de la
funcidn y, es decir la derivada 3y’ depende de valores de la funcion y en puntos previos.

Por ejemplo dado el siguiente problema donde se involucran diversos “retardos” de una
EDR:

/ _e _ e _ il — >
y'(z) 3y(3: 1)+ 3y(x 2) + 3y(ﬂc 3) Ve >0 @.11)

y(x) =e” Ve <0

y cuya solucién viene a ser la prolongaciéon de la funcién de valor inicial e como se
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Figura 4.2: Soluciéon numérica y exacta (y = e*) del problema mostrado en el ejemplo

@.TT]resuelto con el esquema de paso variable @.10).

aprecia en la figurad.2]

Con el esquema (@.10) podemos resolver numéricamente el problema (I.25) . Los
resultados se condensan en el cuadro 4.1} También cabe la posibilidad de plantear un

sistema de ecuaciones diferenciales con retardo

yll(x) :fl(‘Tayl(‘T>7y2(‘r)7"'7yd(x>7y1(x_7—)7y2<x_7—)7"'
yé([b) :f2($7y1<x>>y2<$)7"'>yd<x)7y1(~1'_7—)7y2(x_7—)7"'

y;l(x) :fd(x7y1(I)ayQ(x)7"‘7yd(x)7y1(x_7—>7y2(x_7)7"‘

con las condiciones iniciales

yi(r) = ¢1(x) Vo <z
Ya(w) = o) Va < @
Ya(z) = ga(z) Vo < g

Redefiniendo el sistema EDRY : R — RYcomo Y = (yi,us,...

también
F:R x R? x R — R,

F=(fi,fo. . fa)
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y Yd (l’ - 7_))

s Ya (2 — 7))
4.12)

,Ya) asi como



T | Yaprox Yexacto error

0. |0. 0. 0.

0.2 | 0.3090171 | 0.3090170 | 6.537D-08
0.4 | 0.5877854 | 0.5877853 | 0.0000001
0.6 | 0.8090172 | 0.8090170 | 0.0000002
0.8 | 0.9510567 | 0.9510565 | 0.0000002
1. | 1.0000002 | 1. 0.0000002
1.2 | 0.9510568 | 0.9510565 | 0.0000002
1.4 | 0.8090173 | 0.8090170 | 0.0000003
1.6 | 0.5877857 | 0.5877853 | 0.0000005
1.8 | 0.3090176 | 0.3090170 | 0.0000007
2. 1 0.0000008 | - 7.657D-16 | 0.0000008

Tabla 4.1: Resultado de aplicar el esquema (4.8) de paso variable al problema (I.25])
utilizando un esquema RK de orden 4

y®: R — R?como ® = (¢, o, ..., Pq) obtenemos el sistema

Y' () =F(z,Y (), Y (x — 1))
Y(z) = ®(z)

Ve = xg
Vr < xo
que puede ser extendido para considerar que F' depende también de diferentes “retardos”

(T, ..y Ton)-

Para resolver numéricamente este sistema EDR (4.12)) podemos extender el método
de Runge Kutta de nivel s especificada para cada componente con el esquema (4.10)
obteniéndose la solucién aproximada del sistema.

4.3 Consistencia de los métodos de Runge Kutta para las EDR

En un PVI, se busca una solucioén en un intervalo [ty, %] con ¢y < t;. Las ecuaciones
diferenciales con retardo muestran que y'(t) depende de valores anteriores a ¢. En
particular, y'(to) depende de y(ty — 71), ..., y(to — 7). Por esto, una solucién en [y, /]
depende de los valores para ¢ < tg, es decir, depende de la historia S(t),t < to.
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Entonces para la consistencia del método de Runge-Kutta aplicado a las EDR se realiza
una extension de los resultados anteriores dados para PVI con EDO tanto para el método
de paso fijo y paso variable bajo las siguiente condicion:

Si{c;}, {ai;} y {b;} son los coeficientes asociados a un método Runge-Kutta (3.2) de
orden p entonces el esquema de paso variable (4.8) es consistencia de orden p, es decir
paratodon = 0,1,... se satisface que

1y (ns1) — Y || < KR!

4.4 Implementacion numérica

Para la construccion de las subrutinas de los algoritmos de resolucién de los PVI con
EDR se han utilizado las siguientes funciones en MATLAB.

4.4.1 Funcion dde23

La funcién dde23 resuelve PVIs para EDR con retardos constantes. Es decir, resuelve
el sistema de primer orden

y/(t> = f(ta y(t)a y(t - 7—1)7 ceey y(t - Tn))

en el intervalo [ty,?s], con ty < t;y la funcién historia y(t) = S(t), parat < ¢,. La
funcién dde23 produce una solucién continua en el intervalo [to, t;]. Estd basado en el
método de Runge-Kutta.

4.4.2 Funcion ddesd

La funcién ddesd resuelve PVIs para EDRs con retardos generales. Es decir, resuelve
el sistema de primer orden

Y (t) = f{ty(t),y(d(1)), ..., y(d(n)))

en el intervalo [ty,?s], con ¢, < t;, donde los retardos dependen de ¢ y de y(t). Estd
basado en el método de Runge-Kutta. Para detalles ver [26]].

Sintaxis de la funcion dde23 en MATLAB

La sintaxis de esta funcion es la siguiente:

sol = dde23(' EDR fun', retardos, historia,intervalo, opciones)
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Las especificaciones de los pardmetros de entrada son:

Pardmetro | Especificacion

Representa la funcién en el lado derecho de la EDR, es decir,
% - EDRfun(ta y(t)a y(t - 7—1)7 7y(t - Tn))
(' (t) = f(t,y(t),y(t —11),....y(t — tn))),

donde ¢ es un escalary y y j—;

EDRfun

son vectores columnas.

Para definir la funcién EDRfun, se debe especicar en un M-file.

retardos Es un vector con los retardos 7y, . . ., 7, constantes.

Representa la funcidn historia S(¢), para ¢t < 0.

historia Para definir la funcién historia, se debe especificar

en un M-file.

. Es un vector que representa el intervalo de integracion.
intervalo

Se resuelve desde intervalo(1) hasta intervalo(2).

Es una estructura con pardmetros adicionales que cambia

opciones las propiedades predeterminadas de la funcidn.

Usualmente sirve para resolver problemas especificos.

El pardmetro de salida es una funcién continua en el intervalo [t,?;]. Para tener una
aproxi- macién a la solucion en cualquier punto en [ty,ts], podemos usar la funcién
auxiliar deval junto on la estructura sol que devuelve la funcién dde?2 3. Las siguientes
instrucciones muestran como ebe realizarse:

t = linspace(0,5);
St = deval(sol,t);

La ¢-ésima columna de St aproxima la solucién en el tiempo t (1), es decir, la i-ésima
columna representa el vector y (t (1) ).

La estructura sol tiene dos campos especiales, a saber: sol.xy sol.y. El campo

sol.x coresponde al arreglo de ¢ (mencionado en ode?23) de la variable independiente
y el campo sol .y corresponde al arreglo y (mencionado en ode23) de valores soluciéon.
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CAPITULO 5

APLICACION A MODELOS BIOMATEMATICOS

Para comprobar los resultados numéricos estudiados anteriormente tomaremos algunos
problemas que se formulan mediante modelos matemaéticos en la biologia.

5.1 Modelos de crecimiento tumoral

Segtn el investigador Ehrlich [1]- [5]- [4] el crecimiento de un tumor del tipo ascities
Ehrlich en ratones puede ser modelado siguiendo la estructura de la ecuacion 2.11}

u'(t) = ru(t — 7) (1 - @) ,u(t) =up(t) =0, Vt € [—7,0] (5.1

donde u(t) estd relacionado a la concentracién de células en el organismo de un ratén, r
es la tasa de proporcionalidad reproduccion células netas del tumor y K es la capacidad
de almacenamiento y 7 es el retardo que refleja el tiempo de duracioén de un ciclo de
multiplicidad celular.

Considerando que la ecuacién [5.1] es de la forma [2.T1] aplicando los resultados
anteriores analizaremos el comportamiento de estabilidad de las soluciones estacionarias,
es decir 1 = 0y x5 = 1. Para ello nos sera util el siguiente resultado cuya demostracion
puede verse en [4].

Prediccion del comportamiento del problema

e Sialf (1) <7, en[2.11} entonces x, es asintéticamente estable.

e Sia|f(1)] = 7 la solucién pierde estabilidad y por el teorema de Hopf la
bifurcacién ocurre en ese punto.

e Lasolucién z; es inestable para cualquier valor de a.

Consideremos en particular el siguiente ejemplo
t)=ax(t—1)(1—z(t—1)), z(t)=0,Vt € [-1,0[, 2(0) = 0.1 (5.2)

como f(x) = z — x* entonces la estabilidad estd garantizada si ov|(1 — 2z)|,—1| < 5 es
decir si a < 7, como se puede apreciar en las figuras [5.T{5.2]
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Figura 5.1: Solucién del modelo [5.2] para o = 0.1,0.5, 1. Se aprecia la estabilidad de la
solucién de equilibrio x = 1

1 T TT 1

— alpha=1.7

E | | | R —— alpha=2.5
] | |
DS; | |
EIE;
045

Figura 5.2: Solucién del modelo @ para = 7,2. Se aprecia la inestabilidad de la
solucién de equilibrio x = 1
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— y1 suseplibles

y2 infectados

. -~ y3 inmunizados [|

Figura 5.3: Solucién del modelo de Kermack-McKendricke [5.3]

5.2 Modelos de diseminacion de infecciones

Primero presentamos el modelo de Kermack-McKendrick: sea y;(x) la fraccion
susceptible de la poblacion, y» () la fraccion infectada e y3(x) la fraccion inmunizada.

Suponemos que el nimero de nuevas infecciones por unidad de tiempo es proporcional
al producto y;(x)ys(z). Si ademds asumimos que el nuevo nimero de personas
inmunizadas es proporcional al de infectadas obtenemos el siguiente modelo

YVi= -1y Yh=Y1Y2 — Yo Y3 =Y (5.3)

donde hemos tomado que todas las constantes de proporcionalidad son iguales a 1. La
solucion numérica con los valores iniciales y;(0) = 5,72(0) = 0.1,y3(0) = 0 es
mostrada en la figura [5.3} la epidemia desaparece finalmente cuando toda la poblacién
es inmunizada. Sin embargo podemos también asumir que la poblacién inmunizada
vuelve a ser susceptible nuevamente después de un periodo fijo de tiempo (7). si también
introducimos un periodo de incubacién 7, llegamos la siguiente modelo

Y1 () = =y (2)ya(r — 71) + y2(v — )
Yo () = y1(2)ya(r — 1) — ya() (5.4)
Y3(2) = ya(2) — 1o — ™)

=
I

Prediccion del comportamiento de infeccion
Con las condiciones iniciales y;(z) = 5, ya(x) = 0,1, ys(z) = 1, paraz < 0 es

mostrada en la figura que muestra claramente el comportamiento periédico de la
infeccion.
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— y1 suseplibles

— y2 infectados

5 —— 3 inmunizados

Figura 5.4: Solucién del modelo de Kermack-McKendricke [5.4]

5.3 Modelo del comportamiento cinético de la enzimas

Consideremos las siguientes reacciones consecutivas

/Cl k3 k3 k»'4

donde I es un substrato exdgeno el cual se mantiene constante y n moléculas del producto
final Y, un inhibidor de la reaccion Y; — Y5 como

1 +a ()

Considerando el tiempo necesario para que una molécula inhibidora interferird con la
reaccion podemos plantear el siguiente modelo

yi(z) = I — 2 ()
Yo (2) = 2y1(x) — y2(z)
ys(z) = ya(2) — ys(x) 5.5)
yy(z) = ya(z) — 0.5y4(x)
1

T 14 0.0005 (ya(x — 4))°

Prediccion del comportamiento cinético

El sistema posee un punto de equilibrio cuando zy; = yo = ys = 1, yqs = 21,y; =
I(1+ 0.00413), el cual es inestable segiin se aprecia en la ﬁgura
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Figura 5.5: Solucién del modelo de cinética de enzimas (5.5), I = 10.5. Valores iniciales
cercanos a la posicion de equilibrio

5.4 Modelo inmunoldgico de crecimiento viral

Presentamos el modelo de Marchuk para el crecimiento de virus V (¢), anticuerpos F'(t)
y células de plasma C'(t) en el organismo de una persona infectada por una infeccion viral.
estas ecuaciones son

av

% = (hl - th) V

ac

o= n(m)hsF(t — )V (t —71) — hs (C — 1)
Cil—f = hyF (C — F) — hsF'V

la primera la ecuacién depredador- presa de Volterra-Lotkin. La segunda ecuacion
describe la creacion de nuevas células de plasma con un retardo de tiempo debido a la
infeccidn, en ausencia del cual el segundo término alcanza un equilibrio para C' = 1. La
tercera ecuacion modela la creacion de anticuerpos provenientes de las células de plasma
(h4C') y su decrecimiento debido a la infeccion (—hyF") y los antigenos (—hgF'V'). El
término 7)(m) esta definido por
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y expresa el hecho de que la creacion de células de plasma decrece cuando el organismo
esta dafiado por la infeccién viral. El dafio relativo m(t) estd dado por una cuarta ecuacién

dm
— =hgV —h
dt 6V = hm

donde el primer término expresa el dafio y el segundo la recuperacion.
Prediccion del comportamiento de crecimiento viral

Este modelo permite escoger la coeficientes Ay, ho, . . ., hg para modelos diversos tipos
de perfiles de salud: salud estable, salud inestable, infeccion aguda, forma crénica, etc.
La solucién numérica es calculada con los siguientes parametros

7 =05,k =2, hy = 0.8, hy = 10*, hy = 0.17, hs = 0.5, hy = 0.12, hg = 8

y las condiciones iniciales

Ademas contemplamos los casos para los cuales hg = 10 (figura[5.6), donde observamos
mejoria completa (V' () — 0), o hg = 300 (figura , donde se produce una recaida
(cuando m(t) — 1).

Figura 5.6: Solucién del modelo inmunolégico de Marchuk (hg = 10)
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Figura 5.7: Solucién del modelo inmunolégico de Marchuk (hg = 300)

5.5 Dinamica poblacional

Consideremos que la poblacién de una cierta especie estd representada por la funcién
y(x), si su tasa de crecimiento k puede ser decreciente o creciente. Si la poblacién se
incrementa entonces habrd una escasez de comida y espacio, el comportamiento de este
fendmeno es modelado por el siguiente problema de valor inicial

() =k(a—y()y(x) siz=0

P 01 siz=0
y(r) =

{ -1 siz <0

Prediccion del comportamiento de crecimiento poblacional

Si asumimos que la razén de crecimiento depende de la poblacion en las generaciones
precedentes llegamos a establecer una ecuacién con retardo:

y'(z) =k(a—ylz—7))y(x)
Si hacemos el cambio de variable z(x) = k7y(7x) entonces 2'(x) = k7%y'(Tx). Pero
y(tz) = k(a—y(re —7))y(rz)
es decir
2(x) = (kra — kry(r(z — 1)) kry(72)
= (kta — z(z — 1)) z(2)
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finalmente hacemos los cambios z por y, kT« por « para obtener

y(r) = (@ —ylr —1))y(x) (5.6)

En la figura[5.8]se muestra la solucién numérica del problema de valor inicial del ejemplo
[5.6|considerando: o = 0.35, 0.5, 1.0, 1.4 y 1.6.

50 &0

Figura 5.8: Solucién numérica del problema[5.6|para h = 0.2

62



CAPITULO 6

CONCLUSIONES, ANEXOS Y REFERENCIAS
BIBLIOGRAFICAS

6.1 Conclusiones

(1)

(ii)

(111)

@iv)

(v)

(vi)

Las aplicaciones de las EDR son muy variadas y presentan una amplia
gama de posibilidades para su uso pues reflejan de mas manera realista
los procesos quimicos y fisicos de la naturaleza al considerar intervalos de
tiempo necesarios para que exista una interaccion apropiada entre los diversos
componentes del sistema objeto de estudio.

Estudiar la estabilidad local de las soluciones de una EDR implica un trabajo
delicado pues no siempre es posible encontrar un criterio apropiado, de hecho
no existe una herramienta matematica que se adecue a todos los casos. En este
trabajo se ha hecho uso del criterio de Mikhailov (ver [S]). Recientes trabajos
en el campo de la teoria de niimeros podrian ayudar a conseguir un teorema
general de estabilidad de las EDR.

La implementacion de los algoritmos de solucion de las EDR pueden
generalizar a casos donde el retardo 7 = 7(z,y(z)) es decir ya no
lo consideramos fijo sino que incluso puede ser arbitrariamente pequefio
(T — 0) lo cual invalida nuestra suposicién (4.9).

El cédigo desarrollado es facilmente adaptable a cualquier problema que
involucre ‘“retardos” constantes y permite examinar de manera gréfica la
estabilidad de las soluciones de equilibrio.

En el caso de aplicar Runge Kutta de paso variable es posible ajustar el tamafio
de paso h en cada iteracion de modo que se minimize el error cometido
pero sin aumentar la carga computacional, esto es especialmente adecuado
en presencia de ecuaciones rigidas, que no han sido abordadas en el presente
estudio.

En el presente trabajo se ha realizado un método explicito de Runge-Kutta
por lo cual queda probada la consistencia mds no su convergencia. Puesto que
todo método de Runge Kutta explicito de orden 4 para problemas nolineales
no cumple con la estabilidad. Lo cual es un problema abierto para trabajos
futuros.



Este trabajo fue realizado en el Laboratorio de Simulacion e Investigacion Numérica de
la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional de Ingenieria (http://fc.uni.
edu.pe/labosin). El cédigo usado se ha implementado en Matlab 7.

6.2 Anexos

6.2.1 edrd3.m

function [x,y]l=edr43(x0,vy0, f,phi,dx,xmax,tau)

nmax=floor (xmax/dx) ;

o\

definicion de vectores

d = size(y0,2);

m = size(tau,2);

y = zeros (nmax+1,d);

X = zeros (nmax+1l,1);

g = zeros (m,d);

h = dxxones(size(x));
fl = zeros (nmax+1l,d);

% coeficientes R-K

s = 4;

k = zeros(s,d);

c = [0 1/2 1/2 171;
b = [1/6 2/6 2/6 1/6];
a2l= 1/2;

a3l= 0;

al32= 1/2;

adl= 0;

adz2= 0;

ad3= 1;
dn=zeros (s, d) ;

p = zeros(s,m);

% valores iniciales
x (1) = x0;

y(l,:) = y0;
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n=1;

while (n<=nmax)
for i=1l:s
for j=1l:m
if (x(n)+c(i)+*h(n)-tau(j)<x (1))
g(j,:)=phi(x(n)+c(i)*h(n)-tau(j));
p(:,3) = (n-1)xones(size(p(:,73)));
else
p(:,J) = max(p

(:,3))*ones(size(p(:,3J)));
while ( x(n-p(i,])
3)-1;

+1) < x(n)+c(i)xh(n)-tau(j))

p(i,J)=p(1 ;
end
dn (i, :) = (y(n-p(i,3)+1,:)-y(n-p(i,3),:)) /h(n-p(i,J));
theta(i) = (x(n)+c(i)+h(n)-tau(j)-x(n-p(i,3)))/h(n-p(i,3));
g(3,:) = y(n-p(i,J),:)+theta(i)~h(n-p(i, J))*(fl(n-p(i,3J),:)+
theta(i)x(dn(i, :)-fl(n-p(i, j),:))+theta (i) * (theta (i
(fl (n-p (i, J)+1, :)-2xdn (i, :)+fl (n—-p(i,3),:)));
end
end
switch i
case 1
k(l,:) = f(x(n),y(n,:),9);
fl(n,:) = k(1,:);
case 2
k(2,:) = f(x(n)+c(2)*h(n),y(n, :)+h(n)=*a2lxk(1l,:),q9);
case 3
k(3,:) = f(x(n)+c(3)*h(n),y(n,:)+h(n)*(a3lxk(1l,:)+...
al32xk(2,:)),9);
case 4
k4, :) = f(x(n)+c(4)*h(n),y(n,:)+h(n)*x(adlxk(l,:)+...
ad2xk (2, :)+ad43*xk(3,:)),9);
end

end
y(n+l, :)=y(n, :)+h(n) xbxk;
X (n+l)=x(n)+h(n);
n=n+1;
end

return
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6.2.2 modelo-crecimiento-tumoral.m

function modelo_tumoral

m=1;
tau=lxones (1l,m);
tau(l)=1;

xmax=60;
dx=0.1;
d=5;

x0=0;
yO=phi (x0) ;

[x,y]=edr43(x0,y0,@f, @phi, dx, xmax, tau) ;

figure (1)
plot(x,y(:,1),'"r=",x,y(:,2),'m=" ,x,y(:,3));

axis([0,xmax,0,1.171);
legend ('’ \alpha=0.1","\alpha=0.5’,’\alpha=1');

figure (2)
plot (x,y(:,4), 'b-",x,y(:,5),'m");

axis([0,xmax,0,1.171);
legend ('’ \alpha=1.7’,’\alpha=2.5");

function z=phi (x)
z=zeros (1,5);
z=0.l*ones (size(z));

function z=f (x,y,vyt)
z=zeros (size(y));

z(l)=alpha(l)*yt(l,1)*(1l-yt(1,1));
z (2)=alpha (2)*yt (1,2)x(1-yt(1,2));
z (3)=alpha (3)*yt (1,3)*x(1-yt(1,3));
z (4)=alpha (4)*yt (1,4)(1-yt(1,4));
z (5)=alpha(5)*yt (1,5)*x(1-yt(1,5));
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6.2.3 modelo-poblacion.m

function modelo_poblacion

m=1;
tau=lxones (1l,m);
tau(l)=1;

xmax=60;

dx=0.2;

d=5;

x0=0;

y0=0.1xones (1,d);

[x,V]

plot (x,y(:,1),’
axis ([0,60,0,31);

legend (' \alpha=0.35",

function z=phi (x)
z=zeros (1,5);

function z=f (x

z(1)=(O.35—yt(1

z(2)=(0.5-yt (1

z(3)=(1.0- yt(l 3

z(4)=(1l.4-yt (1,4

z(5)=(1.6-yt (1,5
return

6.2.4 modelo-infeccion.m

_’ley(:l

rYryt)
z=zeros (size(y));

*y(l 5

2) .’

"\alpha=0.5",

)*xy(1,1);
xy(1,2);
*y(l 3

)i
y(1,4);
)i

’

function modelo_infeccion

m=2;

tau=l*ones (1l,m);
tau(l)=1;
tau(2)=10;
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"\alpha=1.0",
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"\alpha=1.4"'

5))i
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xmax=40;
dx=0.1;
d=3;

x0=0;
yO=phi (x0) ;

[x,y]=edr4d43(x0,y0,@f, @phi, dx, xmax, tau) ;

plOt(XIY(:Il)I’r_’IXIy(:I2)I’m_,IXIY(:IB)I’b_’);

axis ([0, xmax,0,5.171);

text (! Interpreter’,’latex’, ’'String’,’S\leftarrow y_1$’, ...
"Position’, [4,1.7], '"FontSize’,16);

text (' Interpreter’,’latex’, ’String’,’S$\leftarrow y_2$',...
"Position’, [6,0.8],"FontSize’,16);

text (' Interpreter’,’latex’, ’'String’,’$\leftarrow y_3S$', ...
"Position’,[4.7,3.7]1,'FontSize’,106);

function z=phi (x)
z=zeros (1, 3);

z(1)=5;
z(2)=0.1;
z (3)=1;

function z=f(x,y,yt)
z=zeros (size(y));
z(1)=-y(1)*yt(1,2) + yt(2,2);
z(2)= y(1)*yt(1,2) — v(2);
z(3)=y(2) - yt(2,2);

return

6.2.5 modelo-enzimas.m

function modelo_enzimas

tau=l*ones (1,1);
tau(l,1)=4;

xmax=160;
dx=0.5;
d=4;

x0=0;
yO0=phi (x0);
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[x,y]=edr43(x0,y0,@f, @phi, dx, xmax, tau) ;

plot (x,vy);
axis ([0, xmax,0,70]);
legend("y_1","y_2","y_3","y_4");
function z=phi (x)
z=zeros (1,4);
(1)=60;
z(2)
z (3)=10
(4)

function yprima=f (x,vy,yt)
yprima=zeros (size(y));

I=10.5;

z=1/(1+0.0005+yt (1,4)"3);

yprima (l)=I-zxy(1l);

yprima (2)=zxy (1) -y (2);

yprima (3)=y (2) -y (3) ;

yprima (4) =y (3)-0.5*y (4);
return

6.2.6 modelo-inmunologico.m

function modelo_inmunologico
m=1; tau=lxones(l,m); tau(l)=0.5;

xmax=60; dx=0.2; d=4; x0=0; y0O=phi (x0);

[x,y]=edr43(x0,y0,@f, @phi, dx, xmax, tau) ;

plot (x,10%4x*y(:,1), =" ,x,vy(:,2)/2,'m~" ,x,y(:,3), " b-",x,10%xy(:,4));

axis([0,xmax,0,12]); text(’Interpreter’,’latex’,
"String’,’$\leftarrow 1074V$’, ’'Position’, [8,1.7],'FontSize’,16);
text (' Interpreter’,’latex’, ’'String’,’$\leftarrow C/2S$’,
"Position’, [10,4],’FontSize’,16); text (’Interpreter’,’latex’,
"String’,’ $\leftarrow F$’, ’'Position’, [13,6],’'FontSize’,16);
text (" Interpreter’,’latex’, ’'String’,’S$\leftarrow 10m$’,
"Position’, [20,0.6],'FontSize’,106);
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function z=phi (x)
z=zeros (1,4);
z(1)=max ([0,10"(-6)+x]);

function z=f (x,vy,vyt)
z=zeros (size(y));
h=[2,0.8,1074,0.17,0.5,10,0.12,8];
if (y(4)<=0.1)
m=1
elseif (y(4)<=1)
=(

0]

14

em=(1-y(4))*10/9;
end
z(1)=(h(1)-h(2)*y(3))*xy(1);
z(2)=emxh (3)»y (1,3)*xy(1,1)-h(5)*x(y(2)-1);
z(3)=h(4)*(y(2)-y(3))-h(8)*y(3)*y(1);
z(4)=h(6)*y(1)-h(7)xy(4);
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