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RESUMEN

El estudio de los polinomios tiene una connotada trascendencia, podemos en primer
término decir que la aritmética de los polinomios en un cierto cuerpo es analoga a la
de los enteros en cuanto a la divisibilidad, el algoritmo de la divisién, factorizacion,
aparece la diferencia cuando se trata de estudiar sus raices y su comportamiento. Los
polinomios son vistos como entes matematicos que tienen aplicaciones cuantiosas,
entre ellos esta, por ejemplo, hallar los valores propios de una matriz cuadrada, para
resolver una ecuacion diferencial lineal de orden n y de coeficientes constantes, y
también ciertos fendmenos fisicos y bioldgicos que se pueden modelar a travez de un
polinomio.

El presente trabajo se divide en capitulos.

En el capitulo 1 se hace un concepto general de los polinomios.

En el capitulo 2 se enfoca el algoritmo de la division, para demostrar el teorema
del resto, luego define la raiz de un polinomio. Se prueba el algoritmo de Euclides
usando propiedades del méaximo comun divisor de polinomios.

Se define polinomios primos como polinomios irreducibles en un cierto cuerpo.

Si el polinomio tiene una cierta raiz en un determinado cuerpo K, entonces el
polinomio no necesariamente es reducible en dicho cuerpo. Se define las raices
multiples de un polinomio y de las propiedades relacionadas con las derivadas del
polinomio. Finalmente se concluye con el polinomio interpolador, para hallar los
valores aproximados de ciertas funciones que no son polinomios.

En el capitulo 3 se estudia como punto de partida el teorema fundamental del
algebra, se prueba dicho teorema con conocimiento del andlisis complejo, en
resumen “cualquier polinomio en el anillo de los complejos de grado n, tiene n
raices”, se logra dar una particularizacion detallada para polinomios cubicos y
cuarticos. Para polinomios de grado mayor o igual a 5, no existe una férmula
universal en radicales, esto se demuestra usando la teoria de Galois que es imposible

expresar sus raices, en general, de esta manera.



En el capitulo 4 se estudia las raices de los polinomios en el anillo de los
racionales y relaciona teoremas importantes para obtener las raices racionales y se
aplica procedimientos para identificar las raices.

Se establece criterios para ver la irreducibilidad de polinomios en Q. También se
estudia un algoritmo para observar si un polinomio es o no irreducible en Q, que es
el algoritmo de Kronecker, que usa el polinomio interpolador.

En el capitulo 5 se estudia los polinomios en R y se da propiedades de las
raices en los complejos, destaca que todo polinomio en R se puede expresar como
multiplicacion de polinomios irreducibles de primero y segundo grado en R. Se aplica
el criterio de Descartes para dar el niimero de raices positivas o negaticas.
Finalmente se concluye con el teorema de Sturm que permite localizar el nimero
de raices reales de un polinomio en un intervalo determinado de la recta numérica,
luego se extiende este teorema para polinomios en C, que nos permite indicar el

numero de raices complejas que se hallan en cada cuadrante del plano complejo.

VI



Indice general

1. POLINOMIOS Y RAICES ... ... ... ... ........... 1
1.1. Introducciéon y Notaciones . . . . . . . . . ... ... ... ..... 1
1.1.1. Imtroduccidn . . . . . . . ..o 1
1.1.2. Notaciones . . . . . . . . . . . 2
2. HECHOS GENERALES . . . . . ... ... ... ... . ...... 3
2.1. Algoritmo de Divisién . . . . . ... ... 3
2.2. Maximo Comun Divisor . . . .. ... ... ... ... ... .. 6
2.2.1. POLINOMIOS PRIMOS ENTRE ST . . .. ... ... ... .. ... 10
2.3. Factorizacién de Polinomios . . . . . . . . ... ... .. ... ... 11
2.4. Raices Multiples . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 14
2.5. Cantidad de Raices . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 17
2.6. Polinomio Interpolador . . . . . . . . . ... ... ... 17
3. POLINOMIOS EN C[X] . . . . ... . 22
3.1. Teorema Fundamental del Algebra ................. 22
3.2. UBICACION DE LAS RAICES . . . ... ... .......... 29
4. POLINOMIOS EN Q[X]| . . . . . . . oo, 31
4.1. REVISION DE RESULTADOS . . ... . ............. 31

VII



4.2. CALCULO DERAICESEN Q. . . . . . . . i 31

4.3. IRREDUCIBILIDAD EN Q[z] . . . . . ... ... ......... 34
4.4. FACTORIZACION EN Q[z] . . ... .. ... ... ... ..... 37
5. POLINOMIOS EN R[X] . . . ... ... ... ... 41
5.1. POLINOMIOS IRREDUCIBLES ENR[z] . . . ... ... .... 41

5.2. CANTIDAD DE RAICES REALES DE UN POLINOMIO EN

Rlz] . o o 44
6. CONCLUSIONES . . . . s 61
BIBLIOGRAFIA . . . . ., 62

VIII



1 POLINOMIOS Y RAICES

1.1. Introduccién y Notaciones

1.1.1. Introduccion

Cuando se plantea en términos matematicos problemas de distintas
areas (economia, fisica, ingenieria, biologia, etc.), alguna veces nos econtramos con
el siguiente problema: El de encontrar los ceros de determinadas funciones, es decir,

los valores para el cual la funcién se hace cero.

Después de las funciones lineales, las funciones polinomiales en una
variable son las mas simples. Analizar los ceros de funciones polinomiales son de
gran interés al menos por la siguiente razon: no es posible resolver el problema para

funciones mas generales si no se logra resolver para el caso de los polinomios.

En algunas aplicaciones se trabaja con funciones reales y se trata de
encontrar los ceros reales. Debido a la estructura de los niimeros con los que trabajan
las computadoras las funciones suelen tener coeficientes racionales y los ceros que se
tratan de calcular seran niimeros racionales que aproximen lo suficiente a la solucién
del problema.

En este estudio se trata de profundizar sobre las raices de polinomios con coeficientes
en Q (cuerpo de los numeros racionales), R (cuerpo de los ntimeros reales) y C

(cuerpo de los nimeros complejos).

Para realizar el estudio de este tema debemos conocer la teoria basica
de polinomios en una variable. También se requiere nociones de analisis elemental,

para el caso de funciones reales continuas y derivables.



1.1.2. Notaciones

K denotara un cuerpo cualquiera, pueder ser Q, R 6 C y K[z] denotard el
anillo de los polinomios con coeficientes en K, cuyos elementos son polinomios (de

grado n)de la forma:
f(x) =apz" +an 12" '+ .. tawrtay, a; €K 0<i<n y a, #0
» Si f # 0, se denotard con gr(f) el grado del polinomio f, es decir, el
maximo exponente n en los monomios no nulos de f.

= Se denotard con cp(f) el coeficiente principal de f, es decir el coeficiente

que acompaia a 29", Si ep(f) = 1 se dice que f es ménico.

» La relacién de divisibilidad se denota con /
Sean f, g € Klz], g/f (g divide a f)< existe ¢ € K|z] tal que f = qg.

En caso contrario g no divide a f y se denota por g 1 f.

» Se dice que o € K es raiz de f si f(a) = 0.



2 HECHOS GENERALES

Aqui se recuerdan los resultados bésicos de la teoria de polinomios, que
usaremos para exponer las teorias mas especificas de los polinomios con coeficientes
en Q, R y C. La aritmética de los polinomios con coeficientes en un cuerpo K
es similar a la de los enteros en cuanto a divisibilidad, algoritmo de division,
factorizacion, etc. Surge la diferencia en cuanto se trata particularmente de

estudiar las raices de los polinomios y su comportamiento.

2.1. Algoritmo de Division

Teorema 2.1. Dados los polinomios f,g € Klz|, g # 0, ezisten dos tunicos
polinomios q (cociente) y r (resto) en Klx] tal que f = qg+1r con r =0

g gr(r) <gr(g).

Prueba:

Si gr(f) < gr(g) no hay nada que probar, pues nada més tenemos que

hacer ¢(x) =0y r(x) = f(x) y ciertamente se tiene f(z) =0-g(z) + f(x).

Ahora supongamos que f(x) = ag+a1x+---+a,2my g(x) = bg+byz+- - -+b,z",
con a,, #0,b, 0y m >n.
Sea fi(z) = f(x) — CZ—mxm_”g(x), entonces gr(fi1) =m — 1.
Por induccién sobre gl grado de f podemos suponer que fi(x) = t1(x)g(z) + r(z)
a"g(x) = ti(x)g(x) + r(z),

_ m
bn
lo cual nos da f(x) = {C;—ma?m_" + tl(x)} g(x) +r(z).

Si ponemos t(z) = 5 0 + t1(x), tendremos que f(x) = t(z)g(x) + r(x), donde

t,r e Klz] y r(x) =06 gr(r) < gr(g) lo que prueba el teorema. [

donde r(z) = 0 6 gr(r) < gr(g), entonces f(z)



Proposicién 2.1 (Teorema del resto). Dado f € Klz] y a € K, se tiene

f(x) = q(z)(x —a) + f(o)

Prueba:

Por el Teorema 1 podemos suponer que f(z) = q(z)(z — a) + R(x),
donde R =06 gr(R) < 1 (estamos tomando ¢g(z) = x —«) Si R(x) = 0 entonces se
tiene f(z) = q(z)-(z—a) = f(a) = 0= f(z) = q(z)-(x—a)+0 = g(z)(z—a)+ f(a)

(se cumple).

Si gr(R) < 1= gr(R) = 0 implica que R(z) = R € K f(z) =¢(z) - (x —a) + R,
evaluando para x = o f(a) =0+ R = R = f(«), luego f(x) = q(z)(z—a)+ f(a)
Lo cual prueba la proposicién. [ |
Consecuencia 1
ac€Kesraizde f & fla) =0< (x—a)/f & f(z) = (r — a)¢(x) para algin
q € K[z].

Ejemplos:

» f constante: f(x) =c, ce K.

Luego o bien ¢ = 0y todo o € K es raiz de f, o bien ¢ # 0 y f no tiene

ninguna raiz en K.

v fdegrado 1: f(z) =ax +b; a,b € K, a # 0 entonces f tiene una raiz

en K a saber x = ——.
a

s f es de grado 2:
f(z) =ax?>+br+c, a#0,b, ce K suponiendo aqui que 2 # 0 en K
(caracteristica de K es distinto de 2) luego

b ¢ b b? — dac
_ R LAVEN
flz)=a (x oot a) a [(m+ 2a) v




definimos el discriminante de f como A = b? — 4ac. Asi si existe un

B €K tal que 3% = A, se tiene

f)=a (x+i)2—(/6)2} :a<gj_ —b+ﬁ) <$_ —b—ﬁ)

2a 2 2a 2a
. ) —b+p —b—pf
y se obtiene por raices: 1 = y Ty = .
2a 2a

» Cuando K = C, siempre existe 3 € C tal que 8> = A, luego todo
polinomio de grado 2 tiene 2 raices en C (pueden ser distintas o

repetidas cuando 3 = 0).

Cuando K = R, existe § = VA si y solo si A > 0, luego si A > 0
entonces el polinomio tiene dos raices reales (distintos o repetidos si 5 = 0). Por

otra parte existen polinomios en R[z] de grado 2 que no tienen raices reales como

222 +4 =0.

Cuando K = @Q, si A tiene una raiz cuadrada en @, entonces el
polinomio tiene dos raices racionales pero también existen polinomios de grado
2 en Q con raices irracionales, como 2 — 8 = 0, cuyas raices son r, = 2v/2

Y 9

T2:—2\/§; ry,re € I

Lo que prueba este ejemplo de los polinomios de grado 2 en un cuerpo
K de caracteristicas distinto de 2 es una condicion suficiente: si existe § € K tal que
(% = b — 4ac, entonces P(x) = az? + bz + ¢, a # 0 tiene dos raices en K. Falta
aun investigar la reciproca. Posteriormente se vera que esta condicién es necesaria y
suficiente, es decir existe 3 € K tal que 32 = b* —4ac si y solo si P(x) = ax® +br+c

tiene dos raices en K.



2.2. Maximo Comun Divisor

Definicién 2.1. Sean f,g € K[z| no nulos. El mdzimo comin divisor entre f y
g denotado por mcd(f,g) es el (inico) polinomio mdnico h € Klz| que verifica

simultdneamente las dos condiciones siguientes:

L.h/fyh/g

2. Si h € K[z] verifica h/f y h/g, entonces h/h
Ejemplo: Sean f, g € K|z], g # 0.

i) Sea c € K\{0} — mcd(c,g) = 1.

i) Sig/f — med(f,g) = @%@

Este dltimo es evidente, pues como g/g v g/f y para cualquier otro divisor g de g

y f se tiene que G/g A G/ f se tiene que mcd(f,g) = % (debe ser ménico).
cp g

El lema siguiente nos permitird deducir un algoritmo para calcular el

maximo comun divisor de dos polinomios f y g.

Lema 2.1. Sean f,g € K[z], g #0 y sean q,r € K[z| con f =qg+r, entonces
med(f, g) = med(g,r).

Prueba

Sea d(x)=mcd(f,g9)(x) y do(z)=mcd(g,7)(x).

d(x)/f(x) y  dx)/g(x) = d(x)/[f(x) = q(z)g(x)].
Como f(x) —q(z)g(x) = r(z) — d(z)/r(z) = d(x)/dy(z), por definicién de dy.

Reciprocamente dy/g(x) y do/r(z) = do(x)/[q(x)g(x)+r(x)] =
do(z)/ f(z), ademas do(z)/g(x) = do(z)/d(x).

do(z)/d(z) y d(z)/do(x) . d(x) = do(x). [ |

6



Observacién 2.1 (Algoritmo de FEuclides). Sean f,g € Kz]\{0}, con
gr(f) > gr(g). Entonces mcd(f,g) es el ultimo resto r, no nulo (dividido por su
coeficiente principal para volverlo monico) que aparece en la sucesion de divisiones

stgquientes:

f = qg+r, gr(r) <gr(g)

g = qri+ry,  gr(r:) < gr(r)

r1 = @sra+ry,  gr(rs) < gr(ra)
Th—2 = Qlk—1+ 7Tk, gr(re) < gr(rg-1)
Tk—1 = Qqr+17Tk

Del Lema anterior resulta
med(f,g) = med(g,m1) = med(ry,re) = ... = med(rg—2, 7p—1) = med(rg_1,75) = Tk

, pues 7/rp_1.
Tk

Cp(rk) '

Se toma mcd(f, g) =

A continuacién despejamos 1, de la peniltima igualdad, y siguiendo
hacia arriba despejamos sucesivamente r_1,7x_o,...,72,71 y se logra escribir 7, en
la forma rp = §' f+t'g finalmente, dividiendo toda la expresion por ep(ry), se obtiene

s,t € K[z] tales que med(f, g) = sf + tg.
Ejemplo 2.1. Sean los polinomios
flr)=a2+2'+1 y g(x)=22"— 23— 222 + 3z — 1.

Vamos a determinar med(f,g).

SOLUCION
(L1, .3 Ty 1T
flz) = (§$ + Z) g(x) +ri(x), con ri(z)= VR + 0
8 4 8 4
g(x) = (?x - ?) r1(z), con qa(x) 2T ro(x) =0



Luego

med(f,g) =

4 2 3
med(f.g) = 15+ (20 - 2 ) g(o)
: o 4 2 3
Aqui encontramos los polinomios S(x) = - t(z) = T

tal que med(f,g) = sf(x) +tg(x).

Corolario 2.1. Si d es el mdaximo comun divisor de los polinomios f y g,entonces

es posible encontrar polinomios u y v tal que:

Prueba

d(x) = f(z)u(z) + g(z)o(z).

Por el algoritmo de Euclides, se tiene la sucesién de las siguientes

divisiones:

Tk_g(x)
Tk_g(x)

Tk_1($)

g(@)q(z) +ri(z),
r1(2)g2(x) + rao(z),
ro(z)qs(x) + r3(x),

Tr—2(T)qr—1(x) + 131 (),
re—1(z)qe(z) + (),

7%6(%) Qg1 (),

gr(ri) < gr(g)
gr(ry) < gr(ry)
gr(rs) < gr(r)

gr(re—1) < gr(ri_s)

gr(ry) < gr(re—1)



Si tomamos en consideracién que ri(x) = d(x) y ponemos ui(z) = 1, vy (z) = —qi(z),

entonces en la pentltima igualdad de la sucesion de la divisiones, obtenemos

d(x) = rr_oui () + Tr_1(T)v1(T)

sustituyendo la expresion 7,_1(z) en términos de ri_s(z) y 7rp_2(x) en la

antepentltima igualdad, se obtiene
d(x) = rg_sua(x) + rr_2(z)va(x)

donde us(z) = v1(z), vo(x) = ui(x) — v1(x)gr—_1(x), continuando el proceso en forma

sucesiva obtenemos:

d(x) = f(z)u(z) + g(z)o(z).

Ejemplo 2.2. Hallaremos los polinomios u y v el cual satisface la propiedad para

f(z) = 2% — 2% + 32 — 10, g(z) = 2* + 62* — 9z — 14.

SOLUCION

Aplicamos el Algoritmo de Euclides a dichos polinomios, obteniéndose:

f(z) = g(x)+(=T22+120+4), g(z) = (=72* + 122 + 4) (—%x — % + %(m —2),

como —7z% + 122+ 4 = (z — 2)(—Tz — 2), con ello obtenemos que mcd(f, g) = x —2

y que
~ o357 T3y 7 79357 235
yr—2= f(x)u(x) + g(z)v(x). O

Aplicando la demostraciéon del corolario (2.1) para polinomios primos relativos, se
obtiene el siguiente resultado:

los polinomios f y g son primos relativos, si es posible encontrar polinomios u y v



tal que
f@)u(z) + g(z)v(z) =1

2.2.1. POLINOMIOS PRIMOS ENTRE SI

Definicién 2.2. Dos polinomios f y g € Klz]| son primos entre si (coprimos) si
verifican med(f, g) = 1, o sea ningin polinomio de grado > 1 divide simultdneamente

a f yg; o en forma equivalente si existen polinomios s,t € K|x] tales que 1 = sf+tg.

Proposicién 2.2. Sean f,g,h € K[z], entonces:

1. f/h, g/h y f,g primos entre si = fg/h

2. f/lgh vy f,g primos entre si = f/h

Prueba
Como f y g primos entre si = mcd(f,g) =1=3 s,t € K[z] tal que
1l=sf+4+tg luego h=sfh+tgh (%)
h  sh th
1. :>E:?+7:sql+tq2, ql,Q2€K[x] fg/h
2. Es claro que f divide a cada sumando de (x) ... f/h

g
med(f, g) Y med(f, g)

Proposicién 2.3. Sean f, g € Kz] entonces son coprimos.

Prueba

Sea med(f,g) =d,como d/f =3 peKlz]:f=pd

Asimismo d/g =3 q€K[z]:g9=qd

Ademads por propiedad existen s,t € K[z] tal que d = sf +tg = d = spd + tqd =
1 = sp + tq de aqui med(p, q) = med (5, %) = 1.

luego g y % son primos entre si. [

10



2.3. Factorizacion de Polinomios

Definicién 2.3. Sea f € K|z], no constante (gr(f) > 1). Se dice que f es irreducible
si y solo si no eziste ningin g € Klz] con 1 < gr(g) < gr(f) ademds g/f, o
en forma equivalente, no ezisten polinomios g, h € K[z|(no constantes) ambos de
grados estrictamente menor que el de f tal que f = gh. De lo contrario, se dice que
f es reducible, esto es cuando existe g € K[z| no constante y de grado estrictamente

menor que el de f tal que g/ f.

Ejemplo 2.3.

1. 422 — 1 es reducible en Q[z],R[z] y Clz] pues 2z + 1/42*> — 1 y
1=gr(2r+1) < gr(4z* — 1)

2. Cualquier polonomio f de grado 1 en K[z| es irreducible en Klx], pues

no existe otro polinomio g tal que 1 < gr(g) < gr(f) =1

3. '+ 2 es irreducible en Q[z] y R[x] de lo contrario seria el producto de
4 polinomios de grado 1 y por tanto tendria raices en Q o en R.

Pero podemos ver que x* + 2 es reducible en C pues
o+ 2 = (2 + V20 —  V20) =

(:)3%—%—%\&2) (x—%ﬁjuiﬁz) (x—%ﬁ—%z) (x+%ﬁ+4iﬁz>
luego es reducible en Clx] y tiene 4 raices en C a saber
1 N 1. 1 1 1 1 1 N 1.
——t =i, —=——=l, ——=——=1 Yy —=+ ——=1
4. El polinomio x* + 42* + 3 es reducible en Q[z] o R[z], pues se expresa

como (z? + 3)(x? 4+ 1) sin embargo no tiene raices en estos cuerpos.

5. Todo polinomio f € Kx] de grado no menor a dos que tiene una raiz
a € K es reducible, pues (x — )/ f con 1 = gr(x —a) < gr(f). La
reciproca por lo general es falsa, f puede ser reducible sin tener ninguna

raiz en K (al menos para K =Q 6 R).

11



PROPIEDAD 2.1 ( PRIMALIDAD DE LOS POLINOMIOS IRREDUCIBLES).

Sean f,g,h € K[z]|, con f irreducible, entonces:

1. med(f,g) =

= s fg ymed(fg) =151 f{g

2. flgh=flg 6 [f/h

Prueba

1. i) Si f/gentonces 3 q € K[z] : g = qf por teorema (2.1) 3 s,t € K[z]
y med(f,g) = sf +tg = mcd(f,9) = med(f,qf) = sf +tqf =
med(f,g) = f-(s-1+1tq) = f med(1,q) = f.

Por definicién: med(f, g) = Z%

ii) Si f 1 g, entonces g no contiene como factor a f, (dado que

f es irreducible) luego f y ¢ son coprimos, en consecuencia

med(f,g) =1

2. Si g(x) = 0 o bien h(z) = 0 el resultado es obvio. Si ninguno es
idénticamente nulo, supongamos que f(z) t g(x) debemos probar que
f(z)/h(x). La suposicién que f(z) 1 g(x) implica que med(f,g) =1y
de aqui existen los polinomios r, s € K[z] tal que

l=rf+sg=h=hfr+ shg.

Ahora bien f es un divisor del segundo miembro de esta igualdad debido

a que f/gh. Luego f/h. [ |

Teorema 2.2. (Teorema fundamental de la aritmética) Sea K un cuerpo, y sea
f € Klz] un polinomio no constante, luego existen tunicos polinomios irreducibles
ménicos distintos gi,...,qm € K[z] de manera que f = cg gb* ... gk, donde
ce K\{0} y ky,... . kn € N.

Prueba
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Si f es primo en K]z] no hay nada que probar pues f(z) = cf;(z) donde
c € K\{0} y f1 € K[z] es ménico irreducible.

Si f no es primo en K[z]| (reducible) entonces f se puede factorizar
como un producto de polinomios ménicos distintos g1, gs ... g, € K[z] de manera
que f(z) = cgi(x), g2(x) ... ge(x), pero entre estos factores g; pueden existir factores
que se repiten, entonces se estard expresando los que se repiten, a algunas potencias

enteras, por lo tanto la forma general que puede adoptar f es:

f(z) = cp*(x), 95°(2) ... g (z) , m <

donde ¢ € K\{0} y ki, ko, ...,k € N.
Claramente la unicidad de los factores irreducibles g; se da , salvo al orden de los

factores, c resulta ser el coeficiente principal de f.

Ejemplo 2.4. El polinomio F(z) = (x* + 4)*(z* — 3) estd expresado en factores
irreducibles en Q[x] pero su factorizacion en R[x] es (x> + 4)*(x +v/3)(x — V3), ¥
su factorizacion en Clz] es (x + 2i)*(x — 2i)?(z + V/3)(x — V/3). O

Observacién 2.2. Si f € K[x] tiene una raiz o € K, entonces el polinomio (v — «)
es uno de los factores irreducibles de f, pues f(z) = (z — a)q(z) y para factorizar

f alcanza con factorizar q.

Ahora viendo para los polinomios de grado 2: podemos mostrar que si
f(x) = az®+br+c, tiene una raiz en K (con caracteristicas K # 2) entonces b? —4ac
es un cuadrado en K, con esto concluimos la demostracion de la afirmaciéon: “existe
S € K tal que 3% = b* — 4ac si y solo si el polinomio f(x) = ax? + bx + ¢ tiene dos

raices en K”.

Sea f(x) = ax® + bx + ¢, tiene una raiz a; € K, entonces por la
observacion anterior, x — a; aparece en la factorizacién de f, por consiguiente el
otro factor ménico es (r — ay), y f se puede escribir

f(x) =a(r — ay)(x — ag) = ax® — alay + )T + aasa.
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Igualando coeficientes se obtiene:
b= —alag + @), ¢ = aajay, b* —dac = a*(ay + az)? — 4a’aya0 = a?(a? +

20100 + a3 — dajag) = a?(a — ap)? y resulta ser un cuadrado en K.

Finalmente podemos escribir el méaximo comun divisor de dos
polinomios f y g en términos de sus factores irreducibles moénicos de sus

factorizaciones.

Observacién 2.3. Sean f,g € Klz], entonces med(f, g) es el producto de los fac-
tores irreducibles monicos que aparecen en comun en los factorizaciones de f y g,

elevados a la minima potencia con que aparecen.
Ejemplo 2.5. f(z) = 5z%(z — 2)3(x + 1).

g(x) = 22%(x — 2)*(z — 1).

= mcd(f, g) = 2*(x — 2)2

La observacién precedente puede parecer a simple vista un algoritmo
para calcular el mecd entre dos polinomios, incluso méas simple que el algoritmo

de Euclides, pero realmente no es asi, pues no se conocen métodos genéricos para

factorizar polinomios, por lo menos en que K sea R 6 C.

2.4. Raices Multiples

Los polinomios pueden tener raices repetidas. Como por ejemplo,
P(z) = 2% — 4x + 4 = (z — 2)? tiene dos veces la raiz 2 (todo polinomio de grado 2

con discriminante cero tiene las raices repetidas).

Definicién 2.4. Sea f € K[z] y o € K raiz de f, se dice que:

» « es raiz simple de f siy solo si f(a) =0 pero (x —a)*t f(x) o sea
f(z) = (z — a)q(z) con q(a) #0
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» «a es raiz doble de f siy solo si (v — a)?/f, o sea f(x) = (z — a)?q(x)
con q(a) #0

» a es raiz de multiplicidad k de f si y solo si (v — «)*/f(x) pero

(2 — @)1 £, 0 sea f(x) = (x — a)¥q(x) con q(a) # 0
Ejemplo 2.6. Sea f(z) = 22%(z + 1)(2? — 1) = 22%(z + 1)*(z — 1)?

“0” es raiz doble, —1 es raiz cuadruple y 1 es raiz triple de f.

Ahora veremos que existe una relacion entre la multiplicidad de una
raiz y el hecho de ser raiz de la derivada f’ del polinomio f.

Proposicién 2.4. Sea K un cuerpo de caracteristica 0 (es decir p # 0 en K para
todo p numero primo), por ejemplo K = Q , R ¢ C, que son los casos que nos

mteresan.

Sea f € K[z] no nulo. Denotaremos con f' la derivada del polinomio

f y con fO la i-ésima derivada de f, para todo i € N, no olvidemos también que

fO = f.
1. a es raiz doble de f < « es simultineamente raiz de f y de f'.
(Equivalentemente, v es raiz simple de f < f(a) =0y f'(a) #0)

2. « es raiz de maltiplicidad k de f (k> 2) < « es raiz de f y ademds es
raiz de multiplicidad (k — 1) de f’

3. « es raiz de multiplicidad ezactamente k de f (k> 1) <

floy=fla)=...=fi =0y fi) #0

Prueba

L =)f(z) = (z — @)’q(x), luego ['(x) = 2(z — a)q(z) + (v — a)*¢/(x).
f'(x) = (z = a)[2q(2) + (z — a)q'(x)] y se verifica que f(a) = f'(a) =0
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<) como « es raiz de f, se puede escribir f(z) = (x — a)q(z), debemos
mostrar entonces que q(a) = 0, osea que (v — a)?/f:
como f'(z) = (x — a)¢'(z) + q(z) y por condicién f'(«) = 0 implica en

forma inmediata que g(a) = 0.

. =) f(z) = (z — a)¥q(z) con g(a) # 0, de donde

f'(x) = k(z—a)lq(x)+(r—a)"q (x) = (r—a)* ! [kq(x)+(z—a)d (z)],
tomando h(z) = kq(z) + (z — a)¢'(z), se verifica que

f'(z) = (z — a)*th(z) con h(a) # 0 (pues g(a) # 0 y en un cuerpo de

caracteristicas 0).

<) como « es raiz de f, tiene una cierta multiplicidad r» > 1 como raiz.

Se pretende probar que r = k.

Sea f(x) = (r — a)"q(z), con q(a) # 0. Luego

fl(@) =r(z—a) @)+ (z—a)q(z) = (z—a) " re(z)+(z—a)q(z)]
tomando h(z) = rq(x) + (z — a)d'(x).

f'(x) = (x —a)""'h(z), con h(a) # 0, pues g(a) # 0 , por consiguiente
« es raiz de multiplicidad r—1 de f’, pero por hipétesis, la multiplicidad

de f"esk—1,porlotantor —1=k—1 . r=k.

. Podemos probarlo formalmente, usando la induccion en la multiplicidad

k de o como raiz de f.

a) Si k=1 : es inmediato ver que « es raiz simple de f < « es raiz
de f ynoraizde f'= f(a)=0

b) Si k> 1: Por (2), v es raiz de multiplicidad k de f < f(a) =0y
« es raiz de multiplicidad £ — 1 de f'.

Por hipdtesis inductiva, a es raiz de multiplicidad & — 1 de
e fllo) = () (a) = /(o) = (") () = f(a) = ... =
(f)2a) = a) =0y (f)*(a) #0
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2.5. Cantidad de Raices

Un polinomio no nulo de grado n no puede tener un ntmero ilimitado

de raices, ain contados con sus multiplicidades.

Teorema 2.3. Sea [ € K[z] no nulo de grado n. Entonces f tiene a lo sumo n
raices en K contados cada raiz con su multiplicidad.

Prueba
Haciendo la prueba por induccién sobre el grado n de f.

= n=0: f es un polinomio constante no nulo y no tiene ninguna raiz.

= n > (0: 51 f no tiene ninguna raiz en K, no hay nada que probar, si tiene
al menos una raiz «, entonces f(x) = (z — a)gq(x) y ¢ es un polinomio
de grado n — 1 que por hipdtesis inductiva tiene a lo sumo n — 1 raices

en K por lo tanto, f tiene a lo sumo n raices en K.

Observacién 2.4. Sea f € Klz| y sean aq,...,a, € K raices distintas de f de

multiplicidad kq, . . ., k,, respectivamente, entonces:

(r —a)f(z —a)®2 .. (2 — )P/ f.

(Esto es debido a que (x — o) /f,... . (x — ap)* /f , y al ser los
polinomios de la izquierda primos entre si dos a dos (no tiene ninguin factor

irreducible en comin), su producto también divide a f.

2.6. Polinomio Interpolador

Aqui supondremos que el cuerpo tiene caracteristica 0, como K = Q, R

6 C.

17



Nuestro propdsito es mostrar que siempre existe, y es tnico, un
polinomio de grado < n que pasa por (n + 1) puntos prefijados del plano K? con
distintas abscisas. Asf en R? hay una tinica recta que pasa por dos puntos distintos,
hay una tunica parabola que pasa por tres puntos con distintas abscisas a menos que
estén alineados, en ese caso en lugar de parabola pasa una recta, etc.

Podemos probarlo de distintas maneras, usando resultados sencillos de algebra lineal,
usando el determinante de Vandermonde, 6 aplicando la férmula de interpolacion de

Newton, 6 como se expondra aqui, mediante el polinomio interpolador de Lagrange.

Cabe senalar que si las condiciones iniciales no son sobre (n+ 1) puntos
con distintas abscisas, pero sobre el valor del polinomio y sus n primeras derivadas

en un punto zy € K |, se obtiene el polinomio de Taylor.
"L ) ()
flo)=> T(l’ — )"
k=0

Y si las condiciones son mezcladas, sobre distintos puntos y sus derivadas, se puede
plantear y resolver un sistema lineal dado por las condiciones, o también combinar

los polinomios de Taylor y Lagrange.

Teorema 2.4. (Interpolacion de Lagrange) Sea K un cuerpo de caracteristica cero,
Y, sean xo, Ty, ..., T,; n+1 puntos distintos de K. Para cada eleccion yo, y1, ..., Yn
de n+ 1 puntos cualesquiera de K eziste un unico polinomio f € K[z| de gr(f) <n

que verifica simultdneamente las condiciones.

f(xo) = vo, f(z1) = y1, - f(T0) = Yn:

Prueba

1. Existencia del polinomio interpolador
Construimos los polinomios f; (0 < j < n) de grado < n que cumplen

las condiciones f;(x;) =1y fj(x;) =0, si ¢ # j. Asf los polinomios y; f;
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verificardn que (y;fj)@,) =¥ ¥ (Yifi) @) =0, si i # j , y finalmente el
polinomio f se puede expresar como f = yofo+ ...+ ynfn cumplird que
f(zj) = (ofo+ - + Ynfu) @y = Yofo(z;) + ... + yufulz;) = y; para
todo 0 < j < n, construyamos por ejemplo fj, los deméds se construyen

en forma similar.

fo(mo) =1, fo(x1) = fo(ze) = ... = fo(x,) = 0, 0 sea f tiene
n raices distintas z1,...,x,. Se puede plantear entonces fy como el
polinomio de grado n: fo(x) = ¢(x — x1) ... (x — x,), puede determinar

la constante ¢ como fo(zg) =1 = c= [(xg — x1) ... (0 — z,)] "

= o) = (a:—xl)...(:z—xn)): H (x — x;)

(g — 1) ... (0 — Ty (xo — x;)

0<i<n

i#0
De igual forma se obtiene para cada j

fi(z) = (x —x0) ... (v —zjm1)(x —2jp1) ... (x — ) :H T —x;

(x5 —20) - (2 — j—1) (@) — i) - (75 — ) ocicn Ti T i
i#]
Finalmente, se define f en la forma:
r — I;
@) =yofol@) + -t ynfule) = Dy [[ —
j 7

0<j<n 0<i<n

i#]

Este polinomio f verifica por construccién la condiciones f(x;) = y;
ademds de tener grado < n pues cada sumando tiene grado n (puede
ocurrir eventualmente cancelaciones de manera que se obtiene un

polinomio de grado < n)

. Unicidad del polinomio interpolador

Supongamos que existen polinomios f y ¢ no nulos de grado < n que
verifican las n + 1 condiciones f(z;) =y; = g(z;) (0 <7 <n).
Definamos el polinomio h = f — g, cuyo gr(h) < n y ademés verifica

las n+1 condiciones h(z;) = f(x;) —g(x;) = 0, para todo j, es decir, h
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tiene n+ 1 raices distintas. Luego el inico polinomio que satisface estas
condiciones es el polinomio nulo, es decir, h = 0, por tanto, f = g.
|

Nota 2.1. Interpolar significa estimar un valor desconocido de una funcion en un

punto, tomando una media ponderada de sus valores conocidos en puntos cercanos al

dado. Cuando las ordenadas y vienen dadas por yx, = f(xy), el proceso de utilizar

P(x) para aproximar f(x) en un intervalo |xy, xipi1| se conoce con el nombre de
p P 9 +

interpolacion
Ejemplo 2.7. Calcular el polinomio de grado < 4 que verifica las condiciones

SOLUCION

Usando la interpolacion de Lagrange:
(x = 0)(x —2)(z — 3)(z + 2)

flz) = 0'(_1_0)(_1_2)(—1—3)(—1+2)
@t D@D+
(0+1)(0—2)(0—3)(0+2)
(z+1)(z—0)(z —3)(x+2)
erne-oe-ser ¢
L@+ D@ —0)@—-2)(z+2) ,

(x4 1)(x—0)(z —2)(xz — 3)

2= 0) (2= 2)(—2—3)
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= @) = (et D =D 3)+2) + e+ (e B +2)

1 1
+%x(x +1)(x—2)(x+2)+ 1—05E(£L' +1)(x —2)(x —3)

1
cf(@) = %(g: +1)(92° — 252% — 112 + 30) O
Ejemplo 2.8. El polinomio interpolador de Lagrange cuadratico en los puntos

(o, 0) , (T1,y1) ¥ (T2,72) es:

L (—a)(r - a) (z — @) (@ — 2)
Py(z) = o (0 = 21) (20 — 1) + (21 — o) (21 — :cz)+

(SL’ — LU())(SL’ — Il)
Lo — xo)(xz - xl)

y2(
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3 POLINOMIOS EN C[X]

3.1. Teorema Fundamental del Algebra

Este Teorema fue dado por Gauss (1777-1855) quien dio cinco
demostraciones distintas. En la actualidad, existe decenas de demostraciones. Cabe
mencionar que las demostraciones que se usan citan en alguna medida resultados

elementales de analisis.

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental del Algebra). Sea f € Clz] un polinomio no
nulo de grado n mayor o igual a 1. Entonces f tiene por lo menos una raiz en C, o

equivalentemente, f tiene exactamente n raices contadas con sus multiplicidades.

Esto significa que la factorizacion de f € Clx] toma la forma:
f(@)=clz—a)® .. (z—am)*, c e C\{0} y que los tnicos polinomios irreducibles
en C[X] son los de grado 1.

Prueba

Sea f € Clz], f(x) = ap + Zaixi/an # 0.
Sera suficiente probar que f(z) tiene alljrllenos una raiz en C.
Supongamos que f(z) # 0 para todo x € C
f(x) = apa™ + ap 12" '+ ...+ a1+ ag

f(x) = 2(ap2™t + ap_ 12" 2+ ...+ a1) + ag = 2Q(x) + ag

1 fle)  2Q) a0 Q) ao
7T @ T o @ @ e
como ?((i)) es analitica en C, entonces por el teorema de Cauchy-Goursat
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T
/ Q) = 0, V~ contorno simple cerrado, en C, sea
”

7:|93|zvﬁfyi—x:/ycﬁg))dx—l—[{x;?@dx (3.1)

Pero / QW oy / % _ omi,  aplicando ) g0 — omif(a).
v f(!lﬁ') v T yt—a
En (3.1):
2m’-0+/&dx:>/idx—2m' (3.2)
, of(z) » o f (@) ’
Por otro lado
f(z) =1 Ity B0
anx™ Qp, anp,
lim /(@) =1 , cuando r grande /() > — = 1 < 2
|z|=r—oc0 Qpx™ AnT™ 2 |f<.§(3)| |a”| ‘x|n

N 1 - 2
[f(@)] fan|rm
= de (3.2):
-2 2lap|2 4
|27m'| = /&dz < Awﬂ < |a0| / _ |ao| i:‘ _ |a0|7r;
5 o f(x) 5 el [f ()] rlanlr™ J, |an|rm |anrm
sir—o00=2r<0(=<«) .. f(z)tiene al menos una rafz.

Aplicaciones del Teorema Fundamental del Algebra:

1. Si tenemos la ecuacion cubica:

v +ay: +by+c=0 (3.3)
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con coeficientes complejos.

Haciendo el sguiente cambio de variable
(3.4)
obtenemos la siguiente ecuacion

2® + pr+q=0. (3.5)

Con las raices de (3.5), podemos encontrar las raices de (3.3) usando (3.4).
Sabemos por el teorema fundamental (3.1) que (3.5) tiene tres raices. Sea xy una de

esas raices, enseguida introducimos la variable auxiliar u y consideremos el polinomio

f(u):uz—xou—}—)

3

con coeficientes complejos, y sean sus raices a y [, por las férmulas de Vieta tenemos:

aff = — (3.7)

w3

Sustituyendo x en (3.5), se obtiene:

(a+3)°+pla+B)+q=0,

de donde
o® 4+ 2+ (3aB +p)a+B)+q=0.

De (3.7) se sigue que 3af3 + p = 0, con lo cual se obtiene

o+ 3 = —q, (3.8)
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por otro lado de (3.7) también obtenemos:

3

__r
a?B = 5 (3.9)

De (3.8) y (3.9) se observa que o y (3% son las raices de la ecuacion:

3

2 p
—==0 3.10
2ig-L (310)
al resolverlo tendremos:
q @ p
— _f4 /LB
Ty 1 a7

entonces

s/ g ¢ s/ g ¢ 7
e, e B B S 11
“ \/2+ RS TAN \/2 T (3:11)

asi, llegamos a la formula de Cardano, que expresa las raices de la (3.5), luego

B sl oq |2 pP s g ¢ PP
:co—oz—l—ﬂ—\/ 2+ 4+27+\/ 5 4+27.

Puesto que la raiz ctubica tiene 3 valores en el campo de los complejos, la férmula

(3.11) da 3 valores para « y 3 para 3. Sin embargo usando las férmulas de Cardano,
no se puede combinar un valor de o con un valor de j3.

Para un valor de o tenemos que tomar solamente un valor de los tres de (3 el cual
satisface la condicién (3.7).

Si a es uno de esos tres valores de la raiz de «, los otros valores pueden ser obtenidos

multiplicando «; por las raices ciibicas € y €2 de la unidad:
_ 2
Qg = (1€, 3 = (V1€ .

Denotando por (1 uno de los tres valores de la raiz de 3 correspondientes al valor

de a; de la raiz de «v en la ecuacién (3.7), esto es, ag 3] = —g, los otros valores para
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[ son

B = [ie, fs = 5162-

Desde que € = 1, se tiene

p
asfls = arefre’ = e’ = iy = 3
Ello muestra que el valor oy de la raiz « es asociado con el valor 35 de la raiz de f3;

similarmente, el valor de as le corresponde el valor de 5.

Asf las tres raices de la ecuacién (3.5 pueden ser escritos como sigue:

1 = a1+
Ty = o+ 5 =aqe+ Bie

T3 = az+ =€’ + Pre

Ejemplo 3.1. Resolver 2° + 3¢/3z —2 =0
SOLUCION
Esta ecuacion corresponde a la forma reducida, identificando:
p=3V3, q=-2.
v = 2
wvd = =3

u® y v® son raices de la ecuacion:

se plantea el sistema

2EV4+12
7’2_27”—3:0 :}7‘:—2_'_ :1:l:2

= u=+/3 , v=—1

una raiz es :x1 = /3—1  las otras raices son o = V3w—w? y x5 = v3w>—w

2. Ecuaciéon de cuarto grado

La solucién de la ecuacion cuartica

vt 4 ay? + byt +ey+d=0 (3.12)
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con coeficientes complejos se reduce a la solucién de alguna ecuaciéon cibica
auxiliar. Esto es logrado por un procedimiento debido a Ferrari, primero la sustitu-
cién

y=x— % reduce la ecuacién (3.12) a la forma
a2t + pax® + qr +1r = 0. (3.13)

El miembro izquierdo de esta ecuacién es idénticamente transformado con la ayuda

de un parametro auxiliar «:

2 2
:):4+px2+p—+qx+r—p—:0
4 4
obteniéndose
P2 p P’ p
(2 +L) +20 (2 +8) +a?+gr+r—L —20 (2 +5) —a? =0,
2 2 4 2
Asi
p 2 P’
<x2+§+a> —{2ax2—qx+(a2+pa—r+z)]20 (3.14)

Ahora elegimos « y completar el cuadrado en el corchete, esto requiere que debe

tener raiz doble, es decir, se debe tener la ecuacion

2
¢ — 8a (a2+pa—r+%) = 0. (3.15)

La ecuacion (3.15) es una ecuacion cibica en la variable a con coeficientes complejos.
Como sabemos, esta ecuacion tiene tres raices complejas.

Sea g una de las raices, ello es expresado por la formula de Cardano, con ayuda de
radicales en términos de la ecuacién (3.13).

Dado esto elegimos de valor para «, el polinomio en el corchete (3.14) tiene la raiz
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doble 4i, y asi esta ecuaciéon toma la forma

Qg
P 2 g\’
<$2+§+Oé()) —2a0<$—m) =0

que da origen a dos ecuaciones cuadraticas:

2 p q
7 —V200pr+ | = +ay+ —— = 0
24+ V2agr+ (L +ag— —2 =0

2 2/ 20y

las raices de (3.16) serviran como raices de (3.14).

Comentario 3.1. Los griegos conocieron el método para resolver una ecuacion
cuadrdtica, pero los métodos para resolver las ecuaciones cubicas y cudrticas fueron
descubiertos solo en el siglo 16. Luego de 3 centurias de intentos sin éxitos para
hallar formulas que expresan por radicales las raices de una ecuacion de quinto
grado (con coeficientes literales) en términos de sus coeficientes. Esos intentos
cesaron unicamente desde que Abel demostro en 1820, que no era posible encontrar
una formula para una ecuacion de grado n > 5.

Este resultado de Abel, sin embargo no evité la posibilidad que las raices de un
polinomio con coeficientes numéricos, deberian ser expresados de alguna forma
en términos de los coeficientes por alguna combinacion de radicales, o bien como
usualmente se dice una ecuacion resoluble por radicales. En 1930, Galois hizo una
completa investigacion de las condiciones bajo el cual dada una ecuacion es soluble
por radicales. Mostré que para n > 5 ecuacion de grado n con coeficientes enteros
no era soluble por radicales. Las investigaciones de Galois ejercio una decisiva

influencia en posteriores desarrollos del dlgebra.

Hasta el momento se han obtenido las raices complejas de polinomios
f € Clz] de grado < 4, por medio de férmulas que se obtienen a partir de los
coeficientes del polinomio f mediante las operaciones +, —, -, /, Vo, ete.

La pregunta natural es entonces: j Existira para cada polinomio f de grado arbitrario

28



una férmula para las raices que involucre los coeficientes de f y las operaciones

algebraicas? La respuesta es negativa.

Teorema 3.2 (Abel, 1802-1829). No hay una férmula que describa las raices de un
polinomio general f de grado > 5 a partir de sus coeficientes y de las operaciones

elementales descritos anteriormente.

Galois (1811-1832)

Sea un polinomio general de grado n sobre K[z|, p(z) = 2™ + a12™" ' + - - - + a,, se
conoce:

sea K(ay, -+ ,a,) el campo de funciones racionales en las n variables aq, - - - , a,, sobre
K, y considerese el polinomio particular p(x) = 2" +a;2" ' +- - - +a, sobre el campo
K(ay, -+, a,).

Decimos que es soluble por radicales si es soluble por radicales sobre K(ay, -, ay,),
esto expresa realmente la idea intuitiva de “mostrar una férmula” para las raices
de p(x) que implique combinaciones de raices n-ésimas, para n > 5 Abel probd,
en general, que esto no puede hacerse, (esto no excluye la posibilidad de que un

polinomio dado pueda resolverse por radicales).

3.2. UBICACION DE LAS RAICES

No obstante de no poder obtener en general las raices de un polinomio
f € Clz] por medio de una férmula, se puede exhibir una cota M para el médulo

de las raices, dependiendo de los coeficientes de f.

Proposicién 3.1 (Cota de Cauchy). Sea f(x) = a,a™ + ...+ a9 € Clz], con
n>1a, #0.

ao
an

Sea M =1+

Gn—1
an

+ .o+

, luego toda raiz a € Clx] de f wverifica
que |a| < M.

Prueba
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1. Si |a] < 1, no hay nada que probar pues 1 < M por definicién.

2. Para |a| > 1, se observa que f(a) =0

& a4, 0" F 1" Faa+ag =0

& ay, (a”+—a3’1a”‘1+...+j—la+;’—o> =

a4 lgnl 4 & =0
Qn Qn
S a=— (—“”*104”‘1 +... .+ ﬂ) & ot = [2tonl 4 0 <
an an an an
an—1 n—1 ai ao n—1 an—1 ao
e | e o [ R g e (e R 1)

Pues para |a| > 1, se tiene que ||t > |a|¥, V 1<k<n-—1.

De esta manera se concluye que:

|Oé‘ S Qp—1

<M Sola) < M

=0
n

a
+ ...+
a

n

Ejemplo 3.2. Sea el polinomio en C,

flx)=(2+i)2° + (2 —i)a* — 2° + bix — 4

En este caso M =1+

2—i| | -1 5i —4

=2+ 2v5.
o+i| |2+i| |2+ 2+¢‘ +2v5
Luego tadas las raices a de f verifican |a| < 2 + 21/5.

+

|

X
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4 POLINOMIOS EN Q[X]

4.1. REVISION DE RESULTADOS

1. Un polinomio en Q[z] de grado n > 1 tiene a lo sumo n raices en Q

contados con su multiplicidad.
2. Sea f € Q[z] de grado > 2, si f tiene una raiz entonces f es reducible.

3. f € Q[z] reducible no implica que f tiene raices en Q por ejemplo 2% —3

es reducible y sin raices racionales.

4. f € Q[z] de grado 2 o 3 es reducible si y solo si tiene una raiz en Q (por
cuestion de grado, si es reducible tiene que tener al menos un factor de

grado 1).

4.2. CALCULO DE RAICES EN Q

Si el polinomio f € Q[z] tiene raices en Q, entonces se puede encontrar

todas las raices racionales por medio de un algoritmo.

Sea f(x) =a,z" + ...+ a1x +ag, a, # 0. Entonces existe ¢ € Z\{0}
tal que g(x) = ¢f(x) donde g tiene todos sus coeficientes enteros (se puede elegir ¢
como el minimo comun multiplo de los denominadores de los coeficientes de f), més

aun las raices de f claramente coinciden con los de g.

3 1 1 2
Ejemplo 4.1. f(z) = Zm5 — 5:54 - 6m2 + 3 € Q[x]

y g(x) = 12f(x) = 92° — 42" — 222 + 8 € Z[z]  tienen exactamente las mismas

raices, que f.
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Como resultado para hallar las raices racionales de un polinomio en

Q[z], nos basta con estudiar como encontrar las raices racionales de un polinomio

en Z[x].

Lema 4.1 (Gauss). Sea f(z) = a,2"+...+a1x+ag € Z[z| con an,ag # 0. Entonces,

sia/fB € Q es una raiz racional de f, con «, 3 € Z primos entre si, entonces a/ag

y B/an.

Prueba

Por hipétesis: )

a a\” a\"” a
f(—):()(:)an<—> + Ay (—) +...4+a <—)—|—a =0.
3 3 "\ )

& a4, 0"+ 10" B+ a7+ a8 = 0.
De donde:
(a0 a1 0" PB4 a B = —apB"

Por lo tanto a/ — apB3", pero como « y [ son primos entre si, « y 5" no tienen
ningun factor en comin, o sea lo inico que queda es que «/ay.

Del mismo modo:
Blan_1a" ' + ...+ a1aB" % 4+ a8 = —ana”

implica que 3/ — a,a™, pero al ser primos con «, resulta [3/a,,.

Aplicacién (Algoritmo que permite encontrar las raices racionales de un polinomio

en Z[X]).

En las condiciones del Lema de Gauss implica que si se construye el
conjunto NN de los divisores positivos y negativos de ag y el conjunto D de los de a,,

las raices del polinomio f se encuentra en el conjunto de las fracciones a /3, eligiendo
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aen Ny en D. Verificando para cada fraccién o/ asi construida si f (%) =0,

se obtienen las raices racionales.

Con este criterio no se aclara la multiplicidad de cada raiz. Para evaluar
cada fraccién en el polinomio f se debe usar la division sintética de Ruffini, si el

resto es cero entonces se toma como raiz, si es diferente de cero se descarta.

Ejemplo 4.2. Hallemos las raices racionales del polinomio:
7 T 6 5 4 3 9,
flz)==x — 3% + 7x° — 122" + 122 — 5

SOLUCION

Quitando denominadores podemos definir:
g(z) =2f(z) = 22" — T2°® + 1425 — 242 + 2427 — 9a?

g(z) = 2?(22° — T2* + 1423 — 242° + 242 — 9)
Vemos que 0 es raiz de multiplicidad 2 de g(y de f) y las restantes raices son del
polinomio h:

h(z) = 22° — 7o' + 142° — 242% + 242 — 9

Aqui, ag = =9, a,, = 2, luego las raices racionales se busca en el conjunto.

| [ divisores de 91 (139 4 1 L5 .4 09
divisores de 2 1,2 2 2

veamos que h(1) =0

r=1:
2 -7 14 -24 241|-9

1 2 -5 9 -15| 9
2 -5 9 -15 9| 0

33



2 5 9 -15| 9
1 2 -3 6|-9

2 -3 6| 9|0
3 3 0 9

2 0 6| 0

= h(r) = (z —1)* (x — %) (22° +6) = (z — 1)*(2x — 3)(2* + 3)

(@) = 22— 1) (x - g) (% +3)
O

Observacién 4.1. El Lema de Gauss nos provee un algoritmo para calcular las
raices racionales de un polinomio en Q[x], pero podemos notar que es bastante labo-

rioso (la cantidad de fracciones estd relacionada con la cantidad de divisores de ay

Y an)

4.3. TRREDUCIBILIDAD EN Q||

En este parrafo debemos dar un criterio que permite probar la
irreducibilidad de determinados polinomios en Q[z], y mostrar que existen
polinomios irreducibles de cualquier grado. Debemos relacionar factorizaciones en

Q[X] con factorizaciones en Z|x].

Dado f € Q[z]| es reducible si y solo si ¢f es reducible para todo
¢ € Q\{0}, se pueden suprimir denominadores y restringirse a analizar la

reducibilidad en Q[z] de polinomios con coeficientes enteros.
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Definicién 4.1. Sea f(z) = a,2™+. . . +ajx+ag € Zlx] un polinomio con coeficientes
enteros. Se define el contenido de f como el mdzimo comin divisor de los coeficientes

de f o sea el contenido de f es el numero entero:

cont(f) =mcd(ag,...,a,)

En el caso que cont(f) =1, se dice que el polinomio f es primitivo.
Debemos ver que por la definicién de contenido, resulta inmediato que si f € Z[x]
y ¢ € Z\{0} , entonces cont(cf) = c cont(f) y ademds f = cont(f)f donde

f € Z]x] es un polinomio primitivo.

Lema 4.2. (Gauss) Sean f,g € Z|x], entonces

1. Si f y g son polinomios primitivos, entonces fg también lo es.

2. cont(fg) = cont(f).cont(g).

Prueba

1. Sea f(x) = ap + iz + ... + a,a” y g(x) = by + bz + ... + bypa™,
supongamos que el lema fuera falso; entonces todos los coeficientes de
f(x) g(x) serfan divisibles por algun entero mayor que 1, de donde,
por algin primo p como f(x) es primitivo, p no divide a alguno de los
coeficientes a;. Sea a; el primer coeficiente de f(x) al que p no divide.
Anélogamente, sea by, el primer coeficiente de g(z) al que p no divide.

En f(z) g(x) el coeficiente de 277 c; 4, es:

Cirk = ajbp + (aj41bk—1+ aj1obg—o + ...+ ajirbo)+
(@j_1bgs1 + aj—obpro + ...+ aobjii) (a)
Por nuestra eleccién de by, , p/bx_1,bg_s2, ..., de modo que
p/(aj+1bk—1 + ajpobr_o + ... + ajiiby). Andlogamente, por nuestra
eleccion de a;, p/aj_1,a;_2, ..., de modo que
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p/(aj_lbkﬂ + aj_gbk+2 + ...+ aobk_;,_j).
Por hipotesis, p/c;ix luego (a), p/a;by, lo que es imposible pués p 1 a;

y p 1 bg, con lo cual concluye la prueba.

2. Como f = cont(f)-f v g = cont(g)g, donde f,g € Z[z] son primitivos.

Tenemos que
fg = cont(f)cont(g)f -7
= cont(fg) = cont(cont(f)cont(g)

)

19
19

= cont( f)cont(g)cont(
Pero por (1):
cont(fg) =1
= cont(fg) = cont(f)cont(g)

|
El Lema siguiente nos muestra que si un polinomio entero se escribe como el producto
de dos polinomios racionales, entonces se puede también escribir como el producto

de dos polinomios enteros.

Teorema 4.1 (LEMA DE de GAUSS). Si el polinomio primitivo f(x) puede
factorizar como el producto de dos polinomios de coeficientes racionales, entonces
puede factorizarse como el producto de dos polinomios de coeficientes enteros.

Prueba

Supongamos que f(z) = g(z)h(z) donde g(z) y h(z) tienen coeficientes
racionales. Quitando denominadores y sacando los factores comunes podemos
escribir entonces f(x) = <%> u(x)v(x) donde a y b son enteros y donde tanto u(x)
como v(x) tienen coeficientes enteros y son primitivos. Luego bf(z) = au(x)v(x).
El contenido del primer miembro es b, ya que f(z) es primitivo; como u(x) y v(z)
son primitivos, segin el lema anterior u(x)v(x) es primitivo, luego el contenido del
segundo miembro es a. Por lo tanto a = by f(z) = u(zx)v(x) donde u(x) y v(z)

tienen coeficientes enteros. Con lo que queda demostrado el teorema.
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Teorema 4.2 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein). Sea f(z) € Z[z],
flx) = ap2e™ + ... + a1x + ag, a, # 0 tal que existe un primo p que verifica

Pt an, plan_1, p/an_a,...,0/ag y p*1ag , entonces f(x) es irreducible sobre Q|x].

Prueba

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(x) es primitivo,
pues el sacar el maximo comun divisor de sus coeficientes no modifica la hipotesis,

ya que p 1 a,. Por el lema de Gauss supongamos que f(x) es reducible, entonces:
f(x) = (ba" + ...+ bz +bo)(csx® + ... + 1 + )

donde los b y ¢ son enteros y donde r > 0 y s > 0. Comparando los coeficientes de
ambos miembros tenemos ag = bycg. Como p/ag, p debe dividir a uno de los dos by
6 ¢ . Como p? t ap, p no puede dividir a la vez a ambos by y ¢o. Supongamos que p/by
y p 1 co. No todos los coeficientes b,., . .., by pueden ser divisibles por p; de otro modo
todos los coeficientes de f(z) serian divisible por p, lo que es falso, ya que p t a,. Sea
br. el primer b no divisible por p, k < r < n. Tenemos entonces que p/bp_1 y a los b
anteriores. Pero ay = bico + b_1¢1 + bg_oca + ...+ bock v D/bk_1,bk—2,...,bo , de
modo que p/bicy. Pero p1cy v p1 by, lo que entra en conflicto con que p/bycy. Esto

prueba que nosotros no pudimos haberlo factorizado. Luego f(x) es irreducible.
Ejemplo 4.3. f(z) = z' 4+ 23 + 2% + z + 1 es irreducible en Q[z].
Corolario 4.1. Existen polinomios irreducibles de cualquier grado en Q[z].

Ejemplo 4.4. 22" — 4 es irreducible en Q[z] paran € N

4.4. FACTORIZACION EN Qlz]

Como se vié anteriormente para factorizar un polinomio en Q[z], dado

que las constantes no influyen, alcanza con considerar el polinomio en Z[z| obtenido
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al extraer el mcd de los denominadores.
Para factorizar en Q[z] un polinomio con coeficientes enteros, se puede reducir

progresivamente hasta obtener todos los factores irreducibles en Z[z].

Daremos un algoritmo clasico, debido a Kronecker (1823-1891), y muy
sencillo tedricamente que permite factorizar en Q[z] un polinomio con coeficientes

enteros, se basa en la idea siguiente:

Si f € Z|x] es reducible en Q[z]| entonces existen g, h € Z[z| de grados

inferiores a f de manera que f = gh, y se puede suponer sin pérdida de generalidad

que gr(g) < 1gr(f).

Ahora si g € Zx] tiene grado < g¢gr(f)/2; por el teorema de
interpolaciéon, queda exactamente determinado por su valor en [|%(f)|] + 1 puntos.

También para todo k € Z se verifica f(k) = g(k)h(k) o sea g(k)/f(k).

Algoritmo de Factorizacién de Kronecker

1. Se evalua el polinomio f en m = [|%(f)\] + 1 puntos enteros kq, ..., kn,

obteniendo 1 = f(k1),...,7m = f(km)-

2. Se halla todos los divisores positivos y negativos de cada uno de los

valores r1,...,7,, obtenidos.

3. Para cada eleccién de m divisores dy, ..., d,, se verifica si el polinomio

g que interpola (kyi,dy), ..., (kn,d,) es en realidad un factor de f.

4. Sino lo es, se pasa a otra eleccion de divisores, mientras que si lo es, se

repite el procedimiento con g y —.
g

5. Si para ninguna eleccién de divisores se obtiene que g/f eso significa

que el polinomio f es irreducible.
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Ejemplo 4.5. Sea f(z) = 2° — 2% + 2% — 22 — 2.
gr(f)
2

Si f es reducible tiene un factor g € Z[z| de grado < =2,5=gr(g) <2, que

serd determinado por su valor en tres puntos.
Observamos que por el Lema de Gauss, las posibles raices racionales de f son +2
pero f(42) # 0, luego f no tiene raices racionales, con lo cual gr(g) = 2.

Elijamos los puntos de interpolacion k; =0, ks = 1, k3 = —1 : se tiene
f(O) = _27 f(1> = -3 y f(_l) = 17 por lo tanto g(O) € {i17i2} ) g(l) €
{21, 43} y g(~1) € {1},

De aqui podemos ver que se pueden calcular 32 posibles polinomios ¢

y verificar si son en si divisores de f.

1. Podemos elegir para g los puntos de interpolacion (0,1), (1,1) y (—1,1),

obtenemos
o, e=DE+1) (= 0)(z+1) (z—0)(z-1)
9@ = Loy T aoarn T mSocio D
B 2, 1, 1 1, 1
= —r°+ +§$ +§$+§$—§ZL’
=1
=g(x) = 1

que no aporta ningun factor para f.

2. Elejimos los puntos (0,1),(1,1) y (=1, —1), obtenemos el polinomio de

interpolacion.
oz) = 1. (x—1)(z+1) +1.x(:c+1) _q. z(z —1)

(=D 1(1+1) (=D(-1-1)

= —$2+1+}$2+1$—1$2—1$
- 2 2 2 2

= —2*4z+1

y vemos que este polinomio no divide a f (deja por resto —2z — 1).
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3. Finalmente se puede ir planteando todas las posibles ternas, y
podemos elegir los puntos de interpolacién (0, —2), (1, —1) y (—=1,—1),

obteniéndose:
=D+l a(r+1
glz) = =2 =0 ! 1(1+1) (=1)(=1-1)

- 2_ 1y Llp2_ 1, 1,2,1
= 2(2°—1)— 527 — 0 — 507 + 37
= 22 -2

Se verifica que 22 — 2/f , con cociente z* + x + 1.

Ahora 22 — 2 y 23 + 2 + 1 son ambos irreducibles pues f no tiene raices

en Q. Luego f se factoriza en Q[x] como

-t —22 - 2= (22 -2)(2® + 2 +1).

Se observa que este algoritmo puede resultar extremadamente lento,
pues por mas que los valores de f(k;) sean los mds simples posibles, tienen cada
uno por lo menos 2 divisores, y al menos se debe de calcular y chequar Qg"(f )/20+1

polinomios g.

Posteriormente se mejoré la velocidad de los algoritmos de factorizacion

en Q|x].

El primero de ellos, debido a H.Zassenhaus (1969), se basa
esencialmente en un algoritmo de E.Berlekamp para factorizar rédpidamente
polinomios en cuerpos finitos. El algoritmo requiere en promedio un nimero de
operaciones del orden de [gr(f)]¢, ¢ es una constante calculada, aunque en el peor

de los casos puede necesitar un niimero exponencial en gr(f) operaciones.
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5 POLINOMIOS EN R[X]

REVISION DE CONCEPTOS

1. Un polinomio en R[z| de grado n > 1 tiene a lo més n raices contandos
con sus multiplicidades.

2. Sea f € R[z| de grado > 2. Si f tiene una raiz, entonces f es reducible.

3. f € R[z] reducible no implica que f tenga raices en R. Asi el polinomio

(2 + 22 + 2)? es reducible y sin raices reales.
4. f € R[z] de grado 2 6 3 es reducible si y solo si tiene una raiz en R.

Pero se puede probar que en R[z] no existen polinomios irreducibles de

cualquier grado.

5.1. POLINOMIOS IRREDUCIBLES EN R|z]

Proposicién 5.1. Todo polinomio en R[x] de grado impar tiene al menos una raiz
real.

Prueba
Sea f(z) = apa™ + ...+ a1x + ag con n impar.
Si a, > 0, entonces
11'3'1 f(x) =400 y lim f(x)= —o0.

Si a, < 0 se tiene

lim f(z)=—00 y lim f(z)=+4o0.

r——+00 T——00
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En ambos casos los signos son opuestos,y por el teorema de Bolzano

(y dado que f : R — R define una funcién continua), debe existir & € R tal que

fla) =0. |

Se puede ser mas explicito y precisar mejor cuantas raices reales puede

tener f.

Teorema 5.1. Sea f € R[z] y sea z € C\R un nimero imaginario.

Entonces

1. f(z) =0« f(z) =0.
2. Si z es raiz de multiplicidad k de f < Z es raiz de multiplicidad k de
f-

Prueba

1. Sea f(z) = apx™ + ...+ a1z + ap.

entonces

f(2)=0&a,2"+ ...+ a1z +ay=0.

S a, 2"+ ... Faz+ay=0.
S a2+ ...+ az+ a9 =0.
S a2+ ... +a1z+ a9 = 0.
(@ =a;, vV 1=0,1,...,n,pues a; € R) & f(Z) =0

2. Si z es raiz de multiplicidad k de f < f(2) = f'(2) = f"(2) = ... =

f((f)_l) =0y f®(2) #0pero f/,..., f* D f*) también son polinomios
en R[z] y por (1): f(Z)=...= f* V@) =0y fP(2) # 0 < Z es raiz

de multiplicidad & de f.
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Este teorema nos dice que las raices complejas no reales de un polinomio
real f viene en parejas de complejos conjugados, o sea un polinomio f en R[z] de
grado n, que tiene exactamente n raices complejas contados con sus multiplicidades,
tiene un numero par de ellas que son complejas no reales y el resto son reales. Asi un

polinomio real de grado impar tiene un ntimero impar de raices reales.

Observacién 5.1. Sean z y Z numeros complejos conjugados no reales, entonces el
polinomio (v — z)(z — Z) es un polinomio en Rx], pues

(x—2)(x—2) =22 (2 +2)x + 2z = 2* — 2Re(2)x + |2|* € R]x].

Proposicién 5.2. (Polinomio irreducible en R[z]) Los polinomios irreducibles en
Rlz] son exactamente los de grado 1 y aquellos de grado 2 con discriminante
negativo.

Prueba
Es claro que los polinomios de grado 1 y los de grado 2 con discriminante
negativo son irreducibles.

Reciprocamente, si f tiene grado impar > 1 entonces tiene al menos

una raiz real luego es reducible.

Si f es de grado 2, es reducible si y solo si tiene discriminante mayor o

igual a cero.

Si f tiene grado par > 4, o bien tiene alguna raiz real en tal caso
es reducible, o bien todos sus raices son complejos no reales y vienen en pares
conjugados, si z es una de esa raices, el polinomio real (z — z)(z — Z) divide a

f € R[z]| y f resulta reducible. [ |

Corolario 5.1. (Factorizacion en R[z|) La factorizacion en irreducibles de un

polinomio f € Rlz| puede adoptar la forma general:

flx)=cle—a)™ ... (z — ) (2? + vz + v ... (22 + uex + v,)7

43



conr o s eventualmente nulos

kiyi>1(1<i<r1<I<s) y ul—4y <O0.

5.2. CANTIDAD DE RAICES REALES DE UN
POLINOMIO EN R[z]

Se sabe que f € R[z] de grado n > 1 tiene exactamente n raices
complejas (contados con sus multiplicidades). También si gr(f) > 5, no existe una

formula general para expresar las raices. ;Cudntos de estas raices seran reales?.

No existe para raices reales un criterio como el Lema de Gauss para
raices racionales, pero si existe un algoritmo que permite contar con exactitud la
cantidad de raices reales del polinomio f en un intervalo (Teorema de Sturm, 1836).
Previamente veamos un criterio mas sencillo, debido a Descartes (1596-1650), que
permite acotar la cantidad de raices reales de f.

Introduzcamos las siguientes notaciones:

Notacién: Sea f(x) = a2 + ...+ a1z + a9 € Rlz]
1. Z.(f) = cantidad de raices reales estrictamente positivas de f
(contados con su multiplicidad).

2. Z_(f) =cantidad de raices reales estrictamente negativos de f

(contados con su multiplicidad).

3. V(f) = V(ap,...,a9) = ntmero de cambios de signo en la sucesion

ordenada ay,, ..., ay saltando los ceros.

Ejemplo 5.1. S7 f(x) = 32° + 22* — 23 + 2 — 6, Entonces

V(.f) = V(3>2a _1aO> 1, _6) =3
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pues primero pasa de 2 a — 1, luego pasa de —1 a 1 y finalmente de 1 a —6, en total

3 cambios de signo.

» Siglz) =2+ +2+2 =V(g) =0,
» STh(z)=a23—2>+22x -5 = V(h) =3

Proposicién 5.3. (Regla de los signos de Descartes)

Sea f(x) = a,a™ + ...+ ag € Rlz], entonces:

L Z(f) <V([)

2. V(f) — Z+(f) es siempre un ntmero par.

3. Z_(f) < V(f(=2) = V((=1)"aw, (=1)""an-1,...,a0) ¥

V(f(—x)) — Z_(f) es siempre un nimero par.

4. Si se sabe que f tiene todas sus raices en R, entonces Z, (f) =V (f) y
Z-(f)=V(f(=))

Observacién 5.2. Descartes enuncia esta regla, basindose posiblemente en hechos
empiricos y demostraciones parciales para polinomios de grado 1 y 2, y polinomios
con coeficientes positivos donde es claro esta proposicion. Posteriormente el

resultado fue probado con total generalidad por Gauss.

El inciso 4, que no es tan conocido empezd a ser comentado y usado
hacia 1980, resulta ttil cuando uno de antemano sabe que un polinomio real tiene
todas sus raices reales, por ejemplo cuando se trata del polinomio caracteristico de
una matriz simétrica. En ese caso, la regla de los signos de Descartes permite calcular
la signatura de la matriz sin factorizar el polinomio caracteristico.

Prueba
Demostraremos aqui completamente el inciso 1, que se basa en el Teorema de Rolle.

Sea f : R — R continua y derivable, y a < (3 tales que f(a) = f(/3), entonces existe
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v, a <y < ftal que f'(y) =0.

Para obtener 2, se usa la misma demostracion que para 1 pero usando la siguiente
versién mas fuerte del Teorema de Rolle: si f € R[z], entonces entre dos raices reales
consecutivos de f hay un nimero impar de rafes de f’.

Para 3, se observa que si @ € R, a < 0 es raiz de f entonces —a > 0 es raiz del
polinomio f(—x), asi contar las raices negativas de f se reduce a contar las raices
positivas de f(—x).

El inciso 4 se obtiene agregando la siguiente observacién (que se puede probar por
induccién en gr(f): siempre vale V(f) + V(f(—x)) < n).

Luego, si f tiene n raices reales, que podemos suponer no nulos, la tinica posibilidad
es que se cumplan las igualdades en los dos primeros incisos.

Demostremos ahora el inciso 1:

La demostracion se hace por induccién en gr(f) =n

s Sin=1,

f@y=ar+by Z (f)=1<ab<0 & V(f)=1.

s Sin > 1, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que:
f(x) = ana"+.. a2’ +ag con a, #0, a; #0(n>n—-1>...>j)

y ag > 0.

Quitando la raiz 0 tantas veces como aparece y eventualmente cambiando f por —f
(ya que estos cambios no modifican ni Z, (f) ni V(f)).

Luego f'(z) = na,z™ '+ ...+ ja;a?~! | se tiene dos posibilidades: o bien a; < 0y
en ese caso V(f) =V(f')+1,0bien a; >0y en ese caso V(f) =V (f).

Analizaremos cada caso por separado:

1. Casoa; <0y V(f)=V(f)+1

Dibujamos el gréfico de f ( en su parte positiva) marcando las raices

positivas aq, ..., a, con sus respectivas multiplicidades k1, ..., k,,.
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061 /\0& m1/\a’

Uaz sz
Se tiene Z, (f) = ki + ko + ...+ km, ¥y a1, ..., son raices de f’ con
multiplicidades kv —1,.. . kyn— 1.
Por el Teorema de Rolle, existen ademds (por lo menos) f,...,8m — 1

raices de f/ con oy < 1 < g < ... < Qo1 < Bt < Q.
Ast, Z.(f Y > ki —1)+...+(kn—1)+m—-1=k +...+k, —
Z(f) -1

Pero por hipétesis inductiva, Z,(f") < V(f’) y estamos en el caso en
que V(f) =V(f) -1

Por lo tanto, resumiendo, Z, (f) —1 < Z,(f') < V(f') =V(f) — 1 es
decir Z,.(f) < V(f) como se queria probar.

. Casoa; >0y V(f)=V(f)

Haciendo el mismo anélisis, se obtiene Z, (f') > Z.(f)—1, pero en este
caso V(f") =V (f).

Usando la hipdtesis inductiva, se prodria concluir que Z, (f) < V(f)+1

que no es lo que se busca.

Si pudieramos mostrar que en realidad en este caso, Z.(f") > Z.(f),

entonces tendriamos las desigualdades:

Z(f) < Z(f) V() =V,

como queremos probar. O sea, nos falta una raiz positiva de f’.
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Observemos que ap = f(0) > 0y a; > 0 implica que a la derecha de 0
la funcién f crece:

lim f(z) = lim ao + a;a’ <1+%5L‘+...+@xn_j) = ap,

z—0t z—0t aj; a;

Pero, la funcién f tiene que decrecer pues f(a1) = 0, por lo tanto f

tiene un maximo en el intervalo < 0, a; >, es decir existe g €< 0, a; >,
tal que f'(5) = 0.

Asi, Z.(f) > (Zi(f) — 1) +1 = Z.(f) y por lo tanto
Z(f) < Z.(f) <V(f)=V(f), como se queria probar.

Aplicaciones:

1. El polinomio 2™ — 1 tiene a lo sumo 1 raiz real positiva pues V(f) = 1,
pero al ser V(f) — Z,(f) par, tiene exactamente 1 raiz real positiva, y

tiene 1 raiz real negativa en funcién de si n es par o impar.

2. Més generalmente, si f € R[z] es un polinomio tal que V(f) = 1,
=1.

entonces, al ser V(f) — Z.(f) siempre par, tiene que valer Z, (f)

3. Sea f € R[z]| un polinomio de grado n con exactamente k£ monomios no
nulos, entonces f tiene a lo sumo k — 1 raices reales positivas y k — 1

raices reales negativas.

4. Sea f(x) = 2° — 32" + 1. Como V(f) = 2, por lo tanto f tiene 0 o 2
rafces reales positivas. Pero podemos ver que f(0) = 1y f(1) = —1
entonces f tiene una raiz real en el intervalo < 0,1 >, luego f tiene 2
raices reales positivas, y f tiene exdctamente 1 raiz real negativa (pues

f(=z) = —2° — 3z* + 1), y 2 raices complejas no reales conjugados.
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Veamos ahora el Teorema de Sturm que permite determinar exactamente el
ntimero de raices reales de un polinomio real f en el intervalo (a,b). Para lo cual
necesitamos asociar al polinomio f un polinomio f con las mismas raices complejas

que f, pero todas de multiplicidad 1.

Proposicién 5.4. Sea f € Rlz|,gr(f) > 1. Entonces el polinomio
f = W € Clx] tiene las mismas raices complejas de f, pero todas de
multiplicidad 1 (f se llama el polinomio libre de cuadrados asociado a f).

Prueba

Sea f(z) = c(x — ay)® ... (x — ay,)F la factorizacién de f en Clz].
Sabemos que si o; es raiz de multiplicidad exactamente k; de f, entonces es raiz de
multiplicidad exactamente k; — 1 de f’, y por lo tanto:
fl(x)=(x — a7t (2 — ap)flg(z) con g(ay) #0 (1 <i<m)

Luego mcd(f, f') = (z —a)ki .. (2 — )1 €Clz] ¥y

B
= med (7. 77

Observacién 5.3. Se puede calcular med(f, f') sin conocer la factorizacion de

=c(r—ao)...(r — ay) € C[X] verifica lo enunciado. [

f en Clz], aplicando por ejemplo el algoritmo de Fuclides, y por lo tanto para cada

f € Rlx] determinar el polinomio f libre de cuadrados asociado a f.

Definicién 5.1 (Sucesion de Sturm). Sea f € Rlz] un polinomio sin raices multiples
en C. Sean a,b € R, a < b tales que f(a) # 0 y f(b) # 0. Se define la siguiente

sucesion de polinomios:

L. f0:f7
2. flzflv

3. Para todo i > 1 | se efectua el algoritmo de divisién

fic1 = qifi +ri con gr(r;) < gr(f;) v se define fi.1 = —r;

4. Se termina cuando se llega a f; = constante (debemos observar que dado

que esta sucesion coincide salvo eventualmente signos con la sucesion de
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restos que se obtiene aplicando el algoritmo de Euclides - para calcular
el méximo comun divisor - a f y f’ la hipdtesis que f no tenga raices
multiples en C garantiza que se llega siempre f, igual a una constante
no nula).

Se denota también:
» Zqp>|f| = cantidad de raices reales de f en el intervalo (a,b).

» Z(f) = Z<—_co00o>(f) = cantidad total de raices reales de f.

VYV ¢ € R, V(o) = V(fole), fi(c),..., fs(c)) = ntmero de

variaciones  de  signos en la  sucesién  ordenada

(fO(C)a fl(c)> ) fs(c))

Teorema 5.2 (Sturm,1836). Sea f € R[z]| un polinomio sin raices maltiples. Sean
a,b € Rya < b tales que f(a) # 0 y f(b) # 0. Entonces Z.ap=(f) = V(a) — V(b).

Previo a la demostracion, realicemos algunos ejemplos:
Ejemplo 5.2. Sea f(r) = 2% — 42® + 42 — 7.
V(f)=V(l,—-4,4,-7) = 3.
V(f) = 2:(f) = par
Luego por la regla de los signos de Descartes f tiene 1 6 3 raices reales positivos.
f(=2) = —2° —42* —4x -7 = V(f(-x)) =0.

Entonces f no tiene ninguna raiz real negativa.

Se tiene f'(z) = 32* — 8z +4 = (3z — 2)(z — 2)

(Observemos que [’ tiene exdctamente 2 raices reales positivas, pero esto no nos
permite decidir si f tiene 1 J 3 raices reales).

Hallemos la sucesion de Sturm de f, aun sin saber si f no tiene raices multiples.
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= o3 —da?+4x -7
= f'(z) =32 -8z +4
= 3o+ ¥ pues fo(z) = (32— 3) file) — 3z — &

— 0 pues i(s) = (B — B0 fls) + B

Sh

T

—

1\X

e

()
()
()
()

b

T

Como llegamos a que es una constante no nula, se deduce de inmediato
3 )
que f no tiene raices multiples en C (debemos tener en cuenta que la sucesion de

Sturm es, salvo eventualmente un signo, la del algoritmo de Euclides para calcular

el med(f, f)).

Aplicamos ahora el Teorema de Sturm

1. Sea por ejemplo a =0 y b =1, entonces:

V(a) = V(0) = V(f0(0), f1(0), £2(0), f
V(b) = V(1) = V(~6, 1,32, =25

1790 64

)) ( 7 4 47 —9891)_2

3(0 790 64
2.

Por lo tanto, Z.o1-(f) = V(0) = V(1) =0 y f no tiene ninguna raiz

real en el intervalo < 0,1 >.

2. Sea ahora a =3 y b= 4. Luego se tiene:

Via)=V(3)=V(=4,7,2 22Ny =2

1790 T 64

V(b) = V(4) = V(9,20, 72, =9891) — |

1790 64

Por lo tanto, Z.34~(f) =V (3) =V (4) =1, luego f tiene 1 raiz real en

el intervalo < 3,4 >

3. También queremos averiguar la cantidad de raices reales de f. Como
sabemos M =1+4+44+7 =16 es una cota superior para los modulos
de las raices de f (Proposicion 5), podriamos calcular V(—16) —V (16),
6 también V(—N) — V(N), para todo N > 16.
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St elegimos entonces N suficientemente grande, es decir superior a todas

la raices de los f; para todo 1,0 < i < 2:

filN) >0 lim fi(z) = +oo

Tr——+00

pues el coeficiente principal de f; es positivo.

De la misma manera:

fi=N) >0 lim fi(z) = +oo & (=1)"Wep(f;) > 0

Tr——00

Ast, observamos que:

V(=N) = V(-o0) = V(—o00,+00,—00, —89%) = 2

V(N) = V(+o0) = V(400,+00,+00,—%0) = 1

De donde concluimos que:

Z(f) = Zenn>(f) = Zeesopoos = V(—00) = V(+00) = 1

. el numero total de raices reales de f es 1.

Como corolario del ejercicio precedente se obtiene.

Corolario 5.2 (Sturm). Sea f € Rlz| un polinomio sin raices miltiples, y sea

fos fi, -y fs la sucesion de Sturm, entonces Z(f) = V(—o0) — V(+00) donde:

r—+oo

V(too) =V ( lim fo(x),xgrfm fi(z),..., lim fs(a:))

Ejemplo 5.3. Sea el polinomio cuadrdtico f(x) = 2* + bz + ¢ € R[z]. Vamos a
Justificar por medio del Teorema de Sturm, el hecho que f tiene 2 raices reales si y
solo si b®> —4¢ > 0.

f tiene raices simples < mcd(f, f') = 1 donde f'(x) = 2x 4+ b o sea, med(f, f') =
lef(-3) 202 - L ic£0e?—4c#£0
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Es decir, si b* —4c # 0, f tiene raices simples y podemos aplicar directamente el
Teorema de Sturm. Mientras que si b*> —4c =0, med(f, f') = x + % y tenemos que

trabajar con el cociente f(z) =z + %

1. Caso b* — 4c # 0:

folx) =2 +bx +c, filx)=22+b, folz)= %

Luego
si b2 —4c>0
si b —4c <0
si b*—4c>0

si b —4e<0

V(—0) = V(+00,—00,b* —4c) =

V(4o00) = V(+o0,+00, b? —4c) =

_= o =N

Es decir,
2 si b>—4c>0

2(f) = Z<—00,00>(f) =
0 si b¥»—4c<0

2. Caso b®> —4c=0:

aqus,

entonces:

es decir [ tiene una raiz doble.

Prueba Del Teorema de Sturm
Dado que f y f’ son primos entre si, y que la sucesién de Sturm coincide salvo

eventualmente signos con la sucesion de restos dado por el Algoritmo de Euclides,
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no solamente se obtiene que f; € R\{0} ,sino que para todo i,(1 < i < s—1) los
polinomios f; y f;+1 son primos entre si, y no comparten raices en C.

Las raices ordenadas consecutivamente, de todos los polinomios f; de la sucesion
de Sturm dividen el intervalo < a,b > en subintervalos I. En el interior de cada
uno de esos subintervalos [ el signo de cada polinomio f; es constante (si hubiese
un cambio de signo, habria una raiz). Por lo tanto f;(c) es de signo constante, para
¢ € I. Denotemos por (31, s, ..., 3; todas las raices del polinomio f; ordenados de

menor a mayor y por cy, ..., c¢;,_1 puntos intermedios elegidos arbitrarios:

a<61<Cl<62<c2<---<ct—1<6t<b

Calculemos

Notemos ahora ¢y = a , ¢ = b, y analicemeos V(cx—1) — V(c) para 1 <k <t , o
sea examinemos cémo varia V' al cruzar exactamente la raiz 0 de (al menos) algin

polinomio f; :

1. Si By es raiz de fo = f , no es raiz de f; = f’' (y fi no tiene ninguna
raiz en [cx_1,cx) ), luego fi tiene signo constante en [cx_1,cx] y se dan

las siguientes posibilidades:

i1 B Ck
fol + 0 -
il — —

fo es decreciente en [cx_1,cx] = fr = f' <0
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Ci—1 B Ck
fo — 0 +
fi + +

o es creciente en [cp_1,¢] = fi=[f">0
J

En cualquiera de los dos casos:

V(folck—1), fi(ce=1)) = V(foler), filer)) =1-0=1

. Sifresraizde f; (1 <i<s—1),entonces f;i_1(6k) 0y fir1(Br) #0
(pues med (fi—1, f;) = 1 = med (f;, fiz1)), y por lo tanto f;_1 vy fis1

tienen signo constante en [¢;_1, cgl.

Ademas, por la construccién de la sucesion de Sturm:

Jic1 = qifi — fisr

Luego, fi—1(Bx) = —fiz1(Bk), o sea son de signos opuestos, por

consiguiente se tienen las siguientes posibilidades:

Ck—1 5k Ck

fia| - -
fi |2 0 7
fix1 | + +
Ck—1 ﬁk Ck

fior | + +
fi |2 0 7
fir1 - -
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Independientemente de los signos de f;(cx—1) v fi(ck), resulta que:

V(fica(er—1), filew-1), fira(ck-1)) = 1 =V (fi1(cx), filer), fisa(cr))

Asi

V(fici(er-1), filek—1), fira(cr—1)) = V(fimi(er), filer), fira(ck)) =0

3. Para los indices i tales que f;(6kx) # 0y fix1(Bk) # 0, fi v fix1 tienen

signo constante en [cx_1,cg], e independientemente de cuales son, se

tiene

V(filek=1), firr(ce—1)) = V(filex), fira(cr)) =0
Ahora:

Vicg—1) = Vier) = V(foler=1), filck=1), .., fs(cr=1)) —
V(fO(Ck)a fl(ck)a sy fs(ck))

y hemos observado que cada diferencia parcial
V(fic1(er-1), filcw—1), fir1(ce—1)) — V(fici(ck), fi(er), firi(ck)) 6
V(filek-1), firr(ce—1)) = V(filer), fira ()

es siempre nula, a menos que se trate de fy, fi y justamente entre c;_q
v ¢ se encuentra una raiz (O de fo, en cuyo caso da 1. Por lo tanto,
V(er—1) — V(ck) computa 1 cada vez que se pasa una raiz de f. Esto

permite concluir que:

Zcap>(f)=V(a) = V(D)

Nota. El algoritmo dado por el teorema de Sturm permite calcular en forma exacta

la cantidad de raices reales de un polinomio f libre de cuadrados. Ain més, permite
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por dicotomia, aproximar tanto como se quiere (hallando intervalos pequenos donde
se encuentra exactamente una raiz de f). Pero la operatividad de este algoritmo es
muy elevado, y podemos observar que en las sucesivas divisiones para construir la
sucesion de Sturm, aparecen numeros cada vez mas grandes, aun asi el polinomio

sea simple en Z|z].
Ejemplo 5.4. (Polinomios de tercer grado)

Aqui utilizaremos la discusion de este pdrrafo para determinar cudntos

raices reales tiene el polinomio x° + px + q en funcion de los pardmetros p,q € R.

flx)=2+pr+q, pgeR

El polinomio f tiene 1 o 3 raices reales. Vamos a distinguir los casos posibles segin
los signos que pueden tener p y q, aplicando la regla de los signos de Descartes y el

Teorema de Sturm.

1. Casop=0:

s S7q=0, f tiene la raiz 0 de multiplicidad 3

= Siq>0,V(f)=0yV(f(-2))=V(-,0,0,4) =1
por la regla de los signos de Descartes, f tiene exactamente 1 raiz
real negativa.

w Sig<0,V(f)=1yV(f(—x)) =0, luego f tiene exactamente 1

raiz real positiva.

2. Caso q =0:
En esta caso f(x) = x(x?® + p) tiene como tnica raiz el 0 sip >0y 3

raices reales distintas st p < 0

3. Casop >0, ¢#0:
En este caso V(f) = V(+,0,+,q9) y V(f(—x)) = V(=2 — pr 4+ q) =
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V(=0,—,9)

Aplicando la regla de los signos de Descartes:

Siqg>0,V(f) =0y V(f(—x)) = 1, f tiene exactamente 1 raiz real
negativa; si ¢ < 0 , V(f) =1 y V(f(—x)) = 0, entonces f tiene
exactamente 1 raiz real positiva. Luego en ambos casos sip > 0 f tiene

exactamente 1 raiz real.

. Casop<0, q#0:
En este caso, V(f) = V(+,0,—,q) y V(f(~2)) = V(=2° —pr + q) =
V(—,O,—l—,Q)-

» Sig > 0,V(f) = 2y V(f(—x)) = 1: f tiene exactamente 1
raiz real negativa y debemos averiguar si tiene 0 ¢ 2 raices reales

positivas.

w Sig < 0,V(f) =1y V(f(—x)) = 2: f tiene exactamente 1
raiz real positica y hay que determinar si tiene 0 6 2 raices reales
neqativas.

Concluyamos la discusion aplicando el Teorema de Sturm al
polinomio f. Calculando la sucesion de Sturm, se tiene:
folw)=a®+pr+q, filz)=322+p, folx)= —%x —q,
fa(z) = =220

f es libre de cuadrados si y solo si 4p® + 27¢* # 0, y en esta caso

podemos aplicar directamente el Teorema de Sturm.

» Caso 4p + 27¢* # 0:

si —4p® —27¢> > 0
V(_OO) = V(_> +> B _4p3 - 27q2) - P !
si —4p® —27¢*> <0
si —4p® —27¢%> > 0

V(+00) = V (4, +, +, —4p> - 27¢%) =
si —4p® —27¢*> <0

— O N W

3 si —4p3 —27¢*> >0
1 st —4p® —27¢> <0



3
» Caso 4p*+27¢% = 0: En este caso, med(f, f') = x—|—2—q y se verifica
p

facilmente que las raices de f son todos reales: —2_q es raiz doble
p
3¢ .
y — es raiz simple.

Usando la sucesion de Sturm, también podemos enumerar los ceros
de polinomios complejos en regiones no acotadas del plano complejo. El siguiente

teorema establece:

Teorema 5.3 (Teorema de Routh). Sean p(z) = v(z)+id(2), donde v(z) = Re(p(z))
y d(z) = Im(p(z)) son polinomios reales, con §(z) # 0 y que no tenga ceros reales.
El polinomio p(z) posee ny ceros (contando con sus multiplicidades) en el semiplano
superior del plano complejo y ny ceros (contando con sus multiplicidades) en el
semiplano inferior del plano complejo.

Sea V(2) la variacion de signos obtenidos en el punto z para la sucesion de Sturm

iniciada con y(z) y §(2), evaludndose z € R. Entonces para n = gr(p) se tiene:
1
ny = E(n + V(o0) = V(—0))
1
ng = i(n — V(o0) + V(—00))

Prueba [ver ([8])].

Ejemplo 5.5. P(z) = 2° 4+ 223 + (3 +i)2? + (=63 + 1), entonces
¥(2) = Re(p(z)) = 2° + 223 + 322 — 63 y 6(2) = Im(p(z)) =22 +1#£0

Luego la sucesion de Sturm tiene la forma:

folz) = ~(2)
fiz) = 4(2)
fo(2) = 2466
fa(z) = —4357#0
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Ahora V(o00) =1 y V(—o0) = 2, aplicando el toerema (5.3) obtenemos

(5+1-2)=2
(5—1+2)=3.

ny =

E)
_|_
=~
)
I
=~
I
g
I
= N

Ny =

Asi tenemos ny = 2 ceros en el semiplano superior y ny = 3 ceros en el semiplano

inferior.

También podemos determinar los ceros p(z) en el semiplano derecho
del plano complejo, basta hacer la transformacién z «— iz. En el ejemplo anterior
se obtiene 3 ceros en el semiplano derecho y 2 en el semiplano izquierdo del plano
complejo.

En general podemos determinar los ceros de p(z) en cada cuadrante del plano

complejo.
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6 CONCLUSIONES

Vemos que el estudio de los polinomios es esencial e importante, desde
la 6ptica matematica y practica.
Nos permite resolver ecuaciones, estudiar funciones y también hallar sus raices, nos
llevan a dar soluciones a problemas generales que se plantean, como resolver una
ecuacion diferencial lineal, hallar los valores propios de una matriz, etc.
Para estudiar las raices de un polinomio, se ha tenido que realizar estudios
previos, desarrollar una serie de teorias, a travez de los tiempos este
conocimiento ha prosperado y se han sentado bases sélidas.
los polinomios constituyen objetos matematicos importantes, pues, permite resolver
ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden suponiendo soluciones polinomicas
de infinitos términos, también aparecen como pollinomios de Bessel y de Lagendre.
Podemos también ver los polinomios como funciones conitnuas con derivadas
continuas de todos los ordenes.
El estudio analitico de los polinomios constituye una teoria rigurosa y formal cuyas

aplicaciones en la ingenieria, fisica, economia entres otras disciplinas son multiples.
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