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RESUMEN

El propédsito de este trabajo es estudiar los seguros individuales como la teoria del
riesgo colectivo, mostrar los principales métodos de estimacion del valor en riesgo,
esquematizar las ventajas y desventajas de su uso y dar a conocer las limitaciones
de cada método. Primero revisamos las propiedades basicas de las distribuciones.
Vemos las relaciones de recurrencia, asi como el principio de cédlculo de las primas
de riesgo individual y riesgo colectivo. Ademas estudiamos diversas propiedades del
modelo colectivo y obtendremos una relacién de recurrencia para la distribucion
de la cantidad total reclamada. Finalmente, concluimos con una aplicacién en un

hecho real, para verificar el modelo colectivo de Poisson mediante las estimaciones.

PALABRAS CLAVES: Riesgo, Estimaciones, Primas.
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INTRODUCCION

En la actualidad y méas ain en los anos venideros hay cierta preocupaciéon por
los problemas derivados del envejecimiento de la poblacién que afectan tanto a los
paises desarrollados (Estados Unidos, Reino Inglaterra, Escocia, Japon, etc), como
a los que estén en vias de desarrollo (Peru , Bolivia, Ecuador , etc ), en cuanto a la
repercusion que tienen en la prevision social.

En los diversos problemas que existen en el desarrollo tedrico de la estadistica
actuarial , uno de los principales es el de datos de conteo , como por ejemplo, el
nimero de reclamaciones recibidas por una compania de seguros o el niimero de hos-
pitalizaciones registradas en un servicio médico. Tradicionalmente, la distribucién
de Poisson ha sido la mas utilizada para modelar este tipo de datos, tanto por su
simplicidad como por sus satisfactorias propiedades tedricas. Sin embargo, resulta
bien conocido que dicha distribucién subestima la varianza debido al fenémeno de

sobredispersién.

Habitualmente, en los procesos de conteo del ntimero de reclamaciones en la
estadistica actuarial se dispone de datos para las anualidades transcurridas y datos
parciales de la(s) anualidad(es) en curso, siendo el objeto de interés la prediccion del
nimero de reclamaciones. Estes problema se enmarca en el contexto de los modelos
IBNR (Incurred But Not Reported). Es habitual en este contexto, considerar la
distribucion de Poisson como la generadora del proceso de conteo del nimero de
reclamaciones.

La sobredispersion aparece en los problemas antes mencionados, y dicha distri-



buciéon de Poisson no captura esta situacién. Esto sugiere que es necesario mas de
un parametro para describir las propiedades empiricas de los datos, proponiéndose
modelos compuestos obtenidos a partir de mezclas de distribuciones de Poisson.
Entre los modelos compuestos de Poisson, destacamos el modelo Poisson-gamma,
que da lugar a la distribuciéon binomial negativa, y que ha sido ampliamente estu-
diado en el ambito actuarial por Asmussen (2000), entre otros. Otros modelos com-
puestos incluyen la distribucién Poisson-lognormal Buhlmann (1970), la distribucién
Poisson-inversa Gaussiana Buhlmann, Gisler (2005), la distribucién Poisson-gamma
Harris (1966) y la distribucién Poisson-gamma general basada en especificacién con-
dicional Rolski, Schmidli, Teugels (1999). Una revisién detallada de modelos com-
puestos, también llamados mixturas de Poisson, aparece en Williams (1991) donde
se proponen diversas aplicaciones en estadistica actuarial. Propiedades tedricas de
algunos de estos modelos pueden encontrarse en Daykin C. D., Pentikinen T., Pe-
sonen (1994).

Una de las ventajas de las distribuciones compuestas o mezclas de distribuciones es
que suelen ser versiones sobre dispersas (donde la varianza es mayor que la media)
con colas méas pesadas que la distribuciones de origen, y a menudo proporcionan me-
jores ajustes que las distribuciones de partida. Basandonos en el proceso de mezcla
de ambas distribuciones, en este trabajo aplicamos la distribucion Poisson-Beta, que
la misma fue propuesta por Gurland (1958) y Katti (1966) en problemas de Ecologia
y en el ambito actuarial. Asi mismo demostramos la utilidad de dicha distribucion
en la modelacion de tres casos que corresponde a: nimero de contratos de pélizas de
seguro, numero de reclamaciones por seguro vehicular y nimero de hospitalizaciones

de seguros médicos.



CAPITULO 1

MARCO TEORICO

Antes de estudiar a profundidad el modelo individual y el modelo colectivo,
veamos algunos conceptos de variable aleatoria, la funcién de probabilidad, el valor
esperado, la varianza y algunas definiciones en la cual nos apoyaremos en ellos para

desarrollar el trabajo en los capitulos posteriores.

1.1. Variable Aleatoria

Una variable estadistica es una caracteristica (cualitativa o cuantitativa) que se
mide u observa en una poblacién. Si la poblacién es aleatoria y la caracteristica
es cuantitativa la variable estadistica se denomina variable aleatoria, en la cual se

clasifican en discretas y continuas (Borovkov 2013, p. 31).

Definicién 1.1.
Se denomina variable aleatoria, a una variable estadistica cuantitativa definida

en un espacio muestral €.

X :QOQ—R

Esto es, una variable aleatoria X es una funcion definida en €2 tal que a cada

elemento w € Q le asocia el nimero real x = X (w).

X: Q0 — R

w — z=X(w)



El dominio de la variable aleatoria X es el espacio muestral €2 y el rango es un

subconjunto de los nimeros reales que denotaremos por R, , siendo.

RX = {.CE € R/LE = X(w), w e Q}

1.1.1. Clasificacion

Las variables aleatorias se clasifican en discretas y continuas.

Segin Borovkov (2013), una variable aleatoria discreta es aquella cuyo rango
es un conjunto finito o infinito numerable de valores. Si la variable aleatoria X es

discreta, su rango se expresara por

R, ={z,,z,,...;2,,...}.

n

La variable aleatoria continua es aquella cuyo rango es un intervalo en R o

conjunto infinito no numerable de valores reales.

1.2. Variable Aleatoria Discreta

Segun Borovkov (2013) una variable aleatoria discreta asume cada uno de sus

valores con cierta probabilidad que denotaremos P, (probabilidad inducida por X).

Py({zi}) = P({w € Q/X(w) = i}).

Con frecuencia, se utliza la expresiéon P[X = x;] para denotar la probabilidad

P, ({x;}), esto es

PX =2;]=P{w e Q/X(w) = x;}).

NOTA

a) El conjunto de pares (z;; P[X = x;]) es la distribucion de probabilidades de la

variable aleatoria X.



b) Las probabilidades p; = P|X = z;], z; € Rx

satisfacen las propiedades:

[i.] p; >, para cada z; € R,,.

ii] > pi=1

:B¢€RX

¢) Por extensién para todo nimero real x # z;, siendo x; € R,,, se define:

1.2.1. Funcidon de Probabilidad

Definicién 1.2. (Cérdova 2003 p. 206). Sea X una variable aleatoria discreta. Se
denomina funcion (ley o modelo o distribucién) de probabilidad de X a la
funcién f(x) definida por f(xr) = P[X = x] para todo x nimero real y que satisface
las siguientes condiciones:
[i.] fl(x)>0V2xeR y [ii] Z f(z;) = 1.
Z’iERX

NOTA

1. Si A C R,,, entonces, la probabilidad de A es el nimero:

P(A) =) PX =)= flx)

xieA miGA

2. La funcion de probabilidad de una variable aleatoria X se puede expresar por:
{(@ipi)/pi = f(zi), =€ R}

Definicién 1.3. (Cérdova 2003 p. 209). La funcion de distribucién acumula-
da (fda) de probabilidades o simplemente funcion de distribucion, F(z), de la

variable aleatoria discreta X, cuya funcion de probabilidad es f(x), se define por:

F(z)=P[X <a]=) PX =k =) f(k); —00 <z < +00.

k<z k<z



Definicién 1.4. (Cérdova 2003 p. 215). Se dice que la funcion f(x) es funcion
de densidad de probabilidad de la variable aleatoria continua X si satisface las

siguientes condiciones:

a) f(z) >0 para todo v € R (R es el conjunto de los nimeros reales).

b) h f(z)dr = 1.

—00

¢) P(A)=Plz € A] = /Af(x)dx, para cualquier intervalo A C R.

NOTA
Las condicién a) nos indica que la grafica f(x) no tiene puntos por debajo del eje
de las abscisas, la condicién b) os indica que el area total bajo la curva es igual a 1

y la condicién ¢) expresa la probabilidad igual a area.

Definicién 1.5. (Cérdova 2003, p. 218). La funcidén de distribucion acumu-

lada (f.d.a.), F(z) es una variable aleatoria continua X con funcion de densidad

f(x), se define por:

F(x):P[ng]:/_x ft)dt; —oo < x < 4o0.

1.2.2. Propiedades de la Funcién de Distribucion

(a) La funcién de distribucién acumulada F(x) es no decreciente. Sean

r1,x2 € R cualesquiera tales que z1 < xo, entonces F'(z1) < F(x9).

(b) Tenemos que el evento {X < —oo} = ® (es imposible), mientras que el evento

{X < +oo} = Q (es seguro), de esto tenemos lim F(z) =0y lirf F(z) =1.
T—>+00

T—r—00



(¢) Sean a,b € R cualesquiera, tales que a < b, se tiene

Pla < X <b] = F(b) — F(a).

(d) Dada la f.d.a. F'(x) de una variable discreta X, cuyos valores x;, estdn ordenado
de la siguiente manera z; < x5 < x3 < ..., entonces, la funcién de probabilidad

f(z) de X es determinada por:

flz;)) = P[X =x;] = F(x;) — F(xi—y), i =1,2,3,....

(e) Dada la f.d.a. F(x) de una variable aleatoria continua X, entonces su f.d.p.

f(z), es igual a la derivada de la f.d.a. con respecto a x, esto es:

f(z) d F(z), Yz; siempre y cuando su diF(x) exista.

T de @

Definicién 1.6. (Cérdova 2003, p. 244) . Dos variables aleatorias discretas X,Y
son variables aleatorias, si los eventos [X = x;] e [V = y;] son independientes

para cada par (v;,1;) € R, X E,,.

Esto es, si X', Y son variables aleatorias independientes, si y solo si

f(xi,y;) = PIX =2; N Y = y;] = P[X = x| P]Y = y;] = g(zi)h(y;), ¥ (2, y;) € Ry XR,,.

Definicién 1.7. (Cérdova 2003, p. 244). Dos variables aleatorias continuas X,)

son variables aleatorias, si y solo si:
[z, y) = g(x)h(y),

siendo f(x,y) la funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias X e ), y

g(x), h(y) las funciones marginales respectivas.



1.3. Valor esperado o esperanza matematica

Segun (Klenke 2014), la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
se caracteriza basicamente a través de medidas de la tendencia central y de la dis-
persion. Estas medidas caracteristicas de la distribucién denominadas parametros

se describen por medio de la esperanza matematica.

Definicién 1.8. (Klenke 2014, p. 169). La media de una variable aleatoria discreta

X con funcién de probabilidad f(x) es la expresion:

pw=EX)= Z zi f(x;).

.'EiERX

(* % *) cambiaremos la notacion de X por X ; esto es por motivos de cdlculos.

Si el rango de X es el conjunto finito R, = {z1,za,...,z,}, tenemos:
E(X) = Zl’zf(xz)
i=1
Si el rango de X es el conjunto infinito numerable R, = {z, 2o, ...}, tenemos:

E(X) = Z:c@-f(:ci),

en este caso decimos que la esperanza de X no existe, si la suma indicada no es igual

a un numero real.

Definicién 1.9. (Klenke 2014, p. 175). La media de una variable aleatoria

continua X con funcién de densidad de probabilidad f(x) es la expresion:

“+oo

=B = [ )

[e.e]

Se dice que la media de X no existe si la integral no es un nimero real.



1.4. Media de una funciéon de una variable alea-
toria

Sea la funcién de probabilidad f(z) = P[X = z| de una variable aleatoria
discreta X con rango R, ; la funcién Y = H(X), es una variable aleatoria con rango

R, ={y/H(z) =y}, con funcién de probabilidad g(y) definida:

{z€Ry /H(x)=y}
Definicién 1.10. (Klenke 2014, p. 180). Si X es una variable aleatoria con dis-
tribucion de probabilidad f(z), la media o valor esperado o esperanza ma-

temdtica de la variable aleatoria H(X) estd dad por la expresion:

E(H(X)) = Z H(x;)f(x;), si X es discreta,
z;€ERx
+o0
E(H(X)) = H(z)f(z)dz, si X es continua.

Se dice que la esperanza de H(X) no existe si la suma o la integral no son iguales

aun numero real.

1.4.1. Propiedades de la esperanza matematica

(a) Si X3, Xs,...,X, son n variables aleatorias y ai,as,...,a, son n constantes

reales, entonces

i=1
(b) Siay bson constantes reales , tenemos E(aX +0b) = aE(X)+b, en consecuencia

tenemos:

. B(b) =0b.

» F(aX) =aFE(X).



» SiY es variable aleatoria, entonces E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y),

« E(X £Y)=E(X)+E(Y).

(¢) Si X,Y so variables aleatorias independientes y a,b son constantes reales,

entonces

E(aXbY) = abE(X)E(Y).

1.5. Varianza de una variable aleatoria

Denotemos a la varianza de una variable aleatoria X de estas maneras

0% o2, Var(X), V(X).

Definicion 1.11. La wvartanza de una variable aleatoria X con distribucion de

probabilidad f(x) y con media igual a p es:

0% = Bl(X —p)’]

= Z (z; — p)?f(z;), si X es discreta.

+oo
= / (x — ) f(x)dz, si X es continua.

Definicion 1.12. La desviacion estandar de la variable aleatoria X es la raiz

cuadrada positiva de su varianza

— /o2
Ox =1/0%-

La propiedad de la varianza que se usa en los cédlculos es:

var(X) = BE[(X — p)?] = B(X?) — .

10



1.5.1. Propiedades de la varianza

la varianza pertenece a los reales positivos, sea X una variable aleatoria,

entonces cuyas propiedades son:

(a) var(X) = B(X?) — p?,

(b) Si a,b son constantes reales, entonces var(aX + b) = a*var(X),

» var(b) =0, si a=0,

» var(X +b) =var(X), si a=1,

» var(aX) = a® var(X),

(c) SeaY otra variable aleatoria que es independiente a X y a, b son dos constantes

reales, entonces var(aX + bY) = a® var(X) + b* var(Y),

(x) var(X £Y) =var(X) £ var(Y).

11



1.6. Algunas definiciones

Definicién 1.13. (Rincén 2006, p. 311). La funcion generadora de probabili-
dad (f.g.p) de la variable aleatoria X es la funcidn:

Gx(t) = G(t) = E(tY),
definida para valores reales de t tal que la esperanza existe.

Por comodidad supondremos que éstas toman valores en el conjunto {0,1,...} que

corresponde al caso de las variables aleatorias discretas ya estudiadas. Entonces

G(t) =) t"P(X =k).
k=0
Proposicién 1.1. (Rincén 2006, p. 178). Sean

1. Sean X y Y wariables aleatorias con valores en {0,1,...}, tales que G (t) y
G, (t) existen y coinciden en algin intervalo no trivial alrededor de t = 0.

Entonces X yY tienen la misma distribucion de probabilidad.

2. Si G (t) existe entonces
C )i = FIX(X 1) (X —n 1)
3. 51 X yY son independientes y cuyas f.g.p. existen entonces
G =G, (t)G,(1).

X+Y

Demostracion. Tnemos que X y Y son variables aleatorias entonces:

1. Sean a, = P(X =n)y b, = P(Y =mn) paran > 0. la condicién G (t) y G, (t)

se escribe

n=0 n=0

Para que estas dos series de potencias en t coincidan en algin intervalo no
trivial alrededor del cero, sus coeficientes deben forzosamente coincidir. Es decir

a, = b,, paran > 0.

12



2. Como las series de potencia se pueden derivar término a término conservandose

el mismo radio de convergencia se tiene que

G'(t) = =) t"P(X =
(1) = =S P(X = 1)
k=0
= > S P(X = k)
k=0
= Y kK'P(X =k),
k=1
al evaluar en t = 1 se obtiene
G'(1) =) kP(X =k)=E(X).
k=1

De manera analoga se demuestra para las derivadas superiores.

3. Cuando X y Y son independientes

G — E(tX+Y)

X+Y

= Bt

= EtNEY)

]

Definicién 1.14. (Rincén 2006, p. 180). La funcion generadora de momentos

(f.g.m.) de la variable aleatoria X es la funcion

definida para valores reales de t para los cuales esta esperanza existe.

13



La parte importante de esta funcién es su existencia en una vecindad no trivial

alrededor del cero y que la f.g.m. y la f.g.p. estan relacionadas, cuando existen, por

la igualdad M(t) = G(e").

Proposicién 1.2. (Rincén 2006, p. 180). Sean

1. Sea X tal que su f.g.m. M(t) existe. Entonces todos los momentos X existen

y cumplen

ar "
%M(t) |t:0 = E(X )7

2. Sean X y'Y son idependientes y cuyas f.g.m. existen. Entonces

3. Las variables X y Y tienen la misma distribucion si y solo si M (t) = M, (t)

para cada t € (—e,€) con € > 0.

Demostracion. Tnemos que X y Y son variables aleatorias entonces:

1. El teorema de convergencia dominada permite obtener la d erivada a través

de la esperanza de modo que

d d
=M - R tX

Al evaluar en t = 0 se obtiene el primer momento. Analogamente se prueba

para derivadas superiores.

14



2. Cuando X y Y son independientes se tiene que

MXJrY (t) - (et(XJrY))

— E (etX . etY)

3. Si X y Y tienen la misma distribucién entonces claramente M (t) y M, (t)
coinciden cuando estas funciones existan. Reciprocamente, si X es tal que su
funcién generadora de momentos existe entonces todos sus momentos existen

y éstos determinan de manera unica a la distribucién de probabilidad.
O
Definicién 1.15. (Rincén 2006, p. 180). La funcion caracteristica de X es la
funcion

o) = E ("),

definida para cualquier nimero real t. El numero i es la unidad de los nimeros

1MagInarios.

Teorema 1.1. (Rincén 2006, p. 199). Sean Xi, Xo, ... independientes e identica-

mente distribuidas tales que E(X;) = p y Var(X;) = 0 < oo. Para cualquier z € R,

X4t X)) —
i p |[Ftt Xn) —mn_
n—00 \/ﬁo‘

= P(Z < z),

en donde Z tiene distribucion normal estdndar.
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1.7. Distribuciones de probabilidad

La distribucion de probabilidad o modelo probabilistico satisface un conjunto de
supuestos, para estudiar los resultados observados del comportamiento de la variable
aleatoria en un experimento aleatorio.

En esta seccién se presentan en orden alfabético algunas distribuciones de proba-
bilidad utilizadas. La funciéon generadora de probabilidad se denota por P, y la
funcién generadora de los momentos por M. Donde utilizamos las siguientes nota-

«

ciones: “~” para nombrar la variables de una respectiva distribucion, “f” funciéon

de probabilidad, “E” esperanza matematica, “Var” varianza.

1.7.1. Distribucion Bernoulli

La distribucion de Bernoulli (o distribucién dicotémica), nombrada asi por el ma-
tematico y cientifico suizo Jakob Bernoulli, es una distribucién de probabilidad dis-
creta, que toma valor 1 para la probabilidad de éxito p y valor 0 para la probabilidad
de fracaso ¢ = 1—p. Nombraremos algunas propiedades caracteristicas: (Beaver 2006,

p. 175)

= X ~ Ber(p) con p € (0,1).

= Var(X) = p(1 - p).

» P(t)=1—p+pt.

= M(t) = (1—p)+ pe'.
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1.7.2. Distribuciéon Binomial

La distribucion binomial es una distribucion de probabilidad discreta que cuenta el
nimero de éxitos en una secuencia de n ensayos de Bernoulli independientes entre
si, con una probabilidad fija p de ocurrencia del éxito entre los ensayos. Un experi-
mento de Bernoulli se caracteriza por ser dicotomico, esto es, sélo son posibles dos
resultados. A uno de estos se denomina éxito y tiene una probabilidad de ocurrencia
p y al otro, fracaso, con una probabilidad ¢ = 1 — p. En la distribucién binomial
el anterior experimento se repite n veces, de forma independiente, y se trata de
calcular la probabilidad de un determinado ntimero de éxitos. Para n = 1, la bino-
mial se convierte, de hecho, en una distribucion de Bernoulli. Nombraremos algunas

propiedades caracteristicas:(Beaver 2006, p. 184)

» X ~ bin(p) conn € {1,2,...} y p € (0,1).

» f(x) = <n>pw(1 —p)" T paraxz=0,1,...,n.

» Var(X) =np(1 —p).
= P(t) = (1—=p+pt)".

= M(t) = [(1—p) + pe']".

1.7.3. Distribucién Normal

(Beaver 2006, p. 223). En estadistica y probabilidad se llama distribucion normal,
distribucion de Gauss o distribucion gaussiana, a una de las distribuciones de

probabilidad de variable continua que con mas frecuencia aparece aproximada en
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fendmenos reales.

J(x)

campana de Gauss

e e ———— —— e

TEN- x

Figura 1.1: campana de Gauss. Fuente: Rincén (2012).

La gréafica de su funciéon de densidad tiene una forma acampanada y es simétrica
respecto de un determinado parametro estadistico. Esta curva se conoce como cam-
pana de Gauss y es el grafico de una funciéon gaussiana.

La importancia de esta distribucién radica en que permite modelar numerosos
fendmenos naturales, sociales y psicologicos. Mientras que los mecanismos que subya-
cen a gran parte de este tipo de fenémenos son desconocidos, por la enorme cantidad
de variables incontrolables que en ellos intervienen, el uso del modelo normal puede
justificarse asumiendo que cada observacién se obtiene como la suma de unas pocas

causas independientes. Nombraremos algunas propiedades caracteristicas:

X ~N(p,0?) con p € Ry a? > 0.

» Var(X) = o2

» M(t) = exp(ut + o%t?/2).
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w O(t) = exp(iut — 0t?/2).

» Cuando p = 0y 0? =1 se obtiene la distribucién normal estdndar, N(0,1).

1.7.4. Distribucién Poisson

(Beaver 2009, p. 197). La distribucion de Poisson es una distribucién de probabilidad
discreta que expresa, a partir de una frecuencia de ocurrencia media, la probabilidad
de que ocurra un determinado ntmero de eventos durante cierto periodo de tiem-
po. Concretamente, se especializa en la probabilidad de ocurrencia de sucesos con
probabilidades muy pequenas (sucesos raros). Nombraremos algunas propiedades

caracteristicas:

» X ~ Poisson(\) con A > 0.
A7
» f(z)=¢ —parax=0,1,...
x!
. E(X) =\
» Var(X) = A

| ] P(t) = eiA(lft)'

» M(t) = exp[A(e! — 1)].

1.7.5. Distribucién ji cuadrada (x?)

(Gujarati 2009, p. 820). Sean 7y, Zs, . . ., Z, variables normales estandarizadas inde-

pendientes (es decir, variables normales con media cero y varianza unitaria). Asi, se
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dice que la cantidad
k
zZ=> 7,
i=1

sigue la distribucién x? con k grados de libertad (gl), donde el término gl significa el
numero de cantidades independientes en la suma anterior. Una variable distribuida
como ji cuadrada se denota por x3, donde el subindice & indica los gl.

Las propiedades de la distribucién y? son las siguientes:

1. La distribucién x? es una distribucién asimétrica; el grado de la asimetria
depende de los gl. Cuando los gl son comparativamente pocos, la distribucién
estd muy sesgada hacia la derecha; pero a medida que aumenta el niimero de
gl la distribucién es cada vez més simétrica. De hecho, para gl por encima de

100, la variable

\/2X2 - \/(Qk - 1)7

puede tratarse como una variable normal estandarizada, donde £ son los gl.

2. La media de la distribucién ji cuadrada es k y su varianza es 2k, donde k son

los gl.

3. Si Zy y Zs son dos variables ji cuadrada independientes con ky y ks gl, la suma

71 + Z5 es también una variable ji cuadrada con gl= ki + ko.

1.7.6. p-valor

Una vez obtenida la muestra, se puede calcular una cantidad que permite resu-
mir el resultado del experimento de manera objetiva. Esta cantidad es el p-valor
que corresponde al nivel de significacién mas pequeno posible que puede escogerse,
para el cual todavia se aceptaria la hipdtesis alternativa con las observaciones ac-
tuales. Cualquier nivel de significacién escogido inferior al p-valor (simbdlicamente

py») comporta aceptar Hy. Obviamente, al ser una probabilidad, se cumple que:
0<p, <1

El p-valor es una medida directa de lo verosimil que resulta obtener una muestra
como la actual si es cierta Hy. Los valores pequenos indican que es muy infrecuente

obtener una muestra como la actual, en cambio, los valores altos que es frecuente.
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El p-valor se emplea para indicar cudnto (o cuén poco) contradice la muestra actual

la hipotesis alternativa.

Informar sobre cual es el p-valor tiene la ventaja de permitir que cualquiera decida
qué hipétesis acepta basandose en su propio nivel de riesgo . Esto no es posible
cuando se informa, como ha sido tradicional, indicando sdlo el resultado de la deci-
sion, es decir, si se acepta o se rechaza Hy con un « fijo.

Al proporcionar el p-valor obtenido con la muestra actual, la decisién se hara de

acuerdo a la regla siguiente:
Si p, <, aceptar H;

Si p, > «, aceptar H

Entrando en el terreno préctico, algunos paquetes estadisticos proporcionan en sus
listados el nivel de significancia, cuya traduccion literal es nivel de significacion,

cuando muchas veces se refieren en realidad al p-valor (p-value).
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CAPITULO 2

MODELO INDIVIDUAL

En este capitulo se presenta una introduccién al esquema del seguro y al concepto
general de riesgo. Se presentan ademads las perspectivas individual y colectiva para
modelar el riesgo correspondiente al conjunto de reclamaciones que afronta una
compania aseguradora. Se estudian también algunas propiedades y relaciones entre
estas dos perspectivas. En los capitulos siguientes se adopta el modelo colectivo

como modelo fundamental.

2.1. Esquema del Seguro y del Riesgo

Suponga que se tiene un portafolio de n pdlizas individuales de seguros validas por

un ano como se muestra en la Figura [2.1

i — e —— T —
Pdliza 1 Padliza 2 Pdéliza n
. M .

Figura 2.1: Pdlizas. Fuente: Rincén (2012).

Sea p; la probabilidad de que el j-ésimo asegurado no efectiie ninguna reclamacién
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durante el tiempo de vigencia del seguro, y sea ¢; la probabilidad de que se observe
exactamente una reclamacién. Suponga que la igualdad p; + ¢; = 1 se cumple,
ello significa que no puede haber mas de una reclamacién por cada asegurado. Tal
situacion puede corresponder, por ejemplo, a los seguros de vida. Rincén (2012) lo

define la variable aleatoria de esta manera:

1, si hay reclamacién en la poliza 7,

0, sino hay reclamacién en la péliza j.

En vista de las propiedades de la variable aleatoria D; afirmamos que D; posee una
distribucién Bernoulli con pardmetro ¢;. El uso de la letra D viene del término en
inglés Death. Observe que el numero total de reclamaciones estd dado por la variable

aleatoria

N=Dy+-+D,.

Ahora suponga artificialmente que cada pdliza efectiia una reclamacion, y sea
la variable aleatoria C; > 0 el monto de la reclamacién efectuada por la péliza
7. Debido a que los siniestros pueden presentarse con caracteristicas distintas
y ello puede derivar en distintos montos de reclamacién, consideraremos de
manera general a C; no como una constante sino como una variable aleato-
ria. La letra C' proviene del término en inglés Claim, que se traduce en espanol

como reclamacion. La verdadera reclamacion de la poliza j estda dada por el producto

Observe que esta variable aleatoria puede ser mixta, es decir, no ser continua ni

discreta. Véase la Figura en donde se muestran posibles graficas de la funcion
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de distribucién de esta variable aleatoria. De esta forma se considera como datos en
este modelo la coleccién de vectores aleatorios (Dy, Ch), ..., (D,, C,), que supondre-
mos independientes. Consideraremos ademas que las variables D; y C; también son

independientes entre si.

Definicién 2.1. (Rincén 2012, p. 8). El monto de reclamaciones agregadas, o
también llamado agregado de reclamaciones, en el modelo individual, es la variable

aleatoria

S=> D;C;. (2.1)
7=1

Esta variable es el monto que afronta una compania aseguradora por concepto de
reclamaciones durante el periodo completo del seguro. La ecuacion representa
el modelo individual para una pdéliza de seguros de las caracteristicas senaladas. El
modelo tiene este nombre pues supone conocer las probabilidades de reclamacion
y posible monto de reclamacién de todos y cada uno de los asegurados de manera
individual. Una posible desventaja de este modelo es que presupone que el niimero
de asegurados en la cartera se mantiene constante durante todo el tiempo de vigencia
del seguro.

Desde el punto de vista matemético, y también desde la perspectiva del negocio
del seguro, nuestro objetivo es conocer las caracteristicas de la variable S, a quien
llamaremos riesgo. Si Fj(x) denota la funcién de distribucién del producto D;C},
entonces la funcién de distribucién F'(x) del riesgo S adquiere la siguiente expresién

en términos de convoluciones:

Esta formula general y compacta es, sin embargo, un tanto dificil de calcular y
no la utilizaremos con frecuencia. Como primeros resultados generales se presentan
a continuacién algunas caracteristicas de S. Denotaremos por G;(x) la funcién de
distribucién de Cj}, y como es costumbre, cuando exista, My (t) denota la funcién

generadora de momentos de una variable X cualquiera.
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G continua

14+ P
P—
-—\: )
1 qj g o q; Gj(x) 1
(G discreta
) T
(a)

(b)

Figura 2.2: Gaficas de la funcién de distribucién. Fuente: Rincén (2012).

Proposicién 2.1.

(Rincén 2012, p. 5). Bajo la notacion e hipdtesis del modelo individual se tienen los

siguientes resultados:

1.) E(S Zq]
2.) Var(S) = Z[%VW(CJ‘) +q;p, E*(Cy)).
14 q;(Gj(xz)—1), si x>0,
3) Fyfa) =
0, st x<0.

4) MDjCj (t) =1+ qj(MCj <t> - 1)‘

5.) Mg(t) = [ + q;(Mc, () — 1)).
7=1
Demostracion. Comprobemos los resultados:

1. Por la hipétesis de independencia,

n

n

_ ZE(DjCj) = Z E(D,)E(C)) = Z%’E(Cj)-
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2. En primer lugar tenemos que

Var(D;C;) = E(DjC}) — E*(D;C})
= GE(C}) - ¢;E*(C))
= ¢[Var(C)) + E*(Cy)] — ¢; E*(C))

= ¢;Var(C)) + ¢;p; E*(C)).

Por lo tanto

n

Var(S) = Z Var(D;C;) = Z[qjvm“(cj) +q;p; E*(Cy)].

j=1 j=1

3. Para cualquier nimero real x > 0

Fj(z) = P(D;C; <x)
= P(D;C; < x|Dj =0)P(D; = 0) + P(D;C; < z|D;j = 1)P(D; = 1)
= P(0 < |D; =0)p; + P(C; < 2|D; = 1)g;
= p;j+¢;Gj(z)

= 14 4,(Gy(x) — ).
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4. Nuevamente condicionando sobre el valor de D;

MDjCj (t) = E(etDjCj)

= E(e'%|D; = 0)P(D; = 0) + E(e'”%|D; = 1)P(D; = 1)

= pj+q;Mc,(t)

= 14 ¢;(Mc,(t) - 1).

5. Esta igualdad se sigue directamente de la anterior usando la hipdtesis de inde-

pendencia.
O

Se tienen n ensayos independientes Bernoulli, en donde la probabilidad de éxito en
el ensayo j es gj, y el valor asociado al resultado éxito no es 1 como en el esquema
usual sino el monto C; > 0, con esto podemos considerar a la variable aleatoria S
que tiene una distribucién binomial generalizada. Puede comprobarse que cuando
q; es constante p, y los montos C; son todos iguales a 1, la variable S tiene dis-
tribucién bin(n,p), y las férmula generales demostradas para S se reducen a las
de esta distribucién. Es también interesante observar que aunque inicialmente el
modelo individual de riesgo que hemos presentado puede aplicarse a esquemas de
seguros en donde hay como maximo una reclamacion por péliza, esta unica recla-
maciéon puede considerarse como el monto total conformado por la suma de varias
posibles reclamaciones efectuadas por una pédliza a lo largo del periodo de vigencia
del seguro. De este modo el modelo individual puede también aplicarse al caso de
reclamaciones multiples. En cualquier caso, los datos que deben tenerse o estimarse
estadisticamente para aplicar el modelo individual a una situacién real son el niimero
de asegurados n, las probabilidades de reclamacion qy, qo, . . . , ¢, ¥ las distribuciones

de probabilidad de los montos Cy, Cy, ..., C,. (Johnson, et. al. (2005)).
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2.1.1. Aproximacion normal

Segun Klenke (2014) ,veamos ahora cuando n es grande y el portafolio de ase-
gurados es homogéneo en el sentido de que las variables D;C; son idénticamente
distribuidas con segundo momento finito, puede usarse el teorema central del limite

para aproximar la distribucién de S mediante la distribucion normal, es decir

B S—FE(S) x—-FE(S))\ _ x — E(5)
PE<z =P <\/Var(5’) = \/Var(S)> ~ ¢ ( Var(S)) .

Esta aproximacion puede ser adecuada para ciertos riesgos pero tiene la desventaja
de que asigna una probabilidad positiva al intervalo | —oo, 0], lo cual no es consistente
con el hecho de que S > 0. Sin embargo, dado que la distribucién N(u,o?) se
concentra principalmente en el intervalo | — 40, u + 4o[,cuando la esperanza y la
varianza de S son tales que E(S) — 44/Var(S) > 0, la probabilidad asignada a la
parte negativa del eje es realmente pequena, ello alivia un poco el hecho de que
esta distribucién no tenga soporte en el intervalo [0, 00[. Tal vez la situaciéon més
comprometedora sea que la funcién de densidad normal decae muy rapidamente
pues existen riesgos cuyas funciones de densidad no cumplen con tal caracteristica.
Mas adelante mencionaremos esta propiedad de las distribuciones de los riesgos en
términos de colas pesadas y ligeras.

En la siguiente seccién encontraremos una forma recursiva para calcular la funcion
de probabilidad de S cuando el monto de las reclamaciones se modela mediante una

variable aleatoria discreta.

2.2. Formula de De Pril

A continuacion presentaremos la férmula de De Pril. La demostracion de este
resultado fue por Nelson De Pril en 1986 y proporciona una expresion exacta,
aunque recursiva, de la distribuciéon de probabilidad de un riesgo en el modelo
individual De Pril (1986). La férmula es bastante general aunque presupone que
las reclamaciones toman los valores en el conjunto {1,2,...}. Este supuesto no es
realmente una restriccién fuerte pues en la practica el pago de siniestros se realiza

siempre usando alguna unidad monetaria. Para establecer la formula de De Pril es
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necesario dividir el portafolio de n asegurados de acuerdo a la tasa de mortalidad
y la suma asegurada. Denotaremos por n;; al nimero de asegurados que tienen
probabilidad de reclamacién ¢; y monto de reclamacion ¢, en donde ¢ toma valores
en{1,2,..., I}, yjen {1,2,...,J}. De esta forma se tiene el cuadro 2.1 en donde

la suma de las entradas es n, es decir

n = E Ny

=1 j5=1

Denotaremos por Y;; el monto real reclamado por un asegurado cuya probabilidad

de reclamacioén es g;, y posible monto reclamado %, es decir

0, con probabilidad 1 — g,
Y, =

i, con probabilidad g;.

Probabilidades de Reclamaciéon

a1 2 | = g5 || 4y
1T ng | ng |- | |0 | ny
2 lmyg |ngg | |oor | oor | nay
numero de reclamaciones
I | g |- | g

Cuadro 2.1: Tabla de Reclamaciones. Fuente: Rincén (2012).
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Teorema 2.1. (Férmula de De Pril). (De Pril, 1986). Sea n;; el nimero de
polizas cuyos asequrados tienen tasa de mortalidad q; y suma asegurada i. Suponga
que j = 1,2,...,J, ei = 1,2,...,1. Entonces las probabilidades g, = P(S = x),

estan dadas por:

Jgo = HH(l—Qj)n”,

donde

Demostracion. La funcién generadora de probabilidad del monto reclamado Y;; por

un asegurado con probabilidad de reclamacion ¢;, y monto reclamado i, es
E(t"9) = (1 — ;) + g;t".

Por lo tanto, usando la hipdtesis de independencia, la funcién generadora de proba-

bilidad de la cartera completa es

I J

Gt)=Et*) =) tg.=[1[0 -0+t
r=0 i=1 j=1
en donde g, = P(S = r). Tomando logaritmo y después derivando,

nG(t) = )

=1 j=

J
ny; (1 — g; + g;t'),
1

d G'(1) = iqit!
“InG(t) = G,
it (t) G(t) ;anl—qurqjtz

Jj=1
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por lo tanto

I J . ;
1q,t"
tG'(t) = G)Y Y my— At
" ()¢:1j:1n]1_qj‘+qg'tl
I qtz qt’ 1
= Gt N1 —2 (+ 2 )
();; Tlog 1y

en donde hemos usado la expansién (1 — x) Z z”, vélida para |z| < 1. Por lo

k=0
tanto, para valores suficientemente pequenos de t,

1 J 00 k
tG/ ZZnUzZ (1 —qu) ik

i=1 j=1 k=1

Definiendo ahora la funcién

hin k) = i (1—Q>k'

La doble suma respecto de los indices j y k es absolutamente convergente en cual-

quiera de los dos 6rdenes que se efectiien estas sumas y el resultado es el mismo.
Por lo tanto es valido el intercambio en el orden de las sumas y la expresion anterior

puede escribirse como sigue

I 0o
tG'(t ZZtkh i k).

i=1 k=1
Reemplazando las expresiones para G'(t) y G(t) en sus correspondientes series de

potencias se obtiene

00 ) I o
Z rt"g, = Z t"g, Z Z t*h(i, k).
r=1 r=0

i=1 k=1
Para x > 1, el coeficiente de t* en el lado izquierdo es xg,, mientras que en el
lado derecho es la suma de los términos g,_;xh(7, k), para aquellos valores de i y k
tales que 1 < ik < z. Se pueden primero establecer los posibles valores para i de la
siguiente formai = 1,...,zAI, y por lo tanto los valores para k son k = 1,..., |z/i],

en donde z A es el valor minimo entre z e I,y |x/i| es la parte entera del cociente
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[z/i]
1 AT
x/i. Igualando estos coeficientes se tiene que, g, = — Z Z go—irh(i, k). Por otro
x
i=1 k=1
lado, como S = 0 sélo cuando ningin asegurado efectia ninguna reclamacion, para

x = 0 se tiene que
I J

w=TIT10 -0y

i=1j=1

]

Para un mejor entendimiento de la férmula recursiva de De Pril escribiremos a
continuacion de manera explicita los primeros términos de este desarrollo.

I J

o = [TTIC-a)™.

i=1 j=1

g1 = goh(1,1),
g = {nlh(L,2)+h2 D]+ ah(L 1)},

g5 = 5 (@lh(1,3)+ hE, 1]+ gh(1,2) + 52, )] + goh(1, 1))

Ejemplo. Sean X, X5, X3 wvariables aleatorias independientes con idéntica dis-
tribucion dada por la tabla que aparece abajo y cuya grdafica se muestra en la
Figura 2.3(a). Usando la formula de De Pril encontraremos la distribucion de

S:X1+X2+X3.

filosloz]os

32



Observe que la variable suma puede tomar cualquiera de los wvalores 0,1,...,6.
Usando la misma notacion que en la formula de De Pril se muestran a continuacion
los calculos para encontrar la funcion de probabilidad de S y la grdfica correspon-

diente aparece en la Figura 2.3(b).

fj gz

j Hﬂﬂﬂﬂﬁﬁ )
) 1 3 4 5 6

0 1 ( 2
(a) (b)

-2

Figura 2.3: Grafica de Distribucién. Fuente: Rincén (2012).

Ejemplo. Se tiene 48 pdlizas de sequros con las probabilidades y montos de

reclamaciones para los datos indicados en la siguiente cuadro

Probabilidades de Reclamacién

iq || 0.03 | 0.04 | 0.05

1 1 3 1

Numero de Reclamaciones

(\]

N [N | Ot W
w

4
4
6
4

U | &=~ | W | N
w

Cuadro 2.2: Datos de Reclamaciones. Fuente: Rincon (2012).

cuya correspondiente funcion de densidad para este riesgo es la que se muestra en

la Figura 2.4. Debe tenerse cuidado en la implementacion numérica de esta formula
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pues dado su caracter recursivo y que algunas de las probabilidades involucradas pue-
den ser muy pequenas, pueden generarse resultados incorrectos debido al inevitable

redondeo de cifras en una computadora.

9z

0.1 [ ]

2 4 6 8 10 12 8 20

H | Hﬂﬂﬂﬂﬂmﬁﬁ ip
14 16 1

Figura 2.4: Funcién de Densidad. Fuente: Rincén (2012).
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CAPITULO 3

MODELO COLECTIVO

Consideremos un conjunto de un nimero no determinado de contratos de seguros
con vigencia en un periodo de tiempo [0, 7. Este periodo puede corresponder a un
ano por ejemplo. Sea N la variable aleatoria que denota el nimero de reclamaciones
ocurridas en este intervalo, y sean las variables positivas Yi,..., Yy los montos
de estas reclamaciones. Graficamente una posible realizacién de tal esquema se

muestra en la Figura|3.1

5 Y
$ Y )
SY, | ...

: 4] —

Figura 3.1: Posible realizacién de tal esquema. Fuente: Rincén (2012).

Consideraremos que el nimero de reclamaciones y los montos de éstas son variables
aleatorias independientes. Mas ain, supondremos que las reclamaciones mismas

son independientes entre si y que comparten la misma distribucién de probabilidad.
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Definicién 3.1. (Rincén 2012, p. 17). El monto agregado o monto acumulado de
todas las reclamaciones efectuadas es la variable aleatoria S, llamada riesgo, y de-

finida como sigue

S=>Y. (3.1)

j=1
Observe que cada sumando es una variable aleatoria y que el niimero de sumandos
es también aleatorio. El valor de S se define como cero cuando N = 0. Observe
ademas que S puede ser una variable aleatoria mixta, es decir, no ser discreta ni
continua, pues cuando los montos de las reclamaciones Y son variables continuas
estrictamente positivas, la variable S puede tomar el valor 0 con probabilidad
P(S =0) = P(N =0) > 0, y puede ademds tomar cualquier valor en el intervalo
10,00[. La ecuacién representa el modelo colectivo para un contrato de
seguros, cuyas posibles realizaciones como funcion del tiempo tienen la forma de la

gréafica de la Figura [3.2]

3Y1:
—T—(: : : = 1

Figura 3.2: Funcién de Tiempo. Fuente: Rincén (2012).

A la funcién de distribucién de cada reclamacién Y la denotaremos por la letra
G. Se asume naturalmente que G(0) = 0, ello equivale a decir que la variable Y

n

es positiva. Adicionalmente usaremos la notacién p, := E(Y)", en particular se

escribe p en lugar de p; := E(Y). Nuevamente el problema central es encontrar
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la distribucion de probabilidad de .S, la cual depende de la distribucion de Y y de
N. Un primer resultado general al respecto es el que aparece a continuacion. Antes
de enunciarlo recordemos que la 0-convolucién de una funcién de distribucion G se

define como
1 st x>0,

G*(x) =
0 st <.

Proposicién 3.1. (Rincon 2012, p. 18). La funcion de distribucion del riesgo S en

el modelo colectivo es

F(z) =) G*™(x)P(N =n).

Demostracion.

F(z) = Y P(S<zN=n)P(N=n)

n=0

= P(Sgx|N_0)P(N—0)+iP(Y1+~-~+Yngx)P(N_n)

n=1

= G*x)P(N=0)+> G™(x)P(N =n)

= Y G™(x)P(N =n).
]

A continuacién mostraremos algunas caracteristicas numéricas de la variable S que

utilizaremos posteriormente.

Proposicién 3.2. (Rincén 2012, p. 19). Suponiendo que las cantidades y funciones
indicadas existen, el riesgo S en el modelo colectivo cumple las siguientes propieda-

des.

2. E(S?) = E(N)E(Y?) + E(N(N — 1))EX(Y).
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3. Var(S) =Var(N)E*(Y) + Var(Y)E(N).

Demostracion. Veamos;

1. Condicionaremos sobre el valor de N, y después usaremos la hipdtesis de inde-

pendencia. El resultado del calculo es el mismo cuando la variable N inicia en el

valor 0 o en valor 1.

E(S) =

2. Nuevamente condicionando sobre el valor de NN,

E(S?) = iE (Z}g) IN=n| P(N =

n=0 j=1
o0 n 2

- e ((Xn) ) e
n=0 j=1

S SCITEND SIS
n=0 | j=1 3 k=1:j£k

iE (iij:n) P(N =

(i}g) IN=n| P(N =

n)

n)

n)

Observe que segunda suma es nula cuando n = 0, y a su vez la tercera suma se
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anula cuando n =0 o 1. Asi por la idéntica distribucion tenemos que

E(S*) = Y nE(Y*)P(N=n)+ Y n(n—1)EY?*)P(N =n)

= E(N)E(Y?)+ E(N(N —1))E*(Y).

3. Por las férmulas anteriores,

Var(S) = E(S?) — E*9)
= E(N)E(Y?)+ E(N(N —1))E*(Y) — E*(N)E*(Y)
= E(N)[E(Y?) — E*(Y)] + [E(N?) — E*(N)|E*(Y)

= E(N)Var(Y)+ Var(N)E*(Y).
4. De manera anéloga a los dos primeros incisos,

Mg(t) = Y E ("M PN|IN = n) P(N =n)
n=0

- E (er® ) P(N = n)
= > (My())"P(N =n)
= E((My(t)")

]

Ahora consideraremos a continuacién algunos casos particulares del modelo colecti-

VO.
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3.1. Modelo binomial compuesto

Cuando el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién bin(n,p) se
dice que el riesgo S tiene una distribucién binomial compuesta, en la cual lo
representamos asi S ~bin comp(n, p, G), en donde G es la funcién de distribucién
de cada sumando en la definiciéon de S. Bajo esta hipdtesis se tienen los siguientes

resultados.

Proposicién 3.3. (Rincén 2012, p. 21). Si N tiene distribucion bin(n,p), entonces:

a) E(S)=nppu.

b) E(S?) = npus +n(n — 1)p°u®.

c) Var(S) = np(us — pu?).

d) Ms(t) = (1 —p+pMy(t)".

Estas expresiones se siguen facilmente de las férmulas generales demostradas
antes, basta recordar que si N tiene distribucién bin(n,p), entonces E(N) =
np, Var(N) = np(1 —p), y Mx(t) = (1 — p + pe')™. Observe que en este caso

se tiene una cota superior para el nimero de reclamaciones que pueden efectuarse.

3.2. Modelo binomial negativo compuesto

Cuando el nimero de reclamaciones N tiene una distribucién binomial negativa se
dice que el riesgo S tiene una distribucién binomial negativa compuesta.

Esto es, si N ~ bin neg(k,p), entonces S ~ bin neg comp(k,p,G), donde nueva-
mente G hace referencia a la funcién de distribucion de cada sumando de S. En este

caso se cumple lo siguiente.
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Proposicién 3.4. (Rincén 2012, p. 22). Si N tiene distribucion bin neg(k,p), en-

tonces:

a) B(S) = k(1/p— Dp.

b) E(S?) = npus +n(n — 1)p°u’.

c) Var(S) = k(1/p = 1)(1/p)p® + k(1/p = 1)(p2 — 11?).

k
p

q) Ms(t :( ) .

PO =T

Para encontrar estas férmulas es suficiente recordar que si N tiene distribucion

bin neg(k, p), entonces

E(N) = k(1 —p)/p, Var(N) = k(1 —p)/p*, y My(t) = [p/(1 = (1 = p)e")]".

3.3. Modelo Poisson compuesto

Cuando el niimero de reclamaciones N tiene una distribucién Poisson se dice que
el riesgo S tiene una distribucién Poisson compuesta, y se escribe

S ~ Poisson comp(\,G), en donde A es el pardmetro de la distribucién Poisson y
G es la funcién de distribucién de cada sumando de S. Para este modelo se tienen

los siguientes resultados.

Proposicién 3.5. (Rincén 2012, p. 23). Si N tiene distribucion Poisson(\), enton-

ces

b) E(S%) = Az + Np?.
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c) Var(S) = Aps.

d) Ms(t) = exp[MMy(t) — 1)].

Nuevamente estas expresiones son consecuencia de las férmulas generales demos-
tradas antes, y del hecho de que si N tiene distribucién Poisson()), entonces
E(N) = X\, Var(N) = Ay My(t) = exp(A(e! — 1)). Observe que el pardmetro
A y la distribucién de la variable Y determinan por completo al modelo Poisson

compuesto. Estudiaremos con més detalle este modelo en la siguiente capitulo.
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CAPITULO 4

PRINCIPIOS PARA EL CALCULO DE PRIMAS

Hemos mencionado antes que una prima es un pago por adelantado que un ase-
gurado realiza a una compania aseguradora para obtener una cobertura parcial o
completa contra un riesgo determinado, en los términos y condiciones que establece
la poliza del seguro. En este capitulo vamos a estudiar algunas reglas generales para
calcular el valor de una prima tomando en consideracién unicamente los aspectos
matematicos del riesgo, es decir, no consideraremos cuestiones administrativas o
mercadoldgicas del negocio del seguro, las cuales en situaciones practicas son indis-
pensables de considerar. Denotaremos por p, o pg, la prima para cubrir un riesgo S.
De esta manera, a la férmula para calcular una prima se le puede considerar como

una funcion numérica de la variable aleatoria S o de su distribucién.

4.1. Principios generales

La prima pura de riesgo estd dada por p = E(S). Aunque esta férmula podria pare-
cer justa para el asegurado, no lo es asi para el asegurador, quien debe solventar los
diversos gastos de administracion del seguro, y quien por otro lado no tendra ningin
margen de ganancia promedio por operar el negocio del seguro. Veremos a conti-
nuacion la posible situacion catastrofica que podria presentarse cuando se toma
p = E(5). Considere un portafolio homogéneo de n pdlizas de seguro de un mismo
riesgo y validas por un tiempo determinado. Suponga que se cobra una misma prima

p por cada pdliza, y que S; representa el monto de las reclamaciones efectuadas por
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la poliza j, las cuales se presuponen independientes y con idéntica distribucion. Si
u es el capital inicial de la aseguradora, entonces segun Rincén (2012) el capital de

la misma al término de la vigencia de las pélizas es

X, :u—i—np—ZSj :u—l—Z(p—Sj).
i=1 J=1
Tenemos las siguientes dos situaciones:

a) Cuando p = E(S5), al tomar esperanza en la ecuacién anterior se obtiene
E(X,) =u+n(p— E(S)) = u. Es decir, en promedio la compania aseguradora
permanece con su capital inicial, sin embargo puede demostrarse que cuando

n — 00, casi seguramente,

limsup X,, = —liminf X,, = oco.
n—00 n—00

Esto quiere decir que el capital X,, puede oscilar y tomar valores grandes, tanto

negativa como positivamente.

b) Cuando p # E(S), por la ley de los grandes nimeros, la variable X,, tiene el

siguiente comportamiento limite en el sentido casi seguro,
(

+oo sip> E(9).
lim X, =

n—oo

—oo sip < E(9).

\

En vista de estos resultados, es natural y deseable suponer p > E(5). Esta condicién
se conoce con el nombre de condicién de ganancia neta (net profit condition), y debe
prevalecer en cualquier método para calcular p. En general no existe un mecanismo
de calculo para la prima que sea el mejor pues existen varias condiciones que afectan
la forma de calcular primas, entre ellas, las restricciones legales y financieras, las
condiciones del asegurado, las condiciones de la propia aseguradora y de las otras
aseguradoras, asi como las condiciones del mercado del seguro. Todos estos son
factores que determinan, directa o indirectamente, el valor de una prima para cubrir

un riesgo particular en una situacién real.
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4.1.1. Principio del valor esperado

Segun Mikosch (2009), este principio es uno de los més sencillos y establece que la

prima puede calcularse de la siguiente forma

p=[1+0)E(S),

en donde # > 0 es una constante llamada factor de recargo (safety loading). Es
decir, se trata de la reclamacion promedio mas un porcentaje de ésta. En el factor de
recargo se encuentran inmersos los costos administrativos y comerciales del seguro,
asi como los margenes de utilidad de la aseguradora.

La forma simple en la que se calculan las primas mediante este principio es una de
sus caracteristicas principales, sin embargo puede observarse que una desventaja de
esta formula es que asigna la misma prima a dos riesgos con distinta distribucion
pero con media comun, y no toma en cuenta otros aspectos. Por ejemplo, si las
varianzas de los riesgos fueran distintas, entonces las primas tal vez deberian ser

distintas.

4.1.2. Principio de la varianza

Este principio hace uso de la esperanza y la varianza del riesgo. En este caso el factor

de recargo # > 0 se aplica sobre el valor de la varianza de la siguiente forma

p = E(S)+ 6Var(S).

4.1.3. Principio de la desviacion estandar

Sea nuevamente 6 > 0 una constante. En este principio el factor de recargo se aplica
sobre la desviacion estandar del riesgo como indica la férmula que aparece abajo.
A diferencia del principio de la varianza, en este caso las unidades de medicién del
riesgo y de la prima coinciden. Y es evidente que la prima calculada mediante este
principio produce una prima menor o igual a aquella calculada mediante el principio

de la varianza.

p = E(S)+ 0+/Var(9).
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4.1.4. Principio de utilidad cero

Este principio hace uso de una funcién de utilidad, esto es, una funcién v(x) definida
sobre [0,00) o un subconjunto de este intervalo y con valores en R, que cumple las
propiedades que se mencionan a continuacion, y cuya grafica en términos generales

se muestra en la Figura 2.1.

a) Es estrictamente creciente.

b) Es coéncava.

Suponiendo diferenciabilidad, la primera condicién se escribe v'(z) > 0, y la segunda
condicién significa que v”(z) < 0. A veces se aniade la condicién v(0) = 0 pues toda
funcién de utilidad (definida en = = 0) puede modificarse de tal forma que cumpla
esa condicién sin afectar el resultado en los procesos de decision que llevaremos a

cabo usando estas funciones. La nueva funcién de utilidad seria v(z) — v(0).

; 'E'[J‘-)

Figura 4.1: funcién céncava. Fuente: Krantz (2015).

El principio de utilidad cero establece que la prima para cubrir un cierto riesgo S

es aquel nimero p que satisface la ecuacién

v(u) = Elv(u+p—9)], (4.1)

en donde u es el capital inicial de la aseguradora. Es decir, la utilidad que represen-

ta para la aseguradora el capital inicial u debe ser idéntica a la utilidad esperada
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al cubrir el riesgo. Asi pues, el calculo de p estd dado implicitamente por la ecua-
cion , y para que la prima esté bien definida supondremos el caso cuando esta
ecuacion tiene una unica solucién p. Debemos mencionar, sin embargo, que resolver
ecuaciones de la forma para p, no es sencillo. El siguiente ejemplo es un caso
muy particular y atipico.

Q

Ejemplo. Considere la funcion de utilidad u(zx) = 1 — e=**. La prima se calcula

como aquel valor de p que es solucion de la ecuacion
l—e™=F [1 — e_“(“ﬂ’_s)} .
En este caso la solucion se puede encontrar con facilidad. Después de algunos calcu-
los, de la identidad anterior se obtiene la expresion
p= élnMs(a). (4.2)
Se presentan a continuacién algunos ejemplos de funciones de utilidad.
a) Funcién de utilidad exponencial.

v(z)=1—e, a>0.

b) Funcién de utilidad cuadratica.

v(r) = v — az?, a >0, para 0<z<1/(2a).

¢) Funcién de utilidad logaritmica.

v(z) = alnzx, a > 0.

d) Funcién de utilidad de potencia fraccional.

v(x) = 2%, 0<a<l.

Demostraremos a continuacién que el principio de utilidad cero produce primas que
cumplen la condicién p > E(.S). Por la desigualdad de Jensen en el caso de funciones

v(u) = Efv(u+p = S5)] <v(E(u+p—5)) =o(u+p— E(S)).

Como v es una funcién estrictamente creciente, es uno - a - uno, y por lo tanto

I existe y también es estrictamente creciente. Al aplicar entonces la

su inversa v~
inversa se preserva la desigualdad anterior y se obtiene p > F(S). La igualdad se

logra, por ejemplo, cuando S es constante.
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4.1.5. Principio del valor medio

Este principio hace uso de una funcién de valor, esto es, una funcién v(x) que
cumple las propiedades que aparecen abajo y cuya grafica general se muestra en la
Figura 4.2.

a) v(0) =0.

b) Es estrictamente creciente.

¢) Es estrictamente convexa.

" v(x)

Figura 4.2: funcién convexa. Fuente: Krantz (2015).

El principio del valor medio establece que la prima p debe calcularse a partir de la

igualdad
v(p) = Ev(S)]. (4.3)

Esta identidad significa que la compania aseguradora asigna el mismo valor a la
prima que al valor promedio de la reclamaciéon. Como v es estrictamente creciente,
es uno - a - uno, su inversa por lo tanto existe y es también estrictamente creciente.

De hecho, la inversa de cualquier funciéon de utilidad que se anula en cero es un
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ejemplo de una funcié n de valor. Asi la prima mediante este principio se puede

escribir de la siguiente forma
p =0 (E(v(S)))-

Por la desigualdad de Jensen para la funcién convexa v, E(v(S)) > v(E(S)), o bien
por la misma desigualdad para la funcién céncava v v E(X)) > E(v}(X)).

Ambos caminos llevan a la desigualdad
p > E(S).

Ejemplo. Considere la funcion de valor v(x) = e** — 1, con a > 0. Bajo este

principio, la iqualdad se escribe e®? —1 = E(e*® —1), lo que lleva a la siguiente
solucion, que es idéntica a ,

p= élnMS(a). (4.4)

4.1.6. Principio exponencial

Este es el principio de utilidad cero aplicado a la funcién de utilidad v(z) = 1—e~**,

con a > 0. Y coincide también con el principio del valor medio aplicado a la funcion
de valor v(z) = e** — 1, con a > 0. Hemos visto que la prima calculada bajo estos
principios es

1
p=—InMg(a).
o

Observe que en este caso la prima no depende del capital inicial u. Puede verificarse
directamente que p > E(S), lo cual hemos demostrado de manera general en dos

ocasiones.

4.1.7. Principio del porcentaje

Sea € > 0 una constante. El principio del porcentaje sugiere que la prima p puede
calcularse mediante la expresién que aparece abajo. El significado geométrico de
esta formula se muestra en la Figura 2.3.

p=mf{x >0:P(S>x) <e}
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P

Figura 4.3: Principio del porcentaje. Fuente: Mikosch (2009).

De esta forma la probabilidad de que el riesgo exceda el monto de la prima debe
ser pequeno o controlable mediante el parametro €. A este principio también se le

conoce también como principio de pérdida maxima. Por ejemplo, si S sigue una

distribucién exponencial de parametro ), entonces P(S > x) = e~ **. Y por lo tanto
- . . 1 ,

p es aquel valor numérico tal que e P = ¢, es decir, p = —Xlne. Asi, para este
1

ejemplo particular, se cumple la condicién p > E(S) si, y solo si, —Xlne > it es

decir, € < e!. Esto muestra que el principio del porcentaje no produce en general

primas que cumplen la condiciéon de ganancia neta.

4.2. Propiedades

En esta seccion se enuncian algunas propiedades generales que son deseables que

posea cualquier método para calcular primas.

Simplicidad

El célculo de la prima debe ser facil de calcular, por ejemplo, los principios del
valor esperado, el de la varianza y el de la desviacién estandar cumplen plenamente
esta primera propiedad. La simplicidad en el calculo de la prima es deseable que se
cumpla por varias razones, entre ellas esta el aspecto practico del calculo mismo,

asi como el de lograr una cabal comprensién del calculo de la prima por parte del
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asegurado y del resto de las personas involucradas en los procesos administrativos y

legales del seguro.

Cota Inferior

Por lo explicado antes, la prima debe tener siempre como cota inferior estricta la
prima de riesgo, es decir, p > FE/(.S), en otras palabras, las primas deben tener siempre
un recargo positivo. Sin embargo, como hemos constatado en algunos célculos, es

mas sencillo verificar la condicién p > E(S).

Consistencia

Si un riesgo se incrementa en una constante, entonces la prima debe reflejar ese
cambio incrementandose en la misma cantidad, es decir, si ¢ > 0 es una constante,
entonces p(S + ¢) = p(S) + ¢. Los principios de varianza, de la desviacién estandar,
de utilidad cero, el principio exponencial y el principio del porcentaje cumplen con

esta propiedad.

Aditividad

La prima de un portafolio consistente en dos riesgos independientes debe ser la suma
de las primas individuales, es decir, p(S; + S2) = p(S1) + p(Ss), cuando S; y So son
dos riesgos independientes. Es claro que cuando se cumple esta propiedad, el intentar
combinar o separar los riesgos no resulta en ninguna ventaja o provecho alguno ni
para el asegurado ni para el asegurador. Los principios de valor esperado, el de la

varianza y el principio exponencial cumplen esta propiedad.

Invarianza de escala

Si a > 0 es una constante, entonces p(aS) = ap(.S), es decir, si la cuantificacién del
riesgo S cambia de escala y se considera ahora el riesgo a5, la prima para este nuevo

riesgo debe ser ap(S), esto es, la prima original modificada con la misma escala.
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Cota superior

Si un riesgo esta acotado superiormente, entonces la prima para cubrir este riesgo
también debe tener la misma cota superior, es decir, si S < M para alguna constante

M > 0, entonces p(S) < M.

4.3. Primas y funciones de utilidad

Hemos mencionado que el principio de utilidad cero establece que la prima que una
aseguradora esta dispuesta a cobrar a un asegurado para cubrir un cierto riesgo S, y

tomando como funcién de utilidad vy (x) es aquel niimero p que satisface la ecuacién
vi(u1) = Efvi(ug +p — 5)], (4.5)

en donde u; es el capital inicial de la aseguradora. Denotemos por p~ a esta prima
puesto que en realidad la aseguradora estara contenta en cobrar una prima p que
sea mayor o igual a p~, es decir, desde el punto de vista de la aseguradora y bajo
el criterio de utilidad cero, la prima p~ es la minima prima a cobrar, y por lo tanto
p > p~. En contraparte, un asegurado con capital inicial o riqueza us y con funcién de
utilidad ve(z), considera que puede aceptar contratar un seguro para cubrirse contra
el riesgo S cuando, de acuerdo al principio de utilidad cero, la prima p estd dada
por

va(ug — p) = Elvg(ug — 9)]. (4.6)

El posible valor de p solucién de esta ecuacién representa el punto de balance
(misma utilidad) para el asegurado entre la decisién de contratar el seguro o no
contratarlo. Denotemos ahora por p* a la solucién de . Nuevamente ese valor es
en realidad la prima méaxima que el asegurado esta dispuesto a pagar para cubrirse
contra S, pues es claro que una prima menor o igual a tal valor es conveniente para
él. De esta manera el principio de utilidad cero establece las condiciones de ambas
partes para tomar una decision respecto a firmar o no firmar el contrato del se-

guro. Es claro que habra un acuerdo entre ambas partes si existe un valor de p tal que



En tal caso se dice que el riesgo es asegurable bajo el criterio y condiciones mencio-

nados. La situacién se ilustra en la Figura 4.4.

P~ Prima de la aseguradora

Y

Prima del asegurado p'

Figura 4.4: Primas. Fuente: Rincén (2012).

Ejemplo. Suponga que una compania aseguradora con capital inicial uy > 0 decide
asequrar un riesgo S y el cdlculo de la prima se determina de acuerdo al principio
de utilidad cero usando la funcion de utilidad vi(z) = 1 —e~*'*, con oy > 0. De
este modo, la prima minima que la asequradora estd dispuesta a cobrar es p~ dada

por la solucion de la ecuacion

vi(uy) = Elvy(uy +p~ — 5]

Resolviendo esta ecuacion como se ha hecho antes, se encuentra que

p = ailnMg(al). Por otro lado, un asegurado con capital inicial uy estd dispuesto
1

a pagar una prima mdrima pt para asequrarse contra este riesgo, determinada

por la ecuacion ve(uy — pt) = Elva(us — S)], en donde vy(x) es la funcion de

utilidad particular vy(x) =1 — ™ 2%

, con ay > 0. La solucion de esta ecuacion es
1 : . . .

pT = —InMg(an). Asi, el riesgo mencionado es asequrable bajo las condiciones
&%)

mencionadas si, y solo si, las constantes oy y g satisfacen la relacion

1 1
—InMg(aq) < —InMg(as).

aq (8%
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CAPITULO b

MODELO COLECTIVO POISSON

En este capitulo retomamos el caso cuando el nimero de reclamaciones en el
modelo colectivo sigue una distribucién Poisson. En primer lugar explicaremos co-
mo se obtiene un modelo colectivo Poisson a partir del modelo individual. Después
mostraremos como este modelo Poisson compuesto aproxima al modelo individual.
Finalmente estudiaremos algunas propiedades interesantes y utiles del modelo co-

lectivo Poisson.

5.1. La distribucion poisson-Beta

Para el desarrollo de este capitulo comencemos presentando la definicién de la dis-

tribucién Poisson-Beta.

Definicién 5.1. (Gémez 2009, p. 144). Se dice que una variable aleatoria X sigue

una distribucion Poisson-Beta si admite la siguiente representacion estocdstica:

X\0 ~ Po(¢0). (5.1)

Q

6 =~ Be(a,b). (5.2)

donde Po(¢0) representa una distribucion de Poisson cldsica con pardmetro ¢0,
¢ >0,0<6<1yBe(a,b) representa una distribucion Beta cldsica con pardmetros

a,b> 0.
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La funcién Beta esta dada por
1
B(a,b) = / 11 —t) e
0
y su densidad de probabilidad esta dada por

Beta(a, b) = 21 —2)"Y 2 e(0,1).

B(a,b)
Una variable aleatoria X con la representacién estocastica (5.1)-(5.2) se represen-

tard en adelante por X ~ PB(a,b,¢) y se dice que la variable aleatoria X sigue

una distribucién Poisson-Beta.

Incluimos a continuacién propiedades basicas de esta distribucion. Algunas
de estas propiedades son conocidas y otras nuevas. La funcién generatriz de

probabilidad de la variable aleatoria Poisson-Beta viene dada por:
Go(2) =1 Fi(a;a+b;¢(z — 1)). (5.3)

donde 1 Fi(a; ¢; x) representa la funcién confluente hipergeométrica y que se conoce

también como funcion de Kummer, se define por medio de la serie numérica:

- (a)27
Fila;c;x) = ; 0,—-1,-2,...
1 1(6L7C, 37) Z (C)]j' ; C 7é ) ) ’

7=0

donde (a); es el simbolo de Pochhammer, definido por (a); = I'(a + j)/T'(a), sien-

do I'(z) = / t*te~tdt la funcién gamma. La funcién confluente hipergeométrica
0

admite también la siguiente representacion integral:

r 1
1Fi(a;cn) = (c) ) / 2711 — 2) ™ dz; donde ¢ >a >0
0

[(a)'(c—a
La funcién de masa de probabilidad de una variable aleatoria X que sigue la dis-

tribucién Poisson-Beta, i.e. X ~ PB(a,b, ), admite la siguiente representacion.

Pr(X =x) = g?ii)?(@?iig 1Fila+za+b+2;—9)

(5.4)

o a---(a+z—1)
= — F : b -
A (atd) (arbra—1)" (a+z;a+b+x;—9),
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donde z =0,1,2,...

Teniendo en cuenta que la distribucion Beta es unimodal para valores a > 1, b > 1,
se deduce que si se verifican esas condiciones la distribuciéon Poisson-Beta es de
nuevo unimodal.

El momento factorial de orden k puede obtenerse a partir de[5.3], y viene dado por:

I'(a+b)I'(a+ x)p”
I'(a)['(a+ b+ x)

A partir de|5.5|se deducen las expresiones de la esperanza y la varianza, que vienen

p(X)=E[X(X —1).. (X —k+1)] = k=1,2,... (55)

dadas por:

B(X) = a“fb. (5.6)
Var(X) = a¢ abg” (5.7)

a+b+(a+b)2(a+b+l)’

y por tanto a partir de (5.6) y (5.7) se concluye que el modelo presenta sobredisper-
sion.
Por otro lado, las probabilidades pueden obtenerse también de manera recursiva a

partir de las probabilidades Pr(X = 0) y Pr(X = 1) utilizando la siguiente relacién

(x+1D)(z+2)pere=(x+ 1)(z+a+b+ @)pst1 — O(z + a)ps, (5.8)

donde p, = Pr(X = z). Por otro lado, teniendo en cuenta el primer teorema de

Kummer:

1Fi(a,e,x) =€® 1Fi(c—a,c,—x),

se verifica que la funcién de masa de probabilidad [5.4 puede también ser escrita como:

. ¢"T(a+b)(a+x)
PriX =2 = v aTatoto)

€_¢ 1F1(b7a +b+ Z, ¢)7
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y por tanto,

PriX=x+1) ¢ a+z Fi(bjatb+z+1,9)
Pr(X=x) az4+la+b+ax Fi(bat+b+z,e)

, (5.9)

donde
Pr(X =0)=¢e¢? F(ba+b,0). (5.10)

La expresion [5.9| permite por tanto obtener las probabilidades del modelo de manera
recursiva.

En la representacion estocastica (5.1)-(5.2), si nos preguntamos sobre la 6\ X, los mo-
mentos posteriores se pueden obtener distribucién condicional mediante la siguiente

férmula

Tla+z+rlla+b+z) 1 Fila+z+ra+b+ax+r;—0)

E(O"\X =z)=¢ Ia+b+z+r(at+x) Filat+xa+b+z;—0)

(5.11)

Si el nimero de reclamaciones de un asegurado perteneciente a una cartera de
seguros sigue la distribucién de Poisson con parametro ¢, la prima neta de
riesgo es Pr = ¢f. Si se considera que la cartera es heterogénea y que sigue la
distribucién a priori (funcién estructura) Beta cldsica, entonces la prima neta

colectiva vendra dada por:

1 Qa_l(l o G)b_l CL¢
P = - .
¢ /0 TP

5.2. Estimacion

En esta Seccion se proponen diversos métodos de estimacion de los tres pardmetros
del modelo. Consideremos una muestra aleatoria simple 1, ..., x, procedente de la
distribucién Poisson-Beta con funcién de cuantia , y sean mp(X), k= 1,2,3 las

versiones muestrales de los momentos factoriales.
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5.2.1. Estimadores basado en la frecuencia de cero y los dos

primeros momentos

Resulta bien conocido que en las distribuciones empiricas de frecuencias correspon-
dientes a carteras de seguros de automoviles, el valor mas frecuente observado es
el cero. Se propone entonces un método de estimacion que tenga en cuenta este
importante hecho empirico. Consideramos un método de estimacién basado en la
frecuencia de ceros y en los dos primeros momentos. El sistema a resolver esta for-
mado por tres ecuaciones. La primera ecuacion es la formada por la frecuencia tedrica
de ceros y la correspondiente frecuencia observada py. Las otras dos ecuaciones
las forman los dos primeros momentos tedricos junto con sus versiones muestrales.

Se obtiene entonces el sistema:(Wilmot 2012, p. 104)

Po = eid) 1F1(b7a+ b: ¢)7

agp
m =
1 a+b’
my _ ¢la+1)
mi  a+b+1

Si en las dos ultimas relaciones se despejan a y b en funcién de los momentos mues-

trales y de ¢, se obtiene que:

o = Mmlma=om) (5.12)

p(mi — my)

— (ml — (b)((bml — m2)’ (513)

p(m3 —my)

expresiones que sustituidas en la primera de las ecuaciones, dan lugar a una ecuacion
que solo depende de ¢, y puede resolverse numéricamente. Finalmente, sustituyendo
este valor en (5.12) y (5.13) se obtienen los estimadores a y b.

Se propone a continuacién estimadores de momentos obtenidos por medio de los

momentos factoriales.

o8



5.2.2. Estimadores de momentos

Se trata de un método de obtencion de estimadores muy intuitivo. Basicamente,
consiste en igualar los momentos poblacionales (que sean funcién del o los pardmetros
a estimar) con los momentos muestrales y despejar el pardmetro a estimar.

Asi, por ejemplo, la esperanza de una variable aleatoria se estimaria por la media
muestral; la varianza, por la varianza muestral; etc.

La principal ventaja de este método es su simplicidad. Sin embargo, aunque los
estimadores asi obtenidos son consistentes, en general, no son centrados ni eficientes.,

considerando el siguiente sistema de ecuaciones,
Mk (X) = Mg, k= 1, 2, 3. (514)

Resolviendo en a,b y ¢, obtenemos los estimadores de momentos en forma

cerrada: (Gomez 2009, p. 149).

—2(—m1m§ + m%mg)

a =
—mym3 + 2m3mz — mamg’
po_ 2(m3 — my)(mymy — m3)(myms — m3)
(m2my — 2m32 + myms)(2m2msz — mym3 — mams)’
b = —mym3 + 2m3img — mamg

m%mg — 2771% + mims
Estos estimadores son consistentes y asintoticamente normales y pueden ser utiliza-

dos como valores iniciales en el método de estimacion de maxima verosimilitud.

5.2.3. Estimacion por maxima verosimilitud

La estimacién por maxima verosimilitud es un método de optimizacion que su-
pone que la distribucion de probabilidad de las observaciones es conocida.

El logaritmo de la funcion de verosimilitud viene dada por,

l(a,b,¢) = nlogl'(a + b) — nlogl'(a) + nZlogp + Z logl(a + x;)

=1

—ZlogF(a+b+:L‘i) —Zlog 1Fi(a+zisa+b+ x5 —0) — k,

i=1 =1
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de donde se obtienen las ecuaciones normales:

n

ny(a+b) — ny(a) + ZT/)(@‘F%) - Z¢(@+ b+ ;)

i=1 i=1

_ zn: Fatwia+b+ 2 —¢) 1 B0+ mia+ btz —9)

1Fila+zia+b+ 25 —9)

=1

n

Z 1F1(0’1’0)(a + x50+ b+ x5 —9)
1Fila+zia+ b4 25 —0)

nw(a—l—b)—zw(a—l—b—l—xi)— = 0;
=1

i=1

nT Xn: Frl+a+zsl+a+b+a;—o)atx)

? WFila+zi,a+b+a;—0)(a+b+ )

=1

donde ¥ (x) = %logr(:ﬁ) y 1F1(i7j’k) representa las derivadas parciales de la fun-
cién confluente hipergeométrica. A pesar del aspecto aparentemente complejo de
estas ecuaciones, el sistema puede resolverse sin dificultad por medio de los méto-
dos numéricos disponibles en la mayoria de los paquetes comerciales de software

Wolfram, (2010) Mathematica 8.

5.3. La distribucion Poisson-Beta como distribu-
cién primaria

En esta Seccion nos ocupamos del modelo de riesgo colectivo compuesto en el
que la distribucién primaria es la Poisson-Beta. Consideremos entonces la variable
aleatoria S = X7+ Xo+...+ Xy donde X7, X5, ..., Xy son variables aleatorias mu-
tuamente independientes, no negativas y donde las variables aleatorias X, Xo, ...
estan idénticamente distribuidas con funcién de cuantia comun f(z;) = f;. La
distribucion de la variable aleatoria S se denomina Poisson-Beta compuesta.
Resulta bien conocido que la funcién caracteristica de S viene dada por: (Gémez

2009, p. 150).

ps(t) = Grlpx ()] = 1Fi(a;a+ b; ¢(px(t) — 1)),

donde ¢ (t) representa la funcién caracteristica de la variable aleatoria X.
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La distribucién de S juega un papel importante en estadistica actuarial cuando
N representa el nimero de reclamaciones y X; la cuantia asociada a la i-ésima
reclamacién, de modo que S representa la cantidad total reclamada. Resulta bien

conocido que la funcion densidad de probabilidad de S viene dada por:
gi = anfi*na 1> 07
n=0

y g0 = Gn(fo) = 1Fi(a;a+b;¢(fo—1)), donde f;*" denota la convolucién n-ésima f;
y pn = Pr(N = n) viene definida en la expresién Los avances computacionales
permiten hoy en dia calcular los valores de g; con una exactitud razonable. Sin
embargo, para la mayoria de las distribuciones discretas existen férmulas recursivas
que permiten su cédlculo de manera exacta. A continuacion demostraremos que esto

resulta también posible para el caso del modelo Poisson-Beta compuesto.

A partir de la expresién 5.8 suponiendo que la variable aleatoria N sigue la

distribucion Poisson-Beta, se puede demostrar que:

b -2 -2
Do = (1+M) Dot —Mpn—m n=2.3,... (5.15)

n n(n —1)

siendo py = e~¢ 1 Fy(b;a + b; ¢) mientras que

p=9¢(a+1)/(a+b+1)1Fi(b;a+b+1;¢)/1Fi(b;a+ b+ 1;0)po.

Si en la expresion hacemos a = 1, se obtiene la siguiente relaciéon de recurrencia
b+¢—1
Pn = (1‘1‘#)]%—1—?]%—2, n:273a"'
n n

Finalmente, el siguiente resultado proporciona una férmula que permite el calculo

exacto de la distribucion de la cantidad total reclamada.
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Teorema 5.1. (Gémez 2009, p. 152). Considérese la clase de distribuciones de

masa de probabilidad que verifican la siguiente formula recursiva
m c
pn:(1+_)pn—l+_pn—2a n:2a3>"'
n n

Supongamos que la variable aleatoria asociada a la i-ésima reclamacion, con funcion
de masa de probabilidad f;, es de tipo discreto. Entonces, la funcion de masa de
probabilidad de la cantidad total reclamada, gs(x;) = g; satisface la siguiente

relacion de recurrencia:

1 i mj ¢ 12 i mgj |
[ i 1+ — i+ f i—j 1+ — i (> > 1
g po+1_f0{p1f+;[<+Z)fﬂr%fj]ga w3 (1+2) 1p

Jj=1

i
siendo fj*2 = Z fifi—j, mientras que go = po
j=0

Demostracion. Partimos de la expresion:
o o
g1 =Y ol =potpifit Y Pk
n=0 n=2

A continuacién, utilizando las siguientes expresiones

*n *(n—1
D DT/
7=0
J:

I Z - ok po*(n—k) S . —
o= EE:N}iﬂ , i=1,2..; n=12...,
j=1
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se obtiene que:

I [ i
n=2

n=2

= S e Y e
n=2 n=2 n=2

nfty

S SN SF TS S ST AL
n=2 Jj=0 n=2 j=1

+c Z %]%—2 Z jfj*2 Zi(jn_2)
n=2 j=1

= D D _peafTV
j=0 =2
+? ijj an—lfii(;_l)Q% ijii(f_m Zp"—ljfii(;_l)
j=1 n=2 Jj=1 Jj=1

i m e da )
= ij(gi—j —po) + r Z]fj(gi*j —po) + % Z]fj 292‘7]'-
=0 j=1 j=1
Por tanto:
_ Z AW i mj
9i = p0+p1fi+fo(gi—po)+jz [(1 + T) fi+ ij } 9i—j —Po ]Zl (1 + T) i
1 =
de donde se sigue el resultado O]

La formula recursiva para la cantidad total reclamada para el modelo Poisson-Beta
compuesto se obtiene haciendo m = b+ ¢ — 1y ¢ = —¢ en el teorema anterior.
Finalmente, se puede obtener una férmula alternativa para el caso en que f; sea

continua, cambiando los correspondientes sumatorios por integrales.
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CAPITULO 6

CONCLUSION

En este apartado probaremos a través de diversos conjuntos de datos la utili-
dad del modelo Poisson-Beta propuesto. Los ejemplos consisten en tres conjuntos
de datos utilizados en la literatura actuarial. El primer conjunto de datos aparece
en Klugman (2014, p. 465). Estos datos representan el niimero de contratos de pdli-
zas de seguros que han experimentado desde 0 hasta més de 12 reclamaciones. El
segundo conjunto de datos ha sido utilizado por Willmot (2012, p. 123 ), y corres-
ponde a reclamaciones de una poéliza de seguro de automéviles recogida en Zaire en
el ano 2009. Estos datos han sido ajustados previamente utilizando, entre otras, las
distribuciones Poisson, binomial negativa, Poisson-inversa Gaussiana y la distribu-
cién Poisson-Gamma. Finalmente, el tercer conjunto de datos se refiere al nimero
de hospitalizaciones de un determinado grupo de empleados de una empresa, que
aparece en Simon (2010, p. 47).

Todos los conjuntos de datos presentan sobredispersion, puesto que las varian-
zas muestrales son mayores que las respectivas medias. Por tanto, la distribucion
Poisson-Beta propuesta en este trabajo parece apropiada para ajustar dichos datos.
Para el primer conjunto de datos, el cuadro6.1{muestra los datos originales junto con
los valores ajustados obtenidos mediante los tres métodos de estimacién (método de
la frecuencia de ceros y los dos primeros momentos factoriales (ZM), método de los
momentos (MM) y método de maxima verosimilitud (ML)). Para el segundo con-

junto de datos, el cuadro incluye los valores observados y los ajustados mediante
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maxima verosimilitud. Hay que senalar que para este conjunto de datos los métodos
basados en momentos no proporcionan estimadores admisibles. Los cuadros y
muestran diversos estadisticos, incluyendo el valor del estadistico x? junto con
los correspondientes p-valores, asi como el valor del logaritmo de la funcién de vero-
similitud. Todos los ajustes son bastante satisfactorios, de modo que no se rechaza
la hipotesis nula y se mejoran los ajustes proporcionados por otros modelos clasi-
cos. Finalmente, los cuadros y recogen, respectivamente, los datos y valores
ajustados, asi como el resumen de los estadisticos de ajuste para el tercer conjunto

de datos. De nuevo los ajustes son bastante satisfactorios.
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Cuadro 6.1: Frecuencias observadas y estimadas con el modelo Poisson-

Beta mediante los tres métodos de estimacion propuestos.

Numero Observadas | Estimadas | Estimadas | Estimadas
de (ZM) (MM) (ML)
reclamaciones
0 98 98.00 95.30 97.78
1 63 72.44 73.46 73.15
2 54 48.98 50.21 51.02
3 42 33.16 32.12 33.08
4 21 19.23 24.68 22.87
5 11 12.03 13.20 13.54
6 4 8.48 7.93 8.21
7 0 4.40 4.59 4.65
8 3 2.57 2.56 2.58
9 5 1.24 1.26 1.23
10 0 0.61 0.74 0.64
11 1 0.29 0.34 0.42
> 12 0 0.14 0.32 0.58
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Cuadro 6.2: Resumen los ajustes para los datos del cuadro

Método | ZM MM ML
a 0.931 1.229 1.066
b 2.812 7.245 4.466
b 7.208 | 12.459 | 9.291
2 4.78 4.52 4.75
gl 3 3 3
p-valor | 18.86% | 21.05% | 19.10%
Lyas | -560.863 | -560.826 | -560.764
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Cuadro 6.3: Frecuencias observadas y estimadas con el modelo Poisson-

Beta mediante el método de maxima verosimilitud.

Numero de | Observadas | Estimadas
reclamaciones (ML)
0 3719 3719.22
1 232 229.88
2 38 39.92
3 7 8.41
4 3 1.93
5 1 0.46

Cuadro 6.4: Resumen de los ajustes para los datos del cuadro 6.3

Método ML
a 0.216
b 848.403
b 339.323
X2 1.43
g.l. 1
p-valor | 23.17%
Loaw | -1183.55
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Cuadro 6.5: Hospitalizaciones observadas y ajustadas con el modelo

Poisson- Beta mediante dos de los métodos de estimacion propuestos.

Numero de Observadas | Estimadas | Estimadas
hospitalizaciones (MM) (LM)
0 2659 2659.14 2659.07
1 244 243.45 243.62
2 19 19.80 19.68
3 2 1.50 1.50
+4 0 0.10 0.11

Método | MM ML
i 1.138 1.268
b 14.076 | 60.519
¢ 1.316 | 4.798
x> 0.30 0.63
g.l 1 1
p-valor | 58.38% | 42.73%
Liaz | -969.067 | -969.065
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Durante el desarrollo de este trabajo se propuso la distribucién Poisson-Beta

para su aplicacién en seguros individuales y en la teoria del riesgo colectivo.

A partir de lo desarrollado en los primeros capitulos se han obtenido las primas
de riesgo colectiva. Basado en técnicas desarrolladas en las referencias se han
estudiado propiedades del modelo colectivo, y utilizando los resultados expuestos
en la presente tesis se han obtenido las estimaciones para la distribucién de la

cantidad total reclamada, suponiendo que la cuantia es de tipo discreto.

Siguiendo lo desarrollado por actuarios se ha obtenido métodos de estimacion de
momentos y de maxima verosimilitud para la distribucion Poisson-Beta, la cual uti-
lizamos en las aplicaciones con datos reales de:dados el niimero de contratos de
polizas de seguro, nimero de reclamaciones por seguro vehicular y el nimero de
hospitalizaciones de seguros médicos, que pone de manifiesto la importancia de esta
distribucién mixta respecto a los seguros generales ya que a partir de una frecuencia
de ocurrencia media, la probabilidad de que ocurra un determinado ntimero de even-
tos durante cierto periodo de tiempo se sucede frecuentemente en la realidad. Este
trabajo de investigacion servira de base para el futuro analisis de la sobredispersién
correspondiente a la distribucion mixta Poisson-Beta, la misma que garantizara a
la empresa aseguradora una estabilidad y crecimiento, para lo cudl se requereria un
alto nimero de datos de un mayor nimero de diversos eventos relacionados al tipo

de seguro y anélisis de riesgo.
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