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PROLOGO

En el Capitulo 1 se presenta una rapida revision de conceptos tales como
control éptimo y control robusto, y su aplicacion al control activo de vibraciones.
Primero, para mejor posicionar el problema tratado en el presente trabajo, se
hace una introduccion de las técnicas de control de vibraciones. Posteriormente
se muestran las ideas bésicas relacionadas al control 6ptimo y al control robusto.
Finalmente, se presenta una revisién bibliografica en la que se resume la evolu-
cion de las diversas técnicas de control, siempre orientadas al control activo de

vibraciones.

De experiencias anteriores se sabe que el célculo de controladores Hy/H.oo,
como definido en el presente trabajo, requiere de una adimensionalizacion de la
planta. Esa adimensionalizacion supera el mal condicionamiento inicial de las
matrices del modelo y permite realizar la cantidad de operaciones con matrices
necesarias. En ese sentido, en el Capitulo 2, se presenta un modelo de viga del tipo
Euler-Bernoulli y su correspondiente adimensionalizacion. Se consigue construir
una clase de vigas dinamicamente equivalentes, las mismas que estan caracte-
rizadas por un grupo adimensional. En la parte final del Capitulo 2 se obtiene
la representacién espacio de estados adimensional del modelo a ser usado en el

disenio del control.

El Capitulo 3 muestra la teoria del diseno de los sistemas de control por
realimentacion. Este capitulo comienza con la definicién del problema de control

y la presentacién de un diagrama de flujo con los pasos necesarios para el diseno



del control. Seguidamente, el diseno de los sistemas de control por realimenta-
cién para sistemas de una entrada una salida (SISO) es ampliamente revisado y
extendido para sistemas de multiples entradas multiples salidas (MIMO). Poste-
riormente se describe la formulacion general del problema de control, que, usando
una configuracion general de control, hace posible formular los diversos proble-
mas de control. Para culminar con el disenio del control, el Capitulo 3 presenta

las especificaciones de diseno: desempeno, estabilidad y robustez en lazo cerrado.

Las técnicas de diseno de controladores a ser usadas en el presente trabajo
son descritas en el Capitulo 4. Se comienza con el controlador Hs, el cual sélo
considera desempeno en la formulacién del problema de control, se continiia con
el controlador H, el cual considera tanto desempeno como robustez pero tiende
a ser muy conservativo, y, finalmente, se concluye con el controlador Hy/H., este
tipo de control incorpora el desempeno Hs y la estabilidad H, en su formulacion.
Un método de cdlculo de controladores Hsy/Ho por medio de expansion en bases

es presentado en la parte final del Capitulo 4.

A partir del Capitulo 5, la teorfa desarrollada en los capitulos previos es
aplicada en el control de vibraciones de una viga flexible simplemente apoyada.
El objetivo de este capitulo es definir la planta generalizada de forma que quede
expedita para el calculo de los controladores. Para diseno del control, primero
se coloca la planta de acuerdo a una configuracién generalizada de control, con
esa intencién se calculan las plantas nominales, plantas residuales y el modelo
de incerteza. Posteriormente se definen las especificaciones de diseno: atenuar
vibraciones (amortiguar los modos de baja frecuencia) e incrementar la atenua-
cién de disturbios en la zona de modos residuales - la atenuacion de vibraciones
esta limitada por la senal de actuacion. Los controladores son calculados usando
MATLAB. Los algoritmos de calculo de controladores Hy y Hoo son obtenidos
en base a la teoria de control en el dominio del tiempo desarrollada por Glover-
Doyle, [14]. El controlador Hs/H, fue calculado usando el algoritmo presentado

en el Apéndice E, algoritmo que se basa en la teoria de control en el dominio de la



frecuencia desarrollada por Silveira-Ades, [39], [2]. Antes de implementar los con-
troladores en la planta de evaluacién via simulaciéon computacional, se procedié a
realizar una redimensionalizacion del controlador de acuerdo con lo estipulado en

el Apéndice D.

En el Capitulo 6 se presentan los resultados de los abordajes de diseno para
desempeno nominal (Hz), desempeno robusto/estabilidad robusta (H) y desem-
peno nominal/ estabilidad robusta (Hs/H) considerando el problema de atenua-
cién de vibraciones en una viga flexible simplemente apoyada. Para propdsitos
de comparacién, se realiza una evaluacién de los resultados obtenidos segin el

desempeno y la estabilidad de cada sistema controlado.

Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas luego de un anélisis
de los resultados y algunas sugerencias de trabajos futuros. El Apéndice también
muestra la implementacion de algunas de las técnicas de control presentadas en

este trabajo para el caso de un sistema de posicionamiento multidimensional.



Capitulo 1

INTRODUCCION

Las estructuras en ingenieria son frecuentemente fabricadas a partir de
un numero de componentes modulares conectados por elementos estructurales.
Ejemplos de esas estructuras, tales como armaduras, paneles, antenas, estaciones
espaciales, etc; son encontradas en barcos, submarinos y aeronaves. Las vibra-
ciones pueden tener efectos indeseables en esas estructuras, ellas pueden causar
dano a la propia estructura o a sus componentes adjuntos. El hecho de que la
mayoria de las estructuras sean bastante rigidas y tengan inherentemente factores
de amortiguamiento bajos hace que la vibracién en las resonancias sea muy gran-
de. En esas condiciones, la energia vibratoria puede fluir a través de la estructura
y causar movimientos significativos, en el caso de una aeronave, en el ambiente
de trabajo de la tripulacién o peor ain, en el espacio reservado a los pasajeros.
Vibraciones de ese tipo también pueden afectar equipamientos muy sensibles o

causar danos por fatiga, especialmente en estructuras de bajo peso.

El control de vibraciones consiste en la supresion de las vibraciones ya sea
mediante la adicion deliberada de fuerzas de control al sistema, control activo,
mediante la modificacion del diseno del sistema, control pasivo, o mediante una
combinacion de los anteriores, control activo-pasivo. Cabe resaltar que el control
activo de vibraciones es un area de gran interés en la industria aeroespacial debido
a las restricciones de peso. Asi, muchos métodos de diseno de controladores se han

venido investigando en las 1ltimas cuatro décadas con la intencién de encontrar



aquel controlador que satisfaga las necesidades de la industria aeroespacial. Las
técnicas de control clasico encuentran sus limitaciones en que sélo pueden trabajar
con sistemas de una entrada una salida (SISO)!, las técnicas de control éptimo,
atin siendo MIMO, no son propicias cuando se tiene dinamica no-modelada, in-
certezas paramétricas y ambientes ruidosos, luego, las técnicas de control robusto
parecerian ser las mas adecuadas. [,Htimamente, para muchos problemas de con-
trol que requieren buenos desempenos, como por ejemplo el control de sistemas
espaciales grandes, el control éptimo robusto (control Hy/Ho,) es uno de los que

asegura la robustez en estabilidad y el desempeno 6ptimo requerido.

El presente trabajo considera el problema de la supresién de vibraciones
para una viga flexible simplemente apoyada?, caso simplificado pero representa-
tivo de una estructura en ingenieria. Para efectos de comparacién de los diversos
sistemas controlados por técnicas de control 6ptimo y control robusto, se esta-
blece un procedimiento de forma que se considere tanto el desempeno de la viga

controlada como la robustez en estabilidad del sistema controlado.

1.1. Control de vibraciones

Para el control de vibraciones existen las técnicas de control pasivo, las
de control activo y las de control activo-pasivo. Las técnicas de control pasivo
generalmente son aplicables en la etapa de diseno, en tanto que las de control
activo pueden ser aplicadas tanto en la etapa de diseno como después. Las técnicas
de control activo-pasivo, como su nombre lo dice, incorporan las dos técnicas

anteriores en un mismo sistema.

Las distinciones entre el control activo y el control pasivo se basan en

IEn la industria aeroespacial se requieren muchos sensores, que permitan representar fiel-
mente la dindmica del sistema, y actuadores, que permitan obtener el desempeno deseado del
sistema controlado. Eso significa que se debe trabajar con sistemas de control multiples entradas
multiples salidas (MIMO).

2La viga es modelada como un sistema de pardmetros concentrados



las descripciones fisicas del proceso y no en las ecuaciones matematicas idea-
lizadas. Un ejemplo esclarecera lo antes dicho. Considerese un sistema masa-
amortiguador-resorte:

mi + ct + (k+ Ak)x =0 (1.1)

Este modelo matematico podria resultar tanto del control activo como del control
pasivo, una simple evaluacién de (1.1) no puede hacer la distincién. El control
pasivo selecciona una nueva constante de rigidez k + Ak > 0 para el sistema (Ak
no es ajustado en tiempo real) mientras que el control activo mide x(¢) como una
funcién en tiempo real y multiplica (en tiempo real) x(¢) por una constante —Ak

para implementar la senal de control u(t) = —Akxz(t) que restringira al sistema:

m + ct + kx = u(t) (1.2)

donde u(t) viene a ser un dispositivo electromecanico que varia la rigidez del

resorte.

Es la implementacién fisica la que afecta de forma drastica las propieda-
des de robustez de un sistema, y ésta es la principal razén por la que se hace
la distincion entre control activo y pasivo. Supdéngase que se tiene un error de
implementacién en los dos casos (1.1) y (1.2). En el caso de control pasivo el
error viene a ser un valor incorrecto de Ak, por ejemplo, mas grande que el valor
de diseno. Eso conlleva a un valor mas grande de k + Ak, pero la fisica del re-
sorte garantiza que k + Ak sea todavia una constante positiva. Como resultado,
(1.1) no puede ser desestabilizado por el control pasivo, esto sin importar cuan
grande o pequena sea la implementacién de k + Ak > 0. Considerando errores
en la implementacion del control activo, donde sensores fisicos tienen que gene-
rar senales que restringen a los actuadores fisicos, el dispositivo que modifica la
rigidez del resorte tiene dindamica que obviamente no fue considerada al usar el
modelo simplificado u(t) = —Akz. Los sensores y actuadores pueden introducir

retrasos y sus propias dindmicas en el sistema. Por ejemplo, sean el sensor y actua-



I arbitrariamente

dor arbitrariamente rdapidos pero de ancho de banda finito (¢~
grande), luego la dindmica del sensor y la del actuador puede ser aproximada por
(es+1)~1. Existe un Ak lo suficientemente grande para desestabilizar al sistema,

k + Ak > ¢/(2¢) desestabiliza al sistema3.

La diferencia notable entre el control activo y pasivo radica en que el control
pasivo no hace ningtin cambio en tiempo real en el sistema y debido a esto no
puede desestabilizar un sistema conservativo sin importar cuan serios puedan ser

los errores de implementacién fisica.

1.1.1. Control pasivo de vibraciones

El control pasivo depende del diseno inicial de la estructura, de la adicién
de material viscoelastico a la estructura y del uso de amortiguadores. El control
pasivo, a pesar de no ser tan efectivo como el control activo-pasivo o el control
activo, tiene 4 principales ventajas: (1) generalmente es barato; (2) no consume
energia externa; (3) es inherentemente estable; y (4) trabaja en las peores con-
diciones, por ejemplo, terremotos, choques, etc. A continuacién un resumen de

algunas de las técnicas de control pasivo.

Alteracién de la geometria de la estructura, nacié de la idea de
disenarse un filtro estructural genérico que pueda ser usado para insertar ca-
racteristicas deseadas en una estructura, manteniendo su habilidad de soportar
cargas estaticas en tanto bloquea movimientos en una faja de frecuencias previa-

mente establecida. Ver Fig. 1.1.

Tratamientos para amortiguamiento (damping treatments), consisten
en el recubrimiento de elementos estructurales con material viscoelastico. La vi-

bracion origina deformaciones por cisallamiento en la placa viscoelastica, lo cual

3Nétese que, en ausencia de amortiguamiento, tales sistemas son siempre inestables para
cualquier k+ Ak > 0. Afortunadamente, las estructuras reales siempre tienen algiin amortigua-
miento, aunque sea pequeno.



disipa energia, reduciendo la vibracién. Ver Fig. 1.2.

Aislamiento de vibraciones, usado en el caso donde la energia vibratoria
puede ser contenida cerca de los puntos de excitacion y, por consiguiente, el
material viscoelastico puede ser concentrado en regiones donde sea mas efectivo.
Asi, el aislador esta siempre en el camino de la transmisién de vibraciones entre

la fuente de perturbacion y el equipamiento a ser aislado. Ver Fig. 1.3.

Absorvedores, reducen vibraciones por la absorcion de energia vibratoria
a través del desplazamiento de su masa, siendo posicionados en el punto de mayor
aceleracion del equipamiento de interés. Los absorvedores pasivos trabajan bien
en una frecuencia de excitacién fija, se puede conseguir que el desplazamiento en
el equipamiento protegido sea casi nulo. Si la frecuencia cambia, el absorvedor

continia aplacando las vibraciones pero con una eficiencia menor. Ver Fig. 1.4.
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Figura 1.1: Control pasivo usando alteraciéon de la geometria
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Figura 1.2: Control pasivo usando tratamientos para amortiguamiento
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Figura 1.3: Control pasivo usando aislamiento

Figura 1.4: Control pasivo usando absorvedores

1.1.2. Control activo de vibraciones

Como un intento de mejorar el desempeno del sistema controlado, surgie-
ron varios trabajos que abordan el uso del control activo. El control activo visa
suprimir o atenuar las vibraciones mediante la adiciéon deliberada de una fuerza

de control al sistema.

El control activo de vibraciones requiere el uso de un sistema auxiliar de
control que consiste en hardware, tal como actuadores* y dispositivos de medida

(sensores), y software para implementar la ley de control®. Un desdoblamiento

4 Actuadores que pueden ser hidrdulicos, neuméticos, electromagnéticos, épticos, etc. Actua-
dores construidos con materiales piezoeléctricos estan siendo cada vez mas solicitados.
5La ley de control puede ser del tipo éptimo, robusto, adaptativo, etc.
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natural para investigacion seria la naturaleza de las leyes de control (materia
del Capitulo 4) y de los actuadores apropiados para implementar estas leyes.
Considerese el diagrama de bloques de la Fig. 1.5 como una muestra de una
estructura con control activo, donde y es el vector de medidas del sensor (“salidas
medidas”), z es el vector de “salidas controladas”, w es el vector de disturbios

que afectan al sistema; y u es el vector de senales de control.

El control de vibraciones por realimentacion encuentra aplicaciones en la
atenuacion de la excesiva agitacién en equipamientos de alta precision, en la
mejoria del confort de los pasajeros de vehiculos terrestres y aéreos, entre otros.
El control activo de estructuras de aplicacion aeroespacial resulta particularmente
atractivo ya que existen grandes restricciones en relacion al peso, lo cual limita la
adicién de masas y tratamientos para amortiguamiento, y en relacion a la rigidez

estatica.

Un aspecto esencial del sistema con control activo es que se necesita energia
externa para producir la accién de control, este hecho lo hace vulnerable a una

falla en el sistema de energia, que siempre es una posibilidad latente.

W Z
—_— —_—
Actuadores Estructura Sensores
u y

Conversor Controlador Conversor
D/A A/D )

Figura 1.5: Control activo de vibraciones
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1.1.3. Control activo-pasivo de vibraciones

El control activo-pasivo de vibraciones hace uso del control activo para
suplir e incrementar el desempeno de un sistema con control pasivo. Alternati-
vamente, el control pasivo puede ser adicionado a un sistema con control activo
para disminuir los requerimientos de energia. En muchos casos, los sistemas con
control activo-pasivo compensan las limitaciones de uno u otro tipo de control
alcanzando una soluciéon mejorada, por ejemplo, un tipo de tratamiento hibrido
para amortiguamiento se puede obtener mediante la sustitucién, o complementa-
cion, de la placa de restriccién de un tratamiento para amortiguamiento pasivo
por un actuador piezoeléctrico, ver Fig. 1.2. Este mecanismo permite incremen-
tar activamente la deformacion de cisallamiento de la placa de viscoelastico y

consecuentemente la energia disipada.

Un gran beneficio del control activo-pasivo, en caso de una falla de energia,
es que el componente pasivo todavia ofrece cierto grado de proteccién, a diferencia

del control activo.

1.2. Leyes de control

En la década de los 80, muchos investigadores trabajaron en el control
activo de vibraciones haciendo uso, principalmente, de leyes de control éptimo.
Asi, métodos de control 6ptimo fueron aplicados satisfactoriamente en el control
de sistemas estructurales ya que ellos caracterizan de alguna forma las limitaciones
en la cantidad de los sensores y actuadores. Sin embargo, la caracterizacion de la
incerteza resulto ineficiente; en una serie de problemas, la intencion era contar con
un tipo de control que explicitamente considerara los problemas del modelado,
dinamica de sensores y actuadores, etc. y que, ain asi, cumpliera con los objetivos
de control. El control que satisfizo estos requerimientos fue el denominado control

robusto.
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1.2.1. Control 6ptimo

La teoria de control 6ptimo pertenece al denominado control moderno. Na-
ci6 de la necesidad de contar con controladores que funcionen satisfactoriamente
en sistemas de orden elevado, con multiples entradas y miltiples salidas, o sim-
plemente en sistemas que no poseian las propiedades requeridas para un control
clasico®. A diferencia del control cldsico, el control éptimo provee procedimientos
analiticos y no deja la responsabilidad del disenio al conocimiento empirico del di-
senador. Como resultado, el control 6ptimo presenta soluciones que abarcan una
mayor cantidad de sistemas en comparacion al control clasico. Adicionalmente, el
sistema que resulta del diseno de control 6ptimo, no solo es estable, tiene cierto
ancho de banda y satisface cada una de las restricciones del control clésico, sino

también es el “mejor” en una cierta clase, de ahi la palabra éptimo.

El control 6ptimo lineal es un tipo especial de control 6ptimo. En ese caso,
la planta es considerada lineal y el controlador, calculado segin la idea de control
éptimo, también es lineal”. En ese contexto se presenta la siguiente pregunta: ;por
qué control 6ptimo lineal y no sélo control 6ptimo? Para comenzar, muchos de los
sistemas de ingenieria son lineales antes de la adicién del controlador. También,
un controlador lineal es facil de implementar fisicamente o en la mayoria de los
casos suficiente. Ademds, muchos de los problemas de control éptimo no tienen
aproximacion computacional o requieren mucho esfuerzo computacional en la
aproximacién de su solucion, a diferencia del control éptimo lineal donde casi
todos los problemas tienen aproximacién computacional. Considerandose esas
ventajas, muchos problemas de control 6ptimo no lineales son resueltos usando

las técnicas de solucién del control 6ptimo lineal después de una linealizacion del

5El control clasico sélo se aplicaba a los sistemas lineales, invariantes en el tiempo y con ape-
nas una entrada y una salida. Los métodos de diseno en el control cldsico eran una combinacién
de los analiticos (Transformada de Laplace, Test de Routh, etc.), de los gréficos (Grafico de
Nyquist, Gréfico de Nichols, etc.) y un buen porcentaje de conocimiento empirico (cierto tipo
de compensador trabaja satisfactoriamente en cierto tipo de sistema).

"Esto significa que la salida del controlador depende linealmente de la entrada, siendo que
la entrada es una cantidad derivada de medidas en la planta.
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sistema.

Las principales caracteristicas de la teoria de control éptimo lineal son la
descripcion de los sistemas en la forma de espacio de estados, la optimizacion
en términos de un criterio cuadratico lineal y la incorporaciéon de la teoria de
observadores®. También, se considera la naturaleza estocéstica de los problemas
de control, la cual es esencial en el diseno del controlador por la presencia de ruidos
en los sensores y actuadores (Anderson, [1]), (Kwakernaak et al, [25]). Siendo asf,
uno de los aspectos a ser considerados en el diseno de un controlador 6ptimo es la
utilizacion de indices de desempeno que tomen en consideracion restricciones en la
senal de control y en el error. La introducciéon de estos indices lleva naturalmente a
la utilizacion de normas en la definicién de problemas de control. En ese sentido, se
puede considerar el problema de minimizacién de una norma® de una determinada

funcion de transferencia de un sistema en lazo cerrado.

1.2.2. Control robusto

En el disenio de controladores para sistemas fisicos debe tomarse en cuenta
la exactitud del modelo y su complejidad matematica. Los modelos “exactos”,
cuando obtenidos, requieren demasiado esfuerzo computacional, lo que hace que
no sean considerados propicios para propésitos de control. Ademds, muchas de
las técnicas usadas en el control de sistemas multivariables trabajan mejor con
modelos nominales de orden moderada, lineales e invariantes en el tiempo (Ma-
ciejoswki, [31]). En la préctica, los modelos no-lineales de orden muy grande son
linealizados en torno de algtin punto de operacién y también son reducidos para
obtenerse modelos nominales que puedan ajustarse a las limitaciones computacio-
nales o a las restricciones de implementacion del controlador. Esas practicidades

introducen errores de modelado en la forma de dindmica no-modelada, que deben

8Los observadores aproximan las variables de estado del sistema a partir de medidas.
9Para el caso de control 6ptimo una norma Hs.
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ser tomados en cuenta en el proceso de cédlculo del controlador. Adicionalmente,
los parametros en los modelos nominales y de anélisis no son conocidos con pre-
cision y pueden causar inestabilidades en caso de que no se tomen las debidas

precauciones.

Las consideraciones previamente mencionadas son especialmente criticas
en el disenio de controladores para estructuras flexibles (Joshi, [23]). Esos contro-
ladores generalmente son obtenidos a través de técnicas de reduccién de orden
aplicadas a modelos de orden elevado, que, por su parte, son el resultado de
técnicas de discretizacién como elementos finitos, modos supuestos, etc. En la
reduccién de orden se desprecia una parte del modelo de elementos finitos (o
cualquier otro) de forma que se obtenga un controlador de bajo orden. Aunque
la dindmica no-modelada (parte despreciada) no esté més en el modelo nominal,
ella ain puede ser influenciada por el control. Es necesario tener cuidado en el
proceso del diseno del controlador para evitar los efectos del “spillover” de con-
trol y de observacion'® que desestabilizan la dindmica no-modelada, (Balas, [6]).
Ademas, los modelos nominales contienen incertezas paramétricas en las frecuen-
cias naturales y en los factores de amortiguamiento, que forman parte del modelo
nominal. Asi, un requerimiento fundamental en el disenio de la ley de control para
estructuras flexibles es alcanzar y preservar la estabilidad en lazo cerrado en la

presencia de dinamica no-modelada e incertezas paramétricas.

Las incertezas no paramétricas, tales como la dinamica no-modelada, tipi-
camente ocurren en la regién de alta frecuencia de los modelos fisicos. En el diseno
del controlador, la dinamica no-modelada es tratada, frecuentemente, reducien-
do el desempeno mediante el “rolling off” del controlador sobre una banda de
frecuencia alta. El tratamiento de incertezas paramétricas es una area en la que
se viene realizando mucha investigacién. El presente trabajo esta relacionado con

controladores que estabilizan (robustamente) un sistema en la presencia de incer-

0Excitacién de los modos no modelados por parte del actuador y contaminacién de las salidas
obtenidas en el sensor con la dindmica no-modelada.
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tezas, tanto paramétricas como no-paramétricas, bajo la forma de perturbaciones

aditivas.

Las incertezas también pueden ser vistas como perturbaciones en torno de
un modelo nominal. Si un tinico controlador estabiliza la planta nominal y todos
los sistemas dentro de la vecindad generada por las perturbaciones, se dice que
el compensador estabiliza robustamente toda la familia de sistemas. La buisqueda
de una mayor vecindad para una planta dada, para la cual un tnico controlador
produce estabilidad en lazo cerrado, puede ser formulada como el problema de

control Hoo't.

En aplicaciones practicas, frecuentemente se desean controladores que sean
robustos y que también sean 6ptimos en una cierta clase. Tales controladores pue-
den ser obtenidos con las técnicas de control Hy/Hoo, que buscan un compromiso

entre robustez y optimalidad.

1.3. Revision bibliografica

El control activo de vibraciones es un area de investigacion que viene reci-
biendo una creciente atencién en las ultimas décadas. El hecho de que los sistemas
estructurales flexibles estén caracterizados por plantas de alta densidad modal y
el gran niimero de sensores y actuadores que ellos necesitan no permiten el uso de
un abordaje SISO. La necesidad de trabajar con sistemas de multiples entradas

y multiples salidas hace que se desarrollen las denominadas técnicas de control

MIMO.

Los primeros intentos para formular abordajes de diseno de control MI-

MO tuvieron como base a la teoria de disenio lineal/cuadratica/gaussiana LQG

" Como consecuencia una gran cantidad de herramientas para andlisis basadas en criterios
de desempeno y estabilidad H, fue desarrollada por Zames, Doyle et al, Francis, Macfarlane
y Glover.
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(Kwakernaak, [25]) originada en 1960. Asi, métodos de control 6ptimo, como el
LQG, han sido aplicados satisfactoriamente al control de sistemas estructurales,
yva que ellos caracterizan de alguna forma las limitaciones en implementacion
de los sensores y actuadores'?. Si se consideran las limitaciones de los modelos
aproximados y la capacidad computacional de los procesadores, este tipo de con-
trolador muestra su ineficacia. Una limitacién fundamental del LQG en el control
de vibraciones es su falta de robustez. Otra limitacion del LQG es que el orden
del controlador es igual al de la planta y considerando que los modelos que repre-
sentan fielmente los sistemas estructurales flexibles contienen algunas centenas
de modos, el controlador LQG sobrecargara la capacidad de procesamiento en

tiempo real.

Un abordaje simple de disminucién del orden del controlador LQG es des-
preciar modos de vibraciéon en el modelo nominal hasta que se tenga un modelo
con el orden deseado para el controlador. Un gran nimero de investigadores han
observado que la dinamica despreciada origina el “fenémeno de spillover de con-
trol y de observacion”, lo cual conlleva a inestabilidades en el sistema en lazo
cerrado (Balas, [6]), (Joshi, [23]). Como consecuencia de las limitaciones del LQG
(falta de robustez y simplicidad del controlador), se viene realizando mucha in-
vestigacion para tratar de resolver esos dos problemas. Se puede hablar de cuatro
tipos de abordajes que intentan resolver esos problemas: modificaciones directas
o extensiones de la teoria del LQG, simplificaciones del controlador, control que

incorpora el error en el modelado (control robusto) y control mixto.

A. Modificaciones directas o extensiones de la teoria del LQG

Este primer abordaje relaciona técnicas que suplen la falta de robustez del

LQG aprovechando el hecho de que las estructuras flexibles son inherentemente

12En Ja implementacién se presentan algunas limitaciones, por ejemplo, en el actuador: ancho
de banda, potencia y fuerza (torque) limitados; en el sensor: precisién del sensor limitada y ruido
del sensor /electrénica.
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pasivas (disipadoras de energia) y configuran leyes de control que preserven la
pasividad. Con pares de sensores y actuadores colocados'® y conjugados', la
planta estructural es por lo menos positiva'®. Entonces, se puede asegurar la
estabilidad en lazo cerrado en la presencia de errores de modelado estructural
(si no se violan las restricciones de colocacién y conjugacién) haciendo que el
controlador sea estrictamente positivo'®. La principal ventaja de este abordaje es
la estabilidad garantizada en la presencia de una amplia clase de inexactitudes
en el modelado y no-linealidades, pero, se debe tener cuidado en el modelado de

la dinamica de los sensores y actuadores.

Los esfuerzos para juntar los beneficios de robustez obtenidos del control
disipativo con el alto desempeno del LQG resultaron en los controladores de al-
ta/baja autoridad (HAC/LAC) (arquitectura de control a dos niveles) (Gawrons-
ki, [18]). El controlador HAC es la parte del controlador que intenta alcanzar los
objetivos de desempeno, se aplica la teoria del LQG a un modelo reducido que
contiene los modos significativos correctamente modelados (generalmente los pri-
meros modos) y con esto se asegura que el controlador sea de bajo orden. El
propésito del controlador LAC es reestabilizar los modos residuales por medio de
un controlador disipativo. Se debe tener cuidado en la exactitud del modelado
del sistema para el HAC ya que él retiene la falta de robustez del LQG. En las
aplicaciones practicas, este tipo de controlador ha presentado mucha flexibilidad

excepto por el hecho de requerir sensores y actuadores colocados y conjugados.

Continuando con la descripcion de controladores que son una extensién del

LQG, se encuentran los controladores obtenidos usando métodos de desacopla-

13Se dice que un actuador y un sensor son colocados si existe deformacién estructural des-
preciable entre la posicién del sensor y la del actuador.

14Se dice que un actuador y un sensor son conjugados si la variacién virtual en la cantidad
dindmica medida por el sensor multiplicada por la fuerza generalizada es igual a la variacién
del trabajo virtual.

5En un modelo lineal, positividad es equivalente a pasividad.

16Un sistema compuesto por dos subsistemas interconectados en una configuracién de re-
alimentacién es estable si ambos subsistemas son positivos o como minimo uno de ellos es
estrictamente positivo.
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miento (Meirovitch, [34]). La idea bdsica es desacoplar los modos del sistema en n
subsistemas y calcular controladores SISO para cada modo. Al final, cada contro-
lador SISO es acoplado a los otros para obtener la ley de control del sistema. Las
ventajas son la reduccion del spillover y la disminucion del esfuerzo computacio-
nal, en tanto que su limitaciéon radica en el requerimiento de un gran nimero
de sensores y actuadores para una aproximacion aceptable del modelo. Con la
idea de desacoplamiento se desarrolld la técnica denominada supresion de la sen-
sibilidad al error del modelo (MESS), técnica que intenta reducir los problemas
de spillover de control y de observacion. Esta técnica consiste en el desacopla-
mento de los modos en nominales y residuales, y el cédlculo de matrices que al
ser multiplicadas por las submatrices que representan modos residuales (tanto
en la matriz de entrada como en la de salida), resulten matrices nulas. Una vez
hecho esto, se calcula el controlador para la parte nominal segin la teoria LQG.
Como un abordaje alternativo, para obtener los mismos efectos en la supresién
del spillover, se aplica una optimizacion cuadratica a la dinamica nominal con la
funcién de costo aumentada por funciones que penalizan el spillover de control y
de observacién. Asi, el MESS fue aumentado para la supresién de la sensibilidad
al error del modelo con filtro acomodado (FAMESS). La idea es usar un filtro

pasa-baja para impedir la desestabilizacién de los modos de alta frecuencia.

B. Simplificacién del controlador

Este abordaje toma en cuenta métodos que involucran una extensiéon del
LQG y no implican en restricciones de hardware. Estos métodos se preocupan mas
en las caracterizaciones eficientes del compromiso desempeno-controlador en la
simplificacion. Los métodos de simplificacion del controlador pueden ser divididos
en tres categorias: reduccion de modelos, reduccién indirecta del controlador y
reduccion directa del controlador. En cada uno de estos casos se supone que
métodos de reduccién fueron aplicados al modelo del sistema en lazo abierto y que

el modelo nominal atin tiene un orden muy grande. Este modelo nominal contiene
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la “dindmica primaria” (critica para el desempeno) y “dindmica residual” (con

modos significativos que podrian interactuar con el controlador).

En la reduccion de modelos, la simplificacién del controlador es dada por
la reduccion del orden del modelo nominal del sistema a controlar (Skelton, [41]).
Puede notarse que al hacerse una aproximacién prematura existe riesgo de ines-
tabilidad y pérdida de desempeno. En consecuencia, se prefieren los métodos que
atrasan la reduccién del modelo, los denominados “reduccion indirecta del con-
trolador”. Estos métodos consisten en el calculo del controlador LQG para el
modelo de orden elevado y a continuacion se hace una reduccién del orden del
controlador (Liu, [28]), (Mustafa et al, [35]). Los métodos de reduccién directa
del controlador se posicionan en el problema de calculo del controlador 6ptimo de
orden fija, esto es, dado un indice cuadratico de desempeno y un modelo nominal
de orden muy grande, se restringe la dimension del controlador y se calculan las
ganancias para el controlador de orden fija que minimiza el desempeno cuadratico

(Johnson, [22]).

C. Controladores que incorporan errores del modelado

Se define robustez con respecto a una propiedad del sistema (por ejemplo,
estabilidad) como la preservacion de esa propiedad en la presencia de perturba-
ciones y errores. Los aspectos basicos del problema de robustez se distinguen a
partir de los varios recursos que se tienen para modelar la incerteza. La dinamica
de un elemento estructural es caracterizada por una ecuacién de onda amor-
tiguada. Debido a inexactitudes en la descripcion fisica y a procedimientos de
discretizacién, los operadores de inercia, amortiguamiento y rigidez!” pueden di-
ferir de sus contrapartes nominales para perturbaciones invariantes en el tiempo.
Incertezas en el modelo de ese tipo son conocidas como incertezas paramétricas.

El sistema es descrito como un modelo espacio de estados cuyas matrices tienen

17Se sabe las restricciones de realizacién fisica imponen que los operadores de inercia, amor-
tiguamiento y rigidez sean definidos no-negativos independentemente de la perturbacion.
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elementos definidos dentro de ciertos limites'®. Un sistema sujeto a incertezas
no-paramétricas esta caracterizado por limitantes calculados en relacién a errores

en las caracteristicas de las funciones de transferencia de entrada-salida.

La primera idea para mejorar la robustez del LQG, estuvo en la robustez
del regulador cuadratico lineal (LQR!'Y), asi, se consideré acelerar las dindmicas
del regulador y del observador para “recuperar” las propiedades del LQR. Me-
diante la minimizacion de la funcion de sensibilidad, a bajas frecuencias, y de
la funcién de sensibilidad complementaria, a altas frecuencias, fue posible alcan-
zar las especificaciones de desempeno y de robustez a la dindmica no-modelada
(Stein et al, [43]). Pero, se observa que este procedimiento aplicado a un critério
cuadratico de desempeno, presenta dos inconvenientes: 1) el critério cuadratico
afecta s6lo a la norma Hy de la respuesta en frecuencia, luego el disenador sélo
tiene control limitado sobre la forma del lazo y 2) la descripcién de la incerteza
de la planta no es consistente con la medida de desempeno, en consecuencia es
dificil calcular limitantes del desempeno robusto. Estos dos inconvenientes fueron
superados con el control H,, (Francis, [16] y Doyle et al [14]). A diferencia de
la medida cuadratica del desempeno LQG (norma H;), la medida de desempeno

H, corresponde al peor caso de atenuacién en la frecuencia.

El método basado en los valores singulares estructurados (SSV o u) es 1til
cuando se tienen perturbaciones estructuradas®. El SSV incorpora las especifi-
caciones de desempeno y estabilidad con respecto a las incertezas estructuradas
pero no se enfoca en buscar controladores simplificados. Como resultado, la di-

mensién del controlador SSV es mayor que la de la planta nominal y se necesita

18Un hecho importante de recordar es que no sélo los sistemas estructurales estdn someti-
dos a incertezas paramétricas y no-paramétricas, ya que los sensores, actuadores y el propio
controlador también lo estan.

9] regulador cuadrético lineal presenta margenes de ganancia y fase de 6 dB y 60°, respec-
tivamente, pero requiere que la matriz de salida del sistema sea igual a la matriz identidad.

20Dentro de la clase de incertezas se distinguen incertezas estructuradas y no-estructuradas.
Asi, se puede considerar que si se consigue (mediante transformaciones y reorganizacién) tener
todas las perturbaciones del sistema inseridos en un tinico punto del lazo se tiene la descrip-
cién no-estructurada. En caso de tenerse una descripcion estructurada, las perturbaciones son
expresadas en varios bloques del lazo (Hyland et al, [20]).
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de una reduccién de orden del controlador (Zhou et al, [49]), (Balas et al, [5]).

D. Control mixto

Los abordajes previos describen avances basicos en la teoria de control
considerando robustez y simplificacion del controlador. En el ultimo abordaje se
encuentran teorias que intentan unificar y reconciliar abordajes previos, aparen-
temente contradictorios. Dos lineas de accién son encontradas, una que intenta
amalgamar la teoria de robustez con la simplificacion del controlador y otra que
considera un nuevo abordaje entre la teoria Hsy basada en el desempeno y el tra-
tamiento de especificaciones en el dominio de la frecuencia via manipulacién de

restricciones H.

La primera linea de accién esta ejemplificada por aquellos abordajes que
combinan directamente teorias de reducciéon de controladores con revisiones de
robustez del LQG para manipulacién de incertezas estructuradas y paramétricas.
Los resultados dan condiciones de optimalidad para diseno de controladores de

orden fijo en presencia de incertezas caracterizadas por ciertos limitantes.

La segunda linea de accién junta las teorias antes descritas de desempeno
Hs /espacio de estados con las de perspectiva Hs,/dominio de la frecuencia, en
la forma de teorias mixtas Hs/He. En uno de los abordajes del control mixto
perteneciente a la segunda linea de accion se encuentra el controlador que conjuga
criterios cuadraticos de desempeno Hsy con restricciones de robustez H, este tipo
de controlador, que de aqui en adelante pasaremos a llamar Hs/H, serd materia

de aplicacion en el presente trabajo.

El problema del margen de estabilidad ha sido preocupacién de los di-
senadores desde los trabajos de Bode y Nyquist. Recientemente surgieron tenta-

tivas de unir los objetivos desempeno 6ptimo y margen de estabilidad maxima en
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un tnico problema. La parametrizacién de Youla?! permitié colocar el problema
de maximizacion del margen de estabilidad como un problema de optimizacion,
en el cual los pardmetros pertenecen al espacio de Hardy Ho, (Mustafa et al,
[35]). Naturalmente, la introduccién de medidas del margen de estabilidad no de-
be excluir los problemas de anélisis y sintesis de los indices Hs, apropiados para
evaluar el efecto y/o atenuacién de disturbios. Surge entonces, el problema de
control Hs/H,, donde se conjugan critérios cuadraticos Hy con restricciones de

robustez Hqo.

Diversos métodos fueron propuestos para resolver el problema de control
Hs/Hoo. Algunos modifican el criterio de optimizacién original, perdiendo asf la
interpretacién fisica inicial del problema, todo esto para obtener nuevos proble-
mas matematicamente tratables. Scherer y Gahinet, proponen el uso desigual-
dades matriciales lineales (LMI) para resolver el problema Hy/H, pero bajo
consideraciones muy restrictivas y no naturales. La metodologia LMI también
fue presentada en Corréa et al, [11], donde, mediante una adaptacién, una se-
cuencia de restricciones Hs fue construida aproximando la restriccién original
'H, mediante uma adaptacion, cada restriccion Ho define un problema Hy puro
que puede ser resuelto como un problema dual cuya solucién es dada explicita-
mente. La secuencia de estas soluciones se aproxima a la solucion del problema
original, cuando ella existe. En realidad, si se desea un controlador de orden finita
solo es posible obtenerse aproximaciones??. Una primera prueba de la existencia
de la solucién del problema Hs/Ho, fue dada por Silveira y Ades, [38], ellos bus-
caron la solucién en el espacio generado por el completamiento del conjunto de

funciones reales racionales propias y estables bajo la norma definida por el crite-

21 A mediados de la década del 70, se desarrollé una parametrizacién de todos los controladores
que estabilizan una determinada planta (Youla et al, [48]). Esta parametrizacién sirvié como
base para la construccion de criterios cuadraticos, en los cuales la variable optimizada es el
controlador.

22Megretski, [32], demostré que la solucién éptima del problema de control Ha/Hs, es de
orden infinito siempre que la restriccién Hoo esté activa. Si esta restriccion estd inactiva, el
criterio es cuadratico y una férmula explicita para la solucién se puede obtener (Silveira et al,
37)).
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rio del término cuadratico. Asi, truncandose el conjunto, se determina a priori el
orden de la aproximacién a ser calculada y con auxilio de un método de optimi-
zacion apropiado se ajustan los coeficientes de los vectores escogidos como base

del espacio solucién.

1.4. Objetivo de la tesis

El objetivo del presente trabajo tiene tres partes. Primero, usar tres me-
todologias de diseno de controladores de realimentacion, estas son: control Ho,
control H., y control Hy/H... Las especificaciones de disenio son la atenuacién
de vibraciones y la estabilidad robusta. Segundo, implementar via simulacion
computacional los controladores disenados. El sistema controlado esté definido
como mostrado en la Fig. 1.6 donde la planta es una viga flexible simplemente
apoyada??. Tercero, utilizar los resultados de la simulacién computacional para
comparar tanto las ventajas como las desventajas de los tres métodos de diseno
de controladores. El mérito de cada controlador se basara en la capacidad de
atenuar vibraciones, las caracteristicas de robustez en estabilidad respecto a la
dinamica no-modelada y la facilidad de diseno. Los resultados de la aplicacion
indicaran que el desempeno esta fuertemente relacionado a la estabilidad, es decir

se enfatizara la existencia del compromiso estabilidad-desempenio.

Siendo que el presente estudio se centrara en la atenuacién de vibraciones
y en las propiedades de robustez en estabilidad del grupo de controladores selec-
cionado, se debe notar que otras propiedades de control muy importantes tales

como rastreamiento de senales de referencia y el efecto de incertezas paramétricas

23E] término estructura flexible tiene diferentes interpretaciones dependiendo de los recursos
y la aplicacion; para propdsitos del presente trabajo, una estructura flexible es:
e un sistema lineal;
de dimensién finita;
controlable y observable; y
sus polos son complejos con partes reales pequenas;
sus polos no estan muy préximos entre si.
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Figura 1.6: Viga flexible simplemente apoyada con un sensor y un actuador

pueden hacer que el resultado de la comparacién de controladores sea diferente.
Aunque no se pueda llegar a conclusiones definitivas en relaciéon al mérito de
cada método de diseno, los resultados de este estudio pretenden como minimo
demostrar de alguna forma la dificultad de los aspectos préacticos asociados con
cada uno de los abordajes. De hecho, la mayor leccion que se puede sacar de
este trabajo es la importancia de considerar errores de modelo y la utilidad de
métodos de diseno que son adaptados para alcanzar un objetivo de diseno critico:

desempeno 6ptimo con estabilidad robusta.



Capitulo 2

MODELADO DE LA VIGA FLEXIBLE

En el presente trabajo se considera un modelo aproximado de viga flexible
simplemente apoyada. Para propositos de control es mucho mas 1til aproximar el
sistema por un sistema de dimensién finita, esto a pesar de que muchos sistemas,
en especial el que se trabajarda en esta tesis, pueden ser modelados como un

sistema de parametros distribuidos.

Dado que la viga representa un problema de valor de contorno homogéneo,
se supone que la deflexién puede ser expresada como una serie finita compuesta
por funciones que dependen de las coordenadas espaciales (modos) multiplicadas
por las coordenadas generalizadas que dependen del tiempo (coordenadas moda-
les). Después de considerar condiciones de ortogonalidad para los modos y siendo
que los modos satisfacen todas las condiciones de contorno, se realizan las debidas
simplificaciones y se obtiene la ecuacion de movimiento de la viga flexible. Como
fuente de amortiguamiento de la viga flexible se considera un amortiguamiento

viscoso, el cual serd representado por el amortiguamiento modal.

El calculo de los controladores usando las diversas técnicas de control, en
especial el control Hy/H, involucra una gran cantidad de operaciones con ma-
trices. La presencia de matrices mal condicionadas en las diversas operaciones
conlleva a problemas numéricos. Asi, para evitar problemas numéricos, se realiza

una adimensionalizacién del sistema mediante una adimensionalizacion directa de
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las ecuaciones estandar del sistema! 2. El grupo adimensional encontrado durante
la adimensionalizacién de la ecuacién dindamica es el mismo grupo adimensional
calculado usando el Teorema de Pi-Buckingham. Este grupo adimensional ca-
racteriza el conjunto de vigas que exhiben una misma dinamica, o sea, que son

dindmicamente equivalentes.

La salida del sistema es la deflexion transversal medida en un punto de la
viga. La ecuacién de movimiento junto con la ecuacion de salida son expresadas en
una representaciéon espacio de estados en la que la matriz del sistema es diagonal

por bloques: representacion espacio de estados modal.

2.1. Modelo matematico del sistema

La viga flexible puede ser modelada como una viga de Euler-Bernoulli en
una configuracién simplemente apoyada, ver Fig. 2.1 abajo donde w(z,t) denota

la deflexion elastica de la viga medida a partir de su posicién en reposo.

La deflexion eldstica de la viga w(z,t) estd gobernada por la siguiente

ecuacion diferencial parcial®:

O*w(z, 1)
ot?

0? |:Ela2w(l‘, t)

0x? 0x? } o4

= Q(z,t)0(x — x.), (2.1)

donde E, I, A, Q(z,t), 0(x—x.), x. y p representan el médulo de Young, momento
de inercia, area transversal, fuerza externa por unidad de longitud, funcién delta
de Dirac, coordenada axial del punto donde la fuerza externa es aplicada y la

densidad de masa de la viga, respectivamente.

Considerando una configuracién de la viga simplemente apoyada, existen

1Otro método de adimensionalizacién es presentado en Villota, [45], donde se adimensio-
naliza la dindmica del sistema a partir de los niveles de energia siguiendo con la metodologia
desarrollada por Ghanekar, [19].

2Las leyes de escalamiento necesarias para recuperar el controlador y demds especificaciones
estdan dadas en el Apéndice D.

3Para mayor informacién ver [33].
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Figura 2.1: Configuraciéon de la viga simplemente apoyada

condiciones de contorno que deben ser satisfechas en la solucién de (2.1). Esta-
blecida la configuracién, la viga no puede presentar deflexion en los extremos y
el momento flector en los mismos debe ser nulo. Traduciendo lo antes dicho a
expresiones matematicas se obtiene:

EI10*w(0,1t)
Ox?

EI0*w(L,t)

w(0,) =0, —

=0, w(L,t)=0, =0. (2.2)

Sabiendo que la viga representa un problema de valor de contorno ho-

mogéneo, la deflexién w(z,t) puede ser separada en sus componentes temporal,

q(t), vy espacial, ¢(z), tal que:

w(x,t) = o(x)q(t). (2.3)

Las autofunciones, ¢(z), son ortogonales y forman una base para w(z,t), ellas

son escogidas de acuerdo a la siguiente condicion:

/0 oi(x)pj(x)pAdr = 6,5, (2.4)

siendo que 9;; es la funciéon Delta de Kronecker. Como resultado, la deflexién de
la viga puede ser expandida como una suma de los modos, ¢(x), ponderados por

las coordenadas modales, ¢(t)*:

w(z,t) = ¢(x)q(t) = Z i) qi(t). (2.5)

“Método de los modos supuestos, ver [33].
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La expresién del modo, ¢;(x), calculada sustituyendo (2.3) en (2.1) bajo

las condiciones (2.2) y (2.4), viene a ser la solucién del problema de vibracién

libre (Q(t) = 0): : |
(1) = \//MTL sin (?) (2.6)

y la frecuencia natural correspondiente, w;, calculada resolviendo (2.1), con Q(t) =

0, previa sustitucién de (2.3) en (2.1) y sujeta a las condiciones (2.2), es igual a:

a=(2)' 2 27

Ver Fig. 2.2 para una mejor visualizacion de los modos de vibracién de una viga

flexible en una configuracion simplemente apoyada.

Los calculos realizados hasta este punto no toman en cuenta el amortigua-
miento de la viga, esto significa que si la viga fuera excitada por cualquier fuerza,
ella comenzaria a vibrar y esta vibracién podria durar infinitamente. Sabiendo
que en la practica todos los sistemas tienen cierto grado de amortiguamiento, se

considerard una fuerza de amortiguamiento en el modelo de la viga.

Suponiendo que la fuerza de amortiguamiento en cualquier punto x es
ow(z,t)
ot

proporcional a la variacion en la deflexion, , v opuesta a la direccion de

esta variacion, se obtiene:

ow(x,t)

folz,t) = =C, 5

(2.8)

siendo que C, es un operador lineal homogéneo. Expresando el operador de amor-
tiguamiento, C,, como una combinacién lineal de la rigidez y de la masa (amor-
tiguamiento proporcional), se obtiene el factor de amortiguamiento modal, &;, el

cual se considerara en la ecuacién de movimiento modal del sistema.

Insertando (2.8) en (2.1) se obtiene la ecuacién de movimiento para el



29

@ (X)
2k
2

— = i?2 [El
AL L w=1 El
[ L5 YA\/eA

1k

0.5F

i= l 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1L

i=3 -2 1 1 1 ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1L

Figura 2.2: Primeros tres modos de vibraciéon de la viga simplemente apoyada

sistema con amortiguamiento:

a [EIaQw(x’ ’ﬂ Lot e o s - ). (2.9)

Ox? ox? ot ot?

Usando (2.3), la ecuacién de movimiento (2.9) se puede reescribir como:

EI¢" (2)q(t) + Ca(2)d(t) + pAd(2)q(t) = Q(x,1)d(z — z.), (2.10)

donde, por simplificacién de la notacién, () y (') representan la derivada en rela-

cion al tiempo y a la posicion, respectivamente.

Sustituyendo (2.5), la expansion de w(z,t), y (2.4), las condiciones de or-
togonalidad, en (2.10) y considerando que se tiene amortiguamiento proporcional,

la ecuacién de movimiento para la i-ésima coordenada modal es dada por:

Gi(t) + 28wiGs(t) + wlqi(t) = Q(t) i (). (2.11)
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2.2. Modelo adimensional del sistema

Las variables son adimensionalizadas mediante su representacién como una
fraccién de un valor de referencia con las mismas unidades. Para el sistema a tra-
bajar, viga flexible, las variables con unidad de longitud seran adimensionalizadas
por la longitud de la viga, L, y las variables con unidades de tiempo seran adimen-
sionalizadas por una frecuencia de referencia, ). Las ecuaciones adimensionales
que describen la dinamica del sistema pueden ser determinadas adimensionali-

zando directamente las ecuaciones dimensionales estandar.

2.2.1. Ecuaciones dimensionales

Las ecuaciones dimensionales estandar para la i-ésima coordenada modal

son reescritas a continuacion:

Gi(t) + 28w (t) + wlqi(t) = Q(t)¢i(xe), (2.12)
) pA 2 _
i’ (x) — Vol ¢i(z) = 0. (2.13)

La ecuacién (2.13) resulta al sustituir (2.3) en (2.1) y hacer Q(t) = 0, todo esto

para calcular los modos y frecuencias naturales (problema de vibracién libre).

2.2.2. Ecuaciones adimensionales

Para obtener las ecuaciones adimensionales se adimensionalizan las varia-
bles dimensionales en (2.12) y (2.13). Las variables adimensionales vienen a ser:

L
L7
Tiempo: 7 = Qt,

A 1
Modo: ¢;(n) = Z@'(x),

Coordenada modal: ¢;(7) = ¢;(t),

Posiciéon: n =
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. - Wi
Frecuencia natural: w; = q’

Factor de amortiguamiento: él =¢.

Escribiendo las variables dimensionales en funcién de las variables adimensiona-
les, de (2.12) se obtiene la ecuaciéon de movimiento adimensional para la i-ésima

coordenada modal:

~

Gi(7) + 26i0iq; (1) + ©24;(1) = Q(7)di(ne), (2.14)

donde la fuerza adimensional, Q(T), es definida como:

L

Q) = o7

Q(t), (2.15)

siendo que I, = % pAL? representa la inercia de la viga.

Adimensionalizando (2.13) se obtiene la ecuacién para la i-ésima coorde-

nada modal adimensional:

Liv pAL4QQA n
oi’(n) — TW?@(U) =0. (2.16)

Variable de salida

La variable de salida de interés es la deflexién. La ecuacién dimensional

para la deflexion en cualquier punto x de la viga, es:

oo

w(e,t) = 3 6i(@)ailh).

i=1

La variable de salida del sistema adimensional es la deflexion adimensional
evaluada en la posicién 7. Adimensionalizando la expresion arriba presentada

resulta la deflexién adimensional:

w(n.7) = 3 Gim)ai(). (2.17)
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La ecuacion de movimento modal adimensional de la viga esta dada por
la sumatoria infinita de las ecuaciones de movimiento adimensionales para las
coordenadas modales, esto por (2.17). Luego, aplicando sumatoria de i = 0 hasta
i — 00 en (2.14) se tiene que la ecuacién de movimiento modal adimesional de la

viga es:

26T + 2D &i(r) + D_Gta(r) = Q) 3 _ilu). (28)

2.2.3. Grupo adimensional

Un grupo adimensional puede ser identificado de (2.14) y (2.16), este gru-
po resulta ser igual a la inversa del grupo adimensional II, calculado usando el
Teorema de Pi-Buckingham.

pAL*Q? B

o It (2.19)

Cabe resaltar que todas las vigas que cuenten con el mismo valor para el

grupo adimensional, presentaran el mismo comportamiento dindmico.

2.3. Representacion espacio de estados

La ecuacién de movimiento adimensional de la viga, (2.18), y la ecuacién

de salida, (2.17), pueden ser llevadas a una representacién espacio de estados.

Para obtener una representacion espacio de estados de orden finito es ne-
cesario expresar la deflexion de la viga usando un ntmero finito de modos. Esto

es posible truncando la serie (2.17) en algin n (nimero natural) finito. Esto es:

w(n,7) = Z 6i(n)di(7) ~ Z &:(n)di(7)-
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Fisicamente, esta aproximaciéon se justifica debido a que en una implementacion

real, los actuadores y sensores usados tiene un ancho de banda finito.

La representacién espacio de estados de la ecuacion de movimiento adi-

mensional de la viga, y de la ecuacion de salida, para un n finito, es como sigue:

x

Y

= Ax + Bu,
= (Cx,

siendo que x(7) € R?" es el vector de estados, u(7) € R™ es el vector de entradas

(para el presente caso un escalar), y(7) € R™ es el vector de salidas (para el

presente caso un escalar), A € R*"*?" e la matriz del sistema, B € R"*"™ es la

matriz de entradas, C' € R™*" es la matriz de salidas. Siendo mas explicitos en

cuanto a los elementos de los diferentes vectores y matrices se tiene:

'73:[(]1 G @2 @

2
_wl

—251001

4n

—szwz

¢ = $1(ns) 0 a(ns) 0O

T

g | u=Q(1), y=1(n,T),
_ . .
¢1(ne)
0
B b2(7e) 7
0 1 0
_wi —2&nwy, i Gn(1e) |
dn(ns) 0O (2.20)



Capitulo 3

TEORIA BASICA DE CONTROL

Sin sistemas de control no habria industria, vehiculos, computadoras, am-
bientes regulados - en resumen, no habria tecnologia. Los sistemas de control son
los que hacen que las méquinas, en un sentido amplio del término, funcionen co-
mo deseado. Los sistemas de control estan en su mayoria basados en el principio
de realimentacién, donde la senal a ser controlada es comparada con una senal de
referencia deseada y la discrepancia es usada para calcular una accién correctiva
de control. El objetivo de este capitulo y el préximo es presentar de la forma mas

simple posible la teoria del diseno de los sistemas de control por realimentacion.

Una vez definidos el problema de control y los pasos a seguir en el diseno
de los sistemas de control, la teoria presentada se concentra en el sistema de con-
trol por realimentacion. Inicialmente se revisa el diseno de sistemas de control
por realimentacién para sistemas SISO. Se ha probado que las técnicas de control
clasico (ttiles en los sistemas SISO) proveen gran informacién sobre los benefi-
cios, limitaciones y problemas del control por realimentacion. Las ideas basicas y
técnicas para el control de sistemas SISO son extendidas en el analisis y disenio de
sistemas de control multivariable, MIMO. Posteriormente se describe la formu-
lacién general del problema de control, donde, usando una configuraciéon general
de control es posible formular los diversos problemas de control. Finalmente, se

presentan varias especificaciones de diseno: desempeno, estabilidad y robustez.
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3.1. Diseno de sistemas de control

El procedimiento tipico para el diseno de un sistema de control se puede

resumir en el diagrama de procesos de la Fig. 3.1.

Inicio

Y
Estudiar el sistema (planta) a ser controlado y obtener I
informacion inicial en relacion a los objetivos de control.

l

Modelar el sistema y simplificar el sistema, si fuera
necesario.

!

Analizar el modelo resultante; determinar sus propiedadeg.

!

Decidir que variables seran controladas (salidas
controladas).

!

Decidir las variables de medida y las variables reguladag;
¢qué sensores y actuadores se usaran y donde seran ubicados?

!

Seleccionar la configuracion de control.

!

-- - Decidir que tipo de controlador usar.

!

Decidir las especificaciones de desempefio, basadas gn
los objetivos de control.

!

Disefiar el controlador.

-

]
A4

Analizar el sistema controlado resultante para ver si las|
especificaciones son satisfechas.

!

Simular el sistema controlado resultante, ya sea en la
computadora o en una planta piloto.

]
¥

Seleccionar hardware y software e implementar el
controlador.

!

Ensayar y validar el sistema de control, y ajustar el
controlador en tiempo real, si fuera necesario.

Fin

Figura 3.1: Diagrama de procesos del diseno del sistema de control
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3.2. El problema de control

El objetivo de un sistema de control es hacer que la salida y se comporte
como deseado mediante la manipulacién de la entrada a la planta u. El problema
del regulador consiste en manipular u para contrarrestar el efecto del disturbio
d. El problema del servomecanismo manipula u para mantener la salida cerca a
una entrada de referencia dada, r. En ambos casos, regulador y servomecanismo,
se desea mantener el error de control e = y — r pequeno. El controlador K
es el algoritmo usado para ajustar u y se basa en la informacién disponible.
Para obtener un buen diseno de K se necesita informacién a priori acerca de
las entradas esperadas (disturbios y senal de referencia), del modelo de la planta
(G) y del modelo del disturbio (G4). Todos los célculos se realizan para modelos

lineales de la siguiente forma:

La mayor fuente de inconvenientes en el disenio de controladores se encuentra en
los modelos (G, Gy), ya que ellos pueden ser inexactos o pueden variar con el
tiempo. En particular, inexactitudes en G pueden causar problemas debido a que
la planta sera parte de un lazo de realimentacién. Para enfrentar tal problema se
hace uso del concepto de modelo de incerteza, esto significa que en vez de un tinico
modelo G se estudia una clase de modelos Gp = G + F, donde la “incerteza” o
“perturbacion” F es limitada, pero de cualquier forma desconocida. En la mayoria
de los casos se usan funciones de ponderacién, W (s), para expresar F = WA en
términos de una perturbacién normalizada, A, donde la magnitud (norma) de A

es menor o igual a 1.
Los siguientes términos son tutiles al definir el problema de control:

Estabilidad Nominal (EN), el sistema es estable sin considerar el mo-

delo de incerteza.
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Desempeno Nominal (DN), el sistema satisface las especificaciones de

desempeno sin considerar el modelo de incerteza.

Estabilidad Robusta (ER), el sistema es estable para todas las plan-
tas perturbadas alrededor del modelo nominal hasta el peor caso del modelo de

incerteza.

Desempeno Robusto (DR), el sistema satisface las especificaciones de
desempeno para todas las plantas perturbadas alrededor del modelo nominal

hasta el peor caso del modelo de incerteza.

3.3. Control por realimentacién

En este punto es pertinente preguntarse ;por qué usar control por “re-
alimentacion” en vez de simplemente usar control por “alimentacién directa”?.
Notese que un controlador por alimentacion directa “perfecto” es obtenido remo-

viendo la senal de realimentacién y usando el controlador:
K(s) = G7Y(s). (3.2)

Suponiendo que la planta y el controlador son ambos estables y que todos los
disturbios son conocidos, esto es, conocemos G4d y el efecto de los disturbios en
las salidas. Entonces, con r — G4d como la entrada al controlador, el controlador

de “alimentacién directa” lleva al control perfecto:
Y = GU—|—Gdd: GK(T—Gdd) +Gdd:7".

Desafortunadamente, G nunca es un modelo exacto, y los disturbios nunca son
conocidos exactamente. Finalmente, las razones fundamentales para usar control

por realimentacién son las siguientes:
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1. Incerteza en las senales - disturbios desconocidos.

2. Incerteza en el modelo.

3. Planta inestable!.

3.3.1. Controlador de un grado de libertad (1-GL)

El controlador de un grado de libertad con estructura de realimentacién
negativa presentado en la Fig. 3.2 permite mostrar de forma clara la deduccion

de funciones de transferencia notables asi como su interpretacion fisica.

Gd
+
r y
5 K 4. G +JF—>
Ym .
+
n

Figura 3.2: Controlador de un grado de libertad (1-GL)

La entrada del controlador K(s) es r — y,, donde y,, = y + n es la salida

medida y n es el ruido de medida. Luego, la entrada a la planta es:

u=K(s)(r—y—n). (3.3)

El objetivo de control es manipular u (en el diseno de K) tal que el error de

control e permanezca pequeno a pesar de los disturbios d. El error de control e

IPlantas inestables sélo pueden ser estabilizadas por realimentacién, Teorfa de Estabilidad
Interna
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es definido como:

e=y—r, (3.4)

donde r denota el valor de referencia para la salida.

Funciones de transferencia en lazo cerrado

El modelo de la planta es escrito como:

y = G(s)u+ Gy(s)d. (3.5)

Para un sistema con un controlador 1-GL, la sustitucién de (3.3) en (3.5) lleva a:

y=GK(r—y—n)+ G,

o, agrupando términos:

(I + GK)y = GKr + Gqd — GKn. (3.6)

Finalmente, la respuesta en lazo cerrado es:

y={I+GK)'GKr+ (I +GK)" Gyd — (I + GK)'GK n. (3.7)

T S T

Similar andlisis es efectuado con el error de control e y la senal de entrada

a la planta u resultando en:
e=y—r=-Sr+8Gud—Tn, (3.8)
u=KSr— KSGyd— KSn. (3.9)

La siguiente notacién y terminologia es usada en el desarrollo del presente
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trabajo:

L =GK funcién de transferencia en lazo
abierto
S=({I+GK)'=(I+ L)™' funcién de sensibilidad
T=(I+GK)'GK =(I+L)'L funcién de sensibilidad
complementaria

U=(I+GK)'K=([+L)"'K funcién restriccién de energia

Notese que tanto S, como 1"y U son funciones de transferencia en lazo cerrado.
Mas especificamente, S es la funcién de transferencia que relaciona el disturbio
con la salida del sistema mientras que T relaciona la senal de referencia con la
salida del sistema. Cabe resaltar que el término sensibilidad complementaria para

T viene de la siguiente identidad:

S+T=1. (3.10)

El término funcion de sensibilidad es natural porque S da la reduccion de
sensibilidad alcanzada al usarse realimentacién. Para ver esto, considerese el caso

“lazo abierto” (no hay realimentacién). Entonces:

y=GKr + Gad + On, (3.11)

y comparando con (3.7) se muestra que, con excepcién del ruido, la respuesta con

realimentacién es obtenida premultiplicando a la derecha por S.
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3.3.2. Controlador de dos grados de libertad (2-GL)

Tipicamente, para un rastreamiento de senales de referencia, se requiere

1
que el controlador sea de la forma —G~!, mientras que para una atenuacién de
s

disturbios, se requiere que sea de la forma EG_lGd. Como resultado, los objetivos
de control antes mencionados no pueden ser alcanzados simultaneamente con un
unico controlador de realimentacion. La solucion es usar un controlador de dos
grados de libertad donde la senal de referencia r y la salida medida y,,, son tratados
independientemente por el controlador en vez de operar en su diferencia r — y,,.
Como resultado, el controlador es dividido en dos bloques como mostrado en
la Fig. 3.3, donde K, denota la parte de realimentaciéon del controlador y K,
es un prefiltro de la senal de referencia. El controlador de realimentacién K, es
usado para reducir el efecto de las incertezas (disturbios y errores de modelo)

mientras que el prefiltro K, es diseniado para mejorar el rastreamiento de la senal
l d
»éi y
— K Ky " G —

+

de referencia.

T’

Figura 3.3: Controlador de dos grados de libertad (2-GL)

d
+
+
+
n
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3.4. Formulacién general del problema de con-

trol

La configuracion general del problema de control, presentada en la Fig. 3.4,
considera a P como la planta generalizada y a K como el controlador generalizado.
Notese que se usa una realimentacién positiva. El objetivo del control consiste
en minimizar alguna norma de la funcién de transferencia de w a z, por ejemplo,
la norma H,,. Como resultado, el problema del disenio del controlador se puede

definir como:

“Encontrar un controlador K que basado en la informacién en v genere
una senal de control u que contrarreste la influencia de w en z, de esta

manera la norma de la funcién de transferencia en lazo cerrado de w a z es

minimizada”
entradas salidas
exogenas reguladas
(ponderadas) (ponderadas)
W Z
—_— P —
sefiales de v salidas
control medidas

Figura 3.4: Configuracién general de un sistema controlado sin modelo de incer-
tezas

3.4.1. Obtencion de la planta generalizada P

Para derivar P (y K) para un caso especifico se debe encontrar su repre-
sentacion en diagrama de bloques y se deben identificar las senales w, z, u y v.
Para construir P lo primero que se debe tener en cuenta es que P es un sistema en

lazo abierto y que es obtenido rompiendo todas los lazos que conectan la planta
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al controlador K. Por ejemplo, si se quiere calcular P de la Fig. 3.2, configuraciéon
del controlador de un grado de libertad, el primer paso es identificar las senales

de entrada y salida para la planta generalizada (w, u, z y v):

d
u u
w=|r |; 2= = U= =Yy =T — Y — N (3.12)
e y—r
n

Del diagrama de bloques de la Fig. 3.2, y su representacién equivalente, mostrada

en la Fig. 3.5, resulta:

U U 0d+0r 4+ On + Iu
Z = = — ,

y—r Gu+d—r Id—Ir +0n+ Gu
v=r—yYyn=r—Gu—d—n=—Id+ Ir — In — Gu,

T
luego P, que representa la matriz de funciones de transferencia de [ wou ] a

T
|:Z 'Ui| , €s:

0 O 0 I
P = I -I 0o G |. (3.13)
-1 I -1 -G

Particionando la planta generalizada P

A menudo se usa P como:

P, | P.

P (3.14)

Po | Pu

tal que las partes sean compatibles con las senales w, z, v y v en la configuracion

generalizada:

2 = P,,w+ P,,u, (3.15)

v = P,,w+ P,u. (3.16)
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Figura 3.5: Representacion equivalente del controlador de un grado de libertad

3.4.2. Configuracion general del problema de control

Suponiendo que el controlador K estda operando, entonces, ademas de
(3.15) y (3.16) se tiene:
u= Kuv. (3.17)

Resolviendo z en términos de w se obtiene:
z= [Py + PouK(I — PpyK) ' Py, ] w,

siempre que el det(I — P,,K) no sea idéntico a cero?.

Si se denomina N a la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado

de w a z, con el controlador K conectado a la planta, se tiene:
N =P, + P.,K(I — P,,K)'P,,. (3.18)

Entonces:
z = Nuw. (3.19)

2Esta condicién es llamada también de buen posicionamiento y significa que el sistema es
fisicamente realizable.
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Los elementos de la matriz de funciones de transferencia N son las fun-
ciones de transferencia del sistema en lazo cerrado de cada entrada exdgena a
cada variable controlada. Estos elementos pueden representar, por ejemplo, fun-
ciones de transferencia en lazo cerrado de algin disturbio a algin actuador, de
algtin ruido de medida a alguna variable interna o de alguna senal de referencia a
algtin actuador. La ecuacién (3.18) muestra exactamente como cada una de estas

funciones de transferencia depende del controlador K.

3.4.3. Diseno del control: incluyendo ponderaciones en P

Para obtener un problema de control significativo, por ejemplo, en térmi-
nos de la norma H,, o Hsy, generalmente se incluyen ponderaciones W, y W, a la
planta generalizada P, ver Fig. 3.6. Esto es, se considera la entrada exégena pon-
derada o normalizada w = W, w (donde w consiste en senales “fisicas” entrando
al sistema; disturbios, referencias y ruidos), y la salida controlada ponderada o
normalizada z = W,Z (donde Z a menudo consiste en el error de control y — r
y la entrada manipulada u). Las matrices (funciones) de ponderacién son gene-
ralmente dependientes de la frecuencia y tipicamente seleccionadas para que las
senales ponderadas w y z sean de magnitud unitaria, esto significa que la norma

de w a z debe ser menor que 1.

Figura 3.6: Configuracién general de un sistema controlado sin modelo de incer-
tezas incluyendo ponderaciones
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Un ejemplo del uso de ponderaciones en el disenio de controladores es el
problema de sensibilidad mixta. Considérese un problema de control H., o Ho
donde se quiere limitar ¢(.S) (para desempeno), (7) (para robustez y para evitar
la sensibilidad al ruido), y (K S) (para penalizar grandes entradas de control).

Estos requerimientos pueden ser combinados en un problema de sensibilidad mix-

ta Hoo (6] HQI
W.KS

min | N(K)llez » N=| WyT |, (3.20)
WpS

donde K es el controlador estabilizante. En otras palabras, se tiene z = Nw y el
objetivo es minimizar la norma H., o Hs de w a z. N puede ser representado por
el diagrama de bloques de la Fig. 3.7, donde w representa una senal de referencia
(w = —r) o un disturbio (w = d,)), y z consiste en la entrada ponderada z; = W,u,
salida ponderada zo = Wry, y error de control ponderado z3 = Wp(y — r). El

siguiente conjunto de ecuaciones es obtenido de la Fig. 3.7:

2z = Wyu,
Z9 = WTG’LL,
zZ3 = WP’LU + WPGU,

v= —w— Gu,

T T
luego la planta generalizada de [ WU } a [ 2 v } es:

0w, |
0 WG
P . (3.21)
Wpl WG
- _[ _G -
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Particionando la planta generalizada se tiene:

0 W, I
P, = 0 . Pa=| WpP |, (3.22)
Wp] WPG
P.,=-I, P,=-G (3.23)
W

Figura 3.7: Diagrama de bloques correspondiente a z = Nw en (3.20)

3.4.4. Modelado de la incerteza

Las incertezas de la planta y las inexactitudes paramétricas pueden ser
modeladas de varias formas considerandose modelos en la forma de matrices de
funciones de transferencia. Sean G(s), representado por una matriz de funciones
de transferencia n, x n,, y AG(s), que denota alguna perturbaciéon de G(s),
ambos con elementos reales racionales. La perturbaciéon es denominada aditiva si

la planta perturbada, Ga, es escrita como:

Ga = G+ AG, (3.24)
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y es denominada multiplicativa cuando:

Ga = (I, + AG)G, (3.25)

o, también,

Ga = G(I,, + AG). (3.26)

Es importante destacar que cada modelo de incerteza puede ser represen-
tado como:

Ga = Py, + PowAP(I — P,,AP) ' P.,, (3.27)
donde det(I — P,,AP) # 0y P es como definido en (3.14).

Las plantas estandar asociadas con las dos descripciones de incerteza antes

presentadas, aditiva y multiplicativa, son:

0 | I

pP= . AP =AG, (3.28)
I | G
0 | I

pP= . AP =AG, (3.29)
G| @

respectively.

Para las ecuaciones (3.24) y (3.25), (3.27) representa un modelo de incer-
teza generalizado. La representacion de este modelo de incerteza en una configu-
racion general de control, donde la incerteza A es insertada a través de un lazo

de realimentacion, se muestra en el diagrama de bloques de la Fig. 3.8.

Observando G como una familia de modelos perturbados para una clase
dada de perturbaciones AP, se puede buscar un tnico controlador K(s) que
estabilice no sélo G (esto es, Gao con AP = 0) pero también todos los miembros

de la familia Ga.
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3.4.5. Configuracién general del problema de control in-

cluyendo modelo de incerteza

La configuracién general de un sistema de control presentada en la Fig.
3.4 puede ser extendida para incluir el modelo de incerteza, Fig. 3.8, planta ge-
neralizada nominal P con realimentacién interna A3. La matriz A es una matriz
diagonal por bloques que incluye todas las perturbaciones posibles del sistema,
por lo general es normalizada tal que ||Al|» < 1. En muchos casos se hace refe-
rencia a A como una perturbacion de realimentacién; asi, la planta generalizada

perturbada que resulta de la perturbacién de realimentacion A se denota como

Ppert (A) )

=
A 4
N1

K

A

Figura 3.8: Configuracion general de un sistema controlado con modelo de incer-
tezas

La senal de entrada a la perturbacion, denotada por ¢, puede ser conside-
rada como una senal de salida para la planta P. Similarmente, la senal de salida
de la perturbaciéon, denotada por p, puede ser considerada como senal de entrada

a la planta P. A continuacion, se asume que la entrada exdégena w y la senal

3En una configuracién general se usa A para hacer referencia a AP.
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regulada z son aumentadas para contener p y ¢, respectivamente, luego:

donde w y z denotan las senales originales de la Fig. 3.4. Es importante destacar
que decir que p es una entrada exdgena puede ser incorrecto dado que esta senal
no se origina fuera de la planta, como las senales de referencia o las senales de

disturbio.

Para describir la perturbacion de realimentacién en la planta P, se presenta

la matriz de funciones de transferencia de la planta aumentada:

PZU_] Pép PEu
P=1 Pu Py P |
PMD Pvp Pvu

luego, la planta perturbada puede ser expresada como:

Py | P

P,
B PR N IV

Ppert(A> _ »
PMD ‘ Pvu Pvp

} (3.30)

Suponiendo que el controlador K es conectado a la planta PP¢"*(A), como
mostrado en la Fig. 3.8, y sustituyendo (3.30) en (3.18) se encuentra que la matriz

de funciones de transferencia del sistema perturbado en lazo cerrado es:

Npert(A) = Ngw + ngA<] — quA)_quu—” (331)

donde:
Nf— = 2@+PZuK(I_PvuK>_1va7 (332)
N, = Pz, + Po,K(I — P, ,K) ' P, (3.33)

4Cuando la realimentacién de perturbacién A es cero, se recupera la planta nominal.
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Nyo = Py + P K(I — Py K) ' Py, (3.34)
Ny =P+ PuK(I — P,K) ' P,,. (3.35)

Notese las similaridades entre las Figs. 3.8 y 3.4, y las correspondientes ecua-
ciones (3.31) y (3.18). La figura 3.4 y (3.18) muestran el efecto de conectar el
controlador a la planta nominal para formar el sistema en lazo cerrado nominal;
mientras que la Fig. 3.8 y (3.31) muestran el efecto de conectar la perturbacién
de realimentacién A al sistema en lazo cerrado nominal para formar el sistema

en lazo cerrado perturbado.

Se puede interpretar:
NPY(A) — Nz = N A(I — Ny A) ' Ny (3.36)

como la variacion de la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado
que es originada por la perturbacion de realimentaciéon A. Si las tres matrices
de funciones de transferencia Nz,, Nyz y Ny son todas ‘pequenas’, el diseno
sera robusto a las perturbaciones. Esta idea sera mas profundizada en la siguiente

seccidn.

3.5. Especificaciones de diseno

En esta seccién se presentan varias especificaciones de diseno en lazo cerra-
do. Estas especificaciones de diseno incluyen especificaciones de realizabilidad y
de estabilidad interna, especificaciones de la respuesta del sistema en lazo cerrado
a diversas senales de referencia y disturbios, asi como también especificaciones de
robustez que limitan la sensibilidad del sistema en lazo cerrado a cambios en el

sistema a ser controlado.
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3.5.1. Realizabilidad y estabilidad en lazo cerrado

En esta parte del trabajo se consideran especificaciones de diseno de rea-
lizabilidad y estabilidad interna en lazo cerrado. Asi, se describe el conjunto de

funciones de transferencia realizables con controladores que estabilizan la planta.

A. Realizabilidad

Una restriccion importante en la matriz de funciones de transferencia N €
N (conjunto de todas las funciones de transferencia n, x n,) es que ella debe
ser la matriz de funciones de transferencia alcanzada por algin controlador K,
en otras palabras, N debe tener la forma N = P,,, + P.,K (I — P,,K)"'P,, para

algin K. Esta restriccion se llama realizabilidad.

Nyw ={N | N = P,y + P.,,K(I — P,,K) ' P,,, para algiin K}, (3.37)

donde N,y expresa las dependencias entre las varias funciones de transferencia
en lazo cerrado que son elementos de N. Se puede decir que se tiene una funcion
de transferencia a disenar, K, mientras que la matriz de funciones de transferencia
en lazo cerrado, N, contiene varias funciones de transferencia (dependiendo de la
cantidad de entradas y salidas) y las relaciones entre ellas vienen a ser grados de

libertad faltantes.

B. Estabilidad interna

Se sabe que una funcién de transferencia es propia si tiene como minimo
la misma cantidad polos y ceros® (o equivalentemente, si tiene una realizacién
espacio de estados) y es estable si es propia y todos los polos tienen parte real

negativa; finalmente, una matriz de funciones de transferencia es estable si y sélo

5Una funcién de transferencia es estrictamente propia cuando posee més polos que ceros y
es bipropia cuando posee igual cantidad de polos y ceros.
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si todos sus elementos son estables.
Considerese un sistema de control de 1-GL con:

110—s _36+333

—_ — K pr—
Gls) 5210+ s Y (5) 10 — s

Con este controlador K la funcién de transferencia en lazo cerrado, T = GK (I +

GK)™
33s + 36 _ 33s5+36
s34+ 1052+ 335+ 36 (s+3)2(s +4)

T(s) =

es un filtro pasa-baja estable. Luego, para el T' obtenido, se proyecta que y ~ r
después de cierto tiempo, lo que significa que el controlador provee buen rastrea-

miento de senales de referencia.

Si las tnicas especificaciones fueran buen rastreamiento de senales de refe-
rencia y realizabilidad, el controlador K seria un buen controlador. El problema
potencial con este controlador puede ser visto al realizarse una evaluacion minu-

ciosa de la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado, (3.13) en (3.18):

—-KS KS —-KS
S =S T

donde S = (I +GK)~'. Sustituyendo las funciones de transferencia G y K dadas

se obtiene:
s2(s+10)(36 +33s)  s2(s+ 10)(36 + 33s) s2(s + 10)(36 + 33s)
N C(s+3)2(s+4)(10—s) (s+ 3)2gs +4)(10—s)  (s+3)2(s+4)(10 — s)
s%(s +10) _ s*(s+10) 335436
(s+3)2(s+4) (s+3)2(s+4) (s+3)%(s+4)

Notese que los elementos Ny1, Nis v Nis, que son funciones de transferencia en
lazo cerrado del disturbio, senal de referencia y ruido en el sensor a la senal de
control, son inestables: por ejemplo, una senal de referencia con un pequeno pico
puede causar que la senal del actuador tenga grandes picos, una situacion por
demas indeseable. Con el controlador K, la funciéon de transferencia T es bas-

tante benigna, mas aun deseable, pero el sistema en lazo cerrado probablemente
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requerird grandes senales en el actuador. Esto lleva a pensar que para aceptar el
controlador K, se debe examinar la matriz de funciones de transferencia en su

totalidad y no sélo una funcién de transferencia tal como 7.
Para estudiar el caso més general de estabilidad interna, definase:

nx= nimero de polos de K (s) ubicados en el semiplano complejo derecho abierto;
np= nimero de polos de P,,(s) ubicados en el semiplano complejo derecho abier-

to; y los teoremas a continuacion:

Teorema 1le El sistema es internamente estable si y sélo si es bien posicionado

y las siguientes dos condiciones son satisfechas.

(i) el numero de polos de P,,(s)K(s) ubicados en el semiplano complejo derecho

abierto es igual a ng + np;

(ii) ®(s) = det(I — P,,(s)K(s)) tiene todas sus raices en el semiplano complejo

izquierdo abierto ((I — P,,(s)K(s))™! es estable). O
O también, la version MIMO del Teorema de Estabilidad de Nyquist:

Teorema 2e (Teorema de Estabilidad de Nyquist) El sistema es internamente
estable si y sé6lo si es bien posicionado, la condicién (i) en el Teorema le es
satisfecha y el diagrama de Nyquist de ®(jw) para —oo < w < oo encierra el

origen, (0,0), ng + np veces en direccién contraria a las agujas del reloj. U

3.5.2. Especificaciones de desempeno

A pesar de que la estabilidad es un punto importante, el objetivo real de
usar sistemas de control es mejorar el desempeno, esto significa que la salida
z se comporte de la forma deseada. Lo cierto es que la posibilidad de inducir
inestabilidad es una de las desventajas del control por realimentacion, de ahi que

se deba contrapesar la estabilidad con la mejora en el desempeno. En esta seccion
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se consideran las especificaciones de desempeno al detalle, la clasificacion de estas
especificaciones se realiza segiin cuales sean las entradas y salidas que afectan al

sistema.

A. Especificaciones entrada/salida

En esta parte, se considera la respuesta de la variable controlada z a una
senal de referencia r. Nétese que, en general, la salida z se ve afectada por dis-
turbios, ruidos, etc., sin embargo en esta parte del trabajo solo se considerara la

influencia de la senal de referencia.

A.1. Especificaciones de la respuesta a una funciéon escalén

La respuesta a una funcién escalén da una buena indicacién de la respuesta
de la variable controlada a senales de referencia que son constantes por largos
periodos de tiempo. En la Fig. 3.9 se simula la respuesta a una funcién escalén

en la senal de referencia, las siguientes caracteristicas pueden ser descritas:

Tiempo de crecimiento t., el tiempo que le toma a la salida alcanzar el

90 % de su valor final, usualmente se requiere que sea pequeno.

Tiempo de establecimiento t., el tiempo después del cual la salida

permanece a un 5 % de su valor final, usualmente se requiere que sea pequeno.

Sobre impulso, el valor pico dividido por el valor final, que generalemente

debe ser de 1.2 (20 %) o menos.

Razén de decaimiento, el ratio del segundo y del primer valor pico de

la salida, que generalmente debe ser de 0.3 o menos.

Error en estado estacionario o rastreamiento asintético, la diferen-

cia entre el valor final de la salida y el valor final deseado, generalmente debe ser
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Sobre impulso = A
1.5- Razon de decaimiento = B/ A

y(t)

0 tc 5 ) 10 te 15
tiempo

Figura 3.9: Caracteristicas de la respuesta en lazo cerrado para una funcion es-
calén unitario como senal de referencia

pequeno.

El tiempo de crecimiento y el tiempo de establecimiento son medidas de
la velocidad de respuesta en tanto que el sobre impulso, razon de decaimiento y

error en estado estacionario estan relacionados con la calidad de la respuesta.

A.2. Rastreamiento del error

En muchos casos, las senales de referencia son diversas y pueden cambiar
frecuentemente de tal forma que no sean completamente predecibles. En estos
casos, el objetivo es rastrear senales de referencia que estén en cambio permanente.
Para esto, se define el error de rastreamiento como e = z — r; la diferencia entre

la respuesta controlada y la senal de referencia.

La especificacion del error de rastreamiento tiene la forma:

M'ast = {N ‘ HN67'||2,OO < Oé}, (338)

donde la matriz de funciones de transferencia de las senales de referencia al error
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de rastreamiento, N,,, debe ser pequena.

B. Especificaciones de regulacion

En esta parte sélo se considera el efecto del disturbio sobre la salida con-
trolada. Las especificaciones de regulacién requieren que la relacion salida con-
trolada/disturbio sea “pequena”. No sorprende encontrar especificaciones de re-

gulacién expresadas en la forma de desigualdades (limites de una norma).

B.1. Atenuacién de disturbios especificos

La especificacion de que un disturbio d es atenuado asintoticamente en e
es:

Naten—asint = {N ‘ Ned(()) = 0} (339)

La especificacién Nyen—asint pPuede ser atin més exigida si se limita la respuesta
de N.4 a una funcion escalén. Por ejemplo, se puede requerir que el efecto de una
funcion escalén unitario r sobre e decaiga en no mas de 0.05 dentro de un tiempo
dado t4e,. Tal especificacion asegura que el sistema en lazo cerrado contrarreste

el efecto de un disturbio aplicado rapidamente (o cambiado).

B.2. Regulacion en el dominio de la frecuencia

El limite de la respuesta de e para el peor caso posible de disturbio d puede

ser expresado como un limite de la norma H.:

Nhinffreg = {N ’ HNedHoo S Oé},

que limita la ganancia de la funciéon de transferencia N, en lazo cerrado. A
menudo, esta especificacion se modifica por ponderaciones en el dominio de la

frecuencia, reflejando que se asume un valor maximo posible para el disturbio
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ponderado o que se debe mantener un valor limite para el error ponderado. En

una forma mas clésica:

Niinf—reg = {N | [Nea(jw)| < leg(w), Neq es estable}. (3.40)

La interpretacion clasica es que l,.,(w) es un limite, que depende de la frecuencia,
de la funcién de transferencia del disturbio a la salida controlada. La especificacion
(3.40) asegura que la funcién de transferencia del disturbio a la salida controlada

sea pequena en las frecuencias donde el disturbio tiene energia significante.

B.3. Regulacién del ancho de banda

La interpretaciéon clasica de la regulacion en el dominio de la frecuencia
(3.40) muchas veces es expresada como la regulacion del ancho de banda del
sistema en lazo cerrado®. Una definicién generalizada del ancho de banda del

sistema en lazo cerrado es:

Gab(Neq) = sup{ Q | |Neg(jw)| < M(w) para todo w < Q} (3.41)

que es la frecuencia mas grande debajo de la cual se puede garantizar que la fun-
cién de transferencia N4 no es mayor que 20log,, M (w), donde M (w) es una fun-

cién que depende de la frecuencia. En la Fig. 3.10 se tiene que M (w) = —30dB".

En términos de la velocidad de respuesta, a mayor ancho de banda, el
tiempo de levantamiento es menor, luego el sistema responde mas rapido. Esto
porque las senales de alta frecuencia son mas facilmente pasadas a la salida. Un

gran ancho de banda también indica un sistema sensible al ruido y a variacio-

6La regién efectiva de control, donde se obtienen beneficios en términos del desempefio, o
el ancho de banda del lazo cerrado [0,wp], cominmente llamado wg, es la frecuencia donde
|S(jw)| primero cruza 1/v/2 = 0,707(~ —3dB) desde abajo. El ancho de banda en términos de
T, wpr, es la frecuencia més grande que cruza 1/v/2 = 0,707(~ —3dB) desde arriba. Algunas
veces se define el ancho de banda en lazo cerrado como un valor intermedio entre wg y wpr.

TA[dB]=20log;,A.
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nes paramétricas. Por otro lado, si el ancho de banda es pequeno el tiempo de

respuesta serd mayor, como resultado sistema lento pero mas robusto.

| |
= = |
o g O
L L L

INed(@)| [dB]
3

_25, 4

(pab (Ned)

=35 ‘ / ‘ ]

102 10°

(03]

Figura 3.10: ¢4 es la mayor frecuencia para la que la funciéon de transferencia del
disturbio a la variable controlada, N.4, no es mayor que -30dB

B.4. Regulacién del pico del peor caso

Si se modela un disturbio como desconocido pero limitado, digamos, ||d|| <
My, v se requiere que la desviacion del pico del peor caso de la variable controlada

debido a d sea menor que M,,.:

||NeddHoo S Mmax para ||dHoo S Md;

entonces se puede especificar el limite de la ganancia del pico como:

-/\[pico - {N ‘ HNed”pico < Mmax/Md}- (342)



60

C. Esfuerzo de control

En cualquier sistema de control se debe limitar el tamano de las senales
del actuador:

”uHact S Mact;
para alguna norma apropiada ||u||4e v un limite M,., por las siguientes razones:

Calentamiento del actuador, grandes senales del actuador pueden cau-

sar un calentamiento excesivo, lo cual puede danar o causar desgaste en el sistema.

Saturacién o sobrecarga, el exceder los limites de las senales de actuador
puede danar el actuador, o causar que la planta P sea un pobre modelo del sistema

a ser controlado.

Potencia, combustible, o uso de recursos, grandes senales del actua-

dor estan asociadas con un excesivo consumo de combustible o uso de recursos.

Desgaste mecanico, cambios excesivamente rapidos en la senal del ac-

tuador pueden causar esfuerzos no deseados o desgaste excesivo.

Es importante destacar que los limites en tamano de u pueden ser for-
zados al limitar de forma apropiada el tamano de N,. y N,g, las funciones de
transferencia en lazo cerrado de las senales de disturbio y error a la senal del

actuador.

D. Efecto combinado de disturbios y senales de referencia

Hasta ahora se han tratado senales de referencia y disturbios por separado;
las especificaciones vistas limitan el comportamiento del sistema en lazo cerrado
cuando una, pero no las dos, de las entradas exdgenas actia. Suponiendo que en el

sistema actian un disturbio, una senal de referencia y un actuador, considerense
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las dos especificaciones a continuacién:

N, ={N | emin(t) < e(t) < emae(t) para todo t > 0},

Nu=A{N | [ Nual]2 < 1}.

La primera especificacion requiere que la respuesta a la funcién escalén de r a
e tenga como limites a €,,;, V €maqe- Esto significa que en caso de aplicarse una
funcién escalén como senal de referencia y un disturbio cero, la salida controlada
e estard contenida en [€,,in, €maz]- La segunda especificacién requiere que cuando
se aplique ruido blanco y senal de referencia cero al sistema, la norma H, del ac-
tuador u sea menor que uno. Si la funcién escalén unitario es aplicada como senal
de referencia r y el ruido blanco es aplicado como disturbio d simultaneamente, la
respuesta e es simplemente la suma de las respuestas con las entradas actuando
separadamente (propiedad de linealidad). Es muy probable que e no cumpla con
la primera especificacion debido a la presencia de d, y similarmente, el valor de u

podria ser mayor que 1 debido a la presencia de la senal de referencia r.

Hasta ahora cada especificacién considerada solo se ha visto influenciada
por una submatriz de N, que, al no considerar todas las columnas de N, toma
en cuenta sélo el efecto de un grupo de entradas exdégenas. Asi, la especificacion
sobre una submatriz de N que contiene todas sus columnas considerard el efecto
de todas las entradas exdgenas actuando simultaneamente. Luego, para la segunda

especificacion se tiene:

Naeomn = AN | /IINually + Nor (0)2 < 1,

donde la especificacion es evaluada sobre la submatriz [ N, Ny ] de N,y se
garantiza que la norma Hs de u no exceda uno cuando la senal de referencia
es una funcién escalon unitario y el disturbio es ruido blanco. En el caso de la

primera especificaciéon, se ha de formar una especificacion para la respuesta e que
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considere a la funcién escalén unitario (una senial particular) y al ruido blanco

(proceso estocastico). Esta puede ser:

Ne—comp = {N | Prob(e,;n(t) < e(t) < ema(t) para 0 <t < 10) > 0,90}

donde ¢ = N1 4+ Nyd, r es la funcién escalén unitario, y d es ruido blanco.
Se puede decir que la especificacién N._.omp requiere el 90 % de probabilidad
como minimo para que la restriccion N, sea satisfecha durante los diez primeros

segundos.

3.5.3. Especificaciones de robustez

En la seccién anterior se han considerado diversas especificaciones que pres-
criben el comportamiento del sistema en lazo cerrado, se incluyen consideraciones
de importancia tales como la respuesta en lazo cerrado cuando senales de referen-
cia y disturbios afectan al sistema. Esta seccion se centra en una consideracion de
suma importancia: jcudl seria el desempeno del sistema si la planta cambiara? en
otras palabras, robustez o insensibilidad del sistema en lazo cerrado a variaciones

o perturbaciones en la planta.

Hay varios métodos que miden cuan sensible es el sistema en lazo cerrado

a modificaciones en la planta, tales como:

Sensibilidad diferencial, el tamano de la derivada de N con respecto a

Peor caso de perturbacion, el cambio mas grande que puede ser causado

por un conjunto especifico de perturbaciones en la planta.

Margen®, el cambio més pequeiio en la planta que puede causar que alguna

8El margen de ganancia (MG) es el factor por el cual la ganancia de la funcién de transfe-
rencia en lazo cerrado |L(jw)| podria ser incrementada antes de que el sistema en lazo cerrado
se torne inestable. El margen de fase (MF) dice cuanta fase negativa (fase de atraso) se puede
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especificacion sea violada.

A. Sensibilidad diferencial

H. Bode fue el primero que estudié sistematicamente el efecto de pe-
quenas variaciones en las funciones de transferencia de lazo cerrado debido a
pequenas variaciones en la planta. Considerando la funcién de transferencia T =
(1+ GK)_IG’K para el sistema de control de 1-GL, él percibié que para cada

frecuencia s:

dT'(s) T(s) 1
= = A4
9G(s) Gls) 11K W) (343)
notese que gg((g / 223 recibié el nombre y el simbolo S de la clasica funcién

de transferencia de sensibilidad. Asi, se tiene una regla béasica para el sistema de

control de 1-GL:

(3.44)

(~ significa igual al primer orden), que se interpreta como: el cambio relativo de
la funcién de transferencia 7'(s) es, al primer orden, la funcién de transferencia de
sensibilidad multiplicada por el cambio fraccional en G(s). Por ejemplo, para una
frecuencia w con |S(jw)| = 0,1, un 10% de la variacién en el nimero complejo

G(s) conlleva a una variacién en T'(s) de (aproximadamente) 1 %.

Adicionalmente, la funcién de transferencia de sensibilidad, (3.43), también

puede ser expresada como:

~ 0logT(s)

S(s) = 9oz G(s)’ (3.45)

y por esta razon S(s) puede ser llamada sensibilidad logaritmica de T" con respecto

aG.

aumentar a L(s) en la frecuencia w. (|L(jw.)| = 1) antes que la fase a esta frecuencia sea —180°,
que corresponde a la inestabilidad en lazo cerrado.
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Es posible generalizar los resultados de Bode para el caso en que se tienen
multiples actuadores y miiltiples sensores. Considerando el sistema de control
de 2-GL, con funcién de transferencia T = (I + GK,)) 'GK,, si la planta es

perturbada tal que G llega a ser G + dG, se tiene:
T+6T = (I+ (G+6G)K,) (G + §G)K,.
Manteniendo los términos de primer orden en dG se tiene:
6T ~ (I + GK,) '6GK, — (I + GK,) '6GK,(I + GK,) 'GK,,

= (I +GK,) G + K,G) 'K,
= S0G(I + K,G) 'K, (3.46)

donde S = (I + GK,)™! es la matriz de sensibilidad del sistema de control de

2-GL. Suponiendo que la variacién en G pueda ser expresada como:
§G = 6GIme@q,

donde §G/ se puede interpretar como la perturbacién fraccional de G. De (3.46)

resulta:
0T ~ S6GI™*G(I + K,G) 'K, = S§GI™T,
tal que:
6T ~ 6T/,
donde

STIme ~ §5GITee, (3.47)

Esto es andlogo a (3.43): la variacién fraccional en la funcién de transferencia

T es, al primer orden, la matriz de sensibilidad S multiplicada por la variacion
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fraccional en GG. Como ejemplo, la especificacion de diseno:
amax((STfmc(jw)) < 0,01 para w < wgp, Umax((SGfmc(jw)) < 0,20,

limita la variacion fraccional de primer orden en T a 1 % sobre el ancho de banda
wap, a pesar de las variaciones en G de 20 %, luego se tiene la especificacién
equivalente:

Omaz(S(Jw)) < 0,05 para w < wey.

La expresion general para la variaciéon de primer orden de la matriz de
funciones de transferencia en lazo cerrado N debido a la variaciéon en la matriz

de funciones de transferencia de la planta es:
6N ~ 6P, + 6P, K(I — Py K) ' Py, + PoK(I — Py K) '6P,,

+P,K(I — Py,K) '6P, K(I — Py K) ' P,y (3.48)

El dltimo término muestra que ON/0P,, tiene componentes que estan dados por

el producto de dos funciones de transferencia en lazo cerrado.

B. Especificaciones de robustez via limites de ganancia

En la subseccién anterior se estudio la sensibilidad diferencial a variaciones
en la planta del sistema en lazo cerrado. El analisis de sensibilidad diferencial a
menudo da una buena prediccién de las variaciones que ocurren en un sistema en
lazo cerrado siempre y cuando los cambios en la planta sean moderados, luego,
los disenos que satisfacen especificaciones de sensibilidad diferencial son robus-
tos a variaciones moderadas en la planta. Sin embargo, las especificaciones de
sensibilidad diferencial no pueden garantizar que el sistema en lazo cerrado varie
draméticamente, por ejemplo, se mantenga estable, cuando las variaciones en la

planta sean de una cantidad no despreciable.
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En esta subseccién se describen las especificaciones de robustez, que, al
igual que las especificaciones de sensibilidad diferencial, limitan la variaciéon del
sistema en lazo cerrado causada por una variacion o perturbacion en la planta.

En este abordaje, sin embargo, se considera que:

(i) Los tamanos de las variaciones de la planta son descritos explicitamente, por
ejemplo, una ganancia particular varia entre +1dB, a diferencia del abordaje
sensibilidad diferencial donde las variaciones en la planta son vagamente descritas

como “pequenas”.

(ii) Las especificaciones de robustez limitan el peor caso posible de variacion en el
sistema de lazo cerrado causado por posibles perturbaciones. Las especificaciones
de sensibilidad diferencial limitan las variaciones de primer orden del sistema en

lazo cerrado.

Las especificaciones de robustez dan limites garantizados sobre la dete-
rioracién del desempeno, ain para variaciones en la planta “grandes”, para las
cuales las extrapolaciones de sensibilidad diferencial son dudosas. Algunas des-
ventajas de las especificaciones de robustez en relacién a las especificaciones de

sensibilidad diferencial son las siguientes:

(i) No es posible modelar variaciones reales en la planta en la forma requerida por
las especificaciones de robustez. Por ejemplo, no es posible saber si la variacion

en una ganancia especifica es de £1dB o +0,5dB.

(ii) No es deseable limitar el peor caso posible de variacion en el sistema de lazo
cerrado, que resulta en un diseno conservativo. La especificacién que limita las
variaciones tipicas en el sistema en lazo cerrado podria capturar mejor la intencién

del disenador.
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B.1 Especificaciones de robustez

Suponiendo que P es cualquier conjunto de matrices de funciones de trans-
ferencia (n, + ny) X (n, +n,), P sera conocido como el conjunto de las plantas
perturbadas, y sus elementos son las plantas perturbadas. Sea D alguna espe-
cificacién de desempeno, por ejemplo, una funciéon booleana sobre las matrizes
de funciones de transferencia n, x n,, y sea K cualquier matriz de funciones de

transferencia n, X n,.

Definicién La especificacion de robustez D, formada por D, P y P es dada

por:

D,op: D se mantiene robustamente para K y P, para cada K que satisface:

N =P, + P, K(I — PpyK) ' P,,. (3.49)

O

Entonces, una especificacion de robustez es formada a partir de una especificacion
de disennio D, un conjunto de plantas perturbadas P, y la planta P. A lo largo
de la subseccion, P es entendida, luego la especificacién de robustez serd escrita
como:

D,ob(P, D).

Si la especificacién de disenio D es estable, por ejemplo, estabilidad en lazo
cerrado, D, se denomina especificacion de estabilidad robusta asociada a Py
P. Con P sobreentendida, la especificacién de estabilidad robusta asociada con

el conjunto de plantas perturbadas P sera denotada por:

Drob—est = Drob (P, Destable)'
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A continuacion, algunos ejemplos de especificaciones de robustez organiza-
das por los conjuntos de plantas perturbadas asociadas y sus respectivos modelos

de variaciones en la planta:

B.1.1. Conjunto de perturbaciones finitas en la planta

Dinamica despreciada, D, _.s requiere que el sistema no sea inestable
debido a las resonancias de alta frecuencia, al roll-off de la dinamica del sistema

y a la dinamica del sensor, que son ignorados en el modelo P.

Modos fallidos, el modelo a controlar puede ser uno donde el actuador
esté fallando. La especificacion de estabilidad robusta garantiza que el sistema en

lazo cerrado permanezca estable a pesar de las fallas.

B.1.2. Perturbaciones parametrizadas en la planta

Tolerancia de los componentes, un unico controlador K es disenado
para varias plantas, por ejemplo, una linea de manufactura del sistema a ser
controlado. El controlador es disenado en base a una planta nominal, las varia-
ciones paramétricas representan (ligeras) diferencias entre los sistemas manufac-
turados. El disenar un controlador que robustamente alcance las especificaciones
de desempeno evita la necesidad y el costo de estar ajustando cada sistema de

control manufacturado.

Fatiga o desgaste de un componente, un controlador es disenado para
un sistema modelado por P, pero se desea que el sistema continte trabajando atin
si el sistema a controlar cambia debido a fatiga o desgaste de sus componentes.
Disenar un controlador que robustamente alcance las especificaciones de diseno
evita la necesidad y el costo de estar ajustando periddicamente el sistema de

control.
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Cambios externamente inducidos, el sistema a ser controlado puede
ser bien modelado como un sistema lineal invariante en el tiempo dependiendo
de las condiciones externas de operacion, que varian lentamente comparada con
la dindmica del sistema. Ejemplo de estos cambios pueden ser inducidos por la
temperatura, presion, etc. Disenar un controlador que robustamente alcance las
especificaciones de diseno puede evitar la necesidad de un controlador de ganancia

programada o adaptativo.

Incerteza paramétrica del modelo, un conjunto de plantas perturbadas
por variaciones paramétricas puede modelar la incerteza en el modelo del sistema
a ser controlado. Por ejemplo, un modelo desarrollado por principios fisicos puede
presentar parametros fisicos tales como longitud, masa, coeficientes de conduccion
de calor, etc; cuyos valores se consideran limitados por un minimo y un maximo.
En un modelo de tipo caja negra derivado de un procedimiento de identificacion, la
incerteza de los parametros fisicos se representa en los coeficientes de las funciones
de transferencia o en los elementos de las matrices de la representacion espacio

de estados.

B.1.3. Perturbaciones desconocidas pero limitadas de la funcién de

transferencia

A menudo es 1til modelar la incerteza en la planta (como un modelo del
sistema a ser controlado) como errores, dependientes de la frecuencia, en las
respuestas en frecuencia. Tal conjunto de perturbaciones en la planta ser pueden

referir a:

Incerteza del modelo, las funciones de transferencia de la planta pueden
modelar de forma imprecisa el sistema a ser controlado, esto debido a los errores
de medida e identificacién. Por ejemplo, las funciones de transferencia del sistema

a ser controlado pueden ser medidas en cada frecuencia con una exactitud del 1 %.
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Dinamica parasita de alta frecuencia, el modelo de un sistema a ser
controlado puede ser menos exacto a altas frecuencias debido a dinamica parésita
no-modelada o desconocida. Ademas, esta dinamica puede variar con el tiempo u
otro parametro fisico, y luego no puede ser modelada confiablemente. En sistemas
eléctricos, por ejemplo, se puede tener pequenas capacitancias e inductancias re-
manentes; esta dinamica parasita puede cambiar significativamente cuando varia

el ambiente eléctrico o magnético del sistema.

B.2 Método de la ganancia pequena para estabilidad robusta

Considerando un conjunto de plantas perturbadas P dado en la forma
de perturbacién de realimentacién (Seccién 3.4.5) y siendo la norma ||.||,, una
ganancia, dendtese M como la maxima ganancia de las posibles perturbaciones
de realimentacion:

M= sup A, (3.50)

AEAP
donde Ap es el conjunto de perturbaciones de realimentacion y M viene a ser

una medida de cuan “grande” pueden ser las perturbaciones de realimentacion.

9

Del Teorema de Ganancia Pequena” se sabe que si:

[ NgpllgnM < 1, (3.51)

luego, para todo A € Ap:

M

1AM = NgpA) " Hlgn < :
" 77 1= M|[Ngpllgn

Y de (3.36) se tiene:

M|[Nzpllgn | Ny g
1 — M{|Ngpllgn

INPHA) — Naglgn < para todo A € Ap . (3.52)

9Ver Zhou et al, [49].
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La especificacion convexa en lazo cerrado (3.51) se conocera como la condi-
cién de ganancia pequena. Nétese que, (3.51) y (3.52) establecen la idea expresada
en la Seccién 3.4.5: el sistema en lazo cerrado serd robusto si Nz,, Nyz v Ny, son

lo “suficientemente pequenas”.

Por lo antes expuesto, la especificacién de robustez de N es dada por:

[ Napllgn < 1/M, (3.53)
“NEPHQn < 00, (3.54)
HNqu‘JHgn < 00, (355)
||N21D||gn < o0, (356)
lo cual implica que:
| NP ||, < 0o para todo A € Ap, (3.57)

esto es, la especificacion de robustez formada a partir del conjunto de plantas

perturbadas P y la especificacién ||N||,, < oo se mantienen.

Si la ganancia ||.||s, es finita sélo para matrices de funciones de transfe-
rencia estables, entonces las especificaciones (3.53)-(3.56) implican que N?°"* es
estable, y, las especificaciones (3.53)-(3.56) son las especificaciones de estabili-
dad robusta. Como ejemplo, la norma Ho, ||.||oo, es finita sélo para matrices de
funciones de transferencia estables, luego la especificacion ||Ngplloo < 1/M, jun-
to con la estabilidad de Nj,, Nyy v N, (estabilidad interna), garantiza que la

especificacion de estabilidad robusta Dy, se mantenga para N.
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B.3. Método de la ganancia pequena para desempeno robusto

Una variacion del método de la ganancia pequena es tal que se forman
aproximaciones convexas de especificaciones de robustez con cierto limite de ga-
nancia:

[ Nzallgn <

donde Ny es un elemento o submatriz de N (y estabilidad robusta implica

[Nzolloo < 00).

A lo largo de esta subseccion se considerara la especificacion de robustez,
formada a partir del conjunto de plantas perturbadas P y la especificacién del
limite de la ganancia:

[Nzollo < 1, (3.58)

esta especificacion de desempeno robusto se denominard Dges_,op. También se
asumira que el conjunto de plantas perturbadas P es descrito por la forma de
perturbacion de realimentacién con ganancia maxima igual a uno, M = 1 en

(3.50). La aproximacion de Dges_rop €S entonces:
Nz Nzp
<1. (3.59)
N,s N,

Al igual que la especificacién de estabilidad robusta Deg;—rop: (3.53)-(3.56), (3.59)

se puede interpretar como un limitante de Nz,, Nyg ¥ Ngp.

A continuacién se mostrard que (3.59) implica que la especificacién (3.58)

permanezca robusta, esto es:

| Nzo + NzpA(I — Ny A) ' Nyplloo < 1 para todo A € Ap . (3.60)
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Suponiendo que (3.58) se mantenga, tal que para cualquier senal w y p se tiene:

z w
< : (3.61)
q rms p ™rms
donde —
q | Nqﬂ) qu p

La desigualdad (3.61) puede ser reescrita como:

1Z07ms + lalFms < 10170 + 121 pns- (3.62)

Considerando que p = Agq, donde A € Ap, tal que estas senales corresponden al

comportamiento en lazo cerrado del sistema perturbado, asi:
zZ = (Ngw + Nz AL — quA)_quu—J) w. (3.63)
Luego, dado que [|Al|s < 1, se tiene:

[Pllrms < 1lgllrms- (3.64)

Y de (3.62)-(3.64) se concluye que:
1Zllrms = [I(Nza + Nap A = NopA) ™ Noip )| rms < |0l rrms (3.65)

dado que esto se mantiene para cada w, se cumple (3.60).

Doyle interpreté la especificacion (3.59) como una condicién de estabili-
dad robusta basada en la ganancia pequena (3.50) para un conjunto de plantas
perturbadas que incluyen una matriz de funciones de transferencia, limitada pero
desconocida, conectada de z a w. Este “lazo de desempeno” es mostrado en la

Fig. 3.11.
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i Ades ‘Ai
{2 -

p q
W‘{ N }z
W > Z

Figura 3.11: Configuracién general de un sistema controlado usando el lazo de
desempeiio de Doyle que conecta una realimentacién A% de z a w.

Si la condicién (3.59) se mantiene, el sistema en lazo cerrado de la Fig.
3.11 serd robustamente estable para todo A con ||Alle < 1. En particular, el
sistema en lazo cerrado de la Fig. 3.11 serd robustamente estable para todo A de

la forma:

_ A 0
A
0 Ades

con ||A%¢|| <1y [|[Alle < 1. Esto es equivalente a que la especificacién (3.58)

permanezca robustamente para todo A con ||All, < 1.



Capitulo 4

TECNICAS DE DISENO DE
CONTROLADORES

Los métodos de control Hs son muy usados en el diseno de controladores
que reducen la respuesta vibratoria de una estructura flexible. Mientras que el
diseno Hs resulta en un buen desempeno nominal, los controladores sélo son efi-
cientes en la planta de diseno, planta que no considera un modelo para el error
incurrido en el modelado. Como resultado, el desempeno alcanzado por siste-
mas de control Hy cuando implementados presenta limitaciones. Para alcanzar
altos niveles de desempeno en implementacién, se debe considerar un modelo del
error en el modelado cuando se disena el controlador, tal como se hace en la
teoria de diseno de controladores H,. En las siguientes secciones se presenta una
introduccién a ambas teorias de control, Hy v He, v a la teoria Ho/Hso, que
combina las dos teorias anteriores. La formulacion del problema para el diseno de

controladores de orden fija tambien es presentado en la parte final del capitulo.

Las teorias de control Hs y H pertenecen a un abordaje basado en senales,
estas teorias involucran formulaciones de problemas de control en el dominio
del tiempo que resultan en la minimizacién de una norma de cierta funcién de
transferencia. Asi, se considera un disturbio en particular o un cambio en la
senal de referencia y luego se trata de optimizar la respuesta en lazo cerrado. El

control Hy tiene sus inicios en los métodos espacio de estados de la década del
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60, tales como el controlador gausiano cuadratico lineal (LQG). Especificamente,
en el LQG se asume que la senal de entrada es estocéstica (o impulsos alternados
en un conjunto determinado) y el valor esperado de la variancia en la salida (o
norma 2) es minimizado. Con la inclusién de ponderaciones dependientes de la
frecuencia en las senales del sistema, el LQG puede ser generalizado al conocido
método de diseno Wiener-Hopf (o norma Hy). Al considerar senales de energia
limitada en la entrada del sistema se puede derivar una metodologia de control
basada en la norma H.,. Este ultimo abordaje es de gran interés dado que puede
ser combinado con representaciones de modelos de incerteza, haciendo posible la
solucion de problemas complejos de estabilidad y desempeno, lo que se conoce

como control robusto H.

A menudo se intenta optimizar directamente ciertos objetivos mas repre-
sentativos del sistema, tales como tiempo de asentamiento, margenes de estabi-
lidad u otros, en lugar de la norma de ciertas funciones de transferencia. Las
metodologias que involucran optimizaciones multiobjetivo de este tipo presentan
problemas dificiles de resolver computacionalmente hablando, especialmente si
no se cuenta con convexidad [2], en muchos casos soluciones aproximadas son las
mas convenientes, como por ejemplo se fija inicialmente la orden del controlador.
En este grupo de controladores se encuentra el controlador Hs/Hs que intenta
optimizar el desempeno de un sistema en lazo cerrado mediante la minimizacion
de la norma H,, que es la que mejor define objetivos de desempeno, teniendo
como restriccion la robustez en estabilidad del sistema en lazo cerrado, que es

medida por la norma H,.

Antes de definir con mayor detalle las teorias de control Ha, Hoo ¥ Ha/Hoo,
se presentaran las siguientes definiciones de tal forma que los problemas de control

queden mejor descritos.
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La planta generaliza para un problema de control estandar es dada por:

T = Ax + Biw + Bou, (4.1)
z = le -+ D12u7 (42)
Yy = CQJ,‘ + Dglw, (43)

donde x € R" es el vector de estados, w € R™ es el vector de entradas exdgenas,
u € R™ es el vector de senales de control, z € R™ es el vector de salidas

controladas y y € R™ es el vector de senales medidas.

Un controlador general (dindmico) para este sistema puede ser representa-
do por:
i = Axrx + Bry, (4.4)

u = CKJZK, (45)

donde xx € R"X es el vector de estados del controlador, cuya dimension es el

resultado del método de control usado o puede ser especificada a priori.

4.0.4. Diseno de controladores para estabilidad nominal

Cerrando el lazo de control usando realimentacién negativa se obtiene la

dindmica del sistema en lazo cerrado como sigue:

z = Az + Buw, (4.6)
z=Cx, (4.7)
donde:
T
T = : (4.8)

Tk
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[ a4 =B
A= N (4.9)
BrCy  Ax
[ B
B = , (4.10)
N BKD21
O = Cl —Dlch ) (411)

para w = w y z = Z. Luego, el conjunto de todos los controladores estabilizantes

es definido como:

K = {(Ag,Bg,Ck) : A es asintéticamente estable}. (4.12)

4.0.5. Diseno de controladores para desempeno nominal

Para el problema de control de desempeno nominal el objetivo es minimizar
la norma H, de una funciéon de transferencia en lazo cerrado de las entradas

exbgenas a las salidas controladas:

N., =C(sI — A)7'B, (4.13)

donde las entradas exdgenas estan confinadas a un conjunto de senales de energia
limitada y espectro fijo. Si la entrada exégena (disturbio) es modelada como ruido

blanco, el objetivo resulta:
m}g’n{J( A, B,C) = th E{z(t)"z(t)}}, (4.14)

donde E es el operador esperanza (expectativa).

Otro abordaje para el diseno de controladores de desempeno nominal em-
plea la norma H.,, que puede ser interpretada como la ganancia del sistema y

representa el peor caso de amplificacién de todas las entradas exdgenas w(t) de
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senales Lo de energia limitada. La teoria de control H,, basada en Doyle et al.
and Francis [13], [16] involucra la definicién de ponderaciones (dependientes de
la frecuencia) en las salidas y entradas tal que los objetivos de desempeno sean

satisfechos mediante la minimizacién de ||V, ||oo:

min | N - (4.15)

Dado que la norma H, es definida con respecto a la magnitud pico de la
respuesta en la frecuencia de la matriz de funciones de transferencia y la norma H,
es definida por una cantidad que resulta de un cuadrado integrable, los sistemas de
lazo cerrado correspondientes pueden presentar diferentes caracteristicas. Luego,
dependiendo de los objetivos de desempeno, un tipo de diseno puede ser preferible
a otro. Cuando el desempeno es especificado por medidas rms, el diseno Hs, en
general, lleva a un mejor desempeno nominal. El beneficio de usar la teoria H, se
hace evidente al permitir la incorporacion del requerimiento de robustez a errores

de modelo en el proceso de diseno.

4.0.6. Estabilidad robusta y desempeno robusto

Consideraciones mas realistas en el diseno de controladores son la estabi-
lidad robusta y el desempenno robusto. La estabilidad robusta requiere que el
sistema en lazo cerrado permanezca estable atin en la presencia de errores del
modelo (incertezas'). El problema de estabilidad robusta puede ser formulado
usando la Fig. 4.1, equivalente a la Fig. 3.11, mediante la absorcién de las ponde-
raciones y escalamientos dentro de la planta generalizada P. Las incertezas son
escalonadas, con As representando el conjunto de todas las perturbaciones esta-
bles A tales que ||A]l« < 0. Suponiendo que K estabiliza internamente el lazo

cerrado para A = 0, entonces una condicion suficiente para la estabilidad robusta

'La incerteza puede ser modelada de muchas formas (multiplicativa, multiplicativa inversa,
aditiva, paramétrica, entre otros) y puede ser localizada en varios puntos del lazo de control.
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de todas las plantas del conjunto formado por A € Aj es tal que:

[[Ngp (K [loo < (4.16)

ST

Entonces, al igual que el problema de desempeno nominal, la estabilidad robusta

es caracterizada por la norma H,, de una funcién de transferencia.

A 4

A 4

K <

Figura 4.1: Configuracién del sistema controlado para una analisis de estabilidad
robusta y desempeno robusto

La especificacién del desempeno robusto en un formato H., es posible
gracias a la posibilidad de formular el problema de desempeno robusto como un
problema de estabilidad robusta. Considerando la planta de incertezas en la Fig.
3.11 con entradas y salidas definidas para el desempenio y un modelo de incerteza,

las condiciones para desempeno robusto son:
1. Estabilidad robusta (4.16), y
2. Desempeno mantenido para todo A € Ay.

Cerrando el lazo desde z hasta w a través de un bloque de incertezas A%
se tiene el problema de desempeno robusto como un problema de estabilidad

robusta, mostrado en la Fig. 3.11 donde los bloques han sido escalonados a uno.

Una condicién suficiente para el desempenio robusto (incluye también es-
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tabilidad robusta) es que:

INowKlle < - (@.17)

Definase As como un conjunto de todas las perturbaciones no-estructuradas A,
estables, tal que |All. < 6. Cuando A € Ag, la (4.17) es necesaria y suficiente

para asegurar la estabilidad robusta.

El disefiar para desempeno robusto usando A% como en la Fig. 3.11 in-
troduce una estructura diagonal por bloques de A que resulta en que la (4.17) sea
solo suficiente y posiblemente demasiado conservativa. Este conservatismo es en
cierta medida aliviado usando el control Hs/H,, donde el desempeno es medido

usando la norma Hs.

4.0.7. Estabilidad robusta y desempeno optimo

Aun cuando el control H,, provee estabilidad y desempenio en presencia
de errores del modelo, el uso de la norma H., como medida de desempeno puede
resultar conservativo. Tomando esto en consideracién, el diseno de controlado-
res Hy/Ho ha sido desarrollado para proveer una estabilidad robusta (Hs) ¥
un desempeno nominal (Hz) mediante la minimizacién de la norma Hy para un
conjunto de entradas/salidas mientras la norma H,, limita otro conjunto de en-
tradas/salidas. Con referencia a la Fig. 3.11, el objetivo es satisfacer:

ming || Nzalf3

(4.18)
sujeto a || Ngp|leo < 7-

Asi, la formulacién del problema de control mixto Hsy/Ho, como mostrado
en (4.18) provee un balance explicito entre las demandas conflictivas, desempeno
nominal y estabilidad robusta. Una solucién a este problema puede ser encontrada

en Ades, [2], que resuelve usando controladores de dimensién fija.
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La utilidad del diseno de controladores usando normas combinadas es ex-
plotada mediante la separacién del desempeno y la robustez usando el subpro-
blema H, para desempeno nominal y usando el subproblema H,, para alcanzar
estabilidad robusta. En la Fig. 3.11 las entradas y salidas asociadas con el modelo
de incerteza incluyen p y ¢, w es asociada con los disturbios y ruidos de medida
y Z es asociada con el desempeno. De esta manera, el conjunto de controladores
balancea explicitamente el desempeno nominal con niveles de robustez a la incer-
teza. Como presentado en la Fig. 4.2 abajo, el conjunto de controladores incluye a
un extremo el controlador de més baja autoridad que provee la maxima robustez
y minimo desempeno, y en el otro extremo un controlador de maximo desempeno

con minimos margenes de estabilidad.

<«—_ robustez mdxima
desempefio minimo

00

Norma H

desempeflo maximo
robustez minima

Norma H )

Figura 4.2: Compromiso desempeno-robustez

En las siguientes secciones, se presenta la formulacion del problema de
control Hy/Hs mixto, Ha y Heo, v las condiciones necesarias para el disenio
de estos controladores. Un algoritmo numérico para el calculo de controladores

Hs/H o es presentado en el Apéndice E.
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4.1. Control 6ptimo H,

En esta seccién se trata el problema de control 6ptimo para sistemas inva-
riantes en el tiempo considerando un criterio cuadratico de desempeno. El mate-
rial presentado en esta seccion sirve como base no sélo para el control 6ptimo Hs

sino que también es util para el control robusto H...

4.1.1. Introduccién al regulador cuadréatico lineal (LQR)

Tanto el control éptimo Hy como el control robusto H,, formulan el pro-
blema de control en el dominio del tiempo?. Considerese el siguiente sistema
dindmico:

&= Ax + Bou, x(t,) = z,, (4.19)

donde x, es dado. En el problema del regulador el objetivo es encontrar la funcion
de control (senal de control) u(t) definida sobre [t,, T] tal que el estado x(t) sea
llevado a una pequena vecindad cercana al origen en el instante de tiempo 7" (r = 0
en la Fig. 3.1). Se puede decir que el problema del regulador tiene solucién trivial
para cada T > t, siempre y cuando el sistema sea controlable. Siendo asi, se puede
construir una funcién de control que llevara el estado a cero en un corto tiempo,
esto siempre y cuando el controlador pueda dotar al sistema de grandes cantidades
de energia. Sin embargo, se sabe que en la préctica todo sistema fisico tiene una
limitacién de energia, por ejemplo, saturacion de los actuadores. Ademas, grandes
cantidades de energia pueden llevar al sistema fuera de la regiéon donde el modelo
lineal es valido. De todo esto, se deduce que se tienen que imponer limitaciones
en el control para asi poder implementarlo en un sistema practico de ingenieria.
Luego, el problema del regulador se posiciona como el problema de control 6ptimo

con un indice combinado de desempeno £, sobre v y = dada la ecuacion dindamica

2Representacién del sistema en la forma de espacio de estados, ver Apéndice B.
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(4.19):
min > |Cr + Dygull3 = Irgn th E{z(t)"2(t)}}, (4.20)

u€L2[0,00

& = Az + Bou, x(0) = x,, (4.21)

donde z(t) viene a ser la salida regulada y puede ser expresada como:

1
Rz2u
z = ,

Q2x

luego el objetivo de control se puede reescribir de la siguiente forma:

min lim E{z(t)" Qx(t) + u(t)” Ru(t)},

K t—oo

donde () y R son matrices de ponderaciéon semidefinidas positiva; el primer
término penaliza las desviaciones de x del cero, y el segundo término representa

el costo de usar seniales de actuacion.

A. Problema del regulador cuadratico lineal

Sea el sistema dinamico descrito segiin la siguiente ecuacion espacio de

estados, como mostrado en la Fig. 4.3 :
& = Az + Bou, x(0) ==z,, dado pero arbitrario, (4.22)

z = CISC + Dlgu, (423)

donde las matrices C' y D15 tienen las siguientes formas, respectivamente:

e}

Cy = , (4.24)

=
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Figura 4.3: El costo LQR es |23
R3
D12 = . (425)
0

Supongase que las matrices del sistema satisfacen las siguientes consideraciones:
(i) (A, Bs) es estabilizable;
(ii) Dio tiene rango de columna completa con [ Dy D, } unitaria;
(iii) (C1, A) es detectable;

. A — ju)] B2 .
(iv) tiene rango de columna completa para todo w.
Cy Dy

El problema del regulador cuadrético lineal consiste en encontrar la ley de

control éptimo u € L5[0, 00) tal que el criterio de desempeno ||z]|3 sea minimizado.

B. Solucion del problema del regulador cuadratico lineal

La consideracion (i) es necesaria para la existencia de la funcién de control
estabilizadora u. La consideracion (ii) es hecha por simplicidad de la notacién

y es una redeclaracién de que Djy,Di5 = I. La consideracién (iii) junto con la
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consideracién (i) garantizan que la estabilidad entrada/salida implique estabilidad
interna. Finalmente, la consideracion (iv) es equivalente a la consideracién de que
(D% Cy, A — ByD73,Ch) no tiene modos no observables en el eje imaginario. (iv),
junto con la estabilidad de (A, Bs), garantiza que la matriz Hamiltoniana H

pertenezca al dom(Ric) y que X = Ric(H) > 0:

A 0 By
H = — [ D*Cy B} |- (4.26)
_CTCI —A* —Cileg

La ecuacién de Riccati correspondiente a (4.26) es:
(A — ByD},Ch)* X + X(A— ByD},Ch) — XBoB3 X +CyD  D7Cy=0. (4.27)
Sea X la correspondiente solucién estabilizadora de (4.27) y definase:
K = —(B;X + D7,C4). (4.28)

Entonces A + By, K es estable.

Considerando que se aplica la ley de control u = Kz al sistema (4.22) y

(4.23), el sistema controlado queda de la siguiente forma:
t=(A+ ByK)x, x(0)=x,,

z = (Cl + Dng)ZE,

o equivalentemente:
&= (A4 ByK)x + x,0(t), x(0_)=0,

z = (Cl + Dng)(L'.
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La matriz de funciones de transferencia asociada al sistema controlado es:

A 4+ BK ’ I
N.(s) = ;

Ci+ Do K ‘

Fue demostrado por Safonov y Athans (1977) que el regulador cuadrético
lineal tiene grandes propiedades de robustez, margenes de ganancia de -6 dB
a +0o dB y margenes de fase de +60° en todas las direcciones. Debe notarse,
sin embargo, que este resultado solo es valido para el caso de realimentacion de
estados completa (y = z en la Fig. 4.3). Esta consideracién no es vélida en la
practica, ya sea porque las variables de estado no son accesibles por medida directa
o porque el nimero de los dispositivos de medida es limitado. En consecuencia,
al aplicar una realimentacién de estados para estabilizar u optimizar un sistema
se tiene que encontrar un sustituto razonable para el vector de estados. Asi,
valiéndose de las entradas y salidas de la ecuacion dindmica se puede construir un
dispositivo que aproxime el vector de estados, z. Este dispositivo es denominado

estimador de estado u observador de estado?.

4.1.2. Problema de control H,

El controlador H, es la generalizacién del controlador LQG?, el controla-
dor ‘H, minimiza la norma Hsy de forma similar al indice de desempeno LQG pero
fija el problema de disefio de controladores en su configuracion general: disturbios
y entradas de control no colocalizados, asi como desempeno y salidas medidas no
colocalizados. Las posiciones de las entradas de control no siempre coinciden con
las posiciones de los disturbios, y las posiciones de las salidas medidas no nece-

sariamente estan colocalizadas con la posicion donde el desempeno es evaluado.

3Ver Apéndice B.

4El problema del controlador LQG es una generalizacién del problema LQR, se considera
que el estado no es medido directamente, esto quiere decir que no sélo se tiene que calcular la
ganancia de controlador sino también la del observador.
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Para el problema H, (y para el problema H,, en la siguiente seccién) se

considera el sistema en su representacion espacio de estados como sigue:

T = Az + Byw + Bsu, (4.29)
2z = Cx + Dyou, (4.30)
y = Cyr + Dyw. (4.31)

Como en el problema LQR, se extraen el estado x y la senal de actuacién u

(ponderados) como la salida controlada z:

La entrada exdgena incorpora los ruidos de proceso y de medida, vp.oc ¥

Vsensor, €Stos ruidos no son correlacionados y tienen matrices de densidad espectral

5

de potencia® constantes, mec V Visensor T€SPEctivamente, se representan como:

Uproc ‘/;)T‘OC
g w s

US@TLSOT‘ ‘/SE’ILSO’I"

con w siendo ruido blanco. Entonces, en la ecuacion espacio de estados del sistema

(4.29-4.31) se tiene lo siguiente®:

By = pg‘oc 0|, (432)
0

Cl - N 5 (433)
Q>

5Distribucién de la potencia de una determinada sefial en el espectro de frecuencias.
6Sin pérdida de generalidad se puede asumir que R = I v Viensor = I, obteniéndose:

sz[é],pmz[o 1]
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Dy = : (4.34)

I 1
Do =10 Vinsor |- (4.35)
Esto se muestra en la Fig. 4.4.

Las siguientes consideraciones son necesarias para resolver el problema de

control Hs.
(i) (A, Bs) es estabilizable y (Cy, A) es detectable;

(ii) D1 tiene rango de columna completa con [ Dis D, ] unitaria, y Doy

. Dy L
tiene rango de fila completa con ~ unitaria;

D,
o | A—gwl By |
(iii) tiene rango de columna completa para todo w;
i G Dy |
. A — ju)] Bl .
(iv) tiene rango de fila completa para todo w.
i Co Dy |

Se puede notar que D presenta una estructura especial en la planta, donde Doy es
asumido igual a cero de forma que P, sea estrictamente propria y Di; es asumido

cero de forma que se pueda garantizar el buen posicionamiento del problema Ho.

Problema de control H, El problema de control Hs consiste en encon-
trar un controlador K, real, racional y propio que estabilice internamente
a Py que minimice la norma Hs de la matriz de funciones de transferencia

N, de w a z.
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Figura 4.4: El costo del problema de control H, es ||z

4.1.3. Solucion del problema de control H

La consideracién (i) implica la estabilizacién de P via realimentacién de
salida, y las consideraciones (iii) y (iv) junto con la (i) garantizan que dos ma-
trices Hamiltonianas asociadas con el problema Hy pertenezcan al dom(Ric). La
consideracién (ii) garantiza que el problema de control 6ptimo Hs sea no singu-
lar; en tanto que las consideraciones de unitaridad son hechas para simplificar la

solucion final, no son restricciones.

El costo minimo es alcanzado para el lazo de realimentacién con matrices

de ganancia (K. y K,) dado que las 3 condiciones de abajo se cumplan:

1. Si Xy > 0 resuelve la siguiente ecuacion algebraica de Riccati del controlador

HQI

(A—BQDT201)*XQC+XQC<A—BQDTZC&)—XQCBQB;XQC—FCTDJ_DICH — O (436)

2. Si X5, > 0 resuelve la siguiente ecuacion algebraica de Ricatti del observador
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HQC

(A—B1D3,C5) X0+ Xoo(A— By D} Cy)* — X0oCi Co Xoo+B1D* Dy Bf = 0. (4.37)

3. Las matrices Hamiltonianas:

A 0 By
H2 - - |: DT201 B; :| ;
0, A _CiDis
A0 C;
JQ - - [ l)QlB;< OQ :| ’
_BBf —A _B\Dj,

pertenecen al dom(Ric).

Una vez satisfechas las condiciones arriba presentadas, el sistema en lazo
cerrado es como en la Fig. 4.4 y la representacién en matriz de funciones de

transferencia del controlador, de la entrada y a la salida u, es dado por:

AQ‘—KO
Kc‘ 0

Kopt(s) = , (4.38)

donde:
Ay = A+ ByK, + K,Cs,

Kc — —(B;XQC + DI201)7 Ko — —<XQOC; —|— BlD;l)

4.2. Control robusto H.,

Los controladores H., v Hsy consideran el problema de diseno de controla-
dores en su configuracion general de disturbios y entradas de control no coloca-
lizados, asi como desempeno y salidas medidas no colocalizados. El método H

atiende una amplia variedad de problemas de control combinando abordajes en



92

el dominio de la frecuencia y del tiempo. El diseno es 6ptimo en el sentido que
se minimiza la norma H., de una funcién de transferencia en lazo cerrado. El
modelo Hs incluye ruidos de proceso y de medida. Este modelo también lidia

con cuestiones de robustez debido a incertezas modeladas.

4.2.1. Problema de control H

La solucién del problema de control éptimo H, encontrar ming || N, (K) ||
sobre todos los controladores K que estabilicen P, fue discutida por Francis, [16] o
Doyle, [13]. El problema de control H,, puede ser considerado para cada represen-
tacion de incerteza, ya sea de forma aditiva, multiplicativa o por factorizaciones
coprimas. En los casos de incerteza aditiva y multiplicativa se requiere de un
proceso de iteracién intenso para encontrar el v més pequeno (7 = Yopt), luego
es preferible trabajar el problema de control sub6éptimo Heo, || Naw(K)|lee < 7,
v > 0. Claramente se tiene que v > 7, para la existencia de controladores

subdéptimos Heo.

En el presente trabajo, el problema de control H., es trabajado en el

dominio del tiempo. La realizacién de la planta P es de la siguiente forma:

A B By
P(s)=| ¢, 0 D

Las siguientes consideraciones son realizadas para el problema de control H...
(i) (A, By) es estabilizable y (C}, A) es detectable;

(ii) (A, By) es estabilizable y (Cy, A) es detectable;

(i) Dy | ¢y Dy | =] 0 1]
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. By \
<1V) D3, =
Doy,

Luego, el problema de control suboptimo H, es definido como:

Problema de control subéptimo H,,  El problema de control H.,
consiste en encontrar un controlador K real, racional y propio que estabilice
internamente a P, si hay uno, tal que || N,y|[co < v parauny >0y v > Yop

dado.

4.2.2. Solucién del problema de control H.,

La consideracion (i) es hecha por una razén técnica, junto con (ii) ga-
rantizan que las dos matrices Hamiltonianas en el problema H,, pertenezcan
al dom(Ric). Una simplificacién importante, consecuencia de (i), es que la es-
tabilidad interna es esencialmente equivalente a la estabilidad entrada-salida
(N, € RHs). Por supuesto, la consideracién (ii) es necesaria y suficiente para
que P sea estabilizable internamente, pero no es necesario probar la equivalencia
de estabilidad interna y N,,, € R'H.. Las ultimas consideraciones son muy co-
munes y en el control H, son interpretadas como la ausencia de cruce de términos
en la funcién de costo (Dj,C; = 0), y el ruido de proceso y el ruido de medida

no son correlacionados (B D3, = 0).

Asi, siendo N,,, la funcién de transferencia en lazo cerrado, existe un con-
trolador internamente estable y propio tal que || N.y||« < 7, donde 7y es el menor

numero posible si las 4 condiciones de abajo se cumplen:

1. Si X > 0 resuelve la siguiente ecuacion algebraica de Riccati del controlador
Hoo:
Xooe A+ A X o+ Cf0) — X o(BoBy — v 2B1B}) Xooe = 0,
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2. Si Xooo > 0 resuelve la siguiente ecuacion algebraica de Ricatti del observador
Hoo:
X oA* + AX o+ B1 B} — Xooo(C5Cs — 72C1C1) Xooo = 0,

3. p(XooeXooo) < V2

4. Las matrices Hamiltonianas

. A BB BB | A 42010 — C3Cs
| o A T | SBB —A ’

no tienen aoutovalores en el eje jw.

Una vez satisfechas las condiciones arriba presentadas, el sistema en lazo
cerrado es como en la Fig. 4.5 y la representacién en matriz de funciones de

transferencia del controlador, de la entrada y a la salida u, es dada por:

Ksub<5) -

Aoo ‘ _ZooKo
, (4.39)
K | o

donde:
Aw = A+ BB Xoo o + BoK, + 7o K,Cs,

Kc = _B;Xooca Ko = _Xooocgka Zoo - ([ - ’7_2X000Xooc)_1-

El tamano del controlador es del tamano de la planta. La ganancia K. es la
ganancia del control y la ganancia K, es la ganancia del observador. Nétese que
la forma de la solucion es similar a la del control Hs, sin embargo, las ganancias
H, son determinadas independientemente mientras que las ganancias H., estan
acopladas a través de la desigualdad (Condicién 3) y a través del componente
Z~. Notese también que a medida que v — oo, las dos matrices Hamiltonianas
(Hs ¥ Joo) se convierten en las correspondientes matrices Hamiltonianas para el

caso del control Hs.
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Figura 4.5: El costo del problema de control Hy, es |||l

4.3. Control 6ptimo robusto Hs/H

El control Hy/H, es una estrategia de control 6ptimo que permite disenar
un controlador estable que garantice que el sistema controlado presente un desem-
peno 6ptimo y al mismo tiempo que tenga un margen de estabilidad definido con
respecto a incertezas. Asi, en la teoria de control, el problema de control Hy/H
incorpora las normas Hs v H simultdneamente, siendo que se define la minimi-
zacion de una norma Hs considerando restricciones en la norma H.,. La norma
H, toma en cuenta las caracteristicas de desempeno del sistema y la norma H,
representa una funcién de transferencia convenientemente escogida con el fin de

garantizar estabilidad para una clase de perturbaciones.

Antes de presentarse el control Hy/H., propiamente, se debe conocer cla-
ramente como han sido definidos el subproblema de desempeno y el subproblema
de estabilidad. Debe recordarse que estos dos subproblemas han sido definidos
en el dominio de la frecuencia, esto para guardar relacion con la formulacion y

solucién establecida en [2], lo cual no significa que no se puedan definir en el
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dominio del tiempo.

4.3.1. Control 6ptimo Hs en el dominio de la frecuencia

El objetivo de esta seccion es entender mejor como se presenta el desem-
penio en la formulacién del problema Hs/Ho.. Asi, se presenta el control 6ptimo
‘Hs de sistemas lineales invariantes en el tiempo con restricciones de rastreamento
asintoético y atenuacion de disturbios. Las referencias empleadas son los trabajos

de Silveira, [37] y Corréa, [11].

La formulacién del problema de control éptimo H, aqui presentado consi-
dera el diseno de controladores lineales multivariables con 2-GL en plantas con
funciones de transferencia MIMO a cuatro bloques. La teoria discutida esta basa-
da en el problema de Servomecanismo, permitiendo la especificacién de un contro-
lador que presente requerimentos de estabilidad interna, rastreamento asintético
de senales y atenuacién de disturbios de “dindamica conocida”. Las soluciones del
problema de control 6ptimo Hs son explicitamente parametrizadas por medio de
una variable libre perteneciente al conjunto de las matrices reales racionales pro-
pias y estables (parametrizacién de Youla). Posteriormente, se define un indice
de desempeno a ser optimizado de acuerdo con las caracteristicas deseadas para

el sistema en lazo cerrado (por ejemplo, error minimo y bajo esfuerzo de control).

A. Servomecanismo

Se considera el sistema descrito por el diagrama presentado en la Fig. 4.6.

Sea la planta P descrita por:

z P, P., w T
= , vy u=C +d, (4.40)
) wa Pyu (4 y—v
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siendo que C' = [ C} | — Cy | denota el controlador y r, u, y, z, w, d y v designan,
respectivamente, la senal de referencia, la senal de control, la senal de medida, la
salida controlada, un disturbio en la planta, un disturbio de entrada y el ruido

del sensor de medida. Ademas, P, P.y, Py, Pyu, C1,Co € Rp".

W ——> — 7
|:PZW ZU]
d : Q — wa Py“ y

C(s)

Figura 4.6: Configuracién del sistema en lazo cerrado. Control Hy en el dominio
de la frecuencia

El objetivo de este problema es encontrar todos los controladores C' tales
que la planta sea estabilizada internamente, la salida controlada z rastree asintoti-
camente la senal de referencia r y las senales de disturbios w y v sean atenuadas
asintéticamente en z. Para facilitar el desarrollo del trabajo, la senal d solamente

se considerara en lo que respecta a estabilidad.

Se define, por simplicidad, S = (I + CyP,,) ", con (I + CyP,,) necesaria-

mente bipropia. Se forma la ecuacién del sistema de la Fig. 4.6 como sigue:

T
z
w
w | =Fpo) , (4.41)
d
Yy
- /U -

"Las dimensiones de las matrices involucradas en el desarrollo matemético a seguir son
aquellas compatibles con los datos del problema tratado, siendo omitidas en beneficio de la
simplificacién de la notacién.
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quSCI Pzw - quSCZwa qu(I - SCQPyu) quSCQ
siendo que: F'(P, (') = SCy —SC3 Py, I— SCyPy, SCy
PywSC1 Pyy— PyuSCoPyy Pyo(I — SCoP,) PyuSCh

El requerimento de estabilidad interna establece una eleccién de C' de tal
forma que la matriz de funciones de transferencia (lazo cerrado) que lleva (r, w,

d, v) para (z, u, y) esté compuesta por funciones racionales propias y estables.
Las senales externas, modeladas como senales de “dinamica conocida”, son
descompuestas de la siguiente forma:

T:\Ij;l/v‘m w:\ll;lﬂwa U:\Ilzjllﬁva

siendo que ¥, (o = r,w,v) es una matriz real pre-establecida, racional, estable y
bipropia cuyo determinante tiene sus polos en CJOF, Y lo (@ =7,w,v) es un vector

de funciones reales, estrictamente propias y estables.

Considerando el problema de servomecanismo, los requerimentos de ras-
treamento asintético de r por z y de atenuacion asintotica de w y v para z

imponen que el error e, definido por:
e=r—y=(—P,SC))r — (P — P.SCyP,,)w — P,,SCsv,

tienda a cero cuando t — oo, cualesquiera que sean r,w,v. Dado que i, fty ¥V fy
son vectores con elementos racionales estables arbitrarios, la condicién impuesta

en e es equivalente a que:
(I — P.,SC)¥, ', (P — P.ySCyPy, )Vt P,SCoW

sean matrices reales, racionales, propias y estables (matrices en S).
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B. Parametrizacion de los controladores estabilizantes

Bajo la Consideracién 1 (ver Apéndice C), condicién necesaria para la
estabilizacion interna del sistema por realimentacion, la clase de todos los con-

troladores estabilizantes estd dada por:

1

[01 % } =D, [ Ne, Ne, } = (Y + KN,,) ™ [ R (X —KD,,) | (4.42)

para todo R, K € S tal que Dy, (Y + KNyu) sea bipropia. Siendo que P;; =
NZ-]-Di;1 = f)l-_leij, con i = 2,y y j = w,u, son factorizaciones coprimas en el
anillo de matrices S, y por la identidad de Bezout generalizada existen X, Y, X,

y Y en S (Vidyasagar, [44]), tales que:

Y X Dy, —X I 0 Dy, —X X

Y
Ny Y 0 I N,, Y ~N,u Dy,

Luego la matriz del sistema en lazo cerrado puede ser parametrizada de

forma afin por (R,K) del siguiente modo:

T
z
w
d
Y
- /l) -

siendo que:

Tor Tzw Tzd Tzo

F(P7 R7 K) - T(R’ K) = Tur Tuw Tud Tuv (R’ K)?
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QaR QaKQb + Qc Qa(y + KNyu) Qa(X - KNyu)
T(R,K)= | DjyR —(X — Dy K)Qy Dyu(Y + KN,,) Dyu(X — KDy,) | (R, K).
NuR (Y + NuK)Qy, Nu(Y +KN,) Nyu(X —KD,y,)

En la Consideracién 2 (ver Apéndice C), son impuestas algunas condicio-
nes para garantizar que el problema del Servomecanismo tenga al menos una
solucién. En base a las consideraciones 1 y 2, el Teorema 1 (ver Apéndice C)
parametriza todos los controladores estabilizantes que atienden al problema de

Servomecanismo propuesto.

C. Control 6ptimo H; en el dominio de la frecuencia

En esta parte se define un funcional cuadratico por medio de la adicién
de varios términos al criterio usual de Wiener-Hopf. Cada término aumentado es
motivado por determinados objetivos de desempeno o requerido para garantizar
una solucién para el problema de control éptimo resultante. La optimizacion de
este funcional de costo llevara a la eleccién de un determinado controlador dentro
de un conjunto parametrizado que atienda los objetivos de desempeno propuestos.
El criterio Hs definido en Silveira et al, [37], estd compuesto por la adicién de
varios funcionales de costo cuadratico y se encuentra reproducido a seguir en
funcién de los pardmetros de Youla Q; y Q»%. El funcional abajo, que es uno de

los que compone el criterio mencionado, corresponde, a menos de un término de

8En el desarrollo matemdtico presentado en los articulos de Silveira et al, [37] y Corréa et
al, [11], se utilizaron los pardmetros:

Q1 =5C1, Q2=5C

llamados parametros de Youla. Usdndose estos parametros, todos los elementos de la matriz en
(4.41) pueden ser escritos en forma afin a Q1 y Qa.
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robustez, al funcional de Youla (1976, [48]).

Jeu =
_tr{/ I quQl)d)r(] quQl) ( zw quQQwa)¢d(Pzw - quQQwa)*

+(Pou®2) P00 (Peu@2)" + pu@Q10: Q7 + pu(Q2Pyw) du(Q2Pyw)” + puQ20,Q5] (jw)dw},
(4.44)
siendo que ¢,, ¢y, y ¢, son funciones reales racionales, hermitianas®, estricta-
mente propias y no definidas negativa, y representan filtros en caso de senales
deterministicas o densidades espectrales en caso de senales estocasticas de r, w
y v, respectivamente. Los tres primeros términos en (4.44) penalizan los errores
de rastreamiento causados por r, d y v y los tres ultimos evitan la saturacion
de la planta a partir de los mismos. A continuacién son presentados los demas

funcionales que componen el criterio Hy propuesto en Silveira et al, [37]:

= _pytr{/ yqu ¢r( y@acgl))‘< ( - uQQ) yw¢w ( waQ2)*}

{+(PyuQ2)¢v(PyuQ2>*] (jw)dw}7 (445)

J = _prtr{/ I PZUQI)\I}TO ¢ro( ro) (] quQl) } (jw)dw} (4 46)

== _pwtr{/ zw - PZUQ2wa)g’;;¢wo<qj;;) ( zw — qu2 yw) } (jw)dw},
(4.47)

= _pvtr{/ ZUQ2 \Ijvo gbvo( ) (PZUQQ)*} (jw)dw}’ (448)

Jo= gptel [ 1Qa- QuWW @ - |G}, (149

siendo que ¢ro, Puwo ¥ Puo SON matrices racionales, hermitianas, estrictamente pro-
pias y no definidas negativa. Ademas, W y (o5 son matrices racionales, estables,
estrictamente propia y propia, respectivamente. En cuanto a los coeficientes p,,

Pys Prs Puws Po Y Ps, €stos son constantes para el problema y pertenecen a R.

9Una matriz A es hermitiana si A = A*.
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El funcional de costo completo es finalmente definido como:

J=J(Q1,Q2) = Jeu + Jy+ Jp + Ty + Jy + Js. (4.50)

Por la definicién de norma H,, se puede concluir que (4.50) representa una
sumatoria de normas Hy elevadas al cuadrado. Ademas, se puede notar que el
funcional de costo puede ser separado con respecto a Q1 y ()2, luego se obtiene

la siguiente ecuacion:

J(Q1,Q2) = J1(Q1) + J2(Q),

siendo que:

J1(Q1) = Jour (Q1) + J1(Q1) + J.(Q1),

J2(Q2) = Jeu2(Q2) + J2(Q2) + Ju(Q2) + Jo(Q2) + J5(Q2),

Jeu(Ql; QQ) = Jeul(Ql) + Jeu2(Q2)a

Jy(Q1,Q2) = J1(Q1) + Jy2(Q2).

Se concluye por tanto que el criterio Hy propuesto en Silveira et al, [37],
puede ser descompuesto en dos funcionales similares independentes, uno relativo
a Q1 y otro a 9, siendo que @Q; y @), son funciones afines a K; y K>, lo que

permite escribir estos funcionales como:

jl(Ql) = J1<K1)a jZ(QQ) - J2(K2) (451)

0Cabe observar que, por medio del Teorema 1, es posible reescribir (4.42) de forma afin a los
parametros libres K1, Ks. Asi, para todo K7, K5 en S, se obtiene una solucién que estabiliza
internamente el sistema y simultdneamente atiende el problema de servomecanismo. Un hecho
interesante es que el uso del controlador con dos grados de libertad proporciona la separacion
de los problemas de rastreamento asintético y atenuacién de disturbios y ruidos. El primero se
relaciona al pardmetro R(K), entanto que el segundo a K(K»).
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Luego, el problema de control éptimo Hy resultante es:

min J;(K;), i=1,2. (4.52)

K;eS
D. Controlador 6ptimo H,

El control éptimo H, propuesto en la subseccién anterior consiste en la
determinacién de un controlador, llamado 6ptimo, que minimiza el funcional de
costo cuadratico propuesto en (4.52). Para resolver este problema, se juntan todas
las normas bajo una unica integral y se agrupan los términos para obtener, en el
caso SISO, el siguiente formato:

HE) = o [ KK KA+ A0), (45

T or

—00

siendo que J;(0) es el término independente en K;, aquel generado por la sustitu-
cién de K; = 0 en (4.50). Desarrollando (4.53) por completamiento de cuadrados,

resulta:

) = o [ @) (BiF) = 200,00 (8) A (e + J(0),

Ji(K;) = % /m{(q)iKi>*(¢)iKi) —2(0; ;) [(®F) 7' A, Y (Jw)dw + Ji(0), (4.54)

siendo ®; el factor espectral de I'; y la expresion (4.54) consecuencia del seguinte

hecho:
1 [ .
%/ {(P:K:)" [(q);k)_lAi}_}(jw)dw =< ¢, K;, b >=0,

con ®;K; € RHy, b\ € RH, y por ser estos dos espacios lineales subespacios

ortogonales de L5(jR). Por tanto:

Ji(K;) = ||b'. — @K |5 + J:(0) — ||b%]]3, (4.55)
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siendo que b, = [(®;) A,

De este modo minimizar .J; con respecto a K; es equivalente a minimizar
el primer térmimo del lado derecho en (4.55), ya que los demds no dependen de

K;. El valor minimo de (4.55) es obtenido por el siguiente K;:

Ki 6ptimo — (Pz_lb:_ - CI)I_I [(®:>_1Az]+ . (456)

4.3.2. Robustez en estabilidad H

Habiendo definido las caracteristicas del desempenio con el control 6ptimo
H, y debido a la falta de control del margen de estabilidad que este tipo de
control presenta, se define un nuevo subproblema en términos de una funcién de
transferencia (o matriz) que represente explicitamente el margen de estabilidad

segliin la norma H.

A. Criterio de robustez en estabilidade

La robustez en estabilidad conduce a una de las m&s importantes res-
tricciones usando la norma H.. El problema consiste en escoger controladores
estabilizantes que estabilicen no solo la planta nominal sino también la planta
perturbada, para perturbaciones libres dentro de un conjunto pre-especificado. A

seguir sera desarrollada una medida de estabilidad para perturbaciones aditivas.

La planta nominal P,,(s) es perturbada para:
Pyua(s) = Pyu(s) + AFu(s),

con AP, (s) € AP(s) tales que |[AP(jw)| < m(w), siendo que m(w) es una

funcion de tolerancia dada. Asi, la clase de modelos para estas perturbaciones
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sera descrita como:

PA(Pyy,7) = {Pjur = P,y + AP,,, para todo AP, € AP, |[WAP,,|| <7},
(4.57)
siendo que P, € Rp, la medida de estabilidad robusta ¥ >0y W, W~ € S.

Se desea, entonces, obtener condiciones sobre el controlador C' con el fin
de garantizar la estabilidad del sistema (P,,a,7). De Corréa, [11], se cuenta con

el Teorema 2 (ver Apéndice C), relativo a las perturbaciones aditivas.

La restricciéon de robustez en estabilidad adoptada en el presente trabajo
es:

Joo(K) = [[Wr(K)[loe <571 =7 (4.58)

4.3.3. Formulacién del problema de control Hy/H,

El control Hy/Hs es definido por medio del criterio Hsy, que define el
desempeno optimo, y la restriccién en la norma H.., que se refiere a la estabilidad
robusta. En el criterio He mencionado se consideran las funciones de transferencia
en lazo cerrado que relacionan las entradas (senal de referencia, disturbios, senal
de control, etc.) y salidas (senal controlada, senial medida) del sistema en la forma
de una suma ponderada de normas cuadraticas; en tanto que en la restriccion
H. se impone una degradacion maxima aceptable del margen de estabilidad,
representado por una funcién de transferencia, relativo a perturbaciones aditivas

sobre la planta'l.

1Un hecho importante de esta subseccién es que en Silveira et al, [39] fue demostrada la
existencia (resulté encontrandose también la unicidad) de la solucién del problema de control

Ho/He..
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El problema de control Hy/H., es presentado de la siguiente forma:

Calcular K(s) € RHY tal que min  Jy(K(s))

sujeto a  Jo(K(s)) <7~

donde J; es el funcional de desempernio calculado en (4.50), presentado en formato
reducido en (4.53) y reescrito a continuacién:
1 oo
Jo(K(s)) / [K*(s)['(s)K(s) — 2K (s)A(s)] dw + J5(0),

21 J_ o o= juw

siendo que I' y A son funciones reales, racionales, estrictamente propias.

El funcional J utilizado como restriccion fue establecido en (4.58) y re-

producido como sigue:
Joo = ||W7uv<K<S))“oo = [|C(s)K(s) + D(8) ||,

siendo que C(s) y D(s) son funciones reales, racionales, propias y estables.

Asi, la formulacién matematica del problema de control Hs/H, puede
ser presentada como una extensiéon matematica natural del problema de control

optimo.

4.3.4. Solucién del problema de control Hy/H,

El problema de control Hy/Hs no esta bien definido en el espacio HY
(espacio al cual pertenece la solucién) debido a que el funcional de costo esta de-
finido en términos de la norma Hy. Silveira y Ades, [37], demostraron que este
problema de control estd mejor definido en un espacio mas grande, el espacio
de Hilbert Hi’fl, esto significa que el problema de control tiene solucién en este

espacio, solucién que también pertenece a HS°. Para el calculo de una aproxi-
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macién de la solucién usando el método de Galerkin se necesitaria una base en
. 27—1 . . .

este nuevo espacio HY , sin embargo en este espacio no se puede garantizar una

L ) : , . a2k

convergencia rapida. Asi, se define un espacio mds grande atn, el espacio Hy ",

donde el método de Galerkin pueda presentar una mejor convergencia. En base a

estos resultados, las soluciones del problema de control Hs/H,, seran obtenidas

usando una metodologia que integra el método de Galerkin.

A. Formulacién general del problema de control Hy/H..

El problema de control mixto Hy/H, usual, generalizado en base a la
Consideracién 3 (ver Apéndice C), es aquel que intenta encontrar la funcién K ,

solucién de:

(it [ GO () ~ 2K oG do. (459)

Los ejemplos mas usuales de los subconjuntos, 2 y O, estan dados por:
M

Q= ﬂ Oy O, = {K € HY tal que [[Ap, K+Byl|co < A}, siendo que A, y B,

m=1
N

son funciones en HY; © = ﬂ On, O, = {K € H2 tal que ||C, K + Dyla < pn},

n=1

siendo que C, € HY y D,, € H%; ademéds A, y f, son nimeros reales positivos

de modo que los conjuntos €2 y © no sean vacios.

Este problema no esta bien posicionado en Hi porque €2 no esta contenido
en este espacio. Ademads, si © no es un conjunto vacio, el conjunto 2N © no es

cerrado en las topologfas de H? y HY.

Las definiciones 1 y 2 y el Lema 1 (ver Apéndice C) permiten definir las
extensiones del espacio que sera usado para resolver el problema de control mixto.
El espacio apropiado para resolver el problema de control Hsy/H,, es el espacio
lineal H> ™", esto es mostrado en los Teoremas 3 y 4. (ver Apéndice C). El Teorema

3 presenta las propiedades geométricas y topoldgicas de los espacios definidos en
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Definicién 1 y 2. El Teorema 4 relaciona las topologias de £2%,(jR), H% y H,
permitiendo el uso del primer espacio para redefinir el problema (4.59). El Lema

2 establece la relacién entre las topologias £2(jR) y £2,(jR).

Para completar el andlisis del problema (4.59), es necesario verificar las
propiedades del criterio funcional. Ese es el contenido del Teorema 5 (ver Apéndice
C). Finalmente, el problema de control Hsy/H, puede ser reescrito como encontrar
K € H>™', solucién de:

, 2 . _ oz 2 o T (12
i (IKIE, ~2< KA = if (1K - K2~ [KIE.) (460

con K = (&_;)* [(‘I)il)_lA]Jr € H>™!, siendo que bajo las condiciones del Teo-
rema 5 (ver Apéndice C), el criterio funcional es estrictamente convexo y cerrado
en Hi’_l. Como consecuencia, un teorema muy bien conocido (Teorema 1.4.1,

Balakrishnan, [4]) prueba la existencia y unicidad de la solucién.

B. Problema de control Hy/H., como un problema de norma minima

Antes de presentar los métodos numéricos para resolver el problema de
control mixto (4.60), éste serd reescrito como un problema de norma minima, un

paso necesario para la prueba de la convergencia fuerte de la solucién.

. . 2.1 . .., , q.
Considerando el espacio HY ™ y su respectiva norma (Definicién 1, Apéndi-

ce C), (4.53) se puede reescribir como:

Y , 1 —

g/ {K'TK=2K"A}(jw)dw = | K[[f—=2(K, A)> = [ K|[F—2(K, T®(2")""A),
= | K|} — 2(K, 27 (2") ' A)r.

Usando proyecciones ortogonales tal que (®*) 1A = [(®*)LA], +[(®*)TA]_

en el sentido del producto interno (., .)r, y definiendo K = ®~1[(®*)~*A],, el pro-
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blema de control mixto puede ser reescrito como:
IK[2=2 < K, A >o= |K[-2 < K, K >r= | K[f-2 < K, K >p +|K[# | K]

= ||K — KIIf — | K12, (4.61)

con K € Hi’_k. Para el caso general, donde 0,(®) =k, k € N, se puede conside-
rar espacios normados por ||.|[r, I' = ®*®. Finalmente, la Definicién 2, el Teorema
3 y el Lema 2 del Apéndice C pueden ser generalizados en la Definicion 3 y el

Teorema 7.

Los mismos argumentos usados en el Teorema 4(b) y la isometria presenta-
da en el Teorema 7( f) muestran que los subconjuntos limitados y los subconjuntos
cerrados y limitados de £%,(jR) son limitados y cerrados limitados en £2 (jR),
respectivamente, si k& < m. Entonces (2 y © son cerrados y limitados en la to-
pologia Hi’_k para todo k£ > 0, ya que este espacio es un subespacio cerrado de
L2, (jR). Atin m4s, el Teorema 7(e) da un sentido en las proyecciones ortogonales
[+ v []- de £2,(jR) para H> " y oH> ", respectivamente. Es importante resal-
tar que para tener el problema de control mixto definido en un sentido completo
seran necesarias condiciones mas restrictivas que fuerzen K e H*>7". Asi, se tiene

la Consideracion 4 (ver Apéndice C).

Gracias a la Consideracién 4, la expresién (4.61) esta bien definida y el
problema de control mixto (4.60) puede ser reescrito como encontrar la solucién
K € H* ¥ para:

nf ||K — K|3. 4.62
of 7 (4.62)

El problema de control mixto (4.62) puede ser reescrito como un problema
de norma minima en Hi’_k si este espacio es trasladado por K. Asi, se redefine
G = K—f(, 0 =0-K y O = © — K. Nétese que Q' y © son limitados y
cerrados en ’H_sz porque las traslaciones son isomorfismos del espacio de Hilbert.

Finalmente, el problema de optimizacién (4.62) puede ser considerado como el
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A 2,k L .
nuevo problema de encontrar G' € H ", solucién del problema de norma minima:

Cif | GY3 (4.63)
Geq'ne’

4.3.5. Aproximacion usando métodos directos

Si{fn,n € N} es una base de Hi’_l, no necesariamente ortogonal, dendtese
por H,, el subespacio de dimension finita generado por los n primeros vectores de
la base. Si €, = QN ON H,, entonces puede ser posible proyectar la solucién del
problema de control mixto (4.60) en H,, lo cual define el siguiente problema de

optimizacién en dimensién finita, encontrar K, en H,, solucién de:

, 2
uf I - 2(K, A)a}. (4.64)

Como (2, es un subconjunto cerrado, limitado y convexo de H,, y el criterio
es estrictamente convexo, este problema de control mixto tiene una y sélo una
solucién K, en H, para cada n € N (Balakrishnan, [4], pag. 9). El método
de Galerkin consiste en encontrar la aproximacién K, de la solucién optima K
del problema de control mixto; para esto debe existir una secuencia {Kn} que

converge a la solucién éptima K. Esta es la esencia del Teorema 8 (ver Apéndice

Q).

Bajo la Consideracion 4, con 9,(A) > 1+ k, el problema de control mixto
(4.60) puede ser escrito como los problemas de norma minima (4.62) y (4.63), lo
cual hace posible mostrar la fuerte convergencia de la secuencia {Kn} en espacios
apropiados. Para esto se usa nuevamente la notaciéon del Teorema 8 pero con
{Bn, n € N} una base de Hi’_k, no necesariamente ortogonal. Asi, se puede
definir la proyeccién del problema de norma minima (4.62) en H,, como encontrar
Kn € H,, solucién de:

’ o 7 2
Ao K = K, (4.65)
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siendo que K, es la proyeccion de K en H,,. Anélogamente trasladando H,, por

K,, el problema de norma minima (4.63) puede ser proyectado y llega a ser aquel

de encontrar Gn, solucién de:
inf {|G}, (4.66)
Keq,

siendo que Q, = Q,, — K, ademés Q, y €, son conjuntos limitados, cerrados y
convexos. Los problemas de optimizacién (4.65) y (4.66) tienen una y sélo una
solucion, que puede ser obtenida definiéndose secuencias de funciones aproximan-
tes de la solucién éptima de los problemas de norma éptima (4.62) y (4.63), para

n € N.

A seguir seran presentadas algunas bases para Hi’_l y Hi’_k. Debido a la
densidad de H? en Hi’_k, k > 1, cualquier base obtenida a partir del Teorema
de Runge para el espacio de funciones analiticas en CY (Luecking, [30]) puede ser

usada.

A. Expansion en base pre-establecida (EBPE)
Las experiencias numéricas de Ades, [2] muestran el interés en hacer uso
de conjuntos generadores redundantes, como por ejemplo:

1 (s—a)"t

V2a (s+a)*

{L,=1, L, = n € N}, para cada nimero real positivo a.
(4.67)

Este conjunto alcanza mas rapidamente el comportamiento asintético de las so-

luciones éptimas ya que el problema resultante es convexo por definicion.
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B. Expansién en base optimizada (EBO)

Otro ejemplo de base usada en el trabajo de Ades, [2] es:

{T,=1, T, = , n € N}, para cada nimero real positivo a,. (4.68)

S+ ay

Aunque el problema resultante sea no convexo (Ades, [2]), esta base permite
obtener aproximaciones de la solucién del problema de control mixto con ordenes

inferiores a las generadas en la EBPE.



Capitulo 5

SISTEMA CONTROLADO

En los capitulos anteriores, fue presentada la teoria necesaria para:

1. Construir una clase de modelos de vigas dinamicamente equivalentes, las

mismas que estdn caracterizadas por el grupo adimensional IT™! (modelado);

2. Describir el modelo de vigas dindamicamente equivalentes en una represen-

tacién espacio de estados, propicia para diseno del control (modelado);

3. Colocar un problema de control dado de acuerdo con las requerimientos de

la teorfas Hay, Hoo ¥ Ha/Heso (teoria basica de control);

4. Definir las especificaciones de diseno en lazo cerrado para cualquier sistema

de control (teorfa basica de control);

5. Utilizar el algoritmo de Glover-Doyle para obtener controladores estabili-

zantes Hy v Heo (técnicas de disefio de controladores);

6. Utilizar el método de Galerkin para calcular aproximaciones del controlador
Hs/Hoo (técnicas de disenio de controladores). Se recuerda que tinicamente
se pueden calcular aproximaciones ya que el controlador solucién es de orden

infinito.

En base a la teoria presentada en los capitulos previos, los objetivos del

presente capitulo son los siguientes: determinar el grupo adimensional que carac-
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teriza sistemas dindamicamente equivalentes para la viga flexible a ser controlada,
encontrar la representacién espacio de estados adimensional para este grupo adi-
mensional, determinar las especificaciones de disenio del control en lazo cerrado y
finalmente, disenar el controlador para el sistema (viga) adimensional. Una vez
calculado el controlador adimensional, las leyes de escalamiento del Apendice D
seran usadas para calcular el controlador a ser implementado en la viga dimen-

sional, via simulacién computacional.

El siguiente capitulo comprende la presentacion de los resultados obtenidos

a través de las simulaciones realizadas.

5.1. Viga flexible para control

En este punto se define la viga flexible a ser controlada. Los parametros

que describen la misma son presentados en el Cuadro 5.1.

Cuadro 5.1: Parametros fisicos de la viga flexible

Variable Valor Unidad
Largo L 1.8 m
Base de la seccién transversal b 0.026 m
Altura de la seccion transversal h 0.0035 m
Area de la seccién transversal A =bh 9.1 1075 m?2

bh3
Momento de area 1= 1z 9.29 10~ 11 m?
1

Momento de inercia (de la masa) I = gpAL3 0.477 kg m?
Densidad (aluminio) p 2700 kg m ™3
Modulo de elasticidad E 71 109 Nm~2
Masa m 0.442 kg
Factor de amortiguamiento 13 0.01 1
Frecuencia de referencia Q 1.592 s—1

La configuracion del problema de control activo de vibraciones considerada
para este trabajo es presentada en la Fig. 5.1. La viga esta simplemente apoyada
en los extremos, la posicion de la entrada del disturbio es 1, el punto en el cual el

efecto del disturbio serd disminuido es x5 (posicion del sensor) y x3 es la posicion
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de entrada de la senal de control (posicién del actuador).

Considerando un sistema colocado, en el Cuadro 5.2 se definen las posicio-
nes xi, o v x3 para el sistema controlado. El grupo adimensional que representa

sistemas dinamicamente equivalentes es a su vez presentado en el Cuadro 5.3.

K(s) -
x bl
| 16

Figura 5.1: Configuracion del sistema de control en la viga simplemente apoyada

—

M

Cuadro 5.2: Posiciones del sensor, del actuador y de la entrada del disturbio
Posicion  Valor Unidad
T1 1.506 m
To 1.350 m
T3 1350 m

Cuadro 5.3: Grupo adimensional
Grupo adimensional Valor
pAL*Q?
ET

n1!= 1

5.1.1. Modelo adimensional de la viga flexible

Para la clase de vigas caracterizadas en el Cuadro 5.3, la representacién
espacio de estados de la ecuacién dindmica puede ser determinada usando (2.20).
Asi, las cantidades requeridas son: nimero de estados n, frecuencias naturales w;,

factores de amortiguamiento &;, informacién de los modos gB(ne) y ¢2(775).
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1. Numero de estados del sistema

La representacion espacio de estados de orden finita es obtenida mediante
el truncamento de la serie (2.5) en n = 6. Esto significa que el modelo de espacio

de estados contiene los 6 primeros modos flexibles.

2. Frecuencias naturales

Usando la expresion (2.7) para calcular las frecuencias naturales dimen-
sionales, las frecuencias naturales adimensionales son obtenidas mediante la divi-
sion de las frecuencias naturales dimensionales por la frecuencia de referencia {2
(Seccién 1.2). Los valores de @; correspondientes a los seis primeros modos son

mostrados en el Cuadro 5.5.

3. Factores de amortiguamiento

El factor de amortiguamiento modal, fi, es funcién mondtona no decre-
ciente de la frecuencia. Pero, por simplicidad, el factor de amortiguamiento del

primer modo, & = 0,01, también sera considerado para los otros.

4. Modos

Los valores del Cuadro 5.2 son reescritos en el Cuadro 5.4 para las posi-

ciones adimensionales 1y, 72 ¥ 73.

Cuadro 5.4: Posiciones adimensionales del sensor, actuador y entrada del disturbio
Posicién  Valor

m 0,836
2 0,750
s 0,750

Luego los modos son calculados de (2.6) y son usados en las matrices de entrada
y salida de la ecuacion espacio de estados adimensional. A seguir, el Cuadro 5.5

presenta todos los valores usados en la ecuacién espacio de estados adimensional.
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Cuadro 5.5: Valores de los modos usados en la ecuacién espacio de estados adi-
mensional

Modo Frecuencia Factor de o(m)  o(m2)  o(n3)
(1) (i) amortiguamiento (&)
1 1.578 0.01 0.579 0.835 0.835
2 6.313 0.01 -1.011 -1.181 -1.181
3 14.204 0.01 1.180 0.835 0.835
4 25.252 0.01 -1.047 0 0
) 39.456 0.01 0.643 -0.835 -0.835
6 56.817 0.01 -0.074 1.181 1.181

5.1.2. Plantas nominales y plantas residuales

En el diseno del controlador se trabaja con un modelo simplificado de-
nominado modelo nominal. Adicionalmente, es importante destacar que ciertas
técnicas de control requieren de un modelo que caracterice la incerteza (diferen-
cia) entre el modelo nominal y el modelo completo. Esta diferencia sirve para

definir la robustez del sistema controlado.

En el caso del viga flexible tanto el modelo nominal como el modelo de
incerteza son obtenidos de la ecuacién espacio de estados del sistema (2.20). La
estructura modal permite un facil desacoplamiento de los modos “a ser contro-
lados” y los “truncados”, luego los modos truncados pueden ser directamente
modelados como incerteza aditiva. De aqui en adelante, el modelo de 6 modos
es escogido como el modelo completo, los 3 primeros modos son escogidos como
el conjunto “a ser controlado” y los modos restantes son considerados como el

conjunto “truncado” (ver el gréfico tridimensional de la Fig. 5.2).

Segun (2.20), la funcién de transferencia para la planta adimensional com-

pleta esta dada por:

Z (bne

52 + §w s+ w2
siendo que 7. y 75 son las posiciones adimensionales de entrada y salida, respec-

tivamente.
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Respuesta en Frecuencia — Planta Completa Respuesta en Frecuencia - Planta Nominal
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Figura 5.2: Respuesta en frecuencia de la viga sin control (planta completa y
planta nominal), disturbio aplicado en 7,

A. Planta nominal

La planta nominal esté formada por los tres primeros modos; esta seleccién
se dio en base a varios factores, entre ellos: i) el significado de los modos en
términos de su contribucién a la salida, del espectro del disturbio de entrada, asi
como de la controlabilidad y observabilidad del sistema formado por estos modos,
ii) la cantidad de amortiguamiento estructural inherente y de ahi la cantidad de
amortiguamiento activo necesitado, iii) la frecuencia y el niimero total de modos
que se puede controlar esta limitada por la velocidad del computador en tiempo

real, y iv) el grado de incerteza del modo.
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La funcién de transferencia de la planta nominal es como sigue:

T
qb

25&)28 +w?
La planta nominal en forma compacta puede ser escrita como:

4 3 2
PaS” + p3s® + pas” + p1Ss+ P,
P(S) = 3 ) p4 ;é OJ

[1(s* + 28is + @)

i=1

siendo que las constantes p;, pueden ser determinadas apropiadamente de los
valores del Cuadro 5.5. En el Cuadro 5.6 se pueden observar los polos y ceros de
la planta nominal P, (entrada ns, salida 7)) y de la planta nominal P,,, (entrada
n, salida ny). El grafico de la respuesta en frecuencia de las plantas nominales es

dado en la Fig. 5.3.

Cuadro 5.6: Polos y ceros de las plantas nominales
Planta nominal Py, Planta nominal Py,

Polos Ceros Pélos Ceros
—0,0157 + 11,5785  —0,0305 + 3,7955  —0,0157 + 1,578  —0,0278 + 3,525j
—0,0157 — 1,578  —0,0305 — 3,7955  —0,0157 — 1,578§  —0,0278 — 3,525j
—0,0631 + 6,312  —0,1194 + 12,5975 —0,0631 +6,3125  —0,1093 + 11,7755
—-0,0631 — 6,3125  —0,1194 — 12,5975 —0,0631 + 6,312  —0,1093 — 11,7755
—0,1420 + 14,2035 —0,1420 + 14,2035
—0,1420 — 14,203 —0,1420 — 14,203

B. Planta residual

Como la planta nominal sélo considera los 3 primeros modos flexibles, ella
no modela completamente el sistema actual que fue definido con 6 modos (Seccién
5.1.1). Mediante la eliminacién de los modos de mayor frecuencia se introduce
incerteza en el modelo de la planta nominal. De (2.20), es posible determinar la
funcion de transferencia exacta para los modos mayores. Asi, para el presente

problema, el modelo de incerteza viene a ser un modelo de orden 6, AP, dado
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Respuesta en Frecuenciyal\J P Respuesta en Frecuencia wa
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Figura 5.3: Respuesta en frecuencia de las plantas nominales P, y Py,

por:

Z ane (s)

— 32+2£ws+w
Esta ecuacién puede ser reescrita también en una forma compacta como:
Pas* + P3s® + Pos® + pis +po
AP(S) - 6 y P4 7& 0
[1(s* + 28@is +&7)

=4

siendo que las constantes p;, pueden ser determinadas apropiadamente de los
valores del Cuadro 5.5. Los polos y ceros de las plantas residuales son dados en

el Cuadro 5.7.

Un detalle a destacarse en este punto es que la posicion del sensor y la

del actuador fue definida en un nodo del cuarto modo para reducir las incertezas
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de la parte no-modelada (impedir la excitacion de este modo por efecto de la
realimentacion). La respuesta en frecuencia de las plantas residuales es mostrada
en la Fig. 5.4. Debido a la inclusion del amortiguamiento en el modelo, la funcién
de transferencia tiene polos con parte imaginaria, lo que significa que la amplitud
de las resonancias es finita y puede ser limitada por arriba, este hecho sera muy

importante en la definiciéon del limitante de la incerteza residual.

Cuadro 5.7: Polos y ceros de las plantas residuales
Planta residual APy, Planta residual APy,
Polos Ceros Polos Ceros
—0,2525 + 25,2505 —0,2525 4+ 25,2505 —0,2525 4 25,2505 —0,2525 + 25,2507
—0,2525 — 25,2505 —0,2525 — 25,2507 —0,2525 4 25,2507 —0,2525 — 25,2505
—0,3945 + 39,4547 —0,4524 + 45,975 —0,3945 + 39,4547 —0,5438 + 54,714
—0,3945 — 39,4545 —0,4524 — 459755 —0,3945 — 39,4545 —0,5438 — 54,7145

—0,5681 + 56,814 —0,5681 + 56,8145
—0,5681 — 56,8147 —0,5681 — 56,8145
Respuesta en FrecuenciaA Pyu Respuesta en FrecuenciaA wa
-60 -60
w= 39.456
w=56.817 w=39.456
-70 R -70F R

w= 56.817.

2 -90 B Q -90 i
-100 R -100] i
-110 e -110f Do ]
-120 T , -120 " ,

10 10 10 10
Frecuencia Frecuencia

Figura 5.4: Respuesta en frecuencia de las plantas residuales AP, y AP,
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5.2. Especificaciones de diseno

El objetivo de diseno para los sistemas de control, en el caso de la viga
flexible, es incrementar el amortiguamiento de los modos estructurales (suprimir
las vibraciones). Los disenos deben ser robustos con respecto a modos estructura-
les no modelados y, si fuera posible, con respecto a incertezas paramétricas, tales
como errores en la frecuencia, amortiguamiento y modos. Los controladores tam-
bién son disenados para evitar saturacion de los sistemas de actuacion durante

los transientes del sistema controlado.

Los objetivos de diseno, atenuaciéon de vibraciones con senal de actuacién
limitada y robustez en estabilidad con respecto a los modos de alta frecuencia,
son expresados en la forma de funciones de transferencia ponderadas.Debido a
la inclusién del amortiguamiento en el modelo, la funcion de transferencia tiene
polos con parte imaginaria, lo que significa que la amplitud de las resonancias
es finita y puede ser limitada por arriba, este hecho serd muy importante en la

definicién del limitante de la incerteza residual.

5.2.1. [Especificaciones de desempeno

Para incorporar amortiguamiento en el sistema se usa una especificacién

de desempernio en la forma de funcién de transferencia ponderada.

A. Ponderacién de la funcién sensibilidad S(s)

Si se quiere atenuar el disturbio, se busca que la funcién sensibilidad sea
minimizada en la faja de frecuencias donde el disturbio es significativo. Por conve-
niencia, este objetivo de desempeno se refleja mediante la eleccién de una funcion

apropiada tal que:
[Ws(jw)S(jw)| <1, Yw < w,,
1S(jw)| < Ws(jw)| ™, Yw < we,
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siendo que Wy es una funciéon de ponderacion.

La funcién de ponderacion del desempeno intenta penalizar sélo los picos de
resonancia. Como regla general, los modos estructurales que mas influencia tienen
en la respuesta dindmica son los mas ponderados. La seleccién de la funcién de
ponderacion penaliza todos los modos que se encuentran antes de la frecuencia
de corte w.. Como la planta nominal considera los tres primeros modos de la
viga flexible, se concluye que la faja de frecuencias de importancia va hasta la
frecuencia del tercer modo. La funcién de ponderacién de la funcién sensibilidad

es calculada en base a la propia dinamica de la viga y se define como:

2

Ws(S) =

w; < w < ws.
$2 4 2ws +w? ’

Tomando en cuenta la variaciéon de la frecuencia w y considerandose los
siguientes limites para £, 0,05 < £ < 0,5, se obtiene la funcién de ponderacién de

la funcion sensibilidad.

B. Ponderacién de la funcién restriccién de energia U(s)

Otra funcién que se usa para especificar objetivos de desempeno es la
funcién restriccion de energia, funcién que relaciona la senal de disturbio y la
senal de control. Ella caracteriza la ganancia de la senal de control y, de esta

forma, es usada para restringir la senal de control.

Con la misma idea de calculo considerada para la ponderacion de la funcién

sensibilidad, se define la ponderacién de la funcion restriccién de energia como:

( +2§s+1)( +2€—2 +1)( +2é3+1)

Wy (jw) = “’1 ‘gl ) ‘gz “’3 ‘g*”’ . [Wo(jw)U(jw)] <1, Ve
(% +2—4 +1)( SPL +1)(5 22854 1)
w4 Wy 5 Ws WG We

siendo que wy, ws, w3, &1, & v &3 son las tres primeras frecuencias naturales y los
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tres primeros factores de amortiguamiento del sistema a controlar. Las demas fre-
cuencias y factores de amortiguamiento son calculados entre los siguientes limites,

0,1 < 54,5,6 < 0,5 Yy wr <wygse < Ws.

Maés adelante se vera que es posible usar la misma funcién para definir la
ponderacién de la funcién restriccién de energia (Wy) y la funcién limitante de
la incerteza residual, la cual es presentada en la forma aditiva (W, ). Esto porque
cuando se realiza un andlisis del sistema en lazo cerrado, ambas funciones estan

ligadas a la funcion restriccion de energia (ver Seccién 5.2).

5.2.2. Especificaciones de estabilidad

Para garantizar la estabilidad del sistema perturbado de la forma P+AP se
considera un margen de estabilidad de acuerdo con un limitante de la perturbacion
AP < m(w). La preocupacién en la presente subseccién es definir un margen de
estabilidad para el sistema a ser controlado. Este margem de estabilidad puede

ser calculado a partir de las siguientes consideraciones:

1. En el célculo del modelo nominal se considero sélo una parte del modelo des-
preciandose los modos de las frecuencias mayores. Este modelo despreciado

fue definido como incerteza residual.

2. Los modelos nominales contienen incertezas paramétricas en las frecuencias
naturales, factores de amortiguamiento y modos.
A. Modelo de incerteza

Un modelo de incerteza aditiva usado para modelar la incerteza que existe

entre la planta nominal y la planta completa es dado por:

Pa(s) = P(s) + Wa(s)A(s), [[A(S)||ec <1, Yw >0,
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siendo que W (s) es una funcién de transferencia estable que caracteriza la estruc-
tura de la incerteza en la frecuencia y A(s) toma en cuenta la incerteza en la fase

y también actiia como un factor de escalamiento del tamano de la perturbacion.

De la Fig. 5.5 es facil observar que:

Ppun(s) = Byu(s) + Wals)A(s) = Ppua(s) = Byu(s) = Wals)A(s),

y como ||A(8)|lo < 1, luego se tiene:

[Pyua(s) = Pyu(s)| < [Wals)], Yo,

donde la funcién de transferencia Wa(jw) provee un limitante superior de la

mcerteza.

_________________________________

Figura 5.5: Modelo de incerteza aditiva para Py,

B. Incertezas residuales

El término a la izquierda en la tltima expresién', se puede reescribir como:

d(ne)p(n;)
Pa(s) — AP = 232+2§ws+w

que es exactamente el modelo de incertezas residuales. Una vez conocido el modelo
residual solo falta calcular un limitante superior de este modelo, se sabe que este
limitante existe porque el sistema residual tiene polos con parte imaginaria, lo

que significa que su amplitud en las resonancias es finita.

LQuitando los subindices para trabajar el modelo de incertezas residuales de forma genérica.
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Limitante de las Incertezas Residuales Las incertezas no-modeladas pueden

ser limitadas por una funcion de transferencia de la forma:

( +2£—13+1)( +2é +1)( +2§s+1)

W N wl w1 wg W2 3 w3
anlj) = & ; & L.\
(55 + 250 1 1)(5 05, +1)( +2—65+1)

w4 Wy ug Ws 6 We

con wi, we, ws, &1, & v &3 siendo las tres primeras frecuencias naturales y los
tres primeros factores de amortiguamiento del sistema a controlar. Las demés
frecuencias y factores del amortiguamiento son calculados entre los siguientes
limites, 0,1 < &56 < 0,0y W1 < wipe < ws, mediante tentativa y error. La
eleccién de los valores se hace en relacién al que represente mejor la dinamica de
la planta residual. Notese que para calcular esta funcion se hace uso de la propia
dindmica del sistema. En la Fig. 5.6 se presentan los graficos de Wag(s) y AP,

donde se puede ver que se cumple la condicién |AP| < [Wag|.

-60 ————rry ————rry
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-12 L
-1 0
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Figura 5.6: Limitante de las incertezas residuales
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C. Incertezas paramétricas

Para el calculo del modelo de incerteza paramétrica se considera la planta

nominal dada por:

/\

3
§ IAWZA

— s? +2§ZszAs+w A

d(ne)d(ns)

2
Win

siendo que K; Ao = . Sea el rango de las incertezas paramétricas descrito

de la siguiente forma:
K, — AK; < K;ja < K; + AK;,
& — A& < & <&+ AE,
W; — Aw; < wia < @+ Aw;.

El Cuadro 5.8 muestra los valores de las variaciones paramétricas consideradas

para la viga flexible en estudio.

Cuadro 5.8: Valores de las incertezas paramétricas
Modo  Ad; A, AK;
(i) 1% 10%&  5%K;
1 0.0157 0.001  0.014000
2 0.0631 0.001  0.001750
3 0.1420 0.001  0.000173
Porcentajes obtenidos de Lim et al, [27].

El error aditivo puede ser representado por:

AQA—AQ >32—|—2< AAg— A€A>S+AKZ-

w; Wi A Wi Wi

Pa(s) — P(s) => ( - :
i=1 ( 1 S +2§1A —|—1><1S —|—2€S+1>
N Wi A w w

donde la forma general de la amplitud |Pa(s) — P(s)| para valores variables de

los tres parametros K , Wy é es presentada en la Fig. 5.7 por la parte sombreada.

Limitante de las Incertezas Paramétricas Las incertezas paramétricas pue-
den ser limitadas por una funcién de transferencia de la forma:

Wap(io) =k |20 (‘”—)}

(s 4+ wn) \wn
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con wy y w, siendo frecuencias proximas a la tercera frecuencia natural (wg > @3
Yy wp, < W3), v k siendo un factor de escalamiento. En la Fig. 5.7 se presentan

Wap(s) y AP pudiendo asi apreciarse que Wap(s) es un limitante de AP.

[N ' ' ' o ' ' ' [T R
_20 T L T L N W A
Vo ' ' ' [ ' ' ' [

-60

dB

-80

-100

-120

-140
10 10 10
Frecuencia

Figura 5.7: Limitante de las incertezas paramétricas

La eleccion del margen de estabilidad se deberia hacer segin que crite-
rio de incerteza (dindmica no-modelada o variaciones paramétricas) presenta el
mayor margen. Al calcular ||[Wag|leo v [|[Wap||e estos resultan -64.194dB y -
36.654dB, respectivamente. A pesar de presentar un menor margen, en este traba-
jo se usara —64,194dB como margen de estabilidad, correspondiente a la dinamica
no modelada. Para garantizar que el sistema de control es robusto ante la pre-
sencia de incertezas paramétricas usaremos ganancias altas a bajas frecuencias.
Esta eleccion del margen de estabilidad se realiza con el fin de evitar obtener

resultados muy conservativos con un margen de estabilidad muy grande.
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5.3. Sistema controlado

La planta para el diseio del controlador (planta nominal) es considerada

de la siguiente forma:

& = Ax + Bu+ Byd, (5.1)
y = Cu, (5.2)

donde z € RS, d € R', u € R! y y € R!. Este modelo nominal fue obtenido me-
diante residualizacién del modelo completo del sistema. Un modelo de la planta
completa es obtenido usando 12 estados, los cuales corresponden a los 6 prime-
ros modos en (2.20). Este tltimo modelo es el que serd usado en la evaluacion
del desempeno. El trabajar con el modelo nominal para disenar el controlador es
conveniente por las siguientes razones: i) los modos de frecuencia més baja do-
minan la respuesta, y ii) la discrepancia entre modelos analiticos y empiricos se
incrementa en gran magnitud a medida que aumentan las frecuencias. Las Figs.
5.8 y 5.9 ilustran la fidelidad del modelo de diseno (de orden reducida) mediante
la presentacién de la respuesta en frecuencia del modelo de diseno y del modelo

de evaluacién (modelo completo).

La Fig. 5.8 presenta la funcién de transferencia de la entrada de control,
localizada en 7y, a la deflexién medida en el punto n3. Las frecuencias de los tres
primeros modos coinciden y no existe error en las ganancias modales. La Fig. 5.9
muestra una coincidencia excelente en la funcién de transferencia del disturbio,

aplicado en 7, a la deflexién medida en el punto 7;.

La planta aumentada para el problema de control de la viga flexible es

dada por:
T = Az + Byw + Bsu, (5.3)

AR Cl.I + Dlgu, (54)

y = Cox + Dyw, (5.5)
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—— Modelo Nominal
— — Modelo de Evaluacio

-20

-100

_120 L ! ! Lo A L L L Lo A L o o N A
10" 10° 10" 10°
Frecuencia

Figura 5.8: Comparacién de los modelos de diseno y de evaluacion para deflexion
en el punto 73 teniendo como entrada la senal de control en 7,

donde z € R®, w € R?, u € R, 2 € R? y y € R!. La entrada exdgena w consta del
disturbio wy y del ruido de medida. La salida controlada incluye la senal medida

ponderada z, y la senial de control ponderada z,, ver Fig. 5.10.

Para proveer robustez al modelo de diseno, el modelo de diseno es aumen-
tado para incluir una incerteza aditiva que represente el error del modelo méas
alld de la banda de control, Wag. Este tipo de modelo de incerteza fuerza a
que el control estabilice los modos de alta frecuencia que fueron despreciados del

modelo completo (incertezas residuales).

La Fig. 5.10 ilustra la configuracion de la planta y el controlador para
diseno del control del presente problema. Identificando las funciones de transfe-

rencia que se usaran en calculos futuros, se obtiene:

Py, =C(sI — A)'B,
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—— Modelo Nominal
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-20

dB

-60

-80

-100

12 Loy R R
10" 10° 10" 10°

Frecuencia

Figura 5.9: Comparacién de los modelos de diseno y de evaluacion para deflexion
en el punto 73 teniendo como entrada el disturbio en 7,

5.3.1. Control H,

Para el disenio de control Hs se tiene que A = 0 y la configuracion del
sistema de control es como mostrado en la Fig. 5.11, donde los vectores de entrada

y salida son:
Wy Zu
w = , Z= : (5.6)

ruido Zy

y la planta generalizada tiene la siguiente forma:

A B, 0 | B
cC; 0 0 0
P = ,
0O 0 O VP
| c 0 Vil 0
con la ponderacion de control Wy = /plix1 (para reflejar un actuador), la

intensidad del ruido en el sensor V' = 0,001 ;4 (para reflejar un sensor), la
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ruido

i B. j‘(SI-Ay1 X| C, || _I—;—vzy

Figura 5.10: Configuracion general del sistema controlado usando el lazo de re-
alimentacion para incertezas aditivas

intensidad del disturbio de entrada K; = 0,02, y la ponderacion de los estados

CIcCy, donde C, = C.

Todos los modos estructurales tiene algiin amortiguamiento inherente, por
esta razon el sistema es estabilizable y detectable. En consecuencia, las soluciones
de las ecuaciones de Ricatti, descritas en (4.36) y (4.37), siempre existirdn y como

resultado el controlador Hy puede ser calculado.

|
|
|
:
|
| -1 X
; B oA P o | s
| + :
l C !

Wd T Bd :
W ! + I
ruido : > Vll2 ;’é : y

! I
T

_____________________________________________

Figura 5.11: Configuracién del sistema controlado usando control Hs
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El primer paso en el diseno H, es proveer “suficiente” amortiguamiento
para los modos del modelo nominal. ‘Suficiente” amortiguamiento se refiere a por

lo menos 80 % de decaimiento en 10s.

El segundo paso involucra la verificacion de la robustez del diseno al “spi-
llover” debido a los modos truncados y/o incertezas paramétricas. El control Ha,
en su concepcion, contiene un modelo de incerteza aditiva para las derivadas de
los estados y para las medidas del sensor; esto es, las derivadas de los estados
y las medidas de los sensores son contaminadas con ruido?. Cabe notar que el
este modelo de incerteza ha sido considerado como irreal para varias clases de

problemas de control.

5.3.2. Control H.,

Para el diseno de control H,, la configuracién del sistema de control pre-
sentada en la Fig. 5.10 es modificada y resulta como mostrado en la Fig. 5.12. Para
obtener la Fig. 5.12 el lazo de realimentaciéon de la incerteza aditiva A ha sido
abierto, luego se obtiene una entrada ficticia que viene a ser la entrada asociada
con la incerteza residual w,y y una salida ficticia que corresponde a la salida aso-
ciada con la incerteza residual z,4. Notese también la insercién de la atenuacién ¢
y la ganancia 1/c a la entrada w,g y a la salida z,4, respectivamente. Finalmente,

los vectores de entradas exdgenas y salidas controladas quedan descritos como:

Wad Zad
W= | ruido |, <= Zu . (5-7)
Wq 2y

2El ruido de proceso excita uniformemente cada derivada de los estados del sistema en un
intento de proveer una medida limitada de desempeno robusto. Sin embargo, la adiciéon de ruido
a las entradas de los estados de la planta puede producir inestabilidad. El ruido adicionado a
los sensores servird para limitar el ancho de banda del sistema de control y compensara, a costa
del desempeno del controlador, por la dindmica de alta frecuencia no-modelada, todo esto con
la intencién de proveer alguna medida de estabilidad robusta.
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Figura 5.12: Configuracién del sistema controlado usando usando control H,

En el control H,, los objetivos de diseno, atenuacion de vibraciones con
actuacion limitada y robustez en estabilidad con respecto a los modos de mas
alta frecuencia truncados, son expresados en la forma de matrices de funciones de
transferencia ponderadas. Las funciones de ponderacién, comtinmente, son espe-
cificadas en el dominio de la frecuencia en términos de las ganancias principales

y la norma H.

A. Desempeno robusto

Para incorporar amortiguamiento al sistema se usa la especificacién de

desempeno en la forma de funcion de transferencia ponderada como sigue:
HWS(] - PyuK)_IwadHoo <L (5-8)

Es importante destacar que este trabajo considera que la funcién de ponderacion
del desempeno es igual a 1. Esta seleccién se hace con el propdsito de simplifi-
car el analisis en la comparacion del desempeno obtenido con los tres tipos de

controladores.
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B. Estabilidad robusta

La robustez en estabilidad debido a incertezas aditivas es dada por®:

o [AK(I — P, K)™'] <1; Vw € [0,00) <= |[AK(I — Py, K) ' < 1. (5.9)

Es importante destacar que para el caso de estructuras flexibles la perturbacion
A es estable, esto porque los modos truncados son disipativos por naturaleza. El
limitante superior, mejor dicho, la condicién d(A) < |[Wyq(w)|, permite limitar

(5.9) de la siguiente forma:

[Waa K (I — Py K) oo < 1. (5.10)

Esta ecuacion también puede ser reescrita como:

1
5 [K(I — PpuK)1]

> |[Waa(wi)|; Vw € [0, 00). (5.11)

Las matrices que componen la planta aumentada, en concordancia con la

Fig. 5.12, son presentadas a seguir:

0 0 0 Woagl
Pzw - 0 0 0 ) qu - WU )
CWS 0 wad WS Pyu WS
Ppw=|c VV Pu,Ws |, Pu=Pyu (5.12)

Sustituyendo (5.12) en (3.18) y realizando las respectivas operaciones se obtiene

la matriz de funciones de transferencia en lazo cerrado N,,, como sigue:

Wl WulUVV  WeeiUP,,,
N = | WU  WyUVV  WyUP,.,, | (5.13)
WsS P WsUVV Py, WsS

donde S = ({ + P,,K)' y U = K(I + P, K)™'. Observando la matriz N,,

3Tomado de acuerdo con Lim et al, [27].
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se puede decir que Wy y W,y estan relacionadas con la funcién restriccion de
energia U. Esto explica porque Wy puede ser usada para especificar robustez.
El ruido esta presente en el sistema de control para de cierta forma dotarlo de
robustez, pero, dado que en el control H, se incorpora explicitamente un modelo
de la incerteza, el ruido sera suprimido. Luego, la configuracion simplificada del

sistema controlado queda como mostrado en la Fig. 5.13.

Una interpretacion fisica de la especificacion de desempeno se torna eviden-
te observando la matriz de funciones de transferencia N,,,. Nétese que P, es la
funcién de transferencia de la entrada w, a la salida y mientras que P, (I —
P, K)™! es la misma funcién de transferencia cuando el lazo de realimenta-
ci6én es cerrado (sin ponderacién). De ahi que, reducir las ganancias principales
de P,,,(I — P,,K)~! implica una atenuacién de disturbios via lazo de reali-
mentacién. Ademads, en caso de wy ser el vector impulso unitario, Py,,(jw) vy
Pyu,(I — Py, (jw)K)™" serfan las funciones de respuesta en frecuencia en lazo
abierto y lazo cerrado de la salida y. Si consideramos que los valores pico de
la matriz respuesta en frecuencia son una medida del amortiguamiento en las
resonancias, una restriccion en la norma H,, puede ser interpretada como una

restriccion en el amortiguamiento de los modos estructurales en lazo cerrado.

Las funciones de transferencia en lazo cerrado para la planta simplificada

de la Fig. 5.13 estan dadas por:

Zad WoaalK (I — Py )™ AW,aK (I — Py K) " Ppyy | | waa
2, Ws(I — PpK)™t Py, Ws(I — P K)™! wy
(5.14)

Para obtener desempeno robusto es necesario minimizar simultaneamente \V;_ ..,

la funcién de transferencia de robustez, y N, la funcién de transferencia de

yWd )
desempeno. La inclusion de N ., ¥ Nzjw,,, que no tienen interpretacion de
desempeno o de robustez, provee una garantia conservadora de las restricciones

esenciales en estabilidad y desempeno, esto porque las ganancias de ambas funcio-

nes de transferencia también son limitadas en el proceso de minimizacién de N,,,.
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Figura 5.13: Configuracién simplificada del sistema controlado usando control

Hoo

El parametro de escalamiento ¢ es refinado a través de iteraciones para aliviar en

algin grado esta configuracion restrictiva.

El modelo de diseno esta constituido por los 3 primeros modos mientras
que la incerteza aditiva, A, es modelada como los otros tres modos estructurales
restantes. La curva trazo-punto de la Fig. 5.14 muestra las principales ganancias
del limitante de la incerteza aditiva a ser considerada en el diseno del contro-
lador. Debe ser enfatizado que la incerteza aditiva considerada en el diseno de
controlador es solo un estimado puesto que los valores reales son desconocidos. De
ahi que, estrictamente hablando, las alturas verdaderas de los picos de resonancia
y sus ubicaciones no son conocidas exactamente. En consecuencia, este abordaje
H,, podria ser considerado como conservador ya que usa un limitante superior
de las incertezas predecidas. Sin embargo, un beneficio del abordaje de incerteza
usandose un limitante superior viene a ser la reducciéon de la complejidad del

controlador?. Finalmente, el limitante del modelo residual es dado por la funcién

4Nétese que un mayor orden de los polinomios puede proveer una aproximacién mas precisa
de la incerteza aditiva, pero como resultado el orden del controlador aumenta, y para un sistema
con n canales de entrada, un incremento de uno en el orden del polinomio significa un incremento
de n en el orden del controlador.
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Figura 5.14: Funcién de ponderacién (limitante) de la incerteza aditiva residual

WUZ
Wir(s) (s? 4+ 1,578s + 2,491)(s? + 6,313s + 39,85)(s% + 14,25 + 201,8)
UV (82 423,535 + 216,2)(s% + 20,595 + 216,2)(s2 + 17,655 + 216,2)’
(5.15)
de orden 6.

Los factores que influyen en la seleccion del limitante del modelo residual
son: 1) la magnitud del modelo matemético de incerteza, ii) la separacién de los
modos significantes (densidad modal), y iii) el amortiguamiento inherente de la

estructura.

El problema de control estandar H,., fue definido en la Secciéon 4.2 y es

reescrito a continuacion:

ming || Vawl oo
K IVl -
tal que (P, K) sean internamente estables
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El algoritmo de Glover-Doyle [13], es usado para obtener un controlador estabi-
lizante de norma H,, minima. Resumiendo, el algoritmo provee una familia de

controladores estabilizantes que satisfacen, para algin ~ elegido:

[ New (K[ o0 <7, (5.17)

si tal controlador existe. El calculo principal de este algoritmo involucra la evalua-
cion de dos ecuaciones algebraicas de Ricatti a cuya existencia de sus soluciones
se relaciona la existencia de controladores estabilizantes que satisfacen la condi-
cién (5.17). La norma H,, es minimizada mediante un barrido de v hasta que las

soluciones de las ecuaciones de Ricatti no existan.

5.3.3. Control Hy/H

Finalmente, usando el algoritmo presentado en el Apéndice E seran di-
senados un conjunto de controladores Hsy/H de orden fija. Para balancear entre
el desempenio nominal y la estabilidad robusta, el subproblema H, es definido
solo para considerar desempeno nominal y el subproblema H., toma en cuenta
los modelos de incerteza aditiva. Esta separacién constituye una forma efecti-
va de explotar la relacion inherente que existe entre robustez y desempeno en
el disenio mixto Hy/Ho y a su vez permite obtener los dos objetivos de diseno
competidores. El subproblema Hs es definido por las variables de desempeno y
el subproblema H,, es definido por las variables asociadas con la estructura de

incerteza. Los subproblemas son definidos por las entradas y salidas siguientes:

wr = wa | =z ] we= ], 2= . (5.18)

La configuracién del problema de Servomecanismo presentado en la Fig. 4.6
es redisenada para que muestre explicitamente el disturbio wy, la senal controlada

z v la senal medida y, asi se tiene la Fig. 5.15. Para efectos de simplificaciéon no se
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consideran el ruido v y el disturbio d. Ademads, se considera que la senal controlada
es la senal medida. La configuracién redisenada no presenta mas un problema de
Servomecanismo, sino un problema de regulador, ya que la senal de referencia r

es igual a cero y como consecuencia Ci(s) = 0.

De la Fig. 5.15, la matriz de funciones de transferencia a partir de la

entrada, wy, para las salidas controladas y y u, puede ser expresada como:

= wa(s), (5.19)

donde S(s) es la funcién sensibilidad, S(s) = (1 + Ca(s)P,u(s))~!, v U(s) es la
funcién restriccién de energfa, U(s) = Co(s)(14 Ca(s)P,u(s)) ™. En particular, se
puede notar que la funcién sensibilidad relaciona la senal de disturbio y la senal
medida, en tanto la funcién restriccion de energia relaciona la senal de disturbio

y la senal de control.

Considerando el problema de control en que se quiere limitar la funcién de
sensibilidad (para desempeno) y la funcién restriccién de energia (para penalizar
grandes entradas), se calcularan funciones de ponderacién de las respectivas fun-
ciones S(s) y U(s). Luego, la configuracién del problema de control aumentado

es presentada en la Fig. 5.16.

Las funciones Wg(s) y Wy (s) (y/pu) representan funciones de ponderacién
de las funciones sensibilidad y restriccion de energia, respectivamente. Las fun-
ciones de ponderacion son funciones en la frecuencia (funciones de transferencia)

calculadas de acuerdo con las especificaciones de desempeno.

De la Fig. 5.16, calculandose la matriz de funciones de transferencia a

partir de la entrada, wg, a las salidas controladas ponderadas z, y z,, se llega a:

Zu | _ =Wy (s)U(s)Pyw,(s) wg. (5.20)
y WS(S)S(S)wad(S)

z
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Figura 5.15: Configuracion del sistema controlado para desempeno, sin pondera-
ci6én, usando control Hs en el dominio de la frecuencia (subproblema del control

HQ/HOO)

Comparando la relacién entrada salida del sistema controlado presentado
en la Fig. 5.16 con la del problema de control H,, de la Seccién 5.3.2 (omitiendo
el modelo de incerteza), se puede observar que en el problema aqui estudiado
no aparece la funcién sensibilidad complementaria 7'(s), funcién directamente
relacionada a la robustez y a la sensibilidad al ruido. Luego, se puede concluir
que los calculos realizados hasta este punto influencian directamente el desempeno
que se desea tener del sistema controlado. Como ya se dijo en la Seccién 4.3.2
la robustez del sistema controlado estd dada por la funcién W.S(s)Cy(s), funcién
que relaciona la entrada v (ruido) y la salida u (senal de control), siendo que el

ruido se toma en cuenta sélo para el calculo del margen de estabilidad.

El paso a seguir en la metodologi Hy/H., aqui considerada es la parame-
trizacién del controlador Cy(s) en funcién del pardmetro libre K (s). Para esto,
se realizan factorizaciones a la izquierda de P,(s) v Pyu,(s) (P = [?y_ulNyu,
Py, = DﬁdNywd)v y a la derecha de Cy(s) (C2 = Ne,Dg)). Sustituyendose las

factorizaciones en la matriz de funciones de transferencia previamente calculada,

haciéndose operaciones algebraicas y considerando Dych2 —i—NyuNCQ =1, se llega
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Figura 5.16: Configuracion del sistema controlado para desempeno, con pondera-
ci6én, usando control Hs en el dominio de la frecuencia (subproblema del control

HZ/HOO)

Zu —WyNe, Ny
- N T (5.21)
Zy WSDCgNywd

Parametrizandose todos los controladores estabilizantes como definido en

la Seccién 4.3.1 se obtiene:
Cy(s) = —(X + Dy K)(Y — N, K) 72,

siendo que N, y D,, son factorizaciones a la derecha de P,,.

Finalmente, la matriz de funciones de transferencia que representa el desem-

peno resulta:

Zu Wi (X + Dy KN,

2y Ws(Y — Ny K) Ny,
siendo que z, y 2z, seran usadas en el calculo de la funcién de costo J, definida en
(4.50). Para obtener el funcional .J; se han de calcular las funciones de ponderacién
Wy v Ws, como definido en la Seccién 5.2.1. Para el calculo de estas funciones

se hace uso de la propia dinamica del sistema, no importando el orden de las
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funciones, ya que segin la metodologia Hs/H., presentada en este trabajo el
orden del controlador es definido por el disenador. Considerando W = 1 y con

Wy = \/pu, Jo queda como mostrado a continuacién :

Ty = yll3 + pullully = (Y = Ny ) Nywg I3 + pull (X + Dy ) Ny, [

El funcional J, es dado por la funcién de transferencia 7, el filtro 1474 y la
inversa del margen de estabilidad ~, siendo que 7,, = S(s5)Cs(s). Sustituyendose
las factorizaciones hechas en los elementos de la matriz de funciones de transfe-
rencia y considerando DyuD02 + NyuN02 = 1, se obtiene que 7, = NCQDW, 0
también, 7, = —()~( + Dy K )[?yu. Luego el funcional J, presenta la siguiente
forma:

Joo = |ITuvlloo = || = W(X + DyuK)DyuHoo <7
con W como definido en (5.15).

Los funcionales Jy y J4, calculados en funcién del pardmetro libre K (s),
seran usados en los algoritmos de calculo de los controladores presentados en el

Apéndice E.

A. Parametros p

Del funcional de costo definido en (4.50) se puede ver que es necesario
calcular los parametros py, py, pr, pw, Po ¥ Ps, Pero, dado que la senial controlada
es la senal medida, la senal de referencia es cero, no se tienen polos en jw en

la funcién de transferencia P,

wus €l ruido v no es considerado y el funcional de

costo sélo representa desempeno (el margen de estabilidad estd dado por otro

funcional), estos parametros pueden ser considerados nulos con excepcion de p,.

En este punto es necesario destacar que la utilizaciéon del parametro p,

es fundamental en el diseno del control ya que en el intento de disminuir el



144

error (salida controlada), con el menor tiempo de asentamiento posible y con
una amplitud maxima pequena, el esfuerzo de control puede crecer mucho y
la demanda puede no ser cubierta en una aplicaciéon practica, se recuerda que
este esfuerzo esta limitado por la saturacién de los actuadores, entre otros. En
consecuencia, p, viene a definir el compromiso entre una buena atenuacién de

disturbios en la salida y el esfuerzo de control.

5.3.4. Simulaciones

Los controladores, previa redimensionalizacién en base al Apéndice D,
seran aplicados tanto a la planta nominal como a la planta completa, ambas suje-
tas a la accién de un disturbio. Esta aplicacién da una indicacion del mérito que
cada controlador tiene en relaciéon al desempeno en lazo cerrado. La simulacion
consiste en: 1) aplicacién de una excitacién en el instante ¢ = 0, y 2) aplicacién
del controlador al tiempo que el sensor percibe la diferencia con respecto a la
senal de referencia (r = 0). La entrada consiste en una fuerza impulsiva de tal
forma todos los modos sean excitados. La dinamica del actuador, y la del sensor,

no sera considerada.



Capitulo 6

RESULTADOS

Este capitulo presenta los resultados de los abordajes de diseno para desem-
penio nominal (Hs), desempenio robusto/estabilidad robusta (Hs,) v desempeno
nominal/ estabilidad robusta (Hs/H«) considerando el problema de atenuacion

de vibraciones en una viga flexible simplemente apoyada.

6.1. Evaluacion de los métodos de control

Para evaluar el desempeno nominal de los métodos de disenio de contro-
ladores, el desempeno es definido como J,, norma Hs de la salida y, J,, norma
‘Hs de la entrada de control. La estabilidad robusta se evalia considerando J.,

norma Ho, de la funcién restriccion de energia U = K (I + P, K)~'.

Para el desempeno nominal Hs, los vectores de entradas exégenas y salidas
controladas son como mostrado en (5.6). La ponderacién del control Wy = /p es
usada para variar la autoridad de los controladores' Hs al ir variando p. El orden
de los controladores H,y calculados fue igual a 6, que coincide con el orden del
modelo de diseno. Los controladores Hs se calcularon usando el MATLAB Robust

Control Toolbox. Para el diseno del control H.,, los vectores correspondientes a

!La autoridad del controlador estd relacionada con el nivel de energia de control necesario
para alcanzar el desempeno deseado.
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las entradas exdégenas y salidas controladas son como mostrados en (5.7). Un
conjunto de controladores H, de autoridad variable fue disenado fijando Wg = 1
y variando p. Con p y el nivel de incerteza aditiva fijo, z = [ Zad Pu Zy ' fue
escalonada para alcanzar una norma H., menor que 1. Escalonando las variables
de desempeno de esta manera, el controlador fue disenado para maximizar el
desempeno mientras mantiene un nivel fijo de robustez a cada nivel de autoridad
de control. Los controladores Ho resultantes fueron de orden igual a 12 (orden del
modelo de disefio 4 orden de la funcién de ponderacién Wy ), estos controladores
se calcularon usando el MATLAB Robust Control Toolbox. Finalmente, usando
el algoritmo mostrado en el Apéndice E, un conjunto de controladores Hs/H, de
orden 10 fue calculado. Los subproblemas Hs, definido para desempeno nominal,
v Hs, que considera el modelo de incerteza, estan definidos por los vectores

presentados en (5.18). Considerando un nivel fijo de incerteza para el subproblema

Hoo, los controladores Hsy/Ho, de autoridad variable fueron calculados variando

Pu-

La Fig. 6.1 presenta las curvas de desempeno para cada método de diseno
del control. El diseno del control robusto estd basado en el modelo de incerteza
aditiva debido a la dindamica no-modelada. Los costos de desempeno son calcula-
dos para el sistema en lazo cerrado. Los costos del diseno Hs son calculados para
el modelo de evaluacién (modelo completo) y el modelo nominal, esto para ilus-
trar la limitacion en el desempeno alcanzado debido al modelo del error. El costo
indica que, para controladores con diferentes niveles de autoridad, el desempeno
real practicamente coincide con el desempeno del modelo nominal, siendo que la
curva obtenida con el modelo completo esta ligeramente desplazada hacia arriba
en comparaciéon a la curva obtenida con el modelo nominal. Para propodsitos de
comparacion también se realiza una evaluacion del desempeno de los controlado-
res Hs. La Fig. 6.1 indica la pérdida de desempeno en que incurre el diseno H,
a cambio de contar con un desempeno robusto. Existe una diferencia sustancial

en desempeno entre los controladores Hy v Ho, los controladores H,, alcanzan
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Figura 6.1: Comparacion de la norma Hy del desempeno

cierto nivel de desempeno a un mayor costo de control que el controlador Ho.
Sin embargo, los controladores Hs/H, recuperan parcialmente el desempeno del
disenio Hy dado un mismo nivel de control. El disenio Hy/Ho provee desempeno
comparable al diseno H, mientras que supera la desventaja del diseno H,, costo

de control alto.

La Fig. 6.2 muestra el desempeno nominal J, de un conjunto de controlado-
res obtenidos variando el nivel de incerteza (margen de estabilidad) en el proceso
de diseno; asi mismo, controladores que fueron obtenidos en base a la variacion
de la funcién de ponderacion /p y que resultan con cierto margen de estabilidad
(control Hs). Definiendo el margen de estabilidad como la inversa de J,,, se puede
realizar el andlisis a continuacion. En general, se puede decir que a medida que el
nivel de robustez se incrementa, el desempeno se va sacrificando, como indicado
por el crecimiento en la curva de desempeno. El impacto del uso de la medida
H, para cuantificar desempenio en el diseno mixto Hs/Hs es evidente, ya que,
para un mismo margen de estabilidad (considerado en el proceso de diseno), el

controlador H, presenta el desempeno deteriorado. Otra observacién importante



148

Figura 6.2: Compromiso desempeno-estabilidad usando control H,, control H.,
y control Ha/Hxo

viene a ser que los disenos de norma mixta, para un nivel dado de desempeno,
proveen estabilidad robusta para un conjunto mas grande de plantas que el de
los controladores Ho,. La Fig. 6.2 también indica que los controladores Ha/Hoo,
disenados para copar mayores niveles de incerteza, alcanzan un desempeno com-
parable al de los controladores H,. Cabe resaltar que el margen de estabilidad
obtenido para los controladores Hs es el resultado del proceso de disenio, mas no

un parametro de diseno.

Usandose los métodos de diseno de control presentados en el Capitulo 4,
se calcularon tres controladores de realimentacion. Estos controladores seran eva-
luados en la siguiente seccién segun el desempeno y la estabilidad que presenten

los sistemas controlados.
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6.2. Evaluacion del desempeno

Para propédsitos de comparacion, se considera la misma ponderacién de
la senal de control en los disenos Hs v ‘Ho. Esta ponderacion, dada en funcion
de la magnitud de las incertezas residuales, -64.194 dB, fue definida en (5.15).
El controlador H,, fue calculado luego de varias iteraciones para un factor de
atenuacion ¢ = 0,08. Finalmente, el controlador Hy/Ho se calculé consideran-
do un margen de estabilidad igual a 1.1(-64.194 dB), esto para asegurar que
Wy K (I — P, K) | sea menor que 1 (Condicién de Estabilidad Robusta) atin
despuies de que el controlador sea implementado en el modelo de evaluacion, Wy,
como definido en (5.15). Se recuerda que los controladores se calculan para el

modelo de diseno.

6.2.1. Evaluacion de la salida controlada en el dominio de

la frecuencia

En el Cuadro 6.1 se muestran los valores de las frecuencias naturales de los
6 primeros modos de vibracion de la viga flexible y los correspondientes factores
de amortiguamiento en lazo abierto y lazo cerrado. Una comparacién analitica de
las respuestas obtenidas en lazo cerrado y lazo abierto revela que los sistemas de
control Ha, Hoo v Ha/Hoo reducen satisfactoriamente la respuesta de la planta.
Del Cuadro 6.1, para los tres controladores, se nota una atenuacion significante
de los tres primeros modos de la estructura. Para la regiéon de modos de alta fre-
cuencia (modos residuales) se podria predecir que los controladores Hyo, ¥ Ha/Hoo
atenuaran disturbios mejor que el diseno Hs, esto debido a que los primeros con-
troladores incorporan un modelo de incerteza en el diseno del sistema de control.
Sin embargo, observando los valores del Cuadro 6.1, lo inico que se puede afirmar
es que los controladores Ho, v Ha/Heo proveen amortiguamiento al sexto modo.

El controlador H, excita el quinto modo mientras mantiene el amortiguamiento
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Cuadro 6.1: Factores de amortiguamiento de los modos estructurales

Modo w & & 3 13
rad/s  Lazo Abierto control He control He, control He/Heo
1 15.783 0.01 0.197 0.385 0.788
2 63.131 0.01 0.613 0.420 0.339
3 142.044 0.01 0.070 0.032 0.242
4 252.522 0.01 a a a
5 394.566 0.01 0.008 0.009 0.006
6 568.175 0.01 0.008 0.01 0.024

@ No discernible de los datos.

del modo 6. Por otro lado, el controlador H, excita todos los modos residuales.
En el caso de controlador Hy/H., se puede decir que, aparte de haber relajado
el margen de estabilidad para cumplir con las restricciones de estabilidad robus-
ta, este controlador resulta excitando el quinto modo. En el caso del controlador
H, era predecible obtener excitacion de los modos de alta frecuencia si se toma
en cuenta que en el diseno H, tunicamente el desempeno nominal es el objetivo
fundamental. La excitaciéon del quinto modo por parte del controlador Hy/H
puede ser aliviada calculando nuevos controladores variando el margen de esta-
bilidad. La variacion de los factores de amortiguamiento del sistema controlado,
expresados en el Cuadro 6.1, se puede visualizar mejor presentando los resultados

de las simulaciones en el dominio de la frecuencia y del tiempo.

La Fig. 6.3 muestra la respuesta en la frecuencia de la salida controlada. Es
importante recordar que los factores de amortiguamiento estan relacionados con
la amplitud de los picos, asi, para mayores factores de amortiguamiento, menores
picos. Aparentemente el controlador Hy/H, cumple mejor el objetivo de desem-
peno de atenuacion de vibraciones pues el presenta el mayor amortiguamiento en
el primer y tercer modo. No hay que olvidar que la salida es una suma ponderada
de los modos (las coordenadas modales vienen a ser las ponderaciones), donde
los primeros modos, por su magnitud, son lo que méas influyen en la respuesta
final. Los modos residuales también influyen en la respuesta final y el controlador
Hs/Ho excita el quinto modo. Por su parte, el disenio Hs atenta bastante bien

el segundo modo y, sumado a la atenuacion que brinda a los otros dos modos del
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Figura 6.3: Salida controlada en el dominio de la frecuencia usando control Ha,
control H, y control Ha/Hso

modelo de evaluacién, la respuesta final podria ser la que mejor desempeno pre-
sente, menor amplitud de oscilacion. El control H,, también amortigua muy bien
los primeros modos, eso sin considerar que casi no excita los modos residuales.
Las Figs. 6.4, 6.5 y 6.6 presentan en mayor detalle la atenuacién de los modos 3,
5y 6, respectivamente. Con los graficos de la respuesta en el tiempo se espera

apreciar mejor el desempeno de los sistemas controlados.

Para efectos practicos, un hecho importante que resulta de que los tres
tipos de controladores hayan atenuado las vibraciones viene a ser que el usar
supresion activa reduce la magnitud de vibraciéon en condiciones normales de
operacién, reduciendo asi la cantidad de esfuerzos en la estructura. Esto indica
que se necesitara menos material estructural cuando un control activo sea usado
y como resultado se puede disminuir el peso de la estructura. En el caso de la
industria aeroespacial una disminucién en el peso de la estructura implica en
una menor cantidad de combustible necesaria para transportar la estructura al

espacio y por consiguiente un vuelo menos costoso.
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6.2.2. FEvaluacion de la senal de control en el dominio de

la frecuencia

La respuesta en frecuencia de la senal de control nos da una idea de la
robustez del sistema. Observando los picos presentados en los modos de alta
frecuencia de la salida controlada, se puede inferir la influencia de estos modos
en la senal de control. La senal de control puede resultar facilmente excitada por
los modos de alta frecuencia generando asi una senal ruidosa. Observando la Fig.
6.7 podemos ver que es el diseno de control H,, el que menos excitaria los modos

residuales en la senial de control, su contraparte viene a ser el controlador Hs /H ..

De las magnitudes de las respuestas en frecuencia obtenidas en la Fig. 6.7,
se puede ver que el sistema de control H,, es el que requiere menos energia a pesar
de presentar un buen desempeno. El minimo requerimiento de energia del control
H.. no resulta inesperado ya que en la matriz de funciones de transferencia en
lazo cerrado se tomaron en cuenta elementos que nada tenian que ver con la es-
tabilidad robusta y el desempeno robusto, como resultado, el sistema controlado
con diseno He, resultd conservativo. Ademaés, no se debe olvidar que este tipo de
control incorpora en su formulacién un modelo de la incerteza, o sea, este contro-
lador podria controlar no sélo una viga sino una familia de vigas definidas por la
medida del modelo de incerteza. El sistema de control Hs/H,, presenta mayores
requerimientos de energia. En su biisqueda por presentar el mejor desempeno po-
sible, el disenio Hs/Ho calcula controladores con margen de estabilidad cercano
a 1, esto significa que definido un margen de estabilidad, el diseno Hs/H., busca
el mejor desempeno para ese margen. Ya en el caso del control H., no ocurre asi,
pues esta técnica de diseno de controladores intenta calcular controladores con
margen de estabilidad mayor que 1, en ese sentido, comienza barriendo todos los
valores de la inversa del margen de estabilidad hasta encontrar el menor valor

posible (menor que 1).
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Figura 6.7: Senal de control en el dominio de la frecuencia usando control Ha,
control H, y control Ha/Heo

6.2.3. Evaluacién de la salida controlada y la senal de con-

trol en el dominio del tiempo

Las Figs. 6.8, 6.9 y 6.10 muestran la respuesta en el tiempo de la salida
controlada y de la senal de control en lazo abierto, asi como también con los
controladores implementados. Los tres tipos de controladores muestran una me-
jora dramética con respecto al sistema sin control. El sistema controlado Hs/H oo
presenta una respuesta més rapida (de la Fig. 6.3, es este control el que atentia
més el primer y tercer modo), mientras que el controlador H,, parece requerir
menos energia. La rapidez de la respuesta con el controlador Hy/H., se da a
cambio de una mayor senal de control. Para el sistema controlado H,, el menor
requerimiento de energia esta relacionado con el bajo desempeno presentado por
el sistema controlado H, sistema controlado lento, esto cuando comparado con

los otros dos sistemas controlados. Los tres sistemas controlados presentan picos
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de la respuesta controlada similares. Es importante recordar que el diseno Ho,
obtenido para realizar el analisis en esta y la préxima seccion, considerd la misma
ponderacion de la senal de control que la del control H,.. Al fijar este parametro
de cierta forma se limit6 el desempeno del control Hs, otros resultados en la res-
puesta controlada y senal de control hubiesen podido resultar si se hubiese dejado

que la ponderacion del control variase libremente.
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20} — H, |5
15f b
10 1
= z
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2 2 ° |
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Figura 6.8: Salida controlada y senial de control en el dominio del tiempo usando
control Hs
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6.3. Evaluacion de la estabilidad

Los margenes de estabilidad del sistema, que caracterizan la estabilidad
robusta en lazo cerrado, son determinados considerando incertezas aditivas. Los
margenes de estabilidad con respecto a la incertezas aditivas pueden ser determi-

nados mediante un ploteo de o4 = 0pa {[K (I 4+ Py K) ] (w)} 1.

6.3.1. Evaluacion de la estabilidad robusta

La Fig. 6.11 muestra los méargenes de estabilidad para la planta consideran-
do los tres tipos de control. Pequenos valores de o4 indican pequenos margenes
de estabilidad para incertezas aditivas. El sistema controlado Hy/H s, parece ser
el mas sensitivo a incertezas aditivas en la planta como visto en la linea continua
de la Fig. 6.11. El sistema controlado H., resulté robusto a posibles incertezas
aditivas. Los valores minimos de o4 para los tres tipos de control son los siguien-
tes: min(o4, Hoo) = 0,0131 en la frecuencia 6.1 Hz, min(o4, Hs) = 0,0176 en la
frecuencia 5.8 Hz y min(o4, Ha/Hs) = 0,0052 en la frecuencia 19.3 Hz. Entre
todos, se aprecia que el controlador H, presenta mejor robustez en estabilidad;
cabe destacar que este resultado es un caso especial puesto que el margen de
estabilidad en el diseno Hsy es un variable de salida y no de entrada como en
los otros dos tipos de diseno del control. Una observacién importante es que los
valores minimo/maximo del margen de estabilidad fueron encontrados en la zo-
na de baja frecuencias. Para evaluacion de estabilidad robusta nos tenemos que
fijar en la zona de frecuencias de los modos residuales. Observando la banda de
frecuencias de los modos residuales vemos que el controlador mas sensitivo es el
Hs/Hoo y €l controlador més robusto es el H,. La obtencién de margen de esta-
bilidad mayor, para el control H.,, suena coherente puesto que este controlador
fue calculado para un margen de estabilidad de referencia, que no era exigido, y
donde no se importaba mucho con el desempeno obtenido. El margen de estabi-

lidad del sistema controlado Hs/Hs podria ser mejorado incorporando un filtro
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Figura 6.11: Margenes de estabilidad para sistemas controlados Ha, Heo ¥ Ha/Hoo

en las frecuencia 19.3 Hz o incrementado directamente el margen de estabilidad

en la definicién del problema de control mixto.

6.4. Evaluacién del desempeno/estabilidad

Las Figs. 6.12, 6.13 y 6.14 presentan la evaluacién del desempeno y la
estabilidad para cada tipo de controlador, respectivamente. La estabilidad robusta

estd definida por Wy K (I — P, K)™ ' y el desempeno por (I — Py, K) ' P,,,.

De la Fig. 6.12 se puede ver que las restricciones de robustez aditiva para
el sistema controlado Hsy son satisfechas aunque se perciben pequenos picos en
las frecuencias de los modos residuales. Los valores de estabilidad robusta son
los que resultan luego de disenar el controlador Hs. En el caso de la curva de
desempeno se puede decir que representa la buena atenuacion de disturbios que
tendria el controlador H,. Unos pequenos picos en las frecuencias de los modos

residuales recuerda que el control Hs no amortigua esos modos.
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El diseno de control H,, por definicion, realiza un escalamiento de las
matrices del sistema en lazo cerrado de forma que la ganancia principal satisfa-
ga la restriccion en la frecuencia tanto para estabilidad como para desempeno,
| Nowlloo < 1. En la Fig. 6.13 se puede ver que las condiciones de robustez aditi-
va y de restriccion de desempeno son completamente satisfechas. De la curva de
desempeno se puede ver el bajo amortiguamiento del tercer y quinto modo (picos
de resonancia en las respectivas frecuencias). De la curva de estabilidad se puede
ver cuan robusto es el sistema pues el margen de estabilidad esta relacionado con

la inversa de la funcion que representa estabilidad.

La Fig. 6.14 muestra que las restricciones de robustez aditiva para el siste-
ma controlado Hsy/H. no son satisfechas; en el quinto modo se sobrepasa el limite
de estabilidad robusta, luego este modo podria inestabilizar al sistema controlado.
Los valores grandes de estabilidad robusta se presentan porque en la busqueda del
mejor desempeno del sistema controlado, el margen de estabilidad se ve forzado
al valor especificado, no més que eso, a diferencia del control H.,. En el caso
de la curva de desempeno se puede decir que representa la buena atenuacion de
disturbios que el controlador Hy/H, tendria. El pico grande en el segundo modo

nos dice que este modo no fue tan amortiguado como los otros.

6.5. Evaluacion del controlador

La Fig. 6.15 muestra la respuesta en frecuencia de los controladores calcu-
lados. Principalmente, se puede notar la magnitud de los factores de amplifica-
cién/reduccion de las senales medidas por efecto del controlador. El controlador
Hs/Ho es que el que més amplifica la senal medida y en consecuencia es el que
genera mayores senales de control. Esto puede ser corroborado con los valores de
la senal de control de la Fig. 6.10. Es el controlador H, el que menos amplifica

la senal medida, ver Fig. 6.9.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo fueron disenados sistemas de control de vibraciones
basados en las teorfas de control Hy, Hoo v Ha/Heo. Los controladores obtenidos
fueron implementados en una viga flexible via simulaciéon computacional y se
compararon tanto el desempeno como la estabilidad de los sistemas controlados
correspondientes. Las medidas de la deflexion de la viga flexible considerada, que
facilmente podria formar parte de una estructura aeroespacial, alimentaron al
controlador que comandaba al actuador; y, como resultado de esta dotacién de
energia al sistema, la vibracion de la viga era atenuada. Los dos objetivos de
diseno fueron amortiguar los modos de baja frecuencia considerando limites en
la actuacion del sistema e incrementar la atenuacion de disturbios en la zona
de modos residuales. Para propositos de comparacion, un sistema de control H,
basado en ponderaciones del LQG fue disenado e implementado. El controlador
Hs/Ho fue disenado para mantener un margen de estabilidad establecido sin
deteriorar el desempeno alcanzado, el margen de estabilidad fue calculado en
base a las incertezas residuales. Otro sistema de control usado en la comparacion
fue el basado en la norma H,,, donde las especificaciones de disen estan dadas en

base a funciones de ponderacién.

Como resultado del trabajo realizado se puede llegar a las siguientes con-

clusiones y propuesta de trabajo futuro.
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Conclusiones

De forma general, existe una relacién directa entre la salida (senal controla-
da) y la senal de actuacién de un sistema de control. Para los tres controla-
dores analizados se observa que, a mayor energia de actuacion inyectada al
sistema, menor energia obtenida a la salida del mismo. La misma tendencia
se presenta usando normas combinadas, a mayor amplificacion méxima de

la senal de control, menor energia obtenida para la senal controlada.

. La mixtura del control Hy y el control H,, se hace evidente en el control

mixto al relacionarlo con los niveles de incerteza. Asi, a medida que los
niveles de incerteza se incrementan, el comportamiento del control mixto
se acerca por defecto al del control robusto H,, y, para cuando los niveles
de incerteza disminuyen, el comportamiento se aproxima por exceso al del

control 6ptimo Hs.

. Aun percibiendose la tendencia descrita en 1, individualmente los controla-

dores presentan caracteristicas muy particulares:

a) En el control Ha, el disminuir el pardmetro p de la funciéon de costo
hace que se pondere menos el esfuerzo de control, en consecuencia se
esta permitiendo que aumente su valor. Mientras se disminuye la pon-
deracion del control se enfatiza mas en la minimizacién del desempeno,

luego los resultados obtenidos en términos de desempeno son mejores.

b) El controlador Hy present6 el mayor margen de estabilidad en la faja
de frecuencias del modelo nominal; sin embargo, es el control H,, el que

presenta estabilidad robusta ante la presencia de incertezas residuales.

c¢) El controlador H,, satisface de forma estricta las restricciones de es-
tabilidad robusta y desempeno robusto tal que los modos truncados
se ven practicamente inafectados por el controlador; de ahi que este
controlador presente los mayores valores de los factores de amortigua-

miento en lazo cerrado.
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d) El controlador H,, presenté el desempeno més pobre de los tres con-
troladores. Esto podria deberse a una combinacién de requerimientos
exigentes de estabilidad robusta (indirectamente nivel de actuacién) y
desempeno robusto (funciones de transferencia inesperadas que com-

ponen la matriz del sistema en lazo cerrado N,,,).

e) El controlador Hs/H, viola la condicién de robustez aditiva, sin em-
bargo, esto no se traduce en la respuesta controlada. La razon de esta
aparente contradiccién estaria en la caracteristica de suficiencia del
teorema de estabilidad robusta, que podria dar lugar a resultados con-

servativos.

f) El controlador Hy/H es el que ofrece el mejor desempenio del sistema
controlado. Este desempeno se obtiene gracias a una mayor inyeccion
de energia de actuacién al sistema. Cabe resaltar que el margen de
estabilidad requerido para el control Hs/H resulté menor que el ob-

tenido con control Hs y control H.

4. Alcanzar alto desempeno del sistema controlado atin ante la presencia de
incertezas requiere una metodologia de diseno de controladores que maxi-
mice el desempeno mientras garantice estabilidad robusta para un modelo

de error dado.

5. El mayor inconveniente del procedimiento de disenio de norma mixta es el
esfuerzo computacional asociado con el algoritmo de calculo. Esto en com-
paracion con los algoritmos implementados en el MATLAB Robust Control

Toolbox para el caso del control Hy y el control H..

Debe ser enfatizado que este trabajo no pretende decir que los métodos escogidos
sean los mejores métodos de disenio de controladores o los mas adecuados. Con
el proposito de compararlos, se han considerado dos métodos por demas enten-
didos y adecuados, Hs v Hoo, con un tercero, Hs/Hs, que estd demostrando su

potencialidad.
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6.2. Trabajo futuro

Con base en la experiencia obtenida en este trabajo, se propone imple-
mentar los controladores obtenidos para asi verificar que resuelven el problema
de vibraciones en una viga flexible simplemente apoyada. La planta, viga flexi-
ble simplemente apoyada, no es un sistema dificil de obtener. El equipamiento
base con el que se deberia contar para realizar la experiencia en laboratorio es

detallado a continuacién:

1. Actuadores: neumaticos, hidratlicos, piezoeléctricos.
2. Sensores: acelerometros, galgas extensiométricas.

3. Transductores e acondicionadores de senales (amplificadores, filtros y con-

versores).
4. Sistema dindamico de adquisicién de datos: osciloscopios.

5. Analizadores: analizador de espectro para vibraciones y analizadores de

espectro en la frecuencia (Fourier).

6. Fuentes de excitacién: generadores de senales (sinusoidales, randémicas, en-

tre otras), martillos de impacto, sacudidores dindmicos.

7. Una computadora? que cuente con tarjetas de interface para adquisicién de

datos y control.

2La lista del equipamiento base asume que la computadora usa una interface
MATLAB/Simulink/Real-Time Workshop y, de ser el caso, es ayudada por herramientas de
software adicionales que permiten la interface con la planta. Cabe destacar que al usar la in-
terface Simulink/Real-Time Workshop se prescinde de la tarjeta de procesamiento de senales
digitales. Una justificacién de esta exclusién estd fundamentada en la busqueda de soluciones
baratas, que sean de facil interface con la planta y no requieran de cambios del tipo hard-
ware [36]. Adicionalmente, el uso de la interface Simulink/Real-Time Workshop es sustentada
en articulos de investigaciéon que manifiestan que en el futuro los laboratorios de control de
pregrado estaran basados en MATLAB/Simulink [36].
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Apéndice A

BASE MATEMATICA

A.1. Conceptos basicos en analisis funcional

Definicién A.1.1 (Espacio vectorial complejo) Un conjunto no vacio
1 es llamado espacio vectorial sobre el campo escalar C o simplemente espacio
vectorial complejo si existe una operacién llamada adicién (4) en ¢ tal que para
cada par de elementos (f, g)€ 9, la adicién de los dos, f + g, es nuevamente un
elemento de 1; cada escalar o € C y cada f € C pueden ser combinados para dar
(af) € C; y para cada f, g y h € C y cualquier escalar «, § € C se cumplen los

siguientes axiomas:

(i) f+g=g+/,

(@) f+(g+h)=(f+g)+h,

(791) existe un tnico elemento 0, llamado cero, en @ tal que f 4+ 0 = f,
VfeC,

(iv) para cada f € C, existe un tnico elemento (—f) en 1 tal que f +
(=f) =0,
v) af +g9) = af +ag,
vi) (a+ B)f =af +Bf,
i) (aB)f = a(Bf),
viii) 1.f = f.

<



173

Los elementos de un espacio vectorial (complejo) son llamados vectores.

Definicién A.1.2 (Subespacio) Un subespacio (lineal) U de un espacio
vectorial ¢ es un subconjunto no vacio de v, tal que el mismo es un espacio

vectorial con la operacién (4) inherente de 1.

Definicién A.1.3 (Dependencia lineal) Sea 1) un espacio vectorial. El
conjunto finito F' = {f; : j = 1,..n} de vectores en 1 es llamado linealmente
dependiente si existen escalares oy, ..., a, no todos cero tal que > a;f; = 0; de

otra forma el subconjunto F' de 1 es llamado linealmente independente.

Definicién A.1.4 (Span) Sea F' un subconjunto no vacio de un espacio
vectorial . El conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de F' es

llamado span (lineal) de F', denotado por span(F’).

Definicién A.1.5 (Norma y espacio vectorial normado) Sea 1 un
espacio vectorial, y suponga que exista un mapeamiento |.||, de 1 para [0, oo]

con las siguientes propiedades:

(2) [|flly =0siysolosi f=0,
(23) |leef |y = |a|| f| para cada scalar a € C,

(ii) || f +gllw < I fllw + 119l para todo f, g € ¥ (desigualdad triangular).

El mapeamiento |.|[, es llamado norma en ¢, y el espacio vectorial
equipado com |||y es llamado espacio vectorial normado o simplemente espacio

normado.

Definicién A.1.6 (Convergencia) Sea (f;);—12, . una secuencia en un
espacio vectorial normado . Se dice que la secuencia converge (en 1) si existe

un vetor f € 1 tal que:

Jim |~ fllo = 0.

Entonces se escribe f; — f, y se llama f el limite de f;.
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Definicién A.1.7 (Bolas abiertas y cerradas) Dado un vector f en un
espacio normado ¥ y un numero r con 0 < r < oo. Los conjuntos B(f,r) = {g :
Nf—=glle <7}y Ba(f,r)={g9:|lf —glls <r} son llamados, respectivamente,

bolas abiertas y bolas cerradas con centro f y radio r.

Definicién A.1.8 (Encerramiento) El encerramiento, cl(F’), de un sub-
conjunto F' de un espacio normado 1 es la coleccién de limites de secuencias en

F' que convergen en 1.

Definicién A.1.9 (Conjunto cerrado) Un subconjunto F' de un espacio

normado 1 es cerrado si es idéntico a su encerramiento.

Definicién A.1.10 (Conjunto abierto) Un subconjunto F' de un es-
pacio normado ) es abierto si mantiene cualquiera de las siguientes condiciones

equivalentes:

(1) su complemento es cerrado,

(77) para cada f € F' existe una bola abierta B(f,r) que estd contenida en

Definicién A.1.11 (Topologia) Coleccién de todos los subconjuntos

abiertos del espacio vectorial 1) que obedece las siguientes propiedades:

(i)beT, veT.
(74) la unién de todos los elementos de T es un elemento de Y.

(1) la interseccién de un numero finito de elementos de T es un elemento

de Y.

Definicién A.1.12 (Espacio topolégico) El espacio topolégico (¢, T)
es el conjunto 9 y la colecciéon Y de subconjuntos de 9 tal que Y satisface los

axiomas de la Definicion A.1.11.

Definicién A.1.13 (Secuencia de Cauchy) Sea 1) un espacio vectorial

normado. La secuencia (f;);=z, en v se dice que es Cauchy si para cada ¢ > 0

+
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existe un n(e) tal que || f; — f;|l, < € para todo i, j > n(e).

Definiciéon A.1.14 (Espacio de Banach) Un espacio normado ¢ es

llamado espacio de Banach si cada secuencia de Cauchy en v es convergente.

Definicién A.1.15 (Convergencia fuerte) Sea (f;);—1 2. una secuencia
en un espacio vectorial normado 1. La secuencia se dice que converge fuertemente

(converge en la norma) en v, si existe un vector f € 1 tal que
lm |[f; = flly =0
n—oo

Entonces se escribe f; — f, v se lee f es limite fuerte de f; o se puede decir que

fi converge fuertemente para f.

Definicién A.1.16 (Convergencia débil) Sea (u;);—1 2 . una secuencia
en un espacio vectorial normado 1. La secuencia se dice que converge débilmente
(en 7)) si existe un vector u € v tal que para cada y € 1,

lim y(u;) = y(u)

n—oo

Entonces se escribe u; — u. El elemento u se llama limite débil de u; o se puede

decir que u; converge débilmente para u.

Definicién A.1.17 (Subconjunto denso) Suponiendo F; C Fy C ),
donde ¥ es un espacio normado. El conjunto F; se dice que es denso en Fj si

Cl(Fl) = FQ.

Definicién A.1.18 (Espacio separable) Un espacio de Banach es sepa-

rable si contiene un subconjunto denso contable.

Definicién A.1.19 (Producto interno) Sea 1) un espacio vectorial. Un
produto interno en 1 es una funcién compleja (.,.), en ¢ x 9 tal que para todo

fygy heyyaeC semantienen las siguientes condiciones:
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(4) (f, Sy = 0,e(f, fly =0siysolosi f=0,
(i2) {f, (g + )y = ([, 9)e + (f, )y,

( o

(

i) (af, )y = a(f,g)y.

Definicién A.1.20 (Espacio de Hilbert) Sea 1) un espacio vectorial con
producto interno (.,.),. Si ¢ es un espacio de Banach com respecto a la norma

.1l = v/ (., .)w, entonces ¢ es llamado espacio de Hilbert.

Definicién A.1.21 (Ortogonal) Sea 1) un espacio de Hilbert con produc-
to interno (., .),. Dos vectores f, g € 1 son ortogonales si (f, g),, = 0, se escribe
f L g. Dado un subespacio U de 1, el conjunto de vectores en 1) ortogonal a cada
vector en U es conocido como complemento ortogonal de U, denotado por U-~.
La union de dos subespacios U y Y de ¢ donde cada vector en U es ortogonal
a cada vector en Y es llamada suma directa ortogonal de U y Y, denotada por

UaY.

Teorema A.1.22 (Teorema de la proyeccién) Sea U un subespacio
cerrado del espacio de Hilbert. Entonces U~ es también un subespacio cerrado,
y ¢ = U @ U*. Para cada f € v, la descomposicién f = g+ h, donde g € U y

h € U™, es tinica, y g es el elemento en U més cerca de f, por ejemplo:

g = argmin |[f — ¢l

Definicién A.1.23 (Norma-p) Dado D C R", sea F' el conjunto de todas
las funciones complejas en D. Para p € Z, sea ||.||, el mapeamiento de F' para

[0, 00] que esta definido a través de (f € F):
I, = ([ 17@Pda) si1<p<os,
D

[fllec = esssup [f(x)| sip= oo,
zeD
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|||, es una norma, la llamada norma-p.

Definicién A.1.24 (Espacios-£”) Dado D C R", el espacio LP(D) es el
espacio normado, la norma es la norma-p de todas las funciones complejas en D

cuya norma-p es finita.

Teorema A.1.25 (Propiedades de los espacios-L?) Para todo p € Z,
LP es un espacio de Banach. LP es separable si 1 < p < co. £2(D) es un espacio

de Hilbert equipado con el producto interno (f, g) = [, f(z)g(z)dz.

A.2. Teoria de operadores

A.2.1. Conceptos fundamentales

Definicién A.2.1 (Operador, dominio, imagen) Sean U y Y espacios
vectoriales. Sea T el mapeamiento definido en algin subconjunto dom(7") C U,
y suponiendo que T aplica cada f € dom(7) a un tnico elemento T'f en Y.
El conjunto dom(7") es llamado dominio de 7', el conjunto Im(7") = {T'f : f €
dom(7")} es llamado imagen de T". T" es llamado operador de U para Y, denotado
por T': dom(7) CU — Y.

Definicién A.2.2 (Espacio nulo) Sean U y Y espacios vectoriales, y sea
T el mapeamiento de U para Y. El conjunto null(T) = {u € U : Tu = 0} es

llamado espacio nulo de T, o “kernel” de 7', o ntucleo de T'.

Definicién A.2.3 (Operadores inyectivos, sobreyectivos y biyecti-
vos) Supongase que T es un operador de U para Y. Se dice que T es inyectivo si
para cada y € im(7") existe un u € dom(7’) tal que y = Tw. T es llamado sobre-

yectivo si im(T) =Y, y T es llamado biyectivo si es inyectivo y sobreyectivo.

Definicién A.2.4 (Operador linear) Sean U y Y espacios vectoriales.

Un operador L de U para Y com dominio dom(L) es llamado linear si dom(L)
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es un subespacio lineal de U y L(auy + fus) para todo «, 5 € C'y todo uy, us €
dom(L).

Definicién A.2.5 (Inverso) Supongase que L es un operador lineal de U
para Y. Se dice que L tiene inverso, o el inverso de L existe, si L es biyectivo. El
inverso, denotado por L™!, es el operador con dominio Im(L) e imagen dom(L)

definido por u = L~!y cuando y = Lu.

Definicién A.2.6 (Funcional) Un funcional lineal es un operador lineal
con dominio en el espacio vectorial 1) e imagen en el campo escalar K de 1,

entonces, f: dom(f)— K, donde K =R si ¢ es real y K = C si ¢ es complejo.

A.2.2. Operadores limitados

Definicién A.2.7 (Operador limitado) Un operador lineal L de U para
Y, ambos espacios normados, se dice que es limitado en el dom(L) si existe un

nimero positivo finito k tal que ||| Lul|, < k|ju||, para todo u € dom(L).

Definicién A.2.8 (Norma inducida) Se considera un operador lineal
limitado L de U para Y, donde U y Y son espacios normados. Las normas en U

e Y “inducen” una norma para el operador L en el siguiente sentido:

[L]ina = sup [ Ly,
{uedom(L):||ul|,=1}

la cual se llama norma inducida de L.

Definicién A.2.9 (Isometria) Sean U, Y espacios normados. Supéngase
que T': U — Y es un operador (no necesariamente lineal) tal que ||Tu||y = ||ul|y
para todo u € U. Entonces T se dice que es una isometria. Si existe una isometria
biyectiva de U para Y, el espacio U se dice que es isométrico con el espacio Y,

luego los espacios U y Y son llamados espacios isométricos.
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Definicién A.2.10 (Isomorfismo) Suponiendo que U y Y sean espacios
normados. Un operador lineal L : U — Y es llamado isomorfismo si es biyectivo.

Si tal L existe, entonces U y Y son llamados espacios isomérficos.

Definicién A.2.11 (Isomorfismo isométrico) Sean U, Y espacios nor-
mados. Un operador lineal L : U — Y que es una isometria y un isomorfismo
es llamado isomorfismo isométrico, y U y Y son llamados espacios isomorficos

isométricamente.

Teorema A.2.12 (Completamiento) Para un espacio normado ¢ =
(1), ||.]ls) existe un espacio normado completo ¢ = (1), [-[l;) que tiene un subes-
pacio W que es isométrico con 1 y es denso en @E Este espacio es tnico excepto
por isometrias, esto es, si 1Z es cualquier espacio normado completo que tiene un

subespacio denso W isométrico con 1, entonces ¥ y 1) son isométricos.

A.2.3. Analisis complejo y operadores

Definicién A.2.13 (Limite) Sea ¢ un espacio normado. Supéngase v, €
Yy considere el mapeamiento v : C — . La relacién lim, ., v(s) = v, es definida

por ||[v(s) — v,ly — 0 cuando s — s,.

Definicién A.2.14 (Funciones analiticas, diferenciables y continuas)
Sea 1 un espacio normado y considerando el mapeamiento v : C — 1. v(s) es
llamada continua en s = s, € C si lim,_5, v(s) = v,. Si F' es un subconjunto de
C, entonces v(s) es llamada continua en F' si es continua en cada punto de F. La

derivada de v(s) en s = s, es dada por:

/ d
(s0) = P i h Y (w(s, 4 )~ v(s0)). B EC,

para cuando el limite exista. Cuando la derivada existe, entonces v es llamada

diferenciable en s,. Sea D un subconjunto abierto de C. Cuando v es definida y
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diferenciable en todo D, entonces es llamada analitica en D.

Definicién A.2.15 (Espacio de Lebesgue-2, espacio de Hardy-2)
Sea 1 un espacio de Hilbert. Por espacio de Lebesgue-2 Ei(j]R) se refiere al
espacio de Banach de funciones v de variable compleja que estan limitadas en la

norma:
1 o0
lolle: = (= [ o))t

Por espacio de Hardy-2 Hi (C.) se refiere al espacio de Banach de funciones v de

una variable compleja que son analiticas en C, y limitadas en la norma:

1 o , 1
0]l = (sup—/ [o(o + jw)||2dw)?.

O’>0 27T o0

Definicién A.2.16 (Espacio de Lebesgue-co, espacio de Hardy-00)
Sea 1 un espacio de Hilbert. Por espacio de Lebesgue-oo L3F(jR) se refiere al
espacio de Banach de funciones T' de una variable compleja que estan limitadas

en la norma:

[T g = ess SEE{IIT(J'W)IW}-

Por espacio de Hardy-oco H? (C,) se refiere al espacio de Banach de funciones T’

de una variable compleja que son analiticas en C'y y limitadas en la norma:

[ T3¢0 = ess sup {||T'(jw)l|s}-
seCq

Observacién A.2.17 (Norma-2 y norma-oo) Sea ¢ un espacio de Hil-
bert, y suponiendo v € H;,(C,). Entonces [|v]|z2 = [|v[ly2. Asi, para identificar
normas ||.||z2 y ||.||x2 de otras, simplemente se escribira ||.||o y se llamara norma-
2. Similarmente si T € HP(Cy), entonces [Ty~ = esssup,eg [|T(jw)|[4. De
ahi que para diferenciar las normas ||.||ze y ||| de otras se escribe ||.||o y se

llama norma-oo.



Apéndice B

SISTEMAS DINAMICOS LINEALES

En este capitulo del Apéndice serdan revisados algunos conceptos basicos
de sistemas. En ese sentido, se hace una descripcion de los sistemas dindmicos
y sus representaciones, posteriormente se definen controlabilidad, observabilidad,

estabilizabilidad, detectabilidad y observadores de estado.

B.1. Descripcién de sistemas dinamicos lineales

Sea descrito un sistema dinamico lineal finito dimensional invariante en el
tiempo por las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constan-
tes:

&= Ax + Bu, x(t,) = x,, (B.1)
y = Cx + Du. (B.2)

donde z(t) € R™ es el vector de estados del sistema, z(t,) es la condicién inicial
del sistema, u(t) € R™ es el vector de entradas del sistema, y y(t) € R™ es el
vector de salidas del sistema. A, B, C', y D son matrices reales de coeficientes
constantes apropiadamente dimensionadas. Un sistema dindmico con una entrada
(n, = 1) y una salida (n, = 1) es llamado sistema SISO, en caso de presentar

mas de una entrada o salida es llamado sistema MIMO.
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La correspondiente matriz de funciones de transferencia de v a y es definida

COINO:

donde U(s) y Y (s) son la transformada de Laplace de u(t) y y(t) con condiciones

iniciales igual a cero (z(0) = 0). Como resultado se tiene:

G(s)=C(s[ —A)'B+D

B.2. Controlabilidad y observabilidad

B.2.1. Controlabilidad

El sistema dindmico descrito por (B.1) o el par (A,B) es controlable si,
para un estado inicial z(0) = xz,, t; > 0 y estado final z;, existe una funcién
continua u(t) tal que la solucién de (B.1) satisfaga z(t;) = x;. De otra forma el

sistema o el par (A,B) es no controlable.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (A, B) es controlable.

(ii) La matriz:
t
W.(t) —/ exp(AT)BB* exp(A*T)dr,
0

es definida positiva para cualquier ¢t > 0.
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(iii) La matriz de controlabilidad:
C=|B AB 4B .. 4B,

tiene rango de fila completo o, en otras palabras, (A|ImB) =" Im(A"'B) =
R".

(iv) La matriz [ A— )\, B ] tiene rango de fila completo para todo A € C.

(v) Sean A y x un autovalor y el correspondiente autovector a la izquierda
de A; x*A = z*\, entonces z*B # 0.

(vi) Los autovalores de A + BF pueden ser libremente asignados (con
la restriccién de que autovalores complejos se presentan en pares conjugados)

mediante una eleccién apropiada de F. [l

Demostracién  Ver Zhou et al, [49].

B.2.2. Estabilizabilidad

El sistema dindmico (B.1) o el par (A,B) es estabilizable si existe una
realimentacién de estado u = F'z tal que el sistema es estable, esto es A+ BF es

estable.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (A, B) es estabilizable.
(ii) La matriz [ A— )\, B ] tiene rango de fila completo para todo Re(\) >

(iii) Para todo A y z tal que z*A = z*\ y Re(\) > 0, 2*B # 0.
(iv) Existe una matriz F' tal que A + BF es Hurwitz'. O

1Un sistema dindmico sin fuerza externa actuando sobre él, & = Az, es estable si todos los
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Demostracién  Ver Zhou et al, [49]

B.2.3. Observabilidad

El sistema dindmico descrito en por (B.1) y (B.2) o el par (C,A) es obser-
vable si, para algin t; > 0, el estado inicial 2(0) = z, puede ser determinado de
la informacién de la entrada u(t) y la salida y(t) en el intervalo [0, ;]. De otra

forma, el sistema o el par (C',A), es inobservable.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (C, A) es observable.

(ii) La matriz:
t
W,(t) :/ exp(A*1)C*C exp(AT)dr,
0

es definida positiva para cualquier ¢ > 0.

(iii) La matriz de observabilidad:

C
CA
O=| cA* |,

| oAt

tiene rango de columna completo o (), Ker(CA*™!) = 0.
A—-A

(iv) La matriz tiene rango de columna completo para todo

C

autovalores de A estan en semiplano complejo izquierdo, Re(A(A)) < 0. Una matriz A con tal
propiedad es estable o Hurwitz.
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reC.

(v) Sean A y y un autovalor y el correspondiente autovector a la derecha
de A; Ay = Ay, entonces C'y # 0.

(vi) Los autovalores de A + LC' pueden ser libremente asignados (con la
restriccién de que autovalores complejos se presentan en pares conjugados) me-

diante una eleccion apropiada de L.

(vii) (A*,C*) es controlable. O

Demostracién  Ver Zhou et al, [49].

B.2.4. Detectabilidad

El sistema dindmico (B.1) o el par (C,A) es detectable si A+ LC' es estable

para algin L.

Teorema

Lo siguiente es equivalente:

(i) (C, A) es detectable.
A=A
(ii) La matriz tiene rango de columna completo para todo

C
Re(A) > 0.
(iii) Para todo A y x tal que Az = Az y Re(\) > 0, Cx # 0.
(iv) Existe una matriz A + LC' es Hurwitz.
(v) (A*,C*) es estabilizable. O

Demostracién  Ver Zhou et al, [49]
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B.3. Observadores de estado

Considerese la planta modelada por las (B.1) y (B.2). Un observador es
un sistema dindmico con entradas (u,y) y salida &, que asintéticamente estima

el estado x, ver Fig. B.1. Mas exactamente un observador es un sistema tal que:

Mg+ Nu+ Hy,

<.
Il

Qq + Ru + Sy,

=
Il

tal que z(t) — z(t) — 0 as t — oo para todo estado inicial x(0), ¢(0) y para
toda entrada u(t). El teorema a continuaciéon muestra la condicién necesaria y

suficiente para que el observador exista.

Teorema

Un observador existe si y sélo si (C, A) es detectable. Ademés, si (C, A) es

detectable, entonces un observador Luenberger es dado por:

§=Aq+ Bu+ L(Cq+ Du—vy), (B.3)
T =q, (B.4)
donde L es cualquier matriz tal que A + LC es estable. O]

Demostracién  Ver Zhou et al, [49].

El observador de Luenberger, arriba presentado, tiene dimension n que es
la dimensién del estado x. Es posible obtener un observador de menor dimension:
considerando que se puede medir y — Du = C'z es posible conocer x moédulo de
KerC, luego sdlo se necesitaria generar la parte de x en KerC'. Si C' tiene rango

de fila completo y n, = dim(y), la dimensién de KerC' es igual a n —n,, esto lleva
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a pensar que se puede obtener un observador de orden n — n,. Esto es verdad,

tal observador se denomina “observador de orden minima’”Z2.

+-
18 =05 [ i . 3
+

@

Figura B.1: Configuracién del observador de estados

2Ver Chen, 1984.



Apéndice C

TEOREMAS USADOS EN EL PROBLEMA
DE CONTROL Ho/Hs.

C.1. Consideraciones

C.1.1. Consideracion 1

(a) Existen M, M en S, tales que Dy, = D,, M y Dyu = ]\7[l~?yw.
(b) Q. = P.yy — P.yyDyy X Py, es una matriz real racional, propia, estable.

0

C.1.2. Consideracion 2

(a) Q. y ¥, son matrices externamente coprimas en S.

(b) Existen matrices Q,, Q. en S tales que Q.Q, = Q,Q., siendo que Q,
y U, son externamente coprimas.

(¢) Qp y ¥y, son coprimos a la derecha en S.

(d) Dy, y ¥, son coprimos a la derecha en S.

(e) En el conjunto de pares (¥,,,¥,) existe un coprimo a la derecha en S,

tal que para algin par (D,,,Qp) en S: U, D,, = D, ¥, v U,,Qp = Q0. O
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C.1.3. Consideracion 3

(a) I' = ®*® es una funcién real racional en Ry, sin polos ni ceros en jR,
siendo que ® es una funcién real, racional y estable en R} con todos sus ceros en
CY (de fase minima).

(b) A es una funcién racional sin polos en jR; con 0,(A) > 2

(¢) Sean Q y © subconjuntos convexos cerrados y limitados de HY y H2

respectivamente. O

C.1.4. Consideracion 4

Sea verificada la Consideracién 3 con la condiciéon més fuerte 0,(A) > 14k

para k > 0. O

C.2. Definiciones

C.2.1. Definicion 1

Sea I' conforme descrito en la Consideracién 3. Se define:

(S
U

(f.g)r = / " FGw)TGw)gw)ds . [ flle = [, Frlt

C.2.2. Definicion 2

Sea ®_1(s) = (1+s) Ly T_i(s) = " ,(s)P_1(s). Se define:

L2 (JR)={f:C— C, tal que ||f||r_, < oo},
HY ' ={f:C — C analitica en C. tal que ||f(a + jw)|r_, < 00 ¥ a > 0},
H> ! el espacio andlogo usando a < 0y C° en su definicién,

oH> ' ={f e H>"" tal que f(—1) = 0}. O
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C.2.3. Definicion 3

Sea I' = ®*® como en la Consideracion 3, 0,(®) = k, k € N. Se define:

L2, (JR) ={f:C—C, tal que ||f[r < oo},

H> ¥ = {f : C — C analitica en C. tal que ||f(a + jw)|lr < oo para todo a >

0},

2. — . ’ . e
HEF el espacio andlogo usando a < 0y C% en su definicién,

QOHQ_’_k ={fe H>7F tal que f tiene sus ceros en todos los ceros de v}

siendo que ¢ es el factor del denominador ® conteniendo exactamente sus factores

primos correspondientes a los polos con multiplicidad 1. [l

C.3. Lemas

C.3.1. Lemal

Sea verificada la Consideracién 3, con 0,(I') = 2k. Luego (f,g)r v ||flIr
definen el producto interno y la norma asociada sobre el conjunto de funciones

en Rq_j sin polos en jR. O]

C.3.2. Lema 2

Los espacios lineales £?(jR) y £2,(jR) son isométricamente isomorfos, f
pertenece a £2 | (jR) siy solo si ®_; f € L2(jR). En este caso, || fllr_, = [|P-1f]2,
el mapeamiento isométrico f — (®_1)71f, de L?(jR) para £?,(jR) es inyectivo

y el mapeamiento isométrico inverso es sobreyectivo. U
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C.4. Teoremas

C.4.1. Teorema 1

Sean la Consideracién 1 y la Consideracién 2 validas.

(a) Existen matrices X,, Y, en S tales que Q, X, + Y, ¥, = I. El pardmetro

R que resuelve el problema de rastreamento asintético para la clase de referencias

en (4.42) es dado por R = X, + KV, para todo K; € S.

(b) Existen matricesen S X, Y, X;, Y; parai =0,1,2,3,4y U, U, tales
que:

DyuNyu = NyuDyuy, XNy +YD,, =1,

Qc@a - Qa@ca C?a)(l + }/1\1]11) = [7
Q= Qutu, XoQy + Yo, =1,

‘PvDyu = Dyuwva X3Dyu + YZ3\I;U = I7

X4\ij + Yzlqlv - ]7

siendo que:
det(W,,) = det(T,,) = det(P,,),

det(0,) = det(¥,) = det(W,),

det(Dy,) = det(D,,) = det(Dy,).

El parametro K que resuelve el problema de atenuaciéon asintética de dis-
turbios y ruidos en las clases descritas en (4.42) es dado por K = N, + K)N,
para todo Ky € S tal que I — SCyP,, sea bipropio, donde por definicién:

NO - [(QchXQ + XXS)X4 - QchXQ] ’ Na = \ijd@v- ]

Demostracién  Ver Silveira et al, [37].
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C.4.2. Teorema 2

Sean Pya,C € Rp y Ny, Dy, € S factores coprimos de P, tales que
P, = NyuDy_ul. El sistema (Py,a,C) es estable para todo Pyua € Pa(Pyu,?)
con ¥ > 0 si y solamente si C' es dado por (4.42) para algin K € S tal que
W T (K)o <771y W=W"1 OJ

Demostracién  Ver Villota, [45].

C.4.3. Teorema 3

Sean L?(jR), Hi’_l, H> 'y QOHZ,’_I los espacios lineales presentados en

la Definicion 2 bajo la Consideracion 3. Entonces:

(a) Todas las normas de la Definicién 1 para 0,(I') = 2 son equivalentes.
En particular ellas son equivalentes a la norma usada en la Definicién 2 asociada
a T'_;. Entonces la topologia £2 | (jR) es independente de la norma a ser escogida,
si 0,(I') = 2.

(b) £2,(jR), H>™' v H>" son el completamiento de Ry, Ry y Ry sin
polos en jR en cualquier norma como en (a), respectivamente. Ain mads, ellos
son espacios de Hilbert para cualquiera de los productos internos (f, g)r, I' como
en (a).

(c) HZ ™', H>™' y wH> ™" son subespacios cerrados de £2(jR).

(d) £2,(jR) = H> '+ H> ™! HZ"nH>~" conteniendo las funciones cons-
tantes y las funciones definidas por > ay,e®, donde > 7 | |a,| < oo.

(e) Hi’*l y @H>" son espacios ortogonales para el producto interno

(., )r_,; de ahf que £%,(jR) = Hi’_l ®eH> 0

Demostracién  Ver Silveira et al, [39)].
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C.4.4. Teorema 4

Sean L2, (jR), Hi’_l, Hy g0H2_’_1 espacios lineales presentados en la

Definicion 2. Entonces:

(a) L2(jR) C L*,(jR), siendo que la topologia de L2(jR) es estrictamente
més fina que la de £2,(jR). Ademds, H2 C H> ', donde la topologia de H?2 es
estrictamente mas fina que la de Hi’_l.

(b) Los subconjuntos limitados de £?(jR) son limitados en £%,(jR), y los
subconjuntos cerrados limitados de £2(jR) son cerrados y limitados en £%,(jR).
Las mismas relaciones pueden ser consideradas entre H2 y Hi_l.

(c) HY C Hi’fl, siendo que la topologia HS® es estrictamente mas fina que
la de H3 .

(d) Los subconjuntos limitados de H$ son limitados en Hi’_l, y los sub-

: - o 2,—1
conjuntos cerrados limitados de HS® son cerrados y limitados en Hy . O

Demostracién  Ver Silveira et al, [39)].

C.4.5. Teorema 5

Sean I' y A conforme la Consideracion 3.

(a) El funcional cuadratico f — || f||2 es estrictamente convexo. Este fun-
cional es continuo en H>"" si y sélo si 9,(T) > 2.
(b) F(K) = (K,A)y es un funcional lineal continuo en H> ™" si y sélo si

0,(A) > 2. O

Demostracién  Ver Silveira et al, [39)].

C.4.6. Teorema 6

Sean verificadas la Consideracién 3, 0,I' > 2 y 0,A > 2. Entonces:
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(a) Si el conjunto restriccién 2 N © es no vacio, el problema de control
6ptimo (4.60) tiene una y sélo una solucién en Hi’_l; en particular, si {2 es no
vacio a solucién éptima estd en H®, y si © es no vacio, la solucién éptima esta en
HY

(b) El problema de control éptimo sin restricciones tiene una y sélo una

solucién K dada por (4.56). O

Demostracién  Ver Silveira et al, [39)].

C.4.7. Teorema 7

Sea la norma ||.||r y los espacios £2,(jR), H>* H> ™" y ¢H> ™" como en

la Definicion 3.

(f) Todas las normas de la Definicién 3 con 0,(I') = 2k son equivalentes.
En particular, ellas son equivalentes a la norma definida con ®(s) = (1+s)~*. En-
tonces la topologia £2, (jR) es independiente de la norma escogida, si 9,.(T") = 2k.

(9) £ (4R), Hi’_k v H> ™" son el completamiento de Ri_p, RIFy R
(sin polos en jR) en cualquier norma como en (a), respectivamente. Auin maés,
ellos son espacios de Hilbert para cualquier produto interno (f, g)r, con I' como
en (a).

(h) H> 7", H>™* v wH> ™" son subespacios cerrados de £2,(jR).

(i) £2,(R) = H>F + H> " H> " n'H>* contiene los polinomios en s
con grado menor o igual a k — 1.

(7) Hi’_k y 907'(2,’_}C son espacios ortogonales para el producto interno (., .)r;
de ahf que £2,(jR) = H> " @ oH>F.

(k) Los espacios lineales £2, (jR) y £%, (jR) son isométricamente isomor-
fos. Si k < m, £*,(jR) C £2,,(jR), la isometria de £?, (jR) para L%, (jR) es
inyectiva y la isometria inversa es sobreyectiva.

(i) Si k < m, L*,(jR) es denso en L2, (jR). Si k > 1, el conjunto de las
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funciones Ry sin polos en jR, las funciones R y las funciones R, son densas en

L%, (jR), Hi’_k y H%’_k, respectivamente. n

Demostracién  Ver Silveira et al, [39].

C.4.8. Teorema 8

Sea verificada la Consideracién 3 y suponiendo que K no pertenece a 2NO
(de otra forma la solucién serfa K). Entonces la secuencia {K,} generada por el
método de Galerkin converge debilmente en Hi_l para la unica solucién 6ptima

K del problema de control éptimo (4.59). O

Demostracién  Ver Silveira et al, [39)].

C.4.9. Teorema 9

Sea verificada la Consideracion 4 y suponiendo que K no pertenece a Q2N0O.
Entonces las secuencias {K,} y {G,} obtenidas resolviendo (4.65) y (4.66) para
todo n € N, convergen fuertemente en Hi’_k para las soluciones 6ptimas de (4.62)
y (4.63), respectivamente. Ain mads, la secuencia K, converge para la solucion
6tima K de los problemas (4.60) y (4.62) también en la topologia fuerte de H> ™.

O

Demostracién  Ver Silveira et al, [39)].



Apéndice D

LEYES DE ESCALAMIENTO

El objetivo de este apéndice es proveer un puente entre los dominios di-

mensionales y adimensionales desde el punto de vista del disenio de control.

Un controlador es diseniado para el sistema adimensional descrito por (2.14-
2.16) es adimensional. Este controlador adimensional controlard igualmente bien
todos los sistemas (de vigas simplemente apoyadas) que posean el mismo valor
para el grupo adimensional II-! = S. Para poder aplicar este controlador adi-
mensional a una viga simplemente apoyada particular, se debe determinar una

ley de escalamiento que redimensionalice el controlador®.

Las siguientes relaciones de escalamiento existen entre los dominios dimen-

sionales (.); y adimensionales (.)qq:

Tad = 74,
%% lVV
ad — L ds
U Q) = —U,(1) (D.1)
ad — Q2Ib d ) .

donde 7, W y U son las especificaciones de tiempo, posicién y esfuerzo de con-
trol, respectivamente. Notese que el esfuerzo de control adimensional resulta de

escalonar la magnitud del esfuerzo de control dimensional y luego comprimirlo o

IDebe notarse que el desarrollo del presente apéndice estd restringido a controladores lineales.
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dilatarlo en el tiempo. Las cantidades que representan las variables adimensiona-
les seran indicadas por la terminologia unidades de tiempo, unidades de longitud
y unidades de fuerza para las especificaciones de tiempo, posicion y esfuerzo de

control, respectivamente.

D.1. Controlador

Una vez que la viga flexible ha sido adimensionalizada, un controlador adi-
mensional puede ser disenado para cumplir con las especificaciones de desempeno
y estabilidad. Sea C/(8) la funcién de transferencia de un controlador adimensional

tal que:

= (D.2)

donde %; y p; representan los ceros y polos del controlador adimensional res-
pectivamente, y K es la ganancia del controlador adimensional. La variable de

frecuencia de Laplace adimensional es denotada por §.

La funcién de transferencia del controlador es redimensionalizada mediante
el escalamiento de los ceros y de los polos de C (8). Esto se logra escalonando la
variable de frecuencia:

S

(D.3)

S =

Sustituyendo (D.3) en (D.2) resulta:

—=

)= KQm-m=L (D.4)
(s + €2p;)

¢

Dl w
=

[
Il
—

Noétese que (D.4) es todavia adimensional. Para poder tener esta funcién
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de transferencia con las unidades correctas (entrada: unidades de posicién m,
salida: unidades de fuerza N), luego la ganancia adimensional también debe ser
escalonada. Se sabe que la funcion de transferencia C' es una relacién de la fuerza

de control a la posicion, la ganancia K es escalonada multiplicando el numerador

por % y el denominador por L. haciendo estas sustituciones en (D.4), se obtiene

el controlador dimensional C/(s).

O(s) = C(g) = K-t 2 ,
[1(s+9p))
j=1

(s + z)
Cls)= Kt——
(s +pj)

—.

Il
—

, (D.5)

—.

Il
—

j
donde se tienen las siguientes leyes de escalamiento para los ceros (z;), polos (p;)

y ganancia (K) dimensional:

pj = Qﬁgv (D-7)
Q(m—n+2)I R
K=" "k (D.8)



Apéndice E

ALGORITMOS PARA EL PROBLEMA DE
CONTROL Hs/Ho

En esta seccion son presentados procedimientos computacionales para de-
terminar realizaciones en la forma de espacio de estados de los controladores que

resultan del problema de control Hs/H .

E.1. Calculos previos

Las siguientes operaciones son las més usadas en el calculo de aproxi-
maciones de los controladores Hy/Ho'. Las deducciones de cdlculo pueden ser
encontradas en Francis, [16], Zhou et al, [49] o en Ades, [2]. Cuando se usan los
comandos del MATLAB, estos se mencionan. Cuando no hay referencia alguna

se entiende que los algoritmos fueron implementados.

E.1.1. Inversa

[A,B,C,D|"' = [A— BD'C,BD~',—~D~'C, D].

1Se recuerda que sélo es posible calcular aproximaciones del controlador Ha/Hso y €s que
fue demostrado que la solucién del problema de control Hs/H, es de orden infinito.
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E.1.2. Conjugada compleja

[A,B,C,D]"= [~ AT, —CT, BT, D7),

E.1.3. Cambio de base

[A,B,C,D] = [T~ AT, T-'B,CT, D).

E.1.4. Multiplicacién (conexién en serie)

[A1, By, C1, Dy x [Ag, By, Cy, D]

Ay BiCy BiD;
- ] 7|:Ol D102i|7D1-D2 9
0 Ag By
A2 0 BQ
= ) ) |: chg Ol i| ;D1D2
8102 Al BlD2

El comando series realiza esta operacion en el MATLAB.

E.1.5. Suma (conexién en paralelo)

B,

. la .o+

A0
[Ay, B1,C1, D1]+[As, Ba, Cy, Do] = ;
0 A,

El comando parallel realiza esta operacién en el MATLAB.

E.1.6. Producto interno

<[A17317 ClyDlL [AQa B27027 D2]>2 - ClMcg7
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donde M satisface la ecuacién de Lyapunov Ay M+ M AT + B, BT = 0. La solucién

de la ecuacion de Lyapunov es calculada con el comando lyap del MATLAB.

E.1.7. Introduccién de un cero

[AlaBlaclaDl] X (S+Oé) = [Al,AlBl +OéBl,Cl,CfBl].

E.1.8. Representaciéon factorizacién coprima

Sean [A,B,C,D] = G = ND7! = D~IN fatorizaciones coprimas a la
derecha e izquierda respectivamente. Por la identidad de Bezout generalizada

existen X, Y, X,y Y [44], tales que:

Y X D —-X I 0 D —-X Yy X

-N D N Y 0 I N Y ~-N D

Para calcular las factorizaciones coprimas de G se escogen dos matrices
reales F'y H tales que A+ BF y A+ HC sean estables (todos sus autovalores
con parte real negativa). En el MATLAB se cuenta con los comandos place o
acker para el cédlculo de las matrices F' y H. Las 8 matrices que cumplen con la

Identidad de Bezout se obtienen usando las siguientes expresiones:

D(s) =[A+ BF, B, F,I],
N(s)=[A+ BF,B,C + DF, D],
D(s)=[A+ HC, H,C, I,
N(s)=[A+ HC,B+ HD,C, D],
X(s)=[A+HC, H,F,0,
Y(s)=[A+ HC,—B— HD, F,I],
X(s) =[A+ BF,H, F,0),
Y(s) = [A+ BF,—H,C + DF,].
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E.1.9. Factorizacién espectral

La factorizacién de G = G, G, es denominada factorizacién espectral. Para

su calculo, se siguen los siguientes pasos:

1. Se factoriza G = D + G, + G, Para esto se usa el comando stabproj
del MATLAB. Se obtiene G, = [A,, B,, C,, 0].

2. Se calculan A = A, — B,D'C,, R= B,D'BT y Q = -C,D~'CT.

3. Se calcula X que satisface la ecuacién de Ricatti ATX + XA - XRX +
@ = 0. La solucién de la ecuacion de Ricatti es calculada con el comando aresolv
del MATLAB.

4. Se obtiene G, = [A,, B,, D~2(C, + BT X), Dz].

E.1.10. Factorizacion inner-outer

La factorizacion de G = G;G, se denomina factorizacién inner-outer, sien-
do que G;"G; = 1 es el factor inner y G,, G;' € S es el factor outer. Para el

calculo de estos factores, se siguen los siguientes pasos:

1. Se calcula la factorizacién espectral de G, G = G,"G,. Ver (E.1.9).
2. G; es calculada de G; = GG, .

E.1.11. Norma H,

Se considera la representacién en funcién de transferencia G = [A, B, C, 0],

siendo A estable. Asi:

|G|l5 = tr(BY L,B) = tr(CL.CT)
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donde L.y L, son los gramianos de controlabilidad y observabilidad, obtenidos

por la resolucion de las siguientes ecuaciones de Lyapunov:

AL.+ L. AT + BBT =0,
ATL,+ L, A+ CTC =0.

En el MATLAB, la norma H? es calculada por el comando normh2.

E.1.12. Norma de Hankel

La norma de Hankel es, por definicion, el mayor valor singular de Hankel,

esto es:
G ()| = / Amax(LeLo).
Los valores singulares de Hankel o del sistema G = [A, B,C,0] con A

estable son definidos por Zhou (1996) como:

o (G(s)) = v/ Ni(LcL,),

(2

siendo que L. y L, son los gramianos de controlabilidad y observabilidad.

De acuerdo con Samblancat (1991), es posible determinar un limitante
inferior 7, y otro superior Y. para ||G(s)|l. por medio de (E.1) y (E.2),
respectivamente;

Ymin = max{a, [[G(s)]n} < [|G(8)]|se, (E.1)

Ymax = 0 +2(0] + 03 + ...+ oN) > [|G(5)]]oo- (E.2)
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E.1.13. Norma H

Se considera la representacién funcién de transferencia G = [A, B, C, D],
donde G(s) € RL>®. Entonces |G|l < 7 si y sélo si ¢ < vy H no tiene
autovalores en el eje imaginario, siendo que:

A+ BR'DTC BR™'BT

H = , (E.3)
—CT(I+ DR'DTYC —(A+ BR™'DTC)T

y R=~*I —DTD.

Con esta idea esta implementado en el MATLAB un algoritmo denominado
de biseccién que calcula la norma H,, el nombre del comando es normhinf. Para

un mejor entendimiento de este algoritmo se presenta un flujograma, ver Fig. E.1.

Inicio

A 4

Caleular y,;, por (E.1)

Y Yonax POT (E2)

v

Escoger €l error €

Calcular los autovalores
A deH(A) en(E.3)

Existealgin A
tal que Re( A\)=0

v

(ymax + ymin)
2

Gl =

Fin

Figura E.1: Calculo de la norma H,
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E.1.14. Reduccion del orden de modelos

La reduccion de modelos fue muy importante en el cancelamiento de polos y
ceros, sin la reduccion de modelos la implementacién numérica se torna imposible.
La técnica de reduccién de modelos usada fue la de truncamiento balanceado (ver

Zhou et al, [49]).

E.2. Controlador Hs/H

Segun la formulacién del problema de control Hy/H., previamente descri-

to, el controlador correspondiente es aquel que resulta de:

minggerne  J2(K(s))

sujeto a  Jo(K(s)) <.

El funcional J; es presentado como en la expresién (4.50) y reescrito a
seguir solo en funcion de K5 ya que la senal de referencia a rastrear por el control
es cero (R = 0) y por tanto K; = 0. Como el célculo del pardmetro libre se limita

al calculo de K5, simplemente se considerara K, entonces:
Jo(K) = by — @K |5 + Jor,

con JQF = JQ(O) + ||b+||%

El funcional J, esta dado por la expresién (4.58) y también es reescrito a
seguir:

JOO(K) = HWD2<X - KD?)HOO = HWTuvHOO'

Sélo es posible calcular una aproximacién de la solucién del problema de

control Hy/Hs. Los pasos a seguir en la construcciéon del problema de control
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Hs/Ho, se presentan en la Fig. E.2.

Primero se sustituye la desigualdad por la igualdad, ya que fue demostrado
por Corréa, [12], que la solucién pertenece a la cdscara convexa de la restriccion

'Hso, entonces el problema de control éptimo robusto queda como sigue:

ml’nK(s)ERHf JQ(K(S))

sujeto a  Jo(K(s)) = 1.

A continuacién se puede hacer una reparametrizacion, esta reparametriza-
cién puede no ser necesaria, del problema de control Hy/H, en términos de un
nuevo parametro Ky a ser definido. Para el calculo de la aproximacion de la solu-
cion del problema de optimizacién se pueden considerar dos abordajes: expansion
en base pre establecida y expansién en base optimizada (ver Sec.4.3.5). El pro-
blema de control resultante es resuelto, desde el punto de vista de optimizacion,

usando un algoritmo de optimizacién del MATLAB denominado fmincon.

En términos de optimizacion, el problema de interés en este trabajo se

sitia en la clase de programacion no lineal, esto es:

min,cpn f(x)
sujeto a  Gi(x)=0 i=1,2,...,m,
Gi(z) <0 i=m.+1,..m

r; < x < xg

Y

siendo z el vector de variables de diseno, f(z) la funcién objetivo (f(z) : R — R)
y G(z) una funcién vectorial que provee los valores de las restricciones evaluadas
en z (G(x) : R" — R™). El problema de optimizacién debe ser resuelto determi-
nando los valores del vector x por la minimizacién de la funcién f(z), campliendo

con las restricciones en G;(x) y x.
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En una optimizacion con restricciones, el primer paso es transformar el pro-
blema en otro subproblema que pueda ser resuelto en base a un proceso iterativo.
Para esto, el fmincon usa las ecuaciones de Kuhn-Tucker (KT) y el subproblema

encontrado resulta:

m

Vi) + > AVGi(x) =0

i=1

En la primera ecuacion se hace uso de multiplicadores de Lagrange \;, © = 1,...,m
para balancear las diferencias entre los valores de la funcién objetivo y los gra-
dientes de las restricciones. Las otras dos ecuaciones cancelan implicitamente las
restricciones no activas haciendo sus correspondientes multiplicadores de Lagran-

ge igual a cero.

El fmincon intenta computar directamente los multiplicadores de Lagran-
ge. Un método de optimizaciéon numérica casi Newton hace uso del gradiente de
la nueva funciéon a ser minimizada y calcula las direcciones de busqueda. De-
terminada una direccion, un procedimento de busqueda unidimensional permite

alcanzar un minimo en la direccién proporcionada, (Coleman, [10]).

E.2.1. Reparametrizacién
Considerando el funcional relacionado a la restriccion de robustez:
T (K) = [Waollso = W Dyu(X = KDyu)low = |CK + Dllc,
se calcula la factorizacién inner-outer de C, C' = C;C,:

Joo(K) = [|CiCoK + Dl|oo = sup |C;C,K + D],

KeRHY
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= sup |C; [COK+C;1D} |= sup |Ci]|C,K + C; D,
KERHE KeRHT

= sup |C,K +C;'D| =||CoK + C;'D|oo-
KeRHT

La segunda parcela dentro de la norma H,, puede ser descompuesta de la siguiente

forma:

C;7'D = C;'D(oo) + [C7'D], + [C7'D] .

Haciendo:

Ky = C,K +C'D(c0) + [C7'D] (E.4)

y sustituyendo en el funcional J,, se obtiene:
Joo = || Ky + [Cl._lD}_ || o-

Sea: F, = — [C’i_ ! }_ € RH?. Entonces, el funcional J, queda en funcién de
KNZ
Joo(Kn) = [[Kny = Fol[co- (E.5)

En lo que se refiere a la funcién de costo Jo(K), ésta también debe ser
reparametrizada en funcién de Ky. De (E.4) el pardmetro K en funcién de Ky

es como sigue:
_ 1 -1 -1
K = C; ' Ky = (C7'D(oo) + [¢7'D] ). (F.6)
Aplicando (E.6) en (4.56), mediante operaciones algebraicas se llega a:
Jo(Ky) = [[bY — OnKnl5 + Jor, (E.7)

siendo que by = by + ®C,* <C’;1D(oo) + [C’;lDL) y &y = 0C L.
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Finalmente el problema de control 6ptimo robusto queda definido por:

ming, sjerne  J2(Kn(s))

sujeto a Joo(Kn(8)) =7,

con Jy y Jo dados por (E.7) y (E.5) respectivamente.

A partir de este punto se usara K para representar tanto el parametro libre
K del problema original como para representar el parametro Ky del problema
reparametrizado. Los funcionales J5 y J, son calculados segtin corresponda, como

descrito a continuacion:
Jo = |A+ BK|3 + Jor, (E.8)

Joo = ||CK + D||se.- (E.9)

E.2.2. Aproximacion por expansion en base pre-establecida

(EBPE)

En el método de aproximacion por expansién en base pre-establecida, se
designa un nimero finito de vectores base para el espacio solucién (dimensién)
y se ajustan los coeficientes de tal forma que se minimice la funcién objetivo
atendiendo la restriccién impuesta. Fue demostrado por Ades [2], que el problema
resultante de programacion no lineal es convexo, haciendose posible garantizar la

obtencion de la solucién minima global del problema enfrentado.

Por este método se resuelve el siguiente problema de optimizacion:

mingeRn JQ(Q)

sujeto a  Jo(a) =,
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siendo que el vector de coeficientes a y el pardmetro K (s) son dados respectiva-

mente por:

QT — [ Ay 1 ... Op—q ] )
K = a,Lo(s) + a1 Li(s) + aaLla(s) + .. + an—1Ln-1(5), (E.10)
con {L,,, m=0,1,..n— 1} siendo las funciones de Laguerre mas la constante 1.

Esta seleccién genera los conjuntos redundantes definidos en (4.67). Sustituyendo

el pardmetro K (s) de (E.10) en (E.8) y (E.7), se obtiene:

n—1 n—1
Jo(@) = A3 + Jar +2 | Y oA, BLi)s| + (1B 20: L3, (E.11)
1=0 =0
n—1
Joo(@) = [CD " aiLi + D|os. (E.12)
=0

La demonstracién de la convexidad de los funcionales Jy(a) v J (@) estéd da-

da en Ades [2].

E.2.3. Aproximaciéon por expansion en base optimizada

(EBO)

En la aproximacién por expansion en base optimizada se escoge solamen-
te un numero finito de términos para componer una base truncada del espacio
solucion. La base truncada es construida y ajustada para aproximar la solucion
optima del problema de control éptimo robusto. El problema de programacion
no lineal resultante es no convexo y de este modo se pierden las garantias de
obtencion de la soluciéon minima global del problema aproximante. La ventaja se
encuentra en la posibilidad de generar soluciones aproximantes del problema de

control Hy/H con ordenes bastante inferiores a aquellas obtenidas en la EBPE.

Por el método de expansion en base optimizada se resuelve el siguiente
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problema de optimizacion:

maneR2n+1 J2 (Q)

sujeto a  Joo(0) =7,

siendo que n es el orden de la solucién y 8 es el vector de parametros de diseno.

En este caso el parametro K es calculado a partir de la base definida en (4.68) y

resulta:
a1s" 4+ s M+ L+ s+ ay,
_ s +ass (E.13)
Sn—|—ﬂ1$n7 ++ﬁn—18+5n
con: 07 = ar ay . Qppr i B B € R#HL.

En este caso la implementaciéon numérica requiere cuidado, pues los polos
de la solucién K (s) son libres y deberan estar ubicados en el semiplano complejo
CY, ademds, se deben evitar polos tendiendo a —oo 0 a cero. La demonstracién de
la convexidad y de la no convexidad de los funcionales J5(6) y J(8) en relacion

a los pardmetros a; y (3;, respectivamente, estd dada en Ades, [2].

E.2.4. Gradientes y subgradientes

La utilizacion de gradientes y subgradientes es de vital importancia en el
algoritmo de optimizacion. Los gradientes y subgradientes varian segiin el método

a usarse.

Gradiente EBPE

Para el calculo del gradiente de Jy(«) se parte de (E.11):
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aJZ(g) :2<BLO, A+BK>27
AR
29) _ 9(BLy, A+ BK)s,
8061
9%(a) _ 2BL,, A+ BK)s,
day,

y por tanto:

)T: dJo(a) 0Ja(a) B dJs(a) _ (E.14)

J:
vhia oo, Oay oo,

Subgradiente EBPE

Para el funcional J.(a) de (E.14), es posible calcular el subgradiente de
acuerdo con lo desarrollado a seguir. Sea G(s) € RL. una funcién de transfe-
rencia y considerando w, la frecuencia en la que ocurre el maximo de la funcién

modulo de G(jw), se obtiene:

Oo = 1Glloe = sup |G(jw)] = VG ()G(s)| = H(s)l,su, - (E.15)
Sea h(s) = G™(s)G(s) y por tanto, por (E.15):
H(s) = /h(s). (E.16)
Se adopta que:
n—1
G(s) = C(s)K(s) + D(s) = C(s) Y a;Li(s) + D(s), (E.17)
=0
donde G(s) es funcién del vector de parametros de diseno a. De (E.16):
O0H (s) 1 Oh(s) (F.18)

da; 2y/h(s) O
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De (E.17), se calcula h(s):

hs) = (Y oL (O NICG) Y aua(s)

+ ([z_: a;L;"(s)C7(s)]D(s) + D (s)[C(s) 2_: aiLi(s)]) + D (s)D(s). (E.19)

i=0 =0

Derivando parcialmente (E.19) en relacién a «a; y utilizando (E.13):

S

h(s)
ooy

= 2Re (Li(jwo K™ (jwo) C" (jwo) + D*(jwo )]) - (E.20)

S=jwo

Finalmente, sustituyendo (E.20) en (E.18) con s = jw,:

80@ s=jwo @0 . ’
Es posible entonces calcular una direccion £ € R™ tal que:
O0H(s) O0H(s) 0H (s)
= . E.22
5 |: 8040 0041 806n,1 s=jwo ( )

La direccion £ € R es un subgradiente de Jo (), esto fue demostrado en
Ades [2]. Este subgradiente llenard el hueco dejado por la ausencia del gradiente

de J(a), viabilizando la utilizacién del método de optimizacion.

Gradiente EBO

Para el célculo del gradiente de Jo(K(6)) = J2(0) se parte de (E.8) y con
la respectiva sustituciéon de K (s) = K(€) de (E.13), se obtiene:

Ja(0) = |A(s)l3 + 2(A(s) , B(s)K(s)) + || B(s) K (s)[3 + Jar- (E.23)
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Derivando parcialmente en relacién a los coeficientes del numerador de K(s) se

llega a:
aJQ(Q) . s™
(9?6!(19) = 2(A(s) + B(s)K(s), B(s) Pn(:sPh’
822— = 2(A(s) + B(s)K(s), B(S)P(s)>2’
0J5(0) - 5 .s ) . 1
Porr = 2(A(s) + B(s)K(s), B( )P(s)>2'

En relacién a los coeficientes del denominador de K(s):

10 i s B S

825(10) = —2(A(s) + B(s)K(s), B(s)K( )Pn@h’
352_ = —2(A(s) + B(s)K(s), B(s)K(s) P(s)>27
8J2(Q) o s s 5 . . 1
T2 = A + BO)K (), BEK() )

Luego, el gradiente de J5(#) puede ser calculado por:

Lo [ 920 9RO 0h@) 0he) 0hE)  9h()
VIEES T o0 Baw  Oamn 0B 0B 0B,

Subgradiente EBO

En cuanto al funcional J (), se calcula un subgradiente de la misma forma

como realizado para el EBPE. Por tanto:

o = e ([K*u%m*uw» + D" (jo)] zg‘%) |
8Ha(§w J - éRe ([K*(jwo>0*<jwo> + D7(jeo)] (J];(uj):o) ) |

Ponen) o (1K (Gen)C"Go) + DGl 355 )
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En relacion a los pardmetros 3; se obtiene:

%gi%) B _%Re ([K *(Jwo)C* (jwo) + D*(jwo)] K (jw,) %):_> ) ’
OH(jw,) 1

T 1
o e <[K (o) C7 (o) + D" (jewo)] K (jeo) ) |

% — - ghe ([K*owo)c* (jwo) + D" (juwo) K U“’O)P(;wo)) |

La direccién & € R?*"! a seguir es un subgradiente de J,.(6):

7 [ OH(s) 0H(s) OH(s) OH(s) OH(s) OH (s) }
Oay Oay B dan 1 0 03, B 0B,

S=jwo
(E.25)
En las Figs. E.3 y E.4 son presentados flujogramas que permitiran un mejor
entendimiento de los pasos a seguir en la implementacion de los métodos aproxi-
mantes (EBPE y EBO) para la bisqueda de una aproximacién de la solucién del

problema de control mixto.
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Inicio

/

Planta
PZU,PM,PYU,PyW

(4.40) /

A 4

Calcular lamatriz de funciones de

transferenciadel sistema
controlado F (P.C), (4.41)

.

Calcular las factorizaciones coprimas

P=N.D,*=DN,,i=12

v

Parametrizar |os controladores
estabilizantes, (4.42)

Y

Calcular lamatriz de funciones de
transferencia del sistema controlado

parametrizado
F(PRK) = T(RK), (4.43)

Definir el funcional J,

3, =W, (K, (458 .. = llell?+p lull,?, (4.44)
3=pIM,% (445

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" 3= p,IrlL% (4.46)
3, = Pyl % (4.47)

J,= VL2, (4.48)

3= p sl (4.49)

Definir los funcionaes

v

Definir ¢ funcional de costo J,
3,23, 4+ I+, (4.50)
y r Tw Tv Ts

Defi

nir el problema de control mixto
minJ, (K,), i=12
KOH.,
sujetoa J (K,) <y

v

Aproximar por medio de
expansion en bases

Fin

Figura E.2: Problema de control Ha/Hoo
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Inicio

- — Funcionales
Redlizar reparametrizacion J2 - |P\+BK” 22+‘]2F , (E8)
€21 3, =KDl (E9)

v

— -1
K= (XOS”+015: +ota sta ),
o
S4B ST+ B SHB,

(E.13)

A

Calcular el gradientey subgradiente
-gradiente de J, , VJ,(8), (E.24)
-subgradientede J,  {(6), (E.25)

v

Elegir el orden n
de la aproximacion

!

Elegir el punto
inicia 6,

v

/ Jzé(\; 35 ZJZG(:) /;; Optimizador
.

Punto final 6.

6ptimo

Figura E.3: Aproximacién por medio de expansién en base pre-establecida (EB-
PE)
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Inicio

A 4

Funcionales
J, = [A+BK]| 22+J2F , (E.8)
J,=Ick+Dl . (E9)

v

Base de Definir el parametro K
LaguerreL K=al oL +.+a L  (E10)

Calcular gradiente y subgradiente
-gradientede J,, VJ,(a), (E.14)
-subgradientede J_, {(a), (E.22)

v

Elegir el orden n
delaaproximacion

v

Elegir el punto inicid a;

v

Optimizador

v

Punto final o

6ptimo

Realizar reparametrizacion
(E.2.2)

J,,J ., VI, (),
C(a), n, o,

Fin

Figura E.4: Aproximacién por medio de expansién en base optimizada (EBO)



Apéndice F

CONTROL DE UN SISTEMA DE
POSICIONAMIENTO MULTIDIMENSIONAL
CON VALIDACION EXPERIMENTAL

Esta parte del Apéndice ha sido anexada con la intenciéon de investigar,
via simulacién y experimentos, el comportamiento controlado de un sistema de
posicionamiento multidimensional (MPS), donde técnicas de control basadas en
un modelo del sistema (lead-lag, LQR, LQG, LQG-LTR, H,) han sido aplicadas.
El MPS consiste en un sistema levitado magnéticamente, capaz de producir mi-
cro y nano posicionamiento en sus seis grados de libertad mediante tres motores
lineales con magnetos permanentes. Cada motor genera una fuerza vertical, para
suspension contra la fuerza gravitacional, y una fuerza horizontal, para movimien-
to en el plano. La adiciéon de un sistema de control se hace indispensable dada la
naturaleza inestable del MPS. Asi, esta parte del trabajo brinda una atencion es-
pecial al diseno, andlisis, simulacion e implementacion de las leyes de control que
estabilizan el MPS y a su vez garantizan el rastreamiento de senales atin bajo la
presencia de incertezas del modelo. Para garantizar el funcionamiento del MPS,
atin contando con incertezas en el modelo, el disenno del control incluye limitan-
tes en las variaciones de magnitud correspondientes a los modelos experimentales
y los modelos matematicos. Estos limitantes son derivados usando identificaciéon

de sistemas en lazo cerrado. Finalmente, los resultados obtenidos en base a si-
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mulaciones numeéricas son presentados y evaluados con respecto al desempeno y
estabilidad de cada sistema controlado. Adicionalmente, los experimentos reali-
zados indican el éxito en la implementacion de los sistemas de control disenados

y permiten la validacién del desempeno de los mismos.

F.1. Sistema de posicionamiento multidimensio-

nal (MPS)

Un sistema de posicionamiento multidimensional (MPS) fue disenado y
ensamblado en el Laboratorio de Mecatronica de Texas A&M University para
investigacion en posicionamiento multidimensional a escalas micro y nano, y para

ensayos experimentales de disenos de control y algoritmos de identificacién.

Las Figs. F.1 y F.2 proveen mayor detalle del MPS. La Fig. F.1 muestra
la fotografia del MPS donde resaltan la parte mévil (placa triangular magnéti-
camente levitada, aqui denominada platen) y la parte fija (estator). La Fig. F.2
muestra una vista en perspectiva del MPS donde se especifica parte del equipo
usado. El principio de funcionamiento del MPS es el de un motor lineal capaz de
proveer fuerzas tanto para suspensién como para translacion, y asi obtener movi-
miento sin contacto. E1 MPS consta de el estator y el platen. El estator consiste
en un magneto bidimensional con un campo magnético concentrado. El platen
cuenta con tres bobinas ubicadas en su parte inferior y es levitado sobre el estator.
Estas bobinas forman parte del sistema de actuacién. La corriente eléctrica pasa
a través de las bobinas y genera fuerzas y torques en el centro de masa del platen
debido a la interaccion entre las distribucion de corriente y la matriz magnética.

Kim et al [26] presenta una descripcién detallada del sistema.
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Figura F.1: Fotografia del sistema de posicionamiento multidimensional.

F.2. Modelado del MPS

La suposiciéon mas importante en este trabajo es que se pueda obtener un
modelo dindmico a partir de principios fisicos y ensayos experimentales. Cabe
destacar que ese modelo debe ser lo suficientemente descriptivo para propdsitos
de control. Suponiendo la existencia de tal modelo, a continuacién se procede con

el modelado del MPS.

Un sistema coordenado ortogonal mévil 'y es usado para definir el mo-
vimiento del platen con respecto a un sistema de referencia inercial (estator). El
sistema coordenado mévil inicialmente coincide con el sistema coordenado orto-
gonal fijo xyz. El platen es modelado como un cuerpo rigido y tiene seis grados
de libertad (x,y,¢,1,0,z). Tres cojinetes aerostdticos fueron usados para sus-
pension del platen con la finalidad de evitar problemas térmicos. Estos cojinetes

fueron modelados como tres resortes lineales.

La aceleracion traslacional del platen, v, en coordenadas inerciales o fijas,

se puede escribir como:
[Ka+7-C"], (F.1)

donde m es la masa del platen, K, = diag([0,0,k,]) es la matriz de constantes
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espejos planos paralos
interferometros laser

rayo laser desde
interferometropara ¢
posicion X hoja de alumnio con

| 609.6 mm acabado tipo espejo

placa base con

p matriz de
sensor de
magnetos
proximidad ag
laser platen movil

rayo laser desde
interferometros para ;
posiciones yy @ multifase cojinetes
bobina para JINEt
. aerostaticos
direccion y

Figura F.2: Vista en perspectiva. La placa base esta cubierta por una lamina
de aluminio con acabado de tipo espejo, ver fotografia. La matriz de magnetos
esta localizada debajo de la lamina de aluminio.

T es el vector de posicién lineal del centroide del

del resorte lineal, ¥ = [z, v, 2]
platen, ¥ es el vector de velocidad lineal del centroide del platen, § = [0,0, g]
con g siendo la aceleracién de la gravedad, C' es la matriz de transformacion
del sistema coordenado inercial al sistema coordenado movil y f es el vector de
fuerzas magnéticas. Las fuerzas magnéticas f;, 7=[1,2,3] (correspondientes a cada
bobina) dependen de la posicién lineal del centroide del platen y de la corriente

aplicada a las bobinas. Ver Fig. F.3 para mayor detalle sobre la orientacién de

las fuerzas de cada motor lineal.

La aceleracion angular del platen, &, en coordenadas moviles, se puede
escribir como:

é:—f[@,ﬁ#@@@-ﬂ, (F.2)

donde 5 = [1,0, ¢]T denota la posicién rotacional del centroide del platen, & es el
vector de velocidades angulares del centroide del platen, I' denota la inversa del

tensor de inercia I, K, = diag([ky, kg, 0]) es la matriz de constantes del resorte
3

rotacional y 7 = ZFJ X ﬁ es el vector de torques de la entrada de control
j=1
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producida por las fuerzas magnéticas, donde 7}, j = [1,2, 3], denota la posicién

del centroide de cada bobina con respecto a la posicién del centroide del platen.
Las fuerzas magnéticas, definidas en términos de las corrientes directas y
de cuadratura 74 y %, respectivamente, son como sigue:

i 1 lgj
J; = — oM, N, Ge™m* | ¥ | (F.3)

[ 2 idj

donde i = [z, y], como indicado en Kim et al [26]. En vez de considerar las fuerzas
y torques como entradas de control, las corrientes directa y de cuadratura también
se pueden considerar para analisis y sintesis de controladores. Los parametros del
MPS tienen los siguientes valores: la remanencia magnética es pu,M, = 0,71T, la
densidad de espiras de la bobina es 7, = 3,5246 x 10%espiras/m?, el nimero de
pitches magnéticos activos es N, = 2, el pitch es [ = 51,2mm, el niimero de onda
fundamental es v, = 27/l = 123,25m ™2 y la constante de geometria del motor es
G = 1,0722x107°m?. La masa del platen es 5.91 kg. Los elementos de las matrices
de las constantes del resorte son ky = 1,065 x 10*N /kgm, ky = 1,131 x 10* N /kgm
and k, = 10°N /kg. El tensor de inercia es:

0,0357 —0,0012 —0,0008
I=1| -0,0012 00261 00003 | kem®. (F.4)
—0,0008 0,0003  0,0561

En base al andlisis arriba descrito, el modelo resultante es no lineal y su

forma reducida se puede representar como:

X = h(¥. @) = g(X,9), (F.5)

donde y = [vx,vy,vz,x,y,z,ww,wg,w¢,w,9,¢]T es el vector de estados, y los

vectores de la entrada de control pueden ser tanto @ = [ fu, fy, for Tus Ty, T2 |©
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como 1 = [/th Zq27 Zq37 241, 1d2, Zd3] .

Figura F.3: a) Convencién para los ejes coordenados y las direcciones de las
fuerzas para cada motor linear. El origen del sistema coordenado mévil coincide
con el centro de masa del platen. Los nimeros 1, 2 and 3 denotan las bobinas
correspondientes a los tres motores lineales. b) Ubicacién de las fuerzas necesarias
para generar movimiento en las seis direcciones. Las flechas finas indican los
componentes de las fuerzas modales producidas individualmente por cada motor
y las flechas gruesas representan las fuerzas/torques modales resultantes actuando
en el centroide del platen.
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F.2.1. Modelo Linealizado

El platen ha sido modelado como un cuerpo rigido. La descripciéon del
movimiento de un cuerpo rigido con seis grados de libertad es no lineal. Con la
intencion de usar técnicas de control lineal, se considerard el movimiento del pla-
ten con respecto a un punto de equilibrio. El estado de equilibrio x, corresponde

al sistema coordenado movil siendo colineal con el sistema coordenado fijo. Luego:

T
Xo =:[ 0,0,0,0,0,2,324mm, 0,0,0,0,0,0 | , (F.6)

y el movimiento perturbado linealizado con respecto al punto de equilibrio puede

ser dado por:

6X = ASY + Buoit = ASY + Bidi. (F.7)

Los modelos linealizados seran usados en el disenio de controladores MIMO.
Sin embargo, con el tensor de inercia siendo diagonal dominante (F.4) se hace
posible también disenar controladores SISO, esto siempre y cuando se elijan a las
fuerzas y torques como entradas del control (ver Seccién F.2.4). Para propositos
de implementacion se encuentra conveniente separar el modelo linealizado en dos
modelos. Estos modelos representan los movimientos horizontal® (inestable) y

vertical? (estable) del MPS.

F.2.2. Estructura del sistema de instrumentacion

La Fig. F.4 muestra un diagrama esquematico del sistema de instrumenta-
cién del MPS. Para implementacién del controlador digital en tiempo real se tiene
la placa Pentek 4284 con un procesador de senales digitales (DSP) TMS320C40.
Los calculos de la posicion, la variable de control y la entrada de control efectiva

son efectuadas en tiempo real en base a un muestreo a una razén de 5 kHz. La

'Movimiento horizontal: z, v v ¢.
2Movimiento vertical: v, 8 v z.
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Figura F.4: Diagrama esquematico de la estructura de instrumentacion (SRAM
memoria de acceso semi aleatoria, DRAM memoria de acceso aleatoria dindmica).

computadora personal (PC) VMIC 7751 con un VersaModule Eurocard (VME),
las tres placas eje-laser Agilent 10897B asi como la placa DSP se encuentran lo-
calizadas en el chasis del VME. La PC VME se usa para compilar el cédigo C,
para descargar el archivo ejecutable al DSP y para transferir los comandos en
tiempo real a través de la interfase con el usuario durante la operacion del siste-
ma. La comunicacion entre el DSP y la PC VME es establecida via una memoria

de puerto dual en la placa DSP.

F.2.3. Sensores y actuadores

La entrada del control la conforman las corrientes directa y de cuadratura,
las mismas que estan relacionadas a las corrientes de fase y que pasan a través
de las tres bobinas. La corriente en las bobinas genera un campo magnético que
interactia con la matriz magnética produciendo una fuerza resultante y un torque
neto en la placa triangular. El movimiento originado por dicha fuerza y torque es

sensado por los interferémetros laser y los sensores 6pticos. La Fig. F.5 muestra
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Figura F.5: Sensores y actuadores.

una vista en planta de la distribuciéon de sensores y actuadores.

El sistema de los interferémetros laser (Agilent 5517D - recurso laser:
632nm He-Ne) colecta informacién sobre la posicién relativa del movimiento ho-
rizontal (posicién 35-bit y velocidad 24-bit) de las placas eje-laser a una razén de
actualizacién de 10 MHz con una resolucion de 0.6 nm y para velocidades de hasta
1 m/s. Los sensores 6pticos (Nanogage 100) pasan la informacién del movimiento
vertical (s6lo posicién) a una tarjeta de adquisicién de datos, a través de un filtro
antialising RC' de primer orden que posee una frecuencia de corte igual a 1 kHz,
con una resolucién de 15 nm y para un rango de medida de hasta 100 pm. El siste-

ma de adquisiciéon de datos contiene ocho canales de conversores analogo-a-digital



228

16-bit (ADCs) (Pentek 6102) y dieciseis canales de conversores digital-a-analogo
12-bit (DACs) (Datel DVME-622) con un voltaje de entrada-salida que oscila
ente £5V. La placa ADC se comunica con el DSP via el MIXbus mientras que
la placa DAC lo hace via el conductor VME. La senal de actuaciéon se provee a
nueve amplificadores de transconductancia usando nueve canales DAC. Asi, la
corriente de actuacion es enviada a través de los amplificadores hacia las bobinas

del motor lineal para poder generar las fuerzas de actuacion.

La ecuacién de salida esta definida como:

j=C¥. (F.8)

donde 7 es el vector de variables fisicas sensadas y C' es la matriz de salida:

1 (@) @)
C _ 6x6 3x3 3x3 ‘ (FQ)
O3><3 O3><3 ]3><3

La Fig. F.6 presenta las variables de actuacién y las variables medidas.

Xy, 0 desplazamientos
Vo Vy' W, relativos
i . f, 1 N >
A transformaciones dinamica
i > y p2s s
B defuerzay torque del platen >
e U.0 .z voltajes

Figura F.6: MPS en lazo abierto.

F.2.4. Validacion del modelo e identificacion del MPS

Con la intencién de verificar la validéz del modelo analitico se hizo necesa-
rio usar identificacién de sistemas. Los experimentos realizados tuvieron que ser
hechos en lazo cerrado debido a la naturaleza inestable del movimiento horizon-
tal del MPS. El controlador usado fue del tipo adelanto/atraso (SISO control)

teniendo en consideracién que el modelo lineal puede ser desacoplado. La iden-
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tificacion en lazo cerrado se llevé a cabo para cada grado de libertad siguiendo
el abordaje de entrada-salida desarrollado en Ljung [29]. La senial de entrada pa-
ra las muestras, en este caso la referencia r, consiste en una senal aleatoria de
ruido blanco con media igual a cero y desviaciones estandar de 0.01pym (movi-
miento horizontal) y 0.05um (movimiento vertical). El tiempo total de la sefial

de excitacion es de 2s para una razon de muestreo de 5kHz.

Observando la respuesta en frecuencia de los modelos experimentales, Fig.
F.7, se nota que existe una diferencia significativa a bajas y altas frecuencias en
relacién a los modelos analiticos. Se presume que, a bajas frecuencias, la diferen-
cia se presenta debido a que las senales de excitacion usadas no contenian mucha
energia en ese rango de frecuencias. A altas frecuencias, la diferencia estaria re-
lacionada a la dinamica de alta frecuencia no incorporada en el modelo analitico.
Cabe resaltar la presencia de resonancias a alrededor de los 90 Hz en el modelo

experimental.

F.2.5. Modelo de incerteza

Los modelos de incerteza son determinados por la discrepancia que exis-
te entre el modelo analitico desacoplado y el modelo experimental. El modelo
analitico sirve como modelo nominal para el diseno del controlador. Consideran-
do que, para sistemas como el MPS, la principal fuente de errores en el modelado
se da a altas frecuencias, los modelos de incerteza aditiva son construidos como
mostrado en la Fig. F.7. La dinamica a alta frecuencia que se presenta en los
modelos experimentales es el resultado de haber desestimado ciertas no lineali-
dades, acoplamiento mecanico-eléctrico y ruido ambiental en el modelo analitico.
Por otro lado, la discrepancia a bajas frecuencias no considerada en el modelo de

incerteza se compensara simplemente con alta ganancia.
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Figura F.7: Comparacién del modelo analitico (linea punteada) y el modelo iden-
tificado (linea discontinua). Modelo de incerteza aditiva (linea continua).

F.3. Diseno del controlador

El control posicional para el MPS consiste en la estabilizacion del platen y
el rastreamiento de senales de comando dadas con respecto al estado de equilibrio.
Una caracteristica a destacar del controlador es que debe garantizar buen desem-
peno en el rastreamiento a pesar de tener informacién imprecisa del sistema fisico
y estar sujeto a limitaciones como saturacion, muestreo, entre otros. El controla-
dor debe también ser disenado para atenuar disturbios en la banda de frecuencias
de 0 a 30Hz y debe tener presentar respuestas con 2% de error en estado estable,
menos de 30 % de ultrapasaje y un tiempo de elevacién (dentro del 80 % del valor
final) menor de 0.1s para una funcién escalén en la senal de referencia (en cada
DOF). Para movimiento en el plano, los objetivos de desempeno requieren un

desplazamiento de cientos de milimetros a una velocidad maxima de 1m/s.

Las técnicas de control usadas para el diseno del controlador son adelan-

to/atraso (SISO), ademds de LQR, LQG, LQG-LTR y H. Para todos los disenos
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se han considerado espeficicaciones de desempeno similares tanto en el dominio
del tiempo como en el dominio de la frecuencia. Por su naturaleza, solo el con-
trolador H,, incorpora explicitamente un modelo de incerteza (ver Fig. F.7) en
el diseno. Esta incerteza se usa con el objetivo de compensar por la dindamica
no capturada en el modelo analitico. Todos los controladores fueron calculados

usando el Control Toolbox del MATLAB.

Los controladores adelanto/atraso [17], LQR [8], LQG [8] y LQG-LTR (3]
no presentaran error en estado estable para entradas de referencia del tipo escalon
puesto que un integrador ha sido introducido en el lazo de control. En el control
adelanto/atraso, los elementos SISO del controlador son disenados independien-
temente y tienen un margen de fase igual a 40°. El orden total del controlador
es 12 y el ancho de banda en lazo cerrado es de 30Hz y 140Hz para los movi-
mientos horizontal y vertical, respectivamente. Los disenos LQR y LQG usan la
informacion proveniente de los modelos experimentales para determinar las ma-
trices de ponderacién a ser usadas. El controlador LQR es usado para controlar
el movimiento horizontal mientras que el controlador LQG hace lo propio con el
movimiento vertical. El orden total del controlador LQG-LTR es 12, el ancho de
banda en lazo cerrado es de 30Hz para el movimiento horizontal y 100Hz para el
movimiento vertical. El controlador H,, [49] posee el orden més alto en compa-
racion a los otros controladores; asi, para cada movimiento, el orden resulté igual
a 15. El incremento en el orden de los controladores se debe a la inclusién de la
dindmica no modelada (por medio del modelo de incerteza) y de las funciones de
ponderacién (para garantizar desempeno) en el diseno del control. El ancho de
banda en lazo cerrado es de 30Hz para el movimiento horizontal y de 110Hz para

el movimiento vertical.
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F.4. Simulaciones numéricas y resultados expe-

rimentales

Esta seccién presenta simulaciones numeéricas y resultados experimentales
de la respuesta controlada del MPS - senal de rastreamiento igual a 10um en las
direcciones x e y. El desempeno de cada sistema de control simulado es comparado
con los resultados experimentales. La capacidad de los controladores es analizada

tanto en el dominio de la frecuencia como en el dominio del tiempo.

F.4.1. Respuesta del sistema controlado en el dominio de

la frecuencia

La Fig. F.8(a) muestra que, a excepcion del LQR-LQG, las respuestas con-
troladas en el dominio de la frecuencia para el sistema simulado presentan buenas
propiedades de rastreamiento de senales sinusoidales de frecuencias de hasta 50
rad/s (con un error de £0,01 para la funcién sensibilidad complementaria 7).
Una vez implementados los controladores discretizados, se observa que las bue-
nas caracteristicas de rastreamiento se mantienen a bajas frecuencias pero que
a frecuencias intermedias y altas hay un incremento en la magnitud de T'. Cabe
resaltar que los resultados experimentales muestran una resonancia alrededor de
los 90Hz en todos los canales, la misma resonancia que se hizo presente durante
la validacion del modelo. Nétese que el controlador H., trata de compensar por
la presencia de esta resonancia mediante el uso del modelo de incerteza; como
resultado, la respuesta controlada presenta picos bajos en la frecuencia corres-
pondiente. La dindmica controlada por debajo de los 100Hz se torna fundamen-
talmente importante si consideramos que hay un requerimiento de un tiempo de

levantamiento de 0.1s.

Observando el esfuerzo de control, Fig. F.8(b), el controlador H, requiere
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de menos energia a pesar de presentar igual o mejor desemperno en rastreamiento
de senales cuando comparado con los controladores adelanto/atraso y LQG-LTR.
Por otro lado, el controlador LQR-LQG, que presenta las peores caracteristicas
de desempeno en rastreamiento de senales, es el que menor esfuerzo de control
requiere. Existen ciertas diferencias entre las simulaciones numéricas y los resul-

tados experimentales, siendo las mas evidentes a bajas frecuencias.

Es importante destacar que atin mostrando cierta discrepancia en las res-
puestas en frecuencia, los controladores implementados presentaron respuestas
similares a las simuladas cuando de respuesta en el dominio del tiempo se trata,

esto se vera en detalle en la siguiente subseccion.

F.4.2. Respuesta del sistema controlado en el dominio del

tiempo

Las Figs. F.8(c)-(d) muestran que existe una gran coincidencia entre las
respuestas obtenidas por simulacién numérica e implementacion. Es importante
destacar que las diferencias mas saltantes se encuentran en los transientes (rela-
cionado al amortiguamiento) de las respuestas. El tiempo de elevacién es menor
de 0.1s y el de asentamiento menor de 0.2s en todos los casos, excepto para
el controlador LQR-LQG que presenta un tiempo de levantamiento ligeramente
mayor a 0.2s y uno de asentamiento de alrededor de 0.4s. Los porcentajes de ul-
trapasaje son mayores al 30 % para todos los controladores, siendo que el menor
y mayor porcentaje lo poseen el controlador H.,, y LQG-LTR respectivamente.
La diferencia en transientes esta directamente relacionada a la naturaleza de los
controladores usados, asi los que dotan de dindamica al sistema controlado poseen
mejores caracteristicas como por ejemplo adelanto/atraso, LQG-LTR y H.. Las
respuestas experimentales muestran también que existe una dinamica residual
que no fue considerada en las simulaciones; se presume que esta dindmica es la

dindmica en alta frecuencia no considerada en los modelos analiticos y que se hi-
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zo evidente en las graficas de respuesta en frecuencia. Estas dinamicas residuales
poseen una envolvente de +0,05um en todos los casos excepto para el controlador
LQR-LQG, que presenta oscilaciones residuales de 2Hz y 1000Hz con amplitudes
de hasta 0.4pm y 0.15um. Los controladores adelanto/atraso y LQG-LTR pre-
sentan las respuestas mas rapidas, y esto a expensas de un mayor esfuerzo de

control.

F.5. Conclusiones

El presente estudio consideré el control de un MPS usando una variedad
de técnicas de control. EL. MPS emplea tres motores lineales con magneto per-
manente y posee seis grados de libertad (es libre de moverse en el espacio). Los
métodos de control empleados consideraron modelos linealizados (algunos hasta
desacoplados) para la determinacion del control, esto a pesar de que el sistema es
acoplado y no lineal. Los controladores adelanto/atraso, LQR-LQG, LQG-LTR y
H ., controlaron exitosamente al MPS, mostrando asi la capacidad de posiciona-

miento del MPS.
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Figura F.8: Simulacién numérica y resultados experimentales para referencias del tipo funcion escalén en = e y. Respuesta en el
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