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PROLOGO

En el presente trabajo se hace un enfoque del andlisis de las ecuaciones del movimiento sobre
la tierra teniendo en cuenta la rotacion de ella. Se resolvera este problema considerando a la
tierra como un sistema acelerado y las ecuaciones del movimiento se trataran por el método de
aproximaciones sucesivas. Se aplicara para los casos de movimiento de caida libre, movimiento
parabdlico y péndulo de Foucault encontrandose en cada uno de los casos las trayectorias del
movimiento de un objeto bajo la accién de la rotacion de la tierra.

Se ha incluido ejemplos numéricos y graficas de movimientos para los tres casos tratados con
el objeto de poder apreciar la verdadera magnitud del efecto de rotacién de la tierra en estos

tipos de movimientos y bajo que condiciones estas pueden ser despreciadas.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

Frecuentemente el analisis del movimiento sobre la superficie de la tierra considera a esta como
un sistema de referencia inercial, sin embargo se sabe que la tierra realiza un movimiento de
traslacion y rotaciéon, dichos movimientos hacen que nuestro sistema de referencia sobre la
superficie de la tierra sea un sistema acelerado, para un estudio mas exacto las ecuaciones de
movimiento sobre su superficie tendran que ser analizadas respecto a un sistema de referencia

no inercial.

Las ecuaciones de movimiento sobre la tierra teniendo en cuenta la rotacion de ella se resolvera
por el método de aproximaciones sucesivas y se analizaran para los casos del movimiento de

caida libre, movimiento parabdlico y péndulo de Foucault sobre la superficie de la Tierra.

Para el caso del movimiento de caida libre y movimiento parabdlico sobre la superficie se
encontrara una solucién general a partir de la cual se puede resolver numéricamente para
diferentes casos por métodos numéricos realizando para cada caso su respectiva grafica de tal
forma que se permita apreciar el efecto de la rotaciéon de la tierra para movimientos de caida

libre y movimientos parabdlicos sobre su superficie.

En el caso del Péndulo de Foucault se resolverd la ecuacion diferencial restringiendo el
movimiento a un plano horizontal sobre la superficie de la tierra de tal forma que se permita
encontrar las soluciones en dicho plano de oscilacidn y a partir de estas poder apreciar la

rotacién del plano de oscilacién.



CAPITULO 2

MOVIMIENTO EN SISTEMAS DE REFERENCIA NO
INERCIALES

2.1 Introduccion

En la mecénica clasica, las leyes de Newton son consistentes en todos los
sistemas inerciales de referencia. Sin embargo, esto no es valido en un
sistema que acelera respecto de un sistema inercial, llamado no inercial. Las
relaciones entre sistemas inerciales y no inerciales se obtienen estableciendo
ecuaciones de movimiento en un sistema fijo (sistema inercial) vy

transformando luego a un sistema acelerado (sistema no inercial).

2.2 Sistema de coordenadas rotacionales

Consideremos primero la rotacion de un sistema no inercial de coordenadas
(x , y , z) alrededor del origen de un sistema inercial de coordenadas

(x , ¥y, z ) tal que los dos origenes de coordenadas coincidan. El sistema

inercial lo denotamos por L (sistema de laboratorio) y el sistema de rotacién

por M (“sistema en movimiento")



Figura 2.1 Posicion relativa de los sistemas inercial (x, y,z )y no inercial

(x,y,z

El vector A(f/)- en el sistema inercial es A(l)=Ae, + A€, + A4,¢, y solamente
las componentes A4, A,, A, dependen del tiempo, en el sistema primado

(sistema no inercial) es/?(t)zA;El'+A;E£+A;E;, estas bases son constantes

para un observador en reposo en este sistema por lo tanto:

dA| _dA . dA, . dA, _.
el P e B e B it 5 (2.2.1)
dr dt dt dt

M

El indice M de la ecuacion (2.2.1) significa que la derivada por el tiempo es

calculada respecto al sistema no inercial (sistema en movimiento) respecto de

este sistema los vectores bases e,;€,;e; son constantes. A causa de la
rotacién del sistema primado (sistema no inercial) los vectores unitarios ¢,

é,, 53 varian con el tiempo respecto del sistema inercial; es decir, cuando el



vector A varia respecto del sistema inercial, los vectores unitarios también

d
varian por lo tanto, si denotamos por «i , la derivada por tiempo t respecto
tL

del sistema L, tenemos que:

A ST R
L L P L SR L | (2.2.2)
dr g dt dar ot =2
G A A AR, 223
dr e

I M

Sabemos que
(ddf]‘f[aké.'):é}'g* +E".E} =(%,r]”[]]:ﬂ , }/=l S 2 s 3 (224)

Entonces, Er.ey =0, y=1,2,3

La derivada de un vector unitario e es siempre ortogonal al el mismo. Por lo

tanto la derivada de un vector unitario puede ser escrito como una

combinacién lineal de los otros dos vectores unitarios:

¢, =a,é, +a,é,, (2.2.5)
¢, =a,é, +a,e,, (2.2.6)
e, =aé, +a,e,, (2.2.7)

Solo 3 de los 6 coeficientes de las ecuaciones (2.2.5), (2.2.6) y (2.2.7) son
independientes. Para demostrar esto, derivemos primero Ell.é';' =0 vy

obtenemos:

&, By =6, 8, (2.2.8)



Multiplicando escalarmente:

e =aé, +a,e, por ¢, , obtenemos ¢,.¢, =aq, (2.2.9)
e, =a,é, +a,é, por €, , obtenemos e, ¢, =a, (2.2.10)
e =a,é, +a,e, por &, , obtenemos E;.é'l' =a, (2.2.11)
e, =aé, +age, por e, , obtenemos ¢, .2, = a, (2.2.12)
¢, =a,é +a,e, por €,, obtenemos &,.¢, =a, (2.2.13)
33 =a55; +a652' por €, , obtenemos Ez'.e;; =a (2.2.14)

De donde se obtiene

a, =—a,
a, =—a,
ds =—d,

La derivada del vector A en el sistema inercial puede ahora ser escrito como

sigue:
dA|  dA ¥ PR Sl SRR, R

= + 4 (u e, +d,e :|+.:13(-ae* +a e,}+:1,(— a,e —H_I.'."!] (2.2.15)
E{L E{h‘ I [ ‘ & . :

:d: +E,'(—u,.4': -a_,.dl'.}+€'3'(u,.-!t' —aJ_:i‘;]-yél{”_h,]; +”“_!;] (2.2.16)
L

M

Sea C=Clél+C52+C3é’ un vector arbitrario cualquiera, evaluando el

2

producto vectorial de C x 4 obtenemos:



é
¢, Gj= éll(CzA; _C3A'2)—é;(C|A:; —C3A,')+E3'(C1A'2 —CZAI')(1 .2.17)
A A

e

-y
N

i
=
AN
I

C,
A

2 3
De donde éz(a4,—a2,al) tal que comparando (2.2.16) y (2.2.17) tenemos

dA| _dd

+Cx A (2.2.18)
"ﬂ.; dr

M

El vector C tiene un sentido fisico, para encontrarlo consideramos el caso

especial d%llM =0,; es decir, la derivada del vector A en el sistema en

movimiento desaparece. A esta fuertemente "acoplado" al sistema y se esta

moviendo junto al sistema no inercial. Sea ¢ el angulo entre el eje de rotacion
(en nuestro caso el eje z) y el vector A. La componente paralela a la

velocidad angular w no cambia por la rotacién.

El cambio de A en el sistema de laboratorio esta dado por:
dA
dA =wdtAsenp o 7{ = wAseng
t L

Esto también puede ser escrito como :

di

=wx A (2.2.19)
dr f

La orientacion de (ﬁ) x ;1) dt también coincide con dA (ver figura 2.2)



Q —) wdlt

Figura 2.2 Variacion de un vector arbitrario 4 acoplado al sistema de

rotacion

Entonces el vector 4 puede ser elegido arbitrariamente, el vector C debe de

ser idéntico con el de la velocidad angular w del sistema de rotacion M .

Reemplazando tenemos:

i| _
dA _d4 +wx A (2.2.20)
dr|L de y

Esto también puede ser visto de la siguiente manera (ver figura 2.3); si el eje

de rotacion del sistema primado coincide durante un intervalo de tiempo dt

con uno de los ejes coordenados del sistema no primado, por ejemplo

w=@ e,, luego



Esto es
a,=¢,a=a,=0 porlotanto C=¢é,=w.
w

!

En el caso general w=weé, +w,e, +w,é,, una descomposicion w=

]

con W, =w,e, y por las consideraciones precedidas uno encuentra C =w y

! !

esto es é, =Zé, =ZW, =w

Figura 2.3 |de,| =|de;| = ¢ di

2.3 Introduccién del operador D

.. -~ _d
Introduzcamos la notacién D-A’ .

Las derivadas por el tiempo respecto de los sistemas inercial L y acelerado M

respectivamente se denotaran por:

(2.3.1)
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La ecuacién ‘;A _d_ +wx A luego es simplificada a:
t t
D,A=D, A+Wwx A (2.3.2)
Si omitimos el vector A la ecuacién es llamada ecuacion operador
(2.3.3)

D, =D, + x

El cual puede operar sobre un vector arbitrario.

2.3.1 Vector velocidad angular W

dw ~ d_ﬁ'
dir|, di

+Wxw
M

debido a que: wx w=0, entonces

di| _ i
dr|, di

Estas dos derivadas son evidentemente idénticas para todos los vectores que son paralelos al

M

plano de rotacién, entonces el producto vectorial desaparece. (representa el valor comun a los

dos sistemas)

2.3.2 Vector posicion r

dr q B
— = +wWxF
dr|, dt|,

En notacidén operador esto es:

D¥F=DF+wxF



Donde (d%tl es llamado velocidad relativa
M

Observacion :

Se demostrara que cuando un objeto C gira con velocidad angular w, cualquier otro punto de

este objeto tiene la misma velocidad angular:

Figura 2.4 Objeto C girando a velocidad angular w

De la figura 2.4 tenemos :

-

X
Py = 0+R
= _ = -
v, g+ nrR

Entonces
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- WO.

Wo.,

Por lo tanto la velocidad angular W, del punto 0 y la velocidad angularﬁ}0 del

punto 0" son iguales.

2.4 Ecuacion de Newton en sistemas de coordenadas

rotacionales

De acuerdo con la mecanica, la ley de Newton mr = F, es valido solo en
sistemas inerciales. En sistemas acelerados aparecen términos adicionales.
Primero consideremos nuevamente una rotacion pura.

Para la aceleracion tenemos:

= :‘:r (F)=D,(D,F)=(D,, +W x)(D, 7+ x 7)
diy,

)

= fj.u

r+D,(wxr)+wx D, r+wux (wxr)
=D2F+(D, W) x F+2w x D F+w x( x F) (2.4.1)

Reemplacemos el operador por la notacion diferencial.

d’F dw
= 3 + _
. dt y dt

d*F

e +wx (WxrF) (2.4.2)
dt”

- - dr
xXr+2w x —
M

M
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donde a 2w x (d—%ﬁ)’ se le llama aceleracion de Coriolis y a w x (w x r)
M
aceleracién centripeta.

Multiplicando la ecuacion (2.4.2) por la masa ™ obtenemos la fuerza F -

d’r aw
m +m—

a’|,, dt

- - ar
Xr+2mwx —

+mw x (vT)xF)=F (2.4.3)
M t

M

La ecuacién basica de la mecanica en sistemas de coordenadas de rotacion
por lo tanto es : ( omitiendo el indice M)
2_. -
dr = dw

m—s—=F-m—xr-=-2mwxv-mwx (WxF) (2.4.4)

dr? dt

Los términos adicionales del lado derecho de la ecuacién (2.4.4) los vamos a
llamar “fuerzas no inerciales” estas fuerzas no son de interaccién y no
cumplen con la tercera ley de Newton. Para experimentos en la tierra los

términos adicionales a menudo puede ser omitidos, por que la velocidad

angular de la tierra WZZ% (T =24h) es solo  7,27.107%s™ y en muchos

casos las “fuerzas no inerciales” son pequefias comparados con la fuerza F .
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2.5 Ecuacion de Newton en sistemas con movimiento

relativo arbitrario

Dejando de lado ahora la condicion de que el origen de los dos sistemas

coordenados coinciden. El movimiento general de un sistema de coordenadas

esta compuesto de una rotacién del sistema y una traslacién del origen. Si R

es el punto de origen del sistema primado respecto del sistema no primado,

entonces el vector posicion de 4 en el sistema no primado es F=R+r.

Para la velocidad tenemos F=R+F;

drR| _ _ dr
= +wWxr (2.5.1)
Loodt, dar |,

y en el sistema inercial tenemos como antes

a@
dt

d*r - -
m , =F‘ =F (2.5.2)
dt” L

L

Reemplazando ¥ y diferenciando , obtenemos

et
f'.':mf'fT + d’; (2.5.3)
dr |, de” |,
donde
2= 2= —~
‘f': =d:| +d—wi XF +2wx — +wx (wxr) (2.5.4)
e | art|,  dtl, )
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Reemplazando la ecuacion (2.5.4) en (2.5.3) realizamos el cambio al sistema

acelerado como se hizo anteriormente (ecuacién 2.4.4), pero aqui se tiene el

termino adicional mR :

75 =
:F—m‘if —md«{ XF =2mwx v, —mwx (WxF) (2.5.5)
t 4
L M

Figura 2.5 Posicion relativa de un punto A4 respecto de los sistemas ( x, y, z )
y (x,y,2z")
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CAPITULO 3

MOVIMIENTO DE CAIDA LIBRE SOBRE LA TIERRA
CONSIDERANDO LA ROTACION DE ELLA

3.1 Introduccion

En el movimiento de la Tierra respecto a un sistema inercial predomina el de rotacion en torno
de su propio eje, siendo comparativamente pequefnos los efectos de los demas movimientos
(rotacion alrededor del Sol, movimientos del sistema Solar respecto de la galaxia local, etc).
Consecuentemente, podemos suponer en buena aproximacién que un sistema de coordenadas
fijo con relacion a la Tierra se encuentra en rotacion pura respecto a un sistema de referencia
inercial y, por tanto, se podra aplicar los conceptos del capitulo 2 a los problemas de

movimiento sobre la superficie terrestre o sus proximidades.

3.2 Analisis del movimiento sobre la superficie de la tierra

En la tierra, de la ecuacién basica de la mecanica derivada previamente en el
capitulo anterior, sostiene que si no consideramos la rotacién alrededor del
sol y por {o tanto consideramos solo un sistema de coordenadas ubicado en la
centro de la tierra como un sistema inercial, entonces l|la ecuacién de

movimiento estara dada por:
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mFI = F-mR’ —mﬁ'l X F'=2mw x F' * -mw x (WX F') (3.2.1)
M L :

M

La velocidad de rotacion W de la tierra sobre su eje puede ser considerada

0 -y
constante en el tiempo y dirigida hacia el norte; por lo tanto, W X /' = 0

X

Figura 3.1 Octante del globo terrestre: Posicién de varios sistemas

coordenados

El movimiento del punto R, es decir, el movimiento del origen de coordenadas

del sistema no inercial (x', y', z'), tiene que ser calculado nuevamente en el

sistema en movimiento. Sabemos del capitulo anterior que el operador D esta

dado por

D, =D, +wx (3.2.2)
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Aplicando la ecuacién (3.2.2) al vector R obtenemos :

(3.2.3)

~

Py R=Dy R+ x R

Aplicando nuevamente la ecuacién (3.2.2) a la ecuacién (3.2.3) obtenemos:

."_é‘: = [fl_” + fer_f?”.E! +W X f_{] (3.2.4)

L

fé’ =D} R+w x (fJ_”fi'- +W X .-‘73)+ D, (W x R) (3.2.5)
L

De acuerdo a (3.2.1), tenemos

J‘TE| =Er +1'T-1 X R+2w x R- +wx (WwxR) (3.2.6)
L A M

M
R visto desde el sistema en movimiento M es una cantidad independiente del

tiempo y entonces W es constante, entonces la ecuacion (3.2.6) finalmente

resulta :

(3.2.7)

Rl =wx (wx E]
1

Esta es la aceleracién centripeta debido a la rotacién de la tierra que actua en

un cuerpo en movimiento en la superficie de la tierra. Para la ecuacion de

fuerza (3.2.1) tenemos ahora:
mr'=F—mw x (w x R)=2mw x r'=mw x(w x 7')  (3.2.8)

De la ecuacién (3.2.8) podemos apreciar por ejemplo que en la caida libre

sobre tierra - contrario al sistema inercial, aparecen “fuerzas no inerciales”

que desvian el cuerpo en las direcciones X e ) .



19

Considerando la fuerza de la gravedad, la fuerza F en el sistema inercial es

F=—7Mm%3+ﬁ‘e. Donde el primer término es la fuerza de la gravedad yﬁees

una fuerza exterior.

Reemplazando en la ecuacion (3.2.8) obtenemos:

= Mm — - = - o - ~ o =7
mr =—y——r—-mwx (Wx R)-2mw x7 —mwx (Wxr)+F° (3.2.9)
r
Introduciendo ahora el valor determinado experimentalmente para |la

aceleraciéon gravitacional g' (lamada gravedad efectiva):

- M- . o=
g=—7FR-Wx(WxR) (3.2.10)

Aqui se reemplazo en la aceleracion gravitacional —}4\473 el radio ¥ =R+¥r
r

por R de acuerdo a la aproximacion |F|zw que es razonable cerca de la

superficie de la tierra. EI segundo el término de la ecuacién (3.2.10) es la
aceleraciéon centripeta debido a la rotacion de la tierra, que lleva a una

disminucion de la aceleracion gravitacional (como una funciéon de la latitud
geografica). La disminucién esta incluido en el valor experimental para g, de

este modo obtenemos:
mr =mg—-2mwxr +F—mwx (WxF) (3.2.11)

En la vecindad de la superficie de la tierra (|F"<<<’k‘) el ultimo término puede

ser omitido, ya que es pequeifa comparado con las otras fuerzas. Asi la

ecuacion simplificada es:
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- y
F=8-2WxXF)+— 6 F =-gé-20wxF)+
m m

(3.2.12)

Entonces esta ecuacion describe el movimiento de un cuerpo sobre la

superficie de la tierra teniendo en cuenta la rotacién de ella

3.3 Solucion de la ecuacion del movimiento por el

método de aproximaciones sucesivas.

Se resolvera la ecuaciéon diferencial (3.2.12) por el método de aproximaciones
sucesivas para el movimiento de un objeto sobre la superficie de la tierra.

Partiendo nuevamente de la ecuacién diferencial (3.2.12) considerando F°=0

'=g-2(W x ') (3.3.1)
La solucién se busca en la forma de

Fl=r 04O @y (3.3.2)

(1)

. ~|N
donde r es proporcional a |w| .

Entonces la ecuacién diferencial toma la forma:

() 2(2)  =(3)
o +r +vr

=(0)  u(l) (2 =(3) e e, 2(0)
Fooo+r  +rF +F T+ =g-2wx(r 4+ +...)(3.3.3)

igualando los términos del mismo grado de Ww tenemos las siguientes

ecuaciones en cadena.

F'(O)(r)zfo'+\70r+%gr2 (ecuacion del movimiento parabdlico) (3.3.4)

;:'(l)(l) - 2% x ;:.-(0)([) (3.3.5)
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.r_..m(’) — 2w %0 (3.3.6)

Py =20 x 7 (1) (3.3.7)

Partiendo de Ila solucién conocida para el movimiento parabédlico

~(0) . o () Z(2)
¥ encontramos los demas términos ¥ ; r ;...

Entonces de la ecuacién (3.3.4) tenemos :

F'(o)(t)=70'+ﬁot+—;-§12 (3.3.8)
=(0) — -

=24(0) -

7 =g (3.3.10)

Por lo tanto para encontrar el termino F'“)(r) partimos del término f'(”(r) dado
en la ecuacion (3.3.5) y el término obtenido en la ecuacidén (3.3.9), de donde

se obtiene lo siguiente:

(1) . (0

Foo==2wxr () (3.3.11)

2i(1) - - -

r (H)=-2wx (v0+g[) (3.3.12)

integrando la ecuacién (3.3.12) tenemos :

i 5 x (Gt L g2 3.3.13

Foo)=-2wx (Vor+-8°) (3.3.13)
2

integrando la ecuacién (3.3.13) tenemos

7o (3.3.14)

Fl(t)=-2w x (%\7012 +%gr’)

simplificando obtenemos finalmente
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() - - | -
Pl =-wx (v012+§gf3) (3.3.15)
Para calcular el término ;% partimos del término encontrado en la ecuacion

()
(2.3.13) para r y reemplacemos en la ecuacion (3.3.6), de donde se obtiene

lo siguiente :

P 0 ==2wx 7" 0 (3.3.16)

F P =29 x [—2»& x (60”%@2]} (3.3.17)

integrando dos veces la ecuacién (3.3.17) obtenemos

=2 [ ] .,.1

F (N=-2w x {-Eﬁ; s L%F&f' +%;§: J' (3.3.18)

7 1)==2w 2w x S5 'y : ‘:r‘ﬂ (3.3.19)
()==2w x |-2W X Evue‘ E;‘ J .3.

simplificando tenemos
{2 e = 2. | 1=
Pl Ji{\t}r=-.'|r' x [w h § [Evur} +E{5‘"4H (3.3.20)

Por lo tanto tenemos dos términos de la solucién de nuestra ecuacién
diferencial utilizando el método de aproximaciones sucesivas.
Reemplazando los términos obtenidos de las ecuaciones (3.3.8); (3.3.15) vy

(3.3.20) en la ecuacién (3.3.2) tenemos:

- ' e | R -1 1 - - - 2. l -
F)=r, +Vl+=8t" =wx (Vi +;gr3j+u' X [:ur .1'[;';r“r1 +?ng ]j|+...{3_3.21}
2 ‘ 1 ¥



23

. . ., , . N1¢))
En este trabajo vamos a considerar la solucion hasta términos » .

Finalmente la solucion simplificada con la cual se solucionaran problemas

tipicos de caida libre sobre la superficie de la tierra esta dada por :

wrion i w w  sel s T
Fy=Fy + Vgl +— 85 =W x (V1 +—gt") (3.3.22)
F o

Con los vectores unitarios €, €,, €; del sistema inercial y los vectores

' [

—

unitarios €, €,, €; del sistema en movimiento dados en la figura 3.1
obtenemos la siguiente relacién:

¢,=(6,2) e +,8)e+68) e (3.3.23)

€, =(—cos,1) é'l' +Oé'; +(sen,1) é’; (3.3.24)
donde A - es la latitud geogréafica.
Como V_{’=Wé3 , obtenemos la representacion de las componentes de la
velocidad angular W en el sistema en movimiento (sistema no inercial):
W = —WCOS ¢, + wseniz, (3.3.25)

Finalmente la ecuacion de movimiento 7 (?) y la expresion vectorial de la

velocidad angular W estaran dados por :

- T Friin  ous FENErT |
r) =Ty +1"u" +:£I‘ -WwX {1'1”!‘ +:5.E-'.‘II] (3326)

ﬁ)z—wcosiél' +wsenﬂé; (3.3.27)
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3.4 Movimientos sobre la superficie de la tierra

considerando su rotacion.

3.4.1 Objeto que cae desde una altura » con velocidad

inicial cero.

Se analizard la desviaciéon respecto a la vertical que sufre un objeto debido a
la rotacion de la tierra cuando cae desde una altura & con velocidad inicial

cero en el hemisferio norte y hemisferio sur.

A) Analisis del movimiento en el Hemisferio Norte:

Un objeto se deja caer en el hemisferio norte desde una altura h con
velocidad inicial cero. Entonces las condiciones iniciales son: (en adelante por

comodidad vamos a indicar las componentes del vector entre paréntesis)
F=he,=(0;0;h) (3.4.1)

5,=0=(0;0;0) (3.4.2)
La aceleracién gravitacional es:

§=—8§;=(0;0;—g) (3.4.3)
y la velocidad angular

ﬁm—wcoslé,' +Oé;_ +wseni§3' =( —wcosA ; 0 ; wsend ) (3.4.4)

El vector posicion es 7 =x'é +)'e,+z'¢; y la ecuacion que describe el

movimiento esta dada por :
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" . . 1 -3 = e
rir)=ry+ rt,r+:g.*‘ —W X (vyt* +:gt3}| (3.4.5)
3

Evaluando el producto vectorial de la ecuacién (3.4.5) tenemos:

e e, &
wx v’ =[-wcosA 0 wsend|=0 (3.4.6)
0 0 0
é é, é,
B x 2gt2 =l-weosd 0 wsend =—lwgt3cos/1 e, (3.4.7)
’ 0 0 —%gﬂ ’

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.6) y (3.4.7) en la

ecuacion (3.4.5) tenemos:

" R I N
F(1)=he, ——gt’¢, +—wgt’ cos Aé, (3.4.8)
3 "Jg 3 3 .

Por lo tanto las componentes del movimiento seréan:

x(1)=0 (3.4.9)
y'(f)=];Wgt3cosl (3.4.10)
z'(t)=h—%gz2 (3.4.11)

De la ecuacién (3.4.9) se puede observar que un objeto que cae desde una

altura A no tiene desplazamiento en el eje X a causa de la rotacién de la
Tierra en el hemisferio norte.

De la ecuacion (3.4.10) se observa que debido a la rotacién de la Tierra un

objeto que cae desde una altura h tiene un desplazamiento hacia el este
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(direccion positiva del eje )') respecto a la vertical (eje z') en el hemisferio norte. Para

obtener el desplazamiento en el eje y en funcién de la altura 4 calculemos el

tiempo que demora la caida:
. 1,
z()=0=h-—gt
2

de donde:

2
{= E (3.4.12)
Ve

reemplazando en ¥ (f) tenemos :

1/2
y(h):zwhcosz[ﬁj (3.4.13)
3 g

Del resultado de la ecuacidon (3.4.13) se puede observar que un objeto que
cae desde una altura /7 en una latitud geografica A siempre se desviara hacia
el este (direccion positiva del eje )') respecto de la vertical (eje z') en el

hemisferio norte debido a la rotacion de la Tierra

B) Analisis del movimiento en el Hemisferio Sur:

Para el movimiento en el hemisferio sur tenemos que las condiciones iniciales

son:
Fo=hiy=(0;0; 1) (3.4.14)
%, =0=(0;0;0) (3.4.15)

g=-8éy =( 0;0;-g ) (3.4.16)
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Se debe tener en cuenta que en el hemisferio sur el valor de A seréd negativo

por lo tanto se debe reemplazar A por -A, haciendo esto tendremos el cambio

de la expresion vectorial para la velocidad angular w en el hemisferio sur y

estara dada por:
W = —wcos(—A)é, + 08, + wsen(—A)e, =( -wcosAd ; 0 ; —wsend ) (3.4.17)

La ecuacién que describe el movimiento esta dada por :

ot - 1.5 . T
F)=r+vit+—gt-—wx (vt~ +;gr’} (3.4.18)
2 3

Evaluando el producto vectorial de la ecuacion (2.4.18) tenemos:

€ €, €3
w X \7012 =-wcosd 0 —wsend|=0 (3.4.19)
0 0 0
_t _ o
el i-': e3
W X lgt2=—wcos/1 0 —wsenl=—lwg13cos/1 e, (3.4.20)
3 1 3
0 0 —-—-g
38

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.19) y (3.4.20) en la

ecuacién (3.4.18) tenemos:
2 TR SRURSI 3 v
F (1) = hé, -—gl'¢g, +;h-‘£f cos A€, (3.4.21)

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:

x()=0 (3.4.22)
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. 1
y(t)=§wgt3cos/l (3.4.23)

. 1
z (t)=h—;gr2 (3.4.24)

De la ecuacion (3.4.22) se puede observar que un objeto que cae desde una

altura /4 no tiene desplazamiento en el eje X a causa de la rotaciéon de la
Tierra en el hemisferio sur.

De la ecuacién (3.4.24) se observa que debido a la rotacién de la Tierra un
objeto que cae desde una altura A tiene un desplazamiento hacia el este

(direcciéon positiva del eje ' ) respecto a la vertical (eje z') en el hemisferio sur. Para

obtener el desplazamiento en el eje y' en funcion de la altura h calculemos el

tiempo que demora la caida:

2 (1)=0=h-Lgs?
2

de donde :
(= |28 (3.4.25)
8

reemplazando en Y (f) tenemos :

1/2
y'(h)=§whcos/l[2—h-] (3.4.26)
8

Del resultado de la ecuaciéon (3.4.26) se puede observar que un objeto que
cae desde una altura A en una latitud geografica A siempre se desviara
hacia el este (direccion positiva del eje )') respecto a la vertical (eje z')

en el hemisferio sur debido a la rotacion de la tierra.
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C) Ejemplos Numéricos :

CASO 1: Objeto soltado desde una misma altura /2 para diferentes

latitudes /1,-.

Hemisferio Norte :

Tabla 1

9,03 ) 0.0
9,03 5n/12 45
9,03 o3 8,8
400 9,81 7.27E-05 9,03 4 12,4
9,03 /6 15,2
9,03 12 16,9
9,03 0 175
Hemisferio Sur :
Tabla 2

9,03 -nf2 0,0

9,03 -5n/12 45

9,03 -3 8.8

400 9,81 7.27E-05 9,03 -n/4 12,4
9,03 -6 15,2

9,03 W12 16,9

9,03 0 175
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*

Para fines préacticos se a considerado el valor de la aceleraciéon de la
gravedad como constante para diferentes latitudes, en casos reales esto no se
cumple, el valor de la aceleracion de la gravedad depende de la ubicaciéon

geografica.

GRAFICA DEL CASO 1

¢ La grafica caso 1 mostrada corresponde a la caida de un objeto soltado

desde una altura & = 400 m para diferentes latitudes A, en el hemisferio
norte y hemisferio sur y muestra la desviacion d hacia el este (direccién
positiva del eje )') respecto a la vertical (eje z') que sufre un objeto debido a la

rotacion de la tierra.

¢ De las tablas 1y 2 se observa que se tiene maxima desviacion d especto a la vertical en el

Ecuador (4 = 0) y cero en los polos.
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Grafica Caso 1
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CASO 2 : Objeto soltado desde diferentes alturas h,— para una

Hemisferio Norte :

800

600

400

200

100

9,81

misma latitud /1.

7,27E-05

Tabla 3

12,77 wa 35,0
11,06 w4 22,7
9,03 4 12,4
6,39 A 4.4
4,52 a4 1,5
3,19 i 0,5

Hemisferio Sur :

800

600

400

200

100

50

9,81

7,27E-05

12,77 E 35,0
11,06 il 22,7
9,03 i 12,4
6,39 i 4,4
4,52 il 1,5
3,19 4 0,5
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GRAFICA DEL CASO 2

¢

La grafica caso 2 mostrada corresponde a la caida de un objeto soltado

desde diferentes alturas h; para una misma latitud A = n/4 en el hemisferio
norte y hemisferio sur y muestra la desviacion d hacia el este (direccién
positiva del eje }') respecto a la vertical (eje z')que sufre un objeto debido a la

rotacion de la tierra.

De las tablas 3 y 4 se observa que para una misma latitud 2 a mayor altura # mayor

sera la desviacion d hacia el este respecto a la vertical.



Grafica Caso 2
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3.4.2 Objeto lanzado desde una altura # con velocidad

inicial diferente de cero

Se analizara la desviacidon respecto a la vertical que sufre un objeto debido a

la rotacion de la tierra cuando es lanzado desde una altura h verticalmente

hacia abajo con velocidad inicial 170 diferente de cero en el hemisferio norte y

hemisferio sur.

A) Analisis del movimiento en el Hemisferio Norte:

Un objeto se lanza en el hemisferio norte desde una altura h con velocidad

inicial V, diferente de cero. Entonces las condiciones iniciales son:

F=he,=(0;0; h) (3.4.27)
v, ==v,=(0;0;-v) (3.4.28)
g =-gé, :( 0;0;-g ) (3.4.29)
W= —wC0S A€, +0¢, + wsenle, =( —wcosAd ; 0 ; wsend ) (3.4.30)

La ecuaciéon que describe el movimiento esta dada por :
F Pl —w x (Bt g 3.4.31
r(l)=r0+vot+5gl -w x (vl +§gl ) (3.4.31)

Evaluando el producto vectorial de la ecuacion anterior tenemos:

€, é, é,
W x V02 =|-wcosA 0 wsend|=-wv’ cos Az, (3.4.32)
0 0 —vy’



36

51' 52' 53‘
; | 1 .
wx —gt*=|-wcosA 0 wsend|=—-—wgt®cosleé, (3.4.33)
3 1
0 0 ——gt
3

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.32) y (3.4.33) en la

ecuacion (3.4.31) tenemos:

. s i 1 g . 1 -
r(t)=he, —v e, - S8re, +(u-vu1‘ cos A +; wgt ' cos i]{f_, (3.4.34)

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:

x(1)=0 (3.4.35)
! 2 1 3

Yy (1) =wyyt” cos A +§wgt cos A (3.4.36)
. |

z (t)=h—-vot—5gt (3.4.37)

Igualando la ecuacion (3.4.37) a cero (Z'(t)=0), encontramos el tiempo de

caida:
|
h—vor—Egr =0 (3.4.38)
de donde
| ;
t=—(yv: +2gh—v,) (3.4.39)
g

La otra solucidén se elimina por que el tiempo f siempre es positivo.

Entonces el signo positivo encontrado para la componente y'(t) de la

ecuacién (3.4.36) indica que el desplazamiento es hacia el este (direccion
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positiva del eje y') respecto a la vertical (eje z') en el hemisferio norte

debido a la rotacién de la tierra.

B) Analisis del movimiento en el Hemisferio Sur:

Para el movimiento en el hemisferio sur tenemos que las condiciones iniciales

son:

7o =he=(0;0;h) (3.4.40)
B=-v=(0;0;-y) (3.4.41)
g=-g5,=(0;0; ¢ ) (3.4.42)

W =—wcos(-A)é, +0¢, + wsen(—1)e, =( —wcos4 ; 0 —wsend ) (3.4.43)
La ecuacion que describe el movimiento esta dada por :

— = = 1y o =2 1.3

r(t)=r0+v0t+—2—gl —wx (vt +;gt ) (3.4.44)
Evaluando el producto vectorial de la ecuacion anterior tenemos:

—! - -

e, e, e,
w X vot2 =|l-wcosA 0 —wsend =—wvot2 cos /152' (3.4.45)
0 0 —wyt’
¢, ¢, e, 1
w X l—12 =|-wcosd 0 —wsend =——wgt3cos/1 é, (3.4.46)
’ 0 0 —%gﬂ ’
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reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.45) y (3.4.46) en la

ecuacion (3.4.44) tenemos:

. = SR ' — 3
rr)= JI(J: - *..-U.'e,_ - -hg."(!‘ +(H-v”:" COS A +—wel C{lﬁﬂ,]{-_—', (3_4_47)
L 3 5 ] i 2

- \ B y

Por lo tanto las componentes del movimiento de un objeto que cae con

velocidad inicial v, seran:

x(t)=0 (3.4.48)
Y (1) = wv,t’ cos A +§wgt3cos/1 (3.4.49)
z'(t)=h—v0t—%gt2 (3.4.50)
donde

f:l{ 'pi-f: +2£h—\!”] (3451)
£

Entonces el signo positivo encontrado para la componente y'(t) de la

ecuacion (3.4.49) indica que el desplazamiento es hacia el este (direccion

positiva del eje y') respecto a la vertical (eje z') en el hemisferio sur

debido a la rotaciéon de la tierra.



C) Ejemplos Numéricos :

CASO 3 : Objeto lanzado verticalmente hacia abajo desde altura /2 con

velocidad inicial \70 para diferentes latitudes 4,

Hemisferio Norte:

Tabla §

3,42 /2 0,0
3,42 i 2,4
3,42 w3 4,7
400 100 9,81 7,27E-05 3,42 w4 6,0
3,42 - 8,2
3,42 i) 9.1
3,42 0 9,5
Hemisferio Sur :
Tabla 6

3,42 -2 0,0
3,42 ol 2.4
3,42 w3 4,7
400 100 9,81 7,27E-05 3.42 i 6.0
-n/6
3,42 8,2
3,42 — 9,1
3,42 = 9,5
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GRAFICA DEL CASO 3

*

La grafica caso 3 mostrada corresponde al lanzamiento vertical hacia abajo

de un objeto desde una altura # = 400 m con velocidad inicial v, = 100 m/s
para diferentes latitudes 1, en el hemisferio norte y hemisferio sur; y

muestra la desviacion d hacia el este (direccion positiva del eje )')

respecto a la vertical (eje z')que sufre un objeto debido a la rotacion de la tierra.

De las tablas 5 y 6 se observa que se tiene maxima desviacion d respecto a la vertical en el

Ecuador (A = 0) y cero en los polos.
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CASO 4 Objeto lanzado verticalmente hacia abajo desde diferentes

alturas h,- para una misma latitud A y a una misma

velocidad inicial i"o de lanzamiento.

Hemisferio Norte

Tabla 7

900 6,8 w4 28,7
800 6,1 S 23,3
600 4,8 w4 14,0
200 100 9,81 7,27E-05 o i %

200 1,8 w4 1,7
100 1,0 2 0,5

Hemisferio Sur :

Tabla 8

900 6,8 28,7
800 6,1 -4 23,3
-n/4
600 4.8 14,0
100 9,81 7,27E-05
400 3.4 -4 6.0
200 18 i 1,7
100 1.0 - 0.2
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GRAFICA DEL CASO 4

¢

La grafica caso 4 mostrada corresponde al lanzamiento vertical hacia abajo

de un objeto desde diferentes alturas Ah; con velocidad inicial vo = 100 m/s
para una misma latitud 4 en el hemisferio norte y hemisferio sur; y muestra

la desviacion d hacia el este (direcciéon positiva del eje )') respecto a la

vertical (eje z')que sufre un objeto debido a la rotacion de |a tierra.

De las tablas 7 y 8 se observa que a mayor altura h de lanzamiento la desviacién d respecto

a la vertical aumenta.
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Grafica Caso 4
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CASO 5 oObjeto lanzado verticalmente hacia abajo desde una misma

altura A en la misma latitud geografica A con velocidades

iniciales de lanzamiento V, diferentes.

Hemisferio Norte

Tabla 9

120 43 w4 12,5
100 4,8 e 14,0
/4
600 =0 9,81 7,27E-05 A s
60 6,5 /4 17,8
40 7.7 i 19,9
20 9,2 /4 21,8
Hemisferio Sur :
Tabla 10

-4

120 4,3 12,5
100 4,8 w4 14,0
600 80 9,81 7,27E-05 5.6 e L
60 6,5 -4 17,8
40 7.7 -4 19,9
20 9,2 = 21,8
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GRAFICA DEL CASO §

¢

La grafica caso 5 mostrada corresponde al lanzamiento vertical hacia abajo

de un objeto desde una misma altura A y una misma latitud 1 con
velocidades iniciales de lanzamiento v, diferentes en el hemisferio norte y
hemisferio sur; y muestra la desviacion d hacia el este (direcciéon positiva
del eje )') respecto a la vertical (eje z')que sufre un objeto debido a la rotacion

de la tierra.

De las tablas 9 y 10 se observa que para una misma altura /4 y latitud A de lanzamiento la
desviacioén d respecto a la vertical aumenta al disminuir la velocidad inicial de lanzamiento

V.
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Grafica Caso 5
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3.4.3 Objeto lanzado verticalmente desde la superficie

de la Tierra con velocidad inicial v,

Se analizard la desviacién respecto a la vertical que sufre un objeto debido a

la rotacion de la tierra cuando es lanzado verticalmente hacia arriba desde la

superficie de la tierra con velocidad inicial Vy y regresa a ella en el hemisferio

norte y hemisferio sur.

A) Analisis del movimiento en el Hemisferio Norte:

Un objeto se lanza en el hemisferio norte verticalmente hacia arriba desde la
superficie de la tierra con velocidad inicial V, . Entonces las condiciones

iniciales son:

7=0=(0;0;0) (3.4.52)
vo=vee,=(0;0; v ) (3.4.53)
g =—gé, =( 0;0;-g ) (3.4.54)
W =—wcos Aé, + 0, + wsenle, :( —wcosA ; 0 ; wsenld ) (3.4.55)

La ecuacién que describe el movimiento esta dada por :
- e L e ST P 3.4.56
r (1)=r0+vot+5g1 —w x (V! +§gl ) (3.4.56)

Evaluando el producto vectorial de la ecuacion anterior tenemos:
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é &, @
W x Vot’ =|-wcosd 0  wsend|=wvyt’ cos e, (3.4.57)
0 0 vyt’
: é, é, é, :
WX §§12 =|-wcosdA 0 wsenl|=——wgt’coslé, (3.4.58)

1
0 0 ——gt’
3g

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.57) y (3.4.58) en la

ecuacion (3.4.56) tenemos:

- -

2 A TR A . o
F(t)=he, +vye, - = gt'e,+ [ — Wy, I” COS A+ 3 wgr' cos A g, (3.4.59)

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:

x(1)=0 (3.4.60)
y'(t)=—wv0t2c0sl+%wgt3cos/1 (3.4.61)
z'(t)=v0[—%g[2 (3.4.62)

Calcutando el tiempo total en el cual el objeto regresa a la superficie de la

tierra tenemos
z (t)=0=v0t—%gt2 =t=2v/g (3.4.63)

por lo tanto el tiempo en el cual el objeto alcanza su altura maxima estara

dado por:

t=v,/g (3.4.64)
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Reemplazando la ecuacién (3.4.63) en la ecuacién (3.4.61) obtenemos la
desviacién que sufre un objeto que es lanzado desde la superficie de la tierra

y regresa a ella respecto a la vertical para el hemisferio norte.

. 4 8 v,
y = _—2va cos A +—wv—ozcos/1 =-
g 3g

4wv, cos A
Rl R (3.4.65)

Entonces el signo negativo que se obtiene para la componente y‘(t) de la

ecuacion (3.4.65) indica que el desplazamiento respecto a la vertical (eje 2z )

esta dirigido hacia el oeste (direccién negativa del eje y ) en el hemisferio

norte debido a la rotacién de la tierra.

B) Analisis del movimiento en el Hemisferio Sur:

Para el movimiento en el hemisferio sur tenemos que las condiciones iniciales

son:

7=0=(0;0;0) (3.4.66)
v, =V,&, =[ 03 03 vy ) (3.4.67)
g =—gé, =( 0:0; —g ) (3.4.68)

W =—wcos(—A)é + 0, + wsen(—1)é, =( —wcosA ; 0 ; —wsenA ) (3.4.69)
La ecuacién que describe el movimiento esta dada por :

_ N T W 1
F()=r+ 1‘.1-'+:;£"' W x (V! +'i g’) (3.4.70)

s

Evaluando e! producto vectorial de la ecuacién anterior tenemos:
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é, e, e,
wx vyt’ =|-wcosA 0 —wsend|=wyt’cos e, (3.4.71)
0 0 vl
| e, e, e, :
WX gg'tz =|-wcosA 0 —wsend =—-§wg13coszl g, (3.4.72)
1
0 0 -——gr
38

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.71) y (3.4.72) en la

ecuacion (3.4.70) tenemos:
- — | ]. - ¥ I. i i
F (t)=he, +v,té, - ~gUE +| —wyt’ cos A + Ewgr' cos A |e, (3.4.73)

Por lo tanto fas componentes del movimiento seran:

x(1)=0 (3.4.74)
. 1

y ([)=—Wv0[2 cos/1+§wgt3cos/1 (3.4.75)
. 1,

z (1)=v01—5gt (3.4.76)

Calculando el tiempo total en el cual el objeto regresa a la superficie de la

tierra tenemos :
z'(1)=0=vot—%gtz —1=2v,g (3.4.77)

por lo tanto el tiempo en el cual el objeto alcanza su altura maxima estara

dado por:
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=v,/g (3.4.78)

Reemplazando la ecuacién (3.4.77) en la ecuacion (3.4.75) obtenemos la
desviacién que sufre un objeto que es lanzado desde la superficie de la tierra
y regresa a ella respecto a la vertical para el hemisferio sur.

3

: 4 8
y =—-—wv cos/l+—wv—ozcos/l ==
g 3g

4wy, cos A

5 (3.4.79)

Entonces el signo negativo que se obtiene para la componente y'(t) de la

ecuacion (3.4.79) indica que el desplazamiento respecto a la vertical (eje 2z )
esta dirigido hacia el oeste (direccion negativa del eje y ) en el hemisferio sur

debido a la rotaciéon de la tierra.
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C) Ejemplos Numéricos

CASO 6 Objeto lanzado desde la superficie de la tierra verticalmente

hacia arriba con una velocidad inicial VvV, para diferentes

latitudes 4,.

Hemisferio Norte :

Tabla 11

20,4 2 0.0
20,4 Snf12 -26.1
20,4 w3 -50.4
509,7 100 9,81 7.27E-05 204 w4 712
204 /6 -87.2
20,4 w12 -97.3
20,4 0 -100,7
Hemisferio Sur :
Tabla 12

20,4 w2 0.0
20,4 -5n/12 -26,1
20,4 -3 -50,4
509,7 100 9,81 7,27E-05 20,4 -4 712
204 -6 -87,2
204 K -97,3
20,4 s -100,7
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GRAFICA DEL CASO 6

¢ La grafica caso 6 mostrada corresponde al lanzamiento vertical hacia
arriba desde la superficie de la tierra de un objeto para diferentes latitudes

A, con una velocidad inicial de lanzamiento v, = 100 m/s en el hemisferio
norte y hemisferio sur; y muestra la desviaciéon d hacia el oeste (direccion
negativa del eje ') respecto a la vertical (eje z') que sufre un objeto al caer

sobre la superficie de la tierra.

¢ De las tablas 11 y 12 se observa que la maxima desviacién d al oeste ocurre en el Ecuador

(A=0)yesceropara los polos.
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CASO 7 Objeto lanzado verticalmente hacia arriba desde la superficie

de la tierra con velocidades iniciales de lanzamiento V,

diferentes para una misma latitud 4.

Hemisferio Norte

Tabla 13

127.4 50 10,2 /4 -8,9

326,2 80 16,3 ) -36,5
509,7 100 9,81 7,27E-05 204 w4 -71.2
733,9 120 24,5 w4 -1231
1146,8 150 30,6 w4 -240.4

Hemisferio Sur :

Tabla 14

127,4 50 10,2 -n/4 -8,9

326,2 80 16,3 -n/4 -36,5
509,7 100 9,81 7,27E-05 20,4 -i/4 -71,2
733,9 120 24,5 -i/4 -123.1
1146,8 150 30,6 -n/4 -240,4
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GRAFICA DEL CASO 7

¢

La grafica caso 7 mostrada corresponde al lanzamiento vertical hacia
arriba desde la superficie de la tierra de un objeto para una latitud 4 con
velocidad inicial de lanzamiento v, diferentes en el hemisferio norte y
hemisferio sur; y muestra la desviacidén d hacia el oeste (direccion negativa
del eje )') respecto a la vertical (eje z') que sufre un objeto al caer sobre la

superficie de la tierra.

De las tablas 13 y 14 se observa que una misma latitud de lanzamiento A la desviacion d
hacia el oeste respecto a la vertical aumenta al aumentar la velocidad inicial v, de

fanzamiento.



58

Grafica Caso 7
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3.4.4 Objeto lanzado horizontalmente en direccién este

Se analizara la desviacién que sufre el movimiento de un objeto cuando es

lanzado horizontalmente en direccion este (direccién positiva del eje }') a una

altura /1 de la superficie terrestre y una velocidad inicial Vo en el hemisferio

norte y hemisferio sur.

A) Analisis del movimiento en el Hemisferio Norte :

Un objeto se lanza en el hemisferio norte horizontalmente en direccidén este.

Entonces las condiciones iniciales son:

Fo=héy=(0;0; n) (3.4.80)
Vi, =V,€, =( 0 iw l‘.i] (3.4.81)
g=-g¢ =( 0;0; -g ) (3.4.82)
W= —wcos g, + 0, +wsenle, :( —wcosd; 0 ; wsend ) (3.4.83)

La ecuacién que describe el movimiento esta dada por :
- -t i I ] - m : I - 3
r{)=r TR (Vo F38 ) (3.4.84)

Evaluando el producto vectorial de la ecuacién anterior tenemos:

& é, €,

=2 , = 2 % 2, A

wx v’ =l-wcosA 0 wsend| = —wvyl” cos Ae; —wv,t“senle, (3.4.85)

0 vl 0
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é é, é,
w x §§t3 =|-wcosd 0 wsend|=—-—wgt’cosi é, (3.4.86)
]
0 0 -—g’
38

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.85) y (3.4.86) en la

ecuacion (3.4.84) tenemos:

- ¥ - ¥ I. T . - ] o ot . 5 —
F (1) = he, +vyte, — S8re + wy, [ senié, + ;u‘grj COS A€, + WV, I~ COSA¢,(2.4.87)

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:

x'(t)=wv012sen/1 (3.4.88)
y'(t)=vot+%wgfcoszl (3.4.89)
z (l)=h—%g12+wvotzcos/1 (3.4.90)

Del analisis de las componentes del movimiento dadas por las ecuaciones

(3.4.88), (3.4.89) y (3.4.90) se puede ver que debido a la presencia de la
componente X(t) con signo positivo (ecuacién (3.4.88)) el objeto se desvia
hacia la derecha (direccién positiva del eje X') respecto de la direcciéon del

movimiento en el hemisferio norte (ver figura 3.2) debido a la rotacién de la

tierra.
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i ’

X

Figura 3.2 Desviacion del movimiento en el hemisferio norte

B) Analisis del movimiento en el Hemisferio Sur :

Para el movimiento en el hemisferio sur tenemos que las condiciones iniciales

son:

i=he,=(0;0;hn) (3.4.91)
b, =vé,=(0;v,:0] (3.4.92)
g=-g5,=(0;0; -g) (3.4.93)
= —wcos(—A)é, +08, +wsen(-A)%, =( —wcosA ; 0 ; —wsen ) (3.4.94)

La ecuacién que describe el movimiento esta dada por :
SRR WY I RS S
Ft)=r +vyl el =Wy (v r +;g.|’ ) (3.4.95)

Evaluando el producto vectorial de la ecuacidén anterior tenemos:
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2 é, €,
wx vt =|-weosd 0 —wsend|=—wvyt? cos A¢, + wv,t’senie,(3.4.96)
0 o 0

! —! ]

é, é, é, :
w X —3—,5?13 =|-wcosd 0 —wsend|=—-—wgt’cosl ¢, (3.4.97)
1
0 0 —-—g
38

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.96) y (3.4.97) en la

ecuacion (3.4.95) tenemos:
i e # o ¥ I Dt 2 - I i - 2 -
F(1)=hé, + v, l€, ___J.g; e; = Wy, l .wnjlel +Ewgi COs .;.,E: + Wy, I COS &1{3.4.93}

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:

x (1) = —wvyt’senld (3.4.99)

y'(t)=v01+%wgt:‘cos/1 (3.4.100)
. | I )

z (t)=h—5gt +wv,t“ cos A (3.4.101)

Del analisis de las componentes del movimiento dadas por las ecuaciones

(3.4.99), (3.4.100) y (3.4.101) se puede ver que debido a la presencia de la

componente X'(f) con signo negativo (ecuacién (3.4.99)) el objeto se desviara

hacia la izquierda (direccion negativa del eje x') respecto de la direccién del

movimiento en el hemisferio sur (ver figura 3.3) debido a la rotacion de la

tierra.
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0 4

X

Figura 3.3 Desviacion del movimiento en el hemisferio sur

D) Ejemplo numérico :

CASO 8 : Objeto lanzado horizontalmente en direccion este con
velocidad inicial 170 para un tiempo ¢ en diferentes latitudes

A; auna altura h de la superficie.

Hemisferio Norte:

Tabla 15

/2 0,004 100,00 0,77

i 0,004 100,00 0,77

e 0,003 100,00 0,78

2 200 9,81 7,27E-05 05 /4 0,003 100,00 0.78
. 0,002 100,00 0,78

T2 0,001 100,00 0,78

B 0,000 100,00 0,78
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Hemisferio Sur:

Tabla 16

-2 -0,004 100,00 0.77
512 | 0004 100,00 0.77

e -0,003 100,00 0.78

200 9,81 7.27E-05 05 -4 -0,003 100,00 078
-6 -0,002 10000 | 078

W12 -0,001 100,00 078

0 -0,000 100,00 0.78

GRAFICA DEL CASO 8

¢

La grafica caso 8 mostrada corresponde a la proyeccién del movimiento en

el plano X' )' que realiza un objeto que es lanzado horizontalmente a una

altura h respecto de la superficie de la tierra en direccion este para un
tiempo ¢ con velocidad inicial v, a diferentes latitudes A en el hemisferio
norte y hemisferio sur. La gréafica caso 8 muestra la desviacién d hacia la

derecha del movimiento en el hemisferio norte (direccién positiva del eje x')
y la desviacién hacia la izquierda del movimiento en el hemisferio sur

(direccién negativa del eje x') que sufre un objeto debido a la rotacién de la tierra.

De las tablas 15y 16 se observa que la desviacién d respecto a la direccion del movimiento

es maxima en los polos y cero en el Ecuador (4 =0).
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Grafica Caso 8
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3.4.5 Objeto lanzado horizontalmente en direccion

oeste

Se analizara la desviacion que sufre el movimiento de un objeto cuando es

lanzado horizontalmente en direccion oeste (direccién negativa del eje ') a

una altura h de la superficie terrestre y una velocidad inicial V, en el

hemisferio norte y hemisferio sur.

A) Analisis del movimiento en el Hemisferio Norte :

Un objeto se lanza horizontalmente en direccién oeste a una altura h respecto

de la superficie y con velocidad inicial V, . Entonces las condiciones iniciales

son:

Fo=he,=(0;0; h) (3.4.102)
B, === 03 v, 50 ) (3.4.103)
g=-g&,=(0;0; ¢ (3.4.104)
W =-wcos 8, +0&, + wsenlé, =( —wcosAd ; 0 ; wsend ) (3.4.105)

La ecuacion que describe el movimiento esta dada por :

. - = .o = =2 1.3

F)=ry+vt+—gt"—wx (vt +;gt ) (3.4.106)
2

Evaluando el producto vectorial de la ecuacién anterior tenemos:
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.! =
== —!

e, €, e,

— — 2 —! -

wx vt° =|-wcos A 0 wsenA| = wv i’ cos Ae, + wv 1’ sene, (3.4.107)
0 —vyt’ 0

| & & &
= - 1 —
W X ggﬂ =|-wcosA 0 wsend =——3—wgt3cos/1 e, (3.4.108)
l 4.

0 0 ——gt
38

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.107) y (3.4.108) en

la ecuacion (3.4.106) tenemos:

Lt - L O T ; cai: ) s
r ()= he, —vyle, —;grej — Wy [ Senie, + E wgrl cosAe, — H'V,;,!J CUS.@(’_,,{E_d. 109)

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:

x (1) = —wv,t’seni (3.4.110)
. o

y(t)=—v0t+§wgt cos A (3.4.111)

z'(t)=h—%g12—wv0t2cos/1 (3.4.112)

Del analisis de las componentes del movimiento dadas por las ecuaciones

(3.4.110), (3.4.111) y (3.4.112) se puede ver que debido a |a presencia de la

componente x'(t) con signo negativo (ecuaciéon (3.4.110)) el objeto se

desviara hacia la derecha (direccion negativa del eje x') respecto de la

direccién del movimiento en el hemisferio norte (ver figura 3.4) debido a la

rotacion de la tierra.
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Figura 3.4 Desviacién del movimiento en el hemisferio norte

B) Analisis del movimiento en el Hemisferio Sur :

Para el movimiento en el hemisferio sur tenemos que las condiciones iniciales

son:

Pio=he.=(0;0; h) (3.4.113)
B =-v=(0;-v;0 ) (3.4.114)
§=—g53'=(0;0;—g) (3.4.115)
W =—wcos(—A)¢, + 08, + wsen(—1)e, =( —wcosA ; 0 ; —wsend ) (3.4.1186)

La ecuacién que describe el movimiento esta dada por :

= L o B SLIP P%.

Ft)y=Fy+Vpt +—gt" —w x (vt +-3‘gf ) (3.4.117)
2

Evaluando el producto vectorial de la ecuacién anterior tenemos:
é ) €y
2 — 2 =
=|-wcos A 0 —wsenA| = wvyt® cos Aé; —wvl" senie (3.4.118)
0 — V! 0
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| e, é‘z. 53' |
W X §§t2 =[-wcosA 0 wsend =—§wgt3cosi é, (3.4.119)
1
0 0 ——g’
3g

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.118) y (3.4.119) en

la ecuacion (3.4.117) tenemos:
F P ; _" ' I8 I 5 Y, 2 . = ] i . S, - 2 -
r(t) =he, =vye, —&—gf €, + Wyl senie, +;Hgf cosAe, —wvyl" cosAe, (3.4.120)

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:

x (1) = wv,t’seni (3.4.121)
. ]

y(t)=—v01+§wgl3cos/1 (3.4.122)
- 1,

z {r]:h—;gr — WVl CoS A (3.4.123)

Del analisis de las componentes del movimiento dadas por las ecuaciones

(3.4.121), (3.4.122) y (3.123) se puede ver que debido a la presencia de la
componente X'(t) con signo positivo (ecuacién (3.4.121)) el objeto se desviara
hacia la izquierda (direccion positiva del eje X') respecto de la direcciéon del

movimiento en el hemisferio sur (ver figura 3.5) debido a la rotacién de la

tierra.
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Figura 3.5 Desviacion del movimiento en el hemisferio sur

C) Ejemplo Numérico :

CASO 9 : Objeto lanzado horizontalmente en direccion oeste con
velocidad inicial \_)'0 para un tiempo ¢+ para diferentes latitudes

A; a una altura /h de la superficie.

Hemisferio Norte :

Tabla 17

2 -0,004 -100,00 0,77

Sl -0,004 -100,00 0,77

w3 -0,003 -100,00 0.78

2 200 9,81 7,27E-05 0.5 n/4 -0,003 -100,00 078
Ee -0,002 -100,00 0.78

w2 -0,001 -100.00 0,78

g 0,000 -100,00 0,78
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Hemisferio Sur :

Tabla 18

-2 0.004 -100,00 0,77

-5w12 0,004 -100,00 0,77

w3 0,003 -100,00 0,78

2 200 9,81 7.27E-05 0.5 -4 0,003 -100,00 0.78
-nf6 0,002 -100,00 0.78

-n12 0,001 -100,00 0.78

L 0,000 -100,00 0.78

GRAFICA DEL CASO 9

¢ La grafica caso 9 mostrada corresponde a la proyeccién del movimiento en

el plano X' y' que realiza un objeto que es lanzado horizontalmente a una
altura h respecto de la superficie de la tierra en direcciéon oeste para un

tiempo ¢ con velocidad inicial v, a diferentes latitudes A en el hemisferio

norte y hemisferio sur. La grafica caso 8 muestra la desviaciéon d hacia la
derecha del movimiento en el hemisferio norte (direccién negativa del
eje x') y la desviacion hacia la izquierda del movimiento en el hemisferio

sur (direccion positiva del eje x') que sufre un objeto debido a la rotacion de la tierra.

¢ De las tablas 17 y 18 se observa que la desviacién d respecto a la direccion del movimiento

es maxima en los polos y cero en el Ecuador (A =0).
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Grafica Caso 9
Eje - x> ( mm ) Eje + x’ ( mm |
-10 -5 0 5 10
| 1 | ]

| | - S 1 | 1 Lo l | 1 | | | 1 |

. Desviacién 4 hacia la
| izquierda del movimiento en
{ el hemisferio sur

Desviacién d hacia la
derecha del movimiento e
el hemisferio norte
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3.4.6 Objeto lanzado parabdlicamente haciendo un

angulo S con la direccion este

Se analizara la desviacion que sufre el movimiento de un objeto respecto del

eje ' cuando es lanzado en direccion este (direccion positiva del eje )') con

velocidad inicial \;0 haciendo un angulo f respecto al eje )' en el hemisferio

norte y hemisferio sur.

A) Analisis del movimiento en el hemisferio Norte :

Un objeto se lanza con un angulo de inclinacién g respecto del eje y' de tal

modo que realice un movimiento parabdlico, las condiciones iniciales son:

7=06,=(0;0;0) (3.4.124)
Vi, =V, cos &, +v,senf, :{ 0; vycosf; v,senf ] (3.4.125)
§=—g53'=(0;0;—g) (3.4.126)
W =-wcos A2, + 02, + wsenlé, :( -wcosAd ; 0; wsend ) (3.4.127)

La ecuacion que describe el movimiento esta dada por :

o - - 1 _ - - |-

F()=r, +vnf+—g’2—wx("o‘2+;g’3) (3.4.128)
’ 2

Evaluando el producto vectorial de la ecuacidén anterior tenemos:
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—! !

€ €, €5
- - .2 A
WX vyt~ =|-wcosi 0 wsenA
2 2
0 Vol cosfB vt senf

= —wv,I° cos Acos flé, — wv i’ seni cos PE, +wvyt” cos Asenflé, (3.4.129)

- -t .t

I € €2 €3 I
w X Eg'tz =|-wcosd 0 wsenl|=——wgt’ cosAEé, (3.4.130)
1
0 0 —-—g’
38

reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.129) y (3.4.130) en

la ecuaciéon (3.4.128) tenemos:

- e T g N 1
F (t) = v tcos e, +vtsenfle; — ng’e] + wy, I “send cos e, ...

| (3.4.131)
—wv,t* cos Asenfié, + 5 wgt’ cos A€, + wv,t” cos A cos [,
Por lo tanto las componentes del movimiento seran:
x (1) = wvyt’senAcos B (3.4.132)
. ]
y (t) = vyt cos B —wv,t? cosisenﬂ+§wgt3cos/1 (3.4.133)
: 1
z (t)zvotsenﬁ—agf+wv012cos/1cosﬁ (3.4.134)

Del analisis de las componentes del movimiento dadas por las ecuaciones

(3.4.132), (3.4.133) y (3.4.134) se puede ver que debido a la presencia de la

componente X'(t) con signo positivo (ecuacion (3.4.132)) el objeto se desviara

hacia la derecha (direccidén positiva del eje X') respecto de la direccion del
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movimiento en el hemisferio norte (ver figura 3.6) debido a la rotacién de la

tierra.

Si despreciamos el ultimo término de la ecuacién (3.4.134) e igualamos a cero
obtenemos el tiempo total que demora el objeto en realizar el movimiento

parabélico, entonces tenemos
. |
z (t)=0=v0senﬂ1—5gt

- 2v,senf
£

(3.4.135)

reemplazando la ecuacion (3.4.135) en la ecuacién (3.4.132) obtenemos un
expresién independiente del tiempo para la componente x' y determina la
desviacion respecto al eje y' en el movimiento parabédlico en el hemisferio

norte.

x (1) = wv,t’ send cos

. 4wv,sen’ ffsenA cos f3
- 2

g

x (3.4.136)

X

Figura 3.6 Desviacion del movimiento en el hemisferio norte
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B) Analisis del movimiento en el Hemisferio Sur :

Para el movimiento en el hemisferio sur tenemos que las condiciones iniciales

son:

7 =06,=(0;0;0) (3.4.137)
¥, =v, cosfE, +v,senfe, =( 0 ; v,cosf; vsens ) (3.4.138)
§=—g5;=(0;0;—g) (3.4.139)

w=—wcos(-A)é, +0¢, + wsen(—1)e, =( —-wcosA ; 0 ; —wsend )(3.4.140)
La ecuacién que describe el movimiento esta dada por :

T P P

r(I)-ro+vot+—2—gt —wx (V! +§gt ) (3.4.141)

Evaluando el producto vectorial de la ecuacién anterior tenemos:

e e, é,
W x Vo1’ = 0 - A
W x Vot~ =|-wcosl wsen
2 2
0 vot“cos B vyt senf

= ~1'.=vu.*" cos A cos e, +wv Il seni cos PE, + wv, i cos ix&*n}}’éﬁ (3.4.142)

—! -

g €; 3 |
1 . N
wx —pt:=|-wcosA 0 —wsend :—Ewgﬁcosl e, (3.4.143)

|
0 0 —-——g
3g
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reemplazando los valores obtenidos de las ecuaciones (3.4.142) y (3.4.143) en

la ecuacion (3.4.141) tenemos:
g - . | v o 2 "
r () =vytcos fFé, + v tsenfie, — 5 gt e, —wvt sendcos fé, ...

3 k ' ] Lo 5
— Wyt~ cos AsenfFe, + 2 wgt’ cos Aé, + wv,t’ cos A cos fe,

Por lo tanto las componentes del movimiento seran:
x (1) = —wv,t’seni cos 8

: 1
y (t) = vyt cos S —wvyt’ cos Asen3 +§wgt3 cosA

: 1
z (t) =vytsenf —Egt2 +wvyt? cos Acos 3

(3.4.144)

(3.4.145)

(3.4.146)

(3.4.147)

Del analisis de las componentes del movimiento dadas por las ecuaciones

(3.4.145), (3.4.146) y (3.4.147) se puede ver que debido a la presencia de la

componente X'(f) con signo negativo (ecuacion (3.4.145)) el objeto se

desviara hacia la izquierda (direccién negativa del eje x') respecto de la

direccion del movimiento en el hemisferio sur (ver figura 3.7) debido a la

rotacion de la tierra.

Si despreciamos el ultimo término de la ecuaciéon (3.4.147) e igualamos a cero

obtenemos el tiempo total que demora el objeto en realizar el movimiento

parabdlico, entonces tenemos

: 1
z (1) =0=v,senpr —Egt2
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[ = Zosens

g

(3.4.148)

reemplazando la ecuacién (3.4.145) en la ecuacidon (3.4.142) obtenemos un

expresién independiente del tiempo para la componente X' y determina la

desviacion en el movimiento parabdlico en el hemisferio sur.

x (1) = —wv,t’send cos B

. —4wv3sen?BsenA cos
. 0 '? p (3.4.149)

g

X

Figura 3.7 Desviacion del movimiento en el hemisferio sur
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C) Ejemplo Numérico

CASO 10 : Objeto lanzado parabdlicamente en direccion este haciendo un
angulo f con velocidad inicial 50 = 300 m/s para diferentes

latitudes A; sobre de la superficie.

Hemisferio Norte

Tabla 19

2 28,8 91743
5n/12 27,9 91718
Gk 25,0 9169,5
300 9,81 727E-05 | 432 /4 /4 204 9167,5
/6 14,4 9149,3
w12 75 9165,0
0 0.0 9164,7
Hemisferio Sur :
Tabla 20

-2 .28.8 91743

-5n/12 279 91718

oK) -25,0 91695

300 9,81 727€-05 | 432 4 -4 204 9167,5
-m/6 14,4 91660

12 7.5 9165,0

L 0,0 9164,7
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GRAFICA DEL CASO 10

¢

La gréfica caso 10 mostrada corresponde a la proyeccion del movimiento

en el plano X' )' que realiza un objeto que es lanzado parabdlicamente en

direccion este haciendo un angulo g = =n/4 con una velocidad inicial de
lanzamiento v, a diferentes latitudes 12 en el hemisferio norte y hemisferio
sur. La grafica caso 10 muestra la desviacion d hacia la derecha respecto
del eje y' en el hemisferio norte (direccion positiva del x') y la desviacion
hacia la izquierda respecto eje y' en el hemisferio sur (direcciéon negativa

del x') que sufre un objeto debido a la rotacion de la tierra.

De las tablas 19 y 20 se observa que la desviacion d respecto a la direccion del eje y' es

maxima en los polos y cero en el Ecuador (4=0).
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Grafica Caso 10

100] 1w

Desviacion d hacia |
izquierda del movimienty e
el hemisferio sur I||

] Desviacion d hacia la
derecha del movimiento en
el hemisferio norte

-10 -5 0 5 10

Eje - x’ (mm ) Eje + x’ (mm)
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CAPITULO 4

PENDULO DE FOUCAUL T 4.1Introduccion

En 1851, Jean Ledn Foucault encontré una prueba simple y convincente de la rotacion de la
tierra: un péndulo tiende a mantener su movimiento en un plano de oscilacién, independiente de
cualquier rotacion del punto de suspension. Si tal rotacion es sin embargo observada en un
laboratorio, uno sélo puede concluir que el laboratorio (en nuestro caso la tierra) gira.

El efecto de la fuerza de Coriolis sobre el movimiento del péndulo es originar una rotacién a

través del tiempo del plano de oscilacion.

4.2 Ecuaciones del movimiento del péndulo

La figura 4.1 muestra el arreglo del péndulo y fija los ejes de un sistema de coordenadas cuyo
origen se encuentra en el punto de equilibrio del péndulo, con el eje z situado segun la vertical
local. Nos interesaremos Uunicamente por el giro del plano de oscilacion; es decir, analizaremos el
movimiento de la masa suspendida del péndulo sobre el plano x —y (plano horizontal), por lo tanto
limitaremos el movimiento a oscilaciones de pequena amplitud, en las que los desplazamientos
maximos horizontales son pequefios en comparacién con la longitud del péndulo. En tales
condiciones, la velocidad en el eje z serd pequena comparada a las velocidades de los otros ejes,

pudiendo despreciarse.
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=i

1 Mg EsTE y

T

#
(]
B e R

Figura 4.1 Principio del péndulo de Foucauit

La ecuacion del movimiento del péndulo de Foucault lo obtendremos de la ecuacién (3.2.12), en

este caso la fuerza exterior F¢ es la tension T

Fe=T (4.2.1)
Entonces tenemos:

mr = mg —2mw x F+T (4.2.2)
Como es obvio de la ecuacion (4.2.2), la rotacion de la tierra es expresada para el observador

no inercial por la aparicion de una fuerza relativa, la fuerza de Coriolis. La fuerza de Coriolis

causa una rotacion en el plano de oscilacién del péndulo. La tensién de cuerda T esta dirigida

hacia el origen de coordenada; y tiene la siguiente forma:
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T=(T-é)e +(T-é)e,+(T-&)é. =T (4.2.3)

=~ =~

(—x, -y ,l—z) ~T(—x, -y ,1—2)

T=T ~
\/x2+y2+(1—z)2 !

(4.2.4)

El ultimo paso, es debido a que la longitud del péndulo / es muy grande, de modo que
% <<1, % <<ly % << <<1. Por lo tanto la expresién para la tensién 7' estara dada

finalmente por:

T = T[- L B - e';] (4.2.5)
! [ {

Antes de reemplazar la ecuacion (4.2.5) en ecuacion (4.2.2), es practico descomponer (4.2.2)

en componentes individuales. Para este fin se evalua el producto vectorial de w x v :

e é, €,

wxv=[-wcosA 0 wsend (4.2.6)
iy 2

= —wsenAye, + w(senAx + cos A2)é, — wcos Aye, (4.2.7)

Reemplazando (4.2.5) y (4.2.7) en la ecuacion (4.2.2) con g = —gé; , obtenemos un sistema

de ecuaciones diferenciales acopladas:

mi=-2T+ 2mwsenAy (4.2.8)
my = —TT - 2mw(senAx + cos Az) (4.2.9)
-z (4.2.10)

mz =TT—mg +2mwcos Ay



Para eliminar la tension desconocida de la cuerda 7 de las ecuaciones (4.2.8), (4.2.9)

(4.2.10), adoptamos las ya mencionadas aproximaciones:

Figura 4.2 Proyeccion de la tension de la cuerda 7" en el eje E,'

En la ecuacion (4.2.10) la velocidad Z se considera pequefnay [/ >> z por lo que:

-z |

; , mz=0 (4.2.11)
colocando esto en la ecuacion (4.2.10) obtenemos la expresiéon para T
T =mg—2mwcos Ay (4.2.12)

Reemplazando la ecuacion (4.2.12) en las ecuaciones (4.2.8) y (4.2.9) obtenemos:

¥= —%x+2—w%ﬁxy+2wsenly (4.2.13)

85

y



86

.. g 2wcos A
y= -7)’ +— /

Yy — 2wsenAx (4.2.14)

Las ecuaciones (4.2.13) y (4.2.14) representan un sistema de ecuaciones diferenciales no

lineales acopladas. Los términos no lineal son xy y yy. Donde los productos de los numeros
pequefios w, x, e y (0o w, y e y) son insignificantes comparado a los otros términos por

lo que se pueden despreciar y las ecuaciones (4.2.13) y (4.2.14) puede ser consideradas

aproximadamente equivalentes a las siguientes ecuaciones:
i= -%c +2wsenAy (4.2.15)

y= -%y - 2wsenAx (4.2.16)

Estas dos ecuaciones diferenciales lineales (pero acopladas) describen la oscilacién de un
péndulo bajo la influencia de la fuerza de Coriolis para una buena aproximacion. En lo que sigue

vamos a describir un método de solucién del sistema de ecuaciones (4.2.15) y (4.2.16).
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4.3 Solucion general de la ecuacion de movimiento del péndulo

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (4.2.15) y (4.2.16) realizamos los
siguientes cambios:

2
% 4 (4.3.1)
wsend =a (4.3.2)
y multiplicando a la ecuacion (4.2.16) por la unidad imaginaria i =+/—1 y sumando con la
ecuacion (4.2.15), obtenemos:
¥=—k*x -2ai’y

iy =—k’iy — 2aix (4.3.3)

X4y =—k’(x+iy) = 2ai(x +p) (4.3.4)

Haciendo u = x + iy y reemplazando en la ecuacion (4.3.4) obtenemos:

2

ii =—k>u—2aiu o ii+2aiu+k*u=0 (4.3.5)

Resolviendo la ecuacién diferencial homogénea de segundo orden (4.3.5) utilizando :

y
u=C-e (4.3.6)
Reemplazando la ecuacion (4.3.6) en (4.3.5) y efectuando las respectivas derivadas.

C;/ze}”+2aiCyeﬂ+k2Ce7’=0 6 y2+2aiy+k2=0 (4.3.7)

obtenemos las expresiones para y .

Las dos soluciones de la ecuacion caracteristica (4.3.7) son:
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. 2
Y\ =—1ailk\ﬂ+ QA (4.3.8)

2 224 . 2
Donde @ =w sen”A debido a que ‘% es pequeiio comparado a 1
k

2
T
2
(‘% = pe"d/ <<1 donde 7, es el periodo del pénduloy T,,,, =1 dia), la ecuacion
k T
tierra

(4.3.8) queda reducida a:

Vyo = i@ kik (4.3.9)

La solucion general de la ecuacion diferencial (4.3.5) es una combinaciéon lineal de las
soluciones linealmente independientes.

v ! vt
u=Ae'!' +Be ? (4.3.10)

donde A y B deben ser determinados por las condiciones iniciales y son por supuesto

complejos. La ecuacion (4.3.10) pueden ser descompuesto en un parte real e imaginaria:

—i(la—hk) —i(a+k)

u =(A1 +1"A2 e + (Bl +iB2 )e (4.3.11)

La relacion de Euler e Y =cos¢ — iseng permite separar la ecuacion (4.3.11) en parte real e

imaginaria u = x + iy, por lo tanto obtenemos :

u=x+iy=(A +iA )[cos(a - k)t —isen(a — k)t]+
b2 (4.3.12)
+ (Bl + i32 )[cos(a + k)t —isen(a + k)t]

separando la parte real e imaginaria e imaginaria de la ecuacion (4.3.12) tenemos la solucion:



89

x=A co (a—-k)+ Azsen(a - k) + Bl cos(a + k)t + sten(a + k)t (4.3.13)

y=—Asen(a — k)t + A2 cos(a — k)t — Blsen(a + k)t + B2 cos(a + k)t , (4.3.14)

4.4 Soluciones particulares de la ecuacion del movimiento del

péndulo

Teniendo como punto de partida la solucién general de la ecuacion del movimiento del péndulo

dadas por las ecuaciones (4.3.13) y (4.3.14), se determinaran las constantes

A,, A,, B,, B,, dando diferentes condiciones iniciales.

CASO 1

El péndulo es desplazado una distancia L en direccion positiva del eje y vy liberado tal que en

el tiempo ¢ =0 su velocidad inicial sea cero. Entonces las condiciones iniciales son:

x =0, x =0 (4.4.1)
y =1L, y =0 (4.4.2)
Partiendo de la solucién general

x=A, cos(a - k) + Azsen(a — k)t + Bl cos(a + k)t + sten(a + k)t (4.4.3)

y=—Asen(a - k)t + A2 cos(a — k)t — Blsen(a + k)t + 82 cos(a + k)t (4.4.4)
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Reemplazando la condicién inicial xO =0 en la ecuacion (4.4.3), obtenemos

B =-4 (4.4.5)

Derivando la ecuacion (4.4.3) y reemplazando la condicién inicial )'co =0 se obtiene:

k-—a
+

B, =4

5 =4, (4.4.6)

=~
R

Como ya se menciono para la ecuacion (4.3.8) a << k por lo tanto la ecuacion (4.4.6) resulta
B =4 (4.4.7)
2 2

Reemplazando los resultados obtenidos de las ecuaciones (4.4.5) y (4.4.7) en las ecuaciones

(4.3.3) y (4.3.4) tenemos:

x=A, cos(a — k)t + Azsen(a — k)t — Al cos(a + k)t + Azsen(a + k)t (4.4.8)

y=—Asen(a - k)t + A2 cos(a — k)t + Alsen(a + k)t + A2 cos(a + k)t (4.4.9)

Consideremos ahora las condiciones iniciales para Y, &Y,

Derivando la ecuacién (4.4.9) y reemplazando la condicioén inicial yo =0, obtenemos:
—Al(a-k)+Al(a+k)=O:>Al=0 (4.4.10)
De la condicion inicial y0 = L y la ecuacioén (4.4.9) obtenemos:

24 =L = A4 =L (4.4.11)
2 2 2

Reemplazando las expresiones obtenidas de las ecuaciones (4.4.10) y (4.4.11) en las

ecuaciones (4.4.8) y (4.4.9) obtenemos:
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L L
x:;-‘r'en(a — k)t +?sen(a + k)t (4.4.12)

=§c0s(a — k)t +—§—cos(a + k)t (4.4.13)

usando las formulas trigonometria

sen(a * k) =sena cos k £ cos asenk

cos(a t k) =cosacos k ¥ senasenk
las ecuaciones (4.4.12) y (4.4.13) resultan:
x = Lsenat cos kt (4.4.14)

y=Lcosarcoskt (4.4.15)

Las dos ecuaciones pueden ser combinadas en una ecuacion vectorial.

r = Lcos kt(sen(ozt)él + cos(at)é2 J (4.4.16)

Como se puede ver de (4.4.16) el periodo de rotacion del plano vertical de oscilacion 7 esta

relacionado con el periodo con el periodo 7, de rotacién de la tierra:

T
P2 o 2 _ Do (4.4.16.1)

0w wsend  senA

Conclusion caso 1

El primer factor de la ecuacion (3.4.16) describe el movimiento de un péndulo que oscila con la

amplitud L y una frecuencia k = \/% . El segundo término es un vector unitario # que gira

con la frecuencia @ = wsenA y describe la rotacion en el plano de oscilacion.
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¥ = Lcosktn(t) (4.4.17)

n(t) = senat{él +cosa152 (4.4.18)

La ecuacion (4.4.16) también nos dice en que direccion del plano de oscilacion gira el péndulo.
Para hemisferio norte send > 0, y después de un tiempo corto senat >0 y cosat >0, es
decir, el plano oscilacién gira en sentido horario. Un observador en el hemisferio del sur vera el

péndulo girando en sentido antihorario, por que senA < 0.

En el Ecuador donde send =0 el plano de oscilaciéon no experimenta rotacion, mientras que
en los polos el periodo de oscilacién es menor. Aunque la componente Wx =—-wcosA toma

su valor maximo en el Ecuador, la rotacion de la tierra en el Ecuador no puede ser demostrado

por medio del péndulo de Foucault .

A causa de la suposicidon a << k dado en la ecuacion (4.3.8), la ecuacion (4.4.16) que describe

el movimiento del péndulo siempre pasa la posicion del origen de coordenadas.

\

z

I__________,_-u—_._.

Figura 4.3 Vector unitario #(¢)rota en el plano x -y
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Ejemplo numérico caso 1

Hemisferio Norte

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 1 son :

x(t) = Lsenat cos kt (4.4.19)

y(t) = Lcosaut coskt (4.4.20)

Con los valores mostrados en la tabla 1 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.19) y

(4.4.20) resultan:

Tablas 1

2 60 9,81 0,40435 7,27€-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el Hemisferio Norte

0 2*cos( 4,04e-1t)*sen( Ot ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( Ot )
12 2*cos( 4,04e-1t)*sen( 1,8e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 1,8e-5t)
w6 2*cos( 4,04e-1t)*sen( 3,6e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 3,6e-5t )
4 2*cos( 4,04e-1t)*sen( 5,1e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 5,1e-5t )
3 2*cos( 4,04e-1t)*sen( 6,3e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 6,3e-5t )
Sw12 2*cos( 4,04e-1t)*sen( 7,02e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 7,02e-5t )
2 2*cos( 4,04e-1t)*sen( 8,9e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 8,9e-5t )
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Hemisferio Sur

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 1 son :

x(t) = Lsenat cos kt (4.4.21)
y(t) = Lcosatcoskt (4.4.22)

Con los valores mostrados en la tabla 2 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.21) y

(4.4.22) resultan:

Tablas 2

2 60 9,81 0,40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el Hemisferio Sur

0 2*cos( 4,04e-1t)*sen( Ot ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( Ot )
12 -2*cos( 4,04e-1t)*sen( 1,8e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 1,8e-5t ) -
—6 -2*cos( 4,04e-1t)*sen( 3,6e-5t) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 3,6e-5t)
-4 -2*cos( 4,04e-1t)*sen( 5,1e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 5,1e-5t)
—/3 -2*cos( 4,04e-1t)*sen( 6,3e-5t) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 6,3e-5t )

~5v/12 -2*cos( 4,04e-1t)*sen( 7,02e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 7,02e-5t )
-2 -2*cos( 4,04e-1t)*sen( 8,9e-5t ) 2*cos( 4,04e-1t)*cos( 8.9e-5t )
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Grafica 1

Caso 1 - Hemisferio Norte
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Grafica 2

Caso 1 - Hemisferio Sur
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CASO 2

El péndulo es lanzado desde el origen de coordenadas tal que en el tiempo =0 su velocidad

inicial ¥ sea diferente de cero y en direccion positiva del eje y . Entonces las condiciones

Oy
iniciales son:
x0 =0, xO =0 (4.4.23)
y0 =0, y0 = Voy (4.4.24)

Partiendo de la solucién general:

x=A, cos(a — k)t + Azsen(a — k)t + Bl cos(a + k)t + sten(a + k)t (4.4.25)

y=—Asen(a - k) + A2 cos(a — k)t — Blsen(a + k)t + 32 cos(a + k)t (4.4.26)

Reemplazando la condicion inicial xo =0 en la ecuacion (4.4.25), obtenemos

B =-4 (4.4.27)

Reemplazando Y= 0 en (4.4.26), obtenemos
B =-A (4.4.28)

2 2

Derivando la ecuacion (4.4.25) y reemplazando la condicion inicial ico = (0 se obtiene:
A =0 (4.4.29)

Reemplazando las expresiones de las ecuaciones (4.4.27) y (4.4.29) en las ecuaciones (4.4.25)

Yy (4.4.26) obtenemos:



x = A, cos(a —k)t - Al cos(a + k)t

y =—A;sen(a - k)t + Alsen(a + k)t

de la condicién inicial j/o = V0 y la ecuacién (4.4.31) obtenemos:
y

V

- _ =0
v, =4 k)+Al(a+k):>Al—2k

Reemplazando estos valores obtenemos
V V

x = ﬂcos(a - k)t —icos(a + k)t
2k 2k

Vo Vo
=——2 sen(a — k)t + —=sen(a + k)t
y Y ( )Zk ( )

usando las formulas trigonométricas

sen(a t k) =senacosk t cosasenk

cos(a t k) = cosa cos k ¥ senasenk
las ecuaciones (4.4.33) y (4.4.34) resultan:

Vo
X = Tysenalsenkt

Vo
y= Tycosatsenkt

Las dos ecuaciones pueden ser combinadas en una ecuacion vectorial.

V |
- 0 - —
r= Ty senkt[sen(at)e1 + cos(at)e2

98

(4.4.30)

(4.4.31)

(4.4.32)

(4.4.33)

(4.4.34)

(4.4.35)

(4.4.36)

(4.4.37)
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Conclusion caso 2

El primer factor de la ecuacién (4.4.37) describe el movimiento de un péndulo que oscila con la

v
. 0 . f _ L = .
amplitud — y una frecuencia k = % . El segundo término es un vector unitario # que gira
k

con la frecuencia a = wsenA y describe la rotacion en el plano de oscilacion.

V
- 0 -
r = Tysenktn(t) (4.4.38)
n(t) = senalé; +cos até' (4.4.39)

2

La ecuacion (4.4.37) también nos dice en que direccion del plano de oscilacién gira el péndulo.
Para hemisferio norte send > 0, y después de un tiempo corto senat >0 y cosat >0, es
decir, el plano oscilacién gira en sentido horario. Un observador en el hemisferio del sur vera el

péndulo girando en sentido antihorario, debido a que senA <0

Ejemplo numérico caso 2

Hemisferio Norte

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 2 son

Yo

x(t) = ky senatsenkt (4.4.40)
Yo

y(1) = —Ty—cos atsenkt (4.4.41)

Con los valores mostrados en la tabla 3 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.40) y

(4.4.41) resultan:



Tabla 3

0.5

1,237 60 9,81

0,40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio norte

1,237*sen( 4,04e-1t)*sen( Ot )

1,237*sen ( 4,04e-1t)*cos ( Ot )

w12

1,237 sen ( 4,04e-1t)* sen ( 1,8e-5t )

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 1,8e-5t)

6

1,237* sen ( 4,04e-1t)* sen ( 3,6e-5t )

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 3,6e-5t )

/4

1,237* sen ( 4,04e-1t)* sen ( 5,1e-5t )

1,237*sen ( 4,04e-1t)" cos ( 5,1e-5t)

/3

1,237* sen (4,04e-11)* sen ( 6,3e-5t )

1,237"sen ( 4,04e-11)* cos ( 6,3e-5t )

Sw/12

1,237* sen ( 4,04e-1t)* sen ( 7,02e-5t)

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 7,02e-5t )

w2

1,237* sen ( 4,04e-11)* sen ( 8,9e-5t)

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 8,9e-5t )

Hemisferio Sur

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 2 son

VO

x(1) = ky senatsenkt
VO

y() = Tycos atsenkt

100

(4.4.42)

(4.4.43)

Con los valores mostrados en la tabla 4 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.42) y

(4.4.43) resultan:



0,5

Tabla 4

1,237 60 9,81

0,40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio sur

-1,237*sen( 4,04e-1t)*sen( Ot )

1,237*sen ( 4,04e-1t)*cos ( Ot)

-1,237" sen ( 4,04e-1t)* sen ( 1,8e-5t)

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 1,8e-5t)

-1,237* sen ( 4,04e-1t)* sen ( 3,6e-5t )

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 3,6e-5t)

-1,237* sen ( 4,04e-1t)* sen ( 5,1e-5t )

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 5,1e-5t)

-1,237" sen ( 4,04e-1t)* sen ( 6,3e-5t)

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 6,3e-5t )

-1,237" sen ( 4,04e-1t)* sen ( 7,02e-5t )

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 7,02e-5t )

-1,237"* sen ( 4,04e-1t)* sen ( 8,9e-5t )

1,237*sen ( 4,04e-1t)* cos ( 8,9e-5t ) |
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Grafica 3

Caso 2 - Hemisferio Norte
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Grafica 4

Caso 2 - Hemisferio Sur
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CASO 3

El péndulo es desplazado una distancia L en direccion positiva del eje ) tal que en el tiempo

t =0 es lanzado con velocidad inicial -V . Entonces las condiciones iniciales son:

0y
x =0, x =0 (4.4.44)
v, =L, v, =V, (4.4.45)
Partiendo de la solucion general:
x=A, cos(a — k)t + Azsen(a — k)t + B] cos(a + k)t + 32 sen(a + k)t (4.4.46)
y=—A,sen(a - k)t + A2 cos(a — k)t — Blsen(a + k)t + B2 cos(a + k)t (4.4.47)

Reemplazando la condicién inicial xO =0 en la ecuacion (4.4.46), obtenemos
B =-4 (4.4.48)

Derivando la ecuacién (4.4.46) y reemplazando la condicién inicial )'co =0 se obtiene:

p =4 k=@ (4.4.49)
2 2k+a

De la condicion dada en la ecuacién (4.3.8) @ << k , la ecuacion (4.4.49) resulta.

B =4 (4.4.50)

4 = L (4.4.51)
2
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De la condicion inicial j/o =—V0 y la derivada de la ecuacién (4.4.47) cuando =0
y

obtenemos :
V
—V =-A(@a-k)+A(a+k)=> A4 =——2
0y 1 1 1 2k

(4.4.52)

reemplazando las expresiones de las ecuaciones (4.4.51) y (4.4.52) en las ecuaciones (4.4.46)

y (4.4.47) tenemos:

g L g L
x= —ﬂcos(a — k)t +—sen(a — k)t +ﬂcos(a + k)t + —sen(a + k)t
2k 2 2k 2

vV
=—=sen(a — k)t + —cos(a — k)t ——=sen(a + k)t + —cos(a + k)t
y " ( ) 5 ( ) ok ( ) 5 ( )

Reduciendo términos obtenemos

V V
0y 0
x=- k_} senatsenkt + Lsenat coskt =| ——2 senkt + L coskt |senat
V0 V0
y=- k—y-cos atsenkt + Lcosatcoskt =| — k_y senkt + Lcoskt |cosat

Las dos ecuaciones pueden ser combinadas en una ecuacién vectorial.

4
r= —_% senkt + L cos kt |:sen(at)é1 + Cos(at)é'z:l

(4.4.53)

(4.4.54)

(4.4.55)

(4.4.56)

(4.4.57)
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Conclusion caso 3

El primer factor de la ecuacion (4.4.57) describe el movimiento de un péndulo que oscila con y
una frecuencia k=\[%. El segundo término es un vector unitario n# que gira con la

frecuencia @ = wsenA y describe la rotacién en el plano de oscilacion.

V
F=|- —z—y- senkt + L coskt |n(t) (4.4.58)
7(t) = sen(at)é, +cos(ar)é. (4.4.58)

La ecuacion (4.4.57) también nos dice en que direccién del plano de oscilacién gira el péndulo.
Para hemisferio norte senA >0, y después de un tiempo corto senat >0 y cosar >0, es

decir, el plano oscilacién gira en sentido horario. Un observador en el hemisferio del sur vera el

péndulo girando en sentido antihorario, por que senA < 0

Ejemplo numérico caso 3

Hemisferio Norte

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 3 son

V
x(1)= ——%.senkt + Lcoskt |senat (4.4.59)

V
Y1) =| - % senkt + L coskt |cos at (4.4.60)
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Con los valores mostrados en la tabla 5 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.59) y

(4.4.60) resultan:

Tabla 5

-0,5 2 1,237 60 9,81 0,40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio norte

0 (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2cos( 4,04e-
1t))*seni Ot } [-1,237"sen| 4,04e-1tj+2cos| 4,04e-1t}j*cos [ Ot }

w12 (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-
1tj)'sen| 1,8e-5t } {-1,237*sen( 4,04e-1t}+2*cos| 4,04e-1t}j"cos { 1,8e-5t ]

6 (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-
1t})*sen | 3,6e-5t ) -1,237"sen| 4,04e-1t)+2*cos| 4,04e-1t})*cos | 3,6e-5t |

v (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-

1t))*sen | 5,1e-5t | {-1,237*sen| 4,04e-1t}+2*cos( 4,04e-1t}j*cos ( 5.1e-5t

3 (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-
1t))*sen ( 6,3e-5t | {-1,237*sen|{ 4,04e-1t}+2*cos| 4,04e-1t])"cos [ 6,3e-5t |

Sw/12 (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-
1tj)*sen ( 7,02e-5t } {-1,237"sen| 4,04e-1tj+2°cos| 4,04e-1t}) cos { 7,02e-5t }

2 (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-
1t))*sen ( 8,9e-5t | -1,237"sen| 4,04e-1t}+2*cos| 4,04e-1t})‘cos | 8.9e-5t |

Hemisferio Sur

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 3 son

4
x(t)=| - iy senkt + Lcoskt |senat (4.4.61)
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V
y()=| - %senkt+Lcoskt cosat (4.4.62)

Con los valores mostrados en la tabla 6 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.61) y

(4.4.62) resultan:

Tabla 6

-0,5 2 1.237 60 9,81 0,40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio sur

0 (1,237"sen( 4,04e-1t)-2*cos( 4,04e-1t))*sen(
0t) (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-1t))*cos ( Ot )
W12 (1,237"sen( 4,04e-1t)-2*cos( 4,04e-1t))*sen
( 1,8e-5t) (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-1t))*cos ( 1,8e-5t)
—w6 (1,237*sen( 4,04e-1t)-2"cos( 4,04e-1t))*sen
( 3,6e-5t) (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-1t))*cos ( 3,6e-5t )
w4 (1,237*sen( 4,04e-1t)-2*cos( 4,04e-1t))*sen
(5,1e-5t) (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-1t))*cos ( 5,1e-5t) |
3 (1,237"sen( 4,04e-1t)-2*cos( 4,04e-1t))*sen
- (6,3e-5t) (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2"cos( 4,04e-1t))*cos ( 6,3e-5t )
Sw/l12 (1.237*sen( 4,04e-1t)-2*cos( 4,04e-1t))*sen
- (7,02e-5t ) (-1,237*sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-1t))*cos ( 7,02e-5t )
w2 (1,237*sen( 4,04e-1t)-2*cos( 4.04e-1t))*sen
- ( 8,9e-5t) (-1,237"sen( 4,04e-1t)+2*cos( 4,04e-1t))*cos ( 8,9e-5t )
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Grafica 5
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Grafica 6
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CASO 4

El péndulo es lanzado desde el origen de coordenadas tal que en el tiempo =0 es lanzado

con velocidad inicial Vo , V0 Entonces las condiciones iniciales son:
y X

x, =0, X =V (4.4.63)
v, =0, o=V, (4.4.64)

Partiendo de la solucién general:

x=A, cos(a - k)t + Azsen(a — k) + Bl cos(a + k)t + sten(a + k)t (4.4.65)

y=—Asen(a — k)t + A2 cos(a — k)t — Blsen(a + k)t + 32 cos(a + k)t, (4.4.66)
Reemplazando la condicién inicial xo =0 en la ecuacion (4.4.65), obtenemos
B =-4 (4.4.67)
Reemplazando la condicién inicial yo =0 en la ecuacion (4.4.66), obtenemos

B =-4 (4.4.68)
2 2

De la condicién inicial xo =V0 y la derivada de la ecuacién (4.4.65) cuando (=0
X
obtenemos :
14
0x

— — k) — = —-— 4.4.69
Vo; = A2 (a—k) Az(a +k)=> A2 % ( )

De la condicién inicial yo =V0y y la derivada de la ecuaciéon (4.4.66) cuando =0

obtenemos :



12

Vv
V =-A(a- -

o ](a k) + Al(a +k)= Al o (4.4.70)
reemplazando las expresiones de las ecuaciones (4.4.69) y (4.4.70) en las ecuaciones (4.4.65)

y (4.4.66) tenemos:

Vo 4 Vo 4
=2 — k)t ——2% sen(a — k)t ——2cos(a + k)t + =2 sen(a + k)t 4.4.71
X cos(a ) ok sen( ) oy ( ) ok sen( ) ( )

VO Vo VO vV
=——2g — k)t — 2 cos(a — k)t +—2L sen(a + k)t + —*cos(a + k)t 4472
sen(a — k) P ( ) stn( ) ok ( ) ( )

Reduciendo términos tenemos:

vV 4
: senkt
x =2 cosatsenkt + -IOC—) senatsenkt = (VOK cosal + Voysenat) (4.4.73)
14 V
0 senkt
y =— % senatsenkt + —k—ycos atsenkt = (— Vosenat +V,, cosat) (4.4.74)

Las dos ecuaciones pueden ser combinadas en una ecuacion vectorial.

. Senkt ! !
r= (V. cosat+V_ senat)e +(-V_ senat+V cosat)e (4.4.75)
0x Oy 1 Ox Oy 2

Conclusion caso 4

El primer factor de la ecuacion (4.4.75) describe el movimiento de un péndulo que oscila con

una frecuencia k = \/% .
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Ejemplo numérico caso 4

Hemisferio Norte

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 4 son

senkt

x(t) = p (Vox cosal + Voysenat) (4.4.76)
senkt
y(t) = p (— Vio.Senad + Voy cos at) (4.4.77)

Con los valores mostrados en la tabla 7 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.76) y

(4.4.77) resultan:

Tabla 7

0,5 0.5 60 9,81 0,40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio norte

Y | 1.237"sen( 4,04e-1t)*(cos( Ot )+sen(0t)) 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos( Ot )-sen(Ot))
12 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos( 1,8e-5t )+sen (
1,8e-5t)) 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos( 1,8e-5t )-sen ( 1,8e-5t ))
6 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos(3,6e-5t )+sen (
3,6e-5t)) 1.237"sen( 4,04e-1t)*(cos(3,6e-5t )-sen ( 3,6e-5t))
4 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos ( 5,1e-5t )+sen (
o 5.,1e-5t)) 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos ( 5,1e-5t )-sen ( 5,1e-5t ))
1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos (6,3e-5t )+ sen (
w3 6,3e-5t)) 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos (6,3e-5t )- sen ( 6,3e-5t ))
1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos (7,02e-5t )+sen (
5n/12 7,02e-5t )) 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos (7,02e-5t )-sen ( 7,02e-5t ))
1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos( 8,9e-5t )+ sen (
n2 8,9e-5t ) 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos( 8,9e-5t )- sen ( 8,9e-5t ))
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Hemisferio Sur

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 4 son

senkt
x(t) = P (Vox cosal + Voysenat) (4.4.78)

_ senkt

)=

(— Voesenat +V,; cos at) (4.4.79)

Con los valores mostrados en la tabla 8 para diferentes latitudes A las ecuaciones (4.4.78) y
(4.4.79) resultan:

Tabla 8

0,5 05 60 9,81 0,40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio sur

y 1,237*sen| 4,04e-1t)*(cos| Ot }-sen{Ot}) 1,237*sen| 4,04e-1t)*(cos( Ot J+sen(Ot}}
w12 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos( 1,8e-5t )-sen (
1,8e-5t }} 1.237"sen( 4,04e-1t)*(cos( 1,8e-5t j+sen | 1,8e-5t J]
/6 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos(3,6e-5t )-sen (
- 3.6e-5t J} 1,237*seni 4,04e-1t}j*(cos(3,6e-5t j+sen | 3.6e-5t |}
4 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos ( 5,1e-5t )-sen (
B 5,1e-5t }} 1,237*sen| 4,04e-1t)*(cos [ 5,1e-5t j+sen [ 5,1e-5t
3 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos (6,3e-5t )- sen (
B 6,3e-5t }) 1.237"sen| 4,04e-1t)*(cos (6,3e-5t J+ sen ( 6,3e-5t
/12 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos (7,02e-5t )-sen (
- 7,02e-5t j} 1,237"san| 4,.04e-11)"(cos (7.02e-5t )+sen ( 7,02e-5t ))
2 1,237*sen( 4,04e-1t)*(cos( 8,9e-5t )- sen (
B 8.9e-5t Ji 1,237*sen| 4,04e-1t}*icosi 8,9e-5t }+ sen [ 8,9e-5t }}
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Grafica 7
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Grafica 8

Caso 4 - Hemisferio Sur

ult) *\
:1,5 i

Fall
vy 11111 rrnririni

05 y XY

T F vy EX 171

-0,5




117

CASO 5

El péndulo es desplazado una distancia L en direccién positiva del eje x ; desde dicha

posicion se le lanza con una velocidad inicial Vo perpendicular al eje X . Entonces las
y

condiciones iniciales son:

x =1, x =0 (4.4.80)

y =0, y =V (4.4.81)
Partiendo de la solucion general:

x=A, cos(a —k)t+ Azsen(a -k + Bl cos(a + k)t + sten(a + k)t (4.4.82)
y=—Asen(a — k)t + A2 cos(a — k)t — Blsen(a + k)t + 82 cos(a + k)t (4.4.83)
Reemplazando la condicién inicial yO =0 en la ecuacion (4.4.83), obtenemos

B =-A4 (4.4.84)

Reemplazando la condicion inicial x0 =0 en la ecuacion (4.4.82), obtenemos

B] + Al =L (4.4.85)
De la condicién inicial )'co =0 vy la derivada de la ecuacion (4.4.82) cuando ¢ = (0 obtenemos :
A =0 (4.4.86)

De la condicion inicial yo = VOy y la derivada de la ecuacion (4.4.83) cuando ¢ = 0 obtenemos:



VOy =—Al(a—k)—B](a+k)

pero sabemos que:

Bl+Al=L:>BI=L—A]
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(4.4.87)

(4.4.88)

reemplazando las expresiones de las ecuaciones (4.4.88) en (4.4.87) obtenemos:

B V0y+ L(a +k)

' 2k

_ Lk-a) Yo
= 2k

B

(4.4.89)

(4.4.90)

reemplazando las expresiones de las ecuaciones (4.4.89) y (4.4.90) en las ecuaciones (4.4.82)

y (4.4.83) tenemos:

'y Ltk—-a)-V
x= Oy+ Lia+k) cos(a — k)t +| ———— D cos(a + k)t
2k 2k
4 Lk—-a)-V
y=-- 0_y+L(Lk) sen(a—k)l— _ 24 sen(a+k)t
2k 2k

Reduciendo términos obtenemos:

L
x = [_O’i £ ]senatsenkt + Lcosat cos kt

V +La
y= Oy |cosarsenkt — Lsenat coskt
k

(4.4.91)

(4.4.92)

(4.4.93)

(4.4.94)
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Las dos ecuaciones pueden ser combinadas en una ecuacion vectorial.

V0y+La

=~y
Il

1
senatsenkt + L cosat cos kt El +..

VO I (4.4.95)
Y Z @ cos atsenkt — Lsenat cos kt é’2

Conclusion caso 5

El primer factor de la ecuacion (4.4.95) describe el movimiento de un péndulo que oscila con y

una frecuencia k = ‘[% .

Ejemplo numérico caso 5

Hemisferio Norte

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 5 son

V

x(t) = M senatsenkt + L cos at coskt (4.4.96)
V0 +La

y(1) = _yk — |cos atsenkt — Lsenat cos kt (4.4.97)

Con los valores mostrados en la tabla 9 para diferentes latitudes 2 las ecuaciones (4.4.96) y

(4.4.97) resultan:



Tabla 9

0,5

2 60 9,81

0,40435

7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio norte

0 (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(0t (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen( Ot )- |
J+2*cos(4,04e-1t j*cos(Ot} 2"cos(4,04e-1t J*'cos(Ot}
V12 (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(1,8e- (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(1,8e-
= 5t}+2*cos(4,04e-1t J"cos(1,8e-5t t) 5t)-2*cos|4,04e-1t J*cos(1,8e-5t t}
26 (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(3,6e-5t  [(1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(3,6e-5t
J+2*cos|4,04e-1t J*cos(3,6e-5t) }-2*cos{4,04e-1t J*cos(3,6e-5t)
wa (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(5,1e-5t  |(1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(5,1e-5t
j+2*cos({4,04e-1t J*'cos|5,1e-5t) }2*cos{4,04e-1t J*cos(5,1e-5t}
3 (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(6,3e- (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(6,3e-
5t)+2*cos(4,04e-1t J"cos(6,3e-5t) 5t)-2*cos(4,04e-1t J*cos(6,3e-5t)
S/12 (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(7,02e- |(1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(7,02e-
5t)+2*cos(4,04e-1t J"cos(7,02e-5t } 5t)-2"cosi4,04e-1t J*cos(7,02e-5t §
2 (1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(8,9e-5t |(1,237+0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(8,9e-5t
J+2"cosi4,04e-1t )*cos(8,9e-5t ) }2*cos(4,04e-1t J*cos(8,9e-5t )

Hemisferio Sur

Sabiendo que las solucién con las condiciones iniciales para el caso 5 son :

oy+ Lo
_y~l—(__ senatsenkt + L cosat cos kt

V +La

Oy

y:

cosarsenkt — Lsenat cos kt

(4.4.98)

(4.4.99)




Con los valores mostrados en la tabla 10 para diferentes latitudes A4 las ecuaciones (4.4.98) y

(4.4.99) resultan:

Tabla 10

0.5

2 60 9,81

0.40435 7,27E-05

Ecuaciones paramétricas para diferentes latitudes en el hemisferio sur

0 -(1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen( Ot (1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen( Ot
)*+2°cos(4,04e-1t )*cos(Ot) )*+2"cos(4,04e-1t )*cos(Ot)
w12 -(1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(1,8e- (1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(1,8e-
5t)+2*cos(4,04e-1t )*cos(1.8e-5t t) 5t)+2*cos(4,04e-1t)*cos(1,8e-5t t)
6 -(1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(3,6e-| (1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(3,6e-5t
- 5t )+2*cos(4,04e-1t )*cos(3,6e-5t) )+2*cos(4,04e-1t )*cos(3,6e-5t)
w4 -(1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(5,1e-| (1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(5,1e-5t
5t )+2*cos(4,04e-1t )*cos(5,1e-5t) )*+2*cos(4,04e-1t )*cos(5,1e-5t)
3 -(1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(6,3e- (1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(6,3e-
B 5t)+2*cos(4,04e-1t )*cos(6,3e-5t) 5t)+2*cos(4,04e-1t )*cos(6,3e-5t)
-(1,237-0.000093)*sen( 4,04e-
—Sw/12 1t)*sen(7,02e-5t)+2*cos(4,04e-1t (1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(7,02e-
)‘cos(7,02e-5t ) 5t)+2*cos(4,04e-1t )*cos(7,02e-5t )
) -(1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(8,9e-| (1,237-0.000093)*sen( 4,04e-1t)*sen(8,9e-5t
- 5t )+2*cos(4,04e-1t )*cos(8,9e-5t ) )*+2*cos(4,04e-1t )*cos(8,9e-5t )
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Grafica 9

Caso 5 — Hemisferio Norte
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Grafica 10

Caso 5 - Hemisferio Sur
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

¢ De la ecuacion (3.4.13) en el hemisferio norte y la ecuacién (3.4.26) en el hemisferio sur

para un objeto que es soltado desde una altura A con velocidad inicial cero, se concluye
que la desviacién d respecto a la vertical que sufre el objeto al caer debido a la rotacion
de la tierra estara dirigida en direccion este (eje + y’) tanto en el hemisferio norte y

hemisferio sur.

¢ De la gréfica caso 1 — capitulo 3 se observa que un objeto que cae desde una misma

altura h en diferentes latitudes 1 sobre la tierra (tablas 1 y 2), experimenta una
desviacion d respecto a la vertical debido a la rotacién de la tierra; sera maxima en el
Ecuador ( A =0rad )y cero cerca a los polos y esta dirigida en direccion este (eje + ")

tanto para el hemisferio norte y hemisferio sur.

¢ De la grafica caso 2 — capitulo 3 se observa que un objeto que cae sobre la tierra a una

latitud A (tablas 3 y 4) la desviacién d que experimenta respecto a la vertical debido a al
rotacion de la tierra aumentara al aumentar la altura /2 y esta dirigida en direccion este

(eje + y') tanto para el hemisferio norte y hemisferio sur.

¢ De la ecuacion (3.4.36) en el hemisferio norte y la ecuacion (3.4.49) en el hemisferio sur

para un objeto que es lanzado verticalmente hacia abajo desde una altura 4 con
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velocidad inicial v, diferente de cero, se concluye que la desviacion d respecto a la
vertical que sufre el objeto al caer debido a la rotacién de la tierra estara dirigida en

direccion este (eje + ') tanto en el hemisferio norte y hemisferio sur.

De la grafica caso 3 — capitulo 3 se observa que un objeto que es lanzado verticalmente

hacia abajo con velocidad inicial v, desde una misma altura 4 en diferentes latitudes 1
sobre la Tierra (tablas 5 y 6) experimenta una desviacion d respecto a la vertical debido
a la rotacion de la tierra; sera maxima en el Ecuador ( A =0 rad ) y cero cerca de los
polos y estd dirigida en direccion este (eje + )') tanto para el hemisferio norte y

hemisferio sur.

De la gréafica caso 4 — capitulo 3 se observa que un objeto que es lanzado verticalmente

hacia abajo con velocidad inicial v, diferente de cero a una latitud A (tablas 7 y 8).
La desviacion d que experimenta respecto a la vertical debido a la rotacion de la tierra y
aumentara al aumentar la altura 4 y esta dirigida en direccion el este (eje + )’) tanto en

el hemisferio norte y hemisferio sur.

De la gréfica caso 5 — capitulo 3 se observa que un objeto que es lanzado verticalmente

hacia abajo con velocidad inicial v, diferente de cero desde una altura 4 y latitud A
(tablas 9 y 10). La desviacion d que experimenta respecto a la vertical debido a la
rotacién de la tierra; aumentara al aumentar la velocidad inicial v, de lanzamiento y esta

dirigida en direccion este (eje + )') tanto en el hemisferio norte y hemisferio sur.

De la ecuacion (3.4.65) en el hemisferio norte y la ecuacion (3.4.79) en el hemisferio sur

para un objeto que es lanzado verticalmente hacia arriba con velocidad inicial v, , se
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concluye que fa desviacion d respecto a la vertical que sufre el objeto al caer sobre Ia
superficie de la tierra debido a la rotacion de ella estard dirigida en direccion oeste

(eje - ') tanto en el hemisferio norte y hemisferio sur.

De la gréfica caso 6 — capitulo 3 se observa que un objeto que es lanzado verticalmente

hacia arriba con velocidad inicial v, a diferentes latitudes A (tablas 11 y 12) experimenta
una desviacion d respecto a la vertical al caer sobre la tierra debido a la rotacion de ella;
sera maxima en el Ecuador ( A =0 rad ) y cero cerca de los polos y esta dirigida en

direccion oeste (eje - ') tanto para el hemisferio norte y hemisferio sur.

De la grafica caso 7 —capitulo 3 se observa que un objeto que es lanzado verticalmente
hacia arriba en una latitud A (tablas 13 y 14) experimentara una desviacion d respecto a
la vertical al caer sobre la superficie de la tierra debido a la rotacion de ella; la

desviacién d se incrementara al aumentar la velocidad inicial v, de lanzamiento y esta

dirigida en direccion oeste (eje - ') tanto en el hemisferio norte y hemisferio sur.

De la ecuacion (3.4.88) en el hemisferio norte y la ecuacion (3.4.99) en el hemisferio sur

para un objeto que lanzado horizontalmente con velocidad v, en direccion este, se
concluye que la desviacion d respecto a la direccién de movimiento debido a la rotacion

de la tierra es hacia la derecha en el hemisferio norte y hacia la izquierda en el

hemisferio sur.

De la gréafica caso 8 — capitulo 3 se observa la proyeccion del movimiento en el plano

x' y' de un objeto que es lanzado horizontalmente en direccion este con velocidad

inicial v, a diferentes latitudes A (tablas 15 y 16). La desviacion d que experimenta el
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objeto sera maxima cerca a los polos y cero en el Ecuador ( A =0 rad ) y estara dirigida

hacia la derecha del movimiento en el hemisferio norte y hacia la izquierda del

movimiento en el hemisferio sur.

De la ecuacion (3.4.110) en el hemisferio norte y la ecuacién (3.4.122) en el hemisferio
sur para un objeto que lanzado horizontalmente con velocidad v, en direcciéon oeste, se
concluye que la desviacion d respecto a la direccion de movimiento debido a la rotacion

de la tierra es hacia la derecha en el hemisferio norte y hacia la izquierda en el

hemisferio sur.

De la ecuacion (3.4.132) en el hemisferio norte y la ecuacién (3.4.145) en el hemisferio

sur para un objeto que es lanzado parabdlicamente sobre la superficie de la tierra
haciendo un angulo g con la direccién este y con velocidad inicial v,, se concluye que
la desviacion d que experimenta el objeto sera hacia la derecha de la direccion de
movimiento en el hemisferio norte y hacia la izquierda de la direccién del movimiento en

el hemisferio sur.

De la grafica caso 10 — capitulo 3 se observa la proyeccion del movimiento en el plano
X' y' de un objeto que es lanzado parabdlicamente en direccion este con un angulo gy
velocidad inicial v, en diferentes latitudes A (tablas 19 y 20). La desviacion d que
experimenta el objeto debido a la rotacién de la tierra sera maxima cerca de los polos
( A = -n/2; n/2 rad) y cero en el Ecuador ( A =0 rad ) y estara dirigida hacia la derecha
del movimiento en el hemisferio norte y hacia la izquierda del movimiento en el

hemisferio sur.
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De las ecuaciones vectoriales dadas en (4.2.16); (4.4.37); (4.4.57); (4.4.75) y (4.4.95)
que describen el movimiento del péndulo para diferentes condiciones iniciales, se puede

observar que el péndulo oscila en un plano vertical que gira con periodo de rotacion

T= 0/1 dada en la ecuacion (3.4.16.1), la amplitud de oscilacion L depende las

condiciones iniciales impuestas a nuestro problema.

Las ecuaciones vectoriales dadas en (4.2.16); (4.4.37); (4.4.57); (4.4.75) y (4.4.95)
indican también en que direccién del plano de oscilacion gira el péndulo, en el

hemisferio norte el sentido sera horario y en el hemisferio sur sera antihorario.

De la ecuacion (4.4.16) se puede observar que el plano de oscilacion del péndulo no
experimenta una rotacién en respecto al plano de oscilacién en el Ecuador, mientras
que cerca de los polos el periodo de rotacién del plano de oscilacién disminuye, y es

igual al periodo de rotacién de la tierra.

Con la condicién dada en la ecuacion (4.3.8), que describen el movimiento del péndulo,

este siempre pasaran por el origen de coordenadas.

De la grafica 1 hasta la grafica 8 del capitulo 4 se puede apreciar el sentido de giro del
movimiento del péndulo sobre el plano de oscilacién aprecidandose que para en todos

estos que en el hemisferio norte el sentido de giro seré horario y en el hemisferio sur

sera antihorario.

La grafica 9 y grafica 10 representa el movimiento que describe el péndulo cuando es
soltado con una Vvelocidad inicial Vo perpendicular al desplazamiento inicial L. La

direccion del movimiento del péndulo estara dada por la direccion de la velocidad inicial
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Vo y puede ser horario y antihorario ( ver el comportamiento de la velocidad en la

grafica)



130

BIBLIOGRAFIA

¢ Walter Greiner, Classical Mechanics. New York, Springer (2003)

¢ Walter Hauser, Introduccién a los principios de mecanica. México, Editorial Hispano-
Americana.

¢ Jerry B. Marion, Dindmica clasica de particulas y sistemas. Barcelona, Editorial Reverte
(1975)

¢ Keith Simdn, Mecanica. Espafa, editorial Aguilar (1970).

¢ Frank Ayres, Ecuaciones diferenciales. México, McGraw-Hill (1973).

¢ E.J. Hinch, Perturbation Methods. Cambridge University Espress (1995).

¢ George Arfken, Mathematical Methods for Phisicists. New York, Academic Express.



