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Introduccion

Los problemas de valores propios son una clase especial de problemas con
valores en la frontera que son comunes en el contexto de problemas en la
ingenieria que provocan vibraciones, elasticidad y otros sistema oscilantes.
Ademas se usan en una ampha variedad de contextos en ingenieria que van mas
alla de problemas de valores de frontera. Antes de describir un método nimerico
para resolver estos problemas, presentaremos alguna informacion general como
antecedente, esta incluye el analisis de la importancia tanto matematica como

ingenieril de los valores propios.

Dado una matriz cuadrada A4, en el presente inforine se estudia una técnica para

el calculo de los vectores no nulos x y los escalares A que cumplen la siguiente

propicdad

A3 Ax (1)

el par ( A, x ) es llamado un par propio que consiste en un valor propio 4 y su
correspondiente vector propio x. El conjunto de todos los valores propios para
una matnz es llamado el espectro de la matnz, observe que s1 x es un vector

propio de A4, entonces también lo es cualquier multipo de x, en efecto:

HAX)=k(2x)=2(kXx)

ACkx)=A(kx)

Por lotanto ( A, k x ) es un par propro s1 ( A , x ) es un par propi1o. Para eliminar



esta multiplicidad, el vector propio puede ser normalizado de forma que ||x||=1.
S1 x esta normalizado con norma euchdiana igual a 1, el problema de valores

propios puede ser establecido de la siguiente manera.

Encontrar los vectores x y los escalares A que cumplan la siguiente propiedad

Ax = 21x: % ex =1 (2)

S1 A es una matriz » x n entonces (2) consiste de n+1 ecuaciones y n+l
incognitas; las incognitas son las n compenentes xg, x2, X3, ... X, de X y el escalar
A. La ecuacion (2) es no lineal puesto que involucra el producto A x (entre el
escalar no conocido y el vector no conocido) tal caso tambien ocurre en el
producto x' x. Mediante los algoritmos para resolver un sistema de ecuaciones
no lineales se puede aplicar la ecuacion (2) , sin embargo técnicas mas
eficientes han sido desarrolladas para explotar la estructura de los problemas de

valores propios.

Antes de estudiar estas técnicas discutiremos algunas aplicaciones de pares

propios.

La solucion de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes puede
ser expresada en términos de los pares propios de los coeficientes de la matriz.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

f%%fl-z 2u(t) + 6v(r) 3)
dvd(:)_—_ —2u(t) — Sv(r) .

buscamos una solucion de la forma



u(t) =ex) y v(t) = ex; (4)

donde x;, x3, y A son constantes independientes de 7. Substituyendo (4) en la

ecuacion (3) obtenemos

lehx1= Ze“xl +6€’UX2

AeMx,= —2eMxy — Se¥x;
Cancelando el factor comun €* obtenemos la relacion

Q.X; + 6.1’2—‘: A.X'[

(3)
*211 — S.XZ: hz

Utilizando la notacion matriz-vector (S) puede ser escrito como

2 6 X1 _‘ _ 3 ]
-2 =5 X2 N A2

Por lo tanto si u(t) = €*x; y v(f) = €¥x> es una solucion de la ecuacion

diferencial (3), entonces (A, x ) €s un par propio para los coeficientes de la matnz

Reciprocamente s1 ( A, X ) es un par propio de los coeficientes de la matnz

entonces u(t) =€¥x;, v(t) =€*x, es una solucion de la ecuacion diferencial.

En la siguiente seccion mostraremos que la matnz A tiene 2 pares propios



2 .
fl=-l,5c=l: }raz—z,x—[E'J
~1 2

una solucion de la ecuacion diferencial (3), correspondiente al valor propio A =

-1 es
u(t) =2€'y v(t) = -
mientras que una solucion para el valor propio A = -2 es
u(t) = -3e 2y v(1) = 2e%

utithzando la notacion vectonal, estas soluciones pueden ser expresadas de la

siguiente manera

B 9
RECHI I } ) ii u(t) }:6_2, 3
B v(t) ] A ~1 v(t) | 2 o)

La solucton general de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de prumer

orden es una combinacion lineal de cualquier par de soluciones linealmente

independientes.

Asi la solucion general para (3) es

— 2 e
i :! — c;e_‘[ e + e ; (6)
L) -1 ] | 2

donde ¢, y ¢, son constantes arbitranas. St los valores de 'y v son especificados

algunas veces para f = 0, estas constantes podran ser calculados. Por ejemplo



dada la condicion inicial
u©) =7 y v0) =4 (7)

entonces substituyendo =0 en (6) se obtiene Ila relacion

- &) 3 ]
e

luego :

R R

la solucion de este sistema lineal es ¢; =2 y ¢2 = -1, de (6) tenemos que la

solucion de la ecuacion diferencial (3) que satisface la condicion inicial (7) es

[ u(t) ] e .?.e.'"l: 2 ] . e"z"ir -3 B
v(1) -1 2

.

En algunas aplicaciones, la solucion exacta de la ecuacion diferencial no es tan
importante como el comportamiento cuahtativo de la solucion. Puesto que ¢ y
e~ se aproximan a cero cuando t crece, tenemos que para cualquier eleccion de
ci y C2, la solucion (6) de la ecuacion diferencial (3) se aproxima a cero cuando t
se¢ hace muy grande. Decimos que # = 0 y v = 0 es un punto de equilibrio estable
para la ecuacion diferencial. En general es un punto de equihibrio estable para
una ecuacion diferencial lineal, si cada valor propio del coeficiente matncial
tiene parte real negativa (los valores propios pueden ser nimeros complejos). Asi

el comportamiento cualitativo de la solucion de una ecuacion diferencial lineal



depende de los signos de los valores propios.

Los valores propios estan relacionados con las propiedades de las estructuras.
Cuando una fuerza o una carga es aplicada a lo largo de una viga cuyos soportes

estan en sus extremos, uno fijo y el otro con desplazamiento.

Figura 0]

Cuando la carga llega a un valor critico A,. A medida que la carga se incrementa,

se alcanza un segundo punto critico, donde la barra puede vibrar en la

configuracion siguiente

_ w

HOE

Figura (02

Fisicamente para que se genere esta nueva configuracion, se debe producir un
ligero impulso, este debe estar colocado a la mitad de la barra, cada carga que

genera un nuevo estado es un valor propio del problema de valores de frontera.

Un problema de valores propios para la figura 01 puede tener la siguiente forma:
Encontrar todas las funciones x(t) que no sea identicamente nula y todos los

escalares A que satisfacen la ecuacion

_dx(t) _

0 Ax(1) , 0<1<] (9)




con la condicion x(0) = x(1) = 0 . En este modelo t es la medida de la distancia a
lo largo de la viga y x(t) es un momento angular de la viga ver la figura 02.
Teoncamente existe un nimero infinito de estados donde la viga se pandea, pero
en la practica, la viga puede romperse despues que la carga exceda el valor
propio mas pequeiio 4;. Con una viga buckling , lo mas interesante es el valor de
A. La ecuacion (9) puede ser transformada en un problema de valores propios de

una matriz usando la técnica de diferencias finitas. El intervalo [0, 1] es

particionado en N subintervalos de longitud -;1— . Sea #; = iAr que denota un punto

de la particion y sea x; que denota a x(¢;) , la segunda derivada en la ecuacion

(9) tiene como aproximacion

C{','ll(iz e Xi+] -Zx,— + X
di? (Ar)?

Esta sustiticion en la ecuacion (9) nos lleva a la relacion 4 x = A x, donde A4 es

una matrnz tndiagonal (N-1)x(N-1)

[ 2 90 o—;
fE T N R A S
0 -~ ™~ 0 0 0 |
A= (10)
0 0 0 0
l 0 0 o0 2
0 0 0 12 |

Cuando N es muy grande, el valor propio mas pequefio de la matriz A se
aproxima al valor mas pequefto del problema del valor de frontera (9) . Asi

cuando N es grande el valor mas pequefo de A se aproxima al punto de quicbre

de la estructura



Capitulo 1.

Definiciones Previas

I.1 Preliminares

El campo R de los numeros reales tiene el defecto de que un polinomio de

grado n con coeficientes reales no necesariamente tiene ceros (0 raices ) reales.
Por ejemplo, el polinomio p(x)= x2-2x + 2 carece de ceros reales. Esto se supera
extendiendo el campo de modo que contenga al eclemento (no real) i. Este

elemento se caracteriza por la ecuacion i = -1. El campo que se obtiene de esta

manera se denota con T | y sus elementos se llaman numeros complejos. Estos

numeros tienen la forma
y=a+1f (a, f numeros reales)

El conjugado y el modulo de 7 se definen, respectivamente, por

7y =a-1p

Observeque y =y Y ¥ ¥ =1}

El campo C 1o tiene la deficiencia ya mencionada de los nimeros reales. Es

mas, s¢ cuenta con el tecorema fundamental del algebra, el cual establece que

todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene al menos un cero



plano complejo. Una de sus consecuencias es que todo polinomio de grado n se

puede descomponer como un producto de n factores lineales.

n
El espacio vectonal C e compone de todas las n-uplas complejas tales como

23 t
X = (X], s Xn)

donde xje C para 1<) < n. S1 el vector complejo x se multiplica por el nimero

complejo A, el resultado es otro vector complejo, a saber,

% - (b g}

n
De esta manera, podemos considerar a € comoun espacio vectorial sobre el

0
campo de escalares € enel espacio € | el producto interno y la norma
euclhdiana se definen, respectivamente, como

@)= x5y Yy M= Jeex)

Observe que

(x’y>= (Y, I) y (x, A'y> = (xa}’)

(x+3,2) =(x2) + (,2)

S1 A es una matnz con elementos complejos, con 4* denotamos su conjugada

transpuesta: (4*);= (4);; - En particular, si x es una matriz de orden n x 1 (o0



vector columna), entonces x*=(x)’ es una matriz de 1 x n (o vector fila), y

yx=(x,y) =in Yi
=1

n n
xtx=x)=lxl3= D xi %= ) Jxil’
=1 i=1

Sea T: V-V una transformacion lineal. En muchas aplicaciones es 1itil encontrar

un vector v en V tal que Tv y v sean paralelos. Es decir , se busca un vector v y

un escalar A tal que
Tv =1v (1.1)

Si1 v+ 0y A satisface (1), entonces A se llama un valor propio de T y v se llama
un vector propio de T correspondiente al valor propio A. El proposito de este
mforme es investigar las propiedades de los valores propios y vectores propios

S1 V tiene dimension finsta, entonces T se puede representar por una manz A.

Por esta razon se estudiaran los valores propios y vectores propios de las matrices

nXxI.

Definicion 1.1. Un vector v + 0 en R se llama vector propio de una matniz

Amn=(a;) siexiste 1 ¢ R tal que

Av=21v (1.2)

y, €l nimero A se le llama valor propio de la matnz A, el valor propio A

10



corresponde al vector propio vy, viceversa. Entonces para tcdo@w =a v con a +

0, tiene A ® = A @ esto es todo miltiplo de un vector propio también es un

vector propio.

La ecuacion (1.1) es equivalente a:

anVvy + apvy + ..+ AppVp = 1V| Vi
ayvy + apvsry + ... + a»xnpVp = le V2
az1vy + axpvy + ... + aA31Vp = 1V3 , V= v (13)
anIVi + appvaz + ... + Qp1Vap = an Vp

Estas ecuaciones pueden reescnbirse como un sistema homogéneo de ecuaciones
pasando los términos Av; a la 1zquierda. Recordemos por otra parte, que un
sistema homogéneo de ecuaciones solo tiene solucion distinta de la trivial si el

rango de la matriz es menor que el nimmero de incognitas , lo que implica:

an-l 1?2 d1n
an-A ... a
deA—an =] 2 % o P (1.4)
dni dn? coe ann"l

El conjunto {1,,A2, ..., A5} de soluciones se llaman valores propios de la matnz

A.

Estos valores propios pueden ser reales o complejos y no son necesariamente

todos distintos.

Definicon 1.2. Denominamos degeneracion de un valor propio a su grado de

i1



multiplicidad.

Para determinar los vectores propios asociados a un valor propio hay que sustituir

en el sistema de ecuaciones lineales (1.3) por el valor propio concreto A;. Puesto

que el sistema es compatible indeterminado 1o cual esta garantizado por el hecho
de que det(4 — A) = 0 las ecuaciones no son linealmente independientes (L.I1.) y
la forma de resolver el sistema, en la practica, consiste en dar valores arbitranos

para tantas componentes de los valores propios como indique el valor de la

multiplicidad.

Por ultimo, una vez determinados los vectores propios estos pueden

normalizarse, por ejemplo, tomando la norma euclidea:

Definicion: 1.3. Sea { v, ,...,v, } un conjunto de vectores. El conjunto es L.I. si,

(—):al v1 +°"+anv" :>a]:a2:"':an:0

Teorema 1.4. Si { v; ,...,v, } es un conjunto de n valores LJ. en R ertonces

n [ 4 e
cualquier vector R puede escribirse de manera unica como:

x=fy vy +--+Bnva
para algiin conjunto de constantes B;,---,Ba € R

Demostracion

12



Supongamos que A es la matnz cuyas columnas son { v, ,...,v, }, entonces el

conjunto {v; ,...,v, » €s LI. & Aa = 0 tiene solucion tnica a = 0 < A = v

L1
tiene solucion Unica es decir para todoxe R .
x=fy vy +---+8, v,

para algun conjunto de constantes 8;,---,8, € R

Teorema 1.5 5i A es una matriz y Ai,...,A, son distintos valores propios de A {(es

decir A; + A; si i#j) con los veclores propios asociados { Vi ,...,Va | entonces {

Vi ,...,Vn yesL.IL

Demeostracion

Sean v; ,...,v, los vectores propios correspondientes a los valores propios

A i ,---,A'n .

Avy = ll Vi ,----;A Vp = An Va

donde A; + A;, para todo 1 # ) . Probaremos que son linecalmente independiente,

por induccion matematica. Para n = | es obvio. Supongamos que es cumple para

(n-1) veamos paran :

B vi +--+B,v,=0 (¥

aplicando la matnz A =

A(ﬂ] vy +---+f, V,,)=6

13



PiA vy +---+B,4v, =0

BiAdy vy +---+ 0,4, v, =0 (**)

multiplicando (*) por A, y restando de (**) =

(Al‘An)ﬁl i’l +"'+(A-n-!‘}-n)ﬂn-! i_’rz =(—)

pero A;- A, # 0, para todo i=1,...,n-1 = $;=0 para todo 1 = 1,...,n-1, luego de (*)
se puede afiinar que B, = 0 por consiguiente el comjunto { v, ,....,v, } es

linealmente independiente.

Definicion 1.6. Se dice que un conjunto de vectores { v, ,...,v, } es ortogonal .
Siv; v; =0paratodoi+].Siademasv; v; =1 paratodoi = 1,...,n entonces

el conjunto es llamado ortonormal.

Teorema 1.7. Un conjunto ortogonal de vectores que no contiene al vector cero

es linealmente independiente.

Demostracion

Supongamos que el conjunto { v; ,...,v, } no es linealmente independiente

luego, existe algin B, #0talque B; vy +---+ B, v, ——-6,

4 B  Ba

= V; B, vy — B, Vn
! !

multipicando ambos mienbros por v y, como el conjunto { vy ,...,v, } es

14



ortogonal =

—

=i —,._ Bl— ﬂn-— = =6

70 oV — e g, VneVi
|

lo cual es imposible por ser cualquier vector del conjunto { v, ,...,v, } diferente

de cero. Por consiguiente el comjunto {v; ,...,v, } es linealmente independiente.

nxn
Definicion 1.8. Se dice que dos matrices A , B € B son similares, si existe

X1

una matriz S¢e R no singular con 4 = S BS.

Terorema 1.9. Supongamos que A y B son mafrices similares y que A es un valor
propio de A con el vector propio asociado X. Entonces A es también un valor
propio de B y si A= S'BS entonces Sx es un vector propio asociado a A para la

matriz B.
Demeostracion

Supongamos que x + 0 es tal que
S'BSx=Ax=A1x
al multiplicar a la 1zguierda por la matnz S, obtenemos

B(Sx) =A(Sx)

Puesto que x +# 0 y S es no singular se tiene Sx # 0. Por tanto Sx es un vector

propio de B asociado al valor propio A.

Los valores propios A de una matrz tnangular A, se obtienen de:

15



det(4 - AI)= ﬁ(aﬁ -2)

Teorema 1.10. Sea A una matriz de orden roxn. La matriz A es simétrica si, y
solo si, A es diagonalizable mediante una mairiz ortogonal. Es decir, si existe

una matriz ortogonal Q tal que Q'AQ es diagonal
Demostracion

S1 A es diagonalizable mediante una matnz ortogonal, entonces

D = Q40

ya que Q' = O! por ser ortogonal. Luego A = ODQ' y transponiendo esta

expresion obtenemos

A' = OD'Q' = ODO' = 4

por ser diagonal. Luego A es simétrica.

Reciprocamente supongamos que A es simeétrica. Procedemos por induccion

sobre n. Si1 n=1 la matr1z, de tamafio 1x1, es diagonal, y se puede escribir como

A = I'AI, siendo 1 ortogonal.

Supongamos que toda matriz simétrica de tamarfio (n-1)x(n-1) es diagonalizable

mediante una matriz ortogonal. Sea u; un vector propio de A normalizado

asociado a 1. Entonces existe una base ortonormal {u#; ,...,u, } de R que lo

contiene. Sea T={u, ,...,u; }, claramente T es ortogonal y

AT=[A, uy ,A 2, ... A tin ]

16



Luego la matriz 7°AT se puede escribir por bloques como

A Z
T'AT =
[ & B ] (1)

Como A = A’ se tiene que

T'AT = (rAI)'—-—[ '; ; } (2)

De (1) y (2) se deduce que Z =0 y que B = B*.Como la matriz B es de tamafio

(n-1)x(n-1), por la hipotesis de induccion, existe una matriz ortogonal Q;tal que

QiBQ; = D; siendo D, diagonal. Si construimos la matriz

1 O
R =
20 ]

se cumple que R es ortogonal y

2, 0
RIT'ATR=R‘| 7' R
0 B

17



Por consiguiente A es semejante a una matniz diagonal, por lo tanto es

diagonalizable.

Ademads se observa que 1a matriz de vectores propios Q = TR es ortogonal ya que
es producto de dos matrices ortogonales. Luego exisic una base de vectores

propios ortonormales.

Puesto que se puede construir una base de vectores propios ortonormales de una
matnz simeétrica, diremos que toda matriz simetrica es diagonalizable por una

matnz ortogonal. Es decir s1 A es simétrica entonces existe una matriz ortogonai

Q tal que Q'AQ = D es diagonal.

Teorema 1.11. Sea A una matriz simetrica de orden vixn, entonces los vectores

propios asociados a valores propios distintos son ortogonales respecto al

n
producto escalar canonico de R .

Demeostracion

Supongamos que Au=A u y Av=pu v,con A + u , entonces
Au,v)=Au,v)= Au, )

Au,)=(Aun)v=1ua A%

= @' (A v)={u ,A V)= p, v)

Luego (l-p)(zi , V’=0vy como A # u se tiene que {u , v)=0es deciru y v son

ortogonales.

18



Lema 1.12. Toda matriz simétrica tiene, al menos un valor propio real.

Corolario 1.13. Si A es una matriz simetrica de orden nxn, entonces los valores
propios de A son numeros reales, y existen n vectores propios de A que forman

un conjunto ortonormal.

Demeostracion

Si P=(P;)y st D= (d;) son las matrices especificadas en el teorema anterior,

entonces

D = P'AP = AP = PD

SeaV = (P; i 5eees P,,;) " la i-ésima columna de P, entonces
Av=dy v

y las n columnas de P son vectores propios de A que forman un conjunto

ortonormal.

Al multiplicar el lado izquierdo de esta ecuacion por v' , obtenemos

t

Dado que v' Av y v' v son nimeros reales y que v\ v = 0, el valor propio d;;

también es un numero real.

Definicionl.14 Una matnz simétrica A de orden n x n es definida positiva si

' Ax>0,V ¥ e R — {0}.

Teorema 1.15 Una matriz simétrica A es definida positiva si y solo si todos los

19



valores propios de A son positivos.

Demostracion

Supongamos primero que A es definida positiva y que A es un valor propio de A

con vector propio asociado x. Entonces

0<x A% =1x = ifxl;

Asi que 1>0. En consecuencia, todo valor propio de una matnz definida positiva

es positivo.

Ahora suponga que A es suméirica con valores propios positivos, entonces

existen n vectores de A v' , ... , V" , que forman un conjunto ortonormal y

linealmente independiente. Asi para todo X # 0 existe un conjunto Gnico de

constantes 8,,---,f. no todos ceros tal gue

X = ;ﬁ. V'

multiplicando mienbro a mienbro

xXAdAx = x (Zﬂ;A Vv ) =x" (Zﬂ;l; v’ ) = ZZﬁjﬂ;l;(Vj )' v !

=1 &=l

Pero los vectores v' ,....v" forman un conjunto ortenormal y, por tanto

0,1+ }

(v ) -

i, 1=}

20



y como A4;>0 =

X'4Ax = iiﬁjﬁili(flj )t - il;ﬁ? > 0
=1

=1 i
= A es detinida positiva.

1.2 Los teoremas de Schur y Gershgorin

Hemos dicho que dos matrices A y B son semejantes entre si, cuando existe una
matriz no singular P tal que B = PAP-!. La importancia de este concepto surge
del teorema que establece que dos matrices que representan a tina misma

transformacion lineal, con respecto a dos bases distintas, son semejantes entre si.
Teorema 1.16 Todas las matrices semejantes tienen los mismos valores propios.
Demostracion

Sean A y B dos matrices semejantes, es dectr,
B = PAP™
Vamos a ver que A y B tienen el mismo polinimio caracteristico. Ciertamente,

det(B - A1) = det (PAP - A1)

—det [ P(4 - AN P! ]
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=det P det (A4 - AI) det P!

=det ( A- A1)

Hemos incluido dos hechos basicos en esta prueba: el determinante del producto
de dos matrices es el producto de sus determinantes; el determinante de la inversa

de una matrniz es el reciproco de su determinante.

1.2.1 Factorizacion de Schur

El teorema 1.16 sugiere una estrategia para encontrar los valores propios de A:
convirtiendo A en una mainz B por medio de una transformacion de semejanza,
B=PAP-!, y calculando los valores propios de B. Si B es mas simple que A, el
calculo de sus valores propios quiza sea mas simple. Especificamente s1 B es
triangular los valores propios de B ( y los de A) son simplemente los elementos
diagonales de B. Esto nos lleva de un modo natural al teorema de Schur, segin el
cual la estrategia precedente siempre sera posible (al menos tedricamente).

Recuerde que una matriz U es wunitaria si UU= 1. Aqui, U’ denota a la

conjugada transpuesta de U : (U~ )ij = Uj.  El siguiente es el teorema de Schur.

Teorema 1.17 Toda matriz cuadrada es unitariamente semejante a una matriz

triangular
Demostracion

Procedemos por induccion sobre n, el orden de la matriz A. El teorema es trivial
cuando n =1 . Suponga que el teorema ya se demostré para todas las matrices de

orden n-1 , y considere una matriz A de orden n. Sea A un valor propio de A, y x
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un vector propio correspondiente . No habra pérdida de generalidad si suponemos

que ||x||, = 1. Como es usual, denotamos con &' = (1, O,...,O)T. Sea f = ."’i si

X1

x; +0,y B =1 cuando x; = 0. Por el lema .20 que enunciaremos mas adelante,
hay una matnz unitaria U, tal que Ux=f8 e' . Dado que U es unitaria , U'=U",
B x=U"¢' de modo gue

UAU*=UAB ' x =B 'AUx =2 ¢’

Esto demuestra que la primera columna de UAU® es 2 €' . Sea A la matriz que

se obtiene al eliminar en UAU" la primera fila y la primera columna. Por
hipétesis de induccion, hay una matriz unitaria Q de orden n-1, tal que QAQ" es

tmangular. La matnz unitana con que se reduce A a una forma triangular es

V= U
0 Q

pues

1 0 1 0 1 0 AW 1 0
VAV*= UAU* e )
B i b
1 1o 1 wWo* 1 A WO
| oo 0 40" 0 QA0

En esta ecuacion, w es un vector fila de orden n-1, y los ceros representan

vectores nulos de orden n-1. Como la matniz
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1 0
0 ¢
es unitaria.

Hemos observado esta demostracion no es constructiva, pues apela a (y hace uso

de ) la existencia de valores propios, mas no aborda el problema de como se

pueden calcular.
Corolario 1.18 Toda matriz cuadrada es semejante a una matriz triangular.

Corolario 1.19 Toda matriz hermitiana es semejante unitariamente a una matriz

diagonal.
Demeostracion

Si A es hermitiana, entonces A = A”. Sea U una matriz unitaria tal que UAU” es

triangular superior. En tal caso (UAU")" es triangular inferior. Pero
(UAU ) =U Al - UdU

Asi, la matriz UAU” es ambas cosas, triangular superior y triangular inferior; por

consiguiente, se trata de una matnz diagonal.

4 ST, . : . 2 "3 —
Lema 1.20 La matriz [ - vw es unitaria si y solo si ||v | §=2 ov=0

Demostracion

Para que lamatnz U =1 - VvV  sea unitaria se requiere

[=UU =(- w Y1- W )
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%

Una condicion necesana y suficiente paraque vesque v..v=20vv =0.

Lema 1.21 Sean X yy dos vectores tales que ||X)j, = |[y|l, y (X, y)esreal En

este caso hay una matriz unitaria U de la forma I - W' tal que UX = y.

Demostracion

Si x =y, tomese v=0 . Si X # y, podemos suponer que V = a(i - 57), con a =

)
“i“iﬂz

Esta eleccion de v nos conduce a:

Ux -y=(I-W )x-y=%-W x-y=%x-y-a>(x-y}(x -y )x

=x-y[1a?(x" x-3y x)]

Esta ultima expresion es igual con cero, pues el factor entre paréntesis es nulo.

—F — % +

Yy Yy Yy X=X Y,pues

” - o - — e
Para ver esto, apoyémonos en las hipotesis X X

<x, y> es real para calcular:

-a2(x° % -¥ j"r)-—-l-——:ll—az(i' X+% X-y X-y %)
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:-.1--%-a2(i‘ -3 )& - ¥)

=1-5-a2)x - y}13=0

Nota: S1 se conoce un valor propio A de una matnz a de n x n, entonces la
demostracion del teorema de Schur nos indica como producir una matriz A de

(n-1) x (n-1) que tiene los mismos valores propios que A, salvo A. Este proceso

se conoce bajo el nombre de deflacion.

[.2.2 Localizacion de valores propios

Para detenninar donde se sitian los valores propios, enunciaremos el terorema de

Gershgorin.

Teorema 1.22 El espectro de una matriz A de n x n (es decir el conjunto de sus
valores propios) esta contenido en la union de los siguientes n discos, D;, en el

plano complejo:

n n

=<ze € :lzag|< ) Jayl (1<i<n)
=1
ya

Demostracion
Sea A un elemento del espectro de A. Elija un vector x tal que ||x{|_=1 y Ax=4 Xx.

Sea 1 un indice para el cual [x;}=1. Como (A X).=4 X; , tenemos que
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En consecuencia

(A-a;) X; -——Zaij X;

joi

Tomando valores absolutos, aplicando la desigualdad del triangulo y utilizando la

desigualdad |x;| <1 = |x;|, tenemos que
n n
A-asl < D Jaglixi | < D la]
=1 5-1
i jei

de modo que A € D;

Los discos de Gershgorin para la matnz

W &~ &

se muestran en la siguiente figura, donde podemos deducir que todos los valores

propios de A satisfacen la desigualdad J- <|A| <5.
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Eje imaginarno

Eje real

Discos de Gershgonn

Teorema 1.23 Si una matriz A se diagonaliza por medio de la transformacion de

semejanza P AP, y si B es una matriz arbitraria, entonces los valores propios de

A+B se encuentran en la union de discos

{3,6 E A= xm(P)IiBIlm}

donde Ay,...A, son los valores propios de A y x+,(P) es el numero de condicion de

P.

Demostracion

Vamos a demostrar un resultado, en cierto modo mas preciso. Si P''AP =D, la
diagonal de la matnz diagonal D consta de A:,...4,. Luego para al espectro se

cumple:

esp(A+B )=esp[P' (A+B)P}=esp(D+P'BP)
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Aplicando el teorema de Gershgorin a D + C, con C = P-'BP, concluimos que el
espectro de A+B se encuentra en la union de los discos de Gershgorin de D+C,

los cuales son

re € p-dical < ) Mdgresl= D ey
=1 F1
i FH

por la desigualdad del triangulo y la definicion de ||C|| ., tenemos que

n
|A-Ai] < JA-Adi-ca| +ici] < i) + Z]C.JI
=

jH

< IClo < P Bl Pl o=x=(P) B,

Este altimo teorema indica que cuando se perturba una matriz A, sus valores
propios se ven perturbados por una cantidad que no excede de x.(P)||B] .,
donde B es la matniz de perturbacion vy 2., (P)es el nimero de condicion de P con

la norma ||| .-

Para las matrices hermitianas (es decir, aquellas para las que A*=A) se puede
elegir una matniz P unitaria; se trata en realidad del corolario 1.18 del teorema de
Suchr. por lo tanto, en este case las filas de P son vectores que satisfacen ||x|j,=
1. De lo anterior se obtiene que [|P{l,, < J/n. Esto también es cierto para P!, de
modo que x.(P) < n. En consecuencia, para toda matnz B, los valores propios de

A + B estan situados en la union de discos

{le € )22 < xm(P)"B"m}
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donde A,....A, son los valores propios de la matnz hermitiana A.
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Capitulo I1

Método de la Potencia

Es un método iterativo para aproximar el vaior propio (dominante). Supongamos
que la matriz A de orden nxn tiene n valores propios 41,---,An con un conjunto

asociado de vectores propios linealmente independientes {v(') R }
Supongamos que los valores propios de A cumplen A 1| > |A2| > --- > |Aql.

Si x» ¢ € -{0} que cuando se escribe como una combinacién lineal de la

base {v(” AL } el coeficiente de v!!’ es distinto de cero, asi

X =) pi v (B1 # 0) (2.1)
=1

x(!) =Ax(0) —

S ey

® _ 4 &1

luego:

&) — gk {0



=x ) ==Z B (v' )

(2.2)
Sea
2 _é.z__)‘ @ . (ln)" )
£ ‘Bz(l; vl +.-.-+ B, 7 V (2.3)
de (2.2) y (2.3) se tiene:
x& A?[ﬁl ) 4 £() ] (2.4)
como |4,| > |A;| para todo j = 2,...n y se cumple que
: A \*
Lim (-ﬁ—) -0 2.5)
y Lim [p o 4&® ] = g v® (26)

Sea ¥ una funcional lineal sobre € tal que ‘P(i‘:m ) + 0.

Luego, de (2.4) se tiene
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P(xY ) =24[pYE® ) +¥(E® )] 2.7)

Sea

B \P(i-("”) ) B Ai,m[\},(;(l) )+\I,(§(k+1) )]

CTHED) T A ) (@ )] 29
de (2.6) y (2.8) se obtiene
:1;2 ri = A (2.9)
de (2.4)
-ilf x® = g, (1) 4g® (2.10)
de (2.10) y (2.6)
g S e L e

vector propio correspondiente a A,

2.1. ALGORITMO DEL METODO DE LA POTENCIA
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Entrada: A € R=#
x € R"

M : nomerc de tteraciones
Parak = 1,2,....M hacer

y = Ax
. FU)
re Yix)
=¥
Salida: r (aproximacion del valor propio)

x {(aproximacion del vector propio)

Para asegurar la convergencia de x* en la practica, esto es para evitar que tienda

al vector cero o crezca sin limste, en el metodo de la potencia se introduce una

normalizacion de los vectores %7 .

Luego: se tiene el algoritmo normalizado

Entrada: Ae R

e R
M : mimero de iteraciones
Parak = 1,2,...,M hacer
y = 4Ax
. YO
r'e Y{x)
. Y
o B
13741
Salida: r (aproximacion del valor propio)

x {(aproximacion del vector propio)

Algoritmo Modificado del Método de la Potencia

A partir de (2.4) si Ix,(,? I = || x® " _, consideramos
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(k+1) z_l[ﬂ!v(l) (k+l)

xﬁ,ﬁ) [ﬁl th + ‘3m) ]

&) —

[ﬁ Vi) 4 g+

[ﬂl Vg) + epn) ]

como £¢*) —» 0, se espera que

lim & = A,
<o

Para estabilizar el cambio de indices p; y para £ grande y evitar overflow, en cada

paso se elige

Pk = min{je{l,Z,...,n} |x,(-k)| = ”im " x}
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Entrada: A € R

xe R

M : numero de iteraciones

tol : tolerancia

p = min{je{l,2,..,n} : |x;| = Ixl, s

X:= —%}-—;

Parak = 1,2,...,M hacer
y=AXx,
r .= VYp;

p = min{je{1,2,...,n} : byi =yl }
Si1 y, = 0, entonces escribir ('criteno falla’)

escribir(’correr nuevamente")

Parar!
SINO
e P,
X = P
EI‘I‘ = If —';,!; j;“m

St Err < 1ol entonces escribir(’vector propio aprox’, x )
escribir(“valor propio aproximado’, r)
Parar!
fin_si
fin si

Nota:ver programa en anexo

2.2. METODO DE LA POTENCIA INVERSA

Se sabe que st A es un valor propio de una matniz no singular 4 se cumple que
A~ es un valor propio de 47'. Esto sugiere un mecanismo, para calcular el valor

propio mas pequeiio de 4 como sigue:

Supongamos que los valores propios de A, son tales que
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0 <|An] < Ana]| < - < |21 ]
Luego los valores propios de 47! son tales que
0 <A <A < - <A,

Luego, con el método de la potencia se puede calcular el valor propio de maximo

A A
modulo A= 1,'! de A= 4~!. Recordando

A
f(k+l) A ¥® 4§ x&) — 4t 5K

(h+1)

Evitando el calculo de A7, en cada paso se debe determinar x'*""’ solucionando

el sistema lineal

A 5 (k+1) :_i-(")
aplicando por ejemplo el método de eliminacion de Gauss. Se necesita efectuar

solo una vez la fase de eliminacion de (Gauss y se repite en cada iteracion

cambiando solo la parte derecha de la ecuacion.
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2.2.1. ALGORITMO DEL METODO DE LA POTENCIA INVERSA

Entrada: Ae R
e R
M : numero de iteraciones

tol : tolerancia;

p == min{je{1,2,....n} : I} = Iz )

X .
Xp 2

X .=

Parak =1,2,....M hacer

yim A7 %
y:= S0lGauss(A,x);
oo B

s a
e T
X=y;

o —hk+t1  —k

Err = ||x ll ;

S1 Err < tol entonces escribir(’vector propio aprox’, x )
escribir(’valor propio aproximado’, r)
Parar?!
fin_si
fin para

Nota:ver programa en el anexo

2.3. POTENCIA INVERSA CON DESPLAZAMIENTO

Al considerar la matriz desplazada (4 — ul) se puede calcular el valor propio de

A mas cercano a u.

Sea A el valor propio de A4 tal que 0 < |Ax —pu| < &, donde pe € ha sido
determinado con anterioridad y

|A; — u| > &, para las otros valores propios A; # A; de 4. Como los valores
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propios de 4 — ul son los nimeros 4; — u , el método de la potencia mnversa se

puede aplicar a (4 — u/) para obtener una aproximacion de B = (1; — u) '. Para

determinar x**" de

(A—ph) x©

la descomposicion gausiana de 4 — uf se debe calcular una sola vez. Finalmente

de B = (Ax — u)' se obtiene Ax = 871 + 4.

231. ALGORITMO DE LA POTENCIA INVERSA CON
DESPLAZAMIENTO

Entrada: Ae R
xe R
M : numero de iteraciones

tol : tolerancia;

X .

X = 3

Parak =1,2, ... M hacer

y:= SolGauss(A — 1, x);
xk-ll

gl

: ra
ety
= E
x=y;

N | . 3 2 BT

Err = ||x " ,

Si Err < tol entonces escribir(’vector propio aprox’, x )
escribir("valor propio aproximado’, r~! + p)
Parar!
fin_si
fin_para
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2.4. METODO DE LA POTENCIA CON DESPLAZAMIENTO

Al considerar la matriz desplazada (4 — pJ) también se puede calcular el valor
propio de A mas alejado de un valor propio dado u. Sea A; el valor propio tal que

|Ax — | > € para algun £ y |A; — u| < € para los otros valores propios de A. Al
aplicar el metodo de la potencia a (4 — ul) se obtiene B = Ay — u y de aqui

lk=ﬂ+ﬂ.
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2.4.1. ALGORITMO DE LA POTENCIA CON DESPLAZAMIENTO

L]
Entrada: Ae R
xe R
M : numero de iteraciones

tol : tolerancia

[ : para determinar un valor mas proximo

p =min{je{1,2,...n} : byl = |Ixll,};

xXi= -2

X’

Parak = 1,2,....M hacer
y=(A—-ul) x;
r = JYp,

p = min{je{l,2,..,n} = il = Iyl }
St1 y, = 0, entonces escribir ("criterio falla’)
SIno

X

X = 3
2o = o 4=
Err = |2 -5 7.,
S1 Err < tol entonces escribir{ vector propio aprox’, x )
escribir("valor propio aproximado’, r + i)

Parar!
fin_si
fin_si

Nota:ver programa en el anexo

DEFINICION 2.5. Supongamos que {P,}. 5 €s una sucesion que converge a P

con P, # P para todo n . Si existen las constantes positivas A y ¢ con
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lim IP'“*"PJ -
o [Pa-P]

entonces {Pn} _, convergera a P, con orden a con una constante de error.

DEFINICION 2.6. Supongamos que {f,}> .es una sucesion que converge a
cero y que {a,},. , converge en un nimero a. Si 3 una constante positiva K con

|a,.- a| < K|fa| para un valor mas alto de n, entonces diremos que {a,}. ,

converge en a con un rapidez de  convergencia  O(fn)

(a,.:a+0(ﬁn) 0 a, — a con rapidez de convergencia O(ﬁ,,))

: ) A, :

La rapidez con que {u™}__, converge a A; (™ = A; + |'Il,' ‘m) se determina
mediante las razones l-i’- ‘m ara }=2.3,....m y particularmente co I-ﬁ’- lm la
A1 ) p _’ » 2l REEY ) y p n A > ¢

rapidez de convergencia 0( | -1;-‘—: |m) por lo cual hay un aconstante K tal que para

m grande .

. 0 by -
jum- 4| ~ K| 42| (*)

2.5. ACELERACION DEL METODO DE LA POTENCIA

2.5.1. PROCEDIMIENTO DE AITKEN A“

Cuando una sucesion tiene una convergencia lineal , se puede mejorar su

convergencia es decir:

Sca {P,} ., es una sucesion que converge linealmente a P, para obtener la
LA 4 ® g A o 04 o
construccion de una sucesion {P, ¢ que converja mas ripidamente a P que

{P,} supongamos que los signos de P, - P, Py, - P, Pyy» - P son iguales y que n
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es suficientemente grande como para que

Plﬂ-l_P R Pn+2"?

e

Pn"’ P Pn+l -P

entonces
(Poss-P)” = (Ppiz- P)(Pa-P)
por tanto

P2, — 2Py P+ P? = PyyPy— (Po +P,,, )P+ P?

(Pasz +P_-2P_ )P = PpnoPy — PL,

2
PpioPy- Pml
= P =

sz- 2P .+ Pn

n+}

sumando y restando P2 'y 2PaPusi -

P2 +P__Ppn+2P Poy1- 2P Poi-Po- P,
P =

Pn+2" 2Pn+l+ Pn

(P““'. Pn)2
P,io- 2Pn+!+ Pn

P=Pn
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A
El metodo A’de Aitken se fundamenta en que la sucesion {P.. }deﬁnida por

p P,)
Poio- ZPH]-I- Pn

o

A
converge mas rapidamente a P que la sucesion {Pn }
=0



2.5.2. ALGORITMO ACELERADO DEL METODO DE LA POTENCIA

Entrada: A € R
i Ug]
xe R
M : numero de iteraciones

to! : tolerancia

K—=1:
Ho-o;
Hi=0 '
p = min{iG{l,Z,---a”} . ‘xll = “i"w};
T
X Xy
Parak = 2,....M hacer
y=A x;
H = Vp;
A (s "110)2
[1 l‘O ”_2”1 +”0

p = min{je{1,2,..,n} : bl = Iyl }
Si y, = 0, entonces escribir ("criterio falla’)
Sino

x = 2

Xp >
LR | Dt
Err == "x e y"m
Si Err < tol entonces escribir(’vector propio aprox’, x )

escribir("valor propio aproximado’, r)

Parar!
fin_si
In_si
Ho = Hi;
Hi = i
fin_para
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Nota: ver programa en el anexo

2.6. METODO DE LA POTENCIA SIMETRICA

Cuando A es simétrica, podemos hacer una variacion en la eleccién de los
m m m . - - - /4

vectores X , y Yy escalares u™ para mejorar significativamente la razén de

convergencia entre la sucesion {u™}"_, y el valor propio dominante A;. De

hecho , aunque la razon de convergencia del metodo general de potencias es

O(I % Im ), la del metodo modificado para matrices simetricas es 0( -';-f Iz)

La sucesion {u™} es todavia linealmente convergente, de modo que podemos

volver a aplicar el procedimiento A? de Aitken.

2.6.1 ALGORITMO DEL METODO DE LA POTENCIA SIMETRICA

Para aproximar el valor propio dominante y €l vector propio asociado de una

matriz simetrica A de nxn, dado un vector x+0

46



[ig]
Entrada: Ae R
o n
xe R
M : numero de iteraciones

tol : tolerancia

k=1;
Sl
Parak = 2,....M hacer
y=A x;
p=x ey;
Si |lyll, = O, entonces escribir ("criterio falla")
Parar !
SINO
5
Err = ||x —5; ¥l

St Err < tol entonces escribir(’vector propio aprox’, x )

escribir("valor propio aproximado’, r)
Parar!
fin_si
fin si
fin para
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TEOREMA 29. Si A es una matnz simétrica de nxn con los valores propios

AlseesAn Y “ Ax-Ax “ ,< € para algin vector x con |x}|, = 1 y con el nimero

real A, entonces

min llj-ﬂ.l <&

1<j<n

Demostracion: supongamos que v' ,...v" forman un conjunto ortogonal de
vectores propios de A asociados, respectivamente , a los valores propios A,...,A5.

entonces para algin conjunto Gnico de las constantes f,....,,, podemos expresar

X COmMO sigue:
0
= )
X= Z :ﬁl v
i1

Por tanto,

2

= 28|42 2 min 13-A1 31517
j=1 |

I<p<n i=

Iax-2x]]= |2 A-2) ¥
i=1

2

pero

Y Bl = x5 =1
j=1

asi que

£> f|Ax-Ax ||, > min |4;- 1]

1<j<n
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Capitulo III.

Una Aplicacion para un problema de Valor en la Frontera

3.1. Introduccion

Describimos el siguiente sistena fisico que puede servir como contexto para

examinar este tipo de problema.

(M)

por

dy _M (1)



2
y .
donde ) especifica la curvatura, M = momento de la flexion, E = médulo de

elasticidad e I = momento de 1nercia de la seccion transversal con respecto a su

eje neutro. Tomando en consideracion el diagrama de cuerpo libre de la figura

(b), esta claro que el momento de flexion en x es M = -Py. Sustituyendo este

valor en la ecuacion (1) se obtiene

d? 2
7 +Py=0 2)
donde
2. P
P E (3)

Para el sistema de la figura , sujeta a las condiciones de frontera

y(0)=0 (4)

y(L)=0 5)
la solucion general para la ecuacion (2) es
y = Asen(px) + B cos(px) (6)

donde A y B son constantes arbitrarias que seran evaluadas por medio de las

condiciones de frontera. De acuerdo con la pnmera condicion (4)

0 = Asen(0) + B cos(0)

Por tanto, concluimos que B =0
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De acuerdo con la segunda condicion (5)

0 = Asen(pL.) + B cos(pL.)

Pero, puesto que B = 0, Asen (pL) =0. Ya que A = 0 representa una solucion

trivial, concluimos que sen(pL )=0 . Para que esta igualdad se cumpla

pL =N/ paran= 1,2.3.... (7)

Asi existe un namero finito de valores que cumplen con las condiciones a la

frontera, la ecuacion (7) se puede resolver para

p=- (8)

los cuales son los valores propios para la columna.

YEl 4r el SY'Hl 4 X El
P - Pe P= P =
L L L L
a) n=1 b) =2 c) n=3 d) n=4

La figura muestra la solucion para los primeros cuatro valores propios, puede
proporcionar €l significado fisico de los resultados. Cada valor propio

corresponde a una manera en la que se pandea la columna. Combinando las

ecuaciones (3) y (8), se obtiene
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pam n= 192:39-" (9)

¢sta se pueden tomar como cargas de pandeo, pues representan los niveles a los
cuales se mueve la columna en cada configuracion de pandeo sucesiva. En un
sentido practico, usualmente el primer valor es el inter€s, ya que en general, las
fallas ocurren cuando primero se pandea la columna. Asi, una carga critica se

puede definir como

la cual es conocida de manera formal como formula de Fuler.

Aplicando el Método de la Potencia

La ecuacion (2) se puede resolver numéricamente sustituyendo una aproximacion

por diferencias divididas finitas ceritradas para la segunda derivada, lo que da

Yia- 2Y, 4y,
2

la cual puede expresarse como

& + ° ¢y
2 (@) F [ngpo

o & () ]Lx

Determinaremos el valor propio, mas grande para la columna cargada axialmente

usando 3 nodos. Para poner en practica el método de la potencia, el sistema que

se analizara debe expresarse en la forma
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Ax=A% (12)

ésta es la base para una técnica de solucion iterativa que finalmente da el valor

propio mas grande y su vector propio asociado.

Escribiremos , el sistema segun (12)

| 3556x, -1.778x; O X1
| -1778x; +3.556x; -1.778x; | =4l x
t_ 0 “1.778x3  +3.556x, X3
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potenci acelerada.nb

Metodo de la Potencia con el procedimiento de Aitken
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Conclusiones

© Es un método iterativo para aproximar valores propios (dominantes), asi como

también su vector propio asociado.

© El método de la potencia con desplazamiento inverso es una modificacion del
meétodo de las potencias que ofrece una convergencia mas rapida. Se usa para

determinar el valor propio de A mas cercano a un nimero u especifico.

© La eleccion de u determina la convergencia siempre y cuando 1/(Ax-u) sea un
valor propio dominante y tnico de (4 — /)" (aunque puede ser un valor propio

dominante multiple).

© Cuanto mas se acerque g a un valor propio Ay de la matnz 4, mas rapida sera

la convergencia.

© Este método de la potencia tiene la desventaja de que al inicio no se sabe si la

matnz tiene un solo valor propio dominante.

© Cuando A es simétrica, podemos hacer una variacion en la eleccion de los

vectores x™ , y™ y escalares u™ para mejorar significativamente la razén de

convergencia

© Fl método de la potencia también puede ser aplicado para hacer el calculo del

valor propio mas pequefio, para ello calculamos la matriz inversa de 4 y (A1), y

. . l
el metodo de la potencia convergera al valor propio -



© También podemos hacer el calculo de los valores propios aproximados

intermedios, reemplazando la matriz onginal por una que incluya sélo los valores

propios restantes

© En el algontmo de la potencia se puede mejorar la rapidez de convergencia,

mediante la normalizacion del vector obtenido antes de una nueva iteracion.

© El algoritmo del metodo de la potencia se puede optimizar, aplicando el

PROCEDIMIENTO DE ASCELERACION DE AITKEN.
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