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Introduccioén

En este trabajo se estudia los teoremas de Sylow y sus aplicaciones a la teoria
de grupos finitos.

En primer lugar, se expone las generalidades de la Teoria de Grupos y a
continuacién se desarrolla la teoria de p-grupos. Un p-grupo es un grupo en el
cual el orden de cualquier elemento es una potencia de p, donde p es un primo.
Una propiedad muy importante de los p-grupos es que tienen centros no
triviales. Para la demostracion de este hecho se utiliza la ecuacion de clase: el
orden de un grupo finito es igual al orden de su centro mas la suma de los
indices de los centralizadores de todos los elementos no centrales y no
conjugados. Se llama p-subgrupo de Sylow de un grupo G a un p-subgrupo
maximal de G. Una razén por la cual la teoria de los p-grupos es fundamental
es que la estructura de los p-subgrupos de Sylow de un grupo finito G
determina parcialmente la estructura de G. Como un ejemplo, citamos el
siguiente teorema: Si G es un grupo finito cuyos p-subgrupos de Sylow son
todos ciclicos, entonces G tiene un subgrupo normal N tal que G/N y N son
ciclicos. En tercer lugar, se exponen los teoremas de Sylow. Estos teoremas
son basicos para determinar la estructura de algunos grupos finitos. Segun
estos teoremas, para un primo dado p, todos los p-subgrupos de Sylow de G
son conjugados (y por lo tanto isomorfos); el numero de estos subgrupos es
congruente a 1 moédulo p, y es un divisor de G. Un concepto clave que se utiliza

en las demostraciones de estos teoremas, es el de normalizador de un



subgrupo, el cual tiene la siguiente propiedad: El indice del normalizador N(H)
en G es igual al numero de conjugados del subgrupo H. Otro concepto clave es
el de orbita de un grupo G: Si G es un grupo de permutaciones que actua sobre
un conjunto X, es decir, G es un subgrupo del grupo simétrico Sy, entonces

X, y €X son G-equivalentes si existe seG tal que s(x) = y. Las G-clases de
equivalencia son llamadas las orbitas de G. El conjunto | (G) de todas las
conjugaciones (o automorfismos internos) de G es un grupo de permutaciones
sobre G. Las érbitas de | (G) son las clases de conjugacion de G. Si G es un
grupo de permutaciones que actua sobre un conjunto X, entonces el
estabilizador de xe X es un subgrupo de Hx de G formado por todos los te G
tales que t (x) = x. Un hecho muy util es el siguiente: Si X es un conjunto finito y
G es un grupo de permutaciones sobre X, entonces la cardinalidad de cada
orbita de G divide a| G| . Precisamente; la cardinalidad de la érbita de x es igual
al indice del estabilizador de x en G.

Finalmente, se consideran algunas aplicaciones de los teoremas de Sylow:
-Para cualquier primo p, los unicos grupos de orden 2p, salvo isomorfismo, son
Zy y el grupo diedral Dp.

-Si G es un grupo finito de orden pq, donde p y q son primos, p > gy q no divide
a p-1, entonces G es ciclico. En particular, el unico grupo de orden 15, salvo
isomorfismo, es Z;s.

-Los unicos grupos no abelianos del orden 8, salvo isomorfismo, son el grupo

diedral D, y el grupo de los cuaterniones Q.



-Todo grupo G de orden 12 que no es isomorfo a A, contiene por |o menos un
elemento de orden 6, y consecuentemente existen exactamente 3 grupos no

abelianos de orden 12, salvo isomorfismo.



Capitulo |

Generalidades

En este capitulo presentamos los aspectos fundamentales de la teoria de
grupos. Las ideas preliminares de esta teoria pueden ser construidas a partir de
conceptos elementales de la Aritmética, para derivar posteriormente
propiedades de sistemas algebraicos ( objeto central del Algebra Moderna ). El
Algebra Moderna en general y la Teoria de Grupos en particular, estudian
operaciones sobre objetos que no necesariamente son numeros pero que
satisfacen ciertas propiedades analogas a las operaciones elementales de la
Aritmética. Estas ideas previas son necesarias para desarrollar posteriormente
la teoria de los p-grupos, asi como el estudio de los teoremas de Sylow y sus
consecuencias.
1.1. Grupos.

Definicidn.- Un conjunto no vacio G, provisto de una operacion binaria

e . GxG —G, tal que a cada par (a, b) le hace corresponder el elemento

aeb , se llama grupo, si se cumplen las siguientes condiciones:

i)  La operacion binaria e es asociativa, esto es,

(aeb)ec = ae (bec).
i) Je e G ,elemento neutro, tal que aee =a=eea , vV a eG

i) V aeG, existe a'eG tal que: aea'=e =a'ea



1.2.

1.3.

1.4.

Notacion. El elemento a' se llama la inversa de a y se denota pora' = a’’
En lo que sigue, el elemento aeb se denotara por ab, y G simbolizara un
grupo.

Potencias de un elemento

Definicién. Se define las potencias de un elemento ( en notacion
multiplicativa) de un grupo G de la siguiente manera: Dado aeG, definimos
a’ = e y, para cualquier n entero positivo, a” = aa......a ( n factores) v
a™=(a')". De lo anterior se deduce las siguientes formulas:

) Vm, neZ setiene:a™a"=a™"

i)  vm,neZ setiene: (aM)"=a™

i)  Vm, n, k eZ, se tiene; (a™")¥ = g™k
Comentario. En notacion aditiva:
a" significa: na =a+a+a....+a (nveces) vy,
a™ significa: (-n)a = (-a)+(-a)+...... +(-a) (nveces).
Grupo conmutativo o abeliano
Definicidn. Se dice que G es un grupo conmutativo o abeliano, si dos
elementos cualesquiera de G conmutan, esto es: ab=ba Va, b €G
Propiedades basicas de un grupo
i) Leyes de cancelaciéon a derecha e izquierda:
ac=bc—o>a=by ca=cb > a=b
ii) El elemento neutro de un grupo es unico.

iii) Cada elemento de un grupo tiene un unico inverso



1.5.

iv) Paratodoa G, (a')'=a

v) Paratodo a, b €G, (ab)' =b"'a™
vi) El unico elemento idempotente de un grupo es e.
Esdecir a’=a«> a=e
Comentario. Nétese que si en un conjunto tenemos una ley asociativa,
conmutativa y posee elemento neutro; entonces dicha ley no es suficiente
para garantizar que el conjunto sea grupo. Por ejemploen Z , | la
multiplicacién cumple las propiedades anteriores, pero 1. 1= 1y 4.4= 4,
esto es, la ecuacién a.a = a tiene mas de una solucién Si consideramos
una ecuacioén del tipo ax = b, por ejemplo 8x = 4, son soluciones de esta
ecuacibnenZ,, , x=2,x =5y x =8. Es decir observamos que la solucion
tampoco es unica. Esto no se observa en un grupo, tal como lo garantiza
la siguiente propiedad..
vii) Dados a, beG, las ecuaciones ax =b e ya = b tienen soluciones
Unicas x=a'b e y=ba" respectivamente.
viii) Si todo elemento de G es su propio inverso, entonces G es abeliano,
es decir: Si a?= e para todo a €G, entonces G es abeliano.
ix) Si G es abeliano, entonces (ab)" = a" b", para todo neZ
Orden de un grupo
Definicion. Si un grupo G posee un numero finito de elementos, se define

el orden de G, denotamos | G | , como el numero de elementos de G, en



cuyo caso se dice que G es un grupo finito. En caso contrario, G es un

grupo infinito.

Podemos notar que los grupos mas familiares son los de orden infinito. En

el analisis de los grupos finitos el orden sera fundamental para

caracterizarlos.

Ejemplos

(1) El estudio de las tablas de los grupos cuyo orden son menores o
iguales a cuatro, nos permite afirmar directamente que tales grupos
resultan siempre abelianos. En particular veamos las presentaciones
de las tablas de tales grupos.
a) Todos los grupos de dos elementos, G = {e, a }, poseen una

tabla de operacion similar a la siguiente:

° e a
e e a
a a e

Observamos que el grupo es conmutativo ( la tabla es simétrica
con respecto a la diagonal principal) y por lo tanto es abeliano.
b) Si G posee tres elementos, G ={e, a, b}, la tabla de operacion

es:




El resultado de operar a con a puede ser b o e; pero el de a con
b debe ser e (en caso contrario, si fuera b, tendriamos que
a = e). Luego tenemos que aea = b, con lo cual se puede

completar la tabla de la siguiente manera:

° e | a

b
b

ala|b|e
b|b|le]|a

c) Paraun conjunto G de la forma G = {e, a, b, c }, con cuatro
elementos distintos, es posible definir dos leyes de composicién
interna diferentes que proveen a G la estructura de grupo

abeliano, tal como se observa en las siguientes tablas:

Tabla 1 Tabla 2
e |e|a|b c e|lela|b]|c
elela|lb c ele|la|b|c
alalb|c e alale|c|b
b|blc|e a b|b|jc|e|a
clcle|ja b cic|b|ale

Ejemplo de latabla 1,es (Z,, +); mientras que |a tabla 2

corresponde al conocido 4- grupo de Klein y ejemplos de este ultimo



son , un grupo de funciones, un grupo de permutaciones de cuatro
objetos, etc.

En cuanto al grupo de funciones, tenemos por ejemplo el siguiente:
G ={i, g1, 92, ga}, donde, i(x) =x, g1(x) =-X, g2 (x) = 1/x, ga(x) =-1/x

.La tabla correspondiente es:

0 I | 91| 92| 93
i I | 91| 92| 93
g1 [ G| T | 93| 0
92 | 92 | 93 | i | O
93 | 93 | 92 | 91 | |

(2) Estudio del grupo de las congruencias. Dado un entero positivo n,
mostraremos que siempre existe al menos un grupo con n elementos.
Solucién.

Para esto usaremos el concepto de congruencia : para todo a, be Z,
se tiene que: a es congruente con b modulo n, en simbolos, a=b
(mod n ), si su diferencia a-b, es un multiplo de n.

Por otro lado sabemos que la relaciéon de congruencia definida en el
conjunto Z es una relacion de equivalencia, podemos por tanto
considerar el conjunto cociente de Z mediante esta relacién de
equivalencia, Z/ =, , el cual se simboliza por Z ,,, y se denomina
conjunto de las clases de congruencias modulo n .Asi decimos a e Z,,

donde a={be Z/b=a (modn)}.



Ahora dada una clase de equivalencia a € Z, siempre podemos elegir
un representante b de a , de modo que a= b y 0<b<n . Paraesto
basta dividir a entre n y tomar b como el resto de esta division, con lo
cual podemos escribirZ/=,=2,={0,1, 2, ...... ,n—1}, donde el
conjunto { 0,1,2,........ ,n-1} es un sistema completo de restos modulo n.
a+ b = a+b esuna operacion bien definida, entonces ( Z,, +) es un
grupo abeliano.
Hemos demostrado asi , que para todo entero positivo n siempre existe
un grupo con n elementos.
1.6. Homomorfismos de grupos

A continuacién daremos la definicion de homomorfismo, que es una

aplicacion que preserva las operaciones de los grupos entre los que esta

definida y estudiaremos algunas de sus propiedades

Definicion. Sean (G,*)y (H, o )dos grupos: Un homomorfismo de G en

H es una funcion f: G — H tal que para todo a, beG se tiene

f(axb)= f(a)of(b).

Un monomorfismo de G en H es un homomorfismo inyectino de G en H.

Un epimorfismo de G sobre H es un homomorfismo sobreyectivo de G
sobre H.
Un isomorfismo entre G y H es un homomorfismo biyectivo entre G y H.

En este ultimo caso se dice que G es isomorfo a H y se escribe G =H.



Ademas los isomorfismos de un grupo sobre si mismo reciben el nombre

de automorfismos.

Ejemplos.

1. La funcién f definida por f (x) = €* es un isomorfismo de (R, + ) en
(R*, +), ya que es claro que f es un homomorfismo biyectivo (su
inversa es In, la funcién logaritmo natural)

2. Sidefinimos f,: G »G, mediante f, (x) = axa”' para un elemento fijo a
de G y para todo x de G, donde G es un grupo, entonces f, es un
automorfismo de G y es llamado la conjugacién por a

1.6.1 Propiedades basicas de los homomorfismos.

i)  Sea fun homomorfismo entre los grupos G y H, es decir
f: G—H, entonces se tiene:
a) f(e)=e, ,donde ey eqson los elementos neutros de Gy
H respectivamente.
b) Para todo elemento a de G se tiene f (a™') = [f (a)]”
c) Paratodoade Gyparatodone Z, tenemos:
f@") = [f (a)]"
i) Sif:G—-H y g:H-—>Ksonhomomorfismos de grupos,
entonces g o f: G-» K es un homomorfismo de G en K.
i)  Sif: GoH es un isomorfismo de grupos, entonces f' : H -G

también es un isomorfismo de grupos.



iv)  Si G es una coleccion no vacia de grupos , entonces la
relacion “es isomorfo a” es una relacién de equivalencia en G
esto es, para cualesquiera G, Hy K e G, se tiene:

a) G~G. (Laidentidad i:G—G es unisomorfismo).
b) GsH implica que H~G. ( Por la propiedad ( iii) anterior. ).
c) GsH y H~G implican G~ K.
v) Un grupo G es abeliano si y solamente si la funcion f: G 5G
definida por f(x) = x" es un homomorfismo.

1.7. Subgrupos.
Pasamos a analizar algunas preguntas interesantes referidas a la
estructura de grupos , en cuanto si esta se conserva o no en subconjuntos
arbitrarios de ellos, y al hecho de cémo usar estructuras conocidas para
construir nuevas estructuras. Estos conjuntos especiales de los grupos
que pasaremos a estudiar se llaman subgrupos.
Definicion. Dado un grupo G y un subconjunto S de G diremos que S es un
subgrupo de G, y escribimos S < G, si S es un grupo bajo la operacion
binaria de G .
Ejemplos.
1. Sabemos que Z, Q, R, C son grupos aditivos, entonces se deduce

directamente que cada uno de los tres primeros es un subgrupo del

siguiente.



También se tiene que el grupo multiplicativo Q* no es isomorfo a un
subgrupo del grupo aditivo R.
Los subconjuntos {e, a}, {e, b} y {e, ¢} son subgrupos del 4- grupo de

Klein

Un subconjunto no vacio S de G es un subgrupo de G si y solamente
si la inclusién i: S—G es un homomorfismo.

En efecto, si S es un subgrupo de G, entonces S es un grupo bajo la
operacion binaria * de G y para cualesquiera a, b €S se tiene

i(a*b) = a*b, esto es, i: S»>G es un homomorfismo. Reciprocamente,
si i es un homomorfismo, entonces la operacién binaria e de S debe
coincidir con la operacion binaria *, puesto que aeb = i(aeb) = axb
para cualesquiera a, b € S, y por lo tanto S es un grupo bajo la
operacion binaria de G, es decir S es un subgrupo de G.

De esto se sigue que si S <G , entonces los neutros de Sy G son el
mismo elemento, y el inverso de a € S es el inverso de a en G.

Si {A,},dondei= 12,.... ,N; es una coleccién de subgrupos de G,

su interseccidon A =Ny, A; es también un subgrupo de G

Definicion. Todo grupo G posee al menos dos subgrupos: el subgrupo

cuyo unico elemento es el neutro de G y el subgrupo formado por todos los

elementos de G. Estos subgrupos reciben el nombre de subgrupos

10



impropios (o triviales) de G. Al resto de los subgrupos se les denomina

subgrupos propios de G.

Comentario. Debemos tener en cuenta que en grupos infinitos, los

subconjuntos infinitos cerrados para una operacion, no necesariamente

son subgrupos. Basta analizar el conjunto de los numeros naturales con la

suma usual, el cual no es un subgrupo del grupo aditivo Z. Esto nos

obliga a tener ciertas pautas para determinar si un subconjunto es o0 no

grupo.
1.7.1.

1.7.2.

Criterios para determinar si un subconjunto es un subgrupo.

Existen caracterizaciones que nos facilitan el estudio de los
subgrupos y que estan expresadas en las siguientes propiedades:

Propiedades basicas.

i) S esunsubgrupo de G siy solo si.
(a) eeS
(b) Paratodo aeS, setiene a™ €S.
(c) Paratodo a,b € S, setiene abeS.

i) SeaScGyS#¢,tenemos . S <G siy solo si para todo
a,beS, ab'eS.

iil) Sea (Z, +) el grupo aditivo de los numeros enteros. Entonces S
es un subgrupo de Z si y solo si existe

neN U {0} talque S=nZ, dondenZ ={nz/ze Z}

11



1.7.3.

Ejemplo.

Si consideramos (Z ,+ ) el grupo de los numeros enteros,

¢, cualquier subconjunto sera subgrupo?.

Solucién

La respuesta es no, ¢, de que forma seran sus subgrupos?.
Después de analizar concluimos que los unicos subgrupos de
(Z,+)sondelaforma S =nZ, donde nZ ={nz/zeZ}, siendo
n eN v {0}. Esto viene garantizado por la propiedad anterior.
A continuacién presentaremos otra forma de obtener subgrupos
de un grupo, para lo cual daremos previamente la siguiente
definicién.

Definicion. Dado un subconjunto S de un grupo G, se define el
subgrupo generado por S, y se simboliza por [S ], como el menor
de los subgrupos de G que contienen a S

Generacion de grupos. La definicion anterior trae consigo dos

dificultades, no sabemos si el subgrupo generado por el
subconjunto existira siempre, ni si hay alguna manera sencilla de
obtenerlo.

Ejemplo.

Dados subgrupos de un grupo, ¢, es posible usarlos para construir
otros subgrupos?, ¢, como hacerlo?

Si por ejemplo, en (Z, +) tomamos los subgrupos H = 2Zy

12



1.7.4.

K = 5Z, una forma natural de operar seria a través de la union y de
la interseccion, es decir:

HUK={xe Z/xe2Z o x €5Z}

HNK={xeZ/ xe2Z y x € 5Z}.

LuegoHUK={xe Z/x=2m 0 x=5n;m,nel},

HNK ={xeZ Ix=2myx=5n;m,n eZ}

Analizando tenemos que HUK no es subgrupo de ( Z, +), mientras
que HNK si es subgrupo de ( Z, +), basta tener presente que
HNK = 10Z.

Lo anterior motiva las siguientes propiedades:

Propiedades basicas

i) La interseccion de cualquier familia de subgrupos de G es un
subgrupo de G

i) Dado un grupo G y un subconjunto arbitrario S de G, entonces
el subgrupo de G generado por S, denotado por [ S] ,esta dado
por la interseccién de todos los subgrupos de G que contienen
asS
Este grupo esta caracterizado por ser el menor de los
subgrupos de G que contienena S

Demostracion.

Debemos demostrar que [ S] =nA, donde A< Gy Sc A

13



ii)

Por la propiedad (i) anterior, tenemos que NA =B es un
subgrupo de G ; motivo por el cual debemos probar que
[S]=B.

Como B es un subgrupo que contiene a S, se tiene que

[S]c B. Por otro lado, si A es un subgrupo que contiene a S, de
la definicion de B se deduce que Bc A, por tanto, Bc [S] ,y
B es el menor de los subgrupos de G que contienen a S.
Luego [S] =B

Ejemplo.

Como {e} es un subgrupo de G y es el menor que contiene al
conjunto vacio, entonces [¢] = {e}.

Si G es un grupo y S es un subconjunto no vacio de G , S#¢,
se tiene que { x1"1 X2 ....... X" IreN, x;e€S, n €Z}, (x°=¢e)
dondei=1.2....... ,F } es un subgrupo de G y es el menor
subgrupo de G que contiene a S, entonces:

[S] ={x1"1 x2"2 ....... X" /IreN, xeS,n ez},

dondei=1.2....... ,r'} En particular, si S es finito, digamos que
S={x1,X2,u0.... X}, entonces [S] es denotado por
[X1,X2 ,.eneenn X:] . Porejemplo, si S es unitarioy S = {x},

entonces [S] = [{x}] ={ X"/ neZ}, representa el subgrupo

generado por el elemento x del grupo G.

14



Ejemplo.

Tratemos de encontrar todos los generadores de ( Zs , +).
Solucién
El subgrupo generado por 1,es[1]={0,1,2,3,4,5,6 ,7}.
El subgrupo generado por3,es [3]={0,1, 2,3,4,5,6,7}
El subgrupo generado porS ,es[5]={0,1,2,3,4,5,6,7}.
El subgrupo generado por7,es [7]1={0,1, 2,3, 4,5,6 ,7}
Podemos concluir que [1]=[3]=[5]=[7] = Zg ,siendo los
unicos subgrupos que generan el grupo aditivo Zs.
iv) Si Hy K son subgrupos de G, entonces el subgrupo [HUK] es
simbolizado por Hv K
1.8. Orden de un elemento.
Recordemos que el orden de un grupo finito G , denotado, por IGI, se ha
definido como el cardinal de G. A continuacién definiremos el orden de un
elemento de un grupo.
Definicién. Dado un grupo G y un elemento a de G, definimos el orden del
elemento a como el numero de elementos que posee el subgrupo
generado por a; si este es finito. En caso contrario, se dice que el orden de
a es infinito.

El orden de a se simboliza por o(a).
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1.8.1 Propiedades basicas.

i) Siel orden de a es finito, entonces: o(a) = minfke Z / a* = e)}.
Ejemplo.
Para el grupo (Zg, +) desarrollado anteriormente, tenemos que.
Orden (0) =1, orden (1) = 8, 0(2) = 4, 0(3)= 8, 0(4) = 2, o(5) = 8,
0(6) =4, o(7) = 8.
i) Se cumple que o(a) = o(a™), para todo elemento a de G.
i) SimeZya™ = e, entonces el orden de a es finito y es un divisor
del numero m.
iv) Siayb conmutan y tienen ordenes m y n respectivamente, con
m Yy n coprimos, entonces se tiene que o(ab) = mn.
v) Sea f un homomorfismo de G en H. Si el elemento a de G tiene
orden finito, entonces se tiene que el elemento f(a) de H también
es de orden finito, siendo este un divisor del orden de a .
1.9. Grupos ciclicos.
Definicion. Un grupo G se dice ciclico si existe al menos un elemento a de
G tal que el subgrupo generado por a es G, es decir, [a] = G.
(aes un generador de G.).
Ejemplos.
1. El conjunto Z con la adicidén es un grupo ciclico. Los unicos

generadores de Zson 1y —1.
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2. Sabemos que ( Z,, +) es un grupo , aun mas es un grupo ciclico . El
conjunto de todos los generadores del grupo Z,, esta dado por:
{ ke Z,, /kynson coprimos }. Asi para el ejemplo anterior, tenemos
que Zg= [I] =[3] =[5]=[7]

3. El conjunto U™ ={ zeC- {0}/ 2" =1}, donde n es un entero positivo fijo,
junto con la multiplicacion forma un grupo ciclico, un generador de este
grupo es cos(2n/n) + i sen(2n/n ).

1.9.1. Propiedades basicas .

i) El unico grupo ciclico infinito, salvo isomorfismo, es Z
ii) El unico grupo ciclico finito de orden n, salvo isomorfismo, es Z,
iii) Todo grupo ciclico es abeliano.
iv) Un grupo finito de orden n es ciclico si y solamente si tiene algun
elemento de orden n.
Comentario. De la definicién de orden de un elemento y de esta
propiedad se deduce que el orden del elemento a es igual al orden
de [a] . Ademas se deduce que a®® =e
v) Si G es un grupo finito de orden un numero primo, entonces
G = [a] para todo elemento ade G, donde a = e y por lo tanto G
€s un grupo ciclico.

vi) Si G es un grupo ciclico, entonces todo subgrupo de G es

ciclico.
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Ejemplos.

1.

Todos los subgrupos de ( Zg, + ) son ciclicos, para esto hagamos la
lista de los subgrupos que generan cada uno de los elementos de este
grupo:

[11=Zs[2]={ 0.2, 4,6}[3]=Zs

[4]={0,4} [5]=2Zs, ,[6]={0,2,4,6}[7]=2Zs
Estudiaremos el grupo de los cuaterniones
Q={1,-1,i,-i,j,-,k,-k}donde se tiene que

2= %= K2 =-1,ij=k, jk=i ki=j, ji =k, kj =-i, ik =-j.

La tabla correspondiente es:

1T [jIK[A]-i]]k
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Observamos que Q es un grupo no abeliano de orden ocho, cuyos
subgrupos propios son:

Si= [-1]={1,-1},S= [i] ={1,-1,i,-i}=[-],

Ss= [j] ={1.-1.j. -} [y

Sy = [k]1={1,1 k,-k}=[k]

Observamos que Sy, Sy, S3y S4 son ciclicos, sin embargo Q no es
ciclico , por que no tiene elementos de orden 8

Comentario. EIl hecho de que estos son los unicos subgrupos propios
de Q se justificara mas adelante.

Cuando el orden del grupo ciclico es finito se puede hallar el orden de
cada uno de sus elementos a partir del orden del grupo y, el numero de
subgrupos del grupo coincide con el niumero de divisores positivos del
orden del grupo. Esto lo enunciaremos a continuacién :

vii) Sea G un grupo de orden n y sea a un elemento de G, entonces
el orden de a* esta dado por n/ (n, k). En particular, si k es un
divisor de n, a* tiene ordenn/k.

viii) Si G es un grupo ciclico de orden n y k es un entero positivo
que divide a n, entonces existe un unico subgrupo de G de
orden k. Ademas podemos decir que el conjunto de todos los
subgrupos de G esta en correspondencia biyectiva con todos

los divisores positivos de n.
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Ix) Sea f un homomorfismo que vade G aH , y G un grupo ciclico

generado por a, esto es, G =[a ], entonces f(G) = [f(a)]; es decir,

toda imagen homomorfa de un grupo ciclico es un grupo ciclico.

1.10.Multiplicacion de subconjuntos no vacios.

A continuacion definimos la multiplicacion de subconjuntos lo cual sera

usado en la construccion de clases laterales, asimismo daremos algunas

de sus

propiedades basicas.

Definicion. Sea G un grupo arbitrario dado. Para subconjuntos arbitrarios

no vacios Sy T de G definimos la multiplicacion de Sy T de la siguiente

manera ST = {st/seS, teT }.

Para cualquier reG, denotaremos {r }S como rS, asi también

s{r} = Sr

1.10.1.

Propiedades basicas.

i) La multiplicacién de subconjuntos no vacios de un grupo G es
asociativa. El elemento neutro es {e}, asi tenemos
Se = S = eS para todo subconjunto no vacio S de G.

i) Si S es un subgrupo de G, entonces SS = S.

lii) Si S es un subconjunto no vacio finitode Gy SS=S(Ses
cerrado bajo la operacion binaria de G ), entonces S es un
subgrupo de G.

iv) Dados los subgrupos Sy T de un grupo G, se tiene: Si

ST =TS, entonces ST es un subgrupo de G.
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v) Si G es un grupo abelianoy S, T son subgrupos de G,
entonces ST es subgrupo de G.
vi) La funcion f : S— St definida por f (s) = st es una biyeccion.
1.11.Clases laterales de un subgrupo.
Definicién. Sea S un subgrupo de G. Una clase lateral derecha de S en G
es un subconjunto de la forma St, donde t € G. Una clase lateral izquierda
de S en G es un subconjunto de G de la forma tS, donde teG.
El elemento t es llamado el representante de St ( o de tS ).
Ejemplo
Sien (Z; +) tomamos S = 5Z, con la notacién aditiva, tenemos:
Sit=0,S+0=52+0=5Z=0
Sit=1,S+1= 5Z+1= {5z+1} =1
Sit=2,S+2=52+2={5z+2} =2
Sit=3, S+3=5Z+3={5z+3} =3
Sit=4,S+4 =57+4 = {5z+4} = 4

1.11.1. Propiedades basicas.

i) Para cualquier subgrupo S de G, tenemos: Sa = Sb siy solo si
ab'e S.
Lo anterior nos indica que los elementos a, b de G estan
relacionados mediante S, y lo simbolizaremos por
a=b (modS)

Comentario. La relacion anterior es una relacion de
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equivalencia y la clase de equivalencia de un elemento a de G
en esta relacion coincide con Sa .

i) Si S es un subgrupo de G, entonces cualesquiera dos clases
laterales derechas de S en G son idénticas o disjuntas.

i) Para cualquier subgrupo S de G, denotamos R(S) ={St/ teG} y
L(S) ={tS/teG}. La funcién f : R(S)— L(S), definida por
f(Sa) =a'S es una biyeccion.

iv) Para cualquier subgrupo S del grupo finito G, tenemos que el
numero de elementos de St es igual al numero de elementos

de S, donde t e G.

Ejemplo. Sea G =S, ={i, p1, P2, P3, P4, Ps }, el grupo de las

permutaciones de tres elementos, donde se tiene:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1= » Py = v P2 = )
1 2 3 1 3 2 3 2 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

p3: 1p4: 'p5= '
2 1 3 31 2 2 3 1

Considerando el subgrupo S ={i ,ps , ps } construiremos todas
las clases laterales de G segun S.

Observamos que las dos clases son Si={i ,ps, ps}=S y

Sp1 = {p1, P2, p3} que tienen el mismo numero de elementos e

igual al numero de elementos de S . Ademas el conjunto
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formado por todas las clases de equivalencia segun S es una
particion de G. Esto viene garantizado por la siguiente
propiedad.

Si S es unsubgrupode Gy a, be G, entonces Sa y Sb
tienen el mismo numero de elementos. (es decir, existe una
correspondencia biunivoca entre los elementos de Sa y de Sb).
Comentario. Como Se = {se / se S}, entonces se tiene que toda
clase de equivalencia en G segun S tiene el mismo numero de

elementos de S.

1.12.Teorema de Lagrange.

Antes de proceder a enunciar el teorema de Lagrange, daremos la

siguiente definicion previa.

Definicion. Sea S un subgrupo de G. El indice del subgrupo S en G,

denotado por[G: S ], es R(S) , el cardinal del conjunto de todas las

clases laterales derechas de S en G.

1.12.1. Propiedades basicas..

i)

Teorema de Lagrange. Sea G un grupo finito y S un subgrupo

de G, entonces [G:S]1=/Gl /]9

Demostracion.

Como la relacién = determina una particién del grupo G ,
entonces cada elemento de G pertenece a una y solo una

clase de equivalencia segun S. Ademas como el grupo G es
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finito, el numero de clases sera finito, sea este numero m.

Como cada clase posee la misma cardinalidad, y, la clase Se,

coincide con el subgrupo S, entonces cada clase tendra o(S)

elementos. Luego tenemos que el orden del grupo puede

expresarse como 0o(G) =m.o(S ) de donde

m=[d /|sl =[G: s].

Comentarios.

1) Una consecuencia inmediata del teorema es que si G es
un grupo finito de orden primo, entonces sus unicos
subgrupos son G mismo y {e}. Esto sera analizado mas
adelante.

2) Tenemos que [G: S]y | S| dividen al orden de G. Ademas
el orden del elemento a divide al orden del grupo G, para
todo elemento a de G.

i) Si G esungrupo finitoy Sy T son subgrupos de G tales que

TcS, entonces se tiene: [G:T]=[G:S][S:T]

i) Si Sy T son subgrupos de un grupo finito G, entonces se tiene
| Sl <1 SATI SVl
1.13.Conjunto cociente
La importancia del estudio de una relacion de equivalencia, definida en un
conjunto G, radica en el hecho de que constituye una abstraccion de los

procesos de clasificacion, ya que las clases de equivalencia que determina
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forman una particion del conjunto G. Segun esto tenemos la siguiente
definicion.

Definicién. Las clases de equivalencia en que el conjunto G queda
clasificado mediante la relacion R se denomina conjunto cociente, y se
simboliza por G/ R.

Ejemplo.

En Z definimos la relacién de equivalencia R mediante: a, be R si y solo si
a-b es un numero par.

Solucion.

De modo directo se tiene que R es una relacién de equivalencia, siendo
susclases 0y I

Asi podemos decirque Z/R = {0,1}, 0nl=¢ Es decir la relacion R
clasifica el conjunto Z en numeros pares e impares.

Comentario. Si S es un subgrupo del grupo G, podemos considerar el
conjunto cociente G /=s, donde en G se ha definido la relacion de
equivalencia modulo S, es decir, a=b (mod.S)siysolosi ab™e S.

Es natural preguntarnos si al conjunto G /=5 se le puede dotar de una
estructura de grupo. Esto no siempre es posible, pero ocurre para algunos

subgrupos distinguidos de G, los cuales recibiran el nombre de normales.
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1.13.1. Subgrupos normales.

1.13.2.

Definicién. Un subgrupo S de un grupo G es llamado un subgrupo

normal de G si para todo ae G se tiene que aSa'cS . Se

simboliza por S« G.

Propiedades basicas.

)

ii)

Si S es un subgrupo del grupo G, las siguientes propiedades
son equivalentes:
a) S es un subgrupo normal de G

b) Para todo aeG se tiene aSa'= S.

c) Para todo aeG se tiene aS = Sa.

d) Toda clase lateral derecha de S en G, es también una clase
lateral izquierda de S en G.

Todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal.

Si S es un subgrupo normalde G, a un elementode Gy s un

elemento de S, entonces existe un elemento s4 de S tal que

as = sqa.

iv) Cualquier subgrupo S de G de indice 2, es normal.

Ejemplos.

1

Si S es el Unico subgrupo de G de orden | S| , entonces S es
un subgrupo normal de G
Demostracion

En efecto, aSa'= f, (S ), donde f, es la conjugacion por a,
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para todo elemento a de G, y por lo tanto | aSa'| =| g

Luego aSa™'= S para todo elemento a de G, puesto que S es
el Unico subgrupo de G de orden | S| . Asi decimos que S es
un subgrupo normal de G.

Si S es un subgrupo del grupo G entonces : S es un subgrupo
normal de G siy solo si SaSb = Sab para cualesquiera

a, beG.

Demostracion.

Si S es un subgrupo normal de G, para todo a G se tiene

Sa = aS. Considerando otra clase a la derecha Sb, tenemos:
SaSb = S(aS)b = S(Sa)b = SSab = Sab. (ya que SS=S).
Concluimos que SaSh = Sab

Ahora partimos de la igualdad SaSb = Sab para cualesquiera
a, beG, entonces para cualquier elemento a de G se tiene:
SaSa' = Saa” =Se =S, de donde aSa'= e(aSa')c SaSa'= S,
es decir aSa’'c S, porlo tanto S es normal en G.

. El grupo multiplicativoQ ={ 1, -1, 1, -i , j, -}, k, -k } de los
cuaterniones, no es abeliano, sin embargo todos sus
subgrupos son normales.

Solucion.

En efecto, todos los subgrupos propios de Q son ciclicos

( como el unico elemento de orden 2 es —1, mientras que los
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elementos |, -i, j, -j k, -k son de orden 4; entonces existe un

unico subgrupo de orden dos y cualquier subgrupo de orden

cuatro , necesariamente contiene por lo menos un elemento de
orden cuatro ). Estos subgrupos son:

(=05 E={0 1L [0=F={-10 -}

U1=01={1, -1}, -}y [Kk]=[-k] que se obtiene similarmente

Es claro que {1} y Q son subgrupos normales de Q. Ademas

como a{1, -1}a = {1, -1} para cualquier elemento a de Q,

entonces se tiene que el grupo {1, -1} es normal.

Por ultimo, [i] =[-i], [j] = [-]] ¥ [k]= [-k] son subgrupos normales

de Q, ya que son de indice 2. Con esto queda probada la

afirmacion.

Comentarios.

1 La propiedad del indice 2 nos sirve de criterio para
identificar grupos normales, tal como se ha aplicado en el
ejemplo 3.

2 El ejemplo 2 muestra que la condicién de normalidad dada
es equivalente a la siguiente:

Un subgrupo S de un grupo G se dice normal si y solo si

SaSb = Sab paratodo a, be G.
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1.13.3.

Grupo cociente

Definicion. Si S es un subgrupo normal de G, entonces G/ S se
llama el grupo cociente de G por S. La operacion binariaen G/ S
es la multiplicacion de subconjuntos de G definida anteriormente.
En este caso debido a la normalidad de S, resulta .

SaSb = S(aS)b = S(Sa)b = (SS)ab = Sab

Comentario. Si G es un grupo finito y S es un subgrupo normal de
G, de la definicion de indice tenemos que

o(G/S) =[G : S]=0(G)/o(S).

1.14.Centro de un grupo.

Definicion. El centro de un grupo G, denotado por Z(G), es el conjunto de

los elementos de G que conmutan con todos los elementos de G, es decir:

Z(G) = {aeG / ax = xa para todo elemento x de G}.

1.14.1.

Propiedades basicas.

i) El centro de cualquier grupo abeliano G es el mismo grupo
abeliano G.

i) El centro del grupo G es un subgrupo abeliano de G.

iii) El centro del grupo G es un subgrupo normal del grupo G

iv) Si G/ Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

1.15.Centralizador de un elemento.

Definicion. Sea G un grupo y a un elemento fijo de G. El centralizador de a

en G, denotado por C ¢ (a), es el conjunto
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Cc(a)={xe G/ax = xa}.
Si no hay lugar a confusion, entonces C ; (a) es simbolizado
por C(a).

1.15.1 Propiedades basicas

1) El centralizador de a es un subgrupo de G, para todo ae G
i) Para cualquier ae G se cumple: C(a) = G si y solo si ae Z(G).
i) Z(G) = [C(a) / ae G}
1.16. Conjugado de un elemento.
Definicidon. Sea G un grupo y sean ay b elementos de G. Se dice que b
es un conjugado de a en G si existe un elemento x de G tal que
b = xax™
Definicion. Las clases de equivalencia determinadas en un grupo por la
relacion “ es un conjugado” son llamadas clases de conjugacion. La
clase de conjugacién del elemento a de G se denotara por Cnjg(a).

1.16.1. Propiedades basicas

i) Si b es un conjugado de a, entonces o(a) = o(b)
i) o(ab)=o(ba) para elementos cualesquiera a, b de G.
i) | ang(a)| = [G: C(a)] para todo elemento a de G, donde
| Cnjg(a)l es el cardinal de la clase de conjugacion de a.
iv) Si G es un grupo finito, entonces el nimero de conjugados

de cualquier elemento a de G es un divisor de IGI.
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v) Para cualquier elemento a de G se verifica:
Cnjg(a) ={a} siy solo siaes un elemento del centro de G.
Comentario. En un grupo abeliano G las clases de

conjugacion no son de interés ( en este caso Z(G) = G).

1.17.Ecuacion de clases.

Comentarios.

1

Si G es un grupo finito no abeliano, entonces Z(G )= G y por lo tanto G
contiene elementos no centrales

También sabemos que la clase de conjugacion de un elemento a de G
es unitaria si y solo si a es un elemento central, es decir ae Z(G).
Sean kq, kg, ...... , km todas las clases de conjugacion no unitarias
(k1 , ka2, ..., km distintas entre si ) y sea R un conjunto completo de
representantes de estas clases de conjugacién. Entonces R tiene
elementos no centrales y no conjugados.

Definicion. Segun lo anterior como las distintas clases de conjugacién
forman una particion de G, entonces contando elementos se obtiene la
formula:l Gl =lZ(G)| +[G : C(x)], la cual es llamada la ecuacion de

clases de G.

1.18.Los teoremas de isomorfismo.

Existen tres teoremas que describen la relacion entre grupos cocientes,

subgrupos normales y homomorfismos. Para esto daremos una definicion

previa
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Definicion. Dado un homomorfismo entre los grupos Gy H, f: G— H,

definimos el nucleo de f mediante, N (f)={x e G/f(x)=e}, donde e es

el elemento neutro de H.

Otras notaciones para representar el nucleo de f, son

N(f) = Nu (f)= Ker (f)

1.18.1. EIl primer teorema de isomorfismo. Dado un homomorfismo entre

los grupos Gy H, f : G H ,con nucleo K. Entonces se tiene que

K es un subgrupo normal en Gy que G /K es isomorfo a f (G).

1.18.1.1. Propiedades basicas.

1)

ii)

Si f: G» H es un homomorfismo con nucleo K,
entonces existe un homomorfismo g : G /K— H tal que
f=gn, donde n : G—> G /K esta definida por

n(x) = KX.

Sea N un subgrupo normal de Gy seaf: G- Hun
homomorfismo cuyo nucleo contiene a N. Entonces f
induce un homomorfismo f :G/N - H,
nominalmente, / (Na) =f(a) .

Sea f: G—> H un homomorfismo. Entonces f es inyectivo

si y solamente si N(f) = {e}
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iv) Sea f :G— H un homomorfismo. Si T es un subgrupo de
H, entonces f' (T) es un subgrupo de G que contiene al
nucleo de f.

v) Si K es un subgrupo normal de G, entonces existe un
grupo H ( nominalmente, G/ K) y un homomorfismo
sobreyectivo n de G sobre H cuyo nucleo es
exactamente K, definido porn: G—» G/K, donde aa le
corresponde Ka.

vi) Si Sy T son subgrupos de G y uno de ellos es normal,
entonces ST=SvT=TS.

Definicion. La funcion n:G— G/ K es llamado el homomorfismo
natural o canénico.

Comentario. Con el primer teorema de isomorfismo y con la propiedad (v)
hemos exhibido la relacién entre subgrupos normales y homomorfismos:
Dado cualquier homomorfismo, existe un subgrupo normal ( su nucleo );
dado cualquier subgrupo normal K, existe un homomorfismo ( el
homomorfismo natural ) cuyo nucleo es K.

1.18.2. El segundo teorema de isomorfismo. Sean Sy T subgrupos de G.

Si T es un subgrupo normal en G, entonces SNT es un subgrupo
normalde S,y S/(SnT)esisomorfoa ST/ T

Demostracion.

Para la demostracion de este teorema, se considera el
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homomorfismo natural n:G—G/T. La restriccion de t a S es un
homomorfismo n, cuyo nucleo es ST y cuya imagenes ST/ T. La

conclusién se obtiene aplicando el primer teorema de isomorfismo.

1.18.2.1. Propiedad basica. Si uno de los subgrupos Sy T es

normal, entonces se tiene:
ISIITI =AsATIISvTI =ISATIISTI

1.18.3. El tercer teorema de isomorfismo. Si H y K son subgrupos

normales de G tales que Kc Hc G, entonces H/ K es un
subgrupo normalde G/ K,y (G/K) /(H/ K) es isomorfo a (G / H).

Demostracion.

Definimos f: G/K— G /H por medio de f (Ka) = Ha. Se verifica
que f esta bien definida, f es un homomorfismo cuyo nucleo es

H /Ky cuyaimagenes G/ H.

De acuerdo con el primer teorema de isomorfismo, se obtiene el
resultado deseado.

1.18.4. El teorema de correspondencia. Este teorema podria ser llamado,

justificadamente, el cuarto teorema de isomorfismo. Antes de
proponerlo efectuamos un comentario.

Comentario. Sean G y H conjuntos no vacios y f: G>H una
funcién. Esta funcién induce un “movimiento hacia adelante” y un *
movimiento hacia atras” entre los subconjuntos de G y los

subconjuntos de H. El * movimiento hacia adelante”asigna a todo
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subconjunto S de G su imagen f(S) en H. Mientras que el
“movimiento hacia atras”asigna a todo subconjunto L de H su
imagen inversa f'(L)en G

Si f es sobreyectiva, entonces estos “movimientos” definen una
correspondencia biunivoca entre los subconjuntos de H y algunos
de los subconjuntos de G. El siguiente teorema es una traslacién
grupo-tedrica de este comentario.

Teorema de correspondencia. Si K es un subgrupo normal de G,

entonces el homomorfismo natural n: G—» G /K define una
correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos los
subgrupos de G que contienen a Ky el conjunto de todos los
subgrupos de G/ K
Si el subgrupo de G/ K correspondiente a ScG es denotado por
S* entonces se tiene:
a) S"'=S/K=n(S);en particular, K = K/ K es la identidad de
G/K

b) TcSsiysolosiT'cS" ,yporlotanto [S:T]=[S"T"]

b) T es un subgrupo normal de S siy solosi T* es un subgrupo normal de

S*, porlo tanto S /T es isomorfoa S*/ T".
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1.18.4.1. Propiedades basicas.

i) Sea G un grupo finito. Si H es un subgrupo normal de G
talque Hy [ G : H] son coprimos, entonces H es el
unico subgrupo de G de orden IHI

i) H es un subgrupo normal maximal si y solo si G/ H no
tiene subgrupos normales propios.

1.19 EIl grupo simétrico.

Definicion. Dado un conjunto no vacio X, denotamos por S , al conjunto

de todas las biyecciones del conjunto X en si mismo.

Si fy g son dos funciones biyectivas del conjunto X en si mismo, se
comprueba facilmente que fog es también una funcién biyectiva de X en si
mismo y que f es también una funcién biyectiva, demostrandose que

( Sx :0) es un grupo.

Definicion. Cuando el conjunto X es el conjunto de los n primeros numeros
naturales, los elementos de Sy se denominan permutaciones de n
elementos.

Definicion. El conjunto de las permutaciones de n elementos se simboliza
por S, y el grupo ( Sy ;0) se llama grupo simétrico de n elementos. ( es
el grupo de todas las permutaciones de n elementos y tiene orden n!).
Comentario. Si tenemos dos conjuntos X y Y con el mismo numero de
elementos, entonces el grupo de todas las permutaciones de X tiene la

misma estructura que el grupo de todas las permutaciones de Y
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Ejemplos.

1

Un elemento p ( permutacion ) de S se denota de la siguiente manera:

|

Donde observamos que 1 es enviado en p(1), 2 en p(2), y asi

sucesivamente.

Comentario . Si py q son dos elementos de S, su compuesta se

escribira como pq.

Sea A ={1,72, 3}, entonces el grupo de permutaciones S tiene

1

2
p()  p2)

3! = 6 elementos, los cuales son

La tabla respectiva es :

1

3

n—1

p(n=1)  p(n)

P1

p2

P3

P4

Ps

P1

p2

P3

P4

Ps

P1

P1

P2

P4

Ps

Ps

P2

P2

P1

Ps

P3

P4

Ps3

P3

Ps

P4

p2

P4

P4

P4

P3

Ps

P1

P2

Ps

Ps

P4

P3

p2

P1
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Comentarios

1 Se observa que este grupo no es abeliano, siendo el grupo de menor
orden entre todos los no abelianos.

2 Enlo que sigue nos dedicaremos a analizar permutaciones sobre
conjuntos finitos. Siendo nuestro primer objetivo simplificar la notacion
de las pemutaciones.

Ejemplo :Consideremos la siguiente permutacion:

(123456
P=la 3 4 15 6

Observamos que p(1) =2, p(2) =3, p(3) =4y p(4)=1.Habiendo

empezado y finalizado con 1 decimos que se ha completado un ciclo. Este

primer ciclo tiene la forma (1 2 3 4) ytiene 4 elementos Como 5y 6 son

dejados fijos, escribimos los ciclos (5) y (6) con un elemento cada uno Esto

motiva la siguiente definicion:

Definicion. Un m-ciclo, m>1, (a; a; az ........ am ) es una permutacion de

m elementos distintos de un conjunto A, que envia ajen aj;1 , parai=1, 2,

......... ,m-1,yan loenviaena;. Sim =1, definimos el 1-ciclo como la

identidad.

Comentarios.

1 Como los ciclos son en realidad permutaciones, ellos pueden
multiplicarse. Sin embargo el producto de ciclos no necesariamente es

un ciclo.
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7

Representaremos el producto de dos ciclos escribiéndolos en
posiciones adyacentes, con la aplicacion derecha actuando
primeramente.

Un 2-ciclo es llamado una transposicion.

Cualquier permutacion de al menos dos elementos puede ser escrita
de diversas maneras como un producto de transposiciones.
Llamaremos ciclos ajenos a aquellos ciclos que no tienen elementos
comunes.

Cualquier permutacion de un conjunto finito es producto de ciclos
ajenos

La multiplicacion de ciclos ajenos es conmutativa.

Ejemplos

1

La permutacion del ejemplo anterior puede escribirse como:
(123456
PZla 34156
obtenemos p=(12 3 4 )(5)6)=(12 3 4).

Los ciclos de longitud 1 pueden omitirse.

El producto de los ciclos (2 1 5)(1 4 5 6) = I 2 3 4 5 6
’ 423 2 ¢ 5)Noes

un ciclo, sin embargo puede ser escrita de diversas maneras, tales

como:

[123456

= 1 = (1 .
2341 s 6] (2 12 5)(1 41 5)(1 6)=(1 4)(1 2)(5 6)
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Nétese ademas que cada una de estas factorizaciones tiene un numero

impar de elementos.

1 2 4
3 Enla permutacion s = ) °| = (1 2)4 95),
I 3 5 4
Notese que s? =i, es decir s es la permutacion identidad

Por otra parte siqg = (1 2 3 4), facilmente se encuentra que el orden
deges4
Definicién. Una permutacion p puede ser escrita como un producto de m
transposiciones, entonces cualquier otra factorizacion de p tendra
( m + numero par) de transposiciones. Una permutacion p de un conjunto
finito es par o impar de acuerdo con el hecho de que pueda expresarse
como un producto de un numero par de transposiciones o como el
producto de un numero impar de transposiciones respectivamente.
Comentario. El hecho de que un producto arbitrario de permutaciones
pares de como resultado una permutacion par, nos indica que este
conjunto es cerrado bajo tal operacion.
Esto a su vez nos da la idea de que el conjunto de las permutaciones
pares es un grupo. Para n>1 tenemos, ademas, que el niumero de
permutaciones pares en S es igual al numero de permutaciones impares ;

lo cual viene garantizado por las siguientes propiedades.
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1.19.1

Propiedades basicas.

i)

ii)

Elciclo (1 2 ..n-1 n) puede escribirse como

(1 nA n-1)..(1 2)

Seas=(a; ap ... ..... am ) un m-ciclo de S, entonces el orden
de s esm.

Sip=pi1p2 ...... Pn1 Pn € Sn , donde los ciclos p; son
ajenos de longitudes ki, kz ...., k, respectivamente. Entonces

el orden de p esta dado por el mcm de k; , kz .., kp
Ninguna permutacion de un conjunto finito puede expresarse
como un producto de un numero par de transposiciones y

como un producto de un numero impar de transposiciones.

Definicion. La coleccion A, de todas las permutaciones pares de S, es un

subgrupo de S,, con orden n! /2, donde n>1. A, se llama grupo

alternante.

Ejemplo

A continuacion estableceremos una correspondencia natural entre los

elementos de S3 y la manera en que pueden colocarse dos copias de un

triangulo equilatero, una encima de otra, de vértices 1, 2 y 3. Por esta

razén S; es ademas el grupo D3 de simetrias de un triangulo equilatero

(D5 representa también el tercer grupo diedrico). Si llamamos a; las

rotaciones y b; a las imagenes reflejadas en las bisectrices de los

triangulos, tenemos:
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3
AN
a, =
1 2 3 | 5

permanece igual

(31 A,

\""‘--_.—;’

rotacion de 120°

SEEIVAN

rotacion de 240°

(2 LAY

imagen reflejada en bisectriz del angulo 1

3
12 3) [~
EERR A
3 2 1 1 2
imagen reflejada en bisectriz del angulo 2

3

1 2 3
b = |
2 1 3) 1=2

| N

imagen reflejada en bisectriz del angulo 3

Comentario. Este ejemplo trae consigo la idea de que los elementos de

cualquier grupo pueden representarse por permutaciones, Como veremos

enseguida.

1.20 Teorema de representacion de Cayley. Todo grupo G es isomorfo a un

subgrupo del grupo simétrico Sg . En particular, todo grupo finito de orden

n es isomorfo a un subgrupo de S,

Demostracion.

Para cada elemento a de G definimos Ta: G— G, mediante T, (x) = ax. T,

es una biyeccion llamada traslacion a izquierda por a. Entonces T,eSg

(el grupo simétrico sobre G) para todo elemento a de G. Por lo tanto la
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1.21

funcién ¢ que asigna a cada elemento a de G la permutacion T, es una
funcion de G en Sg .Mostraremos que ¢ : G— S es un monomorfismo.
En efecto para elementos cualesquiera a, b y x de G se tiene:

Tab (x) = (ab)x = a(bx) = T, (bx) = Ta (To (x)) = (Ta T ) (X).

Luego¢ (ab) = Tap = Ta Ty =6 (@) ¢(b) para cualesquiera a, b de G.
Ademas, si a es un elemento del nucleo de ¢ , entonces T, = ¢(a) =i
Luego a=ae =T, (e) = I(e) = e. Por lo tanto Ker (¢) = {e} y, en
consecuencia, es un monomorfismo.

Concluimos que G = ¢ (G), donde ¢ (G) es un subgrupo de Sg

Grupo de permutaciones

Definicién. Sea X un subconjunto no vacio. Si G es un subgrupo del grupo
simeétrico Sx , entonces decimos que G es un grupo de permutaciones
que actua sobre X.

Definicién. Sea G un grupo de permutaciones que actua sobre un
conjunto X y sean x, y elementos de X. Se dice que x es

G-equivalente a y si existe teG tal que y = t(x).

Comentario. Se verifica inmediatamente que la relacion

“es G-equivalente a” es una relacién de equivalencia sobre X.

Definicion. Las G-clases de equivalencia de X son llamadas las orbitas de

G. La G-orbita de x sera denotada por Orbg (x) 0 simplemente Orb(x).

Ejemplos.
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1. Por el teorema de Cayley, cualquier subgrupo H de un grupo G puede
ser considerado como un grupo de permutaciones que actua sobre G:
esto se consigue identificando cada heH con la traslacion a izquierda
por h. La orbita de aec GesHa={ha/he H}.

Asi, pues, las orbitas de H son exactamente las clases laterales de H
en G.

2 Denotemos por I(G) el conjunto de todas las conjugaciones de G.
Como (f,)=f," (f. es la conjugacion por a, es decir, f, (x) = axa™ ,
xe G)y f, fp=fan para cualesquiera a, be G, entonces I(G) es un
subgrupo de S, es decir, I(G) es un grupo de permutaciones que actua
sobre G. La orbita del elemento x de G es la conjugacién de x, esto es,
{axa” /ae G}.

1.22 Estabilizador de un elemento.

Definicion. Sea G un grupo de permutaciones que actua sobre un sobre un

conjunto X y sea x un elemento de X. El estabilizador de x, denotado por

st(x), es el conjunto st(x) = {te G/ t(x) = x }.

1.22.1 Propiedades basicas.

i) Sea G un grupo de permutaciones que actua sobre un
conjunto X. entonces para cada elemento x de X, se tiene que
st(x) es un subgrupo de G..

Demostracion.

Es claro que idx ( la aplicacién identidad sobre X ) pertenece a
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st(x), entonces st(x) # ¢. Sit y s son elementos arbitrarios de
st(x), entonces t(x) = xy s(x) =x; luego

ts! (x) = ts™ (s(x)) = t(s™ s(x)) = t(x) = x ,y por lo tanto,

ts'e st(x).

Por consiguiente st(x) es un subgrupo de G.

Si G es un grupo de permutaciones que actua sobre un
conjunto finito X, entonces para cada elemento x de X, la
cardinalidad de la orbita de x esiguala [ G : st(x) ]y por lo
tanto divide a| G|

Demostracion.

Supongamos que t;st(x), tst(x), ... ,t;st(x) son las distintas
clases laterales izquierdas de st(x) en G, donde r = [G : st(x)]
Mostraremos que la orbita de x es {t1 (x) , t2 (X), ....... e (X))
En efecto, para cualquier elemento t de G, existe ie {1, 2, .. ,r}
tal que tet; st(x), porque { tyst(x), tost(x), ....... tst(x }es una
particion de G. Luego t't e st(x), es decir, t" t; (x) = x y por
lo tanto t(x) = t; (x). Se sigue que

{t(x) / te G} ={ t1(x) , t2 (X), ......., tr (x)}.

Ahora veamos que ty (x) , t2 (X), ....... .t (X) son distintos.

En efecto, sii=j, entonces t; ™' t; ¢st(x); luego ;! ti(x) = Xy

por lo tanto t; (x) =t (x) .
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Por consiguiente la cardinalidad de {t(x) / te G } (la orbita de x)

esr=[G:st(x)]
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Capitulo |

La teoria de los p-grupos y los teoremas de Sylow

2.1 Lateoria de los p-grupos.

2.1.1.

21.2

Definicion de p-grupo. Sea G un grupo y p un numero primo.

Decimos que G es un p-grupo si para cada x € G, existe

k e Z* U {0} tal que o(x) = p~.
Comentario. Es claro, de la definicién, que si G es un grupo finito y

(G| =p", para algun primo p y algun ne Z* U{0}, entonces G es un

p-grupo.

Teoremas fundamentales

Teorema 2.1.1. Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal de G.
Si Hy G/H son p-grupos, entonces G es un p-grupo.

Demostracion.

Supongamos que Hy G/ H son p-grupos. Sea x un elemento

cualquiera de G . Como G/ H es un p-grupo, entonces o(Hx) = p*

para algun entero no negativo k. Si denotamos r = p¥, se tiene:
Hx" = (Hx)" = He, con lo cual x" € H. Como H es un p-grupo, sea

o(x") =t = p™ para algun entero no negativo m. Entonces se tiene:
-

x'= (x)' = e, dondert = pp™ = p**™. Por lo tanto, el orden de x es

una potencia de p.
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Se concluye que el orden de todo elemento de G es una potencia

de p, es decir, G es un p-grupo.

Lema 2.1.1, Si G es un grupo abeliano finito cuyo orden es divisible

por un primo p, entonces algun elemento de G es de orden p.

Demostracion .

Sea x € G—-{e}.Tenemos dos casos:

a)

Supongamos que o(x) = pm, para algun m € Z. Entonces
(x™P=-e ypor lotantoo(x™) divide ap. Luego o(x™) =p, es
decir, X es un elemento de orden p.

Ahora supongamos que o(x) = r, donde r es coprimo con p, es
decir, r no es divisible por p. Como G es abeliano, entonces
[x] es un subgrupo normal de Gy G / [x] es un grupo abeliano
de orden | G|/ r. Puesto que r no es divisible por p, se tiene
que | G|/ res divisible por py (|G| /r)< |G| Por induccion sobre
|G| , se obtiene unelemento y € G/ [x] de orden p. Siendo

y laimagen de y € G bajo el homomorfismo canodnico, resulta

que o(y) es divisible por p. Con esto, hemos vuelto al primer

Caso.

Teorema 2.1.2 (Cauchy) Si G es un grupo finito cuyo orden es

divisible por un primo p, entonces algun elemento de G es de

orden p.
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Demostracion.

Como G es un grupo finito y p divide al orden de G, tenemos los

casos siguientes:

a)

Si G es abeliano, entonces por el lema 2.1.1 algun elemento
de G es de orden p, con lo cual queda probado.

Si G no es abeliano, entonces G #Z(G), es decir existen en G
elementos no centrales.

*Si existe xgZ(G) tal que p divide a IC(x)l , entonces el
resultado se obtiene porinduccion sobre G . Veamos:

Para | G| =6 se cumple lo que afirma el teorema.

Ahora supongamos que el teorema vale para grupos de orden
menor que n, donden =|G| y n>6.

Luego por la hipotesis inductiva, en C(x), existe aeC(x) talque
o(a) = p, y en consecuencia siendo a un elemento de G, se
tendra que en G existe por lo menos un elemento de orden p.
*Si para todo x ¢ Z(G) , p no divide a IC(x)l, entonces p divide
a[G:C(x)] paratodo x ¢ Z(G), ya que p es primo y ademas
IGI=[G:C(x)]lCXI

De la ecuacion de clases |Gl =|Z(G) + ¥ [G:C(x)], se

deduce que p divide a | Z(G)]|
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Por el lema 2.1.1, se concluye que algun elemento de Z(G) es
de orden p.
Comentario. Los teoremas de Cauchy y de Lagrange nos permiten
caracterizar los p-grupos de la siguiente manera:
Corolario. Un grupo finito G es un p-grupo si y solamente si |G| es
una potencia de p.

Demostracion.

* Si |G| es una potencia de p, entonces por el teorema de Lagrange,
el orden de cualquier elemento de G es una potencia de p, es decir,
G es un p-grupo.

* Si G es un p-grupo, entonces |G| es una potencia de p, porque, en
caso contrario, existira un primo q # p que divide a |G|. El teorema
de Cauchy implicaria que algun elemento de G tendria orden q, lo
cual estaria en contradiccion con el hecho de que G es un p-grupo.
Comentario. Una consecuencia inmediata de este corolario y del
teorema de Lagrange, es que todo subgrupo de un p-grupo finito
tiene como orden una potencia de p.

Teorema 2.1.3._Si G es un p-grupo finito y |G| > 1, entonces
1Z(G)|>1

Demostracion.

*Si G es abeliano, entonces G = Z(G) y en este caso no hay nada

que demostrar.
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*Ahora supongamos que G no es abeliano. Consideremos la
ecuacion de clases |G| = |Z(G)] + hy + hp + .... + hy donde
hy, hy ... , hm son los cardinales de las distintas clases de
conjugacion de elementos no centrales de G. Para cada

a e G-Z(G), C(a) es un subgrupo propio de G. Por un corolario
anterior, |C(a)| es una potencia de p y por lo tanto [G : C(a)] es una
potencia de p diferente de 1. Luego p divide a cada h;. Por
consiguiente p divide a |Z(G).

Corolario 1._Cualquier grupo G de orden p? (donde p es un nimero
primo) es abeliano.

Demostracion .

Supongamos que G no es abeliano, es decir, G # Z(G). Por el
teorema 2.1.3, |Z(G)| = p. Luego G/ Z(G) es de orden p y por lo
tanto ciclico, lo cual es falso. Por consiguiente G es abeliano.
Comentario. Este corolario es valido a partir de p=3, ya que para
p=2, los grupos de orden 4, son abelianos por si solos

Corolario 2 . Sea G un p-grupo tal que |G| = p*.

Si 0 < n <k, entonces G contiene un subgrupo normal de orden p".

Demostracion.

Procedemos por induccién sobre k.

Para k = 1, la afirmacion es verdadera.
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*Supongamos que la afirmacién se verifica para todo m < k, donde
k >1. Por el teorema 2.1.3, Z(G) = {e}, por lo tanto p divide a | Z(G)|.
Por el lema 2.1.1, existe x € Z(G) tal que o(x) = p. Sea N = [x].
Entonces N es un subgrupo normal de G, ya que todo subgrupo de
Z(G) es normal en G. Luego se tiene que |G/ N| = p*!. Entonces por
la hipotesis inductiva, G / N contiene un subgrupo normal H* de
orden n-1 (la afirmacién es verdadera para n = 0).
En este caso existe un subgrupo normal H en G tal que
NcHyH/N=H* SetienelHI=IH*IINI= p™'p = p", conlo
cual se completa la prueba.
2.2 Los Teoremas de Sylow

2.2.1. Definicién. Sea p un numero primo. Decimos que un subgrupo P de
G es un p-subgrupo de Sylow si es un p-subgrupo maximal de G
Ejemplo.
Hallar los 2-subgrupos de Sylow y los 3-subgrupos de Sylow de
S3, S4 y Ss
Solucion
*Los elementos de Szson:e=(1),a;=(12), a,=(13),
a3=(23),b;=(123) yby=(132)=b%= by’
El orden de cualquier 2-subgrupo de Sylow de S; es 2, y el orden de
cualquier 3-subgrupo de Sylow de Sz es 3, pues |S3| =6 =2 x 3.

Los tres 2-subgrupos de Sylow de S; son los grupos ciclicos: [a4],
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[az2] y [as].

El unico 3-subgrupo de Sylow de Sj es el grupo ciclico (subgrupo

normal

de S3) : [by] = [b2].

*Para estudiar S; construimos su tabla:

Estructura de ciclos Numero de ellos | Orden

(1) 1 1
(12) 6 = (4x3)/2 2
(123) 8 = (4x3x2)/3 3
(1234) 6 = (4x3x2x1)/4 4
(12)(34) : 1[4x3 2xl) 2

3= Xome:

2\ 2 2

Los unicos divisores de |S4| = 2° x 3, congruentes a 1 médulo 2, son

1y 3. Luego existen en Sy4, uno o tres 2-subgrupos de Sylow.

Seana=(12 3 4 yb=(1 3). Entoncesa =(4 32 1)y

ba=(12)(34)=a'b. Luego H = {e, a, a% a° b, ab, a%b, a’b} es

2-subgrupo de Sylow de S,.

Los elementos de H son los siguientes:

e=(1)
b=(1 3)

a=(12 3 4)
ab=(1 4)(2 3)

a‘=(1 3)(2 4)
a’b=(2 4) |a

a>=(4 32 1)
=1 2)(3 4)

Seanc=(1 2)yd=(1 4) Como:

cac’ = (c(1) ¢(2) ¢(3) c@)=(@2 13 4)=(1 3 4 2)

ca’c' = (c(4) c(3) c(2) c(1))=(4 31 2)
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dad’ = (d(1) d(2) d(3) d@4))=(4 2 3 1)

da’d’ = (d(4) d(3) d(2) d(1))=(1 3 2 4)

Entonces H, cHc™ y dHd™" son distintos entre si. Por consiguiente H,
cHc'y dHd™ son todos los 2-subgrupos de Sylow de S.

Por otro lado, los Unicos divisores de |S4| = 2% x 3, congruentes a 1,
méd 3, son 1y 4. Luego existen uno o cuatro 3-subgrupos de
Sylow en S,.

Para cualesquiera 3-ciclos (i j k) y (m n p):

[(i j K)]=[(m n p)]siysolamente si{i, j, k} ={m, n, p}. Luego el
numero de 3-subgrupos de Sylow en S, es igual al numero de
subconjuntos de 3 elementos del conjunto {1, 2, 3, 4}, es decir,
(4x3x2)/6 = 4. Estos cuatro 3-subgrupos de Sylow son los
siguientes grupos ciclicos:

(1 2 3L [(1 2 )], [(1 3 4)][(2 3 4)]

*De igual modo para Ss :

Estructura de Ciclos Numero de ellos Orden
(1) 1 1
(12) 10 = (5x4)/2 2
(12 3) 20 = (5x4x3)/3 3
(12 3 4) 30 = (5x4x3x2)/4 4
(12 345) 24 = 4x3x2x1 5
(1 2)(3 4) 1(5x4 3x2) 2
156 = — X
20 2 2
(12)(3 45) S5x4 3x2x]1 6
20 = > X 3
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Como |Ss| = 2° x 3 x 5, entonces cualquier 2-subgrupo de Sylow de
Ss es de orden 8, y cualquier 3-subgrupo de Sylow de Ss es de
orden 3.
Los unicos divisores de |Ss|, congruentes a 1 (mod 2),son 1, 3,5y
15. Luego, existen uno, tres, cinco o quince 2-subgrupos de Sylow
en Ss. Un 2-subgrupo de Sylow de Ss es
H={e, a,a? a° b, ab, a’b, a®b}, donde a=(1 2 3 4) y b=(1 3).
Por ultimo, el numero de subgrupos ciclicos de orden 3 en Ss es
(5x4x3)/6 = 10. Por consiguiente, existen diez 3-subgrupos de
Sylow en S5y son los siguientes:
(12 3), [(124] [(M253)] [(134)], [(13595) [ 45)]
(23 4)]yI[2359)1[(245]yI3479)]

2.2.2 Teoremas fundamentales
Teorema 2.2.1_Todo conjugado de un p-subgrupo de Sylow de G
es un p-subgrupo de Sylow de G. Por lo tanto si, para algun primo
fijo p, G tiene un unico p-subgrupo de Sylow P, entonces P es
normal en G.
Demostracion
Sea H un p-subgrupo de Sylow de G. Supongamos que |G| = p'm,
donde r >0y p no divide a m. Entonces |H| = p". Para cualquier

a e G:aHa' es un subgrupo de Gy |aHa™"|=|H| = p". Luego, para
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cualquier a € G, aHa™ es un p-subgrupo de Sylow. Por lo tanto,
todo conjugado de un p-subgrupo de Sylow de G es un p-subgrupo
de Sylow de G.

Ahora, si G tiene un unico p-subgrupo de Sylow P (para un primo
fijo p), entonces la coleccion de p-subgrupos de Sylow de

G: {aPa/a eG} es unitaria. Luego paratodoae G:aPa'="P, es
decir, P es normal en G.

Comentario. Las nociones de conjugado y centralizador de un
elemento son utiles. Ahora consideremos los analogos de estas
nociones para un subgrupo.

Definicion . Sea H un subgrupo de G. Decimos que un subgrupo S
de G es un conjugado de H si existe un elemento a de G tal que
S=aHa

Comentario. Observamos que los subgrupo conjugados son
isomorfos.

Definicion . Sea H un subgrupo de G. El normalizador de H en G,
denotado por Ng (H), es el conjunto Ng(H) = {a €G/ aHa™ = H}

Si no hay lugar a confusion, escribiremos N(H) en vez de Ng(H).

Ejemplos

1 Dendtese por I(G) al grupo de todas las conjugaciones de G y
por X al conjunto de todos los subgrupos de G. [Sif, : x — axa™,

entonces también denotemos por f; a la funcién F, definida por

56



Fa(S)=aSa"', S ¢ X]. Probar que I(G) es un grupo de
permutaciones sobre X, y que si H € X, entonces la érbita de H
es el conjunto de todos los subgrupos conjugados a H.
Solucién
Sea f; € I(G) arbitrario. Veamos que f, es una permutacion de
X, es decir, una biyecciéon sobre X. Enefecto: VS, T e X:
fo(S)=fs(T),aSa'=aTa'>S=a'aSa'a=a'aTa'a=T.
VSeX:S=aa 'Saa'=f, (a'Sa).Luego f, es inyectiva y
sobreyectiva.
Ahora se tiene que para todo H € X, la érbita de H, es
orb(H) = {fy (H) / f; €l(G)} = {aHa'/a e G} = clase de
conjugacion de H.

2 Probar que el estabilizador de un subgrupo H [bajo la accién de
I(G)] es{fa € (G)/a e Ng(H)}
Solucion
Denotemos por Est(H) al estabilizador de H. Luego tenemos:
f, € Est(H) & f, (H) = H < aHa = H <> a e Ng(H).
- Est (H) ={fa € I(G)/a € Ng(H)}

Teorema 2.2.2_Ng(H) es un subgrupo de G que contiene a Hy es

el mayor subgrupo en el cual H es normal.
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Demostracion

Es claro que H < Ng (H) y que H es normal en Ng(H).

Sean a, b € Ng(H) cualesquiera, tenemos:

+xaHa'=H, luegoH=a'Ha=a"H (a')", esdecir, a’ € Ng(H).
+ Por otro lado, b Hb™' = H , entonces

abH(ab)' = abHb'a'=aHa' = H. Porlo tanto ab « Ng(H), con lo
concluimos que Ng (H) es un subgrupo de G

Sea S un subgrupo de G tal que HcS y H es normal en S. Para
cualquier a € S, se tiene: aHa™ = H, es decira € Ng(H). En
consecuencia, S < Ng(H).

Luego Ng (H) es el mayor subgrupo de G

Finalmente concluimos que Ng(H) es un subgrupo de G, H es
normal en Ng(H) y éste es el mayor subgrupo de G en el cual H es
normal.

Teorema 2.2.3._El numero de los distintos conjugados de H en G es
[G:N(H)]y este numero divide al orden de G, si G es finito
Demostracion

Para cualesquiera a, b € G, son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1 aHa™ = bHb™

2 H=a'bHb'a
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3 H=a'bH@"'b)"’

4 a'beN(H)

5 aN(H) = bN(H)

Por lo tanto, la funcion F definida por F(aHa'1) = aN(H), es una
biyeccién entre el conjunto de los conjugados distintos de H y las
clases laterales a izquierda de N(H). En consecuencia el numero
de los conjugados distintos de H es [G : N(H)].

Si G es finito, entonces |G| = [G : N(H)] |[N(H)| y por lo tanto

[G : N(H)] divide a |G|.

Lema 2.2.1 .Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, entonces el
unico elemento de N(P)/ P cuyo orden es una potencia de p es P (el
elemento neutro).

Demostracion

Supongamos que Px eN(P) / P tiene orden p, para algun entero no
negativo k. Si S* es el subgrupo de N(P)/P generado por Px,
entonces S* es un p-grupo, por el corolario del teorema 2.1.2.
Segun el teorema de correspondencia, existe un subgrupo S de G
talque Pc Sy S/P = S* Porelteorema 2.1.1, S es un p-grupo
qgue contiene a P. La maximalidad de P implica que S =P y por lo

tanto S* = {P} y Px = P.
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Lema 2.2.2 .Sean P un p-subgrupo de Sylow de G y aeG de orden
p*, para algun entero no negativo k. SiaPa' = P, entonces a eP

Demostracion.

Supongamos que aPa™ = P. Entonces a eN(P). Sin es el
homomorfismo candnico de N(P) sobre N(P) / P, entonces el orden
de m(a) es una potencia de p, puesto que [r(a)]" = n(a™) = n(e) = P,
donde m = p*. Porellema 2.2.1,n(a) = P, es decir, a € Ker (n) = P.
Lema 2.2.3. Si P es un p-grupo y a es un homomorfismo de P en
Snh, entonces la cardinalidad de cada orbita de o(P) es una potencia
de p (considerando a a(P) como un grupo de permutaciones sobre

n letras).

Demostracion.

Como P es un p-grupo, entonces a(P)c S, es un p-grupo finito y,
por lo tanto, su orden es una potencia de p. Por consiguiente, el
tamano de cada orbita divide a |o (P)).

Teorema 2.2.4 (Primer teorema de Sylow).

Sea G un grupo finito. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G,
entonces todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados a P,
y el numero de estos subgrupos es congruente a 1, médulo p, y es

un divisor de IGl.
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Demostracion.

La idea basica es la realizacién de que la conjugacién por cualquier
elemento de G envia un p-subgrupo de Sylow en un p-subgrupo de
Sylow.

Sea X ={P,, P2, ..., P}, donde P4 = P, el conjunto de todos los
conjugados de P.

Para cada a € G, definimos a, : X - X por medio de
oa(Pi)=aP;a’

Como aP;a' = aP; a’ implica P; = P; , entonces cada o, es
inyectiva. Puesto que cualquier aplicacion inyectiva sobre un
conjunto finito, debe ser sobreyectiva, resulta que cada o, €s una
permutacion de X. Mas aun, la funcién a : G — Sx dada por

a(a) = aa , €s un homomorfismo. En efecto:

aaop (Pi) = o, (bPb") =abP;b'a™ = (ab)Pi(ab)™ = ap (P)

De manera que o, 0y = o ap

Consideremos la restriccionde o a P. Porellema 2.2.3, la
cardinalidad de cada orbita de a(P) es una potencia de p. Decir que
uno de estas cardinalidades es 1, significa que existe i tal que para
todo a, se tiene a,(P; ) =P; , osea, paratodo a e G: aP; al=p,.
Por el lema 2.2.2, paratodoa e P=P,:a € P; , y por lo tanto Pc P;

. Como P es un p-subgrupo de Sylow, entonces P; = P.
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En conclusién, cada orbita tiene como cardinalidad una “honesta”
potencia de p ( p*#1VKk) , excepto {P4}, la cual tiene cardinalidad 1.
Consecuentemente r es congruente a 1, (mod p).

Ahora supongamos que Q es un p-subgrupo de Sylow de G y que
no es un conjugado de P, es decir, Q # P; para todo i.

Consideremos la restriccion de a a Q. Nuevamente el lema 2.2.3

nos garantiza que la cardinalidad de cada 6rbita de a(Q) es una
potencia de p. Si alguna de estas érbitas fuera de cardinalidad 1,
entonces esta orbita seria {P; } para algun i. El mismo argumento
anterior mostraria que Q = P; , contradiciendo la elecciéon de Q.
Luego, toda orbita de a(Q) tiene como cardinalidad una “honesta”
potencia de p, de manera que p divide ar, 0 sea, r es congruente a
0, (mod p). Esto contradice nuestra previa congruencia, asi que tal
Q no existe. Por consiguiente, todo p-subgrupo de Sylow de G es
un conjugado de P.

Finalmente, como r = [G: N(P)], entonces r es un divisor de |G|.
Teorema 2.2.5. (Segundo teorema de Sylow)

Si G es un grupo finito de orden p*m, donde p es un primo que no
divide a m, y k es un entero positivo, entonces todo p-subgrupo de
Sylow de G tiene orden p*. Ademas si Sp es el numero de

p-subgrupos de Sylow de G, entonces s, divide am
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Demostracion.

Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. En primer lugar,
demostraremos que p no divide a [G: P]. Como [G : P] =[G : N(P)]
[N(P):P], entonces es suficiente demostrar que p no divide a
ninguno de estos factores. De acuerdo con el teorema 2,2.1,

[G: N(P)], que es el numero de conjugados de P, es congruente a
1, (mod p). Por lo tanto p no divide a [G : N(P)]. Por otro lado,
[N(P):P] = |N(P) / P|, y N(P) / P no tiene elementos de orden p,
conforme el lema 2.2.1. Por el teorema de Cauchy (teorema 2.1.2),
p no divide a [IN(P) / P|. Se infiere que p no divide a [G : P].

Por el teorema de Lagrange; |P| = p", donde n < k. Luego
[G:P]=|G|/|P|=mp*“". Pero p no divide a [G:P]. Por
consiguiente, k=ny|P|=p"

Por otro lado, s, divide a p“m y es congruente a 1 modulo p, de
acuerdo con el teorema 2.2.4. Luego s, no es multiplo de p y por lo
tanto s, y p* son coprimos. En consecuencia, sp divide am
Corolario. Sea G un grupo finito y sea p un nimero primo. Si p"
divide a |G|, entonces G contiene un subgrupo de orden p".

Demostracion.

Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, entonces p" divide a |P|, por
el teorema precedente. Por el corolario 2 del teorema 2.1.3, P

(y luego G) contiene un subgrupo de orden p".
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Comentario. Ahora vemos cuanto del reciproco del teorema de
Lagrange se puede salvar. Si m divide a |G|y m es una potencia de
un primo, entonces G contiene un subgrupo de orden m. Sin
embargo, si m tiene dos factores primos distintos, entonces se
puede mostrar un grupo G, nominalmente A4, tal que m divide a |G|

y G no contiene subgrupos de orden m.
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Capitulo Il

Algunas aplicaciones de los teoremas de Sylow

llustraremos la potencia de los teoremas de Sylow clasificando los grupos de
orden bajo.
3.1 Los grupos diedrales

3.1.1 Definicion de grupo diedral. El grupo diedral D, es un grupo de

orden 2n generado por dos elementos a y b que satisfacen las

relaciones a" = e, b’=e y bab=a"

Ejemplos

1. Sea A un poligono regular con vértices v1, va, ..., V. Sea G el
conjunto de todos los movimientos rigidos de A que llevan
vértices en vértices. En particular, sea S una rotaciéon en
sentido antihorario que envia cada vértice en uno adyacente, y
sea T una reflexion de A en la linea que une v4 con el centro
de A. Como es usual, multiplicaremos en G realizando primero
un movimiento y luego el otro.

Mostraremos que G ~ D,
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Consideremos un sistema rectangular de coordenadas con el
origen en el centro de A y tal que las coordenadas de v; sean

(r, 0). Los movimientos rigidos Sy T estan dados por

S(x,y):(x,y)[cos(br/n) —Sen(27r/n)J

sen(2r/n)  cos(2x/ n)

Tixy) = (%) = (x.y)[é _OJ

Por induccién matematica se obtiene:

VkeN:

cos(2kx/n) - sen(2k7z/n)}

S*(x, y)=(x,
(x, y)=(x.y) |:Sen(2k7z/n) cos(2kr/ n)

VkeN:

cos(=2kr/ n) —Sen(—2kfr/n)}

S *(x, y)=(x,
(X, ¥)=(x,y) lisen(—Zkfr/n) cos(—2km/ n)

Luego S" = 1.

Por otro lado, para cualquier (X,y):

T2xy) = TT(xy) = T(x,7y) = (%, ~(-y)) = (x.Y):
Entonces T2 =|

Ahora, para cualquier (x,y):

TST (x,y) = TS(X, -y)
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. ((x,_y){cos(%r/n) -~ Sen(27z/n)D

sen(2mr/n)  cos(2m/n)

) {cos(br/n) - S€I’l(27[/}’l):| [1 0}

sen(2m/n) cos(Rr/n) [0 1]

: )_cos(27r/n) sen(2z/n) |

- X|_

! | sen(27/n) —cos(2m/n) |
[cos(2r/n)  sen(27/n) |

=T(x.y)

- |sen(2m/n) —cos(2x/n) |
[0 ][cos2z/n)  sen(2m/n)
N0 1| sen@nin) —cos2rin)

[ cos(2m/n)  sen(2rm/ n)
=(xy) =57(xy)

—sen(2r/n) cos(2m/ n)

Por lo tanto TST =S™'. Se sigue que G ~ D,
¢, Cual es el Centro de D,?
Mostraremos que Z(D,)={e} si n es impar, y que

Z (D) ={e, a"}sinespar, donden >3

Veamos que D, ={a'bl/0<i<n-1,0<j<1)}

SeanH =[a] ={e, a, a% ..., a""} y K = [b] ={e,b}.

67



Veamos que H es un subgrupo normal de D,, es decir,

xHx

c H para todo x € D, Es suficiente verificar que
bHb™ < H.

Por induccion matematica se prueba que a™ ba™ = b para todo
meN. Sea a' < H arbitrario. Se tiene:
bab'=bab=babaa'=bba'=a"eH.

Luego bHb™ = H.

Como H es un subgrupo normal de D,, entonces HK es un
subgrupo de D,

Ahora veamos que H n K = {e}.

Si esto no fuera cierto, entonces se tendria b = a' para algun i,
lo cual implicara que ba = ab y por lo tanto seria

a' = bab = abb = ae = a, de manera que o(a) = 2 y
H = [a] = {e, a}, resultando b = a, lo cual no es cierto. Por
consiguiente  H n K ={e}.

Se sigue que IHKI =[|HIIKI / IHAKI = n(2)/1 = 2n

En consecuencia D, = HK = {a'b'// 0 <i<n-1,0<j <1}

Todo elemento de D, es de la forma a o de la forma a' b,
dondeO0<i<n-1.

Es claro que a conmuta con cualquier a ’. Luego se tiene las

siguientes afirmaciones equivalentes:
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a' e Z (Dy,); a'(a'b) = (a'b) a' para todo j en {0,1,2...,n-1};
ala'b=4ab a'paratodojen{0,1,2..n-1};
ab=ba';ab=a'(@d'ba);db=a'b;ad=a'; a%=¢;

2i=0 (mod n).

Escribamos J = {0,1,2...,n-1}. Se a b e Z (D,), entonces, en
particular, (a'b)a* = a¥(a'b) para todo k en J y por lo tanto

a*= a* para todo k en J, y se sigue que 2k = 0 (mod n) para
todo k en J, lo cual es falso: si n es impar y 2K = 0 (mod n),
entonces k = 0, puesto que ke J; si n es par, entonces

2(n-1) # 0 (mod n).

Se concluye que Z(D,) = {a'/2i = 0 (mod n)}.

Si n es impar, entonces Z(D,) = {e}
Si n es par, entonces Z (D,) = {e, a“’z}.

Sea G un grupo finito y sea P un p-subgrupo de Sylow de G.

Si P a G, ¢P es un factor directo de G?

El siguiente contraejemplo muestra que la respuesta es “no”.

Sea G = S3 existe en G un unico subgrupo P de orden 3. P es
un 3-subgrupo de Sylow de G. P <« G, por ser el unico

3-subgrupo de Sylow de G. Supongamos que P es un factor

directo de G. Entonces existe en G un subgrupo normal N tal

69



gque G = P x N, de manera que el orden de N es 2. En este
caso, P y N son abelianos.. Por lo tanto G = S3 es abeliano.

Como esto es falso, concluimos que P no es un factor directo

de G.
Sea G un grupo finito con subgrupo normales H y K.

Si G/H= G/IK, ¢Es H=K?

La respuesta es “no”. El contraejemplo siguiente muestra esto.
Sea G =2Z;x2Z4 Setiene: H={0}xZs y

K = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} son subgrupos normales (de indice
2)de G; G/IH~Z , = G/IK

H no es isomorfo a K, puesto que H ~ Z, y K es isomorfo al
grupo de Klein (todo elemento de K es de orden 2, excepto

(0,0)).

Teorema 3.1.1. Sea p un primo impar. Si G es un grupo de orden 2p,

entonces es ciclico o diedral.

Demostracion..

De acuerdo con el teorema de Cauchy, existen en G un elemento a de

orden p y un elemento b de orden 2.

Si H =[a], entonces H < G, por tener indice 2.

Luego bab = bab™ = a™ para algtn entero m. Como
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a = eae =b%ab? = b(bab) b =ba™b = ba™b '= (bab™' )™= (bab)™= (a™)™ = a¥,
donde K = m?, entonces m? = 1(mod p), esto es, m = 1 (mod p) o

m =-1 (mod p). Porlotanto bab=a o bab=a". En el primer caso, ay
b conmutan, G es abeliano y se sigue que G~ Z, xZ; = Zp, . En el
segundo caso, se tiene G = Dy,

Teorema 3.1.2._Si G es un grupo de orden pq, donde p y ¢ son primos y

p > q, entonces G es ciclico o G es generado por dos elementos ay b que
satisfacen las siguientes relaciones: bP =e, a%=e, a'ba=b

Donde no se cumple que r =1 (mod p), pero si rf=1 (mod p)

La segunda posibilidad puede ocurrir solamente si q divide a p-1.

Demostracion.

De acuerdo con el teorema de Cauchy, en G existen un elemento b de
orden p y un elemento a de orden q. Sea H = [b]. Como H es un
p-subgrupo de Sylow de G, entonces el numero de sus conjugados es

1 + kp para algun entero no negativo k. Pero 1 + kp = [G: N(H)], de manera
que 1 + kp divide a|G|=pqg. Luego 1 + kpdivideaq,yaque1+kpyp
son coprimos. Se sigue que k = 0, puesto que q < p.

En consecuencia H«G.
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Por otro lado, si K = [a], entonces K es un g-subgrupo de Sylow de Gy por
lo tanto el numero de sus conjugados es [G: N(K)] = 1 + mq, para algun
entero no negativo m. Como en el caso del subgrupo H, se deduce que

1 + mq divide a p, y por lo tanto m = 0 o q divide a p-1. Sim =0, entonces
K <Gy sesigue que G~ H x K. En este caso se tiene: G~ Z, X Zq ~ Zp,.
Ahora supongamos que K no es normal (en este caso q divide a p-1).
Como H es normal, entonces a'ba = b para algun entero r; ademas,

podemos asumir que no se cumple que r =1 (mod p), para no retornar al

caso abeliano. Porinduccion sobre i, se infiere que a’ba'=b', dondet="r.

En particular si i = q, entonces b = ebe = a%a’ = b®%, donde s = 19, de
manera que r? = 1 (mod p).

Corolario. Si|G| = pq, donde py q son primos, p > q Yy g no divide a p-1,
entonces G es ciclico.

Ejemplo.

Mostraremos que As no tiene subgrupos de orden 15.

Solucién.

Para As tenemos la siguiente tabla:

Estructura de ciclos | Orden | Numero de ellos
(1) 1 1
(12)(34) 2 15
(123) 3 20
(12345) 5 24
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3.2.

De acuerdo con el corolario del teorema 3.1.2, cualquier grupo de orden
15 es ciclico. Como en As no existen elementos de orden 15, entonces As
no tiene sub-grupos de orden 15.

El grupo Q de los cuaterniones

Definicion. El grupo Q de los cuaterniones es un grupo de orden 8
generado por dos elementos a y b que satisfacen las relaciones

at=a. b*=2a% blab=a"

Ejemplos.
1 Sea G el grupo multiplicativo de todas las matrices complejas no

singulares 2 x 2,y sea H el subgrupo de G generado por:

Mostraremos que H ~ Q.

Se tiene: B2= A% = (_(1) (])j Al= A3 =[ 0 _I]

0 -1
A% =, B'1=[ ) B'"AB=A"

-1 0

Esto implica que H ~ Q, el grupo de los cuaterniones.

2 Consideremos el subconjunto: G = {1, -1, i, -i, ], -, k, -k }

del anillo de divisién H (R) de los cuaterniones de Hamilton.
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Mostraremos  que G es isomorfo al grupo Q de los cuaterniones.

Setiene [i,j1={1,i,i% 3, ij.j,%jy={,i,-1,-,j,k,j,k}=G
De manera que G es el subgrupo de H (R ) generado pori y j. Como:
i“=1,i?=-1=12 y jlij=-i= i, entonces G=~AQ.

3. ¢Cual es el centro de Q?

Para dar respuesta a esta cuestion hallemos el centro del grupo G del
ejemplo anterior:

Es claro {1, -1} <« Z(G). Se observa que i, j y k no son elementos
centrales, puesto que ij = k, ji = -k, jk =i, kj = -i, y por lo tanto -i, -j y -k
no son centrales. Se concluye que Z (G) = {1, -1}.

Como G y Q son isomorfos, entonces existe un isomorfismo f de G
sobre Q tal que f(i) = a y f(j) = b, donde a y b son los generadores de Q.
Luego Z (Q) = {f(1), f(-1)} = {e, f(i®)} = {e, a%}.

4 Mostraremos que Q / Z (Q) es abeliano.
Como: |Q/z@Q)|I=1Ql/l1Z(Q)|=8/2=4 entonces Q/Z(Q) es

abeliano ( Q/ Z(Q) = Z4 o Q/Z(Q) =K, el grupo de Klein)

5 Mostraremos que todo subgrupo de Q es normal.

74



Consideremos el grupo G = {1, -1, i, -i, j, 4, k, -k} del ejemplo 2. EIl unico
elemento de orden 2 es -1y [-1] = {1, -1} = Z (G) es un subgrupo
normal de G. Si H es un subgrupo de G y | H|= 4, entonces H es normal
en G, porque su indice en G es 2. Se sigue que todos los subgrupos de
G son normales. Como Q es isomorfo a G, entonces todo subgrupo de
Q es normal.

Mostraremos que Q no es isomorfo a Dy.

Consideremos el grupo G = {1, -1, i, -i, j, -, k, -k} del ejemplo 2.

El grupo D4 es generado por dos elementos a y b que satisfacen las
relaciones: a*=e b?=e,y bab=a"

D, tiene por lo menos dos elementos de orden 2: a’ y b

(Ds={e, a, a% a° b, ab, a’b, a’b } ), mientras que G tiene un unico
elemento de orden 2: el elemento —1. Entonces Q tiene un unico

elemento de orden 2. Se concluye que Q no es isomorfoa Dy .

Teorema 3.1.3. Q y D4 son los unicos grupos no abelianos de orden 8.

Demostracion.

Sea G un grupo no abeliano de orden 8. Entonces G no tiene elementos

de orden 8. Se sabe que si x? = e para todo elemento de un grupo,

entonces este grupo es abeliano. Luego G tiene por lo menos un elemento

a de orden 4. Como [a] tiene indice 2 en G, entonces [a] es un subgrupo

normal de G. Sea b un elemento de G que no pertenece al subgrupo [a].
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Como G/ [a] es un grupo de orden 2 y [a]b no es el elemento neutro de
G/ [a], entonces [a]b? = ([a]b)? = [a]e y por lo tanto b%c [a]. Ahora b? = ay
b2 = a°, porque a y a° son de orden 4 y b no es de orden 8. Se sigue que:
b2=a? o0 b’=e

Ademas, como [a] es normal, entonces b'abe [a]

En consecuencia, b'ab=a o b'ab=a® puesto que o(b'ab) = o(a) = 4
y o (a’) = 2. El primer caso implica que a y b conmutan. Como los unicos
elementos de G/ [a] son [a] y [a]b, entonces [a] y [a]b son clases disjuntas
y G = [a]u [a]b = {e, a, a2, a° b, ab, a’b, a’b}, de manera que G es
generado por ay b. El hecho de que ay b conmuten contradice el que G
sea no abeliano. Entonces la Unica posibilidad es que b'ab = a™

(pues a° = a™"). En resumen, se tienen las siguientes posibilidades:

(i) a*=e b?=a’y blab=a"

(i)a*=e,b’=e y b'ab=a"’

Como (i) describe al grupo Q de los cuaterniones, y (ii) describe al grupo
diedral D4 , entonces se concluye que los unicos grupos no abelianos de

orden 8 son Q y D.

El siguiente teorema muestra que el unico grupo de orden 12 que no tiene
elementos de orden 6 es A,.
Teorema 3.1.4. Todo grupo G de orden 12 no isormorfo a A4 tiene por lo

menos un elemento de orden 6.
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Demostracion

Por el teorema de Cauchy, existe beG tal que o(b) = 3. Sea H = [b].
Como H es un 3-subgrupo de Sylow de G y como H tiene indice 4 en G,
entonces existe un homomorfismo f: G -+S, cuyo nucleo K es un subgrupo
de H. Se sigue que K={e} o K=H, puesto que IHI = 3 (primo). Si
K= {e}, entonces f es inyectivo y G es isomorfo a un subgrupo de S, de
orden 12. Como el unico subgrupo de S; de orden 12 es A, y G no es

isomorfo a As, por hipoétesis, entonces K = {e} y porlo tanto K=H, es
decir, H es el nucleo de f. Luego H <G vy, en consecuencia, H es el unico

3-subgrupo de Sylow de G. Entonces todos los elementos de G cuyo
orden es una potencia de 3, estan en H.

En particular , los tnicos elementos en G de orden 3 son b y b2.

Sea C(b) el centralizador de b en G. Como [ G: C(b)] es el numero de
conjugados de b y los conjugados de b son de orden 3, entonces

[G: C(b)] =1 0 [G:C(b)] = 2, de manera que |C(b)| =12 0 |C(b)| =6 . En
cualquier caso, existe a eC(b) tal que o(a)=2, por el teorema de Cauchy.
Como aeC(b), entonces a y b conmutan. Siendo, ademas, los érdenes de
a y b coprimos, se infiere que ab tiene orden 6.

De la demostracion del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.
Corolario. Si G es de orden 12 y G no es isomorfo a A4, entonces G tiene

un 3-subgrupo de Sylow normal.
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3.3 Clasificacion de los grupos de orden bajo

3.3.1.

3.3.2

Grupos de 6rdenes 2.3,5,7.11y 13

Se sabe que si G es un grupo de orden primo p, entonces G es
ciclico y por lo tanto G =Z,, salvo isomorfismo. Luego los unicos
grupos de o6rdenes 2,3,5,7,11y 13 son Z;, Z3, Zs, Z11 Y Z13,
respectivamente, salvo isomorfismo.

Grupos de 6rdenes 4y 9

Mostraremos que para todo primo p (p>2), existen exactamente dos

grupos no isomorfos de orden p% Z ,2 y Z, x Z,,.

Supongamos que | G| =p?. Entonces G tiene un subgrupo normal H
de orden p, por el corolario 2 del teorema 2.1.3 H es ciclico porque

IHI es primo.
Sea ag H. El orden de a divide a p?. Luego o(a) es p o p?, puesto
que a#e
. Sio(a) = p?, entonces G = [a], es decir, G es ciclico de orden p2.
En este caso G=Z 2.

Sio(a) = p, entonces [a]n H ={e} , porque si existiera be[a]" H ,
b # e, entonces seria o(b) = p y se tendria [b] = [a] y [b] = H, y esto
implicaria que aeH. Por otro lado, I[a]llHI= p? y como G es abeliano

(por el corolario 1 del teorema 2.1.3), entonces [a] < G.
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3.3.3

3.3.4.

3.3.5.

3.3.6.

3.3.7

Por consiguiente G = [a] xH ~ Zpx Z,.

En particular, los unicos grupos de orden 4 son Z4, y Z; x Z3, salvo
isomorfismo, y los unicos grupos de orden 9 son Zgy Z3 x Z3, salvo
isomorfismo.

Grupos de 6rdenes 6, 10y 14

De acuerdo con el teorema 3.1.1, tenemos:

Los unicos grupos de orden 6 son Zg y D3, salvo isomorfismo; los
unicos grupos de orden 10 son Z4q y Ds, salvo isomorfismo; y los
unicos grupos de orden 14 son Z44 y D7, salvo isomorfismo.

Grupos de orden 8

De acuerdo con el teorema 3.1.3, los unicos grupos de orden 8 son
Zg, 24 X Zp, Zy x Z3 x Z, Q (el grupo de los cuaternianos) y Dy, salvo
isomorfismos.

Grupos de orden 12. De acuerdo con el teorema 3.1.4, los Unicos

grupos de orden 12 (salvo isomorfismo) son Z1,, Z x Zs, Z2 X S3, A4
y el grupo T generado por dos elementos a y b que satisfacen las
relaciones

a®=e, b?=a’=(ab)?

Grupos de orden 15

De acuerdo con el corolario del teorema 3.1.2, el unico grupo de
orden 15 es Z4s5, salvo isomorfismos.

Tabla de grupos de o6rdenes desde 2 hasta 15
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2 1 Z;

3 1 Z3

4 2 24y Z2x2Z;

5 1 Zs

6 2 Zg Y D3~ S,

7 1 Z7

8 5 Zs , ZaxZy , ZoxZoxZy , Q y Dy
9 2 Zo Y ZoZa

10 2 Zio Yy Ds

11 1 VAT

12 5 Zig, LoxZs , ZoxS3, Ay Y T
13 1 Z13

14 2 Zia y D,

15 1 Zis
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