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PROLOGO

La teoria de control clasico se basa en el paraidencausalidad, de donde
se desprende la idea de ver a un sistema en t&mdeentradas y salidas, y ver las
interconexiones entre sistemas como relacionestarales del tipo salida/entrada.
Sin embargo, este enfoque no es adecuado pargatraba los sistemas fisicos, ya
que un fendbmeno fisico es esencialmente no calaahecesidad de un nuevo
enfoque que respete la naturaleza fisica de uensistse acentia con la aparicién de
los sistemas mecatronicos, en los que hay una endectomponentes de diversos
dominios fisicos, y donde se necesita una teorienagelamiento mateméatico que
captura la naturaleza fisica del sistema de la manés exacta posible, para fines de

simulacion y control. Para esto se requiere un @@ paradigma.

El objeto fundamental que caracteriza a un sistéigiao es la energia.
Cuando dos sistemas fisicos interactian, existdujonde energia de un sistema a
otro, lo que determina la dinamica de cada sist€ae el control de tal interaccion

en una manera apropiada, es necesario controtaingstcambio de energia.

De otro lado, es mas adecuado representar lasdntenes entre sistemas
desde un punto de vista desde una relaciéon bilaaenaez de una relacién unilateral.
Es en este contexto donde se establece el paradignpaierto, como la interfase

mediante el cual un sistema interactla con su memtor



El formalismo port-Hamiltoniano que se presentaesta Tesis, provee un
marco para el modelamiento de sistemas fisicoggnda como base los conceptos
de energia y puerto de un sistema. Al estar basad® energia, permite representar
un sistema fisico independiente del dominio al geetenece y proporciona la
generalidad para tratar con sistemas complejoshgaer uso del nuevo paradigma
de puerto, permite capturar de manera adecuadsueateza fisica del fenémeno de
interconexion entre sistemas fisicos; asi al amalin sistema fisico basandonos en
el enfoque port-Hamiltoniano se obtiene de manereecta la naturaleza fisica del
sistema. Ademas, al usar este enfoque las promedalergéticas del sistema se
muestran de manera explicita y es posible utikzapara el disefio de controladores

energeéticos que regulen apropiadamente el compienordel sistema.

La presente tesis se ha organizado en seis capitofoque estan expuestos

en el orden siguiente:

En el capitulo 1, se hace una breve resefia higtdlonde se muestran los
origenes del modelamiento basado en puertos y ster evolucion hacia los
sistemas port-Hamiltonianos. Luego se establedertaulacion del problema, en
donde se muestra los inconvenientes que presetgaria de sistemas clasico para el
adecuado modelamiento de sistemas fisicos y semeola alternativa de solucion
gue ofrece el enfoque port-Hamiltoniano. Finalmesgenuestran los objetivos a los

gue se desean llegar en la presente Tesis.



En el capitulo 2, se presenta el enfoque comporilmhe&omo el marco
adecuado para establecer los sistemas port-Hamitos El capitulo muestra como
el enfoque comportamental provee un lenguaje cgpeta la naturaleza fisica de un
sistema y que ademas debido a su generalidad \oectam en el marco adecuado
para presentar los sistemas port-Hamiltonianos.p@senta los conceptos de
universo, comportamiento, ecuaciones de comportamigara obtener el modelo de
un sistema. Se establece desde un punto de vistpoctamental los conceptos de
estado, entradas y salidas. Finalmente se daleseacion comportamental de los
sistemas dinamicos continuos e invariantes eneehpo, esto debido a que los

sistemas fisicos son un subconjunto de estos.

En el capitulo 3, se presenta los conceptos basielosodelamiento basado
en puertos y del diagrama de lazos. Se estableueseb paradigma de puerto, como
la interfase mediante el cual un sistema fisiceeradtia con su entorno, Yy
demostrando por que el modelamiento basado en oguezs superior al
modelamiento tradicional. Se muestra que en cadainim fisico existen dos
variables conjugadas de potencia que lo caracterida muestra el diagrama de
lazos como la herramienta grafica para represelatanterconexion entre los
componentes de un sistema. Se lista los elemerdsgkds que componen el
diagrama de lazos y el tipo de conexiones enti@s esimponentes. Finalmente se

estudia el concepto de causalidad y causalidacedidel.

En el capitulo 4, se presenta el enfoque port-Hamdno para el

modelamiento de sistemas fisicos. El capitulo engpestableciendo que el enfoque



port-Hamiltoniano contribuye a mejorar la rigur@iddel modelamiento basado en
puertos al darle un fundamento matematico. Se l@anmatematicamente la nocién
de puerto, y se presenta los conceptos de Hanafiony estructura Dirac, que
representan matematicamente la energia y las amexones de un sistema
respectivamente. Entonces se presentan los sistgoniaslamiltonianos implicitos,
es decir aquellos que son intrinsicos a cadansdstdemostrando que la energia, la
estructura de interconexiones y los puertos a $raeé cual un sistema se comunica
con el mundo externo, son los ingredientes esa@&scighara modelar el
comportamiento de un sistema fisico. Finalmente ebnfin de tener una
representacion en base a ecuaciones diferencialgsesentan los sistemas port-

Hamiltonianos explicitos.

En el capitulo 5, se presenta las estrategias deatale los sistemas port-
Hamiltonianos. Se establece que la idea fundamedatalalquier técnica de control
es moldear la energia del sistema controlado &ktjpunto minimo de la funcién de
energia coincida con la configuracion deseada.riragpa estrategia de control se
basa en la relacion existente entre los sistemesHamniltonianos y los sistemas
pasivos, para entonces desarrollar técnicas deotdrdsadas en la pasividad. La
segunda estrategia de control usa el concepto otoptr interconexion, que
considera al controlador como otro sistema port-ilHaniano, demostrando que la
conexion de dos sistemas port-Hamiltonianos reselta otro sistema port-
Hamiltoniano. Se mostrara que el principal incomeete de las técnicas
anteriormente mencionadas es el llamado obstaaildigipacion que se presenta

cuando un sistema es capaz de disipar una cantiflaia de energia. Finalmente,



se demuestra que es posible combinar las técnitasatmente mencionadas dando
lugar a la llamada técnica de control basada eivigad por interconexion y
asignamiento de amortiguacion que supera el incoente de la disipacion y que

permite explotar todos los grados de libertad deeh&lismo port-Hamiltoniano.

En el capitulo 6, se muestra la aplicacion del gaéoport-Hamiltoniano en el
modelamiento y control de un manipulador robétiPoimero, se identificara el
modelo port-Hamiltoniano de un manipulador robotieocualquier grado de libertad.
Luego, se implementara una técnica de control lsasada pasividad que moldee la
energia total del manipulador tal que estabiliced@afiguracion que se desea lograr.
Finalmente se aplicaran los resultados obtenidas easo de un manipulador de dos
grados de libertad, y se hard una comparaciongdeeBultados obtenidos respecto a
los que se obtienen usando las técnicas clasica®meol de posicion de robots

basadas en el Lagrangiano.

Finalmente, se presentan las Conclusiones, Rec@uemgs para
investigaciones posteriores, el apéndice A, doneepmesentan los conceptos
matematicos usados en el presente trabajo, y etlag@eB, que contiene el listado de

programas desarrollados en MATLAB.

Quisiera finalizar este prologo expresando mi aggeiento a mi asesor de
tesis, el Ing. Ricardo Rodriguez Bustinza por safiosas sugerencias en el

desarrollo de la presente Tesis y por su tiempa egvision de la misma.
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Capitulo 1.

Introduccion

1.1 Reseifia historica

Recién acabada la Segunda Guerra Mundial, debldaceeciente demanda
de energia eléctrica en los Estados Unidos, huba@ran necesidad de implementar
plantas de generacion de energia eléctrica, enmcydart plantas hidraulicas, que
debian ser capaces de tratar con grandes y a rgudas fluctuaciones en la red de
energia eléctrica. El éxito de la teoria de contdekarrollado por el matematico
estadounidense Norbert Wiener, inspiro a muchosplacaa esta teoria a los
problemas dinamicos involucrados, como es el casdadoroduccion de energia

eléctrica.

Por tal época, un ingeniero civil de nombre HeiMy.Paynter (1923-2002)
trato de usar las primeras computadoras analogarasla simulacion de la dinamica
de las plantas de energia a ser construidas, siargm el se encontré con el
problema de la formulacién del modelo. En los comis de los cincuenta el se dio

cuenta que el concepto de ‘puerto’, introducidolateoria de circuitos eléctricos
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pocos afios antes por Harold Wheeler [14], podiaasgliado a un concepto mas
general de puerto; estableciendo el concepto degoae cada dominio fisico, esto

es, puertos de potencia mecanicos, hidrauliclEstreos, etc.

En la década siguiente, después de trasladarspaitdmento de Ingenieria
Mecanica del Instituto Tecnoldgico de Massachussdtestablecié la nocién de
‘lazo’, que representa la conexion entre los psed® potencia de dos sistemas, y a
través del cual fluye la energia entre estos saderA partir de este concepto, el
disefio la representacion grafica llamada ‘diagrasea lazos’, que representa
graficamente la interconexion entre los componedéesin sistema, 0 visto de otra
manera representa la topologia energética delnsmstga que nos muestra como

fluye la energia en el sistema. Todo este estodiedumié en su obra [15].

En los sesentas, el estudio del grafico de lazes ciontinuado por sus
estudiantes, Dean. C. Karnopp y Ronald. C. Rosgnhlmrienes introdujeron la
notacion de una semiflecha para representar & flogitivo de energia. Ademas,
Ronald. C. Rosenberg disefio el primer software atepatadora (ENPORT) que
soportaba la simulacion de modelos en grafico desldl1l]. A comienzos de los
setenta Jan. J. van Dixhoom, profesor de la Und@dsde Twente, en los paises
bajos, y Jean U. Thoma profesor de la UniversidatVaterloo, fueron los primeros

en introducir los gréficos de lazos en Europa, éatwhtinuo su desarrollo.

Con el objeto de tener una formalizacion matemataladiagrama de lazos,

para incrementar su rigurosidad, los sistemashpantiltonianos fueron introducidos
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pos primera vez por Bernhard. M. Maschke y Arjan dar Schaft en 1992 en su
obra [9], usando estructuras Poisson para repagskninterconexion de las partes
del sistema. Sin embargo el uso de tales estrgsctwgpermitia la descripcion de
sistemas Hamiltonianos implicitos. Por tal motiv istrodujeron las estructuras

Dirac para representar las interconexiones dedras{2].

Recientemente (marzo del 2002) la Union Europeauisopel proyecto
GeoPlex (Geometric Network Modeling and ControlCaimplex Physical Systems)
cuyo objetivo era el estudio del modelamiento ytmdrde sistemas complejos en
diferentes dominios fisicos usando el enfoque Hartiltoniano. Este proyecto
consistié de ocho grupos de diferentes universglgden socio industrial cada uno
enfocado en una aplicacibn especifica (electrond® potencia, sistemas

electromecanicos, procesos quimicos, robéticg, etc.

Como resultado se desarrollaron nuevas técnicasodiol basados en la
energia aplicados a diversos tipos de sistemasgjpomplo, el modelamiento de un
reactor [13], modelamiento y control de maquin&steicas [1], y el modelamiento y
control de robots bipedos [31]. Dando lugar a machabajos de doctorado,
ganando algunos de ellos el prestigioso premio ENRB@orges Giralt PhD Award,

dedicado a las mejor tesis de doctorado en Europa.



14

1.2 Formulacion del problema

A pesar del gran éxito alcanzado por la teoria adral tradicional, los
principios mas fundamentales en los que se basemien ciertos inconvenientes,
reportados en [32], que no le permiten ser conasttdecomo la teoria adecuada para
tratar con los sistemas fisicos. Estos inconveeserse refieren a concepciones

erréneas acerca de la naturaleza de estos sistemas.

1. Primera concepcion erronea: La causalidad es uno des pilares de la fisica.

La teoria de control clasica se basa en el paradigncausalidad, de donde
se desprende la idea de ver a un sistema en t&rdsentradas (causas) y salidas
(efectos), y ver las interconexiones entre sisteco@so relaciones unilaterales del
tipo salida/entrada. Las entradas sirven para capta influencia del entorno del
sistema en el sistema, las salidas sirven parareaga influencia del sistema en su
entorno, mientras que las asignaciones salidatinttales como las conexiones en
serie y de retroalimentacion, sirven para captlasinterconexiones entre sistemas.
De esta manera un sistema se ve como una cajg gegraeansmite y transforma las
sefales del canal de entrada al canal de sallda,igterconexiones entre sistemas se
ven como asignaciones en los que las salidas dsistema se imponen como

entradas de otro sistema.
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Entonces, nos podemos hacer las siguientes pregugtasta enfoque
realmente captura la naturaleza fisica de un ssst#nmanera correcta? ¢ La forma

de ver las interconexiones realmente respeta laalara fisica de estas?

En realidad, cuando se produce un fenomeno fida®,leyes que lo
gobiernan solo imponen relaciones entre las vasatél sistema, no indican cuales
son sus entradas o cuales son salidas. Por ejelapdy, de gases establece como se
relacionan las variables de interés (presion, teatpe, volumen y masa) de un gas
contenido en un recipiente (ver figura 1.1), sirbargo no indica que variables se

pueden considerar como causas (entradas) y qublesrison los efectos (salidas).

PV=RTn

(Presién, volumen, temperatura y masa)

¢ Cual es la entrada?

Figura 1.1. Gas ideal contenido en un recipiente

Por otro lado la interconexion de dos sistemasicgapjue ciertas variables
asociadas al primer sistema comparten el misma calo ciertas variables asociadas
al segundo sistema. Para ver como se presentaaesi@emos la interconexion de
dos tanques desde un punto de vista tradicioneh &0, se empieza definiendo el
modelo basico de cada tanque, donde de maneraatdeose consideran las

presiones como entradas y los flujos como salidaf{gura 1.2).
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p: Entradas

f: Salidas EL
. b o

B f B g B, L

Figura. 1.2. Modelo de dos tanques

Segun el razonamiento tradicional la interconexg®m da como una
asignacion tipo salida/entrada, sin embargo talaceen muestra en la figura 1.3 la
interconexién no se da como una asignacion safittafta, sino que en el punto de
conexion la presion y el flujo del tanque inicial igualan a la presion y flujo en el
punto de conexidon del segundo tanque. Luego detéaconexion ambos sistemas

comparten las variables de presion y flujo.

Interconexion py =p%, fi1+f)=

& N

;Entrada = Entrada? éSalida = Salida?

Figura 1.3. Interconexion de dos tanques

Entonces se llega a la conclusién que, ver lagioglas entre las variables de un
sistema en términos de entradas y salidas NO mpeeda naturaleza fisica del
sistema, y, ver las interconexiones entre sisteroa® una asignacion salida/entrada
por el que se transmiten sefiales de un sistemebaim¢olucra un mecanismo de

transmision que NO representa la naturaleza foeda interconexion.
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2. Segunda concepcidn erronea: Las sefales capturan naturaleza fisica del

fendmeno de interconexiéon

Este punto tiene que ver con la nocién del modeatuiclasico de que las
sefales, que son relaciones de tipo unilateralcapaces de representar el fendmeno
de interconexion entre sistemas fisicos (es de@r, a un sistema como un

procesador de sefales). Para ilustrar este puatnoseel siguiente ejemplo:

Se tiene un sistema que consta de una conexiéerende dos impedancias.
Aplicando las técnicas de control clasico se pudddener la funcion de transferencia

del sistema que relaciona el voltaje de entraddigas(ver figura 1.4).

. V. T
V:in Z2 Vout Vm 22 out
Z1+ 2>

Figura 1.4. Conexion en serie de dos impedancias

Si ahora conectamos una replica de este sisters@rienpara obtener una red
doble, notamos que la funcién de transferencialteese no es igual al producto de
las funciones de transferencia individuales (vguri 1.5), a menos que se incluya
un amplificador de separacion. Este problema seepta debido a que ambos

sistemas eléctricos se cargan mutuamente.



18

— z; ® 7
V;jn Z2 Z2 Vout
@
Vin ZQ _ Z2 _ Vout
Z1+2Z> Z1+ 2o ]

Figura 1.5. Conexion en serie de dos sistemas pedancias

Por lo tanto, se llega a la conclusién de que siktemas fisicos, las sefiales
no representan adecuadamente la naturaleza dehémadde interconexion. Debido

a que una interaccion siempre involucra una refadé tipo bilateral.

Entonces, cualquier enfoque que apunte al modetdmae sistemas fisicos,
debe suponer usambio de paradigmas es decir no debe fundamentarse en el

concepto de causalidad y en el uso de sefales.

El enfoque port-Hamiltoniano que se presenta eprésente tesis, al estar
basado en la energia permite representar un sisteic@mindependiente del dominio
al que pertenece y proporciona la generalidad tpata@ con sistemas complejos; y al
hacer uso del nuevo paradigma de puerto permiteireaipde manera adecuada la

naturaleza fisica del fendomeno de interconexidresistemas fisicos.
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1.30Objetivos

13.1

1.3.2

b)

General.- Presentar una nueva teoria de modelamiento densistiésicos
que permita representar de manera adecuada laalezurde estos
sistemas, para luego desarrollar nuevos algoritteasontrol que regulen

apropiadamente el comportamiento de cualquiemsasfésico.

Especificos

Demostrar que el paradigma de comportamiento esrisu@l paradigma
de causalidad, y que el marco comportamental proveinguaje que
respeta la naturaleza fisica de un sistema. Ldajoenvierte en el marco
adecuado para formular los sistemas port-Hamiltarsa

Demostrar que el concepto de puerto es superamraepto de entradas y
salidas en el problema de interconexion de sisterpasa entonces
estudiar los conceptos basicos del modelamientadbasn puertos y el
diagrama de lazos para luego poder presentar Isien®s port-
Hamiltonianos de manera natural.

Formalizar matematicamente los conceptos basicbsndeelamiento
basado en puertos para formular los sistemas portHibnianos vy
mostrar los componentes basicos que se necesitan fpanular un

sistema port-Hamiltoniano.



d)

f)

g)

h)

)
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Encontrar la representacion port-Hamiltoniana ioig@i de cualquier
sistema fisico usando las técnicas independiemte®ardenadas que nos
brinda la geometria diferencial, y darle una desodn comportamental.
Encontrar la representacion explicita de los siateport-Hamiltonianos
implicitos mediante el uso de ecuaciones diferéemigpara dar lugar a
los sistemas port-Hamiltonianos explicitos.

Estudiar la relacion entre los sistemas port-Hamiétnos y los sistemas
pasivos para el desarrollo de controladores basadtasspasividad.
Estudiar las técnicas de control basados en eleppmade control por
interconexion en los que el controlador se conaidgro sistema port-
Hamiltoniano.

Presentar el obstaculo que presentan las técnecasrdrol por pasividad
y por interconexion en el caso de sistemas copatign infinita.
Demostrar que la técnica de control por intercarexi asignamiento de
amortiguacion basado en la pasividad supera eholist de disipacion, y
que ademas permite explotar todos los gradosbaetdd dado por el
formalismo port-Hamiltoniano.

Aplicar este nuevo enfoque al modelamiento y cémteoposicion de un
manipulador robotico de dos grados de libertadrngparar los resultados
obtenidos respecto a los que se obtienen usandédakas de control

tradicional que se basan en el Lagrangiano.



Capitulo 2.

El Enfoque Comportamental

2.1 Introduccién

La motivacion del enfoque comportamental ggirta de la observacién de
gue la teoria de sistemas clasicos es inapropiadatmatar en un nivel general con
los principios basicos a los que apunta la teogisigtemas, los que saistemas
abiertos e interconectadas Por un sistema abierto, se entiende un sistenea qu
interactia con su entorno, por ejemplo, intercandma energia, materia o
informacion. Por un sistema interconectado, seerdé un sistema que consiste de

subsistemas que interactian entre si.

El propdsito del enfoque comportamental es dedarralin lenguaje
matematico para tratar con modelos de sistemast@bie interconectados. La
asercion es que el enfoque comportamental provedenguaje que respeta la
naturaleza fisica de un sistema. Por este motigopresentaran los conceptos
fundamentales de este enfoque ya que nos provéemdareo adecuado para

establecer a los sistemas port-Hamiltonianos.
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2.2 El universo y comportamiento

Supongamos que un fendmeno a modelar nos es daftmdmeno produce
ciertos eventos u ocurrencias (ver figura 2.1), gumodelo tiene que representar.
Un modelo de tal fendmeno, introducido en [18],][J&iede verse como una ley de
exclusion, que nos expresa que ciertas cosas puscanr, que son posibles,
mientras que otras no pueden ocurrir, son impasitier ejemplo, la teoria de la
relatividad establece que un cuerpo no puede viagar rapido que la velocidad de la
luz. En otras palabras, un modelo selecciona cigntoconjunto del universo de

posibilidades.

Fendmeno

eventos

Figura 2.1. Fenbmeno a modelar

Los eventos que pueden ocurrir en cierto fenOmeralgn describirse en el
lenguaje matematico, en términos de conceptos ndditon; para esto es necesario

responder a la siguiente pregunta: ¢A que conpetti@necen los eventos?

» Si el fendbmeno es del tipo discreto, los eventatepecen a un conjunto de

tipo discreto.
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» Si el fendmeno es del tipo continuo, los eventatepecen al conjunto de los
nameros reales, o vectores de numeros reales.

» Siel fendmeno es del tipo dindmico, los eventasfgnciones del tiempo.

» Si el fenomeno es del tipo distribuido, los everstms funciones de espacio, 0

tiempo & estado.

Al conjunto donde pertenecen los eventos se leallahuniverso, y se denota
por U, y al subconjunto que contiene los eventos quedsclarados posibles por el

modelo se le conoce como el comportamiento, y setdecomo® (ver figura 2.2).

Posi"bles
Prohibidos

Figura 2.2. Modelo de un fenédmeno

Definicion 2.1 (Modelo matemético).Un modelo matematico es un p@t,3).

Donde, U es un conjunto llamado el universo de eventds, s un subconjunto de

U, llamado el comportamiento del modelo.

A continuacion se veran algunos ejemplos que nodagn a comprender los

conceptos de universo y comportamiento.
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Ejemplo (Fendmeno del tipo discreto)Se desea modeltas palabras del lenguaje
natural. En este fenbmeno un evento se consideccuaencia de una palabra.

Entonces se tiene que:

U = Todas las cadenas de letras basadas en eltalf§ady G..., X v, 2).

B =Todas las palabras reconocidas por el inspectortdgrafia.

Ejemplo (Fendbmeno del tipo continuo)Se desea modelar las variables de presion,
volumen, temperatura y masa de un gas ideal calteam un recipiente cerrado (ver

figura 2.3).

(Presion, volumen, temperatura y masa)

Figura 2.3. Fendbmeno de tipo contindo.

En este fendbmeno se producen los siguientes eventos

(presion volumen temperatura ma):

Entonces, el universo del sistema esta dado pgwodlcto cartesiano:
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U =(0,00)x (0,00 )% (00 W (Opo )= (Opo §

Por otro lado, el comportamiento del sistema esidodoor la ley de Gases que

establece la relacién entre las variables delrseste
B={(P,V, T, ) JU| PV= RTh

Ejemplo (Fendmenos del tipo dindmico)Se desea modelar el movimiento de una

particula en el espacio (ver figura 2.4).

posicion
q

Figura 2.4. Fenémeno de tipo dinamico

4

En este fendbmeno se producen los siguientes eventos

(Fuerza posiciéih como funciones del tien

Entonces, el universo del sistema esta dado ponégpeos:

2 =R - R®*xR?
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Por otro lado, se conoce muy bien de la fisicaiaddgue el comportamiento del

sistema esta dado por la segunda ley de Newton.

B={(E,7):R R3xR3||f:m%f}

Ejemplo (Fenémeno del tipo distribuido). Se desea modelar el perfil de

temperatura, y calor absorbido por una barra (gerd 2.5).

qlax, t)

M

I

T(x, L)
Figura 2.5. Fendmeno de tipo distribuido

En este fendmeno se producen los siguientes eventos

(temperatura caloy, como funciondes del tiempaspacic

Entonces, el universo del sistema esta dado ponépeos:

20 ={(T, §: RxR -[0, o xR}

Se sabe que el comportamiento del sistema estapdada ecuacion de difusion:

oT 9°T
B={T,d:R? 5[0,0) xR|— ="+
{(T,9 [0, ) Iat PV d
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2.3 Ecuaciones de comportamiento

Tal como se ha visto en los ejemplos anteriores, kbe@rramienta muy
adecuada para seleccionar un cierto subconjuntardeerso de posibilidades es
mediante el uso de ecuaciones. Entonces se pudbdeesr que, el comportamiento
de un modelo esta dado por aquellos eventos qusfasanh cierto conjunto de

ecuaciones constitutivas, llamadasiaciones de comportamiento

Definicion 2.2 (Ecuaciones de comportamiento)Sea Ul el universo, & un

conjunto y f,f,:U - &, dos mapeos. El modelo matemati¢ol,3) con
Q%:{u ou| f(u)= fz(u)} se dice que esta descrito por ecuaciones de
comportamiento y se denota pax,é§, f,, f,). El conjunto& es llamado el espacio
de ecuaciones. El cuédrur(lu,é’, f,, fz) es llamado la representacion de la ecuacion

de comportamiento dgl(,B).

Ejemplo. Consideremos una resistencia lineal. Los event@s apurren son la
corriente y el voltaje, por tal el universo estda@or U/ = R*. Ademas se sabe que
la relacion entre la corriente que fluye a través del resistor y el voltgjea lo

largo de los terminales esta determinado por laé@hmV =RI.

Para hallar la ecuacion de comportamiento del restee necesita encontrar dos
mapeos. Tomando como punto de partida la ley de @heonsiderando como

espacio de ecuacionés= R , se consideran los mapeos:
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fi(V, 1) -V f,:(V,1) - RI

Se ve claramente qug(u) = f,(u). Entonces haciendo uso de la definicion 2.2 se

tiene que el comportamiento del resistor esta gado

®={(V,1)OR?|V = RI}

En general, el modelo matematico de cierto fenoneedescribir puede ser

construido en dos pasos:

1. Identificar las variables a modelar y su dominiceslistencia, el universol .

2. ldentificar todos los posibles resultados, el cortgmiento® [ U .

2.4 Variables manifiestas y variables latentes

Por lo general un modelo tiene que representatasiaariables de principal
interés. De otro lado, muy frecuentemente un moahgltiematico involucra el uso de
variables auxiliares, que le permitan expresarrenfarma conveniente las leyes que
lo gobiernan. En el marco comportamental las p@asereciben el nombre de

variables manifiestag las ultimas el nombre deriables latente§l8], [19].
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Ejemplo. Consideremos la red resistiva mostrada (ver figu8ay asumamos que se

desea modelar el comportamiento de la corriéngeel voltajeV del puerto externo.

+

1 I

Figura 2.6. Red resistiva

De nuestra clase de circuitos eléctricos sabeme®s|eonveniente hacer uso
variables auxiliares para modelar las corrientegolfajes de los elementos que
constituyen la red. Entonces se tiene Yue | son nuestras variables manifiestas,

mientras qud ,, 1,,V; y V, son las variables latentes (ver figura 2.6).

Las ecuaciones de comportamiento del puerto sermstiusando las leyes de

Kirchhoff (de voltaje y corriente) y la ley de Ohm:

Definicion 2.3 (Modelo matematico con variables lantes). Un modelo

matematico con variables latentes se define coradnpie (u,u, By ) dondell es
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el universo de las variables manifiestds, es el universo de las variables latentes y
B, O UxU, es el comportamiento total. EI modelo matematiemifiesto (U, 8) se

define como:

g¢={uDU |00, tal que (u OB (2.1)

Donde B es llamado el comportamiento manifiesto o simplame

comportamiento y la tripléu,u,,@f) se llama representacion variable latente del

modelo matematico manifies{al, 3).

2.5 Sistemas dinamicos

Los sistemas dinamicos estan caracterizados pevaucion en el tiempo y
son de crucial importancia en la teoria de conttols sistemas fisicos que se
estudian en la presentan Tesis son por su prodiaraheza también sistemas
dinamicos. Tal como se reporta en [18], [19], [23] posible describir estos sistemas

en el contexto del enfoque comportamental.

En el estudio de sistemas dinamicos, los eventost&peos, con el eje de
tiempo como dominio y el espacio de sefales (guotm donde los mapeos toman
sus valores) como codominio. Es decir, los evestms funcion del tiempo (ver

figura 2.7).
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Fenomeno ‘

sefiales
evento T

v |

tiempo

Figura 2.7. Eventos de un fendmeno dinamico comoifun del tiempo.

Definicion 2.4 (Sistemas dindmicos).Un sistema dinamico esta definido por la

triple Z:(T,W,CB) dondeT es el eje de tiempoyV es el conjunto llamado

espacio de sefiales® W' es el comportamiento. Aqu¥¥' indica el conjunto

de todos los mapeos desdlea W .

El eje de tiempdl' representa el conjunto de instantes de tiempmteecs,
el espacio de sefaléd representa el conjunto donde los resultados dé&trsa
evolucionan y W' representa el universo, es decir el conjunto deastolhs
trayectorias que toma valores en el espacio de lesefdinalmente, el
comportamientdB es el subconjunto del universo que selecciondréagectorias

w:T - W que son declaradas posibles por el modelo.

Ejemplo. Se desea modelar la trayectoria de un planetgigualrededor del sol.
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t—1|

.
()

(@) (b)

Figura 2.8. Movimiento de un planeta alrededorsoél

El espacio de sefialéd/ es el espacio euclidian®®, se considera como eje
de tiempoT =R, el universo esta dado por todas las trayectateada forma
w:R - R?, y de la fisica clasica se sabe que el comportamidel sistema esta

dado por:

CB={W:R - R®|Se satisfacen las leyes de ke})

Las leyes de Kepler limitan el comportamiento detesna, es decir las

trayectorias posibles. Estas leyes establecen:

I. Las trayectorias de los planetas que giran alredeéelosol son elipses, con el
sol ubicado en uno de los focos (ver figura 2.8b).
[I. El radio vector que une el sol con el planeta bareas iguales en tiempos
iguales (ver figura 2.8a).
lll. Para cualquier planeta, el cuadrado de su perigtdab es directamente

proporcional al cubo de la distancia media corokl s
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Finalmente, el sistema se expresa CCETR)(R,Rg,CB).

Definicion 2.5 (Invariancia en el tiempo). Un sistema dinémicd=(T,W,@) se

dice que es invariante en el tiempoosiB =@ para todot 0T, dondec' es el

operador de desplazamiento definido como:

(@' f)(®) = f(r+1) 2.2)

La propiedad de invariancia en el tiempo indica gueomportamiento del sistema

dinamico no depende explicitamente del tiempo.

Observacion 2.1.El objetivo del presente trabajo es el modelamigntontrol de
sistemas fisicos desde un enfoque port-Hamiltoniaeatonces el marco
comportamental que se usara para establecer dsiguensera el de los sistemas
dinamicos continuos en el tiempo, es decir se tamhar R. Esto debido a que los
sistemas fisicos son un subconjunto de estos. Aslesedasumira que el espacio de
sefialesWW es un manifold diferenciable (en vez del tradiaeiogspacio Euclidiano,
ya que como se vera mas adelante es una hipotesicial para formular las
definiciones de los sistemas port-Hamiltonianoshalfmente se asumira que los

sistemas fisicos bajo consideracion son del tigariante en el tiempo.
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Es posible describir el comportamiento de un siatdmamico por medio de

ecuaciones diferenciales. Para este fin, se hacdaloncepto de espacio Jet.

Definicién 2.6 (Espacio Jet)El espacio jet de ordem del espacid®k x W se define

como el espaci® x W™ y se indica coma" (R x W).

Un elemento en el espacie/ puede ser considerado como el valor que toma
el mapeowOW?" en cierto puntd OR . Entonces, un elemento dé (R XW) esta
dado por un elemento del espacio de sefa(@]1W junto con sus derivadas én

de hasta orden.
Definicion 2.7 (Ecuaciones de comportamiento dinamas). Sea¥ un manifold
diferenciable que representa el espacio de sefilesd, eje de tiempon un entero

no negativo (el orden de la ecuaciéon diferencialy gl espacio de ecuaciones.

Consideremos dos mapeos:

f, f,:3"(RxW) -~ & (2.3)

El sistema dinamic& = (R, W,3) con comportamiento:

CB:{W:R LW fl(w(t),((jj—w, d w

_ dw dw
S g )T B WO } (2.4)
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Se dice que esta descrito por ecuaciones difeteaciase denotéR, W,éE, f,, f2) :

Ejemplo. Consideremos el circuito L-C mostrado (ver fig@r@). Donde se desea

obtener el modelo de las variables del puerto ligesd e | .

V1
-
+ i_('\f'W"—
L

C — | W
|

Figura 2.9. Circuito L-C

En este ejemplo el eje de tiempoRsy el espacio de sefiales®$ Usando

las ecuaciones constitutivas del inductor y delacdpr; y las leyes de Kirchoff

obtenemos:

V=V,
L% =V, (2.5)

av, _

C

Tomando como referencia los resultados anterioses,consideran los

siguientes mapeos:
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2
f:J(RxR?) - R f1=LO'—2I
dst . (2.6)
f,:J(RxR2) o R f,=—-=1|
2 ( ) 2 dt C

Se observa claramente qaigV, )= f,(V,1). Entonces haciendo uso de la

definicion 2.7, se llega a que el comportamientb sistema esta dado por la

siguiente ecuacion diferencial:

= - 2.7
d’t dt C 2.7)

2
@:{V,I:R4W|Ldv—dv 1 }

En el ejemplo anterior se hizo uso de variablesntas (auxiliares) por lo que es
conveniente formalizar la nocibn de variables laendentro del enfoque

comportamental para los sistemas dinamicos.

Definicion 2.8 (Sistemas dinamicos con variablestentes). Un sistema dinamico
con variables latentes se define como=(R,W,L,8,) dondeR es el eje de
tiempo, W es el espacio de sefiales manifiesfases el espacio de variables

latentes yB. [0 (W xL)" es el comportamiento completo.

A partir de este modelo se puede definir el sistetimmico manifiesto

> =(R,W,B8) con el siguiente comportamiento manifiesto:
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B={w:R -~ W|O:R - L tal que (w)OB,} (2.8)

Las variables latentes pueden aparecer en el mo@egltn de sistemas dinamicos

por diversas razones:

* Se pueden usar simplemente por razones matematicasden de obtener
una forma particular de las ecuaciones de comp@tdam

e Se pueden usar para expresar las leyes internas gqbeernan el
comportamiento del sistema. Por ejemplo, para naodels corrientes y
voltajes internos en una red eléctrica, o para maodas variables de
momento y configuracion de un sistema mecanico.

» Para modelar un sistema que esta compuesto potel@anexion de varios
subsistemas; en este caso las variables laterjgessexan las restricciones en

las interconexiones.

Una clase muy importante de variables latentesaetedria de sistemas son las

variables de estado cuya tarea es representamt@maeinterna del sistema.

Definicion 2.9 (Sistema dindmico espacio estadd)n sistema dinamico espacio

estado es un sistema dinamico con variables Ia:t@lt@(R,W,I,@f) cuyo

comportamiento completo satisface el axioma dedest&l axioma de estado

establece lo siguiente:
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Dado (w,X),(W, )08, y tOR , si x(t)=x,(t) entonces se cumple que

(w, Xx) B, , donde:

(W (7), x(7)), parar <t

(W, (T), %,(7)), parar = t (2.9)

(W(7), X(7)) = {

El axioma de estado requiere que para cualquieriblpostrayectoria el

comportamiento complet®, que termina en cierto estado pueda ser concatenado

con cualquier otra trayectoria que empieza enesttelo (ver figura 2.10).

‘ time

time

Figura 2.10. Concatenacion de trayectorias queniehmismo estado

En otras palabras, asegura que si se conoce dbestaial, esto es suficiente

para determinar el comportamiento futuro y no ha&gesidad de informacion
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adicional de la trayectoria pasada. El axioma dadesformaliza un concepto muy
conocido: el estado de un sistema dinamico conseffieiente informacidon acerca

del pasado en orden de determinar su comportanfigoio.

Teorema 2.1.Sea % =(R,W,I,Q}f) un sistema dinamico espacio estado con

variables latentes, coi’ el manifold diferenciable que representa al espaea
sefiales latentes ¥X' su bundle tangente (ver apéndice para mayor dgtall

Consideremos dos mapelsf, .- TXxW - &, donde§ es el espacio de ecuaciones.

La ecuacion diferencial:

f.((x %), W) = £,((x X, W (2.10)

Define un sistema espacio estax|o= (R W, X, B, ) con comportamiento:

B ={(w ¥: R - WxX| x escontinuo y,{ )t Kt W)=
f, K €)X €)wODUOR }

(2.11)
El teorema anterior muestra que la condicion furetdgal para un sistema dinamico
espacio estado es que las ecuaciones diferendmlesmportamiento sean de primer
orden enx, y de orden cero ew. El teorema no establece que la ecuacion

diferencial de comportamiento (2.10) debe ser reg@aente explicita:
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Xx=f(xw (2.12)

Por lo tanto, la representacion comportamental qeda los sistemas dinamicos

espacio estado es capaz de representar estosasistermanera explicita e implicita.

2.6 Entradas y salidas

Hasta este punto no se ha hecho ninguna distirrifne entradas y salidas.
En este punto radica la fuerza del enfoque compenéal, ya que las entradas y
salidas se deben deducir del modelo matematico ieo cfendmeno y no ser
impuestas en el modelo. De hecho, como ya se haffaizado en el capitulo
anterior, en los sistemas fisicos no es siempm® cjae variables se debe escoger
como salidas y cuales como entradas. Por ejemptonsideramos una resistencia
eléctrica, no es muy claro si se debe tomar ebjmitomo entrada y la corriente
como salida o viceversa. Por tal para obtener udeinomatematico general, es

mejor usar el concepto de resultado en vez de ifispea@ priori entradas Yy salidas.

Sin embargo es importante incluir los conceptosnigada y salida en el
marco comportamental debido a varias razones, jeonpdo, puede ser necesario

actuar en algunas entradas con tal de obteneralida deseada.

Por lo tanto es necesario dividir las variables gue desea modelav, entre

entradasu y salidasy. Esta particion debe deducirse desde una estauctncreta
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del sistema, es decir tiene que basarse en un aevdescripcion mas elevado del

sistema. El comportamiento nos ofrece este nivelederipcion.

En resumen, la descripcion de entrada/salida rexuien modelo
comportamental desde el cual se puede deducir suctesa. En esta seccion
mostraremos como es posible dar una representacitbada/salida de un sistema

dinamico dentro del marco comportamental:

Definicion 2.10 (Sistema dinamico entrada-salida 4/0O). Consideremos un

comportamientdB en un espacio de sefalég = Ux1 . Un sistema dindmico I/O
se define como el cuadruplg , = (Ruy@) dondeR es el eje de tiempad/ es

el espacio de sefiales de entradh,es el espacio de sefiales de salida y

B0 (ny)R es el comportamiento. Ademas el sistema tienesatisfacer:

1. uOU"® es libre; esto es, para todd@ U/ existe unyOY* tal que(u, y)DQ%.

2. uOU" es maximamente libre; esto es, ninguno de los ooemges de

yOUY" puede escogerse libremente.

La definicibn establece que una particion entradid&s del espacio de
sefales es adecuada solo si la entrada se puengeesibremente (1), y si esta
entrada determina de manera univoca una vez edtlsidas condiciones iniciales,

la salida (2).
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Ademas, en la teoria de control una caracteristiop esencial y l6gica que
un sistema debe tener es la no anticipacion. Esfaqulad establece que los valores
de la salida en un instante de tiempo no depenedwosdsalores futuros de la entrada.
Un sistema dinamico que tiene esta propiedad ssata sistema dinamico 1/O no

anticipante.

Es posible combinar las nociones de entrada yasaah el concepto de

estado y obtener una representacion muy util deisbsmas dinamicos:

Definicion 2.11 (Sistema dinamico entrada-estado-4sda - 1/S/O). Un sistema

dinamico 1/S/O se define como el quintuglg,, = (R,u,y,x,@f) dondeR es el

eje de tiempo}l es el espacio de sefiales de entrgtlas el espacio de seiales de
salida, X' es el espacio de estados®y] (ny,x)R es el comportamiento.

Ademas el sistema tiene que satisfacer los siggseaiomas:

1. (R,uxy,l’,@f) es un sistema dinamico espacio-estado.
2. (Ruy XI’,@f) es un sistema dinamico 1/0O no anticipante.

3. (RUIQ}f) es un sistema dindmico I/O no anticiparige.representa el

comportamiento entrada/estado:

B, ={(u,x):R S UxX|Oy:R - Y talque(y y XDQ?f} (2.13)
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Un sistema dinamico I/S/O es nada mas que un ssténamico espacio
estado (1) donde se ha hecho una particion ensalidke en el espacio de sefales.
Ademas ni la salida ni el estado dependen de lmsegmfuturos de la variable de

entrada (2 y 3).

Es posible probar que las ecuaciones de compomémigie representan un sistema
dinamico 1/S/O esta compuesto por una Ley de eumtude estado y por un mapeo

de salida que pueden ser escritos de la forma:

f(x)=f
{1u> (% u) (2.14)
h(y)=hxu
Que incluye la forma bien conocida de un sistemardico no lineal [16]:
(= f(x
{X (x 1 (2.15)
y=h(xu



Capitulo 3.

Modelamiento Basado en Puertos - Diagrama de Lazos

3.1Introduccién

Cualquier sistema fisico esta compuesto de elemanttomponentes. Estos
componentes interactian unos con otros determinEndmamica del sistema. En
este punto es mas adecuado considerar tales riteras desde un punto de vista de
una relacion bilateral (ver figura 3.1), en vezuia relacidon de tipo unidireccional

tipo entrada/salida, tal como se demostro en lei@ed.2 de la presente tesis.

h 4

Subsistema 1 Subsistema 2

Figura. 3.1. Interaccion entre sistemas fisicos

La interaccion bilateral entre los elementos dsistema requiere el concepto
de puerto, que es la interfase mediante el cualistema interactda con su entorno.
Como una interaccion bilateral puede ser vista canaocombinacion de dos sefales

unilaterales opuestas, se requieren dos variabl@sgaracterizar un puerto.
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Por otro lado se conoce que cuando dos sistemamdtian se produce un
flujo de energia (potencia) entre estos sistemgsgeyademas en cada dominio fisico
la potencia esta dada por el producto de dos fetétor ejemplo en la translacion
mecanica, la potencia es el producto de la fueraselgcidad, en los sistemas

eléctricos la potencia es el producto de voltagé gorriente.

El concepto de flujo de energia (potencia), y elcepto de relacion bilateral,

es la idea principal en la que se basa el enfogumddelamiento basado en puertos.

Finalmente, asi como el diagrama de sefales nostrawe flujo de sefiales y
su direccion en las técnicas de modelamiento dasicDiagrama de Lazos es una
técnica grafica, basado en la energia y en el agoudrtos, que nos muestra como
fluye la energia entre los componentes de un sistéste diagrama nos permite
describir el sistema como una red de interconesiae elementos basicos que
almacenan, disipan o transforman energia. En egigegentacion, el flujo de

potencia entre los elementos se representa paizon |

3.2Variables conjugadas de potencia

Una de las cosas mas fascinantes acerca de laleatues la similitud entre
sus diferentes dominios. Por ejemplo la descripadénuna masa sujetada a un
resorte es idéntica a la descripcion de la cagigne fluye a través de un capacitor

y un inductor conectados en paralelo. Esta sindilge puede generalizar dandonos
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cuenta que en cada dominio fisico existen dos blasaespeciales, llamadas
variables conjugadas de potencia cuyo productges ia la potencia. Una de las

variables recibe el nombre de esfuerzo y la otreogibre de flujo.

En la siguiente tabla, se listan las variables Id@ fy esfuerzo en los

diferentes dominios fisicos.

Tabla 3.1. Variables conjugadas de potencia edifesentes dominios fisicos

DOMINIO ESFUERZO FLUJO
Mecanico (traslacional) Fuerza F Velocidad Vv
Mecanico (rotacional) Torque T Velocidad Angular W
Eléctrico Voltaje V Corriente |
Hidraulico Presion p Flujo de volumen Q
Termodinamico Temperatura T Flujo de entropia E

Tal como se reporta en [25], la variable de flujege ser vista como la tasa
de cambio de algun estado o propiedad fisica. Misrue la variable de esfuerzo

representa la variable que determina el equilibrio.

3.3Puerto de potencia

El puerto es la interfase mediante el cual unmigtateractia con su entorno.

Debido a la naturaleza bilateral de la intercongx@atre los sistemas, se requieren
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dos cantidades relevantes para caracterizar uniopler que es mas, debido a que
las interacciones se consideran intercambios degiende un sistema a otro, estas
variables deben representar el intercambio de &nergre los sistemas. De manera

natural, las variables que caracterizan a un psertcel flujo y el esfuerzo.

Algunos ejemplos de puertos de potencia en losedifes dominios fisicos

son: puertos mecanicos, hidraulicos, eléctricas,(eér figura 3.2).

5L 5
=N
d )i
@ (0]
P=Tw
P=v.i (potencia)

(potencia) o
Puertos mecanicos

Puertos electricos

Figura 3.2. Puertos de potencia en el caso de tord€.

3.4Diagrama de lazos

Es una representacion grafica que nos muestra floy® la energia entre los
componentes de un sistema. Este diagrama nos petastribir a un sistema como
una red de interconexiones de elementos basicos atmacenan, disipan o

transforman energia. Debido a que esta basadoeneigia, es capaz de representar
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todo tipo de sistemas dinamicos, tales como sisgtemlactricos, mecanicos,

hidraulicos, etc.

En el diagrama de lazos, el flujo de energia (mi@rentre dos sistemas se
representa por un lazo (ver figura 3.3a). Por ta#opuede decir que un lazo
representa la conexion entre los puertos de patafeidos sistemas, y que a traves
de este fluye la energia de un sistema hacia el tin lazo no disipa o genera
potencia. Asociado a un lazo hay una variable tieee=0 y una variable de flujo. Si

dos sistemas comparten mas de un lazo, estamoantabtle un multi-lazo (ver

figura 3.3b) en cuyo caso el producto dual de flugsfuerzo esta dado per f .

ecR o ecR"
o fER feR®
(a) Un solo lazo de conexion ()Itiples lazos de conexion

Figura 3.3. Lazo de conexion entre dos sistemas

La semiflecha se usa para indicar la direcciénlgle tle energia positiva, es

decir P=¢€ Of >0 . En la figura 3.3a se nota que la energia fliya dhacia B.

El diagrama de lazos tiene las siguientes ventaggmrtado en [27], respecto su

equivalente (diagrama de bloques) en el modelamidasico:
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» Siendo un método que se basa en el principio deecoacion de energia es
muy improbable introducir energia adicional enigtiesna, es decir respeta la
fisica del sistema. Por ejemplo, no permite reptase maquinas de
movimiento perpetuo.

» Los lazos son simbolos que en si mismos tienerifisigto. Estos, junto con
las relaciones constitutivas definen de maneraigaec sin ambigledad, al
sistema simbdlicamente.

» Separa la estructura de un sistema de la causaligacede por lo tanto usar
el mismo modelo cada vez que se aplica una caadadixterna. Por ejemplo,
un motor puede manejarse como un motor o como nergeor (alimentado
por corriente o voltaje). Esto requiere diferentexlelos en un diagrama de
bloques, sin embargo este sistema puede represeptarun Unico Diagrama
de Lazos.

e Cada lazo es del tipo bi-direccional. Esto faciitanodelamiento de sistemas
que producen una sefial de reaccion cuando se ajpléicantrada al sistema

sin tener que introducir lazos de retroalimentaecidificiales.

3.5Elementos basicos del diagrama de lazos

Como se menciono en la introduccion del presemguta cualquier sistema

fisico esta compuesto de componentes o0 elemerdp$) panto un sistema se puede

subdividir de manera consecutiva hasta finalmewigep representarlo como una
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interconexion de elementos basicos, como se remortd22], [25], [30]. En el

diagrama de lazos se reconocen los siguientes elesieasicos:

3.5.1 Elementos resistivos.- Son aquellos que tienen una relacion estatica

et) =h(f(t)) entre el esfuerzo y el flujo. Usualmente estosmeldos

disipan energia. Un resistor puede representarsteesias eléctricas,
amortiguadores mecanicos, etc. Su representaciaiagnama de lazos se

muestra en la figura 3.4a.

= e

7 R:e = h(f) 7
(a) (b)

Figura 3.4. Representacion de un elemento resistivo

R:vy

Si la relacion entre el esfuerzoy el flujo f es lineal:

e=ylf (3.1)

Entonces el coeficiente se incluye en su represiémtéver figura 3.4b).

3.5.2 Elementos capacitivos.-Son aquellos elementos que pueden ser modelados

como elementos que almacenan flujo. Estos elemeaittgcenan y entregan

energia sin perdida. En la terminologia del diagra lazos estos elementos

se llaman capacitores. Un capacitor puede reprseesortes, barras de
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torsion, etc. en sistemas mecanicos, o capacieéesricos en los sistemas
eléctricos, etc. La representacion de estos elemant el diagrama de lazos

se muestra en la figura 3.5a.

7 7 C:p
(a) (b)

Figura 3.5. Representacion de un elemento capacitiv

Si la relacion entre el esfuerzeoy el flujo f es lineal:
1 et
() :EIO f(r)dr (3.2)

Entonces el coeficiente se incluye en su represiémtgver figura 3.5b).

Veamos algunos ejemplos:

 Enunresorte, la deformaciény el esfuerzee= F estan dados por:
t t
x—J'OvEdt = F—KEJ'OvEdt

Se puede decir que el flujo (la velocidad) es lesaay la deformacion

(por lo tanto el esfuerzo) es la consecuencia.
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* En un capacitor eléctrico, la carga acumulada snplacasQ y el

voltaje e=V estan dados por:
_rt. ot
Q_L).mjt = V=C J'Olmt

La corriente (el flujo) es la causa y el voltajdaesonsecuencia.

3.5.3 Elementos inductivos.-Son aquellos elementos que pueden ser modelados

como elementos que almacenan esfuerzo. Estos dlmnatmacenan y
entregan energia sin perdida. En la terminologialidgrama de lazos estos
elementos se llaman inerciales. Un elemento inere@esenta inductores
en sistemas eléctricos y masas en sistemas rnesaha representacion de

estos elementos en el diagrama de lazos se meedadigura 3.6a.

Figura 3.6. Representacion de un elemento inductivo

Si la relacion entre el esfuerzoy el flujo f es lineal:

(1) =§ [ etryar (3.3)
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Entonces el coeficiente se incluye en su represiémtgver figura 3.6b).

Veamos algunos ejemplos:

* Enuna particula, el momento y la velocidad estitod por:
_ R
P_jOFmt = v=m [jOF[ut

Se puede decir que, la fuerza (el esfuerzo) exalasa y la velocidad

(el flujo) es la consecuencia.

* Enun inductor, el flujo y la corriente estan dagor:
p=[ vt = i=U0 Vot

Se puede decir que, el voltaje (esfuerzo) es laacgua corriente (el

flujo) la consecuencia.

Los tres elementos basicos presentados hasta estento son del tipo

pasivo (no producen energia) y tienen solo un puert

3.5.4 Fuentes de esfuerzo y flujo.-Frecuentemente, en el modelamiento de
sistemas se encuentran sefiales de entrada, estsefeaes generadas

externamente. En el lenguaje del diagrama de lesmdes conoce como
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fuentes. Estas pueden ser de dos tipos, dependgads la sefal que

entregan al sistema al que estan conectados efuanzo o un flujo.

e e
Se———= | Sistema | Sf—""- | Sistema |

f i ! f | |

Figura 3.7. Representacion de las fuentes de esfydtujo

En una fuente de esfuerzo, el esfuegzee considera como entrada
del sistema que se conecta a la fuente (ver figuta), mientras que en una

fuente de flujo, el flujof se considera como entrada del sistema que se

conecta a la fuente (ver figura 3.7b). Estos eléaseson del tipo activo.

El transformador.- Es un elemento que transmite los variables denpite
con un escalamiento definido por su modulo, y queserva la potencia. Este
elemento representa transformadores eléctricos istenms eléctricos,
palancas en sistemas mecanicos, etc. Su represaentsicdiagrama de lazos

se muestra en la figura 3.8.

r

7N

€ L
—™ TF

h fa

Figura 3.8. Representacion de un transformador
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El simbolor indica el modulo de escalamiento, y la flecha rraea
direccidon de transformacion. En un transformadocwgaplen las siguientes

relaciones:

{fzerfl (3.4)
6 =r'lg |

Vemos que las expresiones anteriores establecamervacion de potencia

(es decir la, la potencia de salida es igual atanxia de entrada):
ef,=ef (3.5)

3.5.6 El girador.- Mientras que un transformador relaciona flujodlyj esfuerzo-
esfuerzo, el girador establece la relacion entje-#sfuerzo y esfuerzo-flujo,
ademas de conservar la potencia. Por ejemplo, eloralnio eléctrico un
motor DC se representa por un girador, donde ejutorde salida es
proporcional a la entrada de corriente y el voltapmtraelectromotriz es
proporcional a la velocidad angular del motor. legpresentacion de un

girador en el diagrama de lazos se muestra egueafi3.9.

vE"l m é":
T f2

Figura 3.9. Representacion de un girador
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El simbolom encima del girador denota el modulo del giradsteEnodulo

se define siempre desde el flujo al esfuerzo.

{ez = mit (3.6)

§ = mif
Las expresiones anteriores establecen la consénvdeipotencia

En general, los giradores se usan en los caso® dapdtencia se transforma
desde un dominio de energia a otro (eléctrico aciomal, eléctrico a

magnético, hidraulico a rotacional, etc.)

3.6 Conexiones

Hasta este punto no se ha mencionado nada acergamtese conectan los
elementos basicos, este punto es absolutamentsaniecdebido a que el tipo de
interconexién caracteriza como fluye la energiareerdbs elementos, lo que

finalmente determinara la dinamica del sistema.

La estructura de red, representa como se conemtagldmentos, expresa las
relaciones vy las restricciones entre los flujoss/ ésfuerzos de todos los elementos.
La especificacion de las interconexiones se puedeamo una generalizacion de las

leyes de Kirchhoff.
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3.6.1 Conexion tipo 1.También llamada conexidon en serie, esta conexifm es
caracterizada por el hecho que todos los lazossqueonectan tienen el
mismo flujo, y la suma de sus esfuerzos es cerdesTaonexiones
representan sistemas mecanicos que comparten lanamigelocidad,

conexiones en serie en sistemas eléctricos, etc.

Por ejemplo, para el circuito eléctrico mostrader figura 3.10a) el diagrama
de lazos correspondiente (ver figura 3.10b) muesirao los componentes
del sistema estan unidos por una conexion tipstb, @ebido a que todos los

componentes comparten la misma corriente (flujo).

R: R]_
R, Ly |

—ANWN—T . v | i

v
v = Se . 1 : ~:L;

! T o
(a) 1

C: Cl

(b)

Figura 3.10. Conexion tipo 1

Usando la convencion de signos que establece qpadacia que fluye hacia

la conexion es positiva tenemos el siguiente balaecpotencia:
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v-v, d-v,0-v,[0=0 (3.7)

Lo que resulta en:

VoY -\, - =0 (3.8)

Por lo tanto se establece como regla, que los signe se asignan en la suma
algebraica de voltajes estan dados por la direa#dia semiflecha. Los lazos
gue entran a la conexion tienen signo positivo,nimées que los lazos que

salen de la conexion tienen signo negativo.

Conexion tipo 0.-También llamada conexion en paralelo, esta conesgten

caracterizada por el hecho que todos los lazossqueonectan tienen el
mismo esfuerzo, y la suma de sus flujos es cerdesTaonexiones
representan sistemas mecanicos que comparten haanfigerza, conexiones

en paralelo en sistemas eléctricos, etc.

Por ejemplo, para el circuito eléctrico mostrader figura 3.11a) el diagrama
de lazos correspondiente (ver figura 3.12b) muesirao los componentes
del sistema estan unidos por una conexion tipstd, gebido a que todos los

componentes tienen el mismo voltaje (esfuerzo).
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(a) (b)

Figura 3.11. Conexion tipo O

Usando la convencion de signos que establece gpetéacia que

fluye hacia la conexidn es positiva tenemos elisiga balance de potencia:

vO-v -vi,-vi,=0 (3.9)

Lo que resulta en:

i—i,=i,-i,=0 (3.10)

Por lo tanto se establece como regla, que los signe se asignan en

la suma algebraica de flujos estan dados por Ecdiin de la semiflecha.

Los lazos que entran a la conexion tienen signdtipmsmientras que los

lazos que salen de la conexion tienen signo negativ
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3.7 Causalidad

Otra caracteristica fundamental del modelamientadh@a en puertos, que lo
distingue de las técnicas del modelamiento classogl hecho que no se hacen
decisiones acerca de la naturaleza entrada/sadidasdsefiales que constituyen una
relacion, es decir las relaciones entre los puestos del tipo no causal, como se
reporta en [22], [25]. Es conocido que el concef@e@ausalidad es fundamental en el
modelamiento clasico, sin embargo como se demasirda seccion 1.2 de la

presente Tesis la causalidad no representa laatetarfisica del sistema.

Hasta este punto se ha visto que el lazo que ussisi@mas esta compuesto
de dos sefiales: flujo y esfuerzo, los cuales foraranrelacion, para lo cual no ha
sido necesario hacer alguna eleccion a priori déirkccion de estas sefiales. Sin

embargo es importante entender como fluye la indorém de estas sefales.

Se debe empezar de la observaciéon fundamental guexiste elemento
alguno que pueda determinar ambas variables degatélujo y esfuerzo, en el lazo
al que esta conectado. Esto es, si un elementondete el valor de una de las
variables, la magnitud de la otra variable debe dsterminada por el resto del

sistema al que esta conectado.

Para entender este punto veamos un ejemplo: inmagseina fuente de
voltaje conectado a una resistencia. La fuente al@je determina la variable de

esfuerzo (voltaje) pero no puede determinar laabéei de flujo (corriente) esto es
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debido a que la corriente que fluye en el circlatdetermina el resistor. Por lo tanto
se puede decir que: La fuente de voltaje da inforomade esfuerzo y recibe
informacion de flujo, mientras que la resisten@ailye informacion de esfuerzo y
entrega informacion de flujo. De la misma manerahsra conectamos una fuente
de corriente al resistor, la fuente de corrienteerd@nara el flujo mientras que el

resistor determinara el esfuerzo.

Para ver este punto, consideremos la conexion slsudzsistemas (ver figura 3.12).

Figura 3.12. Conexion entre dos subsistemas

Ahora consideremos una situacion donde es nataraiderar el sistema A
como un sistema que da informacion de esfuerzoneas podemos considerar al
esfuerzoe como una sefial que va dehaciaB vy el flujo f como una sefal dB
hacia A (ver figura 3.13a). Su representacion en el dragrde lazos se muestra en

la figura 3.13b, donde se ha puesto un trazo atridyacente al subsistema B, esto

es para indicar que este sistema tiene un esfeermo entrada.

(a) (b)

Figura 3.13. Causalidad del sisterAacomo fuente de esfuerzo
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Si ahora consideramos la situacion donde es natareiderar al sistema A
como el sistema que da informacion de flujo. Entésnpodemos considerar al
esfuerzoe como una sefial dB haciaA y al flujo f como una sefal d& hacia
B (ver figura 3.14a). Ademas notamos que la marctcaécambia de posicion y se

ubica adyacente al sistema A, el sistema que restuerzo (ver figura 3.14b).

S ]
A f B A

(a) (b)

Figura 3.14 Causalidad del sisterAacomo fuente de flujo

En conclusién, si en un lazo la informacion delesfo esta determinada por
un elemento conectado en uno de sus extremos,cestda informacion de flujo
debe estar determinada por el elemento conectamtooaéxtremo. Esta causalidad se
representa por medio de una marca vertical quelseaen el elemento que recibe

esfuerzo.

Es importante mencionar que, la causalidad de mo, lao solo indica la
direccion de las variables de un puerto, sino qae sdporte a los temas
computacionales y analiticos, ya que al establecardireccion de las sefales hace

posible la implementacion y posterior simulaciomesdios digitales.

a. Causalidad de los elementos resistivoslal como se vio en el ejemplo, un

resistor se puede comportar como un elemento quiber® que entrega



63

esfuerzo (flujo). Esto es debido a que el flujd gsfuerzo estan relacionados

de manera algebraica.

De lo anterior, el resistor tiene dos representesgposibles de causalidad

(ver figura 3.15), su causalidad dependera dekestmidel problema.

S

Figura 3.15. Causalidad de un elemento resistivo

b. Causalidad de los elementos capacitivoEn estos elementos el esfuerzo es
proporcional a la integral del flujo (dado en 3&9,decir, la historia del flujo
se integra para generar el esfuerzo. Por lo tanteJemento inductivo recibe
flujo (causa) y genera esfuerzo (efecto). Su regmtesion se muestra en la

figura 3.16.

|+~G

Figura 3.16. Causalidad de un elemento capacitivo

c. Causalidad de los elementos inductivofn estos elementos el flujo es
proporcional a la integral del esfuerzo (dado &), 3&s decir, la historia del

esfuerzo se integra para generar el flujo. Poambot un elemento inductivo
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recibe esfuerzo (causa) y genera flujo (efecto)reépuesentacion se muestra

en la figura 3.17.

e

—“'IJc I

Figura 3.17. Causalidad de un elemento inductivo

d. Causalidad de las fuentesEn estos elementos la causalidad esta dada por
definicion, una fuente de esfuerzo genera esfugnaxibe flujo (ver figura

3.18a), y una fuente de flujo genera flujo y re@b&uerzo (ver figura 3.18b).

e

SN S~
(a) (b)

Figura 3.18. Causalidad de las fuentes

e. Causalidad de los transformadoresEn este elemento, si la informacién de
flujo entra a través de un lazo entonces sale Ipair@lazo. Esto implica dos

posibles representaciones de causalidad (ver fya&).

Fr

™\ N\

: €] o £ € )
| —™ TF | —— = 4'-4{ TF
J1

h J2

5

Figura 3.19. Causalidad del transformador
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f. Causalidad de los giradores.En este elemento si un lazo trae la
informacion de flujo, el otro lazo saca informacidm esfuerzo. Esto implica

dos posibles representaciones de causalidad gueafB.20).

€] m f": rE"| m vE":
|—_h G‘I’ 4_"{ N LI G‘.[’ I N -
h 1A A NE

Figura 3.20. Causalidad del girador

g. Causalidad de la conexion tipo 1En este tipo de conexionen se tiene que el
flujo es comun y la suma de esfuerzos es cero.sdblece que todos los
lazos excepto uno deben tener el trazo causal eankexion, esto significa
qgue solo un lazo debe traer la informacion de flyjlos otros lazos deben

sacar esta informacion de flujo (ver figura 3.21).

2 _[4'

Figura 3.21. Causalidad de la conexion tipo 1

h. Causalidad de la conexion tipo OEn este tipo de conexionen se tiene que el
esfuerzo es comun y la suma de flujos es cerestdlece que solo uno de
los lazos debe tener el trazo causal en la coneggin significa que solo un
lazo debe traer la informacion de esfuerzo y lossolazos deben sacar esta

informacion de esfuerzo (ver figura 3.22).
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Figura 3.22. Causalidad de la conexion tipo 0

En este punto es conveniente ver como se aplicancémceptos presentados

anteriormente para el modelamiento de un sistesi@fén concreto.

Ejemplo. Modelamiento de un motor DC.-Este sistema consta de dos dominios

fisicos: el eléctrico y el mecanico tal como se sinaeen la figura 3.23.

7// o, //

I

q3 [RE
7277

Figura 3.23. Esquema de un motor DC con carga

Donde la corriente de la armadura y el voltaje r@m@dectromotriz en el dominio

eléctrico estan relacionados a la velocidad yreju® en el dominio mecanico por:

r= Km-a y eb = KWr (311)



67

Donde:

T : Es el torque

@: Es el flujo magnético

w, : Es la velocidad angular del rotor
i,: Es la corriente de armadura

g,: Es el voltaje contraelectromotriz

K : es la constante del motor

En el subsistema eléctrico, el voltaje la resisterte armadura y la
inductancia comparten la misma corriente (flujoh ¢@ fuerza contra electromotriz.

Por lo tanto estos elementos estan conectadosgés e una conexion tipo 1.

La conversion del dominio eléctrico al dominio nmca y viceversa se

representa por un girador con modilg, con ecuaciones establecidas en (3.11).

En el subsistema mecanico, la inercia del motaa friccion comparten la
misma velocidad (flujo) junto con el girador, entea estos estan unidos por una
conexion tipo 1. El eje (tipo capacitivo) que uhenator y la carga tiene el mismo
esfuerzo en sus extremos por lo que se conectaanmeion tipo 0. Finalmente, la
carga y su friccion tienen la misma velocidad juocdm un extremo del eje. Por lo
que estan unidos por una conexion tipo 1. El dragr&ompleto del sistema se

muestra en la figura 3.24.
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Figura 3.24. Diagrama de lazos de un motor DC emgec

3.8 Causalidad diferencial

Se ha visto que la causalidad para los elementwscahadores (capacitores e
inductores) se definid6 en base a una relacion iake&in embargo, en algunas
circunstancias esto no es posible y estamos foszagoner el trazo causal en el lado
opuesto al ya definido. Tal causalidad invertida csmoce como causalidad

diferencial, reportada en [22], [25], [30].

La causalidad integral significa que la el pasaddadcausa se integra para
llegar al efecto en el presente, mientras que,alasaidad diferencial necesita
diferenciar la causa al presente (que no se pust&ar adecuadamente dado que
no se conoce el futuro) para llegar al efecto. IBdanto la causalidad diferencial
hace al sistema dependiente del futuro, como sarssstrara el sistema a una

configuracion predestinada.

Veamos bajo que circunstancias se presenta la lickgkaliferencial. Para

esto consideremos una fuente de corriente enaarian inductor (ver figura 3.25).
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Figura 3.25. Ejemplo de causalidad diferencial mmductor

La fuente de corriente entrega sefal de flujo pogue el trazo causal esta
junto al elemento. Aplicando la propiedad de unaeg@n tipo 1, resulta que el
trazo causal del elemento inductor esta junto @ofexion y no junto al elemento

como se habia definido anteriormente. La pregutgP®r qué se presenta esto?

Sabemos que el voltaje a lo largo del inductor estdo porv= L%.

Entonces, si la corriente dictada por la fuente litanmstantaneamente, el voltaje
inducido seria infinito. Esto nos dice que no detweectar una fuente de corriente en

serie con un inductor.

Similar es la situacién de una fuente de voltajeectado en paralelo a un
capacitor (ver figura 3.26). Como se aprecia ecostespondiente diagrama de lazos,

la causalidad del elemento capacitor es del tifeyeticial.
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Figura 3.26. Ejemplo de causalidad diferencial micapacitor
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La razon por la que se asigna una causalidad sigubecho de que no se

permite al voltaje de la fuente variar de manedependiente. Como se sabe la
. . . \ . , .
corriente del capacitor esta dado png%. Entonces si el voltaje aplicado por la

fuente es del tipo cuadrado, la corriente a tral@scapacitor seria infinita en las
transiciones. La conclusion es que no debe corsectar capacitor en paralelo a una

fuente independiente de voltaje.

Las problemas anterior se corrige si en el casmdeakttor se conecta una resistencia
en paralelo (ver figura 3.27a) y en el caso dehcapr si se conecta una resistencia
en serie (ver figura 3.27b). Tal como se apreciss@n respectivos diagramas de

lazos, desaparece la causalidad diferencial.

0
SFhb—™0— M ] I
(a) C

(b)

Figura 3.27. Eliminacién de causalidad diferencial

La presencia de causalidad diferencial en un sesfamede indicar serias violaciones

de los principios de conservacién de energia.



Capitulo 4.

Sistemas Port-Hamiltonianos

4.1 Introduccién

El enfoque Port-Hamiltoniano puede verse comofaédizacion matematica
del modelamiento basado en puertos. Es decir, iseafiza matematicamente la
nocion de puertos de potencia, mediante la definide las variables conjugadas de
potencia en espacios vectoriales. Se formalizeotadn de potencia de un puerto,
estableciendo el producto dual entre elementospgunecen a los espacios de
variables conjugadas. La estructura de intercomesioque anteriormente estaba
dado por el diagrama de lazos, se representa nmiitameante por una estructura
preservante de potencia, que representa el flugndegia entre los componentes de

un sistema.

La gran ventaja de la descripcion port-Hamiltonidealos sistemas fisicos,
es gue pone en evidencia todas las propiedadegéticas del sistema: La cantidad
de energia almacenada, a través de las variablestdéo de energia y la funcién

Hamiltoniana; la energia de disipacion, que estaesentada por la matriz de
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disipacion; la estructura de interconexion, que espresentada por la matriz de

interconexion; y la interfase con el mundo extemtravées del puerto de potencia.

El enfoque port-Hamiltoniano, hace uso de las h@gatas que proporciona
la geometria diferencial para definir la estructuraplicita (sistemas port-
Hamiltonianos implicitos) de cualquier sistemacfisipara luego finalmente dar
lugar a lo que se conoce como sistemas port-Hamahos explicitos que describen

a un sistema mediante un conjunto de ecuacioneeddiales.

Por otro lado, es posible dar una representacidnpodamental de los
sistemas port-Hamiltonianos. El enfoque comportdatedescrito en el capitulo 2,
debido a su generalidad provee un marco que feemmdelar cualquier tipo de
fendmeno. En el caso de los sistemas fisicos, prowvelenguaje que respeta la
naturaleza fisica de estos sistemas, por lo quedeesnanera natural el marco

adecuado donde presentar los sistemas port-Hanmaittos

En resumen, en este capitulo se va a presentafagjuee port-Hamiltoniano,
para el modelamiento de sistemas fisicos, defimiénddentro del marco
comportamental. Este enfoque al estar basado emdegia, permite explotar las
caracteristicas comunes a todos los sistemas dinanyi al hacer uso del nuevo
paradigma de puerto permite capturar de manerauadada naturaleza fisica del

fendmeno de interconexiéon entre sistemas fisicos.
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4.2 Analisis energético de un sistema simple

Antes de formalizar matematicamente las nociongaideos, potencia en los
puertos e interconexiones preservantes de potewmaiag ser de mucha utilidad
realizar el analisis energético de un sistema &mpa que nos permitird apreciar
como se relacionan los conceptos de puertos ecamexion de sistemas, con los

conceptos de variables de energia y energia distems.

Consideremos el oscilador linear que se muestta #gura 4.1. Este sistema
esta compuesto de un resorte lineal y una masarigittez k e inercia m

respectivamente.

T

Figura 4.1. Oscilador lineal

Seax el desplazamiento del resortepy=mv, el momento de la masa. La

funcidn de energia que caracteriza al sistemadesta por:

2

E=;kD<2+§ (4.1)
m



74

Donde la energia total es la suma de dos contohasi

1 . :
E, = 5 k X?, que representa la energia potencial del resorte.

2
E( = 5 , que representa la energia cinética almacenaldaneasa.
m

Supongamos que el sistema esta oscilando, entosegodemos hacer las
siguientes preguntas ¢ de donde se origina el mento®? ¢ Como fluye la energia
entre los componentes del sistema? ¢(Como se datdecanexion entre los

componentes del sistema?
El oscilador es la interconexién de dos subsistamés simples: una masa, que tal
como se vio en la seccién 3.5.3 del capitulo amtess de tipo inductivo, esto es,
recibe esfuerzo y genera flujo (ver figura 4.2).
Fi
—» Mmasa

Figura 4.2. Modelo de la masa

Y un resorte, que tal como se vio en la seccior31Bl capitulo anterior es de tipo

capacitivo, esto es, recibe flujo y genera esfuéreofigura 4.3).
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Fo> U2
——»| resorte

Figura 4.3. Modelo del resorte

Las ecuaciones que gobiernan a cada subsistenmadestds por:

X=V,
resorte= (4.2)
F =KX

masa=

<
1
3 |'C§ 1

Tal como se vio en el capitulo anterior, en cadmidm fisico existen dos
variables conjugadas de potencia, las que a saordarman un puerto; y es a traves
de un puerto que un sistema puede intercambiagieneon su entorno. En este
ejemplo, el dominio fisico es el mecanico, espeaffiente movimiento de
translacion. Entonces, las variables conjugadasda subsistema son la Fuerza y la
velocidad, y su productd = F ¥ representa la potencia mecanica. Por tal, la
interconexién toma lugar a través de la fuerza ydicidad (del puerto) de cada
subsistema: la masa toma como entrada la fuerzprqakice el resorte y produce
una velocidad como salida, mientras que el regort& como entrada la velocidad
gue produce la masa y produce una fuerza (que aleblia tercera ley de newton es

opuesto a la fuerza de reaccion de la masa) colida ¢eer figura 4.4).
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resorte

Figura 4.4. Esquema de la interconexion internardescilador

Es importante recalcar que este diagrama guardaowmtancia con su
respectivo diagrama de lazos (en esta represenfatd§ componentes estan
conectados por una conexion tipo 1, por tal corepde misma velocidad y la suma

de las fuerzas es cero, tal como se aprecia éyuiafs.4).
Una vez hecha la interconexion, esta determina émema en que se
intercambia la energia, en este caso entre la masaresorte. Ademas impone

restricciones entre las variables de los puertas egian interconectados. En este

ejemplo estas restricciones estan dadas por:
V, =V
{ toe (4.3)

Ahora analicemos el flujo de energia (potenciajeelols subsistemas:
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d 0

d_IE,[K:a_E(p:TEE:_Fz\/l: Fv,=-F

it aEF: (4.4)
=——FPx=kxv. = Ev=P

Esto significa que la cantidad de energia que gecta en el resorte es
exactamente igual a la cantidad de energia extdgda masa (y viceversa). Esto
significa que la energia es simplemente transfexittalargo de la interconexion (en
otras palabras, la interconexion conserva la p@geno disipa o crea potencia). Por

lo tanto, la energia totdt se mantiene constante.

Es importante notar que, actuando en la fuerza lpcelad de cada
subsistema se puede controlar la inyeccion de patémroducida a (o extraida de)

cada subsistema.

Entonces del ejemplo anterior, se tienen las sigeseconclusiones:

e Cada subsistema (masa y resorte) se caracteriasnporariable de estado o
energia (desplazamiento y momento), que represehtéendémeno de
almacenamiento de energia.

» La energia total del sistema esta en funcion deddables de energia.

e Cada subsistema interactua con el resto del munidavés de dos variables
de potencia (fuerza y velocidad) que conforman espectivo puerto de

potencia, tal como se vio en el capitulo anterior.
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* Cuando se interconectan dos subsistemas (masaoitejesse obtiene un
nuevo sistema (el oscilador) cuya energia es laasad® la energia
almacenada en los subsistemas y cuyo comportamidim@mico esta
determinado por el intercambio de energia entredbsistemas.

* Una vez determinada la interconexion entre dosis@nsas se originan
restricciones entre las variables de potencia, astu vez determina la
manera en que se intercambia la energia.

* La interaccion entre dos sistema esta dada polui;mde energia (potencia
mecanica) entre estos. Lo que es mas, este flupmeieyia no sufre perdidas
cuando viaja a través de las interconexiones. Pogue se dice que la

interconexién es preservante de la potencia.

Al analizar el ejemplo anterior, ha sido de muchiidad utilizar algunos
conceptos basicos vistos en el modelamiento basagaoertos (puertos, potencia de
los puertos, elementos inductivos y capacitivgs),que nos permitié entender como
se da la interconexion entre estos dos subsistéenagnera natural. Sin embargo ha
sido necesario introducir los conceptos de varglle energia, energia total del
sistema e interconexiones preservantes de potepaia, poder hacer el analisis

energético.

Ahora continuaremos con la formulacibn matematiea los conceptos
bésicos del modelamiento basado en puertos, ldescnas permitiran mas adelante

presentar los sistemas port-Hamiltonianos.
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4.3 Formulacién matematica de las variables conjugadase potencia.
Para formalizar los conceptos de variables conjagae potencia (esfuerzo y
flujo), se va a considerar el uso de los espacextoviales. Para tal fin, se van a

presentar los conceptos de espacios vectorialgmcies vectoriales duales y

producto dual, reportados en [12], [28].

Definicion 4.1 (Espacio Vectorial).Un espacio vectorial sobﬂED{R,C} es un

conjunto’ cuyos elementos son llamados vectores, equipadda®operaciones:

1. Suma de vectorey, +Vv, 01 dondev,, v, V. (4.5)

2. Multiplicacion por un escalagv{ dondeadF y vO{. (4.6)

Un ejemplo de espacio vectorial es el conjuRtd llamado cominmente

Espacio Euclidiano de Dimensidn

Definicién 4.2 (Espacio Dual)Seat’ un espacio vectorial, su espacio dudles el

conjunto de mapeos linealés ={ f : v — R} .

Que satisface las siguientes ecuaciones:

f(ayv, +a,v,)=a,f(v)+a,f(v);0v, v,iV,a,a IR 4.7)
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Lo que muestra quey” también es un espacio vectorial. Si es
dimensionalmente finito, entonceg” tiene la misma dimension d¢. Los
elementos de ¢ y ¢"se dicen que son duales uno con respecto al ots. L

elementos de{) son llamados vectores mientras que los elemento$”dson

llamados covectores.

Usualmente los vectores representan como vectohesioa y los covectores

se representan como vectores fila.

Definicién 4.3 (Producto Dual).DadovO¢ y v"O¢", el producto dual entre estos

elementos se define como:

(L):ox” SR (vv) = V(Y (4.8)

Se debe notar que el producto dual esta definidmaeera intrinseca para
cualquier espacio vectorial, no es una estru@dreional que puede asociarse a este.
Esto significa que, una vez que se han establdaglcoordenadas, los vectores y
covectores. El producto dual esta dado simplempateel producto usual entre

vectores fila y vectores columna.

Una vez establecido los conceptos anteriores, sipssble definir matematicamente

las variables conjugadas de potencia:
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» Las variables de flujo se definen en un espacitovied, llamado espacio de

flujos, denotado pof¥.

» Las variables de esfuerzo se definen en un espactorial, llamado espacio

de esfuerzos que es el dual del espacio de fldgpmtado pog =F".

Las variables conjugadas se definen en espacitsrizdes duales debido a la
propiedad de producto dual que existe entre e¥tasque esta caracteristica es

fundamental para poder definir adecuadamente Enpiat en un puerto.

Se recuerda que las variables conjugadas de mt@@cada dominio fisico

se reportaron anteriormente, en el capitulo 3takea 3.1).

4.4 Formulacién matematica de las puertos de potencia

Una vez establecido los espacios vectoriales deedeefinen las variables

conjugadas de potencia, es posible definir el qoiocge puerto matematicamente.

Definicion 4.4 (Puerto de potencia)Dadosf 0% y ell&, el puerto de potencia
esta dado por el par coordenge ( f,€). Esto significa que el espacio vectorial en

donde esta definido el puerto esta dado por elystod? = F x&.
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Tal como se menciono anteriormente, los puertggotiencia son el medio a
través del cual un sistema puede intercambiar enean el resto del mundo. A
través del cual puede interconectarse con otrésnsss fisicos. En el ejemplo del

oscilador, los puertos de potencia de la masa rngsarte son los paré§,,v,) y

(F,,v,) respectivamente.

Definicion 4.5 (Potencia en un puerto)Dadosf (1.5 y elJ&, la potencia en el
puerto esta dado por el produd f). Donde( , ) es el producto dual intrinsico

definido anteriormente.

El hecho que las variables conjugadas de potewnciansiependientes de la
configuracién del sistema fisico y que el prodwal esta definido intrinsicamente,
es de crucial importancia. Ya que permite, defatiintercambio de energia sin el
uso de alguna estructura adicional en el puerttsay los puertos de potencia para
interconectar sistemas caracterizados por difeseaspacios de configuraciones e

incluso por diferentes dominios fisicos.

Entonces, se puede decir que, un puerto de poteaaiaa interfase a través
del cual fluye energia y que este flujo se expresauna manera intrinseca,
independiente del dominio fisico y de la configidaalel sistema al que el puerto de

potencia esta asociado.
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4.5 Sistemas port-Hamiltonianos implicitos

Del ejemplo del oscilador, es evidente que trexeptos son fundamentales

para construir el modelo de un sistema:

* El espacio estado, donde se definen las varialdessthdo o variables de
energia que modelan el fendmeno de almacenamienémergia asociado a

las partes constitutivas del sistema.

» El puerto de potencia, que es la interfase a trdeésual cada subsistema

puede intercambiar energia.

* La estructura de la interconexion, que especif@amanera en que se
conectan todos los subsistemas a través de su$ulr potencia, y que
consecuentemente muestra como se da el flujo degianentre los

componentes de un sistema.

Tomando como referencia el diagrama de lazos, stamsa fisico puede ser
descrito por un conjunto de elementos que almacenargia cinética y/o potencial
(capacitores y/o inductores), un conjunto de eléosengue disipan energia
(resistores), un conjunto de interconexiones pveskes de potencia (lazos), y
finalmente un conjunto de puertos de potencia eaermediante el cual el sistema

se comunica con el mundo exterior (ver figura 4.5).
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Elementos que
almacenan
energia

Puertos de
potencia

Elementos
que disipan
energia

Interconexiones
preservantes de
potencia

Figura 4.5. Modelo energético de un sistema din@amic

El hecho de que los elementos se conectan por nuEdimterconexiones
preservantes de potencia significa que a lo laeydad interconexiones solo puede
haber transferencia de energia. Esto permite lsepota de elementos preservantes

de potencia como los transformadores y giradorda grberconexion.

Teniendo en mente el punto de vista del modelogétieo de un sistema, es
posible introducir lo que se llama como sistemas-idamiltonianos implicitos. En

total se necesitan cuatro componentes para defirsistema port-Hamiltoniano:

1. Un espacio de estadd’ .
2. Un espacio de variables de flujo, que se asumenegspacio vectorial

denotado pot’. Y un espacio de variables de esfuerzo, que seeass el

espacio dual del espacio de las variables de ftigoptado pof’”.
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3. Una estructura de interconexiéh llamada estructura Dirac, que representa
la “topologia energética” del sistema. Esto esresgnta como fluye la
energia entre los componentes del sistema y aoiedlo externo.

4. Una funcidn de energia sua#& llamada la funcion Hamiltoniana, definida
en el espacio estado y que expresa la energia teal sistema

correspondiente a algun estado.

Veamos con mayor detalle cada componente:

a) Espacio de estado.El espacio de estada¥ es un manifold suave de

dimensionn, cuyos componentes, X,,...,X,, son las variables de estado que

representan a los elementos que almacenan energia.

Se debe sefalar que un manifold es el objeto bésiecse usa en la
geometria diferencial. Localmente es similar a onjunto abierto de un
espacio Euclidiano, por lo que es posible conseatructuras que nos son
familiares en el espacio Euclidiano (derivadaggrdales, etc.). Sin embargo
la gran diferencia radica en que todo objeto dthdien esta estructura es del

tipo intrinsico, tal como se reporta en [12].

Debido a que la energia es un concepto intringiss@ma, entonces
se deben definir conceptos que también sean immg)en otras palabras que

sean independientes de las coordenadas. Por tentoar®t uso de las
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herramientas que nos brinda la geometria difererpasaa definir a los

sistemas Port-Hamiltonianos implicitos.

Espacio de variables de flujo y esfuerzokos espacios dualeég y ¢"se

usan para definir las variables de flujo y esfuatedos puertos de potencia
externos. Estos puertos representan la interfasmedio del cual un sistema
puede interactuar o conectarse con otros sisteBeslebe notar que estos
espacios vectoriales son independientes de lagroafiion del sistema, en
orden de permitir la interconexion entre sistemas diferentes espacios de

configuraciones.

Estructura de interconexion.- La estructura Dirac es el objeto matematico
usado para describir los flujos de energia detmiat Esto es, representa los
flujos de energia entre los componentes del sisiéimjas internos) y los
flujos de energia del sistema con su entorno @lgaternos). En otras
palabras, representa las interconexiones interna® éos elementos que

componen el sistema y las conexiones del sistemalanundo externo.

Para poder definir matematicamente la estructuriatéeconexiones,
es necesario definir los espacios de puertos edeyrpuertos internos, ya
que, son las conexiones de estos puertos los dinenl¢al estructura. Hasta
este punto, ya se tiene definido el espacio dpuestos externos, por lo tanto,

queda por definir el espacio de puertos internos.
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Consideremos el manifold de estadlp su bundle tangente denotado

por TX y su bundle cotangente definido potX’ (referirse al apéndice A
para ver la definicion de bundle). Entonces, dadopunto x(0C , por

definicion su espacio tangente rrdenotadol, U y su espacio cotangente
en x denotado poff, X’ son espacios duales (referirse al apéndice A para
ver la definicibn de espacio tangente y cotangeme} lo tanto existe un

producto dual intrinseco €l, denotado po( > dado por el mapeo bilineal

TXxT'X - R, definido por:

(Viv)=vi(y, vOTX, VOTX, x0X (4.9)

Entonces, los bundles tangeft& y cotangentd "X del manifold
de estadaX’, se pueden usar para definir el intercambio dggéa interna.
En otras palabras se usan para definir los puedogotencia internos, que

son dependientes del estado del sistema.

Una vez establecido los espacios de puertos esteynte puertos
internos, se tiene que el espacio total de intendones del sistema esta dado

por el siguiente vector bundle afx

Q=TxOTxovoV (4.10)

Interno Externo
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El espacio de vectores, covectores, flujos y estseen cierto estado

x esta dado por lo que se conoce la fibra del bu@dé&ado por:
QX =TXxTXxVx V (4.11)

En este espacio existe una forma bilineal simétrccdegenerad®, llamada

el emparejamiento +, definido por:

(1), Q% Q¥ - R

(@ £, T8) =( 9, e (6" e (4.12)

Donde (v,V', f,€),(w W, f,90 q 3

Ahora es posible definir la interconexion presetgate potencia.

Definicion. 4.6 (Estructura Dirac). Una estructura Dirac en el bundlees

un vector sub-bundle suave 0Q, tal que para cada.X , la fibra

D(X) O Q(xX satisface la condiciéfd(x) =D"(X) donde:

D7) ={(ww’, .90 QI ((vV, L9 (w £ =0

(4.13)
0¥y felD &)
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De la definicion y usando (4.12) se tiene que:
(V) +(e f}=%<(v, G, 68, (vY ¢ = OV, ,o00(% (4.14)

Este resultado es de suma importancia, ya que nesta que una
estructura Dirac representa una relacion que ceadar potencia entre las
variables de potencia externa e interna y por mbotpuede ser usado para
describir la topologia energética del sistema, cemoeporta en [3], [5], [6],
0 en otras palabras, para representar el conjuetointerconexiones

preservantes de potencia del sistema.

d) Funcion de energia.-La funcién de energia del sistema esta dada por el
HamiltonianoH : X’ - R que expresa la energia total del sistema dadi cier

configuracion en el manifold de estado.

Una vez establecidos los conceptos anterioresesg@®sible introducir los sistemas
port-Hamiltonianos implicitos. Donde se asumird gbrmomento, que no hay

disipacion en el sistema.

Definicion 4.7 (Sistemas port-Hamiltonianos implidbs). Consideremos un

espacio estadd’, un espacio de variables de flujoy su espacio dual de variables
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de esfuerzd’”, una estructura Dira® y una funcion Hamiltonian& . El sistema

port-Hamiltoniano implicito correspondiente al cugdo (JC,U,CD,%) se define

estableciendo:

(% (4.15)

Donde v representa el flujo correspondiente a cierto estady v° el

esfuerzo correspondiente a este estado. Claramestds variables representan los

puertos dependientes del estadgz(ex, fx) de los elementos que almacenan

energia. Ademas, se observa claramente que qulaoo(ch,g, fx>=<7'€(x) representa

el flujo de energia en cierto estado.

En la figura 4.6 se muestra graficamente como seesta relacion.
Claramente se observa como se da la conexidnlestedementos del sistema con la
estructura de interconexién, ademas se puede aptesi puertos de interconexion

internos y los externos.

0 D(x)

E G

Figura 4.6. Conexion de un elemento con la estraata interconexion del sistema
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Entonces, una vez definido los puertos internossyduertos externos, un

sistema port-Hamiltoniano explicito esta definidw [a ecuacion:

(—X,M, f,e)0D(X) (4.16)
oX

Aplicando este resultado en la propiedad reportada(4.14), resulta el

siguiente balance de potencia:
: oH .
H (x(t)) = <&(X(t)). X(t)> =(9, f(D) (4.17)

Esto resultado muestra claramente que en los sistgrort-Hamiltonianos

implicitos, toda la energia que se suministra aéfade los puertos de potencia
((e(t), f(t)>) se almacena en el sistema. Es decir no se pragesdidas de energia

en las interconexiones del sistema.

4.6 Sistemas port-Hamiltonianos implicitos con disipaén

Como todos sabemos, los sistemas fisicos siempsemian algun tipo de
disipacion o perdida de Energia, ya sea por rozamielisipacion de calor, etc. Por

lo tanto es importante definir este concepto eenéque port-Hamiltoniano.
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Para incluir disipacibn en wun sistema port-Hamidkao implicito,
simplemente se conecta a la estructura de redukr$gs de los elementos disipativos
(ver figura 4.5). Es decir se conectan aquellosietgos que siempre extraen energia
del sistema. Tal como se muestra en [5], estosegl@s pueden ser descritos por la

siguiente relacion constitutiva:

e =a(f,) Donde a:F - & talque(g, f)<0 (4.18)

Estos elementos suministran siempre una potenajativa al sistema a
través del puerto de potencia al que ellos estaeatados, en otras palabras, ellos

siempre extraen energia del sistema.

Un sistema port-Hamiltoniano implicito donde algsinde los puertos de
potencia corresponden a elementos que disipan ianegbe el nombre de sistema
port-Hamiltoniano implicito con disipacién y parat@s sistemas el balance de

potencia (ecuacion 4.17) se convierte en:

H(x(®) =(e(D, f())+(e(d, F(9) < (&), (1) (4.19)

P. Almacena P Disipa

P.Total Suministrada

Esto significa que, un sistema port-Hamiltonian@licito con disipacion
resulta ser un sistema pasivo. Es decir que uria gara energia que se suministra a

través de los puertos de potencia se almacena yatte se disipa.
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4.7 Descripcion comportamental de los sistemas port-Haiftonianos implicitos

Tal como se menciono en la introduccion del preseaipitulo, el marco
adecuado para presentar los sistemas port-Hanailtogi es el marco
comportamental. Como se menciono anteriormenenédagia juega un rol central en
el modelamiento de sistemas fisicos, y el inter¢ante energia determina su
evolucion en el tiempo. Entonces, debido a su eumtuen el tiempo, los sistemas
port-Hamiltonianos pueden modelarse como sistermasnicos dentro del enfoque

comportamental.

Por otro lado, los sistemas port-Hamiltonianos hagso de variables de
estado para representar a los elementos que alamesergia. Lo que es mas, la
relacion que expresa el comportamiento del sist@oaacion 4.16) esta expresado
en funcion de estas variables de estado. Entolecésma adecuada para presentar
los sistemas port-Hamiltonianos dentro del enfogoenportamental es como

sistemas dinamicos espacio estado (ver definici®n Rara tal fin se establece:

* El eje de tiempo esta dado gor

« De manera natural escogemos como variables maasies aquellas que
caracterizan la interfase externa del sistema toest del mundo, es decir
aquellas que componen los puertos de potencianestePor lo tanto, el
espacio de sefiales manifiestas esta dado dohsol/x ", donde{ y ¢/

representan el espacio de flujos y el espacio fleme®s respectivamente.
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« De manera natural escogemos como variables lateateellas que
representan la evolucion del almacenamiento degener por tal la memoria
del sistema. Por lo tanto, las variables de enepggaviven en el manifold de
estado)C son las variables latentes.

« El ultimo punto y el mas crucial es la definicioel domportamiento. Definir
el comportamiento significa definir una relaciorrera evolucion del estado,
el estado en si mismo y las variables manifiestas écuacion 2.10). En los
sistemas port-Hamiltonianos el comportamiento delepresentar el
intercambio de energia que es declarado posibleragest de sus
interconexiones preservantes de energia. Es neresdonces definir una
funcidn que representa la energia del sistema yestractura Dirac que
representa los flujos de energia (internos y eg®rdel sistema. La relacion

que representa el comportamiento del sistema edlageportada en (4.16).

Finalmente cabe recalcar que, en los modelos pami#tbnianos implicitos
la fisica del sistema, es decir el flujo de eneygia estructura de interconexion, no
esta escondido sino de que se muestra explicitamémt que es mas, este
formalismo permite describir las relaciones diferales, que surgen de la evolucion
del sistema, y las relaciones algebraicas, queesulg la estructura de interconexién
de cualquier sistema dinamico (ecuacion 4.16). iYuitomo, es importante notar que
no se ha establecido ninguna causalidad. Como dieoiren la introduccion del
capitulo 1, este concepto no refleja la fisica sislema, ya que un sistema solo

impone relaciones entre sus variables, NO impomaerelacion tipo entrada/salida.
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4.8 Sistemas port-Hamiltonianos explicitos

En la seccion anterior se ha presentado la regeesén port-Hamiltoniana
implicita de los sistemas fisicos, esto es, la esgntacion port-Hamiltoniana
inherente o intrinseca a cualquier sistema. Estcsido posible dado que los
conceptos usados para su desarrollo se han basagoogiedades intrinsecas e

independientes de coordenadas que son comunetogasdos sistemas fisicos.

De otro lado, es muy Uutil representar el comporeamoi dinamico de un
sistema por medio de ecuaciones diferenciales,egapara fines de simulacion,

implementacion, etc.

Hay varias maneras de representar una estructuaa Piconsecuentemente
de escribir las ecuaciones para modelar un sisggonaHamiltoniano implicito.
Cada representacion tiene sus propias ventajassgride en una manera en
particular la interconexion preservante de potemi@aun sistema. En el presente
trabajo se va a usar la llamadgresentacion Nucleaeportada en [5]. Para otras

representaciones ver [3], [5], [7].

Antes de dar la representacion nucleo de una éstaubDirac es importante

establecer la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.Para cada puntadX de la estructura Dira@, se cumple la

relaciondim®(x) = dimxX + din/.
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Prueba. Dado que X’ es un manifold suave, entonces se tiene Quél.X

dimT.X = dimT X = dinC. Por otro lado de la propiedad de espacios disdes

tiene quedim{’ = dini’". Entonces para cada fibka(x) del bundleQ se cumple:

dimK(®) = din( TXx TXxUx0% = dimpr+ dimPr+ dim+  dind

dimK(X) = 2dimX + 2 diny’ (4.20)

Dado que el emparejamiento+ dado en (4.12) es omaaf lineal no

degenerada en cualquier punto, para cualquier Slﬁr@ O TXx TXxUxV", se

cumpledimS+ dimS = 2 dig¢ + 2 difh. Por otro lado en una estructura Dirac la
fibra @(x) O TX x T, X x¢x " satisface la condiciof(x) =D"(x) . Entonces, se

tiene que:

dimd(X)+ din” () = 2 dir ( 3= 2 dirkC + 2 dii (4.21)

Lo que resulta en:

dimd(x) = dimX + dinv = - nid KX (4.22)

Obs. La condiciondim® & F n+ m esta intimamente relacionado a la sentencia que

establece que la interconexion de un sistema ndepdeterminar al mismo tiempo el

flujo y el esfuerzo (este resultado es similar prigpiedad que establece que un lazo



97

gue une dos sistemas no puede establecer al mismat el flujo y el esfuerzo, ver

el concepto de causalidad del capitulo anterioa paayor detalle).

La representacion nucleo de una estructura Divagstablece que es posible

encontrar localmente alrededor de cada pwiioX’, dos matriced=(x) y E(X)
ambas de dimensiéfm + m) x(n+m) que depende suavemente &h tal que se

cumpla:

D) ={(v V), T, 90 TXx TUXUxV7| R »{Vf} : {ij} (4.23)

rangdF(x): E(X)]=n+m (4.24)
Ademas, dado qu® =D", se establece la siguiente relacion:
E(XX)FT(X)+F(X)E"(x)=0 (4.25)

Las matricesE(x) y F(xX) que satisfacen las ecuaciones anteriores son

comunmente llamadas la representacion nucleo de estauctura Dirac.
Considerando la definicion de un sistema port-Hamidno implicito (ecuacion
4.16), la representacion nucleo de un sistema hamtitoniano implicito puede

escribirse como:

oH
F(X)( fj+E(X) ox |=0 (4.26)
e
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Donde las matrice§ (x) y E(X) satisfacen las ecuaciones (4.24) y (4.25) para la

estructura Dirac correspondiente al sistema portili@niano implicito.

En orden de incluir disipacion, tal como se vio les sistemas port-
Hamiltonianos implicitos, se conectan a la estmactle Dirac los puertos de los
elementos que disipan energia, por lo tanto lashas conjugadas de potencia que

no dependen del estado del sistema consta de des:pa

f=(f,, fg) e=(es,eg) (4.27)

Donde el subindic® denota la parte de variables de potencia asocatias
potencia de los puertos para la interaccion comwido externo, mientras que el
subindiceR denota la parte de las variables de potencia ad@@ los elementos

disipativos.

Ademas, es posible dividir las matrice$x) y E(X) en orden de hacer

explicita la presencia de disipacion y obtener vepresentacion nucleo de un

sistema port-Hamiltoniano implicito con disipacion:

oH
—-X ox
(Fs(®) Fo(®) F()| fo [+(ELX EL¥ E{ Y| ¢|=0 (4.28)

F(x) fR E(X) €



99

Donde las matrice§ (x) y E(X) se han dividido en tres partes: una parte
relativa al almacenamiento de energia, una paldtive a los puertos de potencia
para la interaccion con el mundo externo y unaepegtativa a la disipacion de

energia.

En caso que no haya restricciones algebraicassevatzables de estado, las

matricesF (x) y E(X), como se muestra en [5], asumen la siguiente forma

! 9(%) 9:(0)
F.(0=| 0 F.()=| 0 Fa9=| O
0 0 0
(4.29)
J(¥) 0 0
Es(X) = _gTR(X) E.(¥)=|0 Eq(¥) = I\W
-9' (%) g 0

Donde J(X) es una matriz anti-simétric$R| es la dimension del espacio de

elementos disipativo$P| es la dimension del puerto de potencia externo.

Por otro lado, las variables de flujo y esfuerzdateelementos resistivos o

disipativos, tal como se reporta en [5], tienesidmiente relacion:

fo=-R(X & (4.30)
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Donde R(X) es una matriz simétrica positiva semidefinida.oBoes, sustituyendo

las ecuaciones (4.29) y (4.30) en (4.28), se obti@ siguientes ecuaciones:

909 b+ (3 ot T3E=0 (4.31)
LoOH L

‘QR(X)&‘F 6 =0 (4.32)
LoOH L

-g (x)&+ e =0 (4.33)

Sustituyendo las ecuaciones (4.32) y (4.33) erlj4Btenemos:

x=30 - g Ry g X%+ g o (4.34)
ox — = 2 0x

R(¥)

Finalmente, despejando la varialdeen (4.33) y acomodando la expresion (4.34)

obtenemos el sistema de ecuaciones (4.35), quia sepresentacion explicita de un

sistema port-Hamiltoniano:

x=[3(%- R »]Z—H+ dx
X (4.35)

_aeadH
&=9 (3

Donde R(X) = ¢i(® R ¥ g( X es una matriz simétrica positiva semidefinida que

representa la disipacion del sistema.
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4.9 Descripcion comportamental de los sistemas port-Haiftonianos explicitos

Finalmente, como en el caso de los sistemas panitémianos implicitos,
es posible dar una interpretacion comportamentas aistemas port-Hamiltonianos

explicitos.

Debido a la naturaleza dindmica de un sistema hpamtiltoniano y a la
presencia de los puertos externos de potenciar@presenta las entradas y salidas
del sistema) y las variables de estado. La formecuwatla para presentar a los
sistemas port-Hamiltonianos explicitos en el endoqumportamental es como

sistemas dinamicos entrada-estado-salida (vericiéin2.11).

Definicion 4.8 (Sistema port-Hamiltoniano explicitg. Un sistema port-

Hamiltoniano explicito es un sistema dinamico I/Stinuo en el tiempo definido

por el quintuplo(R,UxVY, X",B, ) donde:

R representa el eje de tiempo.

e X es un manifold de dimensiom que representa el espacio estado, en
donde se definen las variables de energia.

* U es el espacio vectorial de la entrada, la entesdana variable conjugada

de potencia.

« UY=U" es el espacio vectorial de la salida, la salidauea variable

conjugada dual de la entrada.



102

* @, es el comportamiento del sistema.

El comportamiento completo se obtiene de la refa¢id35) donde ademas se

considerau= f, y &, =y, como la entrada y salida respectivamente (como se
recuerdap =(e,, f,) es el puerto de potencia externo). Entonces epod@amiento

esta dado por las siguientes ecuaciones:

x=[J(x)—F<>)]‘2—H( X+ 6 X

o X (4.36)
y= QT(X)a—(X)

X

Donde:

« x=(X,...,%) denota el vector de variables de energia, que lasn

coordenadas en el manifold de estatio

« ulOR™, yOOR™es el vector de entradas y salidas respectivamente.

« H(x)=H(x,...x) es laenergia total almacenada del sistema.
oH : ~
. G_(X) denota el vector gradiente ¢, es de tamafiax1.
X

e J(XN=-TJ ( x) es una matriz anti-simétrica de tamation, que representa
las interconexiones internas preservantes de gatenc
« R(X =R (3 es una matriz simétrica positiva semidefinidaateafiaxn,

que representa la disipacion del sistema.
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. g(x) es una matriz de tamafioxm que describe la manera en que la

potencia que viene del mundo externo se distrilemyel sistema.

Observacion. De ahora en adelante cuando se mencione el térsist@mas port-

Hamiltonianos nos estaremos refiriendo a los siaseport-Hamiltonianos explicitos.
Ejemplo 4.1. Consideremos el oscilador que se estudio en lEded.2. Se desea

determinar el modelo port-Hamiltoniano de tal srste definiendo como entrada

la fuerza que actia en la masa y como sajidda velocidad de la masa. Las
variables de energia estan dado por p, la elongacion del resorte y el momento

de la masa. Entonces el vector de variables dgienesta dado por:
x=[x p (4.37)
Ademas se menciono que la funcion Hamiltonianatlarforma:

H=P ke (4.38)

Para obtener las ecuaciones dinamicas del sistewvansa usar las leyes de Newton

de movimiento. Para el resorte se tiene:

x=y =+=07 (4.39)
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Para la masa se tiene:

p=u-kx= u—%—l;'( (4.40)

Entonces de (4.39) y (4.40) se tiene el modeloidamiltoniano del oscilador

oH

W N

o (4.41)
oH

y:(O ]) ax

oH

ap

Ejemplo 4.2. Consideremos el motor DC (ver figura 4.7) con fdoc Donde se
define el voltajeu =V como entrada, y como salida la corriegte | . Se nota que

estas variables conforma el puerto externo dedraist

m

SRR

2 b

Figura 4.7. Motor DC con friccidn
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Las variables de energia son el flggadel inductor y el momento angular

de la carga. Entonces el vector de estado estaptado
x=[g, p] (4.42)

La energia total del sistema esta dada por la slent@ energia magnética del

inductor mas la energia de la carga:

2
H =%+% (4.43)

DondeL y | representan la inductancia del circuito y la ireede la carga.

Para obtener las ecuaciones dinamicas del sistemaas a usar las

ecuaciones gque rigen la dinamica del motor en elinio eléctrico y mecéanico. Se

recuerda que la derivada del flujo de un inducsta dado porp=V

¢:V—Ri—kw=—ka—H— M L (4.44)
op O¢
p=ki-bw= k21— 21 (4.45)
do 0p

Entonces de (4.44) y (4.45) se tiene:
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oH

(o) (3

ap (4.46)

ey

Donde:

-k
J(x)=(i Oj R(X) :(S gj

La matriz J(X) es constante y representa la interconexion eneageétbido

al acoplamiento entre la parte eléctrica y la paréeanica. El esfuerzo del puerto

esta dado por la entrada del voltaje y el flujsakda es la corriente respectiva.



Capitulo 5.

Control de los Sistemas Port-Hamiltonianos

5.1Introduccién

Se ha visto que el marco port-Hamiltoniano es mdgcaado para el
modelamiento de sistemas fisicos. De hecho lagataja traida por el formalismo
port-Hamiltoniano es que todas las propiedadesgétieas (la energia almacenada,
la estructura de interconexion y la disipacién mehé&e) del sistema son muy
evidentes y se muestran de manera explicita. Poisdapuede explotar esta
caracteristica para propositos de control, en @dppara el desarrollo de nuevos

algoritmos de control basados en la energia.

Por otro lado se sabe que la “forma” de la eneegfa relacionada con las
propiedades de estabilidad de un sistema. De heehmnoce muy bien de la fisica,
gue cada configuracion (local) caracterizada pomimimo de la energia exhibe un
comportamiento estable (localmente). Desafortunadéenla configuracion que
naturalmente corresponde a un minimo de energiearasvez la configuracion

deseada que se desea lograr.
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Las principales estrategias de control que se pr&asen el formalismo port-
Hamiltoniano se basan en el llamado moldeamientersigia. El controlador se
interpreta como un dispositivo que intercambia gi@econ la planta, disefiado de tal
manera tal que el sistema controlado puede aumtpretado como un sistema
dinamico con una funcién de energia cuyo minimeesponde a la configuracion

deseada de la planta.

En este capitulo se mostraran las principales ¢asnile control basados en
energia para los sistemas port-Hamiltonianos. Pamente se mostrara la conexion
entre los sistemas port-Hamiltonianos y los sistepesivos. Asi, se reportaran los
conceptos basicos de pasividad, para luego demogtra los sistemas port-
Hamiltonianos son también sistemas pasivos. Ensoree aprovecharan las
propiedades y técnicas de control que se hereddnsdsistemas pasivos para el
disefio de los controladores port-Hamiltonianos.qgue es mas, se podra dar una

interpretacion energética clara al controlador giglema controlado.

Por otro lado se mostrara la técnica de controlacorterconexion, en la que
el controlador se interpreta como un sistema diodmbe hecho el controlador
estara dado por otro sistema port-Hamiltonian@ glesnostrara que la interconexion
entre dos sistemas port-Hamiltonianos resulta em sistema port-Hamiltoniano.
Entonces se hard uso de unas funciones espediaheadas Casimir, que tienen la
caracteristica de que son determinados solo pestiactura del sistema para el
disefio del controlador. Finalmente se analizaranslmilitudes que se presentan

entre la técnica de control por interconexion télanica basada en la pasividad.
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En ambas técnicas de control presentadas antentense mostrara que el
principal inconveniente es el llamado obstaculo gmipacion, que se presenta
cuando un sistema es capaz de disipar una caniifiaida de energia. Entonces, se
demostrara que esta limitacion se puede superdotargdo la estructura port-
Hamiltoniana, moldeando no solo la forma de la imenergia de lazo cerrado sino
que ademas asignando la estructura de intercongxlanestructura de disipacion
inherente dando lugar al llamado control por imdeexion y asignamiento de

amortiguacion basado en la pasividad.
5.2 Control basado en la pasividad

5.2.1 Conceptos basicos de la teoria de pasividad

Consideremos un sistema dinamico I/S/O no lingatesentado por las siguientes

ecuaciones diferenciales:

H:{x:f(x)+g(x)u (5.1)
y =h(x)

Donde xOX', u0U e yOUy son las variables de estado, entrada y salida
respectivamente, conC , U y Y los espacios de estado, entrada y salida
respectivamente. Ademas, y g son vectores campo suavényes un mapeo suave.

Se asume que el sistema tiene al menos una caadigarde equilibrio, sin pérdida
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de generalidad se puede tomar el punto0 como punto de equilibrio. La funciéon

X(t) = @At t,, %, u) denotara el valor del estado en el tiemipd) desde un estado

inicial x(0) = X,, tiempo inicialt, y bajo la accion de la entrada
Definicion 5.1 (Tasa de suministro)Es un mapeav definido enit{xl/ como:
wilUxlY - R (5.2)

Tal que para toda(t) DU y y(t)OY, w(t) =w(u(t), Y(9) satisface:

j:1|w(t)| dt<ew, O(2120 (5.3)

Definicion 5.2 (Sistema disipativo).Un sistema de la forma (5.1) se dice que es

disipativo con respecto a una tasa de suministg existe una funcion continua
S: X - R”, llamada funcién de almacenamiento, tal que padaa U, x, 0

y t =0, la siguiente relacién, llamada desigualdad dipaison toma lugar:

S((t)- g Y=, wxd (5.4)

La condicién (5.4) establece que un sistema epaligo si el incremento en

su energia (funcion de almacenamiento) en el ialerft,,t;) no es mayor que la
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energia suministrada (via la tasa de suministroyistema. Si la funcion de

almacenamiento es diferenciable (tipb), entonces (5.4) se puede escribir como:
SEEOP 9

Que indica que la tasa de incremento de energis moayor que el flujo de

energia (potencia) de entrada.

Un concepto importante relacionado a los sistersigativos es la nocion de

almacenamiento disponible que puede ser definide®@gue:

Definicion 5.3 (Almacenamiento disponible)El almacenamiento disponible de un

sistema con tasa de suministsoes la funcionS, X - R definido como:

S.(3= supremo{ =] (), ¥ o 59)

X0=%, uiu, =0

Es importante notar que el almacenamiento dispembl es negativo dado
gue es el supremo sobre un conjunto de niumeroaptéenen el elemento cero
(cuandot =0). El almacenamiento disponible tiene un rol imaote en los sistemas

disipativos tal como se ve a continuacion.
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Proposicién 5.1.Si un sistema es disipativo con respecto a ladassuministrow,

entonces el almacenamiento disponiBléX es finito para cadall X ; y ademas,

cualquier posible funcion de almacenamieB{od satisface:
0<S (Y=< ¥ (5.7)

Si S, es continuo, entonces, es a la vez una funcion de almacenamiento.
De la misma manera, §,( X es finito para cadaJ X’ y es continuo, entonces el

sistema es disipativo.

Definicibn 5.4 (Sistema pasivo)Un sistema se dice que es pasivo Si este es
disipativo con respecto a la tasa de suministfo(t), () = Y () (D, y la funcién

de almacenamient8( X satisfaceS(0) = 0.

Entonces, para cualquier sistema pasivo la desigdale disipacion resulta:
S(XD)- K W<[ J(xoxe (5.8)

Ademas, derivando la ecuacién anterior y haciemd® se tiene:

S(X(P= Y(YuUI=<O (5.9)
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Que expresa el hecho que la funcién de almacensmndesrece a lo largo de

las trayectorias del sistema. Ademas, cdiid es positiva definida se puede notar

claramente que el punto=0 es estable segun Lyapunov.

Es muy til distinguir las siguientes clases deegisis pasivos.

Definicibn 5.5 (Sistemas sin pérdidas)Un sistema pasivo con funcion de

almacenamientd®( ¥ no tiene perdidas si para toda]U y para todox, DX y

t >0 se cumple:

S(XD)- K W=[. Y(xoxe (5.10)

Definicion 5.6 (Sistemas estrictamente pasivos)n sistema pasivo con funcion de

almacenamient® es estrictamente pasivo si existe una funcionniifi positiva

V:X - R” tal que paratodoaJU, x,0C yt=0:

S-S W=[. Yxoxde] V&) c (5.11)

Observacion 5.1.Un sistema sin perdidas almacena toda la eneogiae) le provee,

mientras que un sistema estrictamente pasivo disiga de esta energia (la cantidad

de energia que es disipada es dadoj'ém( x(t)) dt).
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Una de las mas importantes propiedades de losmsistepasivos esta
relacionado a la siguiente definicion, que nos serdy Util para relacionar el

concepto de pasividad y los sistemas port-Hamdioos.

Definicion 5.7 (Propiedad Kalman-Yacubovich-Popov KP). Un sistema no

lineal descrito por (5.1) se dice que disfrutadappedad KYP si existe una funcion

de tipoC* no negativaS: X’ — R*, con S(0) = 0 tal que:

Ls(y=92 fy<o0 (5.12)
1)
Lgsm=% oG 9= A X (5.13)

Para cadaxd.C .

Los términosL;S(¥ y L,S(X son llamados la derivada de Lie 86X con

respecto a los vectores campoy g.

Proposicion 5.2.Si un sistema presenta la propiedad KYP entondessetema es

pasivo, con una funcion de almacenamiento dadeSpgr. De la misma manera, Si

un sistema es pasivo con una funcion de almacenton X de tipoC', este

presenta la propiedad KYP.
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Prueba. Si el sistema presenta la propiedad KYP entonces:

dS 68

T _—f(x) —g(x)L(D (5.14)

=LiS k¥ LSXu(ts L S(UE Y)Y
Asi, el sistema es pasivo con una funcion de almamnentoS( X .

Por otro lado, si un sistema es pasivo con unaidonde almacenamiento

tipo C', la siguiente desigualdad toma lugar:

‘3—?—@ (x)+ —g(x)u< J () (5.15)
X

Que claramente implica (5.12) y (5.13).

Se debe notar que el térmihQS( X ) representa la disipacion presente en el

sistema y el términoL,S(X(9) U )= y() {) representa la potencia que se

suministra al sistema. Entonces se tiene que:

* En un sistema sin pérdidas se cumple gu8( X 9) =0, es decir no hay

disipacion y toda la energia suministrada es alneta

* En un sistema estrictamente pasivo se cumplelLq@ex 9) =-M ¥, que

representa la energia que se disipa. Ademas, ¢t&fude almacenamiento es
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positiva definida haciendo que el punto de equdibrx=0 sea

asintoticamente estable segun Lyapunov.

Es posible explotar la propiedad KYP para dar usfanition diferencial alternativa

de un sistema pasivo:

Definicién 5.8. Un sistema es pasivo si la potencia suministradalmacenada o

disipada, esto es:

ds

P=—2+P 5.16
o (5.16)

disipada

Donde S(X es la funcion de almacenamient8,= L ,S( ¥ u= yLes la

potencia suministrada B,...= L S( X)) >0 es la potencia disipada.

5.2.2 Estabilizacion de sistemas pasivos por retroalimeation de salidas

Los sistemas pasivos han sido y son estudiadogactesente debido a la
atractiva conexion entre el concepto de pasividatigpncepto de estabilidad segun
Lyapunov, como se muestra en [16, 21]. El objetigaesta seccién es mostrar como
es posible estabilizar asintoticamente un sisteasavp en su punto de equilibrio

(que de nuevo se supone existe y estaeg).
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Definicion 5.9 (Detectabilidad y observabilidad esido cero).Un sistema descrito
por (5.1) se dice que es localmente estado ceextdble si existe un vecindario

U O X de 0 tal que, para todaxJU :

Si y() = h(®(t,x0))= 0, 0t=0  implica lma(t,x,0)=0 (5.17)

SiU = entonces el sistema se dice que es estado cexiatdé (ZSD).

Un sistema es localmente estado cero observakbasie un vecindarity O X del

punto O tal que para todoJU :

Si y(t) = h(®(t, x0)=0, Ot=0 implica x=0 (5.18)

SiU =X entonces el sistema se dice que es estado cexrvable (ZSO).

Definicion 5.10 (Funcién apropiada). Una funciéon no negativ&s X — R es

apropiada si para cadga> ) conjunto:

S*([0,d)={ x0X|0< g ¥< h (5.19)

Es compacto.
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Las funciones apropiadas son también llamadasdoasiradialmente sin limites.

Teorema 5.1 (Estabilizacion asintGtica por retroaentacion de salidas).
Consideremos un sistema descrito por (5.1) queasiao con una funcién positiva

definida de almacenamien®( ¥, que sea localmente estado cero detectable y que

admita x=0 como una configuracién de equilibrio. Sgal/ - U una funcién

suave tal quen0)=0y y'@(y) >0 para caday # 0. La ley de control:

u=-¢(y) (5.20)

Estabiliza asintoticamente el punto de equilibBd.ademas, el sistema es
estado cero detectableS/es apropiado, entonces la ley de control dadd5a0)

estabiliza asintoticamente y globalmente el sistema

Hay muchos colorarios del Teorema 5.1, uno de lés importantes es el siguiente:

Colorario 5.1. Supongamos que un sistema, que admite0 como una

configuraciébn de equilibrio, no tiene perdidas cah menos una funcion de

almacenamientcC' definida positivaS. Si el sistema es estado cero observable

entonces para cad&>0 la ley de controlu=-ky globalmente estabiliza

asintoticamente el punto de equilibrxa=0.
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5.2.3 Sistemas port-Hamiltonianos y la pasividad

En esta seccion se dara una prueba formal dedasepdades de pasividad de
un sistema port-Hamiltoniano para luego explotéa earacteristica para propositos
de control. Para esto es importante dar una irgE&@On energética de los sistemas
disipativos, ya que los conceptos utilizados erslsemas port-hamiltonianos estan

basados en términos de energia.

La tasa de suministrev y la funcion de almacenamien® pueden ser vistas
como potencia generalizada y la energia generalirespectivamente. De manera
natural para los sistemas port-Hamiltonianos l&mpca generalizada esta dada por
la potencia, y la energia generalizada coincideetangia. Por otro lado el pér, y)
qgue representa (a través de la funciéon de tasadaistro) el medio a través del
cual el sistema puede intercambiar energia gepadaj en el formalismo port-
Hamiltoniano esta dado por el puerto de potencia as el medio a través del cual el

sistema intercambia energia. Asi, la tasa de sstroresta dado por:

w(u(r), (7)) =(ur), ¥r)), udu,yoy =u" (5.21)

Usando la definicion 4.3 establecida en el capitaiderior. El producto dual

intrinseco definido efil e Y =U" se puede expresar como:

(uy)=yu (5.22)
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En resumen, en los sistemas port-Hamiltonianoada tle suministro esta dada por
el flujo de potencia, y la funcidon de almacenanueBtesta dada por la energia

almacenada en el sistema.

Una vez establecido los conceptos anteriores, @eresnos un sistema port-

Hamiltoniano con disipacion:

K=(309- )T+ d K
X (5.23)

oH
y= QT(X)—a
X

El enlace entre el concepto de pasividad y losrmsigs port-Hamiltonianos se

establece en la siguiente proposicion:
Proposicién 5.3.Un sistema port-Hamiltoniano con disipacion esistema pasivo,
donde la funcién de almacenamiento esta dado gantdn Hamiltoniana.

Prueba. Un sistema port-Hamiltoniano con disipacion puséeinterpretado como

un sistema dado en (5.1) estableciendo:

. f(x)=(J(x)—Fw)‘2—j

* 9g(¥=9(%
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oH
« h(x=g( X)a—
X
La siguiente relacion toma lugar:

.
9 H R )(a—Hso (5.24)
0X 0 X

0'H oH

L H(x) = J(X - —=-
O-R)S 9 ox (=R ox

Donde se ha explotado la propiedad de anti-simd&id(x) (que establece

que X' Ax=0,0x si la matrizA es anti-simétrica) y la desigualdad sigue del bech

que R(X) es positiva semi-definida. Es mas, se cumple que:

0'H
0x

LH(x) = g(x)=(gT(»‘2—'1)T: (Y (5.25)

Entonces se demuestra que un sistema port-Hamitmncon disipacion
disfruta la propiedad KYP y consecuentemente, aptio la Proposicién 5.2, un

sistema port-Hamiltoniano con disipacion es uresist pasivo.

SiademasR(X) =0, es decir si no hay disipacion en el sistemagset

H(x)=0 5.26
G-RHT () (5.26)
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Por lo tanto, un sistema port-Hamiltoniano sinmhsion es un sistema sin
perdidas. Es mas, (X es positiva definida, el sistema port-Hamiltoniae®
estrictamente pasivo. Asi, la no disipacion, pdsigi y estricta pasividad de un
sistema port-Hamiltoniano puede ser determinadgueendo el signo de la matriz

R(X) . De hecho, usando la definicién 5.8, se puedepétia siguiente relacion:

-
P= yTu:d_H+a H
dt ox

R »‘Z—H (5.27)
X

P.disipada

El signo de la potencia disipada dependeR{e). Si R(X) es positiva
definida, P, >0 que expresa que cierta potencia es siempre désipaidel sistema
y que consecuentemente el sistema es estrictarpasteo. SiR(X) =0 entonces
P, =0 que significa que no hay disipacion y que consatemeente el sistema no
tiene perdidas. SR(X) fuese negativo definidd,, <0 que significa que el sistema

no es pasivo dado que hay cierta produccion intgenenergia.

Observacion 5.2.En general, los sistemas port-Hamiltonianos esédiacterizados

por un limite inferior, no necesariamente no negatie la funcidon Hamiltoniana, es

decir hay una constante finita positigal R * tal que:

H&2-¢ (5.28)



123

En este caso es aun posible probar que un sisterttédd@miltoniano es un

sistema pasivo consideran#éit’(x) = H(X) + ¢ como funcion de almacenamiento.

5.2.4 Estabilizacién por inyeccién de amortiguacion

Una vez establecido que los sistemas port-Hamdtoos son sistemas
pasivos, es posible aprovechar las propiedadesaheredan de estos Ultimos para
propésitos de control. En especial, aplicando elr@ma 5.1, es posible estabilizar
asintoticamente una configuracion de equilibrio wte sistema port-Hamiltoniano
correspondiente a un punto minimo (local) de laifim Hamiltoniana mediante la

siguiente ley de control:

u=-ky (5.29)

Esta clase de control se Illama estabilizacibn pagedcion de
amortiguamiento. EI nombre sigue del hecho queckidéa de control se puede

interpretar fisicamente como la adicion de ciemt@iguacion a la planta.

Entonces, considerando un sistema port-Hamiltonéamodisipacion (5.23) y

aplicando la ley de contral =—-ky, k>0, el sistema controlado esta dado por las

siguientes ecuaciones:
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=[3(x- R 3% - oM
x=[3(9 - R3] o kg X ¥ .30

=[309-(R9+ ket 3 G5

Tal como se puede observar, la inyeccion de amuamigento adiciona al

sistema cierta disipacion extra que es modeladalgpanatriz simétrica positiva

semidefinidakg(X) o' (X .

Observacion 5.3 En presencia de amortiguamiento, el estado dehsésevoluciona
hacia una configuracion correspondiente al minimdadfuncién Hamiltoniana. La
tasa de convergencia esta determinada por la edntdd energia que es extraida
desde el sistema. Entonces, introduciendo disipacidicional al sistema (por
ejemplo, por inyeccién de amortiguacién) permiterémentar la tasa por el que el

sistema evoluciona hacia la minima configuracioemergia.

Ejemplo 5.1 (Oscilador linear).Consideremos el oscilador linear compuesto de una
masa y un resorte descrito en el Ejemplo 4.1. Edleiw port-Hamiltoniano del

sistema esta dado por:

oH

g

(5.31)
oH

_ 0X
=003 5

ap
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La entradau es la fuerza que actia en la masa y la saliés la velocidad

de la masa. Donde la funcion Hamiltoniana tiengdaiente expresion:
ho P ke (5.32)

De (5.31) es facil de ver que el pur{fy0) es un punto de equilibrio, asi,
este es un punto minimo global de la funcion hamidtna. Es posible hacer el
analisis de estabilidad del punto de equilibriom@odo como funcion candidata de

Lyapunov el Hamiltoniano del sistema, la siguieetacion toma lugar:

H(x,p)>0 Ox# 00p# 0 H (0,05 O
oH

dH _oH ., _(9"H 0TH)( 0 1) 5 | (5.33)

dt ax > | ax ap )\-1 O)f

op

Asi, se tiene que el punto de equilibrio es estabigin Lyapunov pero no es
asintoticamente estable. Es posible estabilizart@stamente el punto de equilibrio

por inyeccion de amortiguacién considerando laisiga ley de control:

oH

u=-ky=-k0 1 o (5.34)
oH

op
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El sistema controlado es aun un sistema port-Hanidho y esta

representado por las siguientes ecuaciones:

oH

B oo ) (e

% (5.35)

Se observa que el estad® 0) es aun un punto de equilibrio. Entonces,

haciendo nuevamente el analisis de estabilidaddenamdo como funcién candidata
de Lyapunov para el sistema controlado la funciéamHtoniana, la siguiente

relacion toma lugar:

H(x,p)>0 Ox# 00pz 0 H (0,05 O

oH oH
T T 0 1) 5 T T 0 1,
dH _(0'H o'H x|, 0H o0H ox (5.36)
dt ox dp )\-1 O)jH ox dp )LO0 OQfoH
ap op
oH
T T -
d_Hz_kaH 0'H OOaxso
dt 0X op )\0 1)l oH
ap

Ya que la derivada no es negativa definida no sel@afirmar que el sistema

es asintoticamente estable, sin embargo se puemte elisTeorema de LaSalle,
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reportado en [16], para tal fin. Para esto, se deliar que el conjunto donde la

derivada del tiempo del Hamiltoniano es igual @ @sta dado por:

z={(x PIH(X=4 (5.37)

Se puede probar que no existe otra solucién d&)(GLe pueda permanecer

idénticamente el excepto la solucion triviaks(t) :{ X, p} =0. Por lo tanto, por el

principio de Invariancia de LaSalle, el punto deikdorio es asintoticamente estable.

El control por inyeccién de amortiguamiento tieme clara interpretacion
fisica. Desde que el principal objetivo de la iyéon de amortiguamiento es
introducir alguna disipacion al sistema, el comtdolr puede ser interpretado como
un amortiguador virtual que es adicionado a la ngqagaesta compuesta al oscilador,

como se representa en la siguiente figura:

m

.

b

Figura 5.1. Estabilizacion por inyeccion de amaericjon de un oscilador
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5.2.5 Control por moldeamiento de energia basado en pasilad

En la seccion anterior se ha mostrado que el miestricto de la funcion de
energia corresponde a la configuracion de equlilestable, y que ademas esta

configuracion puede ser estabilizada asintoticaeneiat inyeccion de amortiguacion.

El problema que se presenta, es que frecuentermemnégjuiere estabilizar un
sistema port-Hamiltoniano en una configuracion aue corresponde al minimo
estricto de la funcién de energia. Por lo tantmesesario disefiar un controlador
cuya tarea es cambiar la forma de la funcion degémelel sistema controlado en
orden de tener un minimo estricto en la configdraae interés. Para luego, poder
estabilizar asintoticamente la nueva configuraeiinima de energia por medio de
inyeccion de amortiguamiento. Esta estrategia aeralose llamamoldeamiento de
energia + inyeccion de amortiguacioreportado en [4], que tal como se acaba de

ver consiste de dos pasos:

a) Moldeamiento de energiaMoldear la energia de la planta por medio de una
apropiada ley de control en orden de obtener urvausgstema con un

minimo estricto en la configuracion deseada.

b) Inyeccion de amortiguacion Adicionar disipacion al sistema controlado via
inyeccion de amortiguacion en orden de estabiliaantoticamente la

configuracion deseada.
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Considerando el sistema port-Hamiltoniano represknten (5.23). El siguiente

balance de energia se obtiene integrando la ecuéxid’):

H (x(t)) - H(X(O))=j;uT ) y(r)ok_J';aa:' R 3%—?( ad

=[u" T r(dr-d 1)

(5.38)

Donde x es el estado del sistemaHy(x) es la funcién de energia total. Las entradas
y salidas son variables conjugadas de potendé)es una funcién no negativa que

representa la disipacion natural que esta presendé sistema.

El problema de control por moldeamiento de energias inyeccion de
amortiguacion puede ser formalizado en términoget®alimentacion de estado

como:
Seax” una configuracién deseada de equilibrio. La ideaaleccionar una

accion de controu = B(X) + v tal que la dinamica de lazo cerrado satisfaceitva

ecuacion de balance de energia:

Hq (X(0) = Hy(XO) = [ V (1) Ar) o = ¢ () (5.39)

DondeH, es la funcién deseada de energia con un mininmictesen x°,

con z (que puede ser igual @) como la nueva salida conjugada de potencia. Es
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mas, d, (t) es la disipacion deseada del sistema de lazodcemae puede ser

asignada por inyeccion de amortiguacion.

Entonces el problema se reduce a encontrar un@fux) tal que se cumpla la

expresion (5.39).

Proposicion 5.4.Si es posible encontrar una funci@iix) tal que:

~[ BT (X)) dr = H,(X(8)+ k (5.40)

Dondek es una constante positiva, entonces la ley deapgtu = £(x)+ v es tal

que el balance de energia:

Hy (X(0) = Hy(X(0)) = [V () ) o - () (5.41)

Se satisface coil ,(x) = H(X) + H_(X)

Prueba.Reemplazando la ley de contwk S(X) + v en (5.38), tenemos:

H(X(®) - H(O) = [ A () A dr+ [ V(1) fr) d= d ) (5.42)
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Sustituyendo (5.40) en (5.42), toma lugar la sigi@eelacion:

H (x(t)) = H(x(0)) = —H, (X() - k+f; V()W) d- d) (5.43)
Se cumple:
H (x(1)) + H,(X(1) = H(X0)) + k=f; V()W) d- d) (5.44)

De (5.40) necesariamente se tiene gliex (H®)) asi la ecuacion (5.44) puede

reescribirse como:

H (x(1)) + H, (X(1)) = H(X0)) + Ha(>(0))=I; Vo)) d- d) (5.45)

Finalmente, estableciendd, (x(t)) = H(X)+ H,(X1)) se obtiene el balance

descrito en (5.41).

Observacion 5.4.El término j;ﬁT(X(Z’))y(T)dT puede ser interpretado como la

energia suministrada por el controlador a la plaRta lo tanto la condicion (5.40)
expresa el hecho que la energia suministrada pmoméfolador puede ser expresado

como una funcion del estado.
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La energia de lazo cerrado es la diferencia eatemérgia almacenada por la
planta y la energia suministrada por el controlddb¢x) —J';ﬁT(x(r))y(r) dr), por

lo que esta estrategia de moldeamiento de enesdianeada control por balance de

energia basado en pasividad (balance de energia PBC

Si la energia del lazo cerradd,(x) tiene un minimo estricto en la

configuracion deseads&’, entonces estableciende=0, se tiene que” es estable
con la funcion de Lyapunov representada por larglifga entre la energia
almacenada por el sistema controlado y la enstgfanistrada por el controlador tal

como se vio en el ejemplo del oscilador.

5.2.6 El obstaculo de disipacion

El principal obstaculo del control por balance dergia recae en encontrar

B(x) y H,(X) tal que se satisfaga la expresion (5.40). En ordenponer en

evidencia del principal inconveniente que preseasta técnica de control, es mas

conveniente escribir la (5.40) en su forma equival@iferencial, es decir:
H, (x(1)) = =87 (x(9) XD (5.46)

Considerando como planta el sistema port-Hamiltemigepresentado por la

ecuacion (5.23), entonces (5.46) puede ser exgamdimo:
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0'H
0x

SO0 - R X D))%—l;l(+ d X8 kW =-B"( &)) o)t (5.47)

Entonces la condicibn necesaria para la solubilidad (5.47) es que

e (x(t)) y(t) desaparezca en correspondencia a todos los aeros d

(J(X(1) - RCX D))%—‘;‘(+ d 36 X)) (5.48)

Que no son otra cosa que las configuraciones ddlibegu que son

obviamente ceros, asi cada punto de equiliRridebe satisfacer:
BT (X)y(1)=0 (5.49)

Recordando que 3" (x(t)) y(t) es la potencia extraida por el controlador, la

condicion (5.49) establece que no debe haber cealgutraccion de potencia en el

equilibrio. Esto significa que el balance de eree®BC es aplicable solamente si la
energia disipada por el sistema esta limitada gsewuentemente si este sistema
puede ser estabilizado mediante la extraccion decantidad finita de energia. Esta

dificultad, reportada en [4], se conoce como ohdtagor disipacion.

Observacion 5.5.La condicion (5.49) es satisfecha por los sistemasanicos dado

gue estos sistemas tienen que ser regulados eooufiguracion caracterizada por



134

velocidad cero. En el caso de circuitos eléctrigavaquinas eléctricas este no es

siempre el caso y asi el balance de energia PBdzgakar.

Ejemplo 5.2 (Disipacién finita). Consideremos el circuito RLC mostrado en la

figura 5.2. Las variables de energia son la carga el capacitor y el fluj@ en la

inductancia; asf el estado de el sistema puedgiescoomo x=(qg,@)" = (X, %).

R
— AMWWA————
@, =
U _ _ (@
L

Figura 5.2. Disipacion finita de un circuito RLC

La funcién total de energia del sistema es:

H(><l,><2)=%><f+2—1|_ X (5:50)

Es decir la suma almacenada por el capacitor mé&ndagia almacenada por el
inductor. Por otro lado, se puede demostrar quaagelo port-Hamiltoniano del

sistema esta dado por:
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onl)

2 (5.51)

(HEY

y=(0 9| ™

0X2

El sistema satisface la ecuacion (5.38) ddt) = RJ';[(ll D x]°(7) &, que

es la energia disipada por el resistor. De lagimrias constitutivas del sistema se

observa que la configuracion admisible de equdildel sistema tiene la forma

x"=(x,0)". Para ver si es posible aplicar la técnica dencalale energia PBC, se

debe chequear si el sistema presenta el obstaouldigipacion. Entonces se tiene

comprobando la condicion (5.49) se tiene:
B Xy =4" (NE=0 (5.52)

Lo que indica que en correspondencia con la cord@én de equilibrio no

hay disipacién (es decir, no se presenta el obstéeudisipacion).

En orden de aplicar el balance de energia PBCjese fjue resolver la

ecuacion (5.47). En este cagfx) es una funcion real y resolviendo la ecuacion se

obtiene:
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OH, % 0 1 _ X
e 5ol (3 o) & fiJovo a0

|—|,\>< O|.2<

De donde se obtiene:

1 04, |1 R__
BB -| 2 xR0y

oH
0

a(g=—1
” (O3==7 %B( ¥ (5.53)

La funcion energia ya admite como estado minkne 0 y asi es suficiente
modelar la parte de la emergia que dependg.deor lo tanto, se puede considerar

una funcionH,_ = H_(X,) . En este caso la ecuacion (5.53) se convierte en:

M. (x) (5.54)

B(x) =~ ax,

Que, para cualquieH,(x;) define una ley de contrah= f§(x,) . Para
moldear la funcion de energia de lazo cerrado eerode obtener un minimo

estricto en la configuracio(x’,0)" es suficiente considerar:

Hy(x) = > % —(—é+€1)>%f>9—51(—é+é)( % (5.55)

Entonces, la energia de lazo cerrado esta dado por:
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11,1

Hy ()= H(Y+ H(9 =5 (= + 2

2 1
- +— 5.56
)(% = X) oL % (5.56)
Donde claramente se observa ddg(x) tiene un minimo en la configuracion
(x/,0) para todas las gananci@s >-C. Asi la ley de control esta dado por:

oH,  x .1 1
— =1 4 (4 5.57
™ c +(C+ C)){] (5.57)

a a

Este controlador estabiliza la configuracion deildario x” . Ademas, si se desea
hacer el andlisis de estabilidad en el sentidoydgpunov, es suficiente tomar como
la funcién de Lyapunov aquella que esta dada pdtiferencia entre la energia
almacenada en el sistema y la energia suminisfyadal controlador (5.56). De
donde, es facilmente comprobable que el sistemasisoticamente estable en el

punto de equilibrio.

El balance de energia PBC trabaja bien para elpigeamterior desde que la
configuracién de equilibrio es caracterizado pordispacion de energia y, por lo
tanto, el sistema puede ser estabilizado mediant&ttaccion de una cantidad finita
de potencia. De otro lado, es posible que algunazitos eléctricos no sean

estabilizables con el balance de energia PBC, sa@nilastra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.3 (Disipacion infinita). Consideremos el circuito paralelo RLC (ver

figura 5.3). Las variables de energia son la carge el capacitor y el flujg en la

inductancia; asf el estado del sistema puede segie® comox = (q,¢)" = (%, %)" .

Figura 5.3. Disipacion infinita de un circuito RLC

La funcidén de energia total del sistema es:

1 1

H(x)=— ¢ +— 5.58

(x) 2cx12 2L><§ (5.58)
Y el modelo port-Hamiltoniano del sistema es:
67H

)'(:Xlz 01 (RO x|, 9,
X, -1 0/ \0 OJf v
0
2 (5.59)

oH

y=(0 3 ™

oH
(7X2
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El sistema satisface (5.38) cdit) = RJ';[(ll D) x(7)]* dr, que es la energia

disipada por el resistor. De las relaciones carstds se tiene que la configuracion
admisible de equilibrio del sistema tiene la forma (Cu”,(L/ R U)". Ademas, se
nota que en correspondencia de la configuracideqiglibrio hay disipacion (es
decir no se cumple la condici¢®l (X) y(t) # 0). Lo que significa que se debe extraer

una potencia infinita para estabilizar el sisteEr@onces no se puede usar el balance

de energia PCB para este sistema.

El controlador PBC basado en energia moldea (&dree retroalimentacion
de estados) la energia de la planta dandole deeftama deseada. Es posible dar
una interpretacion fisica al control por balance etergia PBC y relacionar el
obstaculo de disipacién con las propiedades fisleda planta. Para este objetivo, es
necesario dar una interpretacibn geométrica dsttategia de control y esto puede

ser hecho usando control como interconexion quoeeseenta a continuacion.
5.3 Control por interconexion
5.3.1 Conceptos basicos
En la teoria de control, los controladores se very frecuentemente como

procesadores de sefales. El controlador recibeeda@sdconjunto de sensores un

conjunto de informacion relativa a la planta, losgesa obedeciendo una cierta ley
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de control y los transmite a un conjunto de actteglgue manejan la planta. El
balance de energia PBC descrito en la seccioni@ntencaja bien en esta
descripcion ya que el controlador recibe el estagldo procesa para obtener una ley

de controlu= £(x)+ Vv para estabilizar en sistema a una configuraciGseata

admisible de equilibrio.

Una nueva manera de enfocar el problema de cadrel asi llamado control
por interconexion, reportado en [18], [19], [20}jegesta basado en el enfoque
comportamental que se presento en el Capitulo grdeknte trabajo. A continuacién
se va a presentar los conceptos basicos de este panéoque de control para los
sistemas dinamicos, lo que nos servird de marca gasarrollar algoritmos de

control por interconexién para los sistemas ponattanianos.

Definicion 5.11 (Interconexion de sistemas dinamis). Consideremos dos

sistemas dinamicos continuos en el tiempe (R, W, 8,) y %,=(R,W,8,) con
el mismo espacio de sefial&S . La interconexion de, y ¥, se denota por

>, 0%, y es un sistema dinamico definido coma 1>, = (R, W,B n B,).

Asi, dado dos sistemas dinamicos= (R, W,8,) y Z, =(R,W,3,) con el
mismo espacio de sefales, el comportamiento dentsuconexion consiste de

aquellas trayectoriag’: R -~ W que son permitidos para ambos, est& gsvI3,)

y Z,(wla,).
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Considerando un sistema dinamig = (R, W,3 ) que representa la planta.
Ahora consideremos el conjunto de todas los sistalim@imicos corR como el eje
del tiempo y con¥W como espacio de sefial; este conjunto es llamatiridia de

controladores admisibles y se denota @orpor tal un element& [C es llamado
controlador admisible. El sistema interconectado]>. es llamado el sistema

controlado.

Dado una planta, el problema de control puede ser descrito erp@ess:

a) Describir el conjunto de controladores admisilites
b) Describir las propiedades que el sistema contratkdhe tener.

c) Encontrar un controlador admisibie [1C tal que el sistema, (0% . tenga

las propiedades deseadas.

Dentro del enfoque de control como interconexios, dontroladores no son
mas procesadores de sefial sino mas bien sisten@midos que se interconectan a
la planta (ver figura 5.4). De esta manera se puesiplotar las propiedades
estructurales de los sistemas de manera fructifaa limitar el comportamiento de
la planta a un subconjunto deseado. En lo concemad control por interconexion
de sistemas port-Hamiltonianos, es posible dar intexpretacion fisica clara al

controlador y al obstaculo de disipacion.
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Interconexion
N\ 4
Planta Controlador

) e

Figura 5.4. Control como interconexion

El comportamiento del sistema controlado (la irdeexion entre la planta y
el controlador) tiene que obedecer las leyes intpaegor ambos la planta y el
controlador. El controlador tiene que ser disefiat tal manera que el
comportamiento de la planta cuando se intercoredatantrolador sea exactamente

el deseado.

5.3.2 Interconexion de sistemas port-Hamiltonianos

Los sistemas port-Hamiltonianos interactian comehdo externo a traves
de los puertos de potencia y por tal, la intercarexentre sistemas port-
Hamiltonianos toma lugar a través de los respestpeertos de potencia. Por otro
lado, el intercambio de energia cuando se conedtansistemas depende de la
estructura de interconexion que se imponga. Encpéat, es util considerar aquellas
interconexiones preservantes de potencia, ya quanitpa establecer una
transferencia de energia sin perdidas entre logqsude potencia de los sistemas

interconectados (ver figura 5.5).
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puertos de puertos de —_—
\ p-:rrencra pcrrencra / \
!mermnexmnes ,
H 1 | \ preservantes de | Hg
\ / mrerrcr / \ /

Figura 5.5. Interconexion preservante entre dasmms port-Hamiltonianos

La manera mas general de representar este conflmtmterconexiones
preservantes de potencia es mediante una estriina@ (tal como se mostré en la
definicion 4.6). Por otro lado, para propésitos chmntrol, una interconexion
preservante de potencia puede ser simplementesesppagla como una matriz anti-

simetrica J, (X, X,) dondex, y X, representan los estados del sistema 1 y del

int
sistema 2 respectivamente. Entonces, la relacitve s entradas y las salidas de los

sistemas interconectados esta dado por:

u,
$)esinn?)

Se puede probar qu&, representa una interconexion preservante de patePara

esto, recordar que la potencia de un puerto esttamiar(u, y> =uy:

T T yl ' yl T T M
1 Y1 b= el % == \ =0 5.61
Wy + 0y {4(& &)(yj [yzj (¥ }ﬁ)nl()ﬁ)ﬁ)[yj (5.61)
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Que expresa el hecho que hay una transferenciaeigia sin perdidas a través de la
interconexiodn, es decir, que la energia extraidandgistema se suministra al otro sin
cualquier pérdida o produccion de energia. Un ejemge este tipo de

interconexiones es la clasica interconexion deaéitnentacion negativa:
==Y, L=Y (5.62)

Que claramente es un ejemplo de interconexién pr&se de potencia ya que su

matriz de interconexién es anti-simétrica:

0 -1
Jint —(I oj (5.63)

Finalmente, una vez establecido la estructura nderconexion, analicemos la

interconexidn entre dos sistemas port-HamiltoniaBesn:

oH

. % = (3,(x) = R(>) axll+ a»y
Yl L 0H,
yl_gl(xi)a
(5.64)
. _ oH,
L X, = (J,(%) = R( %)) ox, +g(%y

oH
Y, = gZ(xz)a—X:
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Dos sistemas port-Hamiltonianos. Donklé]. X, y x, 0., representan las

variables de estadd],(x,) y H,(x,) son las funciones energid,(x) y J,(%) son
matrices anti-simétricas representando la interddne preservante de potencia
interno, R(X) y R,(X) son matrices simétricas positivas semi-definidag q
representan la disipacion del sistema. Aderigsy,) DU, xY .,y (u,, Y,) DU, XY,

son las variables conjugadas de potencia que desclds puertos de potencia por
medio del que cada sistema puede interactuar caeste del mundo. Entonces, sea

J..(X, %) una matriz anti-simétrica y considerando la sigigeinterconexion

preservante de potencia:

e 009

Entre los puertos de potendia, y;) Y (U,, Y,). Con[v1 v2]T definido como

la nueva entrada.

Proposicion 5.5.La interconexion preservante de potencia entrestiemas port-

HamiltonianosZ, y %, resulta en otro sistema port-Hamiltoniano con eispestado
dado por el productoX;xJX, y con una funcion Hamiltoniana dada por

H, (%) + Ho(X,).
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Prueba. La matrizJ . puede ser particionada en la siguiente manera:

int

Ju (X %) J(%, Xz)j (5.66)

3 (% %)=
(%X (le(xl. %) Jpp( % %)

Donde J,,, J,,, J,, ¥ J,, son matrices de dimensiones adecuadas. De laepaupi

anti-simetria deJ,, se tiene quel,, y J,, son anti-simétricas y qué/, =-J,,.

int

Entonces a partir de las ecuaciones (5.64), (5.5)66) se puede demostrar que el

sistema interconectado toma la forma:

(&H{Jl(xl)+gl(x)au(m)é(& a(x0) L% » (¥ J_
X, 92 (6)320 (%, %) G (%) 300 & 04)d, (%, %)'g (x)
oH,
(Rl(xl) 0 ﬂ 0, +(gl(x1) 0 j(vlj
0 R(x))] 0H, 0 9 &®)\ v
o (5.67)
oH,
(yl}[gl(xl) 0 Jaxl
Y2 0 g, &)|9H,
0x,

Dado quelJ,,y J,, son anti-simétricas los termin@s(x,) J,,( X, %) a( X) Y
0,(%) J,.( X, %) g, X) son también anti-simétricas. Asi se tiene quexlaresion
(5.67) representa un sistema port-Hamiltoniano egpacio estadol = X; x. X, y

con funcion de energia totdd (x, X,) = H,(x) + H,(X)).
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5.3.3 Moldeamiento de energia mediante control por intergnexion

Similar al controlador por balance de energia PE@bjetivo principal del
control por Interconexion es moldear la energiaink planta tal que el minimo de
energia corresponda a la configuracion deseada&stencaso ambos la planta y el
controlador son sistemas port-Hamiltonianos, quénemterconectados a través de

una estructura preservante de potencia.

Consideremos un sistema port-Hamiltoniano compdaon (la planta):

x=(3(%) - m)%_j+ d xu
2, = xOX, dimX =n (5.68)
oM
Y=g (X)&

Definicion 5.12 (Funcion Casimir.) Una funcion Casimir para un sistema port-
Hamiltoniano con disipacién (5.68) es una funci@: X’ - R, dondeX es el

espacio estado del sistema port-Hamiltoniano, qtisface la siguiente relacion:

0'C
[1)4

[J(0-R¥|=0 X (5.69)

Las Funciones Casimir son constantes a lo largdadetrayectorias del
sistema port-Hamiltonianos sin entrada. De heclazjendou=0 en (5.68), la

siguiente relacion toma lugar:
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0'C
0x

a_Hzo

™ (5.70)

CO)=—"[IR- R ¥

Que muestra que las funciones Casimir son cantsdgde se conservan en
los sistemas port-Hamiltonianos. Sin embargo, efstasiones son una clase muy
particular de cantidades que son constantes dadosgwariacion a lo largo de
trayectorias del sistema sin entrada es 0 indepetaente del Hamiltoniano del
sistema. Asi, las funciones Casimir, como se rapert [4], [5], son cantidades
constantes que son determinadas solo por la gdantetr sistema, es decir por la

estructura de interconexi@h(x) y por la estructura de disipacid®( X) .

Ahora consideremos otro sistema port-Hamiltoniemo disipacion (controlador):

% = (. (%) - R( x:»‘ZHC a0
5 = "o x. 0X.,dimC, =n.  (5.71)

oH
Ve = 0e(%) 3 -

Que se va a interconectar con la planta (dada @8) ia la interconexion de

retroalimentacion estandar:

U Y 572

[—
Jint
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En la seccion anterior se ha mostrado que la momexdion  de
retroalimentacion estandar es una interconexiosepvante de potencia y, ademas,
se ha probado que cualquier interconexion prestrvd@ potencia entre sistemas
port-Hamiltonianos con disipacion da lugar a otisiesna port-Hamiltoniano con
disipacion. Por lo tanto, usando el resultado atiteren (5.67) se tiene que el

sistema port-Hamiltoniano resultante de la inteesadn esta dado por:

oH
(XH( 3 (x) —gm%j_[w 0 H ox |,
%) [\ge(x) g (¥ L (%) 0 R(%))| 9Hc
0%
%8 &l
0 gc )\ % (5.73)
oH
(yj_[gT(X) 0 ]&
Ye) | 0 gl & )| %He
0%

Donde el espacio estado del sistema de lazo cegsdodado pof’x X, con

dim(X x X)) = n+ n. y la energia total esta dado gaKx) + H. (x.) .

El HamiltonianoH (x) de la planta es fijo mientras que el Hamiltoniano
H.(x.) del controlador puede ser asignado libremente paypositos de control.

La principal idea del moldeamiento de energia ndiaontrol por interconexion es

relacionar el estado del controlador y el estaddadglanta a través de funciones
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Casimir del sistema port-Hamiltoniano de lazo araEn particular, se va a

considerar las funciones Casimir de la siguiente#o
Cxx)=x-F( i=1..p (5.74)

Donde F :X' -~ R y x, denota el componenté' de x. . Se observa que cada
funcion Casimir relaciona un componentexdea x. Entonces usando la definicion

de funcidon Casimir aplicado al sistema port-Hamittmo de lazo cerrado, se

encuentra que para cada funci@rfx, x) se cumplen las siguientes ecuaciones:

[o'c, aT_q}{J(x)—R(» —g(x)é(g)}:
L X 0% g ()g () L (x)- R(%)

[ 0TF (%) aTxci}{J(x)—R(» - g(¥d (X) }:
0X 0% Jg(x)d (X  L(%x)- R(x%)

.
Donde se debe notar qu%ﬁ no es otra cosa que el vector béseue se denota
X

por €' . Entonces se obtiene las ecuaciones para cadaoentg:

2539~ R3]~ (%) §( ¥=0

'F
0x

i=1..n. (5.76)
9 & (%)+ L(x) - R( ¥ =0
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i
Dondeg;,J. y R. denota la filai" de g.,J. y R. respectivamente 3‘? (I;i(x)
X

denota el vector gradien{eai ..... Ej :
ox, 0,

La expresion (5.76) se puede escribir de formacoagacta como:

aaXF W[I- R3]~ ¢ §( x=0 (5.772)
0'F .
=00+ L0~ R(Y=0 (5.77b)

DondeF =(F,...F_ )

Si ahora multiplicamos la ecuacion (5.77a) %g{ y usando (5.77b) se tiene:
X

0'F oF _
S - RO=-= 1(0)+ R( ¥ (5.78)

Recordando de la teoria de matrices que: dadasmdtges anti-simétricas

J, y J,, y dos matrices simétriceR y R,, la relacionJ, +R = J,+ R implica

queJ,=J,y R=R.

Por la tanto la ecuacion (5.78) puede ser reesmwitmo:
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a'F oF _
™ J(X)&— J. (%) (5.79)
a'F oF _

r R(X)_ax = R(%) (5.80)

Dado queR.(x.) Y R(X son simétricas positivas semi-definidas, la expres

(5.80) puede da lugar a las ecuaciones:

0'F
[1)4

R(x)‘;—i:o (5.81)

R.(%) =0 (5.82)

Ademas, dado queR(X) es simétrica positiva semi-definida, (5.81) puede

reescribirse como:

R(x)g—l):( =0 (5.83)

Finalmente, usando este resultado es posible ieedarecuacion (5.77a) como:

aaXF (93(9= &(%) g (3 (5.84)

Todos los resultados obtenidos se resumen enugestg proposicion.
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Proposicion 5.6. Las funcionesC (x, %)= x,— F(%, i=1,...,n son funciones
Casimir para el sistema port-Hamiltoniano de laeraado (5.73) si y solo si la

funcion F(x) = (F(x),...,F_ (X)) satisface las ecuaciones diferenciales parciales:

a'F oF _
F™ J(><)&— J. (%)
oF _
RO = ° (5.85)
R ()= 0
o'F _
F™ ()I(N=a(x)d(3}

Las funciones Casimir se constantes a lo largaaddrayectorias del sistema port-
Hamiltoniano de lazo cerrado sin entrada, por mbat&l sistema de lazo cerrado esta

restringido a evolucionar en el conjunto:

Le ={(x %) 1 %= F(X+¢,i=1...n} (5.86)

Dondec, es la constante que cada funcion Casithiasume.

La dinAmica de la planta en el sistema controlagtado cerrado sin entrada (5.73)

esta dada por:

ot (X (5.87)

x=[3(9- R »]‘2—2( ¥ d X B
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Usando la segunda y cuarta relacion de (5.85kpeesion (5.87) puede reescribirse

como.

X = - O_H d_F ch
x=[I(%- R X]{GX (3+ ax( Xaxc ( 25)j (5.88)
Y ademas recordando que:
X =F(¥+c (5.89)

Dondec=(c,...,G, ) . Entonces, usando la regla de la cadena parailada:

H(FO+Q) _OF () OHe oo o (5.90)
ox ox = 0%

Finalmente, reemplazando (5.90) en (5.88) se obtipre la planta controlada esta

dada por:

OH
0x

x=[3(9- R3] ==y (5.91)

Donde:

Ho(X) = H()+ H(F(X¥+ 9 (5.92)
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Proposicion 5.7.La interconexion de retroalimentacion de la plamtescrito en
(5.68), con el controlador, descrito en (5.71),gaé existam,. funciones Casimir
C(xx%x)=x%x-F(X, i=1,..,p, resulta en un nuevo sistema port-Hamiltoniano

con disipacién con la misma estructura de intercidmey disipacion de la planta

(5.91), pero con una funcion Hamiltoniana moldeadaa por (5.92).

De esta manera, la energia de la planta contrgladde ser moldeada mediante una
apropiada seleccion de la funcion Hamiltonianacdetrolador, de tal manera que la

funcion Hg(x) tenga un minimo estricto en la configuracion déaea

Finalmente, es posible hacer un analisis energdetsistema controlado. Dado que

R.(X%.) tiene que ser cero (5.85). El controlador no tiegidas:

—uly, (5.93)

-u'y (5.94)

Que integrando resulta en:
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Hs(x(®) = H((0) - [ u(r) ¥7) o (5.95)

Es decir, la energia moldeada es la diferencia éatenergia almacenada en
la planta y la energia suministrada por el conlmaLo que es mas, este resultado
es similar al obtenido usando las técnica de cbbasado en pasividad. Por tal, se
puede decir que ya sea usando el control por oeséon o el control basado en la

pasividad se llega a un resultado similar de balaecenergia.

5.3.4 El obstaculo de disipacion

Se acaba de ver que el moldeamiento de energianmeptado por medio de
las funciones Casimir es equivalente al algoritneocdntrol usando las técnicas
basadas en la pasividad, por lo tanto el obstadeladisipacién es también el
principal inconveniente la estrategia de contral ipterconexién. Sin embargo, la
técnica de control por interconexién permite camazar la disipacion admisible.
Para ver esto, tomando como punto de partida leesikm (5.83), se establece la

siguiente relacion:

R( x)w -0 (5.96)

Asi, un sistema port-Hamiltoniano es estabilizado rpedios del balance de

energia PBC si y solo si la estructura de disipad® la planta y el Hamiltoniano del
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controlador satisfacen (5.96). Es decir, el balateesnergia PBC es posible solo

cuandoH_. no depende de las coordenadas donde hay disipa&cidstras palabras,

las coordenadas en donde hay disipacion natunatoesitan ser moldeadas.

Se ha visto que usando la técnica de control gerdonexion y el control
basado en la pasividad se llega al mismo resuliaimo balance de energia), sin
embargo, enfrentar el problema de moldeamientongegéa como un problema de

control por interconexion presenta las siguientrgajas:

* Es posible dar una clara interpretacion fisicacatolador. Este puede ser
pensado como una extension fisica de la plantasguiiseiia de tal manera
gue el comportamiento de la planta se limite a ldgseado.

» Las estructuras geométricas que caracterizandtensas port-Hamiltonianos
pueden ser explotadas explicitamente para el ddelfiwontrolador. Es decir,
que todas las propiedades energéticas que caractgulantas fisicas son
usadas explicitamente para construir la ley derabnt de esta manera no se

reduce a un mero problema matematico.

5.4Control por interconexion y asignamiento de amortigacion basado en la

pasividad (IDA-PBC)

En la seccién 5.3.3 se ha mostrado que para mdhileaergia de la planta es

necesario que el sistema de lazo cerrado admitaofues Casimir. Mientras este no
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es un problema para la regulacion de sistemas ncesareste puede volverse una
preocupacion cuando tratamos con el control de magu eléctricas v,
consecuentemente, cuando consideramos explicitam@nsistema de actuacion
eléctrica, por ejemplo de un robot. La existenata fdnciones Casimir impone
severas condiciones que fueron reportadas en (518b)limitacion principal

impuesta por esas condiciones es en la disipadidisile de la planta.

El obstaculo de disipacion expresa el hecho que sistema port-
Hamiltoniano no puede ser estabilizado en una gordcion admisible de equilibrio
gue este caracterizada por una cantidad infinitdiglpacion mediante el suministro
de una cantidad finita de energia. Asi, para dstabiun sistema en puntos de
equilibrio con disipacion infinita, se tienen quensiderar aquellos controladores
capaces de suministrar una cantidad infinita degémeEl controlador puede ser
descrito por un sistema port-Hamiltoniano carazéeld por una funcién de energia

sin limite inferior como:

X = U
.= _OH, (5.97)
Ye = % (%)

Con funcion de energia:

He % )=—% (5.98)
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Por otro lado, se ha mostrado en la seccion 5.3e3lg interconexion de
retroalimentacion estandar implica condiciones nasyrictas, relacionadas a la
existencia de funciones Casimir. Es posible deshacde esas condiciones de
restriccion mediante la incrustacion de la informadel estado de la planta en la

interconexion. Asi la nueva interconexion preseteale potencia asume la forma:

u(t) 0 -B&) vV
= 5.99
(uca)j (ﬂT(X) oj(ycwj (5:59)

[ ——
Jint(x)

Entonces, haciendo uso de la proposicion 5.5 g tigue el sistema
resultante del acoplamiento de la planta descnitébe&8) y el controlador dado en
(5.97) a través de la nueva interconexion preségvale potencia (5.99) es

claramente un sistema port-Hamiltoniano con disgpaque tiene la forma:

oH

— (X
R(x 0)] “ox
( 0 oﬂ 5 (5.100)

HC
ox (%)

(XJZK J(x) —Q(Xﬁ(x)j_
X B (N9 (% 0

Es posible moldear la energia del sistema de lezado sin la generacion de
funciones Casimir y asi, sin las restricciones iegpas por las condiciones
necesarias reportadas en (5.85), en particulal sihstaculo de disipacion. De hecho,

si es posible solucionar la siguiente ecuaciérrelifeial parcial:
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Ma (9= d ¥8( x (5.101)

[3(9- R3] v

Para algung(x) la dinamica de la planta sera:

oH, (X (5.102)
ox

%=[I(X- R

DondeH,(x) = H(X) + H_(X. Si es posible escogéf,(x) tal queH,(x) tenga un
minimo en la configuracion deseada, entonces telnséscontrolado sera estabilizado

asintoticamente en la configuracion deseada.

Se puede notar que no hay condiciones a cumplin pagticular no hay
obstaculo de disipacion. Asi, este nuevo esquemeodiol es aplicable también

para la estabilizacion de sistemas con disipacifnita.

Es importante notar que este enfoque de contregealente a la técnica de

control por medio de la retroalimentacion estatica 8(x) . De hecho, de la

expresion (5.100) se tiene que:

(5.103)

x=[3(3) - F{»]‘Z—j( - 4 X )(?91

Entonces, dado qu%H— =-1, es equivalente a:
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x=[3(9- R »]%—j( - 4 ¥B( X (5.104)

Ejemplo 5.4.Considerando otra vez el circuito paralelo RLGoven el ejemplo 5.3.
El sistema puede ser modelado como un sistemaHaonittoniano con disipacion
(ver ecuacién 5.59), con funcién de energia redarem (5.58). Las configuraciones
admisibles de equilibrio del sistema son de la fonn=(Cu’,(L/ RU)" vy el
sistema es caracterizado por una infinita disipadi@ ecuacion diferencial parcial

reportada en (5.101) aplicada a este sistema $eevue

10H, oH, . _
R ox (x) + ox (¥)=0 (5.105a)
_oH, (X)=B(X) (5.105b)
24

La solucion de ecuacioén (5.105a) tiene la forma:

H,(X) =®P(R%+ %) (5.106)

Donde®:R - R es una funcién diferenciable arbitraria.

El sistema tiene que ser estabilizado en una amfogHn admisible de equilibrio y

asi @ tiene que ser escogido en tal manera Bi€x)=H(x)+ H,(X tiene un

minimo en la configuraciox’ = (Cu’,(L/ R U)". Una posible solucion es:
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¢(R>s+xz)=%[( Rx+ %) —( Rx+ @9]2- R{ Rx ) (5.107)

Que puede verificarse que asegura’@omo un minimo déd,(x) para cualquier:

1
K,>—F—— 5.108
»” T (L+CR? ( )
Entonces, expresando la funcion enetgigx) en su forma cuadratica:
i+ R*K, RK,
H,(x) = (x=¥)7| © . (x= %) (5.109)
RK. =+ K

Claramente se observa que tiene un minimo globdheronfiguracion deseada.
Ademas, se debe notar que es una condicién (5d€8)ura que sea el Unico

minimo global de la funcidn de energia de lazoackr

Se ha mostrado que es posible moldear la enerdiasisiema port-
hamiltoniano del lazo cerrado con disipacion sigdaeracion de funciones Casimir
y lo mas importante, sin tener el obstaculo depddn. De otro lado, la
implementacion de la estrategia de control depeleda solucion de (5.101) que no

siempre es facil de resolver.
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Es posible simplificar (5.101) usando los gradodrasx de libertad
proporcionados por las estructuras port-hamiltarsatke la planta y el controlador.
De hecho, para la estabilizacion de una configara@dmisible de equilibrio,
solamente es requerido moldear la energia de ssport-hamiltoniano de lazo
cerrado de tal manera que la configuracion deseadan minimo estricto para la
nueva funcidn energia. Usando las técnicas deaidhistradas hasta este punto la

dinamica de lazo cerrado de la planta resulta:

oH, (% (5.110)
0X

x=[3(9 - R3]

Donde las matrices de interconexién y amortiguataienn exactamente aquellos de
la plantaH,(x) es la funcion moldeada de energia adecuada. Desgrinto de

vista de moldeamiento de energia nada cambiambgene la siguiente dinamica de

lazo cerrado:

oH,
0X

x=[J (N~ RO *(3 (5.111)
Donde J,(X) ¥ R,(X son las matrices deseadas de interconexion y guacton y

H,(x) es la funciobn de energia moldeada. Asi, es posiignar libremente una

matriz de interconexion y una matriz de amortigilacpara el sistema de lazo
cerrado sin afectar las propiedades de estabitiddd configuracion deseada. Estos

grados de libertad extras conducen a los asi llam&bntroladores Basados en
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Pasividad por Interconexion y Asignamiento de Amgodcion (IDA-PBC),

reportado en [4]. En este caso la expresion (5.4€1jansforma en:

aaHa( ¥=-[ A R )k%—t'(( ) (9)A() (5.112)

X

[309+%(®- R ¥~ RN

Donde:

J.(9=3,(3- X3 R(¥= R(} R)

Asi es posible asignar una matriz de interconexiérlazo cerrado deseada y una

matriz de amortiguacion deseada en orden de siogslifa ecuacion (5.112) y

obtener una solucion para el disefio del controlador

Proposicion 5.8. Consideremos un sistema port-Hamiltoniano conpd@on

caracterizado por las matricd$x), R(X, g ¥ y por la funcién energiéd (x). Sea

X~ una configuracién a ser estabilizada y asumiregiposible encontrar funciones

B(X), R (¥ y J,(X tal que:

I+ L= A3+ (N

R(Y+R(¥=[ R ¥+ R )| 20 (Positiva semidefinida)

Y una funcién vectoK (x) tal que:
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[3(9+ L(9- R 3- K ﬁ%—‘;( x=-[ A ¥ R )k%—';( » (QA() (5.113)

Tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Integrabilidad.

0'K
0x

K,
&(X) = (¥

2. Asignamiento de Equilibrio
k() =2 ()
0x

3. Estabilidad de Lyapunov

oH

o %)

oK 4
— (x> -
7 %)

Bajo estas condiciones, la retroalimentacion estat= S(X) es un sistema port-

Hamiltoniano con disipacion y la dinamica de lanpdees:

oH,
0X

x=[J,(N- R(3—=2(3
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Con H,(x) =H(x) + H,(X, dondeH_(x) se obtiene de:

oH, (X) = K(X) (5.214
ox

Lo que es masx” es un equilibrio estable (localmente) del lazoauh.

La técnica de control IDA-PBC generaliza la esga de control por balance de
energia y permite moldear la energia para un ctmjmuy amplio de sistemas port-
hamiltoniano con disipacion explotando todos loadgs de libertad dado por el
formalismo port-Hamiltoniano. En general las masicde interconexion vy

amortiguacion deseadas pueden ser escogidas toncandmleraciones fisicas del
sistema a controlar. Esta estrategia es util garadulacion del comportamiento de

robots no actuados completamente y sistemas cqadidn infinita.

Ejemplo 5.5. Considerando un sistema de levitacion magnétieaf{gura 5.6) que
consiste de una esfera de hierro en un campo megnéirtical creado por una

bobina electromagnética.

. 4 fuente de luz
| pelota de material

magnético

sensor optica — (|7

Figura 5.6. Levitador magnético
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Las variables de estado del sistema esta dadelpitujo de la bobinap, la posicion
de la esfera respecto a su posicion nominay el momento de la esfega= my.

Entonces el vector de estado es:
x=[gy,my (5.115)
La funcién Hamiltoniana del sistema esta dado por:

H (X) = EL + EKesfera + EPesfer: (5116)

Donde:

* [E, eslaenergia del inductor, que esta dado por:

1

E =——— 5.117
L 2L(y)¢2 ( )

Donde, la inductancid_(y) depende de la posicibn de la esfera. Una
aproximacion adecuada para la inductancia (@s = k/(1- y), en el dominio
-0 <y <1, dondek es una constante que depende del nimero de vdeltas

inductor, y donde se ha normalizado la diferenoiinal a uno.

* E, eslaenergia cinética de la esfera:
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1
E. =—
Kesfera 2m )é
* E, eslaenergia potencial de la esfera:

Ep... = Mg%

esfera

Entonces de los resultados anteriores se tiene:
H (%) = (L= %) ¢ +—— % + mgx (5.118)
2k 2m

La dinamica de la planta (ver figura 5.7) se olgtien base a las leyes de Kirchoff y

Newton que gobiernan al sistema:

u=g@+Ri
my= F-mg

RL(y)

.
e

®)

img

Figura 5.7. Dinamica de un levitador magnético
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De donde se puede demostrar que el modelo portitdamno del sistema es:

0
oH

5.119
x (5.119)

~ O O

R
-1 0
0

>

I
o O O
o o ©

+

0

Dado una posicion deseada de la esf€ral punto de equilibrio esta dado por:

x’=[/2kmg, g,o]T (5.120)

Si tratamos de disefiar un controlador usando laocd@u (5.101), es decir sin

cambiar las matrices de interconexion y disipaciésylta:

—RK (¥ =B(%
(J-RK(X=gB(3= K(X=0
K;X)=0

Donde K(x) = G:a (X) . Esto significa que la funcioHhl ,(x) solo puede depender de
X

x,. Por lo tanto, la funcion de energia moldeadasizila forma:

Hy(0 = o @ %)% + 0 %+ mox+ H( 3 (5.121)

Que tiene un signo indefinido para to#h (%), y por lo tanto, no permite el

adecuado moldeamiento de la energia del sistema.
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La fuente del problema es la falta de un adecuadplamiento entre la parte
eléctrica y la parte mecanica del sistema. De heehmatriz de interconexiod
solo acopla la posicion con la velocidad, como sestra en la ecuaciéon (5.119).

Para superar este problema, se propone forzarapeatiento entre el flujx, =@ y

el momento, = my. Asi, se propone la siguiente matriz de intercamex

0 0-a
J;=|0 0 1 (5.122)
a -1 0

Dondea es una constante a ser definida. Ahora, usandecuacion (5.113) vy

considerand®, =0 se tiene:

~RK, (x):% %+ (X)
K,k O (5.123)
aK,(9) = Ky(X) = —%(1— %)%

La primera ecuacion define la sefial de control.oRendo la udltima

ecuacion usando la ecuacién (5.114) se tiene:

1

Hu(0 = X o =D+ D+ %) (5.124)
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Donde ®([)J) es una funcién arbitraria continua diferencialista funciéon debe
satisfacer las condiciones establecidas en la propa 5.8, ademas debe asignar un

minimo estricto erx” de la nueva funcién de energia que esta dado por:

1

1 1
Hy(x) = v >f+2—mx§+ mgx + ®d( ¥+ X

(5.125)

Tal como se reporta en [4] que una eleccion adecpach® esta dada por:

L y=md < x4 L)+ B e L)
¢(Xz+;x1)—m{ (>$+a %j”fz( >§+a %j} (5.126)

Donde X =x - X', y a,b>0. Entonces la ley de control se deduce la primera

ecuacion de (5.123) se tiene:

=

R, 1

_R,. 3 1,
U= (0=%)% K a(Zk)i my (5.127)

- %)~ x-
AT R)T%

Q

Estabiliza el punto de equilibriz”’ para todoK ,,a >0. DondeK, es una nueva

constante.



Capitulo 6.
Aplicacion del Enfoque Port-Hamiltoniano para el

Modelamiento y Control de un Manipulador Robético

6.1Introducciéon

Hasta este punto se ha demostrado la gran veniajprgsenta el enfoque
port-Hamiltoniano en el modelamiento y control dstesnas fisicos. A parte de
representar de forma mas precisa la naturaleza ftk# un sistema y de basarse en
una propiedad que es comun a todos los sistemegsfia energia), este enfoque
puede ser usado con gran éxito para el modelamigntmntrol de sistemas
complejos, de hecho, actualmente existe una agdtivastigacion en diversas
aplicaciones pertenecientes a diferentes domiisaof tales como la electronica de

potencia, procesos quimicos, robotica, etc.

En este capitulo, mostraremos una aplicacion delgee port-Hamiltoniano
en el modelamiento y control de un manipulador tisbé Primero, se identificara el

modelo port-Hamiltoniano de un manipulador robotieccualquier grado de libertad.
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Luego, se implementara una técnica de control lsasada pasividad que moldee la
energia total del manipulador tal que estabiliced@afiguracion que se desea lograr.
Finalmente se aplicaran los resultados obtenidas easo de un manipulador de dos
grados de libertad, y se hard una comparaciongdeeBultados obtenidos respecto a
los que se obtienen usando las técnicas clasica®meol de posicion de robots

basadas en el Lagrangiano.

6.2 Modelamiento

El método para derivar las ecuaciones de movimidet@ualquier sistema

mecanico estandar, es mediante las ecuacioneseleLiagrange:

d(oL oL
—| —(q, ) | —— " =7 6.1
dt(aq(q q)j aq(q a) (6.1)
Dondeq=(ql,...,q1)T son las coordenadas de configuracion generalizadas
del sistema de grados de libertad, es el Lagrangiano que es igual a la diferencia

e . o s N T
entre la energia cinética y la energia potenciat,%(r,,...,7,) es el vector de

fuerzas generalizadas que actla en el sistema.

En los sistemas mecanicos estandar la energiaceiniéne la forma:
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K(q,q)=§qT M(9) (6.2)

Donde la matrizM (g) = M"(g) >0, de ordennxn se llama matriz de Inercia o

matriz de masa generalizada. Entonces el Lagramgisinme la siguiente forma, con

P(g) la energia potencial del sistema:

L(q,q)=§qTM(a> 4 R q (6.3)

Es posible expresar las ecuaciones de movimient@ageange en una forma

Hamiltoniana dando lugar a las llamadas ecuacibiasiltonianas, como se reporta

en [29]. Para esto se define el vector de momestemlizadop=(p,..., |q1)T

comop =g—;, de donde usando (6.3) asume la forma:

p=M(a)q (6.4)

Entonces, definiendo el vector de estddg...,.q,.p,-..p,) lasn ecuaciones de

segundo orden (6.1) se transformar2anecuaciones de primer orden:

_oH .
4=, (@ P (M™* @n

p=—‘2—“(q, 0)+7 6.5)
q
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Que no son nada mas que las ecuaciones Hamiltendaanovimiento. Donde la

funcién Hamiltoniana esta dada por:
1., . 1
H(q,p)=§qTMl(0)q+ F(Q=—2 PM(gp P} (6.6)

Antes de continuar es util mencionar que la grantaja que presenta la
formulacién Hamiltoniana recae en que esta provéen€amento para extensiones

tedricas dentro y fuera de la mecanica clasicaiétet®l caos, mecanica quantica).

El sistema (6.6) se puede expresar de manera mas)fs] en la forma:

_oH

4=3 (a P, arp¥(qg ..g p .0

p:—‘;—ﬂ(q, 0+ B9y (OR" 6.7)
y=BT(q>aa—E(q p=B(qq  yR"

Donde B(q) es la matriz de entradas de fuerza, &fq)u denotando las

fuerzas generalizadas que resultan de las entd@asntroludR™. Sim< k se
dice que el sistema no es completamente actuadm=sk el sistema se llama

completamente actuado.
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Finalmente, considerando las ecuaciones Hamiltasiambtenidas (6.7) y
considerando la disipacion que puede presentaistens mecanico, es facil ver que

estas ecuaciones dan lugar al siguiente modeleHaormiltoniano del sistema:

oH
S G ol on e
bl \|-1. ol loD@))|oH | |B@)
op
o (6.8)
| 0q T )
y=[0 B(@) sy |7 B @1
op

Las salidasy(dJR™ son las velocidades generalizas correspondienties a

fuerzas generalizadasJR™. La matrizD(g) = D" (g)=0 es una matriz definida

positiva que representa la friccion viscosa presentel sistema i1 es la energia

total del sistema, dado en la ecuacion (6.6).

Las ecuaciones port-Hamiltonianas derivadas amteeote se aplican a cualquier
sistema mecanico estandar. En el caso particuldogenanipuladores roboticos,
estos son sistemas mecanicos estandar y por tpb®ble usar las ecuaciones
obtenidas para obtener su modelo port-Hamiltonidras ecuaciones se hallan
simplemente encontrando el valor de la matriz dgcia, la matriz de entrada, la

matriz que representa la friccion viscosa y dstindo la energia potencial.
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6.3 Control de posicion basado en la pasividad

Tal como se menciono en la observacion 5.5 deltdapianterior, los
sistemas mecanicos no presentan el obstaculo ipaa@. Por tal es posible aplicar
la técnica de control basado en la pasividad phdiseiio de un controlador que
regule el manipulador robotico en la posicion ddaed€Como se menciono en la

seccion 5.2.5 el control basado en la pasividadteate dos pasos:

a) Moldeamiento de la energiaSe debe moldear la energia total del manipulador
robotico, tal que el punto minimo de energia caiaaon la posicion deseada.

Para este fin, se debe hacer uso de la propogicion

Suponiendo que, [ Q es una configuracion deseada en el espacio de junta

posible funcionB()) que satisface (5.40) es:

(6.12)

_m1g | OP_OH,
ﬁ(q)—B(q){aq aq}

DondeH,(qg) es una funcion con un estricto minimo ggn Entonces si

consideramos la funcién:

Ha(q)=%(q—odf Ko(o- q) (6.13)
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Que tiene un minimo eq, . Entonces, sustituyendo la ecuacion (6.13) en la

ecuacion (6.12) se obtiene la funcion de retroalta@onu

u(g p) = Bfl(c)B—Z— (- q)} (6.14)

Donde K, =K es una matriz de ganancia positiva definida. Eogsn

recordando quey = B' () g y aplicando la ecuacion (5.40) se obtiene:

TP . . .
5 -(9-q)" KIB'( % B( 3qd

[ ZPqar+[' of g K aar (6.14)
o aq 47 [, oA TR :

-[ B @)y dr=-[[

=-p q(t(})% 6 q K o g DK

Ha=H.(q)

De donde, se tiene que la funcion de energia deckxzado esta dado por:
1 1
Ho(@ p)=H(a p+ H(d=2 P M (Q p—(a @) K(e& o (619

Claramente se observa que la energia del lazadeetiene un minimo e0,q, ),

tal como se deseaba. Es decir el controlador maddosamente la energia del

sistema tal que el punto minimo de esta coincigda@osicion deseada.
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b) Inyeccion de amortiguacion.Una vez moldeada la energia del manipulador, se
va a adicionar disipacion al sistema controlado iamd la inyeccion de

amortiguacion en orden de estabilizar asintoticamknconfiguracion deseada.

Tal como se menciono en la seccion 5.2.4 la funaién-ky se encarga de
inyectar amortiguacion al sistema. En el caso denanipuladores roboticos

y = B'(g) g, entonces la funcién de amortiguacion tiene lenfor
u=-K,B'(9q (6.16)
Con K, =k . Esta funcion introduce disipacion adicional a$tesina,

permitiendo incrementar la tasa de convergencidadevolucion del sistema

hacia la configuracién de energia minima.

Finalmente, combinando los resultados anterioreolt@ne que la funcién de

retroalimentacion totall. del sistema esta dado por:

u-(q, p) = Bl(QB—Z- K(a Q)} KBy (6.17)

Considerandd(q) = | (los actuadores actian directamente en las jyn&as)

ley de control resulta:
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u (g p)=g—2— Ko (0~ G) = Ko (6.18)

Que no es otra cosa que la ley, bastante conodelapntrol proporcional

derivativo con compensacion de graveddd+ g(g), establecida en el formalismo
Lagrangiano [8], [23]. Dond&, =K y K, =K[ son las matrices de ganancias,

gue permiten el ajuste del comportamiento delsiate

6.4 Resultados obtenidos

En orden de probar el desempeiio del algoritmo dé&alppara el posicionamiento
del robot en una posicién deseada, se va a coasidermanipulador planar de dos

grados de libertad (ver figura 6.1).

1a p(.l" 3
* hd
\\\ //
a5 !
SN
/ .
Yo /. i gt
2 / ’
L] S e
LY =y, a5
"-\ / A " .'-' A |
N E s T P T
St R =
o 1
o _ &
._._‘-"'-- '. - T
Hhais Yooymmg
& ‘o
& s

Figura 6.1. Manipulador de dos grados de libertad.
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Como se menciono en la introduccion se va a comp@asaesultados que se
obtienen usando el enfoque port-Hamiltoniano respados que se obtienen usando

las técnicas clasicas de control que se basanlexgedngiano.

Dado que la ley de control obtenida en la ecuadlB) es la version port-
Hamiltoniana de la ley de contrélD + g(g) establecida en el marco Lagrangiano,

se va a comparar el desempefio de la ley de cq@tiB) con su equivalente ya

mencionado, en orden de analizar los resultadosgobtienen en cada una de ellas.

6.4.1 Usando el enfoque port-Hamiltoniano

En este caso, las coordenadas generalizadas deipulaaor son

(oﬂ,qz, P, pz). Para hallar el modelo port-Hamiltoniano del srsde se debe hallar

la funcidn de energia del sistema, para luegolasatpresion (6.8).

En este manipulador la matriz de inercia esta ¢ado

M11:ml|c21+ m2(|f+|(:22+2|1c22+2|1c 2C03ﬁ 2)+| 1+| :
My, =M, =m,(I2,+1] cosf 2) +1, (6.19)

— 2
M22 - m2|c2+ I2

De donde la energia cinética tiene la forma:
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1 Mll M12 N pl
E == 6.20
=5l pZ]{Mﬂ sz M (6.20)

La energia potencial es la suma de la energia @atetle cada brazo (la masa

multiplicada por la aceleracion de la gravedad yl@dongitud del centro de masa).

R =mg(l,sin(q))
, =myg( ksin(q)+ | ,sin(q+ o)) (6.20)
P=R+R=md l;sin(q)+ md Isin(gr+ J,sin(g+ q)

De donde, la funcién energia del manipulador (smilianiano) es la suma de la

energia potencial y energia cinética.

Tabla 6.1. Parametros del manipulador a considerar

Longitud de los brazos L,=L,=Im
Centros de masa L,=L,=0.5m
Masa de los brazos m =m,=20Kg
Inercia de los brazos |, =1,=5Kg [’
Friccion viscosa D, =D, =0N [k
Aceleracion de la gravedad g=9.8Im/¢

Si consideramos los parametros del robot reportadda tabla 6.1, y usando

la herramienta de matematica simbdlica que noseer@l software Matlab, para el
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calculo de los parametros del modelo (apéndice Bd)encuentra que la energia del

sistema esta dado por:

£ = ~P*2pp+2ppcos(2)- 56~ 28 cosg
“ -70+10cos(B, )

E, =294.3sin¢, }* 98.1sin{+ g, ) (6.21)

H=E+E,

De donde el modelo port-Hamiltoniano del manipufad considerar la friccion

viscosa P, = D, =0N On[E), resulta:

¢ 0 01 0[aH][O
g | | 000 6_q+0rl}
Bl |-1 0 0 QoH| | 107
D, 0-1 0 op 0
(6.22)
oH
v] [o014|aq
{vj{o 0 oj oH
ap

H (oH oH)  oH (oH oH
0q 0q,

Donde— = y —=|— —
dp \0p 9p

.
o j , son las derivadas parciales de la

energia del sistema respecto de cada una de ladecaolas generalizadas. En el

apéndice B.1 se encuentra el cédigo fuente pardifidar cada uno de estos valores.
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Entonces, una vez encontrado el modelo del mampylaplicando la técnica la ley

de control reportada en (6.18) con parametros aeraioK, = diag(6000,6000
K, =diag(1100,1100, y considerando la posicion, =-25.57 y q, =57.57,
correspondiente a la posicidw,, y,) = (1.75,0.1, como la posicion deseada, se

obtiene los siguientes resultados (referirse ahdioé B.2 para ver el cédigo fuente).

Error de posicion de las juntas - Enfoque port-Hamiltoniano

a0 T I

N Error de la junta g1

— — Error de la junta o2
Marma del error

posician [deg]

0 i i
0 .

tiempo [s]

Figura 6.2. Error de posicion de las juntas — Enéogort-Hamiltoniano

Tal como se aprecia en la figura 6.2, los errol@sden a asintoticamente
hacia cero. Ademas, se puede concluir que pasadegundo el controlador hace

gue el sistema se establezca en la posicién deseada
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Torques en las juntas - Enfoque port-Hamiltoniano
1000

= 1000

-2000

-3000 '
0

1.4
8000

BO00
4000

_____________________________________________________________________________

tau2

2000

2000 '
0

1.5
tiempo [s]

Figura 6.3. Torques de las juntas — Enfoque portili@niano

En la figura 6.3 se puede ver los torques queeseear) en las juntas para llegar a la

posicion de equilibrio. Esta informacion nos es miuy ya que nos indica las

capacidades que deben tener los motores a usar.

6.4.2 Usando el enfoque Lagrangiano

Las ecuaciones dinamicas de movimiento de un mkgpu dentro del marco

Lagrangiano tienen la forma:

H(@4+C(g gt d 9= 1 (6.23)
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Donde:

g: Es el vector, de tamafox1, de coordenadas generalizadas.
H(q): Es la matriz, de tamafiox n, de inercia.
C(g,9) g: Es el vector, de tamafiox1, de Coriolis y fuerzas centrifugas.
g(q): Es el vector, de tamafiox1, de fuerzas de gravedad.

u: Es el vector, de tamafiox1, de torques de entrada.

La técnica de control proporcional derivativa a@mpensacion de gravedad

(PD+ g(g)) establecida en el marco Lagrangiano, estableeelajley de control

tiene la forma:

u= KP(ch -0- KD g+ dq (6.24)

En la figura 6.4 se muestra el diagrama de blogeesn manipulador robotico bajo

la ley de controlPD + g(q).

Kp =

~ >
S + W

—I-%C'—Ir Kp —®——»{{————m» MANIPULATOR
0 :

+ v |

g(-)

Figura 6.4. Diagrama de bloques del controladbr+ g(q)
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En el caso especifico de nuestro manipulador deadog de libertad (GDL) se
obtiene el diagrama de bloques en simulink quesestra en la figura 6.5, donde se
observa claramente que las ganancias del controkal@stablecen con el mismo

valor que las ganancias usadas en el caso delotamtdr establecido en el marco

port-Hamiltoniano.

1100|4

kd

=

Torque

q1_deseado

dq
ddg

¥
z
y¥Yvy

q2_deseado
Robwot de 2 DOF Secope

Torque

MATLAE |
Function

aravedadiq)

G *
- REGULACION EN EL ESPACIO

Elece Tiempa

CONTROLADOR PD CON COMPENSACION DE GRAVEDAD:
Resuelre el problema de regulacion, estabilizando asintoticamernts
1a configuracion deseada

IVAN A.CALLE FLORER

Figura 6.5. Diagrama en Simulink del ContRID + g(d) del manipulador de 2GDL

Donde el bloque “Robot de 2DOF”, cuyo contenidonagestra en la figura 6.6,
representa la dindmica del robot, establecida eeclzacion (6.23). Todos los
parametros del robot se calculan usando el progoprae muestra en apéndice B.3,
y las funciones que se usan para implementar gmnaiiiea de bloques del robot (ver

figura 6.6) se encuentran en el apéndice B.4,B&Gy B.7.
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MATLABE

Function gl
H*1(q9)
T —w+ Matrix ad 1 4 1
q q 9
- - Multiph < =
- Product Integrator Integratar .
ddq {2 )
dq q
I‘ dq
MATLABR
Function ol
|
corialis{g.dq)
To Wodspace
MATLAE |y
Funetion [
aravedadiq)

Figura 6.6 Modelo en Simulink del manipulador de doados de libertad

Entonces, ejecutando el programa que se encargainidacion, (referirse al

apéndice B.8 para ver el cédigo fuente), se obfensiguientes resultados:

Error de posicién de las juntas - Enfoque Lagrangiane

a0 T I

N Errar de la junta gl

— — Erraor de la junta g2
Morma del errar

posicidn [deg)

£ i i
0 .

tiempo [s]

Figura 6.7. Error de posicion de las juntas — Enéogagrangiano
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Torques en las juntas - Enfoque Lagrangiano
1000

taul

-1000

) . S S S, S ———

-3000
0

G000

BOO0 f-v - mmmmemmemmmmmme e oo booo e R
T 0 S

tau

PIi]1)| Bt bommmmmm e e

-2000 ' L
] 0.5 1 1.5
tiempo [s]

Figura 6.8. Torques presentes en las juntas - lHefbggrangiano

Claramente se observa que los resultados obtesmogracticamente los mismos
que los encontrados usando un controlador port-ltamdano. En ambos enfoques,
el port-Hamiltoniano y el Lagrangiano, se lograiabgizar asintoticamente el error
en la configuracion cero (ver figuras 6.2 y 6.8)gue significa que el manipulador
alcanza la posicion deseada. Ademas, se observia gaéal de control (torque de
entrada), tiene la misma forma en ambos enfoquasvelntaja del enfoque port-
Hamiltoniano es que la naturaleza fisica del mdagmr (la energia, la disipacion y

la estructura de interconexion) se muestra de rmalicita.



1.

Conclusiones y Recomendaciones

El comportamiento, las ecuaciones de comportamieptdas variables
manifiestas y latentes son los tres ingredientexipales del lenguaje de
modelamiento llamado Enfoque Comportamental. Estbgee permite
describir un fendbmeno de una manera muy generalusg necesaria
distincidn a priori entre entradas y salidas, loe gs muy comun cuando se
usa las técnicas de modelamiento clasico. En el dados sistemas fisicos,

permite capturar de manera adecuada la naturagea fle estos sistemas.

El concepto de relaciones bilaterales y puertosugerior al concepto de
relaciones unilaterales y asignaciones entradafdsatle un sistema, ya que
capturan de manera mas adecuada la naturaleza iteleconexiones que se
producen entre los componentes de un sistema. aboelt modelamiento

basado en puertos es superior al modelamientaal&Sabe mencionar que,
en cada dominio fisico existen un par de variatdéggugadas que determinan

el puerto a través del cual un sistema puede citeaacon su entorno.

El diagrama de lazos es una herramienta grafica rquesolo permite

representar las interconexiones entre los compesel® un sistema, sino que
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nos muestra como fluye la energia entre estos. Adehestar basado en el
concepto de puertos y la conservacion de energéamife capturar

adecuadamente la naturaleza de las interconexitenes sistema.

El concepto de causalidad de un lazo, no solo anthcdireccion de las
variables de un puerto, sino que da soporte aelmss computacionales y
analiticos, ya que al establecer una direccidnadeséfales hace posible la

implementacion y posterior simulacion en mediostaligs.

La naturaleza impone una causalidad del tipo iateggdos componentes de
un sistema, el pasado de la causa se integralpgaa &l efecto en el presente.
La presencia de causalidad diferencial en un s&tpoede indicar serias

violaciones de los principios de conservacion dega.

La descripcion port-Hamiltoniana de los sisteniagds, pone en evidencia
todas las propiedades energéticas del sistema: antidad de energia
almacenada, a través de las variables de estadenelgia y la funcion

Hamiltoniana, la energia de disipacion, que egieesentada por la matriz de
disipacion, la estructura de interconexion, qua espresentada por la matriz
de interconexion y la interfase con el mundo extemntraves del puerto de
potencia. Este enfoque puede verse como la formdnlamatematica del

modelamiento basado en puertos y del diagramazds.la
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7. La representacion port-Hamiltoniana implicita de sistema representa la
dinamica intrinseca o0 inherente del sistema. Laresgmtacion port-
Hamiltoniana explicita permite expresar la représgon implicita mediante
un conjunto de ecuaciones diferenciales. Por tafmpe la simulacion,

implementacion y el posterior disefio de controlador

8. La idea principal detras de las diferentes estiaede control de sistemas
port-Hamiltonianos es el moldeamiento de energiaideema. Se busca que

el minimo de la energia coincida con la configuwracjue se desea lograr.

9. Los sistemas port-Hamiltonianos son sistemas pssikRor tal es posible
aprovechar las propiedades y técnicas de contrel i heredan de los
sistemas pasivos para el disefio de los controlagme-Hamiltonianos. En
particular se aprovecha la técnica de estabilimapir retroalimentacion de
salidas para el disefio de un controlador port-Hanmidno tal que la energia
del sistema controlado tenga un minimo en la cardiggdn deseada. De
hecho, la energia del sistema controlado es igdal energia de la planta

menos la energia suministrada por el controlador.

10.En la técnica de control por interconexion el colatior estara dado por otro
sistema port-Hamiltoniano, y la interconexion ené®os sistemas port-
Hamiltonianos resulta en otro sistema port-Hami#na. Las funciones
Casimir que son determinados solo por la estruaatasistema controlado

permiten el disefio del controlador que al igual eue el caso de los
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controladores pasivos permite moldear la energiassideema. Es decir, la
energia moldeada es la diferencia entre la enafgiacenada en la planta y

la energia suministrada por el controlador.

11.El principal inconveniente que presentan las t@mhmasadas en la pasividad
y las técnicas por interconexion es el obstaculo gisipacion. Esto se
produce cuando en correspondencia con la configurale equilibrio existe
disipacion y por lo tanto se necesita que el ctaday extraiga energia

infinita de la planta para estabilizar el sistema.

12.Los sistemas mecanicos no presentan el obstaculsigacion ya que tienen
que ser regulados en una configuracion que setear@cpor una velocidad
cero. En el caso de las maquinas eléctricas y imeceléctricos este no

siempre es el caso.

13.La técnica de control basada en la pasividad pderdanexion y
asignamiento de pasividad (IDA-PBC) permite supezhrobstaculo de
disipacion tomando en cuenta el estado de la plantda estructura de
interconexion. Ademas provee la libertad de asijhegmente una matriz de
interconexidon y una matriz de amortiguacion parsigkema de lazo cerrado
sin afectar las propiedades de estabilidad de tdigtoacion deseada. En
general las matrices de interconexion y amortiguaceseadas pueden ser

escogidas tomando consideraciones fisicas detrsstecontrolar.
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14.Las técnicas port-Hamiltonianas pueden utilizase mucho éxito para el
modelamiento y disefio de controladores de los miadpres roboticos. En
el presente trabajo se desarrollo una técnica digatdasada en la pasividad
capaz de moldear la energia de un manipuladorutalet| punto minimo de
esta coincida con la posicion deseada, lo que tzaague el manipulador se
estabilice en la posicion deseada, es decir, nes@tlproblema de regulacion.
Este algoritmo de control se probd exitosamente eencaso de un
manipulador de dos grados de libertad, donde sepmid la estabilidad

asintotica de la posicion deseada.

15.Se propone como trabajo futuro el disefio de cadaks port-
Hamiltonianos de estructura variable, debido abmeniente de que las
técnicas de control anteriores requieren un coneoim exacto de los
parametros fisicos de un sistema, lo cual no sieng@ consigue en

aplicaciones en la vida real.



Apéndice A

Conceptos Basicos de la Geometria Diferencial

La geometria diferencial es una disciplina matera&jue usa los métodos de
calculo integral y diferencial para estudiar profde en geometria. El objeto basico
de la geometria diferencial es el manifold. La gipal caracteristica de la geometria
diferencial es que una trata con conceptos que‘iswariante a coordenadas” o
“intrinsicos”. Este apéndice presenta la informadddsica suficiente para entender

los conceptos matematicos usados en la preseige tes

A.1 Manifold.- Es un conjunto que localmente “se parece” a unucdojabierto del
espacio Euclidiano de cierta dimension, llamadditaension del manifold. Cada
punto en un manifold de dimensidntiene un vecindario que es homeomorfico al

espacio Euclidian®".

A.2 Mapa.- Dado un conjuntcS un mapa es el patJ,g), dondeU es un

subconjuntade Sy @:U - R" es una biyeccion.

A.3 Mapas compatibles.- Dados dos mapagU,,¢, Yy U,,g) tal que

U, nU, # ¢, son compatibles si:
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e @9U,nU,) yalU, nU,) son conjuntos abiertos " .
« El mapeo de superposician, =@, @' |@,U ,nU )es un difeomorfismo

tipo C" desdeg, (U, OU, Jag U, OU,).

Figura A.1. Mapas compatibles

A.4 Atlas.- Un Atlas en un conjunt®, es una familia de mapas={(U.,@)} . ,

dondel es un conjunto indice, tal que:

- S=U_ U, , coleccion de mapas que cubren todo el manifold.
io !

- Paracualquier jOI, los mapagU;,¢ Y (U, )son compatibles.

A.5 Atlas Compatibles.-Dos atlasA y A, son equivalentes sk [ A, es un atlas.

A.6 Estructura diferenciable.- Una estructura diferenciabl® en S es una clase

equivalente de atlas bajo la relacion de equivadenc
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A.7 Manifold diferenciable.- Un manifold diferenciableM es un par §, D,

dondeS es un conjunto §p es una estructura diferenciable.

El conjuntoS define el conjunto de puntos en el manifold, mentque el
Atlas (que representa la manera usada para masgaumtos del manifold al espacio
euclidiano) define la estructura diferencial y pgenel Calculo Diferencial en el
manifold. Se debe notar que los atlas que pertereckferentes clases equivalentes

definen diferentes estructuras que resultan enfoldsicompletamente diferentes.

A.8 Dimension de un manifold diferenciable.La dimension de un manifolh

alrededor de un puntpOU, O M es la dimension del espacio linear que es el

codominio del mapeg del mapalU,,@ )

Si la dimension alrededor de cada punto del mahigd la misma, por

ejemplo sea esta dimensian entonces se dice qurees la dimensién del manifold.

A.9 Representacion local de un mapeoSea un maped :M — N, dondeM y N
son manifolds diferenciables, s@a,¢ un mapa dM y (V,¢) un mapa de\, la

representacion local def con respecto a los dos mapgg:¢U) - ¢(V) esta

dado porf,,(X) =@ feg™(X).
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i

Figura A.2 Representacion local de un mapeo.

Tal como se nota en la figura A.2 la representadamal es un mapeo entre

conjuntos abiertos en el Espacio Euclidiano.

A.10 Mapeos tipoC' entre manifolds.-Sea un maped :M - N, dondeM y N

son manifolds diferenciables:

e f es de clas&C’, donder ON O{c3 X W , si para cada puntaM |,

existe mapagU,¢ deMy (V,¢) deN, tal que la representacion local sea

de claseC"'.

+ Si f escontinuo,f es de clas€®.

e Sif esdeclas€”, se dice quef essuave

e El conjunto de la clase de Mape@s desdeM aN se denota po€' (M; N).
+ Si f esuna biyeccion de clag¥ , y si f " es también de clagg',

entoncesf es unDifeomorfismo tipo C'.
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A.11 Curvas y curvas equivalentes.-Dado un manifoldM y xdOM , una curva

en x es una curvg/:l - M, dondel es un intervalo que contiene al 0 en su

interior, y que ademag(0) = x.

Figura A.3. Curvas equivalentes

Dos curvasy, y y,en x son equivalentesn x si, en un mapgJ, ¢ ,)dondexU ,
las representaciones locales jgey y, tiene la misma derivada en O (ver figura A.3).

Se puede probar que esta relacion de equivalesdrelependiente del mapa usado.

Denotamosy, ~, V¥, Si ), Y V,Son equivalentes er. La clase equivalente

de y se denota pad/], .

A.12 Vector tangente.-Un vector tangente er es una clase equivalente de curvas

bajo la relacion equivalente, .

A.13 Espacio tangente.Es el espacio esta formado por todos los vectarggnhtes

en xJM vy esta denotado pa;M .
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A.14 Bundle tangente.El bundle tangente dd, denotado pofM, es el conjunto

dado por la union de todos los espacios tangertbsesto es:

™=JTM

xaOM
Asi, un punto d&M es un vector que es tangentd an algun puntxOM .

A.15 Espacio cotangente.-Es el vector espacio formado por el conjunto de

operadores lineales des@iegM aR, dondexM , esta denotado pdr M .
Un elementov’OT,_'M se llama vector cotangente o simplemente covector.

A.16 Bundle cotangente.El Bundle Cotangente dd, denotado pof "M, es el

conjunto dado por la unién de todos los espacitangentes &, esto es:

™M =T M
xOM

Asi, un punto d&"“M es un operador lineal en un espacio tangentel @& algln

punto xLIM .

Se debe notar que los conceptos de espacio cotangéundle cotangente son los

conceptos duales de espacio tangente y bundleni@nge



201

A.17 Vector campo.-Un vector campaX en un manifoldM es un mapeo dado por

X:M - TM que asigna un vector tangerXem U |, M al puntomUO M.

Una curva integral con condicion inicialm, ent= 0es un mapeo diferenciable

c:(a b) - M tal que(a,b )es un intervalo abierto que contiene at@) =m, y:

%c(t)= X(o(9), Ot0 (a b

Es posible interpretar un Vector Campo como unamr que asocia a cada punto
del manifold un “vector velocidad”. La curva intagide un vector campo es una

curva cuya velocidad en cada punto esta dada peictr campo en cada punto.

A.18 Covector campo.-Un Covector campdX " en un manifoldM es un mapeo

dado porX” M - T"M que asigna un covectot"(m) 0 T'M al puntomO M.

A.19 Derivada de Lie.-Seaf M - R un mapeo suave definida en un manifold, y

seaX un vector campo definido éWl. Es posible determinar la variaciéon del mapeo

f a lo largo de la direccion determinada Karesto es a lo largo de las curvas

integrales deX .

La derivada de la funciéri a lo largo del vector campX es un mapeo definido en

M y esta definido por:
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o' f
0x

L,f:M - R L, f(X)= X(®, xOM

Donde:

of :[i
ox lox

ot
"ox,,

A.20 Corchete de Lie.-Dados dos vectores camp®sy Y en un manifold y un

mapeof :M - R, es posible definir un tercer vector campo, qudiasado el

corchete de Lie d&X y Y que es indicado pgdiX,Y due es Unico, tal que:
Loy FilxLy F =L Ly f

El significado del Corchete de Lie es que, si seadelante a lo largo de la curva
integral deX y luego se mueve por la curva integraMgara luego moverse hacia
atras por la curva integral d¢y finalmente a lo largo de la curva integraleno

se puede asegurar que se pueda alcanzar el piaiah in

A.21 Distribucion.- Una distribucionA en un manifold diferencid¥l de dimension
N es un mapeo suave que asigna a cada pdntd un sub-espacid x(O T M.

Una distribucion es llamada suave si y solo selas-espacios que este determina en

el espacio tangente de cada punto pueden ser dbgroa un conjunto de vectores

campo suaves, esto es, exigiE n vegtores campo suave§ tal que:

Am) =sparf X, ()} i =1,..,p
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La distribucion es llamada dimensionalmente constainy solo si, para cada M ,

A(X) tiene la misma dimension.

A.22 Codistribucién.- Una codistribucionA” en un manifold diferenciaM de

dimensiébnn es un mapeo suave que asigna a cada pundtel un sub-espacio
A"(X) O TM . Una codistribucion es llamada suave si y solossub-espacios que

este determina en el espacio cotangente de cada pueden ser abarcado por un

conjunto de covectores campo suaves, esto ese @(istn) vectores campo suaves

X, tal que:

N(m)=spaf X0}  i=1..p

La codistribucion es llamada dimensionalmente @oistsi y solo si, para cada

xOM , A”(x) tiene la misma dimension.

A.24 Vector bundle.-Aproximadamente hablando, un vector bundle es umfold
con un espacio vectorial sujetado a cada puntobLadles tangente y cotangente de

un manifold son ejemplos de vector bundles. Forraats

Un vector bundl&€) sobreM consiste de:

* Un manifoldQ, llamado el espacio total.

* Un mapeo suaver Q - M, llamado mapeo de proyeccion.
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« Para cadandM , el conjuntosr*(m )tiene la estructura de un espacio

vectorial.

Lo que es mas, la siguiente condicion de trivialittzcal, debe ser satisfecha: Para

cadam[] M existe un vecindarit OJM , un enteron >0 y un difeomorfismo:

h:UxR" - 77(VU)

Tal que para caden] M, la correspondencia — h(m, x) define un isomorfismo

entre el espacio vectoridl" y el espacio vectoriatr™*(m .)EI par(U,h)se llama

las coordenadas locales del sistema Qara

El espacio vectorialz*(m ¥s llamado la fibra em para cualquiem M.
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Apéndice B

Programas en MATLAB para el Control del Robot de 2@L

B.1 Programa — Parametros del modelo port-Hamiltoirano del robot

% ESTE SCRIPT CALCULA LOS PARAMETROS DEL ROBOT DE 2GDL QUE SE
% UTILIZAN PARA HALLAR SU MODELO PORT-HAMILTONIANO

clc; clear all

ml=20; m2=20; % Kg
L1=1; L2=1; % m

Lcl =0.5; Lc2=0.5; % m
11=5; 12 = 5; % Kg/m2
g =9.81,; % m/s2
% MATRIZ DE INERCIA

syms gl g2

h1ll = m1*Lc1”2 + m2*(L1"2 + Lc2"2 + 2*L1*Lc2/2 + 2* L1*Lc2*cos(g2))+
11+12;

h12 = m2*(Lc2"2 + L1*Lc2*cos(g2)) + 12;

h21 = h12;

h22 = m2*Lc2"2 + 12;

disp( 'Matriz de inercia :' )

H = [h11 h12; h21 h22]

% ENERGIA CINETICA

syms pl p2

a = inv(H);

Ek = 1/2*[a(1)*p1"2 + 2*a(2)*pl*p2 + a(4)*p2"2];

Ek = simple(EK);

disp( 'Energia cinetica del manipulador:' )
pretty(Ek)

% ENERGIA POTENCIAL

P1 = ml*g*Lcl*sin(ql);

P2 = m2*g*(L1*sin(ql) + Lc2*sin(ql + g2));

Ep =P1 + P2;

Ep = simple(Ep);

disp( 'Energia potencial del manipulador:' )
pretty(Ep)

% ENERGIA TOTAL

E = simple(Ek + Ep);

disp( 'Energia total del manipulador:' )
pretty(E)

% DERIVADAS PARCIALES DE LA ENERGIA
dHql = diff(E,ql);
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dHqgl = simple(dHq1l);

disp( 'Derivada de la energia respecto de g1 "(dH/q1)" )
pretty(dHql)

dHq2 = diff(E,q2);

dHqg2 = simple(dHq2);

disp( 'Derivada de la energia respecto de g2 "(dH/q2)" )
pretty(dHg2)

dHp1 = diff(E,pl);

dHp1l = simple(dHp1);

disp( 'Derivada de la energia respecto de p1 "(dH/p1)" )
pretty(dHp1)

dHp2 = diff(E,p2);

dHp2 = simple(dHp?2);

disp( 'Derivada de la energia respecto de p2 "(dH/p2)":' )
pretty(dHp2)

B.2 Programa — Simulacion usando el enfoque portiniltoniano

% ESTE SCRIP GRAFICA MUESTRA GRAFICAMENTE LOS RESUTADOS QUE SE

% OBTIENEN AL APLICAR LA TECNICA DE CONTROL BASADA EN LA PASIVIDAD

% EN EL FORMALISMO PORT-HAMILTONIANO AL MANIPULADORROBOTICO DE 2GDL
clc; clear all ; close all

% CONDICIONES INICIALES
ql(1) = 0; dg1(1) = 0;
q2(1) = 0; dg2(1) = 0;
p1(1) = 0; dpl(1) = O;
p2(1) = 0; dp2(1) = 0;

T =0.001; % Periodo de muestreo

Kp = 6000; % Ganancia proporcional

Kd =1100; % Ganancia derivativa

gld =-0.4463; % Posicion deseada de la junta q1
g2d = 1.0048; % Posicion deseada de la junta g2
N = 1500; % Numero de puntos a simular

% Del modelo port-Hamiltoniano se obtiene que:
% dgl = dH/dp1

% dg2 = dH/dp2

% dpl = -dH/dql + ul

% dp2 = -dH/dg2 + u2

% Las expresiones dH/dpl1, dH/dp2, dH/dgl y dH/dg2 s e
% encuentra en el archivo "Parametros_Hamiltoniano. m"
for k=1:N
% Sefal de control
U1(k) = 294.3*cos(gl(k)) + 98.1*cos(ql(k) + g2( K)) - Kp*(q1(k) -
gld) - Kd*dq1(k);
U2(k) = 98.1*cos(q1(k) + g2(k)) - Kp*(g2(k) - q 2d) - Kd*dg2(k);
% Respuesta del sistema a la sefial de control
gl(k+1) = q1(k) +
T*(-p1(k) + p2(k) + p2(k)*cos(q2(k)) )I(-35 +
5*cos(2*q2(k)));
g2(k+1) = g2(k) +
T*(p1(k) + pl(k)*cos(q2(k)) - 5*p2(k ) -

2*p2(k)*cos(q2(k)))/(-35 + 5*cos(2*q2(k)));
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pl(k+1) = p1(k) +
T*(-(294.3*cos(q1(k)) + 98.1*cos(q1( k) + g2(k))) +
U1(k));
p2(k+1) = p2(k) +
T*(-((-2*p1(k)*p2(K)*sin(q2(k)) +
2*p2(k)*2*sin(q2(k)))/(-70 + 10*cos(2*q2(k))) +
20*(-p1(k)"2 + 2*p1(k)*p2(k) +
2*p1(k)*p2(k)*cos(q2(k)) - 5*p2(k)"2 - 2*p2(k)"2*co s(a2(k)))*
sin(2*q2(k))/(-70 + 10*cos(2*q2(k))). N2+
98.1*cos(ql(k) + q2(k))) + U2(k));
% Calculo de las nuevas velocidades
dql(k+1) = (q1(k+1) - q1(K))/T;
dg2(k+1) = (g2(k+1) - q2(k))/T;
end

% DIBUJAMOS EL ERROR DE POSICION

k = 180/pi; % Para convertir el error de [rad] a [deg]
el =k*(gql - q1d);

e2 = k*(g2 - q2d);

Ne = sqrt(el."2 + e2.72);

t = [L:1:N]*T; % Eje de tiempo

plot(t,e1(1:N), rte2(1:N), b ,t,Ne(1:N), k')

xlabel(  ‘tiempo [s]' )

ylabel(  'posicién [deg]' )

a = title( 'Error de posicion de las juntas - Enfoque port-

Hamiltoniano'  );

set(a, 'Fontsize' ,12, 'Fontname' , 'Comic Sans MS' );

grid on

axis([0 1.5 -60 80])

legend( ‘'Error de la junta q1' , 'Error de la junta g2' -
'‘Norma del error' 1);

% DIBUJAMOS LOS TORQUES

figure

subplot(211)

plot(t,U1, k')
xlabel(  ‘tiempo [s]' )

ylabel( ‘'taul" )

%axis([0 1.5 -2500 500])

grid on

a = title( ‘Torques en las juntas - Enfoque port-Hamiltoniano' );
set(a, 'Fontsize' ,12, 'Fontname' , 'Comic Sans MS' );
subplot(212)

plot(t,U2, k')

xlabel(  'tiempo [s]' )

ylabel( ‘'tau2' )

axis([0 1.5 -2000 8000])

grid on

B.3 Programa — Parametros del modelo Lagrangianoead robot

% ESTE SCRIPT CALCULA LOS PARAMETROS DEL ROBOT DE 2GDL QUE SE
% UTILIZAN PARA HALLAR SU MODELO LAGRANGIANO

clc; clear all

ml=20; m2=20; % Kg



L1=1; L2 =1; % m
Lcl1=0.5; Lc2=0.5; % m
I1=5; I12=5; % Kg/m2
g =9.81,; % m/s2

% MATRIZ DE INERCIA

syms gl g2

h1l = m1*Lc1"2 + m2*(L1"2 + Lc2/2 + 2*L1*L.c2"2 + 2*
11+12;

h12 = m2*(Lc2"2 + L1*Lc2*cos(g2)) + 12;

h21 = h12;

h22 = m2*Lc272 + 12;

disp( 'Matriz de inercia :' )

H =[h11 h12; h21 h22]

% MATRIZ DE CORIOLIS

syms gl g2 dgl dg2 k

k = -m2*L1*Lc2*sin(q2);

cll = k*dg2;

c12 = k*(dql + dg2);

c21 = -k*dq1;

c22 = 0;

disp( 'Matriz de coriolis:' )
C =[cl1l c12; c21 c22];

pretty(C)

% VECTOR DE CORIOLIS
disp( 'Vector coriolis:' )
VC = C*[dqg1l; dg2];

pretty(VC)

% VECTOR DE GRAVEDAD

g1 = (ml*Lcl + m2*L1)*g*cos(ql) + m2*Lc2*g*cos(ql +
g2 = m2*Lc2*cos(ql + q2);

disp( 'Vector de gravedad:' )

G =[g1; g2J;

pretty(G)

B.4 Programa — Matriz de inercia del robot

function  H=H(q)
% Esta funcion devuelve de la matriz de inercia

ql=q(1);
q2=q(2);

%Matriz de Inercia con los valores
H =[50 + 20*cos(g2) 10+10*cos(q2);
10 + 10*cos(g2) 10 ];

B.5 Programa — Inversa de la matriz de Inercia delobot

function  invH =inv_ache(q)

L1*Lc2*cos(g2))+

q2);
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% Esta funcion devuelve la inversa de la matriz de inercia
ql=q(1);
q2=q(2);

% Matriz de Inercia
H =[50 + 20*cos(q2) 10+10*cos(q2);
10 + 10*cos(g2) 10

%Devolvemos la inversa
invH=inv(H);

B.6 Programa — Vector de coriolis del robot

function  VC=Matriz_C(V)

% Esta funcién devuelve el vector C(q,dq)

dgl = V(1);

dg2 = V(2);

ql =V(3);

g2 = V(4);

% Devuelve la matriz C

VC=[ -dg2*sin(g2) -1/2*dqg2*sin(g2);
1/2*dgl*sin(g2) 0];

B.7 Programa — Vector de gravedad del robot

function  VG=gravedad(q)

% Esta funcion devuelve el vector de Gravedad
ql=q(1);

q2=q(2);

% Vector de gravedad
VG =[2943/10*cos(ql) + 981/10*cos(gl+g2);
10*cos(ql+qg2)];

B.8 Programa — Simulacion usando el enfoque Lagrgmno

% ESTE SCRIP GRAFICA MUESTRA GRAFICAMENTE LOS RESUITADOS QUE SE
% OBTIENEN AL APLICAR LA TECNICA DE CONTROL PD+G(q) BASADA EN EL
% FORMALISMO DEL LAGRANGIANO AL MANIPULADOR ROBOT@DE 2GDL
clear all ,clc, close all

% EJECUTAMOS LA SIMULACION DEL SISTEMA EN SIMULINK
sim( 'robot.mdl' )

% DIBUJAMOS EL ERROR DE POSICION
k = 180/pi; % Para convertir el error de [rad] a

[deg]
el =k*E(1,);

209



210

e2 = k*E(2,2);

N = sqrt(el.”2 + e2./2); % Calculamos la norma del error

plot(t,el, rtoote2, --b' N, k')

xlabel(  'tiempo [s]' )

ylabel(  'posicion [deg]' )

a = title( 'Error de posicion de las juntas - Enfoque Lagrangi ano' );

set(a, 'Fontsize' ,12, 'Fontname' , 'Comic Sans MS' );

grid on

axis([0 1.5 -60 80])

legend( ‘'Error de la junta q1' , 'Error de la junta g2' -
‘Norma del error' 1);

% DIBUJAMOS LOS TORQUES

t1 =T(1,);

2 =T(2,2);

figure

subplot(211)

plot(t,t1, k')

xlabel( ‘tiempo [s]' )

ylabel( ‘taul' )

%axis([0 1.5 -2500 500])

grid on

a = title( ‘Torques en las juntas - Enfoque Lagrangiano' );
set(a, 'Fontsize' ,12, 'Fontname' , 'Comic Sans MS' );
subplot(212)

plot(t,t2, k')

xlabel(  'tiempo [s]' )

ylabel( ‘'tau2' )

axis([0 1.5 -2000 8000])

grid on
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