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SUMARIO

El presente infforme muestra el estudio y desarrollo de dos sistemas de control digital
que permiten controlar la posicidon del péndulo invertido, siguiendo dos estrategias
diferentes de control.

La primera estrategia se desarrolla a partir de un modelo matematico que describe la
dinamica del sistema péndulo invertido y que es linealizado alrededor del punto de
operaciéon para elaborar un sistema de control digital que esta conformado por un
controlador digital y por un observador de estados de orden minimo. EI controlador digital
se denomina Regulador Cuadratico Lineal (LQR) y es disefiado con la técnica avanzada
de control: Control Optimo y Ley Cuadratica. El observador de estados de orden minimo
es disefiado para la estimacion de los valores de las variables no medidas. La segunda
estrategia, en tanto, se desarrolla a partir de los datos provenientes de los sensores y del
conocimiento experto del funcionamiento del péndulo invertido. Con esta estrategia no es
necesario conocer el modelo matematico para la dinamica del péndulo invertido porque
se utiliza la logica difusa para el desarrollo de un algoritmo control al cual se le denomina
controlador difuso.

El cédigo de los programas y las simulaciones respectivas para ambas estrategias de
control se desarrollan con el software Matlab. Ademas, para el disefo del controlador
difuso se utilizan el entorno de simulacién denominado Simulink y la herramienta grafica
denominada Fuzzy Logic Toolbox.



INTRODUCCION

CAPITULOII

ENFOQUE DEL PROBLEMA

1.1 Sistema fisico péndulo invertido

1.2 Objetivos

1.3 Alcances

1.4 Limitaciones

CAPITULO Il ] ,

FORMULACION DE LA DINAMICA DEL PENDULO INVERTIDO
2.1 Modelo dinamico no lineal

211 Diagramas de cuerpo libre

2.2 Modelo en el espacio de estados

2.2.1  Asignacion de estados

2.2.2 Modelo de la planta en tiempo continuo

2.2.3 Modelo matematico del actuador

2.2.4 Sensores de posicion y de medida angular

2.2.5 Modelo del sistema péndulo invertido en tiempo continuo
2.2.6  Modelo del sistema péndulo invertido en tiempo discreto
CAPITULO il ]

SIMULACION Y ANALISIS DE LA DINAMICA DEL SISTEMA EN LAZO ABIERTO
3.1 Respuesta del sistema en lazo abierto

3.2 Controlabilidad y observabilidad

CAPITULO IV )
DISENO Y SIMULACION DEL SISTEMA DE CONTROL OPTIMO DIGITAL
4.1 Fundamento teérico

4.1.1  Control 6ptimo cuadratico en tiempo discreto

4.1.2 Observador de estados de orden minimo

4.1.3 Dinamica del sistema de control con entrada de referencia
4.2 Disefio del sistema de control

421 Diseno del controlador 6ptimo LQR

4.2.2 Disefo del observador de orden minimo

4.3 Simulacién de la dinamica del sistema de control

iNDICE

(62 TN ¢ ) B N OV ]

10
11
12
13
16
16
19

21
22

23
23
26
30
31
31
31
33



CAPITULO V )

DISENO Y SIMULACION DEL SISTEMA DE CONTROL DIFUSO
51 Fundamento tedrico

5.1.1 Lalégicay el control difuso

5.1.2 Conceptos basicos

5.1.3  Sistema de control difuso

5.1.4  Principales controladores difusos

5.1.5 Fuzzy Logic Toolbox

52 Diseno del sistema de control difuso

521 Funciones de pertenencia y reglas difusas

53 Simulacion de la dinamica del sistema de control difuso
CAPITULO VI

PRESENTACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

6.1 Sistema de control 6ptimo digital

6.1.1  Regulador 6ptimo LQR

6.1.2  Observador de estados de orden minimo

6.1.3 Simulaciones adicionales

6.2 Sistema de control difuso

6.2.1 Funciones de pertenencia y rangos de operaciéon
CAPITULO VI

PROGRAMA DESARROLLADO EN MATLAB

7.1

Programa fuente: Pendulolnvertido.m

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

ANEXO A: Diseno de un observador de orden completo
ANEXO B: Fuzzy Logic Toolbox

ANEXO C: Hojas de datos del actuador y de los sensores

ANEXO D: Esquema en Simulink del sistema fisico péndulo invertido

BIBLIOGRAFIA

Vi

38
38
39
40
41
41
42
42
45

48
48
50
52
54
54

56

60
62
65
69
72
74



INTRODUCCION

El péndulo invertido es un sistema bastante estudiado en el ambito académico para
probar diversas técnicas de control, tanto simples como avanzadas, aprovechando la
caracteristica no lineal de su dinamica. En el ambito comercial y militar, ademas, el
sistema péndulo invertido ha permitido aproximar la dinamica de sistemas fisicos mas
complejos, faciltando asi el estudio inicial y el posterior desarrollo de importantes
aplicaciones, como los robots humanoides, la estabilizacion de cohetes, los sistemas de
transporte de personal y las sillas de ruedas robéticas.

Asi, a manera de ejemplos, se puede mencionar que las siguientes aplicaciones se
desarrollaron a partir del modelo del péndulo invertido:
= La plataforma para el transporte de personal de la compania Segway [1], que en aios

recientes ha permitido también el desarrollo de una aplicacion militar, por parte de la
compafia Marathon Targets [2], la cual se utiliza para el entrenamiento de
francotiradores con objetivos moviles.

= El robot humanoide denominado Asimo desarrollado por la empresa Honda [3].

Metodologia de investigacion
La metodologia de investigacion seguida para la realizacion del presente informe se

resume a continuacion:

1. Revision de la literatura para comprender el concepto del sistema fisico péndulo
invertido.

2. Busqueda de proyectos realizados sobre sistemas de péndulos invertidos para
identificar los problemas presentados durante el desarrollo de dichos proyectos.

3. Definicion de modelos matematicos para el péndulo invertido y para el actuador del
sistema.

4. Definicion de las dimensiones fisicas del péndulo invertido y de las especificaciones
técnicas del actuador.

5. Estudio de la programacion en Matlab, el disefio en Simulink y el uso de la
herramienta grafica (toolbox) Fuzzy Logic.

6. Diseno y escritura del programa en Matlab que permita realizar las simulaciones
respectivas.

7. Andlisis de los resultados obtenidos en las simulaciones y conclusiones.



Estructura del informe

El informe presente se ha dividido en siete capitulos: El capitulo | presenta el enfoque
del problema a resolver, los objetivos y alcances del presente estudio. En el capitulo Il se
determina un modelo matematico no lineal que describe la dinamica del péndulo invertido
y un modelo matematico para el actuador. Estos modelos permiten obtener el modelo de
la planta a controlar, el cual es representado en el espacio de estados en tiempo continuo
y en tiempo discreto. El capitulo Ill presenta la simulacion de la respuesta de la planta en
lazo abierto y se determina la observabilidad y controlabilidad de la planta. El capitulo IV
se ocupa del disefio y de la simulacién del sistema de control LQR. La base de dicho
sistema es el regulador 6ptimo digital conformado por un controlador LQR y un
observador de estados de orden minimo. El capitulo V se ocupa del disefio y de la
simulacién del sistema de control difuso mediante el desarrollo de un algoritmo de control
en base a la logica difusa. En el capitulo VI se analizan las respuestas del sistema
péndulo invertido con los sistemas de control 6ptimo digital y de control difuso mediante
modificaciones de algunos parametros de disefio y las simulaciones respectivas. El

capitulo VII contiene el cédigo del programa fuente escrito en Matlab.



CAPIiTULO |
ENFOQUE DEL PROBLEMA

En el presente capitulo se describe al sistema fisico péndulo invertido, se definen las
estrategias de control a seguir para el disefo de los sistemas de control que permitan
controlar la posicién de dicho sistema fisico y se especifican los objetivos, alcances y
limitaciones del presente estudio.

1.1 Sistema fisico péndulo invertido

El péndulo invertido es un sistema fisico que consiste de una varilla unida por uno de
sus extremos a un carro mediante una articulacion fija. El carro puede moverse en forma
horizontal por accién de un motor DC sobre una cremallera o riel y la varilla puede girar
libremente en un plano perpendicular al plano horizontal. En la Figura 1.1 se muestran los
principales elementos del péndulo invertido.

Varilla

- Riel
Figura 1.1: Elementos del sistema fisico péndulo invertido.

El péndulo invertido debe funcionar de manera que la varilla se mantenga en forma
vertical cuando su extremo libre esté en la posicion mas alta. Como es evidente, esto no
sucede en forma natural porque cuando su extremo libre se encuentra en la parte mas
alta, el centro de gravedad de la varilla estd mas arriba de su punto de suspension. Por
tanto, cualquier perturbacion externa hara que la varilla caiga rapidamente.

Para lograr el funcionamiento del sistema, es necesario disefiar un sistema de control
que contrarreste los efectos de las perturbaciones externas mediante el control del
desplazamiento del carro.



Asi, en el presente informe se plantean dos estrategias diferentes de control. Con la
primera estrategia se disefa un sistema de control 6ptimo digital a partir de un modelo
matematico que describe la dinamica del sistema péndulo invertido y que es linealizado
alrededor del punto de operacion. La base de dicho sistema de control éptimo es el
Regulador Cuadratico Lineal y el observador de estados de orden minimo. En tanto que,
con la segunda estrategia se disefia un sistema de control difuso a partir de los datos
provenientes de los sensores y del conocimiento experto del funcionamiento del sistema
péndulo invertido. Con esta ultima estrategia no es necesario obtener un modelo
matematico para el péndulo invertido porque se utiliza la légica difusa o imprecisa para el
desarrollo del algoritmo control.

Ambos sistemas deben controlar la posicion del péndulo invertido para variaciones
angulares en el rango de [-20°, 20°] y dentro de la longitud del riel de 1.5 m, como se
muestra en la Figura 1.2. El tiempo de establecimiento de la respuesta debe de
aproximadamente 3 s con el sistema de control 6ptimo y menor a 4 s con el sistema de

control difuso.
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Figura 1.2: Elementos del sistema fisico péndulo invertido.
1.2 Objetivos
El presente informe tiene tres objetivos que se detallan a continuacion:

= Disefar y simular un sistema de control éptimo digital en base a un modelo
matematico linealizado del sistema péndulo invertido, utilizando la técnica de control
LQR y el disefio de un observador de estados de orden minimo.

= Disefar y simular un sistema de control difuso en base solo a los datos de los
sensores y al conocimiento experto del funcionamiento del sistema péndulo invertido,
sin la necesidad de obtener un modelo matematico para dicho sistema.

= Analizar los resultados obtenidos en las simulaciones respectivas.



1.3 Alcances
Los alcances del presente informe son los siguientes:
= Obtener los modelos matematicos para las dinamicas del péndulo invertido y del
actuador; y linealizar el modelo del péndulo invertido alrededor del punto de
operacion.
= Determinar el modelo del sistema péndulo invertido a controlar y representarlo en el
espacio de estados en tiempo discreto.
= Simular la dinamica del sistema péndulo invertido sin el controlador.
= Disefiar un sistema de control éptimo digital en base a un controlador LQR y a un
observador de estados de orden minimo.
= Simular la dinamica del sistema péndulo invertido con el sistema de control 6ptimo
digital.
= Disefar un sistema de control digital en base a légica difusa.
= Simular la dinamica del sistema péndulo invertido con el sistema de control difuso.
1.4 Limitaciones
El sistema de control difuso a disefiar se basa en un algoritmo de control basico puesto
que el presente estudio trata de mostrar la utilidad de la légica difusa para controlar un

sistema o proceso sin la necesidad modelarlo matematicamente.



CAPITULO Il
FORMULACION DE LA DINAMICA DEL PENDULO INVERTIDO

En el presente capitulo se analiza la dinamica del péndulo invertido y se determina un
modelo matematico no lineal que describe a dicha dinamica en conjunto con el actuador.
Luego, el modelo es linealizado alrededor del punto de operacién y se establecen las
dimensiones fisicas del péndulo invertido y las especificaciones técnicas del actuador.
Finalmente, se representa el modelo linealizado de la dinamica del sistema péndulo
invertido en el espacio de estados en tiempo continuo y en tiempo discreto.

21 Modelo dinamico no lineal

El péndulo invertido propuesto en el presente informe consiste de una varilla unida a
un carro mediante una articulacién fija. El carro puede moverse en forma horizontal sobre
un riel o carril de determinada longitud y la varilla puede girar libremente en un plano
perpendicular al plano horizontal.

Las variables fisicas a considerar para el estudio de la dinamica del péndulo invertido
son las siguientes:

s La variaciéon de la medida del angulo @ que hace la varilla con la linea vertical.

= El desplazamiento lineal x del carro a fin de contrarrestar los efectos de las
perturbaciones externas.

= La fuerza F que provoca el desplazamiento del carro y que es producida por el
torque generado por el actuador.

Asi, la dinamica del péndulo invertido queda determinada encontrando un conjunto de
ecuaciones diferenciales que describan el comportamiento de las variables fisicas
involucradas.

En la Tabla 2.1 se describen los elementos a considerar para el analisis de la dinamica
del péndulo invertido.

2.1.1 Diagramas de cuerpo libre

En la Figura 2.1 se muestra el diagrama de cuerpo libre (DCL) del péndulo invertido
analizado como un cuerpo rigido moviéndose en dos dimensiones [4]. Las fuerzas
externas a considerar son los pesos de la varilla y del carro, la fuerza F aplicada al carro

y las fuerzas de friccion viscosas en el riel y en la articulacion. No obstante, el péndulo



invertido puede verse también como la unién de dos cuerpos: un carro y una varilla'. Por
tanto, es mas conveniente analizar cada cuerpo por separado como se muestra en Figura

2.2
Tabla 2.1: Descripcion de los elementos del péndulo invertido.

Elementos Simbolo

<

Masa del carro

Masa de la varilla

Angulo de la varilla con la linea vertical

Longitud total de la varilla

Longitud de la articulacion al centro de masa de la varilla

Momento de inercia de la varilla

Fuerza aplicada al carro

Constante de friccién viscosa en el carril

AR~ || |3

Constante de friccién viscosa en la articulacion

En la Figura 2.2, las fuerzas R, y R, representan a las componentes vertical y
horizontal de las fuerzas de accidén y reaccién entre el carro y la articulaciéon. Las
direcciones de dichas componentes dependen del cuerpo sobre el cual actuan y son

como se muestran en dicha figura.

|
I 2 1

Centro de masa Ry
de la varilla

X

Sistema de referencia

Figura 2.1: Diagrama de cuerpo libre del péndulo invertido.

! En el presente estudio al péndulo invertido conformado por el carro y la varilla también se le denomina planta



DCL de la varilla DCL del carro

mg

>
Ry 1‘ R,
(a) (b)

Figura 2.2: Diagramas de cuerpo libre: (a) de la varilla (b) del carro.
a. Analisis del DCL de la varilla

Considerando el sistema de referencia de la Figura 2.1 y el DCL de la varilla mostrado

en la Figura 2.2 (a), la coordenada (xG, yG) del centro de masa de la varilla queda

definida como:
X; =x—Lsin0

Vg =Lcos0

De acuerdo con la segunda ley de Newton, las fuerzas horizontales y verticales que

actuan sobre la varilla provocan en ella una aceleracion. Las componentes vertical a, y

horizontal a, de dicha aceleracién cumplen lo siguiente:

En la direccién del eje x:

dZ
= R, = mF(x—LsenG)

En la direccién del eje y:

2
= R,-mg= m%(L cos6)

Ademas:
2

d . d 2 .
E(sen9)=cos6?(t9) 3:{;3(sem9)=—sem9(9) +6cosd

d . d? N2 ..
E(cos@)=—sen9(9) :F(cose)=—cost9(9) —Bsenf

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)



Reemplazando las ecuaciones (2.3) y (2.4) en las ecuaciones (2.1) y (2.2), estas

ultimas quedan en la forma siguiente:

R, = mjc'—mL[—sena(é)2 +9'c059} (2.5)
R, =mg+mL [—cos@(é)2 —9sen9} (2.6)

Como las fuerzas R,, y R, pueden hacer girar a la varilla alrededor de la articulacion,
la varilla presenta una inercia a la rotacion determinada por su momento de inercia. Dicho
momento es el grado de resistencia que la varilla opone al cambio de su velocidad
angular durante su rotacién. Por consiguiente, las fuerzas R, R, y la fuerza de friccion
en la articulacion provocaran momentos alrededor de dicha articulacién.

Si se considera que el momento provocado por la fuerza de friccidn es proporcional a
la velocidad angular de giro 0 y que el momento de inercia de la varilla respecto a su
centro de masa es /g, entonces, por la segunda ley de Newton, se cumple que:

d? ..
> Momentos = I F(G) =1;-6
= R, Lcos@+R,Lsend—K,0=1,-0 (2.7)
donde K,6 es el momento provocado por la fuerza de friccion en la articulacion.

Sustituyendo las ecuaciones (2.5) y (2.6) en la ecuacion (2.7) se obtiene:

(1 +mL?)-6 = mL cos6 - %+ mglsend — K,0 (2.8)

La ecuacion (2.8) relaciona las variables de interés 6 y x. Por tanto, es necesario
encontrar otra ecuacion que relacione ambas variables para completar el sistema de
ecuaciones que describa la dinamica del péndulo invertido. Para ello, se analiza el DCL
del carro.

b. Analisis del DCL del carro

Considerando el sistema de referencia de la Figura 2.1, el DCL del carro mostrado en

la Figura 2.2 (b) y aplicando la segunda ley de Newton en la direccién del eje x, se

obtiene:

2

d
SF =m-aq, =Md—t2(x)

= F-F-R,=M-X (2.9)
Sustituyendo la ecuacion (2.5) en la ecuacion (2.9) y ordenando se obtiene que:

F=(M+m)i-mLcos0-6+mLsen0(6) + K3 (2.10)
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La ecuacion (2.10) es la segunda ecuaciéon que relaciona las variables de interés 6 y

c. Modelo matematico no lineal
Reordenando las ecuaciones diferenciales (2.8) y (2.10) se obtiene un modelo
matematico para la dinamica del péndulo invertido.
(1y+mL?)-6+ K,0 - mLcos6-%—mgLsend =0
i .\ (211)
(M +m)x+Kx—-mLcos6-6 +mLsem9(0) =F

Como puede observarse, las ecuaciones dinamicas (2.11) de la planta son no lineales
y el problema de control es mas dificil de resolver que en el caso lineal puesto que no hay
un método estandar de resolucién. Ademas, se debe tener en cuenta que existe una
restriccion en el sistema debido a que el carro esta limitado a moverse dentro de la
longitud del riel.

Por ello, en el presente estudio se propone el disefio de un sistema de control digital
en el espacio de estados, puesto que alli se puede analizar al péndulo invertido como un
sistema MIMO y se pueden establecer esquemas de control con restricciones como el
control éptimo cuadratico.

2.2 Modelo en el espacio de estados

Para trabajar en el espacio de estados es necesario tener un modelo lineal de la
dinamica de la planta obtenido alrededor del punto de operaciéon o de funcionamiento v,
por lo general, en el caso no lineal se emplea la técnica denominada linealizacién exacta
entrada-salida. Sin embargo, dicha técnica no es aplicable en el caso del péndulo
invertido, como se ha demostrado en [5], porque el grado relativo del sistema es menor
que la dimensién del espacio de estados.

Considerando esto, el estudio presente enfoca el problema de control en forma
practica teniendo en cuenta que la varilla debe permanecer en posicion vertical alrededor
del punto de operacion. Es decir, el objetivo principal de control es que la variacion
angular de la varilla @ sea lo mas pequefia posible. Asi, durante el funcionamiento del
péndulo invertido se puede considerar que & =~0° y se pueden hacer las siguientes

aproximaciones:
sin@~80; cosO~1; 6°~0 (2.12)

que son validas aun para variaciones angulares entre [-20° 20°] y que permiten hacer
una aproximacion lineal practica de la dinamica del péndulo invertido.

De este modo, si se reemplazan las aproximaciones (2.12) en las ecuaciones (2.11) se
obtiene una dinamica linealizada del péndulo invertido:
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(75+mL*)-6+ K0~ mLi —mgL6 =0

" (2.13)
(M +m)i+Kx-mLO=F

Para el caso de sistemas invariantes en el tiempo, como el caso del péndulo invertido,
la representacion en el espacio de estados tiene la siguiente forma [6]:
x(1) = Ax(?)+Bu(s)
y(?) =Cx(¢) + Du(?)
donde, x se denomina vector de estados, y se denomina vector de salida y u se

denomina vector de entrada®. Los estados son las salidas de integradores (dispositivos
de memoria) que almacenan los valores de entrada y se obtienen a partir de las
ecuaciones diferenciales que definen la dinamica en tiempo continuo. Si el sistema tiene
r entradas, m salidas y » variables de estados, se dice que es un sistema de orden n y

los elementos de las ecuaciones de estado se definen como:

X: vector de estados de orden nx1

y: vector de salida de orden mx1

u: vector de entrada de orden rx 1

A: matriz de estado de orden nxn

B: matriz de entrada de orden nxr

C: matriz de salida de orden mxn

D: matriz de transmisién directa de orden mx r
2.2.1 Asignacion de estados

El péndulo invertido propuesto es un sistema de orden 4, con una entrada, dos salidas
y cuatro variables de estado como se describe en la Tabla 2.2. Por consiguiente, los
vectores de entrada, de estados y de salida son definidos respectivamente como:

Vector de entrada:

u=F (2.14)
Vector de estados:
X, 1 [x
X, 7
X= =| . (2.15)
X, X
x| |6
Vector de salida:
xl
y= (2.16)
X,

2 . . . . .
En el presente estudio, los vectores y matrices se escriben en negrita y los valores escalares en cursiva.



12

Tabla 2.2: Variables para la asignacion de estados.

Variables Descripcién Simbolo
Entrada:
F Fuerza lineal externa aplicada al carro u(t)
Salidas®:
b Posicion del carro con respecto al eje horizontal x, ()
0 Angulo de la varilla con respecto al eje vertical x,(t)
Estados:
X Posicion del carro con respecto al eje horizontal x, ()
0 Angulo de la varilla con respecto al eje vertical x,(2)
x Velocidad del carro x(¢)
2] Velocidad angular de la varilla 09 (1)

2.2.2 Modelo de la planta en tiempo continuo

Del sistema descrito en las ecuaciones (2.13) y con los vectores asignados en las

ecuaciones (2.14), (2.15) y (2.16); se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales de

primer orden:
X, =x=Xx

X, =60 =x,

Donde I = /(M +m)+ MmL*.

b (2.17)

Finalmente, a partir de las ecuaciones (2.17), la dinamica del péndulo invertido queda

determinada por las siguientes ecuaciones:

0 0 1 0
x| |0 0 0 1
%2 =l ¢ m’gl’ (Is +mL2)K| _mLK,
X3 I 1 I
R » mgL (M +m) mLK, (M+m)K,
I I I

0

X 0

| L+ml |,

X3 I

x, mL
e

3 Las salidas corresponden a las medidas de los sensores de posicién del carro X y de la medida del angulo 6.
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xl
1 0 0 Oy x 0
y= + u
01 0 Ofx 0
Xa
En este punto cabe mencionar que, como la fuerza lineal F aplicada al carro es

obtenida a partir del torque de un motor DC controlado por voltaje de armadura, es

conveniente tener directamente como senal de entrada «(¢) a dicho voltaje de control en

vez que a la fuerza. Esto conlleva a establecer un modelo matematico para la dinamica
del motor DC que permita relacionar la fuerza y el voltaje aplicado al motor.
2.2.3 Modelo matematico del actuador

El actuador del sistema esta conformado por un motor DC controlado por voltaje de
armadura unido a una caja reductora de engranajes, cuya finalidad es la de aumentar el
torque producido por el motor. El esquema eléctrico del motor DC es mostrado en la
Figura 2.3 y sus principales parametros son descritos en la Tabla 2.3 [7].

De acuerdo con las leyes de Kirchhoff se obtiene las siguientes ecuaciones:
(2.18)

(2.19)

Reemplazando la ecuacién (2.19) en la ecuacién (2.18) y considerando que L[] R_,
la ecuacién de voltajes queda expresada en la forma:
V=1 -R +K -0 (2.20)

y la corriente de armadura /,, es proporcional al torque 7,, generado por el motor:
- (2.21)
asi que al reemplazar la ecuacién (2.21) en la ecuacion (2.20) se obtiene:

R )
v, =[——”’—)Tm +K, -6, (2.22)
M K,
De acuerdo con la segunda ley de Newton el torque debe cumplir con la siguiente
ecuacion:

(2.23)

por tanto, despejando 6, de (2.22) y reemplazando en la ecuacion (2.23) se tiene:

-b -K K ‘K -J ..
Tm = ’7m m ] Vm + nm m ! m 9"' (22 4)
n, K, K +R -b, n, K, -K+R b,




J

Vin

G

Figura 2.3: Esquema eléctrico de un motor DC.

Tabla 2.3: Parametros del Motor DC.

Parametros Variables
Voltaje aplicado al motor v,
Resistencia de la armadura R,
Inductancia de la armadura o
Corriente eléctrica por la armadura I,
Fuerza contra electromotriz Ee,,,,
Constante contra electromotriz K,
Torque generado por el motor T,
Constante de torque K,
Momento de inercia en el eje I
Coeficiente de friccion viscosa del eje b,
Angulo de giro del eje del motor 0,
Eficiencia del motor N
Radio del pifion Vop

principales parametros de una caja reductora se describen en la Tabla 2.4.

Caja de engranajes

Motor DC

Figura 2.4. Motor DC y caja reductora de engranajes.

14

Para aumentar la fuerza generada por el torque 7, del motor DC, se une al eje del

motor una caja reductora de engranajes como se muestra en la Figura 2.4. Los
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Tabla 2.4. Parametros de la caja reductora de engranajes.

Parametros Variables
Razon de aumento del sistema de engranajes K,
Eficiencia del sistema de engranajes N,

Por tanto, con la caja reductora la fuerza F generada por el actuador queda definida

como:

(2.25)

De acuerdo con este mecanismo pifidn - riel propuesto para el desplazamiento del
carro, que es mostrado en la Figura 2.5:

Figura 2.5: Mecanismo pifién - riel.
de la relacion entre el angulo de giro 6, del eje del motor DC y la posicién lineal x del

carro, la aceleracion del eje del motor es:

(2.26)

Por consiguiente, a partir de las ecuaciones (2.24), (2.25) y (2.26) se obtiene la
siguiente ecuacién para la fuerza F generada por el actuador del sistema:

b on K K K ‘K -n -K*.J
Fo| T onTe D T )Vm+( Jn "m0 Tg "s ]x (2.27)
ro (71K K, + R, 5, 72 (1K, K, +R,-b,)

La ecuacion (2.27) muestra que la fuerza F que se debe aplicar al carro para
contrarrestar los efectos de las perturbaciones externas que afectan a la varilla, es
proporcional al voltaje ¥, aplicado al motor DC y a la aceleracion lineal X que presenta
el carro. Por tanto, si se hacen las siguientes definiciones:

Um'Km‘K,’ﬂg'Kg‘J,,.

b=
rjp (nm ’Km .Kt +Rm .bm)

y se reemplazan en la ecuacién (2.27) la ecuacién para la fuerza queda expresada en la

siguiente forma:

F=a-V, +b-i (2.28)
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2.2.4 Sensores de posicion y de medida angular

Para el sistema propuesto, los sensores usados, tanto para la medida angular de la
varilla como para la posicién del carro, son codificadores Opticos de alta resolucién. Estos
codificadores permiten minimizar los errores de medicion y sus especificaciones técnicas

pueden verse en el Anexo C. En la Figura 2.6 se muestra su ubicacion dentro del sistema

IVariIIa
‘i

mecanico.

Figura 2.6: Ubicacion de los sensores de posicion y de medida angular.
2.2.5 Modelo del sistema péndulo invertido en tiempo continuo

La ecuacién (2.28), al relacionar la fuerza y el voltaje aplicado al motor, permite
obtener un modelo de la planta en conjunto con el actuador®. Asi, si se reemplaza dicha
ecuacion en la ecuacion (2.13) se obtienen las ecuaciones que definen la dinamica del
sistema péndulo invertido:

2 . .
(IS+mL )-x4+K2-x4—m-L-x3—m-g-L-x2 =0
(M+m-b)-%,+K,-x;=a-V, +m-L-x,

Si las ecuaciones anteriores se reordenan tomando como sefal de control a u =V, ,

las variables de estado para el sistema motor-péndulo invertido son las siguientes:
X, =X=X

X, =0=x,

r(2.29)

.. - M -b
%, == mgL(M1+m b) x2+(mLK'Jx3— ( +m1 ) K, x4+(amLJu

4 En el estudio presente se denomina sistema péndulo invertido al conjunto planta y actuador.



donde: 1=1I(M +m—b)+(M —b)ml’.
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Las ecuaciones (2.29) describen la dinamica del sistema péndulo invertido, las cuales,

expresandolas en el espacio de estados, toman la siguiente forma:

0

0

=

0

0 1 0
0 0 1
mgl? (1, +mL)K, _mLK,
! ! !
mgL(M +m—b) mLK, (M +m=b)K,
! I/ I/ |
fx
1 00 0]x]| [0
y= + u
010 0fx| |0
| X4

0
0
(Ix +ml? )a o
I/
aml
I/ |
(2.30)
(2.31)

Por consiguiente, de las ecuaciones (2.30) y (2.31) se obtienen las siguientes matrices

del sistema:
Matriz de estados:

0 0
0 0
a=ly migl?
1
. mgL(M+m—b)
| 1

Matriz de entrada:

Matriz de salida:

Matriz de transmision directa:

1

0

(1_‘ +mL2)K,
!

mLK

(1_‘, +ml )al'l
amLI™'

0
1

_mLK,

1

(M+m-b)K,

1

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)



a. Valores numéricos propuestos para el sistema péndulo invertido

El motor DC a utilizar opera en el rango de [-12, 12] voltios. En la Tabla 2.5 se
muestran los valores numéricos escogidos para los parametros del motor DC y de la caja
de reduccién definidos en las Tablas 2.3 y 2.4, respectivamente. Dichos valores fueron

tomados de las especificaciones técnicas mostradas en el Anexo C.

En la Tabla 2.6 se muestran las dimensiones los valores escogidos para los

parametros del péndulo invertido descritos en la Tabla 2.1.

Las matrices del sistema definidas en las ecuaciones (2.32), (2.33), (2.34) y (2.35)
junto con los valores numéricos de las Tablas 2.4 y 2.5 permiten comenzar con el
desarrollo del programa Pendulolnvertido.m que permitira el disefio y simulacién del

sistema de control de posicién del péndulo invertido. El detalle de dicho programa se

presenta en el Capitulo VIII.

Tabla 2.5: Valores numéricos para el motor DC y la caja de reduccion.

Parametros del motor DC Valor Simbolo/Unidad
R, 10 Q
L, (no considerado) | = o-——-—-
K, 0,00147 V.s/rad
K, 0,0147 N.m/A
I 3,4x107 kg.m’
b, 7x107° N.m.s/rad
. 66% | @
Fop 6,35x 107 m
Parametros de la caja de engranajes Valor Simbolo/Unidad
K, 66 | 0 e
Mg 70 | e

Tabla 2.6: Valores de los parametros del péndulo invertido.

Parametros del péndulo invertido Valor Simbolo/Unidad

M 2 kg
m 0,4 kg
L, 08 m
L 0.4 m
I 0,0853 kg.m?

. K, 7,5 N.s/m
K, 0.0024 N.m.s/rad
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De esta forma, las matrices del sistema quedan determinadas como:

0 0
0 0
“lo 07563
0 113211

1.0000 0
0 1.0000

~3.3730 —0.0012
36139 -0.0173

1 000
C=
{0100}

0
0
= (2.36)
3.0444
132618
-0 (2.37)
=14 .

las cuales definen la dinamica del sistema péndulo invertido en tiempo continuo y cuyo

esquema es mostrado en la Figura 2.7.

u(r)

X(1) = Ax(1)+ Bu(r)
y()=Cx(1)+ Du(r)

y(7)

—_—

Figura 2.7: Modelo del sistema péndulo invertido en tiempo continuo.

2.2.6 Modelo del sistema péndulo invertido en tiempo discreto

Para disenar un sistema de control digital es necesario discretizar del modelo en

tiempo continuo. En la Figura 2.8 se muestra el proceso de discretizacion.

: DIA
(zoh)

x(1)=Ax(1)+ Bu(r)
y(1)=Cx(?)+ Du(r)

Coy(k
il
A/D H

Figura 2.8: Modelo del sistema péndulo invertido en tiempo discreto.

Es necesario establecer el periodo de muestreo T; para la conversion de las sefales

de tiempo continuo a tiempo discreto y viceversa. En forma practica y considerando a ([8],

capitulo 11) se establece en el presente estudio lo siguiente:

donde w, es la frecuencia de muestreo y @, es el ancho de banda del sistema en lazo

cerrado. Sin embargo, como aun no se ha disefado el sistema de control no es posible

conocer el valor de @, y una forma practica para escoger su valor es considerar que

dicha frecuencia sea mucho mayor que la frecuencia del polo mas rapido del sistema en

lazo abierto. Los polos del sistema en lazo abierto son los valores propios de la matriz A

definida en (2.36) y se determinan mediante el comando:
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eig(A)
= 0

3.415 (2.38)

=-3.4027 +0.6355i

=-3.4027-0.6355i

De los valores propios en (2.38) se observa que la frecuencia del polo mas rapido
corresponde al médulo de los polos complejos que es 3.46 rad/s. Por tanto, si se asume

que la frecuencia de muestreo es 50 veces mayor que la de dicho polo, entonces:

@, = 50w, =50x3.46 =173 rad/s
y el periodo de muestreo es:

T =2n/w,=0.0363s
Por tanto, con 7. =0.03 s se comienza el proceso de digitalizacion y la dinamica

obtenida en tiempo discreto es representada mediante las siguientes matrices:
x(k+1) = Gx(k)+Hu(k) (2.39)
y(k) = Cx(k)+Du(k) (2.40)
donde las matrices G y H tienen los mismos ordenes que las matrices A y B definidas
en (2.36) y se obtienen con el comando c2dm en la forma siguiente:

[G H C, D,]=c2dm(A,B,C,D,Ts, zoh")

1 3.293x10™* 0.0285 2.816x10™ ]
0 1.0051 0.0015 0.0300

0 0.0216 0.9037 2.963x107*
0

G= (2.41)
03413 0.1032  1.0045 |
0.0013
0.0015
H= (2.42)
0.0868
0.1027

Las matrices Cy4 y Dy, en tiempo discreto, son numéricamente iguales a las matrices C
y D definidas en (2.37). Por tanto, en el presente estudio se considera que C,=C y
D,=D.

En el siguiente capitulo se realiza la simulacion del sistema en lazo abierto para

mostrar la inestabilidad del sistema fisico.



CAPITULO Il
SIMULACION Y ANALISIS DE LA DINAMICA DEL SISTEMA EN LAZO ABIERTO

En el presente capitulo se analiza la respuesta del sistema péndulo invertido sin un
sistema de control para comprobar la inestabilidad del sistema en lazo abierto.
3.1 Respuesta del sistema en lazo abierto
De los valores propios de la matriz de estado G, definida en (2.41), que se muestran a
continuacion:
eig(G)=
= 1
= 1.1079
=0.9028+0.0172i
=0.9028-0.0172i
se puede deducir que la respuesta del sistema, para cualquier condicion inicial del vector
de estados, es creciente en forma ilimitada debido a que G tiene un valor propio fuera

del circulo unitario del plano z. Esto se comprueba con la simulacién mostrada en la

Figura 3.1 para las condiciones iniciales x(0)=[-0.45 0.35 0 0]' y para una entrada de

referencia nula.
8

x 10
6
x1:Posicidn del carro
o x2:Angulo de la varilla
E 4] x3:Velocidad del carro '
& x4:Velocidad angular de la varilla
®
w 2 r
o
o
S .
-2
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (s)
Figura 3.1: Respuesta del sistema péndulo invertido en lazo abierto.

Como es evidente de la Figura 3.1 el sistema en lazo abierto es inestable y es

necesario disenar un sistema de control realimentado o de lazo cerrado con estimacion
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de variables. Para ello, es necesario comprobar previamente que el sistema sea
completamente controlable y observable.
3.2 Controlabilidad y observabilidad

Un sistema de orden n es completamente controlable, si la matnz de controlabilidad

definida como:
na:[ﬂ GH G?H .. G"*H]

tiene un rango completo igual al orden n del sistema [6].

Un sistema de orden n es completamente observable, si la matnz de observabilidad

definida como:
N=[c G cG .. CG*jT

tiene un rango completo igual al orden n del sistema [6].
El sistema péndulo invertido propuesto es un sistema de orden 4 cuyas matrices M vy

N son las siguientes:

0 0 0

1 0 0
0.0003 0.0285 0
1.0051 0.0016 0.0300
0.0013 0.0543 0
1.0205 0.0061 0.0604
0.0028 0.0776 0.0001
0 1.0465 0.0134 0.0913

0.0013 0.0038 0.0060 0.008]1 |

0.0015 0.0047 0.0083 0.0121
~10.0869 0.0786 0.0712 0.0645

0.1028 0.1127 0.1230 0.1337

1
—_ 0 = O = O =

y, mediante el comando rank de Matlab se comprueba que sus rangos son:
rank(M) =4 rank(N)=4

Por tanto, el sistema es completamente controlable y completamente observable.



CAPITULO IV
DISENO Y SIMULACION DEL SISTEMA DE CONTROL OPTIMO DIGITAL

En el presente capitulo se muestra el disefio y la simulacidon de sistema de control
optimo digital que permite controlar la posicion del péndulo invertido a partir de la
dinamica en tiempo discreto obtenida en el Capitulo Il. El sistema de control esta
conformado por un controlador digital, que es denominado Regulador Optimo Cuadratico
porque es disefiado con la técnica denominada Control Optimo mediante la minimizacion

de un indice cuadratico; y por un observador de estados de orden minimo que permite la

estimacién de las velocidades del carro x y de la varilla 6 que son variables no medidas.
4.1 Fundamento teodrico
4.1.1 Control 6ptimo cuadratico en tiempo discreto

La teoria de control 6ptimo permite disefiar controladores para plantas que tengan
alguna restriccion para su funcionamiento. El propésito del control 6ptimo es encontrar
una ley de control que haga optima la respuesta de la planta bajo la restriccién impuesta.
Para ello, se define una funcion, denominada indice de desemperio, que dependa de las
variables del sistema a controlar, de modo que al minimizar el valor de dicha funcién se
encuentre la ley de control. El control 6ptimo se puede aplicar a plantas cuyas dinamicas
estén en tiempo continuo o en tiempo discreto. A continuacién se presenta una breve
descripcion del control 6ptimo en tiempo discreto y para mayores detalles es
recomendable leer [9].

Para una planta o sistema cuya dinamica en tiempo discreto sea definida segun:
x(k +1) = f(x(k),u(k),k) (4.1)
una forma general del indice de desempefio es la siguiente:

kp-1
J =D L(x(k),u(k), k) (4.2)
k=k,
siendo f y L funciones definidas en tiempo discreto.

El objetivo es encontrar una ley de control éptima u(k) resolviendo la ecuacién (4.2)

bajo la restriccion impuesta por la ecuacion (4.1). EI método de resolucion a usar
depende de la linealidad o no del sistema y del indice de rendimiento escogido, y, por lo

general, ello conlleva a minimizar dicho indice.
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a. Minimizacion del indice de rendimiento y ley de control LQR

La eleccion del indice J depende de la restriccion impuesta a la planta. Por ejemplo,
en el presente estudio se impone como restriccion que el péndulo invertido funcione con
un consumo minimo de energia a fin de cumplir con la limitacién de movimiento del carro.
En estos casos, el indice J escogido se denomina indice de rendimiento cuadratico
porque representa a la energia consumida por el sistema.

Asi, para un sistema cuya dinamica se rige por la ecuacion (2.39):
x(k+1) = Gx(k)+Hu(k) (4.3)

su indice de rendimiento cuadratico tiene la forma:
N-1
J =[x ())Qx(k) +u" (k)Ru(k) JT (4.4)
k=0

donde, x es el vector de estados, u es la sefial de control o entrada al sistema, x” y u’
los vectores transpuestos respectivos. La matrices Q y R se denominan matrices de
ponderacion y se escogen convenientemente durante el disefio del controlador.

Al minimizar el indice definido en la ecuacion (4.4) se obtiene la siguiente ley de
control:

u(k) = —Kx(k) (4.5)

donde, K se denomina matriz de ganancias de realimentacion y permite establecer un
control en lazo cerrado mediante la realimentacion de las variables de estados.

Dada la linealidad del sistema y la forma del indice de rendimiento en la ecuacién (4.4),
la minimizacion de dicho indice se realiza con el método denominado programacion
dinamica, el cual se basa en la posibilidad de obtener, a partir de las ecuaciones (4.3) y
(4.4), una ecuacion alternativa denominada ecuacion algebraica de Riccati discreta, cuya
resoluciéon permite obtener directamente la matriz K mediante un procedimiento iterativo.

Asi, la ecuacion de Riccati obtenida tiene la forma;
P(k)=G" [P(k +)-P(k+DH (H"'P(k +DH + R)_l H'P(k+ 1)}(; +Q (4.6)

y su solucion permite obtener la matriz K en la forma:

La solucién se da en tiempo inverso con & variando desde 0 hasta N —1 vy, cuando el
numero de muestras N se aproxima al infinito, la solucién converge a valores constantes

de P y K bajo ciertas condiciones de frontera.
Por tanto, para realizar el procedimiento iterativo de resolucidon se definen las
siguientes matrices [10]:
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K(N-(k+1)=[T,R+H'P(N-k)H] H'P(N-K)G
P(N = (k+1)) =[T,Q +K" (N = (k + ))T,RK(N ~(k +1))]
+[G -BK(N = (k+1)] P(N = k)[G —HK(N — (k +1))]
siendo 7 es el tiempo de muestreo. La condicion de frontera se da en el tiempo final
k=N:
x (N)P(N)x(N)=0
y el procedimiento iterativo puede comenzar con P(N)=0 o alternativamente con
P(N-1)=TQ.
Una vez obtenida la matriz K se termina con el disefio del controlador al cual se le

denomina también Regulador Cuadratico Lineal o LQR por sus siglas en inglés.

En la Figura 4.1 se muestra el esquema de conexiéon entre el controlador LQR y la
planta. En dicho esquema se ha agregado el bloque K, denominado ganancia de pre-

alimentacion, para mantener un determinado estado del sistema una vez alcanzado el

régimen estacionario, mediante una entrada de referencia r(k).

Sistema Planta - Actuador

r(k) » ulk) | x(k+1) = Gx(k)+Hu(k) | Y)
% y(k) = Cx(k)+Du(k) ’

x(k)

K |«

Controlador
LQR

Figura 4.1: Esquema del sistema con el controlador LQR.
Con la inclusién de la matriz K, la dinamica completa del sistema en lazo cerrado,

mostrado en la Figura 4.1, queda definida segun:

x(k+1) = (G-HK)x(k)+HK r(k) (4.7)
y(k) = (C-DK)x(k)+DK_r(k) (4.8)

siendo la sefial de control:
u(k) =-Kx(k)+K,r(k) (4.9)

La expresion que relaciona a K, se obtiene del analisis del sistema en estado

estacionario cuando k£ — o y r(«) =y(). Considerando esto, de las ecuaciones (4.7) y

(4.8) se obtiene la siguiente expresion:
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r(o) = [(C—DK)(I—G—HK)"H+D]K0r(oo) (4.10)

En un caso general, debido al orden de las matrices, no es posible continuar
simplificando la expresion (4.10) con matrices inversas. Sin embargo, si se utiliza el
concepto de matriz pseudoinversa es posible proseguir [11].

Asi, si se define la matriz:

F = (C-DK)I-G-HK)'H+D
la expresidn para la ecuacion (4.10) toma la forma:
r(@) = FK,r(w)

siendo K, la matriz pseudoinversa de F definida como:

(4.11)

4.1.2 Observador de estados de orden minimo

El disefio de un observador de estados es necesario cuando no se cuenta con
sensores para medir todas las variables de una planta o cuando las mediciones de los
sensores no son confiables. Un observador de estados se puede denominar:
= Observador de orden completo si estima todas las variables de estados.
= Observador de orden reducido si estima algunas de las variables de estados.
= Observador de orden minimo si estima las variables de estado que no se miden.

En el presente estudio es necesario disefiar un observador de orden minimo para las
estimaciones de las velocidades del carro y de la varilla. Por ello, a continuaciéon se
presenta un estudio detallado del disefio de dicho observador. Es recomendable referirse
al Anexo A para una mejor comprension de la idea de disefo, puesto que este se realiza
por comparacion con uno de orden completo.

Para comenzar con el disefio de un observador de orden minimo se debe se separar al

vector de estados x en dos partes: una parte medible x,, y otra estimada x, ([6], [10))°.
(4.12)

de tal forma que la dinamica, definida por las ecuaciones (2.39) y (2.40), quede

representada como:

(4.13)

En las citas se explican disefios particulares de observadores en tiempo continuo. En el presente estudio se desarrolla un
disefio general en tiempo discreto.
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x (k)

Ky=[1 of " 4.14
y( =| ]L(k)] (4.14)
En la ecuacion (4.14), el vector de salida y es igual a la parte medible x, porque

corresponde a la medida directa de los sensores. De la ecuacion (4.13) se obtienen las

ecuaciones que describen la dinamica de los elementos estimados y medibles:

(4.15)
xlll(k + I ) = GI"IN xl!l(k)+ G"lr? xc’(k ) + lll’lll(k) (4 1 6)
Si se reordenan las ecuaciones (4.15) y (4.16) de la siguiente manera:
(4.17)
xlll(k + I )_ GIMIM x/n(k ) - Hl)lll(k) = Glllu x(’(k) (4 1 8)

PARTE MEDIBLE

es posible establecer analogias entre las ecuaciones (4.17), (4.18) y la dinamica del

observador de orden completo (ver Anexo A) segun se muestra en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Analogias entre observadores.

Observador de Orden Completo Observador de Orden Minimo
X(k) x, (k)
G G,
Hu(k) G, x, +H u(k)
y(k) X, (k+1)-G, x, (k)—H u(k)
C G,

Si se reordena la ecuacion (A.3) de x(k +1) en la siguiente forma:
X(k+1)=(G-K,C)x(k)+Hu(k)+ K,y(k)
y se reemplazan las analogias de la Tabla 4.1, la dinamica del vector estimado es:

X, (k+1)=(G,-K,G,. )X (k)+G
+K,(x,(k+1)-G

cmxm(k) + Heu(k)

(4.19)
(k)= H u(k))

mm x m

donde, en este caso, el orden de K, debe ser tal que permita la operacion con G,,.. Si

se agrega K x (k+1) a ambos lados de la ecuaciéon (4.19), esta ecuacion se reordena

e " m

en la forma siguiente:
X, (k+D)=-Kx,(k+1)=(G,,-K,G, ) (X.(k)-K x,(k))
+(G..-K.G,.)K,+G,, -K.G,, |x, (k)
+(H, -K_H,, )u(k)

(4.20)

aom
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y si se define el vector (k) en la forma:

el vector estimado para dicho vector es:
(4.21)
la ecuacion (4.20) queda expresada en la forma:
ik+D)=(G. -K.G,,)nk)
+[(G..-K.G,.)K,+G,, -K,G,, |x, (k) (4.22)
+(H, -K.H,, )u(k)
De esta manera, las ecuaciones (4.21) y (4.22) definen la dinamica del observador de
orden minimo.

Si se define el vector de error de estimacion &, como:

S (k) =x, (k) - X, (k) =n(k)—-n(k) (4.23)
la dinamica de dicho error se obtiene restando las ecuaciones (4.17) y (4.19), lo cual da

como resultado:
g (k+)=(G,. -K.,G,,)&, (k) (4.24)
Asi, de la ecuacion (4.24) se puede notar que el problema de disefio del observador se
reduce a encontrar la matriz ganancia del observador K, y para esto pueden emplearse

los conceptos de ubicacion arbitraria de polos y de sistema dual.
Para analizar el efecto del observador de orden reducido en conjunto con el

controlador LQR, se debe considerar que ahora la ley de control tiene la forma:
u(k) =-Kx(k) (4.25)

siendo el vector de estado estimados:

(4.26)

Entonces, de las ecuaciones (4.23), (4.25) y (4.26) la dinamica del vector de estados
queda definida por la ecuacién siguiente:

la cual puede ser reordenada de la siguiente manera:

0
x(k +1) = Gx — HKx(k) + HK{ _______ } (4.27)
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Sila matriz K es dividida en dos partes, de modo que una de ellas se denomine parte

medible K, _, y la otra parte estimada K _, en la forma siguiente:

est !

(4.28)

y se consideran las ecuaciones (4.24) y (4.27), se obtiene la ecuacion matricial que

describe la dinamica del sistema de control realimentado y estimado con un observador

|:x(k+1)} {G—HK HK }[x(k)}
= (4.29)
g, (k+1) 0 G,-KG, &k

Asi, de la ecuacién (4.29) se observa que la ecuaciéon caracteristica del sistema de

de orden minimo:

control tiene la siguiente forma:
(4.30)

y, por tanto, los polos escogidos para el observador de orden minimo no afectan a los
polos del controlador y la recomendacion de disefio para el observador es que su
respuesta sea mas rapida que la del sistema de control.

Para graficar el esquema del observador de orden reducido es necesario definir las

matrices:

GOB = Gee _KeGme

H()B = G()BKe +Gem - KeG i (431)

mm

de modo que al reemplazar las matrices (4.31) en la ecuacion (4.22), dicha ecuacion

quede expresada en la forma siguiente:
Nk +1) =G k) +H,,x,, (k) +F,u(k)
Ademas de la definicion en la ecuacion (4.21), se puede definir al vector de estados

estimados Q en la forma:

K

[

0 I
donde, las matrices [I] y [ :| permiten realizar la transformacion de 1 a x.

En la Figura 4.2 se muestra el esquema completo del sistema de control en donde,

ademas, se muestra el bloque K, o ganancia de pre-alimentacion definido por la matriz

en (4.11).
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y(k)=x,,(k)
>

I I !
0 Observador de orden minimo:

éontrolador - —
LQR :
1

Figura 4.2: Esquema completo del sistema de control.
4.1.3 Dinamica del sistema de control con entrada de referencia
La dinamica del sistema de control con una entrada de referencia se determina a partir
de la ecuacion de estado:
x(k+1) = Gx(k)+Hu(k)
y considerando como senal de control a:
u(k)=-Kx(k)+K r(K)
Asi, de las definiciones de K, x(k), &, (k), x(k) y K, definidas en las ecuaciones

(4.11) (4.12), (4.23), (4.26) y (4.28) respectivamente, la ecuacidén del vector de estados
queda definida segun:

x(k+1)=(G-HK)x(k)+ HK & (k) + HK r(k)

est
y considerando, ademas, la dinamica del vector error &, (k) definida en la ecuacion (4.24)
se define un sistema de control ampliado cuya dinamica es descrita por la siguiente
ecuacion matricial:
x(k+1) G-HK
[ae(kn)}:[ 0
donde, 0 son matrices nulas que permiten completar los érdenes de las matrices de

estado ampliado.
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4.2 Disefio del sistema de control

El disefo del sistema de control 6ptimo digital para el control de posicién del péndulo
invertido, que consiste de un controlador 6ptimo LQR y de un observador de estados de
orden minimo, se realiza con el programa Pendulolnvertido.m desarrollado a partir de la
dinamica definida por las matrices en las ecuaciones (2.41) y (2.42) de la seccién 2.2.6.
4.2.1 Disefo del controlador optimo LQR

De acuerdo con lo mencionado en la seccién 4.1.2, la matriz ganancia de
realimentacion K se obtiene resolviendo la ecuacion de Riccati, definida en la ecuacién
(4.6), con un procedimiento iterativo, el cual necesita que se determinen previamente las
matrices de ponderacion Q y R cuyos valores se escogen arbitrariamente pero teniendo
presente que dicha eleccién significa un compromiso entre el rendimiento del sistema y
los esfuerzos por controlarlo.

Asi, las matrices Q y R escogidas son las siguientes:

(300 0 0 0

0 10 0 O
= (4.32)

0O 0 1 0

0 0 0 1
R =[10]

y la matriz ganancia calculada es la siguiente:
K= [—4.7054 9.3000 0.0980 2.7882] (4.33)

La matriz de pre-alimentacion K, definida por la ecuacion (4.11), es calculada como:
K, =[-4.7054 0]
Por tanto, la sefial de control u(k) definida por la ecuacién (4.9) queda determinada

como:

u(k)=—[-4.7054 9.3000 0.0980 2.7882]x(k)+[-4.7054 O]r(k)

En el caso del péndulo invertido, La matriz K, permite que, en estado estacionario, el
carro siempre vaya a una posicion determinada mediante la entrada de referencia r(k).

Esto es importante debido a la limitada longitud del riel.

4.2.2 Diseio del observador de orden minimo

El péndulo invertido propuesto es un sistema de orden 4 que solo cuenta con sensores
para las medidas de la posicion del carro y del angulo de la varilla. Por tanto, se requiere
disefiar un observador de estados de orden minimo, e igual a 2, que estime los valores

no medibles de las velocidades del carro y de la varilla.
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A partir de la forma de la dinamica definida en la ecuacién (4.13) y de las matrices G y
H definidas en las ecuaciones (2.41) y (2.42), se determina el siguiente conjunto de
matrices medibles y estimables:

G =l 3.293x10™
0 1.0051

G | 00285 2816x10°
" 10.0015  0.0300

[0 0.0216
“ 10 03413

G _[0:9037 2.963x10™
“ 01032 1.0045

[0.0013
" 10.0015

0.0869
H, =
0.1028
El disefio del observador se realiza mediante la ubicacion arbitraria de polos,
considerando que su respuesta debe ser mas rapida que la del sistema controlado a fin
que la estimacién de valores suceda rapidamente.

Por tanto, es necesario determinar los polos del sistema controlado, los cuales se

obtienen a partir de la matriz G —HK y con ayuda el comando eig de Matlab, en la forma

siguiente:
eig(G -HK)=
0.8931+0.0604i
=0.8931-0.0604i (4.34)
0.9171
= 0.9071

A partir de los polos del sistema controlado determinados en (4.34), se pueden
escoger como polos del observador a z,=0.2 y z,=0.3 a fin que la respuesta del
observador sea mas rapida que el sistema controlado. Asi, se forma la siguiente matriz

de polos:
P=[0.2 0.3] (4.35)
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de modo que la matriz K, se pueda determinar usando el concepto de sistema dual y el

"G _T,P)" (ver[11]), cuyo resultado es:

ee me 2

comando place, en la forma K, = place(G

(4.36)

¢

[24.665 0.0076
"12.3256  23.4522

Por tanto, las matrices G,,, C,, y H,,, definidas en (4.31) se calculan como:

0.2 ~5.83x107"
Gy = 17
| —4.16x10 0.3
[-19.7324  0.0074
H()B =
| -1.6279  -16.1959

0.0542
Fon = {0.0641]

Todos estos resultados permiten terminar el disefo del observador de orden minimo
cuyo esquema se muestra en la Figura 4.2.

Es importante recordar que la matriz G, =G, - K_,G,, define la dinamica del error
de estimacion y los elementos de su diagonal principal corresponden a los polos
escogidos 2z, =0.2 y z,=0.3, cuyos valores deben hacer que los errores en las
estimaciones de las velocidades del carro y de la varilla decaigan rapidamente a cero.

4.3 Simulacion de la dinamica del sistema de control

Para la simulacién de la dinamica del sistema de control 6ptimo se definen las

siguientes matrices:

' (4.37)

0

HK,
HOB,, =

y para analizar la respuesta del sistema, mediante la visualizacion de los vectores de

estados, las matrices de la ecuacion de salida se redefinen de la siguiente forma:

DOB_, =0,,

min

Asi, las matrices expresadas en (4.37) son calculadas como:



34

[1.0062 -0.0120 0.0284 -0.0037  —0.0001 0.0037
0.0071  0.9910 0.0014 0.0258  —0.0001 0.0042
Gop | 04088 -0.7863 08953 -02419  -0.0085 0.2422
™ 10.4837 -0.6146 0.0932 0.7180  -0.0101 0.2866
0 0 0 0 0.2 ~5.83x107"
|0 0 0 0 —4.16x107" 03 |

[_0.0062 1.52x107%]
—0.0071 1.75x107'®
—0.4088 100x10™'®

l_I()l;min =
-0.4837 0
0 0
0 0

En la Figura 4.3 se muestra el esquema del sistema controlado y observado para la

simulacion, en donde el vector de estados que ahora se considera, es un vector ampliado

en la forma i(k)=[x(k) ée(k)]lr a fin de incluir al error de estimacion. La entrada de

referencia r(k) es un vector nulo 0, , que permite mantener en estado estacionario los

estados x=0my 6=0°.

r(k) — 1 Mk) ——— yY(K)
e o) —_— Z COB_[|m——pp-

'[__

Figura 4.3: Esquema del sistema péndulo invertido controlado y observado.

En la Figura 4.4 se muestra la simulacion de la respuesta del sistema de control 6ptimo
disefado cuando el carro se encuentra al lado izquierdo del riel con la varilla inclinada

hacia la izquierda y cayendo con cierta velocidad. Dicha situacion se especifica con las
condiciones iniciales x=-0.45m, 8 =20° (0.35rad), x=0m/s, y 6 =0rad/s, las cuales
se representa con el vector de estados real x=[-0.45 0.35 0 0].

Las condiciones iniciales para las variables estimadas son nulas y se considera un

error de estimacion inicial &,(0)=[-11]". Asi, las condiciones iniciales del vector de

estados ampliado son X(k)=[-0.45 0.35 0 0 —1 1]’ y la grafica de posicion indica que
el carro llega a x=-0.717m; es decir, casi hasta el extremo izquierdo en x=0.75m.

Dichas condiciones iniciales plantean una situacién extrema de funcionamiento.
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En la Figura 4.5 se muestra la grafica del vector error de estimacién, cuyos
componentes son e, y e; que corresponden a los errores en las estimaciones de las
velocidades del carro y de la varilla respectivamente. De las graficas puede notarse que
el error de estimacion decae rapidamente a cero en aproximadamente en 0.2 s., lo cual

demuestra la rapida respuesta del observador de orden minimo.

En las Figuras 4.6 y 4.7 se comparan las graficas de la velocidad real y estimada del

carro y de la varilla respectivamente, para las condiciones iniciales establecidas por x(0).

Las graficas reales se obtienen simulando un sistema de control basado solamente en el
controlador LQR asumiendo que todas las variables del sistema son medidas.
En la Figura 4.8 se muestra la sefal de control u(k) obtenida con el vector de estados
estimado y en la Figura 4.9 se la compara con la senal de control real.
1

0.5 .
§ 0 =——— - S =
»
18] a
8 0.5
(/2]
Q
2 4 E
§ Y=-0.71722 ———— x1:Posicién real del carro

15 * —— x2:Medida real de angulo de la varilla

o —— x3:Velocidad estimada del carro
- x4:Velocidad angular estimada de la varilla
-2 i i : .
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (s)

Figura 4.4: Simulacién de la respuesta del sistema de control éptimo.

9\t

0.5

b
-

Vectores de Error de Estimacion
o

-0.5
e1:Eror en la estimacion de la velocidad del carro
-1 - —— e2.Error en la estimacién de la velocidad de la varilla
O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tiempo (s)

Figura 4.5: Simulacién de la dinamica del vector error de estimacion.
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0.5
a Velocidad real del carro
T S St Velocidad estimada del carro |
e Error
15
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Figura 4.6: Comparacién entre la velocidad real y estimada del carro.

0.5
o, Ki.,.
0y # f«-._.-._._._._::-.-,r
|4
0.5 .
i
-1
| —— \/elocidad real de la varilla
A5 Velocidad estimada de la varilla |
Tl Error
2 i _
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (s)

Figura 4.7: Comparacion entre la velocidad real y estimada de la varilla.

2

2
4
Voltaje aplicado al motor DC
6
0 1 2 3 4 5 6
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Figura 4.8: Voltaje de control obtenido.
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(V)

4 Voltaje de control real
----- Voltaje de control obtenido
el Error

6

0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (s)

Figura 4.9: Comparacion del voltaje de control obtenido con el real.

De esta manera, la simulacion realizada muestra que el control de posicién del péndulo
invertido se establece en menos de 3 s. con sobre-picos normales en las variables del
sistema y con un voltaje de control dentro del rango de [-12; 12].

En el capitulo VI se analizan otras respuestas del sistema de control 6ptimo al hacer

variaciones de algunos de los parametros de disefio.



CAPITULO V
DISENO Y SIMULACION DEL SISTEMA DE CONTROL DIFUSO

En el presente capitulo se muestra el disefo y la simulacion del sistema de control
difuso que permite controlar la posicion del péndulo invertido. Dicho sistema de control se
desarrolla a partir de los datos provenientes de los sensores de posicidn y de medida
angular; y del conocimiento experto del funcionamiento del péndulo invertido. Con esta
informacion y usando légica difusa se elabora un algoritmo de control al cual se le
denomina controlador difuso.

5.1 Fundamento teérico
5.1.1 Laldgicay el control difuso

La légica difusa fue desarrollada como una forma de procesar informacidén imprecisa o
incompleta en base al concepto de conjunto difuso propuesto por el profesor Lotfi Zadeh
de la Universidad de California en Berkley en 1965.

La légica difusa permite realizar un razonamiento o inferencia en forma similar a como
las personas manejan las informaciones en su vida cotidiana. Por ejemplo, cuando se
dice: “hace mucho calor” o “el autobus va muy rapido”, las palabras “mucho” o “muy
rapido” no dan valores exactos sobre la temperatura o la velocidad. Incluso dichos
valores pueden ser diferentes de persona a persona. Sin embargo, dichas informaciones
son suficientes para que las personas evaluen y decidan algo dentro de un contexto.

Por ejemplo, si se sabe que:
= “hace mucho calor” entonces “no usamos un abrigo”.
= “hace mucho frio” entonces “usamos un abrigo”.

Es asi, que en base al concepto de légica difusa, el profesor Ebrahim Mamdani de la
universidad de Londres desarrolla entre los anos de 1972 y 1974 el primer sistema de
control difuso para el control de una pequeia maquina de vapor que consistia de una
caldera y un motor. El objetivo de control consistia en mantener constante la presién en la
caldera y la velocidad del motor mediante la asignacion de calor a través del cierre o
apertura de una valvula.

El algoritmo de control desarrollado por el profesor Mamdani se basaba en un conjunto
de reglas heuristicas o difusas sintetizadas a partir de la experiencia de los operadores

de la planta en el manejo del sistema caldera-motor.
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5.1.2 Conceptos basicos

A continuacién se presenta una breve descripcion de los conceptos fundamentales

para establecer un proceso de inferencia difusa. Para mayores detalles referirse a [12].

a. Conjunto difuso

Un conjunto difuso se define como un conjunto de pares ordenados en la forma:
A= {(x,pA(x))/x eU}

donde, u,(x):U — [0,1] se denomina funcion de pertenencia y asigna un valor entre O y

1 a cada elemento x y con ello se determina el grado de pertenencia de dicho elemento

al conjunto 4. U es el conjunto universo y se denomina universo de discurso porque
esta conformado por variables linglisticas o palabras. Asi, un conjunto difuso permite
describir matematicamente conceptos imprecisos como: mucho calor, muy rapido, etc;

asignandoles ciertos valores de pertenencia.
b. Funcion de pertenencia
Una funciéon de pertenencia u,(x) puede ser cualquier tipo de funcién matematica.

Sin embargo, para el calculo computacional, es conveniente usar funciones simples como

formas triangulares o trapezoidales como se muestra en la Figura 5.1.

0 x<a 0.8
x—a
/n—a a<x<m 0.6
#A(x):<b
_xb—m m<x<b 04
0 x2b 0.2
o m b
1
0 x<avx>d 08
x—a
e af a<x<b 06
5 1 b<x<c w
d—x
/d—c c<x<d 02
Oa b c d

Figura 5.1: Tipos de funciones de pertenencia.



40

c. Operaciones con conjuntos difusos

Las tres operaciones basicas con conjuntos difusos son la unién, la interseccién y el
complemento.

* Union: AU B=> i, =max {u,(x), 4y (x)}

Interseccion: AN B=> yu,, = min{u,(x), 4, (x))}

Complemento: A'= pu,. =1-pu,

d. Regla difusa Si-Entonces

Una regla difusa es una proposicion légica de la forma Si— Entonces . La estructura
mas simple de una regla difusa tiene una sola variable de entrada y una sola variable de
salida. Sin embargo, y por lo general, la estructura tiene varias entradas conectadas a
través de conectivos légicos (and, or y not) y puede tener varias salidas; denominandose
antecedente al conjunto de variables de entrada y consecuente al conjunto de variables
de salidas. Este tipo de estructura conforma una regla del tipo Mamdani y un ejemplo de
ella se muestra en la Figura 5.2.

Regla:

Si la entrada 1 es baja y la entrada 2 es baja Entonces la salida es alta

\ v }\Y)

Antecedente Consecuente

Figura 5.2: Regla difusa del tipo Mamdani.

5.1.3 Sistema de control difuso
Un sistema de control difuso realiza inferencias a partir de una base de conocimientos.
Dichas inferencias permiten tomas de decisiones durante el funcionamiento de un
sistema o planta. Es decir, un sistema de control difuso debe generar acciones de control
sobre un proceso a partir de un conjunto de reglas de inferencia. La estructura general
para el disefio de un controlador difuso se muestra en la Figura 5.3. A continuacion se
describe brevemente cada etapa de disefo.
= Base de conocimiento: que esta compuesta por un conjunto de reglas difusas
sintetizadas a partir de una base de datos que contiene la informacién relativa del
sistema. Dicha base de datos permite definir las funciones de pertenencia a utilizar.
= Interface de fuzzificacion: proceso que utiliza las funciones de pertenencia para
asignar valores de pertenencia, entre cero y uno, a los valores reales de una variable

de entrada proveniente de algun sensor.



41

= Mecanismo de inferencia: calcula los diferentes niveles de pertenencia
proporcionados por la interface de fuzzificacién y en base al conjunto de reglas ya
definidas se generan valores difusos (conjunto difuso).

= Interface de defuzzificaciéon: proceso que convierte al conjunto difuso proporcionado
por el mecanismo de inferencia, en un unico valor de salida real que pueda ser

utilizado por los actuadores del sistema.

Controlador Difuso

B
E Mecanismo -
iz de  pf Entrada Salida
i | 2 Inferencia 2
i = M Sistema y(t>)
iy f A i i (Planta)
. 1 f
3 !

a c

c a

i Base de c

6 ¥ Conocimiento ™ i

n (¢}

n

Figura 5.3: Estructura general de un controlador difuso.

5.1.4 Principales controladores difusos

Los principales controladores difusos que se disefan son del tipo Mamdani o del tipo
Takagi—Sugeno. Por lo general, se disefa un controlador difuso del tipo Mamdani cuando
no se tiene un modelo matematico que describa la dinAmica de la planta o sistema a
controlar. En cambio, si se cuenta con el modelo matematico de la planta se puede
disenar un controlador difuso del tipo Takagi—Sugeno.

En la Figura 5.4 se muestra el esquema de operaciéon de los controladores en donde,
por ejemplo, el tipo Mamdani hace la defuzzificacién usando los principios de minimo,
maximo o centroide del area; y el tipo Takagi—-Sugeno hace la defuzzificacion usando un
método de ponderacion de unas funciones establecidas a partir del modelo matematico
de la planta.

5.1.5 Fuzzy Logic Toolbox

Una vez definidas las funciones de pertenencia y las reglas difusas, la tarea de diserio,
edicion y observacion del sistema de control difuso se puede hacer con herramientas
graficas. De esta manera, en el presente estudio se utiliza el Fuzzy Logic Toolbox de
Matlab. Por tanto, es recomendable referirse al Anexo B para una rapida introducciéon en
el uso de dicha herramienta. Para mayores detalles revisar la ayuda online [13] o la

ayuda interna del programa.
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- ( CON SECUENT_ES )

‘ TIPOMAM Dm (TIPO TAKAGI-SUGENO)

ENTRADAS

(— FUZZIFICACION

( DECI SI ON J
\ \/

(pEFUZZIFICACION )

Centroide del aw
SALIDA SALIDA

Figura 5.4: Algoritmos difusos Mamdani y Takagi—Sugeno.

5.2 Diseiio del sistema de control difuso

En el presente estudio se disefia un controlador difuso del tipo Mamdani basandose
unicamente en la forma de operacidn o conocimiento experto del sistema péndulo
invertido y en los datos proporcionados por los sensores, sin la necesidad de tener un
modelo matematico del sistema. Asi, las entradas al sistema de control son los datos de
los sensores de posicidon y de la medida angular; siendo la salida del sistema el voltaje de
control del motor DC.
5.2.1 Funciones de pertenencia y reglas difusas

En la Figura 2.1 se establecié un sistema de referencia con respecto al cual una
variable puede ser positiva, negativa o cero. Asi, se consideran 5 funciones de
pertenencia: Positiva Grande (PG), Positiva Pequena (PP), Cero (Z), Negativa pequeia
(NP) y Negativa Grande (NG); con las cuales se establecen situaciones de
funcionamiento del péndulo invertido, teniendo en cuenta que el movimiento del carro
debe ser opuesto a las condiciones de las variables que hagan caer la varilla.

Asi por ejemplo, supéngase la situacion mostrada en la Figura 5.5 donde se considera
que x es PPy @ es NG. Esta situacion debe provocar que el voltaje de control aplicado

al motor DC permita mover al carro rapidamente aun mas a la derecha para evitar la
caida de la varilla, entonces V,, debe ser PG.

De esta manera, considerando que cada variable tiene 5 funciones de pertenencia, el

conocimiento experto del sistema se sintetiza en 5x5=25 reglas difusas. Cada una de
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las reglas tiene por antecedentes a las variables de entrada x y @; y por consecuente a

la variable de salida V. El conjunto de las 25 reglas difusas es resumido en la Tabla 5.1.

m

Las funciones de pertenencia consideradas son del tipo triangular y sus rangos de
operacion dependen de la variable del sistema a la que estén asociadas. Asi, dichos
rangos de operacion se establecen teniendo en cuenta los rangos de las variables del
sistema, los cuales se muestran en la Tabla 5.2.

Para la implementacion de la reglas y de las funciones de pertenencia se hace uso de
Fuzzy Logic Toolbox, siguiendo el procedimiento descrito en el Anexo B. En las Figuras
56, 5.7 y 5.8 se muestran las variables del sistema y sus respectivas funciones de
pertenencia. Con todo esto se termina el disefio del controlador difuso cuyo programa se
denomina ControladorDifuso.fis.

Antecedentes:
x =PM
0 =NG
Consecuente:
vV, =PG

|
! X 1

Figura 5.5: Andlisis del funcionamiento del sistema péndulo invertido en una situacién
particular de movimiento.

Tabla 5.1: Conjunto de reglas difusas.

Variable &

NG NP 2 PP PG

NG PG PP Y4 NP NG
x

© NP PG PP z NP NG
8

B z PG PP z NP NG
5=

PP PG PP z NP NG

PG PG PP z NP NG




Tabla 5.2: Rangos de las variables del sistema.

Variables Descripcion Rango
Entradas: i )
X Posicion del carro con respecto al eje horizontal [-0.5;0.5] m.
0 Angulo de la varilla con respecto al eje vertical [-0.35;0.35] rad
Salida:
v, Voltaje de control aplicado al motor DC [-9;9]V.

Funciones de pertenencia
1 NG PG
0.8
0.6
0.4

0.2

Grado de pertenencia

0 _—_—

05 04 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

Figura 5.6: Funciones de pertenencia para la variable de entrada — Posicién x.
Funciones de pertenencia

0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03
Theta

Figura 5.7: Funciones de pertenencia para la variable de entrada - Medida angular 6.
Funciones de pertenencia

NG PG
.© 1
(8]
T o8
8 o8
2
T 06
Q.
(0]
g 04
o
T 02}
ol
O
8 6 4 2 0 2 4 6 8
vm

Figura 5.8: Funciones de pertenencia para la variable de salida - Voltaje de control V.
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5.3 Simulacion de la dinamica del sistema de control difuso

La simulacion del sistema de control difuso se realiza con el programa
PenduloControlDifuso.mdl, elaborado en Simulink, cuyo esquema es mostrado en la
Figura 5.9 y en donde se consideran como entradas al voltaje de control y a una
perturbacion tipo impulso aplicada a la varilla, y como salidas a las medidas de los
sensores de posicién y de medida angular.

Asi, en el esquema del programa mostrado, el controlador se representa mediante un
bloque de funcion llamado Controlador difuso con visor de reglas, el cual permite la carga
del programa ControladorDifuso.fis y la visualizaciéon de las reglas durante la simulacion.
En tanto que el bloque denominado Sistema Péndulo Invertido consiste de dos sub-
bloques internos que emulan al sistema fisico péndulo-actuador y que fueron
desarrollados con las ecuaciones no lineales (2.11) y (2.27). El esquema del sub-bloque

referente al péndulo se muestra en el Anexo D.

Sistema Péndulo Invertido

Angulo
Impulso

Voltaje de Control Posicion

—— 1
Controlador Difuso
con visor de Reglas

Figura 5.9: Esquema en Simulink del sistema de control difuso.

En la Figura 5.10 se muestra el algoritmo de control que permite realizar el proceso de
inferencia, de fuzzificacion y defuzzificacidon, mediante la base de conocimientos y el uso
de las 25 reglas difusas definidas en la Tabla 5.1.

Asi, en la figura 5.10, cada bloque denominado Regla tiene un esquema interno que
usa el método and-min, para combinar los valores de pertenencia en la parte antecedente
y generar la fuerza de disparo de cada regla; y el método implicacién-min para generar
los consecuentes difusos respectivos. Una vez que se han determinado todos los
consecuentes difusos, se emplea el método de agregacién max para generar un unico
conjunto difuso de salida, sobre el cual se realiza el proceso de defuzzificacién basado en
el método area del centroide o COA por ser siglas de Center Of Area.



Método de agregacion
|

Defuazificacién l

Centroide l

Funcién
de
C

(salida)

vm

Figura 5.10: Algoritmo de control y proceso de inferencia difuso.
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En la Figura 5.11 se muestra la simulaciéon de la respuesta del sistema de control
difuso ante una perturbacion tipo impulso. Puede notarse que el control de posiciéon del
péndulo se establece en menos de 4s, con un voltaje de control dentro del rango de [-9;9]
y dentro de la longitud del riel en el rango [-0,75;0,75].

e Angulo de la varilla (theta)

0.06 |
0.04
0.02
0 T nar— ——
-0.02

-0.04| U

-0.06
0

Medida angular (rad)

1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Posicion lineal del carro (x)

-0.05

Distancia (m)
)

-0.15 | U

0.2
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)
Voltaje de control (Vm)
3
2
b
L
0 P
4 U i -
2
2 1 2 3 4 5 6

Tiempo (s)
Figura 5.11: Respuesta del sistema de control difuso ante una perturbacion tipo impulso.

En el capitulo VI se analizan otras respuestas del sistema de control éptimo al hacer

variaciones en los rangos de las funciones de pertenencia.



CAPIiTULO VI
PRESENTACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

En el presente capitulo se analizan las respuestas del sistema péndulo invertido con
los sistemas de control 6ptimo digital y de control difuso disefiados en los capitulos IV y
V, respectivamente. En las simulaciones realizadas se modifican algunos parametros de
disefio para observar como varia la respuesta del sistema de control.

6.1 Sistema de control 6ptimo digital

El sistema de control 6ptimo digital disefiado consiste de un controlador 6ptimo LQR y
de un observador de estados de orden minimo cuyos principales parametros de diseio
son sus matrices ganancias K y K, , respectivamente. En la secciéon 4.2.1 se definié la
matriz K en la ecuacién (4.33) y K. en la ecuacion (4.36). En esta seccion se modificaran
dichos parametros a fin de analizar diferentes respuestas del sistema de control.

6.1.1 Regulador 6ptimo LQR

En la seccion 4.1.2 se menciond que la eleccion de los valores de las matrices de
ponderacién es arbitraria, pero teniendo presente que dicha eleccion significa un
compromiso entre el rendimiento del sistema y los esfuerzos por controlarlo puesto que la
matriz Q tiene una influencia directa en el tiempo de establecimiento y la matriz R en el

voltaje consumido. Esto resulta evidente si se realiza una simulacién con las siguientes

matrices:
20 0 0 0
_ 0O 10 0 O R =[]5]
1o 0 1 0 :
0O 0 01

y con las mismas condiciones iniciales para x(0)y x(0) utilizadas en la seccion 4.2.4.

Los resultados de dicha simulaciéon se muestran en las Figuras 6.1 y 6.2, en donde se
comparan con los resultados obtenidos en la simulacion de la Figura 4.7. Dicha
comparacion permite observar que el voltaje de control es mas pequeno cuando se usan
las matrices Q; y R; pero el sistema se estabiliza en mas del doble de tiempo, en
aproximadamente 7s. Esto sucede porque los bajos pesos escogidos para los sensores

de posicion y de medida del angulo hacen que los estados correspondientes sean menos
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sensibles dentro del sistema. Es importante notar que la sensibilidad del sensor de
posicion debe ser mucho mayor por la limitacion de la longitud del riel, por ello se escogio
el valor de la matriz Q como se indica en (4.32). En cuanto a R, un mayor valor permite
también reducir el voltaje de control pero incrementa el tiempo de establecimiento.

Respuestas del sistema de control

© 05
3 ! uf QyR
8 0 —
S s -'*
3 —— Posicidn real del carro
S 4 J Medida real de angulo de la varilla
E: —— Velocidad estimada del carro
15 4 ——— Velocidad angular estimada de la varilla |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0.4
s € a
@ 02
0
© 0 J .l
b 0.2
o e —— Posicion real del carro
.3 0.4 Medida real de angulo de la varilla
g -0.6 = —— Velocidad estimada deil carro .
Velocidad I . )
-0.8
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tiempo (s)

Figura 6.1: Comparacion de la respuesta del sistema de control éptimo para diferentes
valores de las matrices de ponderacion Q y R.

Voltajes de control obtenidos

2
1 .
g
0
=14 Q R
2 y
-3
-4 = .
—— Voltgjedecontrol
5! I
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
|
Q0
8 Q1yR1
©°
>
V;Ilra'je ;ie cd;{lrol '
4 5 6 7 8

Tiempo (s)
Figura 6.2: Comparacion del voltaje de control obtenido para diferentes valores de las
matrices de ponderacién Qy R.
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6.1.2 Observador de estados de orden minimo
En la seccion 4.2.3 se determind un valor adecuado para la ganancia K, del

observador de orden minimo en base a polos definidos en (4.36). Dichos polos permiten
que la respuesta del observador sea mas rapida que la del sistema controlado, lo cual es
fundamental para que las estimaciones sean realizadas rapidamente y para que el error
de estimacién decaiga a cero en el menor tiempo posible.

Para comprobar ello, ahora se escogen unos polos que estén préximos a los polos del
sistema controlado, de manera que la respuesta del observador sea lenta. Asi, se define
la siguiente matriz de polos:

P, =[0.85 0.95] (6.1)
la cual permite obtener la siguiente matriz ganancia:
1.8841 0.0097
g T (6.2)
3.5190 1.8167

y los resultados de la simulacion realizada con los valores de las matrices (6.1) y (6.2),
bajo las mismas condiciones iniciales para x(0) y x(0) utilizadas en la seccién 4.2.4, se
muestran en las Figura 6.3 y 6.4, en donde se comparan con los resultados obtenidos en
la simulacién de la Figura 4.7.

Comparacion de la velocidad del carro

ge) Ganancias Ky Ke
g 0.5 )
‘O Matriz de polos: P
o
2 o0
S
7]
o 05 = i Velocidad real del carro
-g ------ Velocidad estimada del carro
S TN VORI  SS——"E S— error
0 1 2 3 4 5] 6
1
o Ganancias Ky Keq
S 05 :
y. Matriz de polos: P,
o} 3 .
S oy AL — e \ :
Q .l.‘ s ﬁ."‘-. .-.p-.--"""_'..
3 i, e
(7] L(‘ r . s =
Q o5 M - :
5 i W 5 Velocidad Real del Carro
*213) [ Velocidad Estimada del Carro
> 4. [ Emor de estimacion
. : : ; TR S |
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Figura 6.3: Comparacion de las velocidades estimadas del carro para diferentes valores
de la ganancia y de los polos del observador de orden minimo.



Vectores de error de estimacion

Comparacion de la velocidad de la varilla

0.5
SR |
e
Ganancias K y Ke 3 .
-1 ) Velocidad real de la varilla

Matriz de polos: P _____ Velocidad estimada de la varilla

15 sl ] vt Error de estimacion
0 1 2 3 4 5 6

©
= .
o oL,
g g
[0)
©
)
5 Ganancias K y Ke . X
g ) ———— Velocidad real de la varilla
9 Matriz de polos: P _____ Velocidad estimada de la varilla
-1.5 —————— Error de estimacion
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Figura 6.4: Comparacion de las velocidades estimadas de la varilla para diferentes
valores de la ganancia y de los polos del observador de orden minimo.
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15
0.5 Ganancias Ky Ke Ganancias K y Ke
Matriz de polos: P Matriz de nolos: P+
0 ‘{ 0 - —_——
0.5 05 )
-1 - e1:Emor eStima-ciOn velocidad del camro -1 e1:Error estimacion velocidad del carro
e2:Error estimacion velocidad de la varilla e2:Ermor estimacion velocidad de la varilla
0 0.2 0.4 0.6 08 0 05 1 15 2 25 3

Tiempo en segundos Tiempo en segundos

de la ganancia y de los polos del observador de orden minimo.

Figura 6.5: Comparacion de la dinamica del error de estimacion para diferentes valores

De las comparaciones en las Figura 6.3 y 6.4, se puede observar que una respuesta

lenta del observador provoca grandes errores en las velocidades estimadas. Esto se

debe a que el error de estimacion no decae a cero rapidamente y recién lo hace después

de 3's, como se observa en la Figura 6.5.
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6.1.3 Simulaciones adicionales

a. Con entrada de referencia no nula
En la Figura 6.6 se muestra una simulacion con las mismas condiciones iniciales para
x(0) y x(0) utilizadas en la seccién 4.2.4, pero ahora con una entrada de referencia que

situa al carro en la posicion de 0.5 m.

Respuesta del sistema de control

2

1
o
gl
8
&D’ 0 —— — —
()
°
s -1
S x1:Posicion real del carro
o D) x2:Medida real de angulo de la varilla
> x3:Velocidad estimada del carro

x4:Velocidad angular estimada de la varifla
-3 : :
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Figura 6.6: Respuesta del sistema con entrada de referencia no nula.

b. Con entrada escalén de 6 voltios

En la Figura 6.7 se muestra la respuesta ante una entrada escalén de 6 voltios y se
observa que el sistema de control é6ptimo aun responde pero con errores de estimacion
considerablemente grandes en tiempo transitorio lo cual vuelve inestable al sistema de
control. Ante una perturbacion mas fuerte el sistema ya no es controlable.

En la Figura 6.2 se muestra el error entre la velocidad real y la estimada del carro, ante
la entrada escalon, y dichas velocidades se comparan en la Figura 6.8.

En la Figura 6.11 se muestra el error entre la velocidad real y la estimada del carro, las
cuales se comparan en la Figura 6.10.

Respuesta del sistema de control
1

0.5
-8 0 —— = —— = — —
E o
W
[ wl
[} '0 5 &) —,
o
(/)] o4
g -1 - : x1:Posicién real del carro
‘8‘ x2:Medida real de angulo de la varilla
> -15 4 ' x3:Velocidad estimada del carro
—— x4:Velocidad angular estimada de la varilla
-2 L : : :
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (s)

Figura 6.7: Respuesta del sistema de control 6ptimo ante escalén de 6v.
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Figura 6.8: Velocidad real y estimada del carro ante una entrada escalon de 6v.
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Figura 6.9: Error entre la velocidad real y estimada del carro
ante una entrada escalén de 6v.
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Figura 6.10: Velocidad real y estimada de la varilla ante una escalon de 6v.
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Figura 6.11: Error entre la velocidad real y estimada de la varilla
ante una entrada escalén de 6v.
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6.2 Sistema de control difuso

El sistema de control difuso disefiado se basa en un algoritmo difuso basico elaborado
con 25 reglas difusas y con 5 funciones de pertenencia: NG, NP, Z, PP y PG. El
desempefio del sistema de control depende, sobre todo, de una adecuada definiciéon de
los rangos de las funciones de pertenencia en cada variable. En esta seccion se modifica
uno de los rangos a fin de analizar la respuesta del sistema de control.
6.2.1 Funciones de pertenencia y rangos de operacion

En la seccién 5.2.1 se definieron las funciones de pertenencia y sus rangos respectivos
para cada variable del sistema péndulo invertido. Si dichos rangos no son
adecuadamente definidos el sistema de control se desestabiliza rapidamente. En
particular resulta interesante el resultado obtenido si se amplia el rango de la funcion de
pertenencia Z asociada al voltaje. Asi, durante el disefio del controlador el rango de dicha
funciéon Z se establecié como [-0,5475; 0,5475). Ahora se amplia hasta [-0,93; 0,93] y se
realiza la simulacion respectiva cuyo resultado se muestra en la Figura 6.12. Dicho
resultado se explica porque, al considerarse como cero un rango mas amplio, el sistema
de control constantemente aplica un pequefio voltaje al motor que hace que el carro no

se detenga y con el tiempo salga del riel, volviéndose el sistema incontrolable luego de
cierto tiempo.

= Angulo de la varilla (theta
® o.1h 9 ( )
& 0.05 ', -
3
ﬂ“—
% J
g -0.05 o
2
O -0.1
= 0 1 2 3 4 5 6 7 8
, Posicion lineal del carro (x)
g -\d\
o ~%
2 .04/ T -
s :
%’ -0.6/
08, 1 2 3 4 5 6 7 8
> Voltaje de control (Vm)
T —
2V
4
0 1 2 6 7 8

4
Tiempo (s)

Figura 6.12: Respuesta del sistema de control difuso ampliando el rango de la funcién de
pertenencia Z asociada al voltaje de control.
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En la Figura 6.13 se observan graficas de superficie, las cuales muestran las
dependencias entre las variables del sistema. Dichas graficas son utiles en la etapa de
disefo porque permiten observar si ocurren cambios bruscos entre las variables durante

el proceso de control. Asi, la grafica superior (a) muestra las dependencias entre las

variables de entrada, x y €, y la variable de salida ¥, cuando el sistema de control

m
funciona normalmente segun el disefio de la seccion 5.2. Mientras que la grafica inferior
(b) muestra las dependencias de las variables en la etapa inicial de disefo antes del
afinamiento de rangos. El objetivo es conseguir superficies suaves, como la grafica
superior, puesto que ellas indican que ocurren cambios suaves entre los valores de las
variables del sistema.

-5

05 =

-5

05

X theta

Figura 6.13: Gréficas de superficies (a) cuando el sistema funciona segun el disefio de

la seccion 5.2 (b) cuando inicialmente no se establecen adecuadamente los rangos de las
funciones de pertenencia.



CAPITULO VII
PROGRAMA DESARROLLADO EN MATLAB

71 Programa fuente: Penduloinvertido.m

clear all

close all

clc

$DEFINICION DE CONSTANTES

g=9.81; $Aceleracién de la gravedad
Ts=0.03; $Tiempo de muestreo

$PARAMETROS DEL MOTOR DC DE 12 VOLTIOS

Rm=10; $Resistencia de armadura
Km=0.00147; $Constante contra electromotriz
Kt=0.0141; $Constante de torque
Jm=3.4*10"(-7) ; $Inercia del rotor del motor
bm=7*10"(-3); $Coeficiente de friccién viscosa
nm=0.66; $Eficiencia del motor
rmp=6.35*10" (-3); $Radio del pirién

$PARAMETROS DE LA CAJA DE ENGRANAJES

Kg=66; $Razdon de aumento

ng=0.70; $Eficiencia

$RELACION ENTRE EL VOLTAJE Vm Y LA FUERZA: F a*vm + b*x''
a= (nm*bm*ng*Kg*Kt) / (rmp*nm*Km*Kt+rmp*Rm*bm) ;

b= (nm*Km*Kt *ng* (Kg~"2) *Jm) / ( (rmp”"2) * (nm*Km*Kt+Rm*bm) ) ;
$DIMENSIONES DEL PENDULO INVERTIDO

M=2; $Masa del carro (kg)

m=0.4; $Masa de la varilla (kqg)

LT=0.8; ¢Longitud total de la varilla (m)

1.=0.4; $Longitud al centro de masa de la varilla (m)

Is=(m*LT"2)/3; $Momento de Inercia de la varilla

K1=7.5; $Constante de friccidén viscosa en el riel
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K2=0.0024; $Constante de friccién viscosa en la articulacioén
I=Is* (M+m-b)+ (M-b) *m*L"2;

$ELEMENTOS DE LAS MATRICES A y B
a32=(m"2*g*L"2)/I;a33=-((Is+m*L"2)*K1l)/I;a34=- (m*L*K2)/I;
ad42=(m*g*L* (M+m-b))/I;ad43=(m*L*K1) /I;ad44=-( (M+m-b) *K2) /1;
b31l=((Is+m*L"2) *a)/I;b4l=(m*L*a)/I;

SMATRICES DE ESTADO EN TIEMPO CONTINUO: A B C D

A=[0 0 1 0;0 0 O 1;0 a32 a33 a34;0 a4d42 a43 a44]
B=[0;0;b31;b4d1]

C=[1 0 0 0;0 1 0 O]

D=[0; 0]

$MATRICES DE ESTADO EN TIEMPO DISCRETO: G H C D

[GHC D]J]=c2dm(A,B,C,D,Ts, 'zoh")

3SCONDICIONES INICIALES

theta=20; $Angulo Inicial: -20°<theta<20°
thetainicial=(theta*pi)/180; $Angulo Inicial en radianes
xinicial=-0.45; $Posicidédn Inicial

X0ini=[xinicial thetainicial 0 0];

$NUMERO DE MUESTRAS Y TIEMPO PARA LA SIMULACION
N=200; k=0:N-1; t=k*Ts;

$ENTRADA DE REFERENCIA

ref=zeros(2,N); %Estados finales x=0 y theta=0
$SIMULACION DE LA DINAMICA EN LAZO ABIERTO
refl=zeros(1,N);

[Y,X]=dlsim(G,H,C,D, refl,x0ini);

$FIGURA

stairs(t,X); grid;

title ('Respuesta del sistema en lazo abierto')
$CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

MCont=[H G*H G"2*H G"3*H];rank (MCont)
NObs=[C;C*G;C*G"2;C*G"3];rank (NObs)

% DISENO DEL OBSERVADOR DE ORDEN MINIMO
$Matrices de ponderacidn:

Q=[300 0 0 0;0 10 0 0;0 O 1 0;0 O O 1];R=10;
$RESOLUCION DE LA ECUACION DISCRETA DE RICCATI
P=[0 0 0 0;0 O O 0;0 O O 0;0 O O 0O]; %Condicion de frontera
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$Matrices auxiliares
Hi=H'*P;Xi=Ts*R+ (Hi) *H; Yi=Hi*G;

K=Xi\Yi;

for i=1:500
E=Ts*Q+K'*Ts*R*K; F=G-H*K; Pit=E+F'*P*F;P=Pit;
Hi=H'*P;Xi=Ts*R+ (Hi) *H; Yi=Hi*G;

K=Xi\Yi;

end

$GANANCIA DEL CONTROLADOR OPTIMO LQR

K

$GANANCIA DE PREALIMENTACION KO
F=(C-D*K) * ((eye (4) -G+H*K) \H) +D; %Matriz pseudoinversa
KO=F'/ (F'*F)

$DINAMICA DEL SISTEMA DE CONTROL
Gl=G-H*K;H1=H*K0;C1=C-D*K;D1=D*KO;
[Y1,X1)=dlsim(Gl,H1,C1,Dl,ref,x0ini);

$FIGURA

stairs (t,X1l) ;grid;

title ('Respuesta del sistema controlado')

% DISENO DEL OBSERVADOR DE ORDEN MINIMO
Polobs=[0.2 0.3] %$Eleccion arbitraria de polos
$Matrices medibles y estimadas

Gmm=[G(1,1) G(1,2);G(2,1) G(2,2)];

Gme=[G(1,3) G(1,4); G(2,3) G(2,4)];
Gem=[G(3,1) G(3,2); G(4,1) G(4,2)];
Gee=[G(3,3) G(3,4); G(4,3) G(4,4)]:
Hm=[H(1,1);H(2,1)];

He=[H(3,1);H(4,1)];

Cm=[1 0;0 1];

Kem=[K(1,1) K(1,2)]:

Kce=[K(1,3) K(1,4)]1;

$GANANCIA DEL OBSERVADOR DE ORDEN MINIMO
Kemin=place (Gee',Gme',Polobs)"

$DINAMICA DEL SISTEMA DE CONTROL ESTIMADO CON EL OBSERVADOR
GOBmin=[G-H*K H*Kest;zeros(2,4) Gee-Kemin*Gme] ;
HOBmin=[H*KO0; zeros (2,2)];

COBmin=eye (6) ;



DOBmin=zeros (size (HOBmin)) ;

xOmin=[xinicial thetainicial 0 0 -1 17;
[Ysistema,Xsistema]=dlsim (GOBmin, HOBmin, COBmin, DOBmin, ref, xOmin) ;
$FIGURAS

stairs(t,Xsistema(:,1:4));grid;

title ('Respuesta del sistema de controlado y estimado')
stairs(t,Xsistema(:,5:6)),;grid;

title ('Dindmica de los vectores de error de estimacién')
stairs(t,X1(:,3),'r");grid;

hold on;

stairs(t,Xsistema(:,3),"'--")
stairs(t,X1(:,3)-Xsistema(:,3),"'-.")

title ('Velocidad del carro')

hold off;

stairs(t,X1(:,4)),;grid;

hold on;

stairs(t,Xsistema(:,4),'--")
stairs(t,X1(:,4)-Xsistema(:,4),"'-.")

title ('Velocidad de la varilla')

hold off;

3VECTOR DE ESTADOS ESTIMADOS

X estimado=[Xsistema(:,1:2) Xsistema(:,3:4)-Xsistema(:,5:6)];
$VOLTAJE DE CONTROL

U2=-K*X estimado'+KO*ref;

$FIGURAS

stairs(t,U2);grid;

title ('Voltaje de control aplicado al motor DC')
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

1.

Como puede observarse del desarrollo de los capitulos Il y IV, el disefio del sistema
de control 6ptimo digital, basado en el modelo matematico del péndulo invertido es
una tarea complicada de realizar en sistemas complejos. Sin embargo, esta estrategia
permite utilizar técnicas avanzadas de control, como el control 6ptimo y la estimacién
de estados, que garantizan en cierta forma un control robusto como se comprueba en
las simulaciones realizadas en el capitulo VI.

De acuerdo con el capitulo 1V, el sistema de control 6ptimo asegura el control de la
posicidon del péndulo invertido para variaciones angulares en el rango [-20°, 20°], con
un tiempo de establecimiento de aproximadamente 3 segundos y dentro de la longitud
del riel de 1.5 m.

El sistema de control difuso se desarroll6 en base al conocimiento experto del
funcionamiento del péndulo invertido y a los datos provenientes de los sensores de
posicién y de medida angular, con lo cual se elaboré un algoritmo difuso basico que
permite controlar la posicidon del péndulo invertido para variaciones angulares en el
rango de [-20°; 20°], con un tiempo de establecimiento menor a 4 segundos y dentro
de la longitud del riel de 1.5 m; como se comprueba de las simulaciones realizadas en

el capitulo VI.

Recomendaciones

1.

Una consideracion a tener en cuenta es que, en el disefio del sistema de control
o6ptimo, solo se considerd a la friccion viscosa y no la friccion seca o de Coulomb en el
riel porque dicha friccion es dificil de modelarla matematicamente. Sin embargo, de
ser necesaria la consideracion de dicha friccidn, es posible anadir su componente
cinética como un estado adicional y obtener una nueva dinamica ampliada que
disminuya el error en la respuesta del sistema.

En cuanto al disefio del observador de estados de orden minimo, su estudio puede
ser utii como introduccion al disefio de un fitro Kalman, el cual permite reducir el
impacto del ruido en los valores estimados mediante una ubicacién 6ptima de los

polos del observador.
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3. El estudio del disefio del controlador difuso puede ser util para mostrar la utilidad de la
l6gica difusa en el tratamiento de sistemas no lineales que no cuenten con un modelo
matematico que los describan, como sucede en algunas aplicaciones industriales.
También puede ser atil como una guia inicial para el desarrollo de algoritmos difusos
en el entorno de Matlab. En el caso que se requiera implementar el controlador difuso
en un procesador o microprocesador, es necesario elaborar todo el algoritmo de
control mediante una secuencia de comandos en texto llano; es decir, se debe
desarrollar el algoritmo en lenguaje Assembler o en lenguaje C. Esta tarea puede ser
simplificada con el uso del codificador de Simulink (Simulink Coder) que viene incluido
por defecto en la versién mas reciente de Matlab, a saber la versién R2011a. Dicho
codificador permite generar el codigo del bloque controlador difuso con visor de
reglas, en lenguaje C, usando los compiladores de los programas Microsoft visual C
++ y Microsoft SDK.



) ANEXO A
DISENO DE UN OBSERVADOR DE ORDEN COMPLETO
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El esquema de disefio de un observador de orden completo se basa en el esquema de

la dinamica de una planta. Asi, una planta cuya dinamica en el espacio de estados en
tiempo discreto es definida por las ecuaciones:

x(k+1) = Gx(k)+Hu(k)

(A1)
y (k) = Cx(k)

puede representarse mediante un diagrama de bloques como se muestra en la Figura

A.1. En dicha figura, se muestran también los esquemas del observador y del controlador.

y(k)

:Observador de orden completo

)

, Controlado
u(k) | 28
:
1

(k)

S R —

Figura A.1: Sistema de control incluyendo un observador de orden completo.
La idea de disefio es minimizar la sefial error de salida definida como y(k)-y(k), la
cual queda definida como:
y(k) -y (k) = Clx(k) - x(k)] (A.2)
Dicha minimizaciéon se realiza con el bloque K, denominado matriz ganancia del

observador, el cual debe asegurar que el vector estimado x converja al vector x a una

velocidad suficientemente grande. Por tanto, el problema de disefio se reduce a encontrar

dicha ganancia y ello se logra partiendo de la ecuacién que describe la dinamica del
vector estimado x:

X(k +1) = Gx(k)+Hu(k) + K, (y(k) - y(k)) (A.3)

Si se define un vector de error de estimacion como §&(k) = x(k)-x(k), su dinamica

queda definida a partir de las ecuaciones (A.1) y (A.3) como:

E(k +1)=(G -K,C)&(k) (A.4)
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De la ecuacién (A.4), se observa que la dinamica del vector error de estimacion

depende de los valores caracteristicos de la matriz G — K ,C obtenidos de la ecuacion:
(A.5)

Asi, para un sistema completamente observable, la matriz K, puede obtenerse

mediante una ubicacion arbitraria de polos y usando el concepto de sistema dual.
Para analizar el efecto del observador en el sistema, se debe considerar que ahora la
ley de control tiene la forma:

u(k) =-Kx(k) =-K(x(k)-§(k)) (A.6)
Si se reemplaza la ecuacion (A.6) en la primera ecuacion de (A.1), se obtiene que:
x(k +1)=(G - HK) x(k) + HKg(k) (A.8)

Por tanto, de las ecuaciones (A.4) y (A.8) se obtiene la ecuacion matricial que

determina la dinamica del sistema de control estimado con un observador de orden

x(k+1) _[G—HK HK }[x(k)} Ag
ik | 0 G-KC|Eh A9

Obsérvese que de la ecuacion (A.9), la ecuacion caracteristica del sistema es:

completo:

(A.10)

la cual indica que los polos del observador no afectan a los polos del controlador y la
recomendacion de disefo es que la respuesta del observador sea mas rapida que la del
sistema de control [6].



ANEXO B
FUZZY LOGIC TOOLBOX
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El toolbox de Matlab denominado Fuzzy Logic permite simplificar la tarea de disefo,
edicion y observacion de un sistema de control difuso mediante el uso de 5 herramientas
visuales:
= El editor del sistema de inferencia (FIS Editor) que es la ventana principal,
= El editor de funciones de pertenencia (Membership unction Editor),
= El editor de reglas difusas (Rule Editor),
= El visor de reglas difusas (Rule Viewer), y

= El visor de superficies (Surface Viewer).

Para acceder a la ventana principal del toolbox se escribe fuzzy en la ventana de
comandos de Matlab. En la ventana principal se abre por defecto un modelo de una
entrada y una salida que usa el método de inferencia Mamdani. Dicha ventana presenta
dos menus para cada variable seleccionada como se observa en la Figura B.1. El menu 1
permite modificar los métodos de los operadores logicos y escoger el método de
defuzzificacién. Mientras que el Menu 2, permite asignar un nombre a la variable

seleccionada. Para agregar mas entradas o salidas se debe ir al menu edit.

Modelo
-) FIS Editor: Untitled k. o
File Edit View
Untitled
(mamdani
input1 output1
FIS Name: Untitled FIS Type: mamdani
And method I’;,‘_—LI Current Variable .I Ment 2
Meni 1 |f 5 nenoq e frout
T in|
eatioh ype put
Range 01}
Defuzzification Ifcemro[d I Close | '

i
System “Untitted™: 1 input, 1 output, and 0 rules

Figura B.1: Ventana principal FIS Editor.

En la Figura B.2 se muestra la ventana para la edicién de las funciones de pertenencia,
la cual se abre haciendo doble clic en la variable de entrada o de salida de interés. Dicha
ventana permite agregar mas funciones de pertenencia asi como definir el rango de la

variable seleccionada.
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Variable seleccionada Funcion de pertenencia seleccionada
File Edit View
FIS Variables Idembership function piots  Plot points: |' 181

mr3

service  tip _/

food
input variable “service
e
Current Variable Current Membership Function (click on MF to select) Nenu 2
Menu 1 e Ao Name mf _l
Type input Type trimf v
Params
-04004

Range [[0 N I[ 1
Display Range | o1 Help Close ]
Reedy

Figura B.2: Ventana para la edicion de funciones de pertenencia.

La ventana para la edicion de las reglas difusas se muestra en la Figura B.3 y ella se
abre haciendo doble clic sobre el modelo. En el menu 1 se muestran las entradas
definidas, en el menu 2 se selecciona el tipo de conexion légica entre las variables de
entrada y en el menu 3 se selecciona la salida que debera entregar el controlador. Para
que la regla sea generada se presiona el botén Add rule.

Reglas generadas

- - —
B Rule Editor: Untitled il

File Edit View Options

1 1f Gnputi is mit) then feutout) is mf1) (1) - al

12.  (input1 is mf2) then (output1 is mf3) (1)
3. If (input1 is mr3) then (outputt ig mf2) (1)

:I Then
mf2
mf ; ,
. Menu 3
D not
Menu 2
r
y i_ Delste rule '
A TE————— e !
T The ruls |s added |
— — J)

Figura B.3: Ventana para la edicion de las reglas difusas.
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Las ventanas para la visualizacion de reglas y de superficies se muestran en las Figura
B.4 y B.5, respectivamente. Dichos visores facilitan el afinamiento de rangos de las

funciones de pertenencias y se abren desde el menu view de la ventana principal.

J Rule Yiewer: tipper - - =10) x|
File Edit View Optlons
service =S food =5

tip=15

3V N

0 30

"Plot points: |,,m_ Move:  |ent | right | downl w |

Rule 2. if (service is good) then (tip is average) (1) Help J Close J

Figura B.4: Visor de reglas.

J Surface Viewer: tipper . | D
Flle Edit Vien Options
20
10
10 =
10
food o= 40 service
X (input): [service - l Y (input): [food _;' Z (outputy: [tip Z|
X grids: ['s Yo [15 Evaluste |
Ret.input [ “Plvt points: [/, Help l Close |
Ready

Figura B.5: Visor de superficies.
Una vez terminado el disefio esté debe ser exportado al espacio de trabajo workspace
para su uso en Simulink. Sin embargo, es recomendable que previamente se guarde el
disefo en un archivo de extension .fis para su posterior uso o modificacién. Para esto se

debe ir al menu File de la ventana principal.



ANEXO C
HOJAS DE DATOS DEL ACTUADOR Y DE LOS SENSORES



Motor DC 12V 2338012s

S WN =

o~NOwn

1"
12

13
14
15
16
17

18
19
20

21
22

23

24
25
26

Nominal voitage
Terminal resistance
Output power
Efficlency

No-load speed

No-load current (with shaft @ 3,0 mm)
Stall torque

Frictlon torque

Speed constant
Back-EMF constant
Torque constant
Current constant

Slope of n-M curve

Rotor inductance
Mechanical time constant
Rotor inertia

Angular acceleration

Thermal resistance

Thermal time constant
Operating temperature range:
- motor

-rotor, max. permissible

Shaft bearings

Shaft load max.:

~with shaft diameter:

- radial at 3000 rpm (3 mm from bearing)
- axial at 3000 rpm

- axial at standstill

Shaft play:

- radial

~axial

Housing material
Weight
Direction of rotation

Recammended values

.

2338 S 4,55 D06 S 0095 012 § D18 5 024 5
6

Un 4,5 9 12 18 24 Volt
R 1.4 2,6 5,7 10,0 23,5 38,0 | 82
P2 van. 3,39 3,23 3,29 3,31 3,18 3,50 w
N wan 70 69 6 66 67 67 %
No 7 200 7 200 7 400 7 800 7 400 7 600 | rpm
lo 0,100 0,080 0,060 0,050 0,030 0,025 A
My 18,00 17,10 17,00 16,20 16,40 17,60 | mMNm
Ms 0,58 0,61 0,67 0,70 0,67 0,72 | mMNm
kn 1650 1240 855 678 428 330 I rpm/V
ke 0,606 0,804 1,170 1,470 2,340 3,030 mV/rpm
km 5,78 7,68 11,20 14,10 22,30 29,00 mNm/A
ky 0,173 0,130 0,090 0.071 0,045 0,035 A/mNm
aAn/AM 400 421 43S 481 451 432 rpom/mNm
L 100 180 380 630 1400 2600 puH
Tm 20 17 17 17 17 17 | ms
J 4,80 3,90 3,70 3,40 3,60 3,80 | gem?
O max 38 a4 416 48 46 a7 | “10%radss?
Rihi/Rth2 3/24 | KW
Twi/Tw2 5,7/645 |s
-30...+ 85 (optional - 55 ... + 125) |°c
+125 S
sintered bronze sleeves | ball bearings ball bearings, prelcaded |
(standard) (optional) (optional)
3,0 3,0 3,0 | mm
2,5 20 20 N
0,3 2 2 N
20 20 20 N
s 0,03 0,015 0,015 mm
s 0,2 0,2 0 mm
steel, zinc galvanized and passivated
70 g

clockwise, viewed from the front face

27
28
29

Speed up to
Torque up to
Current up to (thermal limits)

17

Ne max 6 000
Me max 4
le max 1,380
0
221 023-0,052

6 000
4
1,000

6 000
q
0,680

6 000 6 000
4q 4q
0,510 0,330

022.7 010-8.05 o3 _8;8

L

37.6

2338 S

[1 2,6 :0.1!

6 000
4
0,260

rpm
mNm




Caja Reductora de Engranajes 66:1

= : :
Number of geaf\stages - 1 i 2 3 4
Continuous torque mNm 200 300 700 700
Intermittent torque mNm 400 600 1 000 1000
Weight without motor, ca. g 60 70 90 100
Efficiency, max. % 88 80 70 60
Direction of rotation, drive to output 2wl = = =
Reduction ratio ¥ 3,711 9,7:1: 43:1 94:1;
(rounded) : 14:1 66:1 121!
134:1°
159:1:
190:1;
246:1
L2 [mm] = length without motor 2 27,9 341 40,3 46,4
L1 [mm] = length with motor 2224U...SR 48,2 54,4 60,6 66,7
2230U...S 54,0 60,2 66,4 72,5
2232U...SR 56,2 62,4 68,6 74,7
2233U..S 56,6 62,8 69,0 75,1
2237S...CXR 64,9 VAR 77,3 83,4
2342S...CR 69,9 76,1 82,3 88,4
2057S...8 84,9 91,1 97,3 103,4
22325...BSL 60,3 66,5 72,7 78,8
2248S...8SL 75,9 82,1 88.3 94,4
2444S..8 n,9 781 84,3 90,4
AM2224...-10 SS.S 61,7 67,9 74,0

Sensor: Codificador Optico US S1

5
700
1 000
110
55

415:1
592:1
989:1
1526:1

52,6
72,9
78,7
80,9
81,3
89,6

109,6
85,0
100,6
9,6
80,2

Optical Shaft Encoders

Description:

The S1 and S2 series oplical shaft encoders are non-contacting rotary to digitai converters. Useful
for position feedback or manual {nterface, the encoders convert real-time shaft angle, speed, and
direction into TTL-compatible quadrature outputs with or without index. The encoders utilize an
unbreakable mylar disk, metal shaft and bushing, LED light source, and monolithic electronics. They
may operate from a single +SVDC supply.

The S1 and S2 encoders are available with ball bearings for motion control appiications or torque-
loaded to feel like a potentiometer for front-panei manual interface.

Electrical Specifications:
B teads A for clockwise shaft rotation. A leads B for counter clockwise shaft rotation viewed from
the shaft/bushing side of the encoder. For complete details see our HEDS data sheet.

Features:

> Small size

»Low cost

» 2-channel quadrature, TTL square wave outputs

# 3rd channel index option

> Tracks from O to 100,000 cycles/sec

» Ball bearing option tracks to 10,000 RPM

»-40 to +100°C operating temperature

~ Single +5V supply

» US Digttal warrants its products against defects and
workmanship for tvo years. See complete warranty
for details.

Mechanical Specifications:
Star Washer

f— 1,18 —e= |

a1 /Nm
il |
{ 4 a
}
_[ |
— -t 50
81

@ .2499" 2% ki

fe

-—
|

025 x 025 square pins

)
£ 025 x .025 square pins
Mates with CON-C5

Mates with CON-C5

Mechanical Notes: (ball bearing)

Mechanical Notes: (steeve bushing)

26 -
— + 0000
’ © 24997 50y
242 ~3¥8-32
| thread
i |
i
Nut
.50 .S
\\
Star Washer\—~

Materials & Mounting:

Acceleration 10,000 rad/sec? Acceleration 10,000 rad/sec? Shaft Brass or stainless

Vibration 20 9.5 to 2KHz Vibration 20 g. 5 to 2KHz Bushing Brass _

Shaft Speed 10,000 RPM max. continuous Shaft Speed 100 RPM manx. continuous Connector Gold plated

Acceleration SOK rad/sec? Shaft Rotation Continuous & reversible Hole Diameter 0.375in. +0.005 - 0
10K rad/sec’ (S2 series) Shaft Torque 0.5 £0.2in. 0z. Panel Thickness 0.12S in. max

Shaft Torque 0.05 in. 02. max. 0.3 in. 02. max. (NT-option) Panel Nut Max Torque 20 in.-Ibs.

Shaft Loading 1 Ib. max. Shaft Loé_d'm'g_ 2 ibs. max. dynamic

Bearing Life (40/P)? = Life in millions of revs. 20 Ibs. max. static
P = radial load in pounds. Weight 0.7 oz.
Weight 0.7 oz. Shaft Runout 00015 T.L.R. max

Shalft Runout 0.0015 T.|.R. max.



ANEXOD ’
ESQUEMA EN SIMULINK DEL SISTEMA FiSICO PENDULO INVERTIDO
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En la Figura D.1, se muestra el esquema del sistema fisico péndulo invertido, cuya
emulaciéon en Simulink forma parte del bloque denominado Sistema Péndulo Invertido
mostrado en la Figura 5.9. El esquema fue desarrollado con las ecuaciones no lineales
(2.11) y (2.27).

d{x)dt

LY
— | Integrator2 integrator3

RH

[ Seno

Lsen({theta)

Leos(theta)

Inversa de Is
Perturbacion

d2(theta) dt2

Friccion en la
Suma de Torques articulacion i

<‘ Integrator Integrator1

Figura D.1: Emulacién en Simulink del sistema fisico péndulo invertido.
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