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Resumen

FOLIACIONES DE DIMENSION UNO EN ESPACIOS
PROYECTIVOS COMPLEJOS

LILIANA OLGA JURADO CERRON
ENERO-2015

Asesor: Dr. Renato Benazic.
Titulo obtenido: Magister en Matematica

El objetivo de este trabajo es caracterizar las foliaciones por curvas (de dimensién
uno) y las foliaciones de codimensién uno en el espacio proyectivo complejo CP".

Para ello se estudiara los siguientes temas:

El espacio proyectivo complejo CP" .

Foliaciones en espacios proyectivos complejos.

El concepto de grado de una foliacion.

Singularidades no degeneradas. co

Foliaciones de codimension uno.

Especificamente se probara que toda foliacién holomorfa por curvas en CP" es la
compactificacién de un campo polinomial y que toda foliacién de codimension uno,
proviene de una 1-forma holomorfa con coeficientes polinomios homogéneos del mis-
mo grado.

Para una foliacién de dimensién uno en CP" se probard los siguientes teoremas:
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Teorema: Existe una foliacién por curvas con singularidades en CPn que coincide con
una foliacién inducida por un campo polinomial en el espacio afin C"

Teorema: Toda foliacion holomorfa por curvas en CP" es el compactificado de una
foliacién definida por un campo polinomial en C”.

Para una foliacién de codimensién uno en CP" se probara los siguientes teoremas:
Teorema: Una foliacién definida por 1-forma en C". Podemos extender a una fo-
liacion en CP".

Teorema: Toda foliacién de codimensién uno en CIP" puede ser definida por 1-formas

polinomiales en cartas afines.

Palabras claves: Foliaciones, espacio proyectivo complejo.
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Introduccion

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) se convierte en una de las dis-
ciplinas mas imponentes de las Matematica de las mas importantes no solo en la
Matematica sino en otras ramas de la ciencia como la Fisica, Quimica, Biologia, Eco-
logia, Economia e Ingenieria. En la mayoria de las EDO no es posible obtener una
solucién explicita, por este motivo se tuvieron que crear técnicas y una base tedrica
adecuada para estudiar el comportamiento de las soluciones de la EDO dadas.

La teoria de los Sistemas Dinamicos tiene por finalidad entender el comporta-
miento cualitativo de las soluciones de una EDO dada con el objetivo de predecir los
resultados. Una técnica bien usada en los Sistemas Dinamicos es la clasificacién de
las Ecuaciones Diferenciales de acuerdo a ciertas propiedades que se desean estudiar
( topoldgicas, diferenciales, analiticas, etc). Esencialmente la clasificacién, en una
vecindad del punto regular, esta determinado por el Teorema del Flujo Tubular y
por tal razon la preocupacion en los puntos singulares de las EDOs. El comporta-
miento de las soluciones en un punto singular es muy rico en el sentido topologico y
para su estudio se emplean otras teorias como: Anélisis en Varias Variables Reales
y Complejas, Topologia Diferencial, Topologia Algebraica y otros temas.

En el presente trabajo de tesis estudiaremos Foliaciones Holomorfas Singulares
por curvas sobre el espacio proyectivo complejo n-dimensional cuyo conjunto singular

lo denotaremos por Sing(F) con codimSing(F) > 2. La tesis estd dividida de los
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siguientes capitulos:

En el primer capitulo se vera los resultados preliminares que se utilizara a lo largo
de la tesis, como la definiciéon de una foliacién en un variedad compleja, asi como la
definicién de una foliaciéon mediante campos de vectores holomorfos y la definicion
de una foliaciéon de codimensién uno mediante formas holomorfas integrables, estas
definiciones sera importantes para los siguientes capitulos.

En el segundo capitulo se describirda el espacio proyectivo complejo, se pro-
bard que es una variedad compleja, los automorfismos en CPP" se caracterizara como
son los automorfismos en mediante transformaciones lineales invertibles, las curvas
algebraicas en CP" y las aplicaciones entre espacios proyectivos.

En el tercer capitulo se probara que para cualquier foliacién definido por un
campo X = Z?Zl Xj%, cod(sing(X)) > 2 polinomial en el plano complejo C,
genera una foliacién por curvas en CP".

Teorema:Existe una foliacién por curvas, con singularidades en CP" que coincide
con una foliacién inducida por X en el espacio afin C".

También se probard la viceversa dado por el siguiente teorema
Teorema: Toda foliacién holomorfa por curvas en CP" es el compactificado de una
foliacién definida por un campo polinomial en Ey ~ C"

En el cuarto capitulo para una foliacion por curvas F en CP" Y un hiperplano H
no invariante en F se definiré el grado de ula foliacion, asi como las caracterizaciones
de la s foliaciones de grado k.

En el quinto capitulo se caracterizara una foliacién de codimensién uno mediante
el siguiente teorema
Teorema: Sea F una foliacion de codimensién uno en CP" (n) y sea F* = 7* (F)

donde 7 : C"*1\ {(0,...,0)} — C" (n) es una proyeccién canénica. Entonces existe
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una 1- forma holomorfa integrable en C**!,

Q= i del‘j,
j=0

cuyos coeficientes €y, ..., {2, son polinomios homogéneos de mismo grado, tal que

Q = 0 define F* en C"*\ {(0,...,0)}.
Logrando la caracterizacion de foliaciones de dimensiéon uno y la caracterizacién de

foliaciones de codimension uno.



Capitulo 1

Resultados preliminares

En este capitulo se introducird conceptos y resultados de caracter general que

seran utilizados a lo largo de la tesis.

Definicién 1.1 Una variedad compleja de dimension n es un par (X, .A)
en donde X es un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable y A =

{(Ui, i) }ier €s una coleccion de homeomorfismos
wi Uy —=V;

en donde U; es un abierto de X y V; es un abierto de C", que satisfacen las dos

condiciones siguientes:
1. x=Ju.
2. Se (Ui, i), (Uj, @) € A son tales que U; NU; # () entonces
piow; " 1ei(UsNU;) = ¢ (U N U;)

es un biholomorfismo.
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La coleccion A = {(U;, ;i) }ier es llamada atlas analitico de dimensién n y sus
elementos (U, ;) son llamados cartas locales. Los biholomorfismos
piow; Ui Uy) = ¢;(U:N ;)
son llamados cambios de coordenadas.
Definicién 1.2 Sea M™ una variedad analitica compleja . Una foliacion holomorfa

reqular de dimension k (o codimension m —k) en M es una familia A = {(U,, pa)}

que satisface las tres condiciones siquientes:
1. M=|]JU..
2. Si (Uy, pa) € A entonces po(Uy) = AF x A™F para todo «.

3. 81 (Ua, a), (Us, pp) € A son tales que U, N Ug # 0 entonces el cambio de
coordenadas

03095 pa(Us NUs) = 03Uy N Up)

viene dado por

0o (2, 2") = (hap(2',2"), gup(2")), para todo (#',2") € 0a(UsNUs) C CkxCmk,

Observacion 1.1 Las foliaciones de dimension 1 son llamadas foliaciones por
curvas y la condicion 3 establece que los cambios de coordenadas llevan conjuntos de

la forma AF x {2"} (donde 2" € A™F) en conjuntos A* x {w"} (donde w” € A™7F).

Ejemplo 1.1 Sea C™ y 1 < k < m — 1. Considerando A = {(Uy, v = Id)}
tenemos

F = {(Ck x {z"}; 2" € (Cm*k}

es una foliacion analitica de dimension k en C™. Observe que en este caso las hojas

son CF x {2"}.
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Ejemplo 1.2 Sea f : M — N wuna sumersion analitica, donde M y N son va-
riedades analiticas de dimensiones n + k y k respectivamente. En este caso, por
el Teorema de la Forma local de las sumersiones analiticas, los conjuntos de nivel

{f =c}, c€ N, son subvariedades analiticas de codimension k de M.

Prueba
Por el teorema de Forma Local de las Sumersiones, existen atlas {(U, X )}, {(V,Y)}

de M, N respectivamente tal que
1. X(U)=D"x D™™,
2. Y(V)=Dm".
3. YofoX !t =1IL.

Provaremos que la colecciéon F = {U, X )} define una foliacién de M. En efecto, sean
{(U, X)}, (U*, X*) dos elementos del recubrimiento. Entonces,
hoX*oX '=Y"ofo(X*)'oX*oX =
=Y'ofoX '=Y*oY loll,.
Asi, lo (X*o X1 = (Y*o Y1) olly que no depende de x € D". Esto prueba que
F es una foliaciéon de clase C" y codimensién m —n de M. Es claro, por definicion,
que las placas de F estan contenidas en los conjuntos de nivel de f. Esto prueba

que las hojas de F son precisamente los conjuntos de nivel de f y el resultado es

obtenido.

1.1. Conjunto analitico

En esta seccion se va definir que es un conjunto analitico, importante deficién

ya que mas adelante se hablard de conjunto singular de una foliacién de dimensién
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y codimension uno, donde un conjunto singular es un conjunto analitico.
La prueba de los teoremas y proposiciones que enuncien en esta seccién se pueden

encontrar en [14].

Definicién 1.3 Sea M una variedad compleja. Decimos que un subconjunto X de

M es analitico si para todo p € M existen una vecindad conexa U de p y funciones

holomorfas fi,..., frmp) € OU) tales que X NU = (fi = ... = fimp) = 0).
Decimos que X tiene codimensién uno si:

1. Para todo p € X,m(p) =1

2. Para todo p € X la funcién definidora f; € O(U), no es constante.

Decimos que un subconjunto analitico X de M (dim(M) =n > 2) si X =) o si
X # 0 para todo p € X, m(p) > 2 existen funciones definidoras fi, ..., fn() tales

que dos de ellas, digamos f; y f2 son independientes en p.

Ejemplo 1.3 FEl conjunto vacio es un subconjunto analitico de C". En efecto basta

considerar ) = {z € C";1(z) = 0}.

Ejemplo 1.4 Todo conjunto abierto de C" es un subconjunto analitico de U. En

efecto basta considerar U = {z € U;0(z) = 0}.

Ejemplo 1.5 X = {%,n € N} C C es definido en la vecindad de cualquier de
sus puntos por una funcion analitica, aunque no es posible definir por una funcion

analitica en una vecindad de 0 € C.

Proposicion 1.1 Sea U C C" abierto y V. C U subconjunto analitico de U. Si

cumple:
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= V' es un subconjunto cerrado.
» V' es un subconjunto nunca denso en U.
» U es conexo entonces U — V' es conexo.

Proposicion 1.2 Sea U C C" abierto y Vi,Vo C U subconjunto analiticos de U,

entonces Vi U Vo, Vi NV, son subconjuntos analiticos.

Definicién 1.4 Decimos que un subconjunto analitico ) # X C U es reductible si
existen subconjuntos analiticos no vacios X1 # Xy tal que X = X1UXs5. Un conjunto

analitico es trreductible st no es reductible.

Ejemplo 1.6 Sean X = {(x,y) € C*;2 =0} y Y = {(z,y) € C};2y =0}. X es

wrreductible y Y reductible.

Teorema 1.1 Descomposicion en componentes irreductibles. Sea ) # X Cc U c C"

un subconjunto analitico. Entonces podemos escribir X = Ujc; X; donde :

J es enumerable (finito o infinito).

X; # 0 es irreductible para todo j € J.

X; # X, para todo i # j.

Para todo compacto K C U tenemos {j € J; X; N K # 0} es finito.

La descomposicion es unica: st X = Ujc;X; = UierY; son dos descomposiciones

entonces ewiste una biyeccion o : I — J tal que Y; = X, para todo 1 € 1.

Definicién 1.5 Sea U un abierto conexo de C™. Decimos que un conjunto analitico
irreductible ) # X C U es liso si X = U o las funciones que lo definen localmente

son submersiones.
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Teorema 1.2 Un subconjunto analitico liso es una subvariedad propia y conexa de

U (en el sentido de la topologia diferencial).

Teorema 1.3 Sea Z C M un subconjunto analitico propio de una variedad holo-

morfa conexa M. Entonces el complemento M — X es abierto, denso y conexo.

Teorema 1.4 Sean M y N wvariedades complejas y f : M — N wuna aplicacion
holomorfa propia. Si V' es un subconjunto analitico de M, entonces f(V) es un

subconjunto analitico.

1.2. Teoremas de extension

En esta seccién enunciaremos el teorema de extensiéon de Hartogs. Como apli-
cacion, se prueba que una funcion holomorfa definida en el complemento de un
conjunto analitico de codiemnsiéon mayor o igual a dos, se extiende al conjunto.
También enunciaremos el teorema de extension de funciones meromorfas de Levi.
Antes recordaremos la definicon de funciéon meromorfa.

La prueba de los teoremas y proposiciones que enuncien en esta seccién se pueden

encontrar en [6] y en el apendice de [12]

Definicién 1.6 Un dominio de Hartogs de C"*! = C" x C es un abierto de la forma
H = (V x D(0,r))U (U x A(0,71,7)), donde U C C" es abierto conexo y' V. C U
es un subconjunto abierto no vacto. Dado el conjunto H es como encima, colocamos

c(H) = U x D(0,r).

Teorema 1.5 (Teorema de Hartogs) Sea H un dominio de Hartogs. Una fun-

cion holomorfa f : H — C se extiende a una funcion holomorfa F : ¢(H) — C.

Corolario 1.1 Sea U C C™ un abierto conexo y F' C U un cerrado tal que U — F

es conexo y para todo z € F' existen
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1. Un biholomorfismo ¢ : W — V', donde W C C™ es abierto y V' en una vecindad

de z.

2. Un dominio de Hartogs H C W tal que z € ¢(c(H)). Entonces toda funcion
holomorfa f : U — F — C™ se extiende a una unica funcion holomorfa g :

U— Cm.

Corolario 1.2 Sean U C C", n > 2, un abierto, A € U un subconjunto discreto
yf:U—AN— C"™ una funcion holomorfa. Entonces f se extiende a una funcion

holomorfa en U.

Ejemplo 1.7 Se H C C"*! es un dominio de Hartogs y W C C™ es conexo en-
tonces H x W es un dominio de Hartogs en C"*™ L Toda funcion holomorfa en

H x W se extiende a una funcion holomorfa en c(H) x W.

Definicién 1.7 Decimos que un conjunto analitico X C U C C" tiene codimension

> 2 sidim(X) <n-—2.

Teorema 1.6 Sea M una variedad compleja de dimension n > 2 y X C M un
subconjunto analitico de codimension mayor o igual a dos. Entonces toda funcion

holomorfa en M — X se extiende a unica funcion holomorfa en M.

Definicién 1.8 Sea M una variedad compleja conexa. Una funcion meromorfa en

M es, por definicion, una funcion holomorfa f € O(W) tal que:
(a) W es un subconjunto abierto y denso de M.

(b) Para todo p € M ezisten una vecindad conveza U, de p y funciones holomorfas

9p, hy € O(U,) tales que hy, # 0 y la restriccion fIW NU, = g,|h,.

(c) Si f#0yU,g,yh, son como arriba, entonces el conjunto {q € U, : g,(q) =

h,(q) = 0} tiene codimension mayor o igual a dos en U,.
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En otras palabras, una funcion meromorfa es una funcién que puede ser escrita
localmente como el cociente de dos funciones holomorfas. En particular, las funciones

holomorfas, son meromorfas. Denotaremos el conjunto de las funciones meromorfas

en M por M(M)

Observaciéon 1.1 Como consecuencia de la definicion, podemos decir que una fun-
cton meromorfa, no identicamente nula, en M puede ser dada por una cobertura

U = (Uj)jes de M por abiertos conexos y dos colecciones de funciones holomorfas

(9j)jes y (hj)jes tales que
(i) gj,hj € O(U;), siendo h; # 0, para todo j € J.

(ii) El conjunto {p € U; : gj(p) = hj(p) = 0} tiene codimension mayor o igual a
dos en U; para todo j € J.

(iii) Si 1,5 € J son tales que U; N U; # 0, entonces las funciones g;|h; y gjlh;
coinciden (con f) en el conjunto {p € U; N U; : hy(p) =0 o hj(p) = 0}.

Veremos en seguida que una funcién meromorfa define naturalmente dos diviso-

res.

Definicién 1.9 Sea M una variedad compleja. Un divisor en M es una terna D =

(U,G,C) tal que:

a = (U;)jes es una cobertura de M por abiertos conexos, G = (g;)jes) y C =

U = (U)), bertura de M por abi G = (g,),es) ¥ C
(9i5)u., 20, son colecciones de funciones holomorfas, donde g; € O(U;),Us; =
U;NUj, gij € OF(Uij)(O*(W) es el conjunto de funciones holomorfas en W en

que no se anulam en ningum punto de W ).

(b) Si Uy # 0 entonces g = gi; - g; en Us;.
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(c) C es un cociclo multiplicativo, es decir, sii,j,k € J son tales que U, = U; N

U, NU, # 0, entonces 9ij =1 gji en Us; v gi5 - gji - gri = 1 en Uyjy,.

Observe que la condicién (b) implica que si U;; # 0, entonces {p € Uy : gi(p) =
0} = {p € Uj; : gj(p) = 0}. Esto implica que existe un conjunto analitico X en M
tal que X NU; = {p € U; : 9;(p) = 0} para todo i € J. Este conjunto sera llamado

conjunto de ceros del divisor D y serd denotado por Z (D).

Proposicion 1.3 Sea f una funcion meromorfa, identicamente no nula, en la va-
riedad compleja e conxea M. Entonces existen dos divisores (f)o y (f)eo con las

siguientes propiedades:

(i) El conjunto analitico S(f) = Z((f)o)NZ((f)xo) tiene codimension mayor o igual
a dos en M.

(ii) f puede ser considerada como una funcion holomorfa de M|S(f) en C = CP(1),
siendo Z((f)o) = J7(0) y Z((f)e) = f7'(00).

Nota 1.1 (f)o ¥ (f)oo son llamados divisores de ceros y de polos de [ respectivamen-

te. El conjunto S(f) es llamado conjunto singular de f. Denotaremos los conjuntos

Z(()o) v Z((f)eo) por Z(f) y P(f), respectivamente.

Teorema 1.7 (Teorema de Levi) Sea M una variedad compleja de dimension
n > 2y X C M un subconjunto analitico de codimension mayor o iqual a dos.

Entonces toda funcion meromorfa en M — X se extiende a unica funcion meromorfa

en M.
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1.3. 1-Formas diferenciables

Definicién 1.10 Una 1-forma diferenciable en una variedad M es una aplica-
cion

w:M— (TM)".

Sea {Ugy}aea cubrimiento por abiertos de M. Recordamos que el espacio tangente

T,(M) de M en cada ponto = € U, es generado por los vectores

(2" () 1= 5

Considere nuevamente un sistema de coordenadas locales {(z1,...,2,) € Uy, ¢}

de M. Tome la base dual de T, (M) dada por las formas lineales {dz1(z), ..., dz,(z)}

(a) 1, i=j
do; (=— | =
Oz, 0, i#j

Por tanto, 1-forma diferenciable w puede ser dada localmente como una aplica-

tal que

cion

wlp, : Us — 71 U,) = U, x (CY*
r = (T, we(x))
donde w, : U, — C™ es una aplicacién de clase C'"™° llamada aplicacion local de

w. Entonces, la representacién local de w puede ser escrita como
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Definicién 1.11 Dados X € X(M) un campo de vectores y una p-forma dife-

renciable w, definimos la contraccion de w en la direccion de X, la cual es una

(p — 1)—forma, por

\

-~

(p—1)—wveces

(V1,0 Up1) = w(@)(X(z),v1,...,0p-1),

para todo x € M.

Definicion 1.12 Sea w € A’(M) una p-forma diferenciable. La diferencial ex-

terior de w es la (p + 1)-forma, definida localmente por

do= Y dP, _dv, Ao Adag,.

1<ip<--<ip<n

Proposicién 1.4 Sean f : M — N una aplicacion diferenciable, dadas las 1-formas

diferenciables w yf se tiene:
(i) f*(wA0) = fwnfo
(ii) df*(w) = f*(dw);

(iii) d(d(w)) = 0;

(1v) dlwAN0)=dwNbO—wAdb.

Prueba: Sigue de la definicién de diferencial exterior.

1.4. Fibrados vectoriales

Esta seccién destinase al estudio de fibrados vectoriales. Este es un concepto

importante en Geometria Algebraica y que serda abordado en este trabajo.
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Definicién 1.13 Sea M una variedad compleja. Un fibrado vectorial holomorfo de
rango m en M es una familia de espacios vectoriales complejos parametrizados por

M, E=UpemE,, donde E tiene una estructura de variedad compleja tal que

a) existe un holomorfismo m : E — M, denominado proyeccion de E sobre M, que

lleva al espacio E, en p.

b) para cada p en M existe una vecindad U de p en M y un biholomorfismo
7' (U)—=UxC™

tal que, para cada q € U,y es un isomorfismo lineal del espacio E, sobre

{g} x C™.

Ejemplo 1.8 Sea M wuna variedad compleja compleja de dimension n, sea el con-
gunto T*M definido por
T°M = Upen/ Ty M

que podemos indentificar con el siguiente conjunto
"M = {(p,w):pe M,weT;M}
Podemos definir una aplicacion proyeccion de manera natural entre T*M y M

w T T*M — M, m™(p,w) =p

wlp, : Uy — 71U, ~U, x (C"*
r = (T, w(x))
donde w, cumple 1.1 . T*M es un fibrado vectorial holomorfo de dimension

2n, se le conoce como el fibrado cotangente de M.
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A los espacios E, = 7 '(p) se les denomina fibras del espacio total E y, a la
dimensién de éstas, rango de E.
La condicién b) de la definicién se le conoce como condicién de trivialidad local. Asi,
si la vecindad U resulta ser todo M, entonces se dice que E es un fibrado trivial.
Si consideramos ahora dos biholomorfismos ¢; : 7 1(U;) — U; x C™, ¢; : 7 1(U;) —

U; x C™ como en la Definicién 1.13, se tiene que, para cada p € U; N U;

G o G ppwem : {p} x C™ = {p} x C™

es un elemento del espacio de las matrices invertibles de rango m, GL(m, C). Por
consiguiente, si {U; };es es una cubierta abierta de M y las parejas {U;, (;) cumplen
con la condicién de trivializacion local de la Definicion 1.13, entonces para cada

U; N U; existe una transformaciéon holomorfa
Cij : U'Z N Uj — GL(m, (C)

definida por
Gij(p) = Gio Cj_1|{p}xck

Asi definidas, las transformaciones (;; satisfacen la condicién de cociclo en U;NU;NUy,
dada por

Gik = Gij * G- (1.2)
Observamos que una definicién equivalente de fibrado vectorial en M puede darse
a partir de una cubierta {U;};e; de M y aplicaciones holomorfas ¢;; : U; N U; —
G L(m,C) que satisfacen (1.2). En este caso, el espacio total E se construye como se
indica a continuacién para cada ¢ € I consideremos el producto U; x C™, la trans-
formacién (;; nos da, para cada p € U; una matriz ;;(p) € GL(m,C) y por tanto un
isomorfismo de C™ en sf mismo. Por medio de (;;(p), cada v € C™ tiene asociado un

unico vector (;;(p) - v de manera que es posible establecer una “regla de pegado”de
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los abiertos U; x C™, U; x C™: si (p,v) € (U; NU;) x C™, identificamos el punto
(p,v) en U; x C™ con el punto p, (;;(p) - v) en U; x C" y debotamos por E al espacio
topoldgico obtenido a partir de dichas identificaciones. El espacio E como conjunto
estd dado por E = U;c;U; x C™; las inclusiones U; x C™ — E le dan estructura de
variedad y las condiciones de cociclo (1.2) garantizan que E es, de hecho, una va-
riedad compleja provista de una aplicacién w : E — M, donde la fibra 7! (p) = E,,

sobre p, tiene definida una estructura de espacio vectorial de dimension m.

Ejemplo 1.9 Sea M una variedad compleja compleja de dimensionn y {(Us, ¢1) }icps
w; U = W, C C", un cubrimiento abierto de M por cartas coordenadas, con fun-
ciones de transicion ¢;; = ;(U;NU;) = ¢;(U;NU;). La matriz jacobiana del cambio
de coordenadas (Dy;j) define el fibrado tangente de M.

En este caso, la condicion de cociclo es consecuencia inmediata de la Regla de la

Cadena. Al espacio total se le denomina fibrado tangente de M 1y se denota por

TM, TM = UpersT,M.

Definicién 1.14 Sea M una variedad compleja y E un fibrado vectorial holomorfo
de rango m sobre M. Una seccion holomorfa de E en un abierto U C M es una
funcion holomorfa cU — E, tal que o(p) € E, para todap € U; es decir, oU — E' es
yal que moo es la identidad en U. Si suponemos que (U, (y) cumple la condicion de
trivialidad local de E en U, (;; : w1 (U) = U x C™, podemos definir candnicamente
m secciones o', ..., 0™ de E en U tales que o'(p),p € U forman una base de E,. Si

{e1,...,en} es la base candnica de C™
O-Z<p) = C;l(p7 61'), (&S [7

son las secciones buscadas.
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Asi, toda seccién o : U — E se expresa como

o(p) = o ()¢ (psei),
Consideremos a M y a E como antes, y sea F' un fibrado vectorial holomorfo de
rango n sobre M, descrito por el cociclo (§;;) en la cubierta {U;};c;. Entonces un
morfismo de fibrados vectoriales, ® : £ — F', es una transformacion holomorfa tal
que ®(E,) C F, y ® es lineal en cada fibra. Esta propiedad nos permite describir

a ® por medio de una familia de funciones holomorfas ®; : U; — Hom(C™ C") =

M (C), tales que, si ®, : Uy x C™ — U; x C™ estd dada por

CI),L-(p, U) = (p7 q)i<p>v)7

entonces el siguiente diagrama es conmutativo en U; N U;

i
Uj x C™ i Uz x C™
donde Gi;(p,v) = (p, G5 ()v) ¥ &;i(p,w) = (p, &5 (P)u).
Dos fibrados vectoriales son isomorfos si existe ®; como en (1.3) tal que ®;(p) es

invertible para toda p € U; N U, y, esto se cumple para toda 7,j € I.

Ejemplo 1.10 Sea F una foliacion no singular por curvas en la variedad M, de-
terminada por cartas coordenas distinguidas {(U;, ;) Yicr, @i » Ug — W; C C™ que
satisfacen la condicion (1.4). Si se considera la composicion de las matrices jacobia-
nas de los cambios de coordenadas Dy;, = Dy;;o Dyji, se tiene, como consecuencia
de (1.4), que el término en la entrada inferior derecha de Dy, se multiplica como

un cociclo:

* 0 Y Opy, _ 0% %5k

ek, o 2Pk ow, Ow, Ow,
8wn awn
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Sea L el fibrado lineal descrito por el cociclo (g%%). Si definimos en {U;} a la

familia de funciones F; : U; — Hom(C,C"), tales que F;(p) = (0,...,1), entonces

las transformaciones F;, = U; x C — U; x C"

Fi(p,v) = (p, Fi(p)v) = (p, (0,...,0,v))

son tales que el diagrama
Pij

UjXCnD—>UZ'X(Cn

F; ] o7 ]Fi

U; x C—22-1; x C

conmuta. Asi, si F': L — T'M es la transformacion definida por la familia {F;};cr,
entonces F' es un morfismo de fibrados vectoriales. Ademas, para todo p € M, la
transformacion F'(p, —) : L, — T,M es inyectiva y su imagen es el espacio tangente

a la hoja £, de la foliaciéon F que contiene a p.

Teorema 1.8 Sea F una foliacién por curvas (con singularidades) en M, no singu-
lar en M —V , donde V' es una subvariedad de codimension mayor que uno. Sea L el
subfibrado lineal holomorfo en M —V formado por vectores tangentes a la foliacion.

Entonces:

1) L’ tiene una extension candnica a un fibrado lineal holomorfo L en M y existe
una aplicacion de fibrados vectoriales o : L — T'M cuya imagen restringida a
M —V esta formada por los vectores tangentes a las hojas de F. Ademds, o

es unico modulo multiplicacion por una funcion holomorfa nunca nula es M.

2) Un punto p de V es una singularidad removible de F si y sélo si la aplicacion

a(p): L, = T,M no es nula.

3) El conjunto singular de la foliacion F es una subvariedad analitica de M.
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Definicién 1.15 Una foliacion por curvas (M, «) en una variedad M, es un mor-
fismo de fibrados vectoriales, o : L — TM, del fibrado lineal L en M al fibrado
tangente de M, que no es idénticamente nulo en ninguna componente conexa de M.
Las parejas (I, ) y (L, &) determina la misma foliacién si y sélo L y L son isomor-
fos como fibrados lineales y ademds, después de identificar a L con L se tiene que
a = f-a, donde f es una funcion holomorfa nunca nula en M. El conjunto singular
de la foliacion F ee la subvariedad analitica definida por {p € M|a(p) = 0} y las
hojas d e la foliacion F en M son las hojas de la foliacion no singular inducida por

F en M — Sing F.
Las prueba de las siguiente Proposicién y Corolarios podemos encontrar en [11].

Proposiciéon 1.5 Sea 7w : E — B una fibracion local trivial, a : J — B un camino,
con J = [sg, $1], ¥ 20 € E un punto tal que w(zo) = a(sg). Entonces existe un camino

a:J— E tal que ma = a y a(s) = 2.

Corolario 1.3 Sea 7 : E — B una fibracion localmente trivial . SI la base B y la

fibra F son conexos por caminos, el espacio total E es tambien conexo por caminos

Corolario 1.4 Sea 7w : E — F wuna fibracion localmente trivial. Si la fibra F es
conexo por caminos, el homeomorfismo inducido 7 : m(E, zg) — m1(B, o) es sobre-

yectiva.

1.5. Grado topdlogico

Definicién 1.16 Sean M y N wariedades orientadas de la misma dimension, con
M compacta y N conexa. Sea f: M — N una funcion holomorfa, y € N un valor
reqular de f. Definimos el grado topoldgico de f en y como

deg(f,y)= Y signol(df,)

zef~1(y)
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Las prueba de las siguientes proposiciones podemos encontrar en [9].

Proposiciéon 1.6 Es invariante por homotopia: sean M y N variedades reales com-
pactas, sin bordo y orientables de misma dimension. Si f,g: M — N son aplicacio-

nes continuas y homotopicas, entonces f y g tienen el mismo grado.

Proposiciéon 1.7 Es invariante por cobordismo: sea V una variedad compacta, orien-
table, con bordo OV = M; U My (donde My y My son compactos, orientables y sin
bordo). Sea f : V — N una aplicacion continua, donde N es una variedad compacta,
compacta, conexa sin bordo y orientable tal que dim(N) = dim(M;) = dim(M,) =
dim(V)—1. Si My y My consideramos las orientaciones inducidas por | orientacion

de V', entonces los grados de f1 = f y fo = f son iguales.

Proposicion 1.8 Todo difeomorfismo de C" que preserva orientacion es isotopico

a la id|C".

1.6. Foliaciones Holomorfas singulares de dimen-
sion uno

En esta seccién veremos la caracterizacion de las foliaciones singulares de dimen-
sién uno. Las prueba de las siguientes proposiciones podemos encontrar en [2] y [6].

Antes caracterizar

Definicién 1.17 Sean M una variedad compleja de dimension n y F. Una foliacion

por curvas con singularidades de M es un objeto F dado por las colecciones {Xo}, ¢4

{Uatoea ¥ {gaﬁ}UaﬂUﬁ;é(p tales que:

(i) {Ua},eq €5 un cubrimiento abierto de M.
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(ii) Para todo o, X, es un campo de vectores holomorfo no identicamente nulo

sobre U,.
(111) gap € O (Usy NUpg) es una funcion holomorfa en U, N Us que no se anula.
() Si Uy, NUg # ¢ entonces Xo = GapXs-
Para cada campo X, consideramos su conjunto singular dado por :
sing(Xo) = {p € Us Xa(p) =0} =: S,

Donde S, es un subconjunto analitico. Asi la unién de estos S, define un subconjunto
analitico S de M. Este conjunto que denotaremos por por sing(F), es llamado de
conjunto singular de F.

Se prueba que F define una foliacién por curvas (no singular) en el abierto U =
M — sing(F). Decimos que F es regular en U. Las hojas de F son por definicién,

las hojas de la restriccién de F a U, la qual serd denotada por F|y.

Definicién 1.18 Decimos que dos foliaciones Fy y Fo coinciden si sing(Fy) =
sing(Fz) y las foliaciones que ellas inducen en el complemento de sing(F1) y sing(Fa)

tambien coinciden.

En el caso en que sing(F) = (), se puede probar que F es una foliacién por curvas,
conforme fue definido en 1.2 . Decimos entonces que F es una foliacion regular.
Con la siguiente proposicién podemos suponer que las componentes irreductibles de

sing(F) tiene codimensién > 2.

Proposicién 1.9 Sea F foliacion singular por curvas en M. FExiste una foliacion

F1 en M con las siguientes propiedades:

(a) Las componentes irreductibles de Sing(Fy) tiene codimension > 2, siendo que

Sing(F1) C Sing(F).
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(b) Fi coincide con F en M \ Sing(F).

(c) Si Fy es una foliacion en M satisfaciendo (a) y (b), entonces Fy = F.

Proposicién 1.10 (El Principio de Identidad para foliaciones holomor-
fas). Sean M una variedad holomorfa conexa y F, Fi, dos foliaciones por curvas en
M, cuyos conjuntos singulares tiene codimension > 2. Suponga que F y F1 coincide

sobre un abierto no vacio U C M. Entonces F = F1 en M.

Proposicién 1.11 Sean M una variedad compleja de dimension > 2, V un subcon-
junto analitico de M de codimension > 2 y F una foliacion por curvas enU = M\V'.

Entonces existe una unica foliacion F' en M, cuya restriccion a U coincide con F.

1.7. Foliaciones Holomorfas singulares de codimen-
sion uno

En esta seccién veremos la caracterizacién de las foliaciones singulares de codi-

mension uno.

Definicién 1.19 Sean M wuna variedad compleja de dimension n. Una foliacion

holomorfa singular de codimension uno en M es un objeto F dado por colecciones

{wataea Uataca v {g"‘ﬁ}UaﬁUg;éqs tales que:

(i) {Ua} ey €5 un cubrimiento abierto de M.

(ii) Para todo a, w, es una 1-forma diferencial holomorfa integrable en U, que no

se anula en ningun punto.

(111) gap € O (Uy NUpg) es una funcion holomorfa en U, N Us que no se anula.
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() Si Uy NUg # ¢ entonces wy = Gopsws-
Para cada campo w, consideramos su conjunto singular dado por :
sing(we) = {p € Uy wa(p) =0} =: 5,

Donde S, es un subconjunto analitico. Asi la unién de estos S, define un subconjunto
analitico S de M. Este conjunto que denotaremos por por sing(F), es llamado de
conjunto singular de F.

Se prueba que F define una foliacién por curvas (no singular) en el abierto U =
M — sing(F). Decimos que F es regular en U. Las hojas de F son por definicién,

las hojas de la restriccién de F a U, la qual serd denotada por F|y.

Definicién 1.20 Decimos que dos foliaciones Fy y Fo coinciden si sing(Fy) =
sing(Fz) y las foliaciones que ellas inducen en el complemento de sing(F1) y sing(Fz)

tambien coinciden.

En el caso en que sing(F) = (), se puede probar que F es una foliacién de codi-
mension uno, conforme fue definido en 1.2. Decimos entonces que F es una foliacion
regular.

Con la siguiente proposicion podemos suponer que las componentes irreductibles de

sing(F) tiene codimensién > 2.

Ejemplo 1.11 Las foliaciones Fy y Fo definidas por las 1—formas wy = d(z}) =
2z21dz; e wy := d(23) = 323dz, coinciden ya que sing(F1) = sing(Fa) = (21 =0) y

las hojas de ambas son las hipersuperficies (z, = ¢) donde ¢ # 0.

Observacion 1.2 Podemos observar que si el conjunto singular de las foliaciones
poseen componentes de codimension uno no necesariamente sus formas definidas son

multiplos uno del otro.
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Proposicién 1.12 Sea F foliacion singular de codimension uno en M. Ezxiste una

foliacion Fy en M con las siguientes propriedades:

(a) Las componentes irreductibles de Sing(Fy) tiene codimension > 2, siendo que

Sing(Fy) C Sing(F).
(b) Fi coincide con F en M \ Sing(F).

(c) Fi es mazimal, o sea, si Fo es una foliacion en M satisfaciendo (a) y (b),

entonces Fo = Fi.

Proposicién 1.13 (Principio de la Identidad para foliaciones holomorfas
de codimension uno). Sean M wuna variedad holomorfa conexa y F, Fi, dos
foliaciones de codimension un en M, cuyos conjuntos singulares tienen codimension

> 2. Supongamos que F y F1 coinciden sobre un abierto no vacio U C M. Entonces

f:fl en M.

Proposicién 1.14 Sean M una variedad compleja de dimension > 2, V' un sub-
conjunto analitico de M de codimension > 2 y F una foliacion de codimension un
en U = M\ V. Entonces existe una unica foliacion F' en M, cuya restriccion a U

coincide con F.

Corolario 1.5 Sean M una variedad compleja, V' un subconjunto analitico de codi-
mension > 2 de M y F una foliacion reqular de codimension un en M\ V. Entonces

F se extiende a una foliacion (posiblemente singular) en M.

Teneniendo en cuenta las proposiciones anteriores, siempre que no es menciona-
do lo contrario, supondremos que todas las componentes irreductibles del conjunto

singular de una foiliacién tiene codimensién > 2.



Capitulo 2

(Geometria en CP"

En este capitulo vamos a contruir CP" primera herramienta de trabajo de la
tesis, definido CIP" se probard que es una variedad compleja, se va caracterizar los
automorfismos en CP" también veremos algunos ejemplos de aplicaciones entre es-
pacios proyectivos, siendo uno de aquellos ejemplos el mergullo de Veronese.

El cociente de C"*\{(0, ..., 0)} por la relacién de equivalencia

(Toy ey Tn) ~ (Y0, -y Yn) <= T X € C" tal que z; = \y; Vi =0,1,...,n.
Denotemos por CP" = C"*\{(0, ...,0)}/ ~ es decir

CP" = {[s], 2 € C"*'\ {(0,...,0)}}

Geometricamente [z] es una recta compleja en C**1\{(0,...,0)} que pasa por el

{(0,...,0)} pero no lo contiene.
s Sin=1 — CP" :Esfera de Riemann o linea proyectiva.
s Sin=2 — CP" :Plano proyectivo complejo.

26
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Denotemos a CPP" por la topologia cociente. Sea
7 : C""\ {(0,...,0)} — CP"
la aplicacién cociente definida por 7 (2) = [z].

Ejemplo 2.1 El conjunto A = {[t:2]:t € C} C CP', es un abierto pues
7 (A) = {(z,y) € C*%y # 0}el cual cubre todo menos el punto [1 : 0] = oco.

Ejemplo 2.2 El conjunto A = {[t:0]:t € C*} c CP', es un punto pues
t # 0 se tiene [t : 0] = [1:0].

Observacion 2.1 Se puede probar con la topologia cociente que CP" es un

espacio de Hausdorff con base numerable.

CP" se puede escribir de la siguiente forma:

Cubrimos CP" mediante n abiertos, CP" = U U; definidos por:

1=0

U=Alxo:...:x,]; & £#0},i=0,...,n

y donde las aplicaciones:

20 Zi—1 Zi41 Zn
20: . i2zp) — | —, ..., , e, —

es una biyeccién, donde si ¢ # j ¢; o goj_l es un biholomorfismo de ¢; (U; N Uj)

sobre ¢; (U; N U;). Por ejemplo:

1 =z z

-1 - 2 n
8010900 (217"'7zn)_ R

21 21 21

Esto muestra que {(y;,U;);i=0,...,n} es un atlas holomorfo de CP" por lo

tanto CP" es una variedad compleja de dimensién n.
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Proposicién 2.1 CP" es una variedad compacta .

Prueba:
En efecto basta considerar que es imagen de una aplicacién continua de la

esfera real S?"*! . Tomemos la composicién de aplicaciones woi dada por:

Sy et {(0,...,0)) — CP"

Esta aplicacién es sobreyectiva pues toda linea pasa por un punto de S?7+1.

Como 7oi es continua se tiene que CP" es compacto.

Proposicién 2.2 El cociente ™ : S***t — CP" es una fibracién localmente

trivial, con fibra S*.

Prueba

Para j = 1,2,...,n+ 1, los conjuntos V; = {z € S"1 z; # 0} son abiertos en
521 entonces los conjuntos U; = (V) son abiertos en CP". Los conjuntos
U; cubren el espacio proyectivo, V; = 7~ (U;). Definimos las funciones 1; :
V; = U; x S por

¥i(2) = ((2), é—j'),j =1,2,..n+1

Evidentemente, my;1); = 7. Necesitamos probar que t; es una trivializacion,
necesitamos sélo verificar que es un homeomorfismo. La continuidad de 9,

es evidente. Definamos su inversa ¢; : U; x S' — V; definiendo para cada

m(z) € U; y cadau € S*,
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El lado derecho de la ecuacién sigue siendo el mismo cuando cambiamos z por
v.z, con v € S, por lo tanto p; es bien definido. El hecho de que ¢; es la

inversa de 1; puede ser visto como sigue:

G\ A G,
i) = (70 2) = e =
. Por otra parte,
B0 = 5 (1252) =l
j

La ultima igualdad se debe a que v = uz4 € S, de aqui w(v.z) = 7(2) y por
J

.y . w4
definicién w = v.z entonces w; = vz;, un facil calculo nos muestra que —4 = u

wj]
Resta mostrar que ¢; : U; x St — V; es continua, consideremso o, : U; — V;,
definido por o;(w(z)) = (E—JO .z. El lado derecho no cambia si mudamos z
J
por u.z, u € S asf 0, esta bien defininido. Ademés de eso, o7 : V; — V; lleva

Za (E_J|> z por lo tanto es continua. Por lo tanto o; : U; — Vj. Finalmente
J

desde que ¢;(w, u) = uo;(w), nosotros concluimos que ¢; es continua.

Corolario 2.1 Para cada n > 1, el espacio proyectivo complejo CP" es sim-

plemente conexo.

Prueba :
La fibracién 7.8?"*! — CP", el espacio total S?"*! es simplemente conexo y

S1 es conexo por camino. Por el Corolario 1,3 CP" es simplemente conexo.

Afirmacién 2.1 U, son biholomorfos a C" por la carta ;' entonces CP™\ Uj

es biholomorfo a CP" !,

En efecto:

Identificando el hiperplano H; = {(zq,...,2,) € C""!; 2, = 0} de manera
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natural con C" y 7 (H; — {0}) = 7 (C" — {0}) ~ CP"'.
Por otro lado, tenemos 7 (H; — 0) = CP" \ U;, entonces CP" \ U; ~ CP"!

Afirmacion 2.2 5711 <k <n, CP* es un merqgullo sobre CP".

En efecto:
Fijemos el conjunto {vy,...,v;} de k+ 1 vectores linealmente independientes
en C"*1 el cual generara un subespacio V' = (vy,...,v;) de dimensién k +

1 (V se identifica con Ck“). Observemos entonces que la aplicacién definida

por:

v ([Z(),--~azk]) =T <Z zivi> .

Esta bien definida y es biyectiva sobre su imagen.

e ¢y es bien definida.

[wo:xy - rap] =Yooyt Yk

H(Z Tjv;) = H(Z AY;v5)

k k
Como )\(Z Yv5) & Zijj entonces
=0 =0
k k
IO o) =T y;v))
j=0 J=0
Gu[zo sy a]) = dul[yo : yn -+ k).

Asi, la aplicacién ¢, es bien definida.
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e ¢y es inyectiva.

Gu([ro:ar o)) = du[yo i yn i uk))

k k
ijvj = /\(Z y;v;) para algin A € C

=0 =0
k
D (@ = Ayj)v; =0
=0
Tj = AYj
[510015171 : "'ZZEk]Z[yoiyli"'iyk]

Asi, ¢y es inyectiva.

e ¢y es holomorfa eso se puede observar viendo en sus cartas locales.

Asi ¢y, (¢v) es holomorfa. Entonces ¢y es un homeomorfismo.

La imagen ¢y (CP*) = [V] es el cociente de V' \ {(0,...,0)} por ~.

Las subvariedades ¢y (CP*) = [V], serén llamados k-planos de CP".

En el caso que dim (V) =n, [V] es un (n — 1) plano o hiperplano, incrustado
y el abierto U = CP" \ [V] es biholomorfo a C".

Por otro lado si V' tiene dimension dos, [V] es una recta proyectiva o sim-

plemente una recta.

2.1. Automorfismos en CP"

Recordamos que dada una variedad compleja M un automorfismo de M es
un biholomorfismo ¢ : M — M, es decir, una biyeccién holomorfa M — M

con inversa holomorfa. Los automorfismos forman un grupo con la operacién
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composicién, denotaremos este grupo por Aut (M). Decimos que Aut (M) es
transitivo, es decir, si dados p, ¢ € M existe f € Aut (M) tal que f (p) = q.

Decimos que un subconjunto de n+2 puntos en CP (n), digamos {[p1] , . . ., [Pn12] }
n+1

es genérico si {py,...,pnr1} s una base de C"™! y p,.o = Zajpj donde
j=1

ai...0an+1 7é0

Proposicién 2.3 El grupo de Automorfismos Aut (CP (n)) se identifica na-

turalmente con GL (n + 1, C) el proyectizado del grupo de las transformaciones

lineales invertibles de C*+1.

Prueba: Sea la relacién de equivalencia ~ en GL(n + 1,C); T ~ T si y solo

si 3N € CH, T = AT,

PSL(n+1,C) =C""'/ ={[T]/T € GL(n+1,C)}

Debemos probar que

PSL(n+1,C) ~ AutCP"

Sea T' € GL(n + 1,C), tal que el diagrama conmute

(C]P;n-‘rl T CPTH— 1

Cntl T Crtl

se tiene que Tomr = woTl

Tlxy: .. 2pyr] = Tom(zy, .., tppr) = [T1(21, ooy Tg1), ooy Tpgr (21, -0y Ty
V[zy: ... Tyyq] € CPMH
Para A # 0 se tiene que Tor = 70T = 1oAT = AToT entonces T'y AT definen

la misma transformacién proyectiva.
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Veamos que si 7'y T" definen la misma transformacién proyectiva 7 entonces
T =uT', n#0.

En efecto: Tomemos la base {vy, .., v,41} de C*1, entonces

T(vi) = [T'(v)] = [T(v)] y 7(7) = [T ()] = [T(21,)] ast

T'(vi) = NT(vi), N # 0y T' (7 vi) = AT (g vi), A# 0

Do AT (vi) = AT (30 vi) = TI(Z?:O vi) = 2o AT (vi)

Desde que T es invertible, T'(v;) son linealmente independientes, asi que esto

implica que \; = \. Entonces T"(v;) = AT'(v;) para todos los vectores base as
T =AT
Veamos que T es holomorfa.

En efecto: Sea el punto [z] € CP" con coordenadas homogeneas [z, ..., z,] €s

transformada por la matriz T = {a;, : 0 < j,k <n} a el punto T([z]) = [w]
con coordenadas homogeneas [wo, ..., wy].
Si zpwy # 0 la expresién en sus coordenadas no homogeneas (z1,...,2,) y

(w1, ..., w,) tendriamos el diagrama

(C]P;n-‘rl T (CIP)n+ 1

%1] T%l

Ccr cr

pooTpy
_ >

-1 _ (a0+> 5 a1rzk a0+ p_1 AnkZk
00T 0y (21, ooy 2n) = <aoo+ZZ:1 T ae TS aeea ) ©S holomorfa.

Sizg =00 wy = 0 se prueba de igual manera en otras coordenadas que es

holomorfa.

De manera anloga con la matriz T—' se prueba que T-' es holomorfa.

Hasta ahi quedaria probado que dado un [T] € PSL(n + 1,C) induce un
automorfismo proyectivo T.

El otro sentido que dado una 7 € AutCP" es una transformacién proyectiva

se puede encontrar en pag 172 de [7].
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Corolario 2.2 En particular goza de la siguiente propiedad, dados dos con-
guntos genéricos en CP (n),{[p1],.--,[pns2)} ¥ {l@1],-- -, [gns2]} existe una
unica f € Aut (CP (n)) tal que f([pj]) = [¢;] para todo j =1,...,n+2. En

particular, es transitivo.

Prueba:Primero escojemos vectores respresentantes py, pa, ...pns2 de C*! pa-
ra los puntos de [pi], ..., [pns2] respectivamente. Entonces existen escalares

i # 0 tal que

n+1
Prnt2 = Z Aipi
i=1
Aip; son tambien vectores representantes de [p1], ..., [pnie] respectivamente.

Asi que podemos escojer representantes p; tal que

n+1

Pn+y2 = sz‘
i=1

Por otra parte, dado p,12 esos p; son tnicos tal que

n+1 n+1

Zpi = Z HiPi
i=1 i=1

implica que p; = 1 desde que py, ps, ...pp11 son linealmente independientes.
Ahora para los vectores [q1],. .., [gnie] en CP" escojemos los vectores repre-

sentativos tal que
n+1

n+2 = Z di
i=1
Desde que p1,p2, --Pni1 YV q15Q2, ---Gni1 son linealmente independientes, existe
una transformacién lineal T : C**! — C"*! tal que T'p; = ¢ tal que es

invertible. Por lo tanto

n+1 n+1

Tpnio = Z Tp; = Z qi = qn+2
i=1 i=1
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T define una transformacién proyectiva T([p;]) = ([¢:]) i = 1,2, ..., n+2. Ahora
mostraremos la unicidadd, supongamos que existe T’ define una transforma-

cién proyectiva T" con la misma propiedad. Entonces T'p; = Wi Y

n+1 n+1
Hnt2qnt2 = 1 Pryo = Z Tp; = Z Hiq;
i=1 i=1

Por la unicidad de la representacién de ... , nosotros tenemos fi; /10 = 1,

asi que T’ 'pl- = ln12Tv; entonces T = m
Definicién 2.1 Diremos que un subconjunto A C CP" es algebraico, si exis-
ten polinomios homogéneos:
P,...,P,:C""' 5 C
tales que:
A={lz] =1z0,-..,20] €CP"; Py (2)=...= P, (2) =0}.

Ejemplo 2.3 Los k-planos definidos anteriormente son subconjuntos algebrai-

COS.

Un subconjunto algebraico de CPP" es analitico ,en este caso lo reciproco tam-

bién es cierto gracias al siguiente teorema:

Teorema 2.1 (Teorema de Chow) Todo subconjunto analitico de CP" es

algebraico.

Prueba:
Ver [6].
Un caso particular del Teorema de Chow, es cuando el subconjunto analitico de

CP" tiene codimension uno, en este caso se puede demostrar que el subconjunto

puede ser definido por un solo polinomio no nulo se puede ver en [8].
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Definicién 2.2 Sea Z un subconjunto algebraico de codimension uno de CP".

El grado de Z es el entero
d(Z)=min{m > 0;Z = Z (f), donde f es un polinomio homogéneo de grado m} .

El grado de un polinomio f sera serd denotado por d (f).

Observemos que todo polinomio homogéneo no nulo f puede ser descompuesto
en un producto de polinomios homogéneos fI* - - fir ( con j, > 1 para todo s)
donde los polinomios fi, ..., f. son irreducibles y relativamente primos dos a
dos, esto es, Z (fi) # Z (f;) sii # j. Tal descomposicién se llama descom-

posicién de f en factores primos. Tenemos también que se cumple:
Z(H)=2Zf, ) =2 v d2)=d(fr.....f)=D_d(f).
j=1 j=1

Decimos que el polinomio f es reducido si su descomposicién en factores pri-

mos no contiene factores con potencias > 2.

2.2. Curvas algebraicas en CP"

Si identificamos C™ con la carta afin (Ey, po) de CP(n). Consideremos un
polinomio de grado k en C"

i1+...+tin=~k

P(uy,...,up) = Z iy (u1)™ s ()™

i14...+i,=0

Escribamos P en otra carta. Para ello calculemos

Po(gpgop; ) (ul, ..., ul)
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Por la definicién de (@pgop; ') se tiene que nos queda

i1+...+in=k

()™ Y @i () () O (g )

i1+---+in:0

Definamos los polinomios

i1+...+in==k

Piuf, cyul) = Y ag, o, () (u)) PO (] e
i14...+i, =0

Entonces la curva algebraica Sp en CP" viene definida por
U opi {(uﬁ, ,u’n) : P"(ui, ,u;) = 0}

Ejemplo 2.4 Identificamos C* con la carta afin (Ey, o)de coordenadas (z,y).
Sea la curva

Yy=x
realizando el cambio de coordenadas y = %,x = 2 escribiendo en la otra carta
(r,s) tenemos la curva

r=s’

Graficamente las dos curvas en el infinito se van a juntar.

Teorema 2.2 (Teorema de Bezout). Sean fi, ..., [, polinomios homogéneos
de grados dy,...,d, respectivamente en C""'. Suponga que Z (fi1,..., fn) no
posee componentes irreducibles de dimension > 1. Entonces Z (f1, ..., fn) con-

tiene dy, ..., d, puntos contados con su multiplicidad.

Prueba Ver en [8].
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Ejemplo 2.5 Dos rectas en C siempre se interceptan, en particular las rectas

aX +bY +cZ=0yaX +0Y +dZ =0,

se interceptan en el infinito; en el punto [b: —a : 0].

Ejemplo 2.6 La parabola Y? = X intersecta enY = 0 en dos puntos [0 : 0 : 1]
y[1:0:0].

Aqui la curva afin Y? = X es vista como F(X,Y,1) = 0 homogenizando
tenemos la ecuacion Y? = XZ intersectando con Y = 0 tenemos [0: 0 : t] =

0:0:1] y[t:0:0]=[1:0:0].

Ejemplo 2.7 Supongamos que L = (X = 0) (recta proyectiva) y C = Z(F)

una curva de grado d. Tenemos entonces:
P=[0:y:z]€e LNC <= F(0,y,2) =0

El polinomio F (0,y, 2) es idénticamente nulo (si L C C'), por otro lado des-

componiendo en la forma:

F (07 Y, Z) = H (ziy - yiz)mi

donde los puntos P; = [0 : y; : z;] son dos a dos distintos y constituyen L NC.

2.3. Aplicaciones entre espacios proyectivos

Comencemos con un ejemplo de aplicaciones entre espacios complejos y exten-

demos a una aplicacién entre espacios proyectivos.
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Ejemplo 2.8 Sea f = (po,p1,...,0n) : CFH1 — C" donde po,p1, .. ., pn son
polinomios homogéneos del mismo grado m > 1 en k + 1 variables, no todos
nulos. Sea Z = Z (po,p1,---.pn) C CP(k) . Como f(z-p) = 2"f(p) la

aplicacion de f induce una funcion
[f] : CP*\ Z (k) — CP"

Sean z = [20, ..., 2] € CP* entonces existen vecindadades U C CPF yV c CP”
tal que [f](U) C V, achicando las vecindades convenientemente supongamos

que U C Ey = [20, .., 21,20 =1y V C Evo = [wop, ..., Wy, wy = 1.

UCEOL-VCEO

.

Ck d cn
~ _ 1,x1,...,x n(l,z1,...,x
donde Golfligy (1, -y y) = (flbttenms) | follmvenn))

Asi tenemos que al expresar [f] en cartas afines se expresa como una aplicacion

de la forma (g1, ..., gn) donde los g; son cocientes de polinomios en k variables.

Teorema 2.3 Si F : CP (k) — CP (n) es una funcion holomorfa no constante

entonces k < n y existen polinomios homogéneos de CP (k+ 1), de mismo

grado po,p1, ..., pn tales que F = [(po:...:py)]-

Prueba:

Ver en [4]

Ejemplo 2.9 (Mergullo de Veronese). Las k + l-uplas (i1, ...,ix+1) de

nimeros naturales que cumplen iy + ...+ i1 = d es N (k,d) = (kjd).

Por ello podemos subindicar las coordenadas homogéneas en CP" donde n =
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N (k,d) =1 en la forma [v;, . 4, .,]

Si [u;] son las coordenadas homogéneas en CP* definimos la inmersién de

Veronese.
Vy: CP* —  Ccp”
[ulu L) uk—H] — [Uil,m,ikﬂ]
La aplicacion que a cada [uy, ..., ups1] € CP* le asigna el punto cuya coor-

Tk+1

p i
denada homogénea [v;,, i.,,] es ul' - w7 .

Subejemplo 2.1 Sin =1y d =3, la aplicacion de Veronesse de grado 3,
Vs : CP' — CP? ya que (%7%) —1=3

estd dada por Vs : lag,a;] — [ad,adar,apal,ad]. Notamos entonces que su
imagen es la curva V3(CP') = V(zw—yz, > —xz, wy—=2%) C CP® . Asitenemos

_ .3 _ 2 _ 2 _ 3
U3p = Gg, V21 = Apa1, V12 = Apa7, Vo3 = Gy

Afirmacion 2.3 La aplicacion de Veronese es un mergullo sobre su imagen.

En efecto:

1. V4 es bien definida y holomorfa

e Como en cada coordenada de CP" se tienen polinomios de grado d en-

tonces dentro de las coordenadas tenemos los polinomios al asiVy # 0

[ug syt sug] = [we s wy : - wy

(U()ZUl:"':uk):A(wO:wl:”':wk%)\#o
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Valuo :wy = -+t ug] = Vg[hwg @ -+ 2 Awy]

= DN wiy, i) = Wiy i) = Va(fwo = -+ 2 wi))

o V,; es holomorfa eso se puede observar viendo en sus cartas locales.

2. Sea V= Vy(CP¥), V,;' : V — CP* es holomorfa.

se define la funcion v : V C CP" — CP*. Observe ahora que en cada
punto de V' al menos una de las coordenadas indexadas por los monomios
z - ak debe ser # 0. Sea U; C Vel subconjunto de puntos con la x-
coordenada no cero. Entonces, los subconjuntos Uy, ..., U, cubren V y se

tienen las funciones

dadas mediante x — [2(1,0,...d—1,...0)s Z(0,1,.sd—1,.,0)s - - - 3 2(0,0,...,d—1,0,...,1)] D~
ra z € U;. Dicho en otras palabras, esta funcion manda z a la (k+1)-ada

cuyas coordenadas estan indexadas por los monomios woxf_l, . ,xkx‘j_l.
Note ahora que en las intersecciones U; N U; las funciones (u;) coinciden

y se tiene asi una funcion
u:V — CPF

dada localmente por poli bnomios y asi es reqular. Finalmente, la compo-

sicion CPF 24 V' 5 CP* es la identidad porque

(20, ..., 2] = valwo, ..., ok) = [woxd L 2p2d T =[x, 2]

ya que como x; # 0 en U;, entonces se puede cancelar al factor comin

xf‘l. Ast se tiene que V es una variedad proyectiva y es un isomorfismo

de V=~V (CP)
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Consideremos ahora una aplicacién holomorfa no constante F' : CP(n) —
CP (n) por el teorema 2,3 sabemos que F' = [py, ..., pn| , donde py, ..., p, son
polinomios homogéneos de mismo grado d y Z (py, ..., pn) €s vacio. Sea {2 una
(n+1) forma definida 2 = dpoA....Adp,, = PdxoA....Adz,,. El conjunto Z (P) C
CP (n) Es el conjunto de los puntos singulares de F esto es el conjunto de los
puntos [p] € CP (n) tales que DFy : T CP(n) — 1Tp,CP(n) no es un
isomorfismo .El conjunto F'(Z (P)) es llamado el conjunto de valores criticos
de F y los puntos de CP (n) \ F'(Z (P)) son llamados los valores regulares de
F.

Teorema 2.4 Teorema de Bezout.Sean fi,..., [, polinomios homogéneos de
grados dy, ..., d, respectivamente en C" 1. Suponga que Z (fi,..., fn) no posee
componentes irreducibles de dimension > 1.Entonces Z (fi,..., fn) contiene

di,...,d, puntos contados con su multiplicidad.

Proposicién 2.4 Si q es un valor reqular de F', entonces Fq_1 contiene exac-

tamente d™ puntos.

Prueba:
Sea G =F —q= [Py — qo,..., B, — q,) entonces Z(G) = F~!(q) donde Z(Q)

es finito. Por el Teorema de Bezout Z(G) tiene d" puntos.



Capitulo 3

Foliaciones de dimension uno en

el espacio proyectivo

En el siguiente capitulo vamos a extender una foliacion de dimensién uno en
C" a CP" y viceversa que dado una foliacién de dimension uno en CP", es
el compactificado de una foliacién definida por un campo polinomial en C",

basicamente este capitulo abre las cuentas de teoremas ya probados en [12].

3.1. Foliacion inducida por campos vectoriales

polinomial

Cualquier foliacién definido por un campo X = > 7| X j%, cod(sing(X)) > 2
polinomial en el plano complejo C™. Supongamos que C" = Ey C CP". Vamos

a probar que existe una foliacién F en CP" tal que F|g, = F.

Proposicién 3.1 FEuxiste una foliacion por curvas, con singularidades en CP"

43
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que coincide con una foliacion inducida por X en el espacio afin C™.

Prueba:
Si identificamos C" con la carta afin (Ey, ¢o) de CP (n), el campo X se expresa

en esta carta como:

donde:
Xj(@1,wn) = X5 (w1, mn) A X (2, 20) AXT (1, )

Tal que X; (0 <i<m; A1l <j<n)son componentes homogéneas de grado
i de los X, respectivamente. Sea m = max{my,...,m,} el grado de X.

Utilizando los cambios de coordenadas entre Ey y Fj.

Pt () = prowy (w1,..., 1) =1 (L, 1,...,2,)

— 1 z Tn
T

= (yla"'ayn)-

Efectuando el cambio de variables en el campo X, que identificaremos con X°
obtenemos
- 0
0L (X") = X' =3 Xjo-

J=1

T .
Como y; = —y Y = = para todo 7 = 2,...,n; tenemos
X 15
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1 Y2 Yn
Y = —p, =——X T1ye..,Tp :_yQX (_7_7"‘7_
! 2 3 @ ) e AR hn

1 1 n
= —yf{X?(—,%,---,y—”)+...+X{”(—,%,...,y—)1
Y1 N 1 N1 %N n

1 - m
= ——F= [y’lef(l,yg,...,yn)-i—y{n XLy oym) + -+ X (Lya,

(A1

Por lo tanto:

1« —i i
X11 (y1>'--ayn) = —mzyin +1X1 (Ly?;--wyn)

1 i=0

Por otro lado tenemos:

, [Ell’; ZL’]‘ZEII
yj = T = lej (ZL‘l, e ,I’n) — ylijl ((L’l, .. ,l‘n)
1

1=0

1 S m—i yri Yj - m—i yri
= — <Zy1 Xj (Lyz,.--,yn)) - ym"_l <Zy1 XLy, 90)
1

Por lo tanto:

1 - m—i yi . m—i yi
X}: (Zyl XJ<1,y2,,yn)_yjzyl X1(17y27"'7yn)>

m—1
Y1 i—0 i=0

Luego el campo de coordenadas (yi, 4, - .,¥y,) de la carta afin (Eq,p;) esta

dado por:
X Xy, .., X}

Como X es polinomial las expresiones X} implican que X' es un campo

meromorfo con polos en el hiperplano (y; = 0). Podemos entonces escribir

X' (y) =y * 2" (y)

)

ayn)]
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Donde Z' es un campo polinomial y & es el orden del polo. Observemos que
(y1 = 0) es la ecuacién del hiperplano del infinito, digamos H de Ej en la carta

by

De forma analoga al efectuar el cambio de variables entre Fy y E;

QSJ(’I) = @jogpal(l'l,...,.fn):@j(l,l'l,...,l’n)
- (L 1 Tj—1 Tjt1 x_n>
- it @i w0 w0 @y

= (wy,...,wy,).

Efectuando el cambio de variables en el campo X obtenemos

- 0
¢>]¢< (XO) =X = Xj—.
0y
j=1 J
. Wy 41 . x
Teniendo en cuenta que r, = ——, V1 < r < j—1,2;, = - y z, = —,
wi
w1 X
Vi + 1< s <n tenemos
T 2 wa wi o1 Witl Wn,
wy = le]<w17' Ywr ) wy) wy ) wq
- m—2 wy j(w27 7w_77 7wj+17 7wn)+ + j (U)Q, ,U}J, 7wj+17
1
Por lo tanto:
1 m
J _ m—i+1 y-i
X{ (wy,...,w,) = — E wy X (wa, .. wy, 1wy, o wy) .
1 i=0

w, = ==V 2 <r < j entonces
Tj

I ’
r Tjlp_q — xT,ﬂL‘j
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Por lo tanto:

m

j —1

X E b (wey w1 wg, . wy)

=0
m

m—i i

—wTE W' X (wy, . wy, L wg, e wy)]

i=0

ws = 2V j < s < n entonces
;)

m i
wg,...,wj,l,wj+1,...,wn)

m—1 Z
—w, E wy wa, . wi, Lwgg, e wy)]

Luego el campo de coordenadas (wy,ws, ..., w,) de la carta afin (£}, p,) esta
dado por:
D EID CAD ¢/

n
Como X es polinomial las expresiones X7, XJ. ..., X7 implican que X7 es un
campo meromorfo con polos en el hiperplano (w; = 0) ( es la ecuacién del
hiperplano del infinito, digamos H; de Ej en la carta £;). Podemos entonces

escribir

X7 (y) = wi*Z (y)
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Donde Z7 es un campo polinomial y % es el orden del polo.

Observacion 3.1 Por los cdlculos hechos se puede observar que el orden del

polo k, es la misma en todas las cartas Ej;.

Podemos entonces definir una foliacion F en CP (n) tal que F restringido a

EJ es definida por Z7, es decir:

1. Z°=X°= X en E,

2. 77 = wk(pjopy). X en E;

La foliaciéon F obtenida es llamada de compactificacién de F. Ella serd deno-

tada por F(X).

Ejemplo 3.1 Sea
" 0
J=1

un campo vectorial lineal diagonal en C" ~ Ej.

Veamos A en otras cartas canonicas, el cambio de coordenadas entre Ey y Fy

€s

1 2 Zn
(215 2n) = | —y =, ey — | = (w1, we, ..., wy)
Z21 Z1 21

Efectuando el cambio de variables en el campo X obtenemos

0 - 0
Asi es un campo vectorial lineal en C" con valores propios
A1, (A2 — A1), ooy (A — A1) Si hacemos ahora un cambio de coordenadas para

el abierto E; los valores propios serdn —Xj, A\p — Aj, ..., (Aj — Aj), oo, Ap — Aj.



FC 49

UNL

3.2. Compactificado de una foliacién por cur-

vas

Teorema 3.1 Toda foliacion holomorfa por curvas en CP" es el compactifi-

cado de una foliacion definida por un campo polinomial en Eq >~ C™.

Prueba:
Supongamos que S = sing(F) tiene codimensién > 2. Sea 7 : C"™1\ {0} —
CP" la proyeccién de la relacion de equivalencia que define CP". Note 7 es

una submersién, pues en coordenadas locales, usando el diagrama

crt\ {0} 2—cpr

©
oIl
Cn
y tomando z = (x1,...,7,41) € C*"\ {0}, podemos suponer sin perdida
de generalidad que xz; # 0 luego @ o w(x1,...,Tps1) = @([z1: ... Tpia]) =
(ﬁ, o Tntl ) asi
I I
x
-2 =0 0
T
e 0
(pom) (21, Tng1) =
Ty 1
00 .. —
7 L1/ px(n+1)

tiene rango n, por tanto 7w es una submersién. Podemos definir una foliacion

no singular de dimensién dos, F* = 7*(F|cpmg) en C**1\ S§* donde S* =
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{0} Un~1(S) es un subconjunto algebraico de codimensién > 2 de C™*! (por
la definicién de dimensién del cono afin para mas detalles ver [17] ). Note que
F* tiene dimensién dos porque su codimensién en C*! es la misma que la de
F en CP". De hecho, como 7 es una submersién entonces 7 es transversal F

(por el atlas que se consigue en C"™!) luego

cod(F*) = codF
(n+1)—dimF* = n—1
dim F* = 2.

Ademas de esto, si L es una hoja de F* y p € L, entonces la recta [0, p|, que
pasa por p y 0, esta contenida en L, pues si ¢ € [0,p| tenemos que ¢ = tp

donde t # 0 luego
m(q) = 7(tp) = w(tp1, ... thps1) = [tp1 : ... tpnga] = [p]

En particular, las hojas de F* son conos con vértice en el origen 0 € C"*,
Denotando por R el campo radial, R(xz) = z, vemos que las trayectorias de
R estan contenidas en las hojas de F*, pues el fluyjo R; de R es dado por
Ri(z) = e'x.

Dado p € V = C""!\ S* abierto entonces existe una vecindad V? C V,
teniendo en cuenta que R(p) € T,F* existe un campo continuo X? tal que T'F*
es generado por X (p) y R(p) donde X (p) # 0 entonces existe una vecindad
W, # 0. Por otro lado para XI, R(p) completamos con fi(p), ..., fo_2(p) tal
que

det(Xg, R(p)7 fl(p>7 RS fnf2(p)) 7£ 0

entonces existe una vecindad W), tal que

det(XP, R, fr, ..., fu-)lig #0
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Tomando U, = V, N W, N (WIA/;, para todo ¢ € UP el subespacio T,(F*) es
generado por los vectores X?(q) y R(q), donde X? y R son linealmente inde-

pendientes en todos los puntos de U?.

Veremos en seguida, como podemos extender F* a una foliacion singular en
C"*!. Para esto, probaremos primeramente que F* puede ser definida local-

mente por una (n — 1)-forma holomorfa.

Defina una (n — 1)- forma w? en U? por
WP =ixe (ig (dzg A\ ... ANdzxy)),
donde ¢ denota el producto interior, asi tenemos:
WP(q)(v1y ooy V1) = dzg A .. A dxn(Xé’, Rg), V15 ey Up—1), V1,5 ooy Uy € TUP.
Afirmacién 3.1 Valen las siguientes propriedades:

(i) Dados q € UP y v € C"™, entonces v € T,(F*) si, y solamente si,
in(wP(q)) = 0. Usaremos la notacion {v; i,(wP(q)) = 0} = ker(w(q)).

(1) Dados p y q tales que UP N U # (), entonces existe una funcion g,y €
O*(UPNUY) tal que wP = gpqw? en UP N UY.

En efecto:
(i) Siv e T,(F*) entonces v =aXP(q) + bR(q) luego
Z.1)((-'dp(Q))(U17 ) 'Uan) = wp(Q) (UJ Uty -eny 'Uan) = Wp(‘]) (aXp<Q)+bR(Q)7 Uty oeny Unfl)

= awp(q>(Xp<q)7 AR Un—l) + bwp(Q)(R(Q)v ULy eeey Un—l)
entonces

iy(WP(q)) = aixe() (W (q)) + birgg) (W’ (q))
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ahora como ixr(q)(WP(q)) = irg)(wP(q)) = 0 pues es una forma alternada
tenemos que i,(w?(q)) = 0.

Reciprocamente, tenemos que i,(w?(q)) = 0, ahora como v € C", po-
demos escribirlo como v = vy + vy donde vy € T,(F*) y vy € T,(F*)*.
Luego i, (wP(q)) = 0 y como i,(wP(q)) = 0 tenemos que i,,(wP(q)) = 0.
AsT iy, (WP(q)) (a1, ..., an—2) = 0 para cualesquier vectores ai,...,an—o €

C*1. Ahora como

iy (WP (q))(ar, ..., an—2) = Ty, (ixr(q) (ir@g)(dTo A ... Ndxy))) (a1, ..., an_2)

as? tenemos

U% ,U;LJrl
(XP)! (xP)met
(R(q))* (R(q)™+!
iy (WP(q))(ar, - . an2) = (%)
aj o artt
al ... arty
sivg # 0 yve, XP, R son linealmente independientes tomemos ay, ..., a0, o
tal que vo, XP, R, ai,..., a,_o sean linealmente independientes enton-
ces por (%) tenemos iy, (WP(q))(ai,...,an—2) # 0 absurdo. Por lo tanto

'UQZO.

(ii) Seat e UP MUY, T,F* = (XP, R(t)) = (X!, R(¢))

Como {X{, X?, R(t)} C Ty F* se tiene que XP = g, X9 en UP N UY tal
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que XP(t) y R(t) son linealmente independientes
gpg € OT(UPNUY)

wP = ixe(ig(dzo A ... Ndzy,))
= Gpixa(ir(dzo A ... Adxy))

q
GpgW™-

La idea ahora es obtener una (n — 1)-forma holomorfa 2 en C**! tal que para

todo p € V' tengamos

ker(Q(p)) = ker(wP(p)) = T,(F).

Podemos escribir
WP = g abdxy
I

donde la suma arriba recorre todos los multi-indices I = (i1 < ... < i,_1),
siendo dr; = dx;, A ... ANdx;, ,. Como S* tiene codimensiéon > 2, su comple-
mentar V' es conexo. Esto implica que existe un multi-indice I, tal que a’}o #0
para todo p € V, pues si para todo I multi-indice a} = 0 tenemos que w? = 0
y como w? = gp,w? se tiene w = w? = 0 para todo ¢ € V' y como V es conexo
tenemos que w = 0 en U. Luego cod S* = 0 lo que es absurdo. Por (ii), tenemos

que si UPNU? # () y I es un multi-indice, entonces a} = g,4a se sigue que
q
a
— = —qI en UP N U1
ar
o

Observemos que cod {z/a} = 0} > 2.
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Podemos entonces, para cada multi-indice I, definir una funcién meromorfa f;
en V por

filor =4

I\ur — p -

GIO

Por Teorema de Levi la funcién f; se extiende a una funcién meromorfa en

C"*1, que denotaremos también por f;. Considere una (n—1)-forma meromorfa

en C*1,
W = Z f[dl’[.
I

Note que, si p € V no es polo de w, entonces ker(w(p)) = ker(wP(p)) = T,(F*).

w se puede expresar

w=dx, + Z frdzy
I£1,

donde f; es meromorfo en C"*1, asi f; = ,% donde g; y h; son holomorfas en
C" y cod{z/h;(x) = g;(z) = 0} > 2 (donde fr es la extensién y es mero-
morfa ), entonces existe una (n — 1)-forma holomorfa en C"*! Q) = gw, donde
g = mem {hr}, el conjunto singular Q es {z/f1(x) = g;(z) = 0} > 2, siendo ¢
una funciéon holomorfa que se anula apenas en el conjunto de los polos de w.

Observe que si p € V, entonces ker((p)) = T,(F*). Ademads de esto, ip(2) =

0. Consideremos ahora el desenvolvimiento de Taylor de €2 en 0:
Q=2
=k

donde €2; es una (n — 1)-forma cuyos coeficientes son polinomios homogéneos

de grado j y Qi #Z 0.

Afirmacién 3.2 Para todo p € V' tenemos ker(Qu(p)) = T,(F*).
En efecto: sean p € V e v € C" tales que v € T,(F*), o sea, i,(Q(p)) = 0.
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Como las hojas de F* son conos con vértice en 0, vemos que para todo t #

0, v € Ty, (F*), o sea ker(QUp)) = ker(2(tp)). Luego:

o0

0=1i,(Qtp)) = ) in(Q(tp)) = t" (Z tj‘kiv(ﬁj(p))>

entonces i,(Qx(p)) = 0. Se sigue de ahi que ker(Q(p)) C ker(Qx(p)). Sea
{v1,..., vp41} una base de C" tal que vy, Vi1 € TH(F*). Como {v1,..., 051} ¢

T,(F* = ker(Q(p)) entonces Q(p)(v1, ..., v,—1) # 0. Sea

Qe(p)(v1, ... 00-1)
Qp)(v1, ..y vp1)

Donde g es holomorfa. Como el complementar de V' tiene codimension > 2,

9(p) =

el Teorema de Hartogs implica que g se extiende a una funcion holomorfa en
C"*, la cual designamos también g. Sea g = Zj’io g; el desenvolvimiento de

Taylor de g en 0, donde g; es homogénea de grado j. Vemos entonces que:

Qp=g-Q= (Z 91) (i Qj) (%)
QO = Q(O)Qk

entonces go = g(0) = 1.. Sea v € ker(S2(p)) entonces 0 = Q(p) = g(p)Ap)v
y como g(0) # 0 se tiene v € ker(Qp)).

Fijemos ahora un plano Ey = {(xo, ..., 2n); o = 1}, €l cual identificamos con
el sistema de coordenadas afin £y C CIP". Con esta identificacién, la restriccion

ag = Q| 5, define F|g,, esto es, Flg, = F*|z ysipe VN E,, entonces

Observacién 3.2
v E Tp(EO) NT,(F*) < ve TP(EO) Yy e ker(Qk\EO(p))
& v eT(Ey) yiy(a(p) =0
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Por otro lado, podemos escribir

Qo = Z(—l)ij(fL’l, e 7$n)dl‘1 VANPIRSAN dl’j_l VAN dxj-}-l VANPIRIAN d(L’n
j=1

donde X; es un polinomio de grado < k para todo j = 1,...,n. Ahora, si

0 .
X=>7, Xj%, se tiene que

J

ix(ap) (V1 ey Up2) = (X, U1, ey Up2)

= Z(—]_)ij(l‘l, e ,xn)dxl/\. . .Adxj_lAdxj+1/\. . /\dl‘n(z Xl—, Uty eeny Un_g)
=1 =1 Oy
= Z Z(_l)]Xj(xla . ,$n>dﬂf1/\. . ./\dxj,l/\d:cjﬂ/\. . /\dl’n(Xla—, V1yenny Unfg) =0
. T
=1 j=1

Como X € T,(Fq) v ix(ag) = 0 entonces por la observacién 3.2, X € TF|vng,
y también se tiene que sing(X) tiene codimensién > 2. Luego por el Principio

de la Identidad de funciones Holomorfas X genera F|g,.



Capitulo 4

Grado de una Foliacion

Consideremos F una foliaciéon por curvas en CP" y H = CP" ! mergullado.
Estudiaremos las tangencias de F con H. El conjunto de tangencias sera un
subconjunto algebraico de H, el nimero de elementos de este conjunto sera lla-

mado el grado de la foliacién.

Definicién 4.1 Un hiperplano proyectivo H en el espacio proyectivo CP",
es un subconjunto de CP" definido por aquellos puntos que satisfacen la ecua-

cion lineal homogénea
apzo + a1z1 + ... +apz, = 0.
Es decir:

H:={lz0:21:...:2,) € CP"; apz0 +a121 + ...+ apz, = 0}.

Considerando el sistema de coordenadas afines ¢; : F; — C"

wj (H) ==

Qp=o 121 ApZn
{ + + ...+

Zj

:0} 7=0,1,....n
Zj Zj

o7
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Asi,si =0, po (H) := {a0+a;—§l+...+ dnfn — }, que se denota por:

20

QDQ(H):H:{(Jll,,;Un)ECn, a0+a1x1+a2x2+---+anxn:0}'

4.1. Grado de una Foliacién por curvas

Definicién 4.2 Sea F wuna foliacion en CP" y H C CP" una subvariedad
algebraica. Dado p € H, decimos que F es tangente a H enp si p € Sing (F)
osip ¢ Sing(F) yT,F CT,H. Decimos que H es invariante por F si todo
punto p € H\ Sing (F) es un punto de tangencia de F con H. El conjunto de
tangencias serd denotado por T (F, H).

Ejemplo 4.1 Sea la foliacion en CP? de grado cero, dado por

0 0 0
X_)\Oa_z()+>\la_21+)\2a_22

es tal que toda recta de CP* pasando por (Ao : M\ : A2) es invariante.

En efecto, sil es una recta que pasa por (Ao : A\ : Ag), entonces | es dada por
F(z0, 21, 22) = apz0 + a121 + agza donde (g, A1, A2) € V(F).

X(p) = )\08%0 + )\18%1 + )\28%2 e T,V(F) = {(zo, z1,z2) /apxo + a121 + aaT2—o}
pues aghg + a1 A1 + asho = 0, sigue la afirmacion. Mas todavia, si un recta de

CP? que no pasa por (Ao 1 A1 : A2) ella no puede ser inavriante por la foliacion.

Observacién 4.1 Si C' es invariante por X, entonces X (p) € T,C para p €
C Sing(X) esto es X(F)(p) = 0.

Ejemplo 4.2 La curva definida por 29z2 = 23 se invariante por la foliacion

definida por el campo vectorial de vectores

0 0
X = —2z022£ — 32—
1
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En efecto, X(F) = —22022(32%) — 322(22022).

Observemos que el campo vectorial es dado localmente en Uy por

0 0
Xy, = —2y—=— — 32> —
Uo ya.ﬁlﬁ T 8:[/
. . . , . v (t) = —2y(t)
El sistema de ecuaciones diferenciales asociado a Xy, es )
y(t) = —32%(t)

que posee como una solucion la trayectoria (z,y) = (t72,t73). Asi, Xy, es un

campo de vectores tangentes a la cura Co = C|y, : y* = a3

Proposicién 4.1 Dada una foliacion por curvas F sobre CP", cuyo conjunto
singular tiene codimension > 2, existe un subconjunto abierto, denso y conexo
NI (F) del conjunto de hiperplanos H C CP" se tiene que H no es invariante

por F.

Prueba:

Fijemos una carta afin £y ~ C" de CP" y un campo de vectores polinomiales
0

aZL'j

n
X = X;

7=1
con conjunto singular de codimensién > 2, que represente F en FEjy. Como
existen hiperplanos no invariantes por F , podemos suponer que el hiperplano

en el infinito (2o = 0) de Ey no es invariante por F.

Consideremos un hiperplano H C CP", que no sea el hiperplano al infinito

de Fy. En el sistema afin E, podemos representarlo por la ecuacién lineal

L(z) =0donde x = (x1,29,...,2,) € Eg y L(z) = Zajxj—i-b; conaj,beC
j=1
. Por simplicidad suponemos que a,, # 0. En este caso, la ecuaciéon de H puede

ser reescrita como

n—1
a; b
T, = c+2bjxj = B(z1,%2,...,2,-1), donde b; = —a—],c = ——.
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De la definicién, obtenemos que F es tangente a H en p € H si, y sélo
st T,F C T,H siysolosi X €z, = Z;’:—ll bjx; siy sélo si X,(p) =
Z;:ll b; X;(p). Un punto p € H puede ser escrito como p = (y, B (y)), donde
y = (x1,%2,...,2,_1). Luego el conjunto de tangencias de F con H N Ej es

T ={(y,zn) ;20 = B(y) y F(y, B) = 0}, donde:
F(5.B) = X (0. B () ~ 30X, (1. B(1)

donde arriba se esta considerando B definida por los pardmetros (by, ..., b,_1,¢) €

C"! x C", entonces F puede ser escrito como:

F(y,B)= Y F,(B)y

lo|<k

n—1
. . s . _ ) o __ o1 ,..02 On—1
Siendo o el multi-indice (oy,...,0,-1), |o] = E oj ey’ =al'z? . a7
J=1

Note que para todo o, F, (B) es un polinomio en B = (by,...,b,_1,¢).

Por otro lado, H es invariante por F si y sélo si F'(y, B) = 0 para todo
y € C"!, o sea, si y sélo si F, (B) = 0 para todo o.

Esto muestra que el conjunto de hiperplanos invariantes por F, digamos I (F),
es un subconjunto algebraico propio del conjunto de todos los hiperplanos
(pues Ejy no es invariante).

Sea ahora k = maz {|o|; F, #0} y A= {o;|o| =k} ={o1,...,04}.

Si H es un hiperplano tal que el correspondiente B satisface F,, (B) # 0 para
algiin o; € A, entonces H no es invariante por F y el conjunto de tangencias

de F con H es dado por

T(F,H)={(y,B(y)); F(y,B)=0}
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Observe que en este caso, F' (y, B) es un polinomio de grado k en y. Basta con

definir NI (F) como el complemento del conjunto algebraico .

{B; F,,(B)=...=F, (B)=0}.
Por la Proposicién 1.3, NI (F) es un conjunto abierto, denso y conexo.

Proposicién 4.2 Sea F una foliacion de grado k en CP". Dado un sistema
coordenada afin C" ~ FEy C CP", entonces F|g, es representada en Ey por un

campo polinomial X de la forma:
X (z)=P(z)+g(x)R(x)

donde:

9

1. R es el campo radial R (z) = ija .
I’>
j=1 J

2. g es un polinomio homogéneo de grado k o un polinomio idénticamente

nulo.

3. P es un campo polinomial cuyas coordenadas tienen grado a lo mas igual
a k. En el caso en que g = 0, algunas de las componentes de P tienen

grado exactamente k.

4. El hiperplano en el infinito Ey = CP" \ Ey relativo a Ey, es invariante

si, y solo si, g = 0.

5. 81 g #0, el conjunto de puntos de tangencias donde g se anula describe

el conjunto de puntos de tangencias de F con CP™ .

Prueba:

Fijemos la carta afin Ey es un campo polinomial X = Z?Zl X en Fj,

dz;
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que representa F en Ejy y cuyo conjunto singular tiene codimensiéon > 2. Por
la proposicién anterior, y si fuera necesario, por un cambio de coordenadas
lineales, podemos suponer que los planos coordenados H; = (x; = 0) estan en
NI (F).

T(F, H) no dependia de H esto significa que el polinomio

Xj (SEl, c. ,xj,1,0,$j+1, c ,$n) =0
pues los demas coeficientes que de z;;7 # 2 son cero entonces
X] ('xh sy X1, Oa Tjq1y. - 7.I'n) = f] (I’)

tiene grado k. Podemos entonces escribir

Xj(x) = [ (@) + g; (z) 5, (%)
donde g; es un polinomio.
Por las notaciones de la proposicién anterior, tomemos ahora H € NI (F) es

un hiperplano con la ecuacién:

n—1

Ta=DB(y)=c+> bxj:=c+By(y),

J=1

T(F, H) seré definido por:

Flu.B) = X,(0.B0) - 3 bX (B ()

n—1
= o, BW) + 90y, B)By) =D _b;[f; (v, B®)) +9; (v, B(y))x;] =0
j=1
Seam = max{d(g;);j =1,...,n} y denotaremos por g, la parte homogénea

de grado m de g;.
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e Sim < (k—1), por (x) tenemos
Xj (2) = (fio (@) +gjo (@) 2j) 4 A+ (fitn-1) (#)+gjn-1) (2) 25)+ fin (2) = a (@)
entonces la proposicion se cumple haciendo g = 0.
e Sim>k
F(y, B) =

fo(y, B(y)) + g0 (y, B(y)) B(y) — 2 bi [fi (y, B(y)) +9; (v, B(y)) z;] =

reemplazando B(y) = ¢+ By(y) y teniendo en cuenta que g;,, (v, B (y)) =
9im(Y, Bo(y)) — gim(y) donde d(gim) < m — 1. obtenemos que F' (y, B)
tiene un termino homogéneo de grado m + 1.

n—1

G (4, Bo (1)) Bo () = > bigjm (4, Bo () @ := Funy1 (y, Bo)

J=1

lo cual, por la definicién de grado de F es idénticamente nulo. Ahora, se

tiene que
Fm+1 (yu BO(Z/)) =0
Gnmb1T1 + oo+ Gumbn1Tp 1 — D191m®1 — .. — by 1G-1ymTn1 = 0
(gnm - glm)blrxl + ...+ (gnm - g(nfl)m)bn—lxn—l =0
Si7 Yy solo Si? gim (ya BO (y)) = ... = Onm (y7 BO (y)) =g En este €aso,

tenemos de (%)

Xj(z) = f; (x) + g; () x;
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Xj(z) = (fijo(@)+gjo(@)xs)+ ...+ (fix () + gjn (x) 75) +
(Giter) (@) 25+ oo+ Gy () 25) + Gim) () 25
= (fjo (x) +gjo (x)x;) + ... + (fir (x) + gjr (v) 25) +

(gj(k+1) () x4+ ...+ Gim-) (¥) 5 — g]%(x)x]) +g(x)x;
Y se tendra:

Xj () = Py (z) + g (x) z,

donde P; es un polinomio de grado < m. Por tanto podemos escribir
X (z) = P(z)+ g (z) R(x), donde Py g es como lo deseado en la pro-

posicion y g es un polinomio homogéneo de grado m.

Afirmacion 4.1 g es un polinomio homogeneo de grado k

En efecto:

Por lo anterior tenemos que g es un polinomio de grado m. Basta enton-
ces probar que m = k.

Sea T un cambio de coordenadas lineal en Eq = C"

T Ccr — Cn
(y17 ceey yn> — (E:'L:l 1Yy -y Z?:l amyz>

La transformacion T es representada por la matriz

a1 - Qi
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donde DT~ (T(q)) = A}, recordando que T(Y )(q) = DT~*(T(q))Y (T(q))
Para X veamos T*(X)

T*(X) = T*(P+gR)
= T*(P)+T*(gR)

donde T*P(q) = DT T(q))P(T(q)) = A Y(P(T(q))) como P es un

polinomio de grado < m entonces T*(P) es un polinomio de grado < m.

T*(gR)(q) = DT Y T(q))(9R)(T(q))

asi T*(gR) = (goT)R.
Entonces T*(X) = T*(P) + (goT)R escogemos un T de forma que g o
T(1,z,...,x,) tenga grado m.

Consideremos un cambio de coordenadas entre Ey y F4

(Y1, Y2, -, Yn) = 01 () = (i 72 ﬁ)

ZIJl7 1517 ’ I
La ecuacion de E en la nueva carta es (y1 =0) y (¢1)« (X) =Y =

0
" Y,—, donde:
2]21 J ayj; onae

1 Y2 Yn 1 ]
Yl(yl,y2,---,yn) :_y% |iP1 <_7_>"'7_ +g(1ay2aayn)W

[ZARCA (A 1
1)
_ Ly Yn Ly Yn
Y}(yhy%”-ayn)_yl Xj I REEE . _ijl Ty Ty ey T
Yyr 1 Y1 1 Y1/ |
(4.2

L vy yn) (1 Yo yn)}
=y P (=, 2, .2 —yp =, 2.
yl{ ! (y1 vy S O
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UNL

Como los Py tienen grado < m, se sigue de 4.2 y 4.1 que el campo Y
tiene polo de orden (m — 1) a lo largo de (y; = 0). Multiplicando Y por
m—1

Y1, obtenemos un campo polinomial Y que representa F en la nueva

carta. La primera componente de Y serd:

Yi(y) = 1P (y) — g (1,2 s Yn) » ()

yi’y? Ty

donde /Pvl =y P (i 2 y—").

De ahi resulta que T (F, Ex(y1 = 0)) es definido por

_0P1(0>y27--'7yn)_g<1’y27""yn) =0
9(1,92,---7%) = 0

Como g (1,4, ...,yn) tiene grado m, se obtiene finalmente que m = k

pues F tiene grado k.

Asi tenemos probado la (1), (2) y (3)

. Si Es = (y1 = 0) es invariante si y sélo si Z1(0, ya, ..., yn) = 0 si y sélo si

9(L,ye, ..., yn) = 0.

— i1 i
Sea g(T1, s Tn) = D5 o i —m @iy U1 T, entonces

_ 12 i
g(1, e, ...,xy) = g iy i) Tof o T

haciendo el cambio de variable z; = %, Vj > 2 tenemos

72 in
Y2 Yn _ o ‘ u2 Un
g(17 Y1) y1) - ZZ2++ZnSm azlzg...zn <y1> (_y1)
> o
= io+t...tin<m 11%2...ln y;n_il

_ 1 =
- y{ng(ylaayn)_o
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Sea y; # 0 se tiene g(y1,...,yn) =0 en C" — {y; =0} asi g =0 en C"

. Consideremos un cambio de coordenadas entre Ey y Fy

1 z1 x5 Tn

(21,20, . 20) = 6o (1) = <— s —>.

) ) ) )
To T2 T2 X2

La ecuacién de F en la nueva carta es (21 =0) y (¢2)« (X) = Z =

n 0
> ici Zja—zj, donde:

2 1 =z 2 1]
2 2 3 n

Zl(zlaz%"'azn):_zl Pl = —,— .., = +g(22,1,23,...,zn) mt1
Z1 R1 21 Z1 21 ]

(4.3)

zo 1 23 Zn 2o 1 23 Zn

ZQ(ZhZQa"'azn):Zl Pl IR RERE _ZQPQ IR
L 21 1 R 21 21 R1 1 21/ |
[ 29 1 23 Zn 29 1 23 Zn \ |
Zj<217227"'72n):zl P3 IR R _Z3P2 IR
L 21 R1 <Rl 21 21 R1 <1 z1) |

(4.5)

Como los Py tienen grado < m, se sigue de 4.3, 4.4, 4.5 que el campo Z
tiene polo de orden (m — 1) a lo largo de (z; = 0). Multiplicando Z por
2"~! obtenemos un campo polinomial Z que representa JF en la nueva

carta. La primera componente de Z sera:

Z (2) = —zlﬁ;(y) — g (29,1, 23,...,2,) (%)

D .m Z 1z Zn
donde P2 =z P2 (ﬁ,z,ﬁ,...,z).
De ahi resulta que T (F, Ex (21 = 0)) es definido por g (29,1, 23, ..., 2,) =
0. De manera andloga considerando los demés cambios de coordenadas en-
tre By y Ej tenemos T' (F, Ex(wy = 0)) es definido por g (wa, , w3, ., 1, ..,w,) =
0.
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Denotaremos por F(n, k) el espacio de foliaciones de grado k en CP".

Observacién 4.2 Dos campos polinomiales X y'Y en C" con conjunto sin-
gular de codimension > 2, inducen la misma foliacion en CP" si, y solamente

si, X =AY para alguna constante A € C*.

Corolario 4.1 F(n, k) posee esttructura natural de espacio proyectivo de di-
mension N(F(n,k)) = nN(n,k) + N(n —1,k) — 1, donde N(r,s) = CI** es
la dimension del espacio de los polinomios homogéneos de grado s en r + 1

variables complejas.

Prueba:

Si consideramos el espacio G de polinomios homogéneos de grado k en n
variables , considerando que los monomios homogéneos que tienen la forma
e at iy 4y 4 i, = k. Asf el espacio G tiene dimensién N(n —1,k) =
C]::L*l+k.

Sea P un polinomio de grado k sea

k k

P(z) = Po(z) + ... + Polx) = (O fl (w1, 22, s Tn)s s Y f(@1, 72, 000y )

r=0 r=0
donde cada f/ representa un polinomio de grado r. La dimension de cada
coordenada es Cf ' + CI' + ... + O = C7** entonces la dimensién del
espacio vectorial es nN(k,n).

Por la proposicién 4,2 tenemos X () = P (x) + g (x) R(x) por lo tanto X
est determinado por Py g y considerando la observacion anterior de que dos
campos que son multiplos por una constante inducen la misma foliacion y de

ahi sumando las dimensiones tenemos:

N(F(n,k)) =nN(n,k)+ N(n—-1,k)—1
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Corolario 4.2 Si F(n,0) entonces existe un sistema de coordenadas afin C* ~

E c CP" tal que F es una foliacion de E definida por el campo radial.

Prueba:

Una foliacién por curvas de grado cero en CP" es representada en una carta
afin por X = Xy + go - R, donde X es un vector constante y gy €C".

Si go = 0, la foliacién es definida en F por un campo constante y sus hojas
son las rectas paralelas a Xj(en esta carta).

Si go # 0, entonces sing(F) N E es un dnico punto, p = —Xy/go. En este
caso, si T es la transformacién afin T'(z) = z — Xo/go de E donde T'(p) = 0,
obtenemos T*(X) = R, es decir, podemos decir que F es representada en

alguna carta afin por le campo radial.

Corolario 4.3 Una foliacion F en CP" tiene grado 1 si y solamente si F es

dada por un campo de vectores holomorfo X definido globalmente sobre CP".

Prueba:

Por la proposicién 4,2 podemos representar una foliacion de gardo k por
X=F+- 4+ P+ gr- R, en una carta afin. Extendido a CP" es un cam-
po meromorfo pues si efectuamos un intercambio de carta afin, por ejemplo
¢ = (21 = 1/x1,20 = 23/21,...,2, = Ty/x1),en el campo X, obtenemos un
campo de la forma ¢*(X) = Z/2¥"!, donde Z es un campo polinomial. Esto
significa que el campo X representa un campo meromorfo en CP" con el polo
de multiplicidade k& — 1 en el hiperplano del infinito de F = (z; = 0). Por lo
tanto X puede ser estendido a un campo holomorfo global s e solamente si

k=1.
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Ejemplo 4.3 Sea F la foliacion sobre CP?, definida en un sistema de coor-

denadas por la ecuacion
ardy — bydr =0; a# 0 +#b.

Al hacer el cambio de cartas a (z,w), se tiene la recta Lo, = x = 0 parametri-
zando es @(t) = (t,0), no tiene puntos de tangencia. Asi como para la carta
(u,v) en Lo = x = 0 no hay puntos de tangencia.

De acuerdo con nuestra definicion de grado de una foliacion. Consideremos
L : y = ayg+ bpxr una linea arbitraria, el cual puede ser parametrizada por

o(t) = (t, a0 + bot), luego el polinomio que determina T(F, L) es

Observe que:

o Sia=0b, hy(t) = —bagy, ahora si ag = 0, L es invariante, por definicion
L tiene que ser una linea no invariante por tanto, ag es necesariamente

distinto de cero de donde se sigue que T'(F,L) = 0.

e Sia#b, hp(t) = (a—b)t—bag y por tanto T(F,L) = 1.

4.2. Singularidades (Genéricas de Foliaciones

Proyectivas

En esta seccién estudiaremos las foliaciones de CIP" con singularidades aisladas.
En particular, veremos que el espacio de las foliaciones en F(n, k) que poseen

todas las singularidades no degeneradas es un subconjunto abierto, denso y
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conexo de F(n, k). Ademas de eso, calcularemos el nimero de singularidades
(contados con su multiplicidad) de una foliacién en F(n, k) que tienen todas

las singularidades aisladas.

Definicién 4.3 Una singularidad p de un campo holomorfo X definido en

una vecindad de p es no degenerada si la derivada DX (p) es no singular.

Denotaremos por V(n, k) es el espacio de las foliaciones de F € F(n, k) que

poseen todas sus singularidades no degeneradas.

Proposicién 4.3 Sean Fy € F(n, k) y p € sing(Fy) singularidad no degene-
rada de Fy. Entonces existen vecindades p € U, Fo € U € y una aplicacion

holomorfa ¢ : U — U tal que :

(@) {o(F)} =sing(F)NUYF elU

(b) ¢(F) es una singularidad no degenerada de F,VF € U

Prueba:

Fijemos un sistema de coordenadas afin C" ~ E C CP", tal que p € F es el
origen 0. Sea Xy = Py + goR un campo de vectores polinomial que representa
Fo en E. Cada foliacién F € F(n, k) puede ser descrita en E por un campo
polinomial X = P+ gR como en la Proposicién 4.2. El conjunto F(n, k) puede
entonces ser parametrizado por los coeficientes de g y de los componentes de
P.

Identificamos {(P, g); X = P + gR} con CM donde M = nN(n, k)+N(n—1,k)

esta identificacién es por el Corolario 4,1, podemos definir una aplicacion

(P, g,1) = X(x)
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siendo X = P + ¢g.R. Asi 0 es holomorfa y ademés de eso 0(F, go,0) = 0.
Por otro lado la derivada parcial con respecto al punto (Fp,go,0) es dada
por D.0(Fy, go,0) = DX((0). Como 0 es una singularidad no degenerada de
Xo vemos que D,0(Fy,go,0) es un isomorfismo. De ahi del Teorema de las
funciones implicitas existen unas vecindades U de (Fy,go) v U de 0 y una

funcién holomorfa ¢ : U — U tal que :

L. o(FPo,90) =0

2. Si (P,g) €Uy x €U son tales que 0(P, g, x) = 0 entonces x = ¢(P, g).

Es decir si X (z) =0 por (2) ¢(P,g) es la unica singularidad de X en U.

Por Teorema de funcién implicita tenemos que 0(P, g, (P, g)) = 0 entonces
X(p(P,g)) =0, por lo tanto p(F) = Sing(F) NU asi se cumple (a)

Como D,0(Fy, go,0) = DX (0) # 0 por la continuidad de DX podemos dismi-
nuir U y U si es necesario podemos suponer que para todo (P,g,z) € U x U
la derivada parcial D,0(P,g,z) = DX(z) es un isomorfismo en particular

obtenemos que DX (¢(P, g)) es un isomorfismo si (P, g) € U asi se cumple (b).

Corolario 4.4 Dada una foliacién Fo € S(n, k), con sing(Fo) = {p?,...,p%} onde

p{ # pj se i # j, existen vecindades conexas U de F en F(n, k), Uy,...,U, de

P,

, r Tespectivamente, dos a dos disjuntos, y aplicaciones holomorfas ¢; : U —

Uj, j=1,...,r tales que

1.

2.

©;j(Fo) = p§ para todo j.

Para todo F € U y todo j, ¢;(F) es la unica singularidad de F en U;, siendo

esta no degenerada.
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Prueba. De la Proposicion 4.3 obtenemos la existencia de U, Uy, ..., U, vy 1, ..., ¢
satisfaciendo (a) y (b).
En particular S(n, k) es abierto en F(n, k).

En seguida veremos que S(n, k) es no vacio, paran > 2y k > 0.

Ejemplo 4.4 (El ejemplo de Jouanolou). Sea J(n,k) el campo de vectores polino-
mial dado en Ey = C" C CP" por

n—1

0 0
N R A
j(nﬂ k) ('Tj—f—l xjxl)axj +( 'rnxl)axn

j=1
Esta foliacién sera llamada de foliacion de Jouanolou de grado k en CP".

Es facil ver que (1, ..., 1) es una singularidad de J(n, k).

Algunas de las propiedades de las foliaciones de Jouanolou son reunidas en la pro-

posicién a seguir.

Afirmacién 4.2 La foliacion generada por J(n,k) no tiene singualridades en el

hiperpalno infinito E., = CP" — Ej.
Prueba: Utilizando los cambios de coordenadas entre Fy y Ej.

— 1 T Tn
(bl(x):gologool(xl,...,xn) =1 (L,x1,...,2,) = ($_17$_1”$_1) = (Y1, Yn) -

Efectuando el cambio de variables en el campo X obtenemos

Y —.
= 0y

l’.
Como y; = — y y; = — para todo j = 2,...,n; tenemos
I T
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Por otro lado tenemos: para j =2,...,n — 1,

/ ’
) T1T; — X
_ J Il
o= =X (w1, ,20) — 1y Xa (21, ..., 2p)
1

_ 1 (. k k
= (yj+1 — Y;ys)
1
para j = n,
’ ’
/ 1%, — Tpdy

Yn = T = len (xh s 7In) - yly”Xl (xh e ,I‘n)
1

- il%(:glf - yny’;)
1

Luego la foliacién es representada en E; por el campo polinomial

n—1

(atn =) - - ; i — Yivh 8(; + (yh — ynyéf)a%n
si y1 = 0 remplazando arriba tenemos la primera coordenada —1, por tanto no
presenta singularidades en el hiperplano infinito, pero aun esta quedando los puntos
0:0:1: .. esto en Ey se da en (0,0,x,...,%) n-coordenadas, para ver esto,

consideremos el cambio de coordenadas entre Ey y Fjs.

1 21 z X
2 -1 1 3 n

— n) — ]-7 yee ) — ) ) P - s Yn) -
o~ (z) P20Pq (1, ,Tn) = 2 (1,2 Ty) ( L Ty Ta 2) (11 Yn)

Efectuando el cambio de variables en el campo X obtenemos

P*(X) =Y2
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T T
Como y; = —, yp = =1 Yy = ~ para todo 7 =3,...,n; tenemos
2 T2 T2
/ 1, 1
= ——=Ty,=——Xo (7 Tn
Yi CC% 2 I% 2( 1, ’ )
= = (vsy — )
1
para j = 2,
/ Loy — T1
Y = 1—212 = 11Xy ($1, e 7%) — Y1y2 X2 (951, e 7%)

T

= yk_l—l(l - y2y§)

1

Por otro lado tenemos: para j = 3,...,n — 1,

/ /
, ToX; — X;T
_ J J7z
Y = ) =X (21, Tn) — 1y Xo (21, T0)
2

= =W —yus)

yffl
para 3 = n,

/ ’
/ LX), — Tpdy
Yo = 7 2 T X (1, 20) = Y1y X (21, )
2

= ek — )
1

luego la foliacion es representado en Fy por el campo polinomial

0 o 0 0
(s = 95) 5+ (L= ) 5 - + > W - yjyé“)a—yj + =) g, -
=3 n

.

si reeemplazamos (0,0, 1,...) arriba tenemos la segunda componente del campo 1,
por lo tanto (0,0, 1, ...) no es una singularidad de la foliacién con lo que se concluye

que el campo polinomial en Ej
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n—1

0 0
Sl k) = (e, —ajak) 2 + (1 — zal) - —

—1 8ZL‘]‘ 8xn

<

no tiene singularidades infinitas, es decir no presenta singularidades en Foo.
Proposicién 4.4 Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) J € S(n,k)

(b) J tienen todas sus singularidades en Ey. Estas son dadas en estas coordenadas
afines por:
pj = (67, (6)Fn=1 (69 W), j =1,...,N, donde: § es una raiz N-ésima
primitivade la unidad, siendo N = 1+k+---+k", y f(m) = —(k+k*+- - -+k™).

Prueba. Las singularidades del campo J(n, k) son dadas por el sistema de ecuacio-

nes:
k _ k k _ k k _ k k1
l—zpey =0AN a2 — w2y =0A . coxiy —xj27 =0, A 25—y =0
el cual puede ser resuelto inductivamente como:

—k

_ o k—k _ o —k—k?
ilfn,1 — .Z'n.ilﬁl — (L’l
_ S+
f(n—=1)
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281 donde j > 1
fG)=—(k+E +-- +F).

De la tltima ecuacién, k + 1 — f(n — 1)k = N obtenemos z¥ = 1, luego z; = §,
es una de las raices N-ésimas de la unidad. Reemplazando este valor de x; en las
ecuaciones anteriores obtenemos los puntos py, ..., p, en (b). En particular, 7 (n, k)
posee N singularidades en Ejy. Por la afirmacién anterior 7 (n, k) posee apenas estas
singularidades.

Para ver la prueba de a, antes veamos la siguiente observacion

Observacion 4.3 Consideremos ahora la transformacion A € GL(n,C) definida

en E por:
Ay, x) = (ay - @1, 0 ) = (0 -2y, 67D gy o 65D )

Note que, AN =Ty Al # 150 < j < N. En particular el grupo G = {Id, A, ..., AN"1}
posee N elementos. Ademds, como es facil ver, A7(1,...,1) = p;, lo que prueba que
los elementos de G permutan las singularidades de J(n, k). Por otro lado,

n—1

A*(J(n,k)) = Z oﬁl~[ozfﬂ~x?+1—ajalf-xjx'f]ﬁ/axj—i—oz;l-[1—ana’f'xnxlﬂﬁ/axmk'J(n, k),

J
=1

es decir, A*(J(n, k)) = T (n, k).

Por la observacién anterior, es suficiente demostrar que la singularidad p = (1,...,1)
de J(n, k) es no degenerada. Calculando la matriz Jacobiana de DJ(n, k)(p), obte-

nemos la matriz J como:
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—(k+1) k 0 0 0 0
k-1 kO 0 0

J:
k0 00 1k
~k 0 00 0 -1

Hallemos los autovalores para el caso particular J € M (4,C), la idea para hallar los

autovalores para J € M(n,C) es similar.

—(k+1) k 0 0

k-1 k 0
Sea J =
—k 0 -1 k
—k 0 0 —1
det(J = N) = |J— |
—(k+1)=X &k 0 0
—k I 0
—k 0 —1-X k
—k 0 0  —1-—2\
kK 0
(—(k+1) =N (-1=X?>—k| -k -1—-X &
k0  —1-2)
kK
(—k—1=M)(=1—=A)3 —k[-k(-1—X\2—k
—k —1—\

K= k3 (=1 = A) + k2(—=1 — \)2 — k(=1 — A)® + (=1 — M)}
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Los autovalores son de la forma
N=—1+k-w, j=12...4

donde W es la raiz 5—ésima primitiva de la unidad.

Asi de manera general para J € M(n,C).

—(k+1) k 0 0 0 0
—k -1 k 0 --- 0 0
J =
—k 000 - —1 —k
—k 000 --- 0 -1
cuyos autovalores son de la forma \; = =1+ k-w’, j =1,...,n, donde w es una

raiz (n + 1)-ésima primitiva de la unidad w; # 1. En particular, A\; # 0 para todo

k> 1y todon > 2, estoes, J(n, k)€ Sn,k).
Corolario 4.5 S(n, k) es no vacio para todo n > 2 y todo k > 0.
Prueba: Pues J(n, k) € S(n, k).
Afirmacion 4.3
D ={(F,p) € F(n,k) x CP" : p es singularidad degenerada de F}.
es un subconjunto andlitico.

Prueba: Fijemos (Fy,py) € D. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
po = 0 € Ey ~ C". Parametrizemos F(n, k) por (P,g), donde una foliacion F €
F(n, k) es representada en Ey por X = P + g - R. Una singularidad p € Ey de F es
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degenerada si, y solamente si, Det(DX (p)) = 0. Consideremos entonces la aplicacién

[':CM x C" — C" x C, definida por
['(P,g,2) = (X(z), Det(DX ())),

donde X = P+g¢g-Ry (P,g) € CM, como en la Proposicién 4.2 Observe que I es
un polinomio en las variables (P, g, z). Luego I'"*(0) es un subconjunto analitico de

CM x C™. Por lo tanto D es analitico.
Teorema 4.1 S(n, k) es abierto, denso y conexo en F(n,k).

Prueba: En efecto, sean m : F(n, k) x CP" — F(n,k) y Dy = m (D). NComo D
es analitico y 7 es una aplicacién holomorfa propia, por el Teorema 1.4 se tiene que
D es analitico. Como Dy = F(n, k) — S(n, k) , entonces S(n, k) serda un abierto de
Zariski de F(n, k). Por otro lado, el Corolario 4.5 implica que S(n,k) # 0, luego

S(n, k) sera abierto, denso y conexo.

Corolario 4.6 El nimero de singularidades de una foliacion F € S(n, k) es :
#sing(F)=1+k+ ...+ k"

Prueba: Para probar el Corolario basta ahora observar que la aplicacion # :
S(n,k) — N, F — F#sing(F) es localmente constante, como consecuencia del
Corolario 4.4, como S(n, k) es conexo, se sigue que esta aplicacién es constante.
Por otro lado, como vimos en la Proposicion 4.4 ;| el ejemplo de Jouanolou posee
N =k"+---+ k+ 1 singularidades. ]
En seguida veremos una generalizacion del Corolario 2 para foliaciones con singula-
ridades isoladas.

Veamos primero la multiplicidad de una aplicacion.
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La multiplicidad de un punto en Z (f1, ..., f,) es definida de la siguiente manera :

Sea p € Z fijemos el sistema de coordenadas afines C* ~ E C CP" con p € C".
Podemos suponer que E = U, de forma que vamos a considerar los polinomios
gj (2) = f;j(1,2) para todo j = 1,...,n. Asimismo la hipotesis de que Z no po-
sea componentes de dimension > 1 por el teorema de Bezout implica que exis-
te un bola de radio r tal que B = B (p,r), tal que p es la unica solucién de
g1(2) = ..gn(2) = 0 con z € B .Vamos entonces a considerar la solucion mas
general en que g = (g1,...,gn) : U — C", es una funcién holomorfa en un abierto
U de C™, tal que p es la tnica solucién de g (z) = 0 en la bola B = B (p,r) C U.
Consideremos la aplicacién G : I;%I : B\ {p} — S; donde S; denota la esfera de

radio 1 en C™.

Definicién 4.4 L a multiplicidad de g en p es por definicion el grado topoldgico de
la aplicacion G |s,p): S, (p) — S1, donde 0 < p <1y S,(p) denota la esfera de

radio p y centro p .Usaremos la notacion m (p, g) para esta multiplicidad.

Corolario 4.7 Si B,C € GL(n,C) entonces m(h,p) = m(g,p), donde h(x) =
B(g(p+ C(x = p))).

Prueba: Sean B, y Cy, t € [0,1] caminos en GL(n,C) tales que By = B, By = Id,
Co=CyCy=1Id Sea Hy(x) = Bi(g(p+ Ce(x —p))). He(x) # 0 pues si H(t,x) =0
y teniendo en cuenta que B; y C} son invertibles se tiene que x = p lo que es una
contradiccién, entonces H(t,x) # 0.

Sea G(t,z) = ‘gﬁg para todo (t,z) € [0,1] x S, para algun 0 < mp < r, G es una

aplicacién continua, entonces por la Proposicion se tiene que el gradoG(0, x) =gradoG(1, =)

por lo tanto m(h,p) = m(g,p).

Lema 4.1 La multiplicidad m (p, g) ,goza de las siguentes propiedades:
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1. Independe de p < r.

2. Sea A = (a;;) una matriz cuyas entradas son a;;; son funciones holomorfas
en B (p,s),0 < s <ry tal que detA(p) # 0. Defina h : B(p,s) — C" por
h = Ag esto es h; = Z?:l a;jg;. Entonces m (h,p) = m (g,p).

3. Sean f 'V — C™" y h : W — U aplicaciones holomorfas donde W y V
son abiertos de C™ , h(q) = p para algun ¢ € W , 0 € V , f(0) =0y
goh (W) C V. Suponga que Dh (q)y D f (0) son isomorfismos de C™. Entonces
m (fogoh,q) = m(g,p).

4. Dg (p) entonces m(g,p) = 1.

Prueba:

(1) Sea 0<p;<p de manera que g no se anula en B(p,p) — p. Sea V = B(p,p) —
B(p, p1). V es una variedad orientada y compacta. Observar que 0V = dB(p, p)U
(—0B(p, p1)) con la orientacién borde.

Sea [': V — S™ 1 F(p) = %. Por la propiedad tenemos que

0 =m(F[0V) = m(F|B(p, p)) — m(F|B(p, p1)).

(2) Consideremos la homotopia Hi(z) = A(tz)g(z), t € [0,1],x € S, la cual satisfa-
ce H,(x) # 0 se 0<p<r suficientemente pequeno. Como Hy = A(0)gy Hy = h
obtenemos del Corolario 4.7 que m(g,p) = m(A(0)g,p) = m(h,p).

(3) Vamos suponer sin perdida de generalidad que p = ¢ = 0. Consideremos la
homotopia definida por H(t,z) = 1f (tg(})h(tz)) sit # 0y H(0,z) =
B (g (C(z))) donde B = Df(0) y C = Dh(0). Se tiene que

1 1 tli . h(sx)
lim H(t, J}) = lim —(f(tg(—h(t:r)))) _ limt_>0f< Img_,q 9( 3 ))
t—0 t—0 t t n
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Como f(0) =0y h(0) = 0 tenemos que
iy H(t,2) = DS(0)(9( Dh(0)a).

Por lo H es continua y satisface H;(z) # 0 si 0<p suficientemente pequeno.

Por tanto m(g,0) = m(BgC,0) = m(H1,0) =0 = m(fgh,0)

(4) Basta probarlo para el caso en que p = 0 es una singularidad no degenerada.
En efecto: Por el Teorema de la funcion inversa, existe Uy C U una vecindad
abierta y convexo de 0 tal que g(Up) es abierto y g|Uy : Uy — C" es un
difeomorfismo.

Como estamos en el ambiente C" tenemos que g|Uy preserva orientacién, de
manera que sgn(Dgg) = 1. Por la Proposicién existe una isotopia g; : Uy — C"
tal que ¢;(0) = 0 para todo t € [0,1], go = g|Up y g1 = id|Uy

Sea r > 0 tal que B(0,r) C Uy. Como g; es un difeomorfismo para todo ¢ y

g:(0) = 0, entonces g¢; no tiene singularidades dB(0, r) para todo ¢. Definimos

G : dB(0,r) x [0,1] =, G(p,t) =

id|B(0,r)
T

Entonces GG es una homotopia entre Gg = |%| y Gy = . este ultimo tiene

grado 1.

Definicién 4.5 Sea f : M — N wuna aplicacion holomorfa donde M y N son
variedades complejas de dimension n. Sean p € M y q € N tales que f(p) = q.
Supongamos que p es una solucion aislada de la ecuacion f(x) = q, esto es que
existe una vecindad W de p tal que existe una unica solucion de f(x) = q con
x € W es p. Consideremos sistemas de coordenadas holomorfos (o, U) y (5,V) en
p € M yq € N respectivamente tales que f (U) C V,a(p) =B (q) =0€ C" . La

multiplicidad de f en p,q es por definicion m (f,p,q) = m (Bofoa™1,0)
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Proposicién 4.5 Sea f : B(p,r) — C" una aplicacién holomorfa donde B(p,r)
es la bola de radio r y centro p en C". Suponga que f(p) = q y que p es la inica

solucion de f(x) = q en B(p,r).

1. Dado 0<p<r existe € > 0 tal que si g : B(p,r) — C™ es holomorfa y satisface

If = 9llzg,) <€ entonces g Y q) N B(p,p) = X es finito y

m(f,p.q) =Y _mlg,z,q)
zeX
2. Dado 0<p<r existe 6 > 0 tal que si ’q — q/| <6 entonces f~1(¢)NB(p,p) = X
es finito y
m(f.p.q) =Y m(f x,q)

zeX

Prueba:

(1) Recordemos el siguiente resultado
"Sea N un variedad compacta. Existe un € > 0 con la siguiente propiedad:
dado una variedad M dos aplicaciones continuas f,g : M — N tales que
|f(z) — g(z)| < € para todo = € M, entonces f y g son homotépicos.”
Tomemos el € del resultado anterior, ademas X es compacto y discreto enton-

ces X es finito. Como f y g son homotépicos entonces grado(f) = grado(g)

entonces se tiene m(f,p,q) = > .x m(g,x,q).

(2) g es un valor regular y valores regulares es un conjunto abierto entonces existe
0 > 0 asi X es compacto y discreto entonces es finito.
Sean py, ..., px las singularidades de X. Como son aisladas, existen B; C B(p, p)
de centro p; dos a dos disjuntas. Sea V = B(p,p) — U%_, B; es uan n varie-

dad con borde, observemos que 0V = 0B(p,p) U — Zle 0B; entonces por la



UNIL FC 85

Proposicién tenemos

k
= grado(F|0V') = grado(F|0B(p,p)) — Z(F|8BZ)

=1

Por lo tanto m(f,p,q) = EaceX m(f,z, q/)

Definicién 4.6 Sea X = Z?Zl X;0/0x; un campo de vectores holomorfo definido
en um abierto U de C". Dada una singularidad isolada p € U de X, el numero de

Milnor, o multiplicidad de X en p, es el entero

(X, p) =m(X,p,0)

donde arriba, m(X,p,0) denota la multiplicidad de X = (X1,...,X,) en p,0, pen-

sado como aplicacion de U en C™.

Teniendo en cuenta el Lema 4.1 valen las siguientes propiedades:

1. Si f es una funcién holomorfa en U que no se anula en p, entonces p(X,p) =

p(f-X,p).

2. Sip:U — V C C" es un biholomorfismo, entonces p(¢(X), o(p)) = u(X, p).
En efecto, basta observar que ¢,(X)(q) = Dp(p~1(q)) x X(¢71(q)) v aplicar
(2) v (3) del Lema 4.1 .

3. Si p es una singularidad no degeneradam entonces (X, p) = 1.

Teniendose en cuenta (1) y (2), el concepto se extiende a singularidades aisladas
de foliaciones en variedades complejas, via cartas locales: si p € M es una singula-
ridad aislada de una foliacién F en M, tomamos un campo de vectores holomorfo
X que represente F en una vecindad U de p, una carta local ¢ en p y definimos

p(F, p) = (e (X), o(p)).

Podemos entonces enunciar el siguiente resultado:
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Proposicién 4.6 Sea F € F(n, k), una foliacion con singularidades aisladas. En-

tonces

Z w(F,p)=k"+---+1.

pEsing(F)

Prueba. En el caso en que F € S(n, k), por (3), la formula de arriba se reduce al
Corolario . Veamos el caso general.

Sea Fy € F(n,k) una foliacién con singularidades aisladas, digamos sing(Fy) =
{p1,...,p-}. Tomando un hiperplano H tal que p; ¢ H, para todo j = 1,...,r,
podemos obtener una carta afin C* ~ E'= C(n) \ H, tal que {py,...,p,} C C". Sea
Xo = Fy+ go - R un campo de vectores polinomial que represente Fy en E. Fijemos
las bolas By, ..., B,, B; = B(pj,p), j = 1,...,r, tales que B; N B; = ¢, se i # j.
Consideremos el compacto K = CP" \ Uj_, B(p;, §) entonces existe una vecindad U,
de Fo tal que si F € U, entonces sing(F) NK = ¢, esto es sing(F) C Uj_, B(p;, §).
Observamos ahora que la Proposicion implica que existe una vecindad U C U; de

Fo, tal que si F € U, entonces

> w(Fp) = u(F.py)

pesing(F)NB;

Entonces por la Proposicién existe € > 0 tal que si X = P + gR satisface
| X — Xoll5; <€ para todo j =1, ..., 7, entonces
> wX,p) = u(Xo,p))
pEsing(X)NB;
La vecindad U seria la deseada. Finalmente, como S(n, k) es denso en F(n,k),
tomamos F € S(n, k) NU , para lo cual tenemos

7 s

'+ 1= > u(Fp) =) Yoo wFp) | =D uF.p)

pEsing(F) Jj=1 \pesing(FNB;) Jj=1

como queriamos.



Capitulo 5

Foliaciones de codimension uno en

el Espacio Projectivo

En el siguiente capitulo vamos a extender una foliacién de codimensién uno
en C" a CP" y viceversa que dado una foliacién de codimension uno en CP"| es
compactificado de una foliacién definida por 1-formas polinomiales en cartas afines,

este capitulo esta basado en el estudio de la seccién 1.5 de [18].

5.1. Foliacion inducida por 1-formas integrables

en CP"

Sea M una variedad complexa de dimensién n y w una 1-forma holomorfa no
identicamente nula en M. Sea S = {p € M/w, # 0}, el conjunto singular de w, que

denotaremos por Sing(w).

Definicién 5.1 Decimos que w es integrable, si existe una foliacion holomorfa F

87
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en N =M — S tal que
T,F = kerw, =v € T,M,w,(v) =0
El siguiente teorema es bien conocido que se puede encontrar en [2]

Teorema 5.1 (Teorema de Frobenius) w es integrable, si y sélo si , w A dw.

Seaw = )", fj(z)dz; # 0 una 1-forma integrable en C", n > 2, donde fi,..., f,
son polinomios. Vamos suponer también que cod(Sing(w)) > 2, lo que corresponde
al hecho de que fi,..., f, no tiene factor comin en su descomposicién en factores

irreductibles (pues si tuvieran un factor en comun cod(Sing(w)) =1 ).

Ejemplo 5.1 Sean N y M wvariedades complexas y F una foliacion de codimension
un en N. Dada una aplicacion holomorfa no constante f : M — N, podemos definir
una foliacion de codimension un en M, que serd denotada por f*(F), de la siguien-
te manera: si F es definida por el termino ((U;)jes, (wj)jes, (9ij)v,+0), enton-
ces f*(F) es definida por ((V;)jes, (n;)jes, (hij)vi,20) donde V; := f=HU;), n; ==
[*(wj) y hij == gij o f. La foliacion f*(F) serd llamada de pull-back, o contra-

imagen de F por f. Asi f*(F) es una foliacién de codimension un en M pues
« M=) cl st wn =Yvs
= fr(wi) Ad(f(w) = f7(wj A dw;) =0
n Si Vij # 0 entonces f*(wi) = f*(giw5) = (g5 0 )" (wj) = hi f*(w)).

Proposicién 5.1 Sea F la foliacion definida por w(definida anteriormente) en C™.

Podemos extender F a CP™.

Prueba:

Consideremos C" como la carta afin Fy := {[z] :=[20:...: 2z,] € CP"; 2z, = 1}. El
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hiperplano del infinito de esta carta es dado por H = {[z] € CP"; 2,

Utilizando los cambios de coordenadas entre E; y Ej.

1w2

gb(x):gplowal(wl,...,wn):gpl(l,wl,...,wn): (—,—,...

wy; w1

Por lo tanto, la expresién de w en la carta F; es:

* _ i% Wn 1 U)2 W,
¢(w)—f1(w1,wl,... wl) <w1>+2fj< o

Sea fj(z1,. .., 20) = [} (wi, ..., wn) + ...+ f] (Wi, .. wy) + .

= 0}.

)
()

Tal que f; (t>0A1<j<n)son componentes homogéneas de grado i de los f;

respectivamente. Asi:

_+OO m 1 Wo dw1 = 1 U}g
W)_mzofl (w—l,w—l, ) —1—22 (wl w0

+00 n
__<Zw;mf{n(1’w2,, ——i—Zwamf 1'11}2,
m=0

7=2 m=0
n —+oo

—l—ZZ f 1w1,...,wn)dw—uij

7=2 m=0

n

&*(w) k+2 Zw ( 1wg,...,wn)+2ffl(1,w2,...,

Jj=2

+izwk+l ™ (1w, . wy) dwy)

7=2 m=0

w1y
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Como los fjs son todos polinomios, la 1-forma arriba es meromorfa, siendo
|¢*(w)]|so = (w1 = 0). Observamos que la multiplicidad de w; como polo de ¢*(w) es

k > 2. Podemos entonce escribir ¢*(w) = —, donde @ tiene coeficientes polinomia-
wy

les.

La forma w es integrable

Como w A dw = 0 se tiene ¢*(w) Ad(m*(¢)) =0y ¢*(w) = Ek entonces
wy

w dw kwo
% A % “Erl N dw1 =0
wy wy wy

w A dw w A ko p 0
R —_— —_— w =
wh ' wh w " wht! !

por lo anterior

Zw ( 1wg,...,wn)+fo1(1,w2,...,wn)wj)>dw1

n

—I—ZZwkH (L we, ..., wy) dw;

7=2 m=0

Luego

wllc k‘+1

n +oo

k+1ZZw'f (L wa, . wy) dwg) A k+2zz kmfmlwg,...,w

7=2 m=0 7=2 m=0

k
Z A wd Zw ( 1,w2,...,wn)—i—Zf;”(l,wQ,...,wn)wj))dw1

n) dwjdwl
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ko

———dwy; = 0. Por lo
wit! !

Como dw;dw; = 0y dw;dw; = 0 si ¢ # j tenemos que Ek A
wy
tanto

wANdw =0

asi @ es integrable y @ = win*(w) .

Por lo tanto ella define una foliaciéon que extiende F a H N E;. Procediendo
de manera analoga para los otros sistemas afines E; := {[z]; z; = 1}, obtenemos
formas integrables, cuyas foliaciones asociadas, extienden F a una foliacién G de

CP". La foliacién G puede ser definida por 1-formas meromorfas.

Observacién 5.1 Expresion en coordenadas homogéneas. Sea G a foliacion

de CP" definida pela 1-forma polinomial integrable

W= z": fi(z)dz;
j=1

en la carta afin Ey de C", donde Ey. Sea w: C"™\ {0} — CP" la proyeccién de la
relacion de equivalencia que define CP" : w(z) = [2]. En la carta Ey ella puede ser

expresada como

7(2) = (20, .., 20) = {1&:...;2—"} - [1;3].

20 20

En particular,
. I & w
w0 = 2 3 6 (2) sy - 2 ()

Como los fjyrs son polinomios, multiplicando 7*(w) por una potencia apropiada de
20, obtenemos una 1-forma polinomial Q = 287" (w) = > i—o Fj(2)dz;, satisfaciendo

las siguientes propiedades:
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(1)

(2)

(3)

Q es integrable define la foliacion 7*(G). Como w A dw = 0 se tiene 7 (w) A

d(m*(w)) =0 y 7" (w) = w_; entonces
<0

w1 dwy kwl
0 (8 B ) o

20

wp  dwq wr  kwy
A=) =[S AEdy ) =0
Gr5)- (G o)

teniendo la forma explicita de wy vy desdoblando se tiene que el sequndo su-

mando es cero.

w1 N dw1 =0
asi wy es integrable y w; = zEm*(w) .
Los polinomios F; son homogéneos del mismo grado, digamos k > 1. Pues

W*M:(_Zig;fj (2))d+< zf;( )d)

para cada j =1,...,n; sea s; = grado de f;, luego tomemos
E=min{l+sy,...,1+ 8,1 + méx{sy,...,s,}}

as? tenemos

Q= " (w )Z(—Zé“_i:fj (%»d'zﬁ( Zf] E) )

bastatomarFo()——ZOQZ]1f]( ) ()—Zolzﬂfj( )

Los polinomios F; no tienen factor comin. Pues como Q = zhm 7:1 Fi(z
tenemos que 2 no diwide a Fj(z) para todo i > 1 y todo j = 1,...,n. Asi si
existe g tal g divide a F; para todo j =1,...,n entonces g divide a 7" (w) en

consecuencia m,(g) divide w lo que es absurdo.
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es un

(4) La forma Q satisface la relacion ir(Q) = 0, donde R = Y7, Z]ﬁi
Zj

campo radial de C™1. Esta relacién es equivalente a
szFj(z) = 0. (xx)
j=1
- w0
Pues como Q = z§ > i1 fi (20dzj — zjdz) y R= )7, ZJE) tenemos

—ZO Zﬁ( )zozj—zjz()):()

ahora ig(w) =0 es equivalente a Y7, 2;Fj(z) =0

La relacion (xx) es consecuencia de (x), ya que ig(zodz; — z;dzy) = 0 para todo
i = 1,...,n. Observe que sing(r*(G)) = (Fy = ... = F, = 0) y por lo tanto las
componentes irreductibles de sing(n*(G)) tiene codimension > 2, por (3).

Notemos también que w = Q|.,=1), 0 sea restringiendo 2 al hiperplano zy = 1
recuperamos la 1-forma w original. De manera andloga, la restriccion Q|.,—1y define

una 1-forma polinomial integrable en la carta afin E; = (z; = 1), que coincide, a

menos de un factor constante, con la forma w; obtenido en el Ejemplo anterior.

Observacién 5.2 Sea Q2 una I-forma que satisaface (1), (2),(3), (4) de la observa-
cion anterior. Entonces se tiene que ig (d)) = (k4 1)Q2. En efecto veamos que esta

relacion se cumple:

d . d <&
=2 SR (@m0 = 5 3 Filet2)d(e')limo

§=0

Lr(Q) =

y del hecho que F; es de grado k tenemos que Fj(e'z) = e Fj(2) y d(e'z;) = e'dz;

Lr(Q) = —(e®+1)|,_ OZF 2)dz; = (k+1)Q
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Ahora usando la formula de Cartan tenemos:
Lp(Q) = ip(d?) + d(ir(Q?)) = ir(dQ2).

Asi tenemos la igualdad deseada. En particular obtenemos el siguiente hecho: dS)2 = 0

st y solamente si 2 =0

5.2. Compactificado de una foliacién de codimen-
sion uno

Proposicién 5.2 Toda foliacion de codimension uno en CP" pode ser definida por

1-formas polinomiales en cartas afines.

Prova.Sea F la foliaciéon de codimensién uno en CP", dada por el termino
((Uj)jes, (nj)jess (9ij)u,20) v tal que cod(sing(F)) > 2. La idea es probar que F
puede ser representada en coordenadas homogéneas como en la observacion de coor-
denadas homogeneas.

Sea m : C"™1\ {0} — CP" la proyeccién canénica 7(z) = [z]. Procediendo como
en el ejemplo 5.1, obtenemos una foliacion G := 7*(F) en C"™' \ {0}, dada por lo
termino ((V;);, (0;);. (hij)v;,20), donde V; = a=H(U;), 0; = m*(1;) ¥ hij = gij o .
Vamos probar que G puede ser definida por una 1-forma € Q*(C"™!) satisfaciendo

(1), (2), (3) y (4) de la observacién 3,1.

Afirmacién 5.1 FEuxiste una I-forma ©, definida en un polidisco @), con centro en

el origen, tal que Olg\joy define Glo\(o3-

Coloquemos 0; = 377 f/(2)dz,, donde f] € O(V;). Afirmamos que existe 7, €
{0,...,n} tal que f] # 0 paratodoj € J. En efecto, larelacién 6; = h;;0; en Vi; # 0,



UNIL FC 95

implica que f! = h;;f! en Vi, para todo r = 1,...,n 4+ 1. Como h;; € O*(Vj),
obtenemos que f! # 0 siy sélo si fI # 0, siempre que V;; # (). La proba sigue

entonces de los siguientes hechos:
(1) C™*1\ {0} es conexo.
(2) Dado j, € J existe r, tal fIo # 0, pues 6;, # 0.

Sin perdida de generalidad, vamos a suponer que fg # 0 para todo j € J. Dados

j
% e M(V;). Como
. 0 ,

fl=hiifly fi = hijf si Vij = V; N V; # 0, obtenemos que ¢. = ¢/ en V;;, para

todo r € {1,...,n}. Luego existe una funcién meromorfa ¢, € M(C"\ {0}) tal

j € Jy1l<r <n, considere la funcién meromorfa ¢, :=

que ¢, |y, = ¢!, para todo j € J. Vamos ahora utilizar el teorema de Levi (vea [S1]):
se n > 1, la funcién meromorfa ¢, puede ser extendida a una funcién meromorfa

en C""!'. Ademas de eso, ella puede ser escrita como cociente de dos funciones

holomorfas: ¢, = %, gr, hr € O(C") h, # 0. Denotemos los germenes de g, y

h, en O,.1 por g.o ¥ hyo, respectivamente. Considerando las dos descomposiciones

en factores irreductibles, podemos suponer, después simplificacion en el cociente

gro . , - , .
22 que ellos no tienen factor comtn. Utilizando ain que O, es un anillo de

thO

factorizacion tnica, podemos obtener un minimo comun multiplo de hg, ..., Ay,

digamos kg € O,41: ko es tal que h.glkg para todo r = 1,...,n, y si ¥ es tal que
-k
h.o|t) para todo r entonces kgl1p. Colocando k, := Jr0 0, consideramos el germen

hrO
de 1-forma )", k.dz.. Un representante © de este germen definido en un polidisco

(), con centro en el origen, define G en @ \ {0}, pues © en V; N Q # 0 se tiene que
OANdO =0

Afirmacién 5.2 G puede ser definida por una forma § satisfaciendo (1), (2), (3)
y (4) de la observacion 3.1
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Primeramente observamos que ig(0) = 0. En efecto, las fibras de la aplicacién
7 o C"1\ {0} — CP" son las rectas que pasan por el origen. Esto obliga que
ir(f;) = 0 para todo j € J, luego ir(©) = 0.

Ademas de esto, la forma © es integrable, una vez que define una foliacién.

Consideremos la expansién de © en serie de Taylor en torno del origen:

O=> 0, 0,#0.

r>k
Para todo r > k, el coeficiente de dz, de la 1-forma O, es el polinomio homogéneo de
grado r, obtenido de la expansion del germen k, en serie de Taylor. La idea es probar
que la 1-forma ©y, define G y satisface (1),...,(4). La forma ©; claramente satisface
(2). Verifiquemos que ella satisface (1) y (4). Expandiendo en serie de Taylor la

relacién © A d© = 0, obtenemos

0=0AdO=)_ Y ©,Ado,

1>k r+s=l

entonces O A dOy, = 0. En particular, ©y, satisface (1). Andlogamente, expandiendo
en serie de Taylor la relacién igr(0) = 0, obtenemos que igr(6;) = 0, ya que los
coeficientes de R son homogéneos de grado un, luego 0, satisface (4). Para verificar
que Oy define G y satisface (3), definamos F' = (9%7 G es meromorfa , por el teorema
de Hartogs se extiende a G holomorfa. Sea G = > G, el desenvolvimiento de

Taylor donde GG; es homogénea de grado j

0, =G-0= (i Gj> (f: @j> ()

entonces Gy = G(0) = 1., y se tiene que se cumple (3) pues si existe f divide a los

. ) , .. -
polinomios homogéneos de O entonces f divide a % = Effo o esto es absurdo.
1 J




Capitulo 6

Conclusion

En este trabajo se caracteriza las foliaciones de dimension uno en CP" y para H
no invariante por F se tiene 7 (F, H) es un subconjunto algebraico de H definido
por un polinomio de grado k, que por definicién se le llamara el grado de la foliacion,
se denotard a las foliaciones de grado k como F(n, k) y también se estudiard las fo-
liaciones en F(n, k) que posean todas las singularidades no degeneradas. También
se caracterizara las foliaciones de codimensién uno en CP".

Una continuacién de este trabajo, seria caracterizar el grado de una foliacién de
codimensién uno y en general el grado de una foliacion de dimension arbitraria.
También un trabajo pendiente serfa estudiar una foliaciéon por curvas como un mor-
fismo de fibrados vectoriales, donde los morfismos en CP" quedan determinados por

morfismos

a: Ly — TCP"

L4 es un fibrado lineal, definido por los cociclos g;;(wjo, ..., wjn) = wj’id y apartir de
esa definicién encontrar los mismos resultados de grado de una foliacion que se vio

en este trabajo.
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