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PRÓLOGO 

 

Los sistemas mecánicos subactuados son aquellos que poseen menos 

entradas de control que grados de libertad, a su vez también están dentro de la 

clasificación de sistemas no lineales, los cuales no poseen métodos generales 

disponibles que resuelvan todas las clases de sistemas no lineales. Es así que 

existen diversos sistemas subactuados, que permiten desarrollar y poner a prueba 

diversas técnicas de control, con la finalidad de controlar y estabilizar un sistema no 

lineal en un punto de operación. Uno de estos sistemas subactuados es el 

denominado “Pendubot”, el cual para el desarrollo de la presente tesis fue diseñado 

y construido, basado únicamente en el concepto de la bibliografía existente. En la 

presente tesis se presenta un control de balanceo que incluye el método de 

linealización parcial por realimentación y el control de estabilización LQR (Linear-

Quadratic Regulator), con la finalidad de obtener una estrategia de control al 

problema del sistema subactuado Pendubot. La presente tesis se ha organizado en 

5 capítulos cuyo contenido es el siguiente: 

 

El capítulo I presenta una introducción a esta tesis con los antecedentes, el 

planteamiento del problema, el objetivo, la justificación, los alcances y las 

limitaciones.  
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El capítulo II expone el modelamiento matemático del sistema no lineal 

Pendubot y el análisis de los puntos de equilibrio susceptibles de controlar para el 

modelo lineal.  

 

El capítulo III trata del control no lineal necesario para desarrollar la 

estrategia de control, describiendo al balanceo y la estabilización como parte de la 

estrategia a implementar.  

 

El capítulo IV presenta los equipos y dispositivos empleados, así como 

también los programas que permitieron el desarrollo de la estrategia de control. Se 

presentan aspectos generales de las partes que comprenden el diseño mecánico 

para la construcción del mecanismo subactuado Pendubot.  

 

El capítulo V describe el procedimiento y los algoritmos de  empleados en la 

implementación de los controladores de balanceo y estabilización, asimismo 

presenta los resultados experimentales y algunas sugerencias para trabajos futuros. 

 

Finalmente se presentan las conclusiones.  

 

El apéndice A presenta el código empleado en Matlab para realizar las 

simulaciones del sistema de control del Pendubot. El apéndice B muestra algunas 

de las características de la tarjeta PCIe 6363, empleada en la lectura de posiciones 

y velocidades angulares. En el Apéndice C se presentan algunas características de 

la tarjeta de control EPOS2 50/5, empleada para el control del motor. 
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El Pendubot como sistema ha sido objeto de estudio, desarrollándose 

diversas técnicas de control,  la mayoría de las cuales utilizadas en sistemas de 

control híbridos, estableciendo etapas como control de balanceo y control de 

estabilización, cada etapa representa un problema de control particular y con una 

solución específica, como lo presentan M. Zhang y TJ. Tang en [12]. El desarrollo 

de técnicas de control para resolver el problema planteado por el Pendubot, como 

cualquier sistema mecánico, depende de 3 problemas básicos: 

 

 Planeamiento de trayectoria (trajectory planning). 

 Seguimiento de trayectoria (trajectory tracking). 

 Regulación de punto de operación (set-point regulation). 

 

Para el caso del Pendubot se han empleado técnicas relacionadas con la 

linealización por retroalimentación de estados, control basado en pasividad, control 

basado en la energía, como lo presenta Alessandro De Luca en [8] y [9], control 

basado en lógica difusa, desarrollado por Xiao Q. en [5], control basado en redes 

neuronales por Murad M. en [4], y mas recientemente las investigaciones están 

abocadas al manejo de trayectorias para el control del Pendubot, presentado por 

Bailey R. en [3] y [6]. 

 

1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

El Pendubot es un sistema subactuado de dos grados de libertad, cuya 

características principal es la carencia de un actuador en uno de sus grados 

libertad, lo cual representa un problema por lo menos interesante para la teoría de 

control, debido a que es imposible tener un control directo sobre el grado de libertad 
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no actuado, implicando de esta forma que el control debe ser realizado de forma 

indirecta, empleando únicamente el grado de libertad que posee un actuador. 

 

Con la consideración vista anteriormente podemos formular: 

 

¿Es posible realizar el control de posición angular del sistema Pendubot y 

superar la dificultad que significa controlar un sistema subactuado?. 

 

Vista la interrogante del planteamiento del problema, nuestro compromiso es 

esta tesis, es resolver los problemas de balanceo y estabilización en dos 

configuraciones inestables del Pendubot, teniendo en cuenta la regulación y el 

seguimiento de trayectorias de tal forma que se pueda lograr el control con alta 

performance, es decir mínimo sobre impulso y error en estado estacionario nulo. 

 

1.3 OBJETIVO 

La tesis presenta el siguiente objetivo: 

 Realizar el diseño e implementación de un control no lineal en tiempo real 

para el sistema subactuado Pendubot en dos configuraciones inestables, 

cuya estrategia sea inicialmente efectuar un control de balanceo hasta 

alcanzar las configuraciones de equilibrio, y cambiar a un control de 

estabilización. 

 

1.4 JUSTIFICACIÓN 

La complejidad que caracteriza al sistema no lineal (Pendubot), ha permitido 

el desarrollo de diferentes técnicas de control, las cuáles en su mayoría son 

desarrolladas inicialmente en forma teórica; el diseño e implementación del sistema 
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Pendubot permite la comprobación y validación de dichas técnicas de control en 

tiempo real, lo cual es importante para el desarrollo y aprendizaje de estudiantes e 

ingenieros mecatrónicos; por lo tanto el sistema Pendubot está inmerso también en 

el área de investigación y docencia, con la finalidad de desarrollar nuevos métodos 

de control e identificación, que de forma continua se incorporen en la formación 

académica de futuros ingenieros mecatrónicos. 

 

1.5 ALCANCES Y LIMITACIONES 

 Los programas de control desarrollados en la presente tesis, únicamente 

abarcan 2 puntos inestables de control, denominados posición superior e 

inferior, ambas posiciones tienen en común que el punto mas alejado de la 

junta del segundo grado de libertad y que pertenece al mismo, esté siempre 

arriba de cualquier otro punto asociado al primer o segundo grado de 

libertad. 

 La estructura de control desarrollada permite que a futuro se puedan 

desarrollar otras técnicas de control, ya que en la implementación se procuró 

establecer la lectura de todas las variables de estado posibles a necesitar 

por cualquier tipo de controlador.  
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2.1 MODELO DINÁMICO  

La naturaleza del sistema subactuado permite encontrar ecuaciones 

diferenciales que determinan su comportamiento dinámico. Estas ecuaciones se 

obtienen haciendo uso del método de Euler-Lagrange. Para un sistema 

conservativo, dicha ecuación se define como: 

݀
ݐ݀
൬
߲ࣦ
ሶ௜ݍ߲

൰ െ
߲ࣦ
௜ݍ݀

ൌ ߬௜ ݅ ൌ 1,… , ݊ (2.1)

Donde ݍ ൌ ሾݍଵ  ଶሿ் es el conjunto de coordenadas generalizadas para elݍ…

sistema, ߬ es un vector de fuerzas generalizadas y ࣦ es el lagrangiano del sistema. 

El lagrangiano de un sistema está definido como la diferencia entre la energía 

cinética ࣥ y la energía potencial ࣪, de la siguiente forma: 

ࣦሺݍ, ሶݍ ሻ ൌ ࣥሺݍ, ሶݍ ሻ െ ࣪ሺݍሻ (2.2)

Para un sistema no conservativo, el uso de la función de disipación de 

Rayleigh asociada a las fuerzas de fricción ࣠ሺݍሶ ሻ, transforma las ecuaciones de 

Euler-Lagrange en: 

݀
ݐ݀
൬
߲ࣦ
ሶ௜ݍ߲

൰ െ
߲ࣦ
௜ݍ݀

൅
߲࣠
ሶ௜ݍ߲

ൌ ߬௜ ݅ ൌ 1,… , ݊  (2.3)

De esta forma se pueden describir las ecuaciones de movimiento de un 

sistema no conservativo, siendo la representación matricial de la forma: 

ࣞሺݍሻݍሷ ൅ ࣝሺݍ, ሶݍ ሻݍሶ ൅ ࣡ሺݍሻ ൅ ߮ሺݍሶ ሻ ൌ ߬ (2.4)

Donde ࣞሺݍሻ es la matriz de inercias, ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ es la matriz de las fuerzas de 

Coriolis, ࣡ሺݍሻ es la matriz de fuerzas de gravedad, ߮ሺݍሶ ሻ es la matriz de fuerzas de 

fricción viscosa producidas en los ejes de rotación con los rodamientos en cada 

grado de libertad. 
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A partir del diagrama esquemático del Pendubot mostrado en la figura 2.1, 

se define para		݅ ൌ  ௜ como el ángulo de cada grado de libertad que a su vezݍ ,1,2

sirve como coordenada generalizada; ݉௜ representa la masa de cada eslabón; ݈௜ 

representa la longitud de cada eslabón; ݈௖௜ representa la longitud desde la unión 

con el eslabón previo hasta el centro de masa del eslabón ݅; finalmente ܫ௜ 

representa el momento de inercia del eslabón ݅ respecto de su centro de masa. A 

continuación se definirán las relaciones cinemáticas del Pendubot, necesarias para 

proceder con el modelamiento dinámico. 

 

Posición del centro de masa del eslabón 1: 

௖ଵݔ ൌ ݈௖ଵ cosሺݍଵሻ 

௖ଵݕ ൌ ݈௖ଵ sinሺݍଵሻ 
(2.5)

Velocidad del centro de masa del eslabón 1: 

௖ଵݒ ൌ ሶݍሻݍ௩೎భሺܬ  (2.6)

Siendo el Jacobiano relativo al centro de masa del eslabón 01: 

ሻݍ௩೎భሺܬ ൌ ൥
െ݈௖ଵ sinሺݍଵሻ 0
݈௖ଵ cosሺݍଵሻ 0

0 0
൩ (2.7)

Posición del centro de masa del eslabón 2: 

௖ଶݔ ൌ ݈௖ଵ cosሺݍଵሻ ൅ ݈௖ଶ cosሺݍଵ ൅  ଶሻݍ

௖ଶݕ ൌ ݈௖ଵ sinሺݍଵሻ ൅ ݈௖ଶ sinሺݍଵ ൅  ଶሻݍ
(2.8)

Velocidad del centro de masa del eslabón 2: 

௖ଶݒ ൌ ሶݍሻݍ௩೎మሺܬ  (2.9)

Siendo el Jacobiano relativo al centro de masa del eslabón 02: 

ሻݍ௩೎మሺܬ ൌ ൥
െ݈௖ଵ sinሺݍଵሻ െ ݈௖ଶ sinሺݍଵ ൅ ଶሻݍ െ݈௖ଶ sinሺݍଵ ൅ ଶሻݍ
݈௖ଵ cosሺݍଵሻ ൅ ݈௖ଶ cosሺݍଵ ൅ ଶሻݍ ݈௖ଶ cosሺݍଵ ൅ ଶሻݍ

0 0
൩ (2.10)
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Definiendo las velocidades angulares de los eslabones 01 y 02, 

perpendiculares al plano ܻܺ: 

߱ଵ ൌ  ሶଵ݇ݍ

߱ଶ ൌ ሺݍሶଵ ൅  ሶଶሻ݇ݍ
(2.11)

Los Jacobianos respectivos a las velocidades angulares: 

ఠభܬ
ሺݍሻ ൌ ൥

0 0
0 0
1 0

൩ 

ఠమܬ
ሺݍሻ ൌ ൥

0 0
0 0
1 1

൩ 

(2.12)

Definiremos la energía cinética total del sistema Pendubot, a partir de los 

centros de masa de cada eslabón. La energía cinética de un cuerpo rígido en 

rotación se calcula como la suma de la energía cinética de traslación y la energía 

cinética de rotación, así la expresión matemática para la energía cinética del 

sistema Pendubot es de la forma: 

ࣥ ൌ
1
2
ݒ்ݒ݉ ൅

1
2
(2.13) ்߱߱ܫ

Reformulando la expresión (2.13), en términos de Jacobianos y 

coordenadas generalizadas para cada eslabón, se tiene: 

ࣥ ൌ
1
2
ሶݍ ் ൭෍ൣ݉௜ܬ௩೎೔ሺݍሻ

ሻݍ௩೎೔ሺܬ் ൅ ఠ೔ܬ௜ܫ
ሺݍሻ்ܬఠ೔

ሺݍሻ൧

ଶ

௜ୀଵ

൱ ሶݍ  (2.14)

Se deduce de las ecuaciones de Euler-Lagrange además: 

ࣥ ൌ
1
2
ሶݍ ்ࣞሺݍሻݍሶ  (2.15)

Comparando las ecuaciones (2.14) y (2.15) se establece: 

ࣞሺݍሻ ൌ෍ൣ݉௜ܬ௩೎೔ሺݍሻ
ሻݍ௩೎೔ሺܬ் ൅ ఠ೔ܬ௜ܫ

ሺݍሻ்ܬఠ೔
ሺݍሻ൧

ଶ

௜ୀଵ

 (2.16)
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ࣞሺݍሻ ൌ ݉ଵܬ௩೎భሺݍሻ
ሻݍ௩೎భሺܬ் ൅ ఠభܬଵܫ

ሺݍሻ்ܬఠభ
ሺݍሻ ൅ ݉ଶܬ௩೎మሺݍሻ

ሻݍ௩೎మሺܬ் ൅ ⋯ 

…൅ ఠమܬଶܫ
ሺݍሻ்ܬఠమ

ሺݍሻ 

 

(2.17)

Remplazando (2.7), (2.10) y (2.12) en (2.17) y operando se obtiene: 

ࣞሺݍሻ ൌ ൤
݀ଵଵ ݀ଵଶ
݀ଶଵ ݀ଶଶ

൨ (2.18)

Donde: 

݀ଵଵ ൌ ݉ଵ݈௖ଵ
ଶ ൅ ݉ଶሺ݈ଵ

ଶ ൅ ݈௖ଶ
ଶ ൅ 2݈ଵ݈௖ଶ cosሺݍଶሻሻ ൅ ଵܫ ൅  ଶܫ

݀ଵଶ ൌ ݉ଶሺ݈௖ଶ
ଶ ൅ ݈ଵ݈௖ଶ cosሺݍଶሻሻ ൅  ଶܫ

݀ଶଵ ൌ ݉ଶሺ݈௖ଶ
ଶ ൅ ݈ଵ݈௖ଶ cosሺݍଶሻሻ ൅  ଶܫ

݀ଶଶ ൌ ݉ଶ݈௖ଶ
ଶ ൅  ଶܫ

(2.19)

La matriz de las fuerzas de Coriolis ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ está definida por: 

ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ ൌ ቂ
ܿଵଵ ܿଵଶ
ܿଶଵ ܿଶଶ

ቃ (2.20)

Donde cada término de dicha matriz se obtiene a partir de la expresión: 

௝ܿ௞ ൌ ෍݄௜௝௞ሺݍሻݍሶ௜

ଶ

௜ୀଵ

 (2.21)

Siendo ݄௜௝௞  los Símbolos de Christoffel: 

݄௜௝௞ሺݍሻ ൌ
1
2
ቊ
߲݀௞௝
௜ݍ߲

൅
߲݀௞௜
௝ݍ߲

െ
߲݀௜௝
௞ݍ߲

ቋ (2.22)

Así, para el Pendubot se tienen las expresiones: 

݄ଵଵଵ ൌ 0 

݄ଵଵଶ ൌ ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ sinሺݍଶሻ 

݄ଵଶଵ ൌ െ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ sinሺݍଶሻ 

݄ଵଶଶ ൌ 0 

݄ଶଵଵ ൌ െ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ sinሺݍଶሻ 

݄ଶଵଶ ൌ 0 

(2.23)
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݄ଶଶଵ ൌ െ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ sinሺݍଶሻ 

݄ଶଶଶ ൌ 0 
(2.23)

Remplazando (2.23) en (2.21), se obtiene la matriz de fuerzas de Coriolis 

ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ definida como: 

ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ ൌ ൤
ሺെ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ sinሺݍଶሻሻݍሶଶ ሺെ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ sinሺݍଶሻሻሺݍሶଵ ൅ ሶଶሻݍ
ሺ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ sinሺݍଶሻሻݍሶଵ 0

൨ (2.24)

La matriz de fuerzas de gravedad ࣡ሺݍሻ, está definida como: 

࣡ሺݍሻ ൌ ൤
߶ଵ
߶ଶ
൨ (2.25)

Cada uno de sus términos están definidos por: 

߶௡ ൌ
߲࣪
௡ݍ߲

(2.26)

Donde ࣪, es la energía potencial del Pendubot, definida a partir de cada 

eslabón, como la masa multiplicada por la aceleración de la gravedad y la altura de 

su centro de masa, siendo entonces: 

ଵ࣪ ൌ ݉ଵ݈݃௖ଵ sinሺݍଵሻ 

ଶ࣪ ൌ ݉ଶ݃ሺ݈ଵ sinሺݍଵሻ ൅ ݈௖ଶ sinሺݍଵ ൅  ଶሻሻݍ

࣪ ൌ ଵ࣪ ൅ ଶ࣪ 

(2.27)

Desarrollando adecuadamente la ecuación (2.26), se define la matriz de 

fuerzas de gravedad ࣡ሺݍሻ como: 

࣡ሺݍሻ ൌ ൤
ሺ݉ଵ݈௖ଵ ൅ ݉ଶ݈ଵሻ݃ cosሺݍଵሻ ൅ ݉ଶ݈௖ଶ݃ cosሺݍଵ ൅ ଶሻݍ

݉ଶ݈௖ଶ݃ cosሺݍଵ ൅ ଶሻݍ
൨ (2.28)

 La matriz de fuerzas de fricción viscosa, producidas en los ejes de rotación 

߮ሺݍሶ ሻ, proviene de la función de disipación de Rayleigh ࣠ሺݍሶ ሻ, la cual, para el 

Pendubot está definida como: 

࣠ሺݍሶ ሻ ൌ
1
2
෍ߚ௜ݍሶ௜

ଶ

ଶ

௜ୀଵ

 (2.29)
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Donde ߚ௜ es el coeficiente de fricción viscosa, para el eslabón ݅. Se define 

entonces la matriz de fuerzas de fricción viscosa, como: 

߮ሺݍሶ ሻ ൌ ൤
߰ଵ
߰ଶ
൨ ൌ ൤

ሶଵݍଵߚ
ሶଶݍଶߚ

൨ (2.30)

 

Las representaciones matriciales del conjunto de ecuaciones de movimiento, 

pueden ser simplificadas, reagrupando los parámetros convenientemente, de la 

siguiente forma: 

ଵߠ ൌ ݉ଵ݈௖ଵ
ଶ ൅ ݉ଶ݈ଵ

ଶ ൅  ଵܫ

ଶߠ ൌ ݉ଶ݈௖ଶ
ଶ ൅  ଶܫ

ଷߠ ൌ ݉ଶ݈ଵ݈௖ଶ 

ସߠ ൌ ݉ଵ݈௖ଵ ൅ ݉ଶ݈ଵ 

ହߠ ൌ ݉ଵ݈௖ଶ 

଺ߠ ൌ  ଵߚ

଻ߠ ൌ  ଶߚ

(2.31)

Sustituyendo los parámetros reagrupados en (2.31), en las matrices (2.18), 

(2.24), (2.28) y (2.30), se forman las siguientes expresiones: 

ࣞሺݍሻ ൌ ൤
ଵߠ ൅ ଶߠ ൅ ଷߠ2 cosሺݍଶሻ ଶߠ ൅ ଷߠ cosሺݍଶሻ

ଶߠ ൅ ଷߠ cosሺݍଶሻ ଶߠ
൨ (2.32)

ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ ൌ ൤
ሺെߠଷ sinሺݍଶሻሻݍሶଶ ሺെߠଷ sinሺݍଶሻሻሺݍሶଵ ൅ ሶଶሻݍ
ሺߠଷ sinሺݍଶሻሻݍሶଵ 0

൨ (2.33)

࣡ሺݍሻ ൌ ൤
ସ݃ߠ cosሺݍଵሻ ൅ ହ݃ߠ cosሺݍଵ ൅ ଶሻݍ

ହ݃ߠ cosሺݍଵ ൅ ଶሻݍ
൨ (2.34)

߮ሺݍሶ ሻ ൌ ൤
ሶଵݍ଺ߠ
ሶଶݍ଻ߠ

൨ (2.35)
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Las herramientas de software CAD 3D permiten la obtención de propiedades 

físicas tales como masa, longitudes, centros de masa y momentos de inercia, a 

partir de la definición de los materiales de cada componente físico. En el caso del 

Pendubot, cada eslabón posee diferentes componentes de diversos materiales, 

tales como: aluminio, acero y diversos tipos de plástico. La utilidad de una 

herramienta de software CAD 3D que permita determinar las propiedades físicas de 

un ensamble mecánico, adquiere importancia, debido a la aproximación a las 

propiedades físicas reales desde la etapa de diseño mecánico, y que dichas 

propiedades puedan ser además verificadas realizando las mediciones 

correspondientes. 

 

En la tabla 2.1, se presentan las magnitudes físicas de los parámetros del 

Pendubot. 

Tabla 2.1 Parámetros físicos del Pendubot. 
 

Parámetros Físicos Valor 

݉ଵሾ݃ܭሿ 0.4527 

݉ଶሾ݃ܭሿ 0.4809 

݈ଵሾ݉ሿ 0.3 

݈ଶሾ݉ሿ 0.445 

݈௖ଵሾ݉ሿ 0.2268 

݈௖ଶሾ݉ሿ 0.0937 

 ଶሿ 0.0045݉݃ܭଵሾܫ

 ଶሿ 0.0173݉݃ܭଶሾܫ

 

A partir de los parámetros físicos se pueden definir los parámetros 

reagrupados, de los cuales únicamente 5 son posibles de obtener al remplazar los 
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valores de la tabla 2.1 en la expresión (2.31). La tabla 2.2 presenta los parámetros 

asociados al modelo CAD 3D. 

 

Tabla 2.2 Parámetros reagrupados y asociados al modelo CAD 3D. 

Parámetros Físicos Valor 

 ଶሿ 0.0711ݏଵሾܰ݉ߠ

 ଶሿ 0.0215ݏଶሾܰ݉ߠ

 ଶሿ 0.0135ݏଷሾܰ݉ߠ

 ଶሿ 0.2469ݏସሾܰߠ

 ଶሿ 0.0450ݏହሾܰߠ

଺ߠ ൤
ݏ݉ܰ
݀ܽݎ

൨ - 

଻ߠ ൤
ݏ݉ܰ
݀ܽݎ

൨ - 

 

 

Debido a la imposibilidad de la obtención de los parámetros ߠ଺ y ߠ଻, de 

forma teórica y que estos fueran confiables, se desarrolló un algoritmo de 

identificación de parámetros reagrupados del Pendubot, con la finalidad además de 

comparar los parámetros obtenidos mediante el modelo CAD 3D. El algoritmo de 

identificación está basado en el teorema de energía, que puede ser descrito de la 

forma: 

න ൫߬ െ ߮ሺݍሶ ሻ൯ݍሶ ݐ்݀
௧మ

௧భ

ൌ ൫ࣥሺݐଶሻ ൅ ࣪ሺݐଶሻ൯ െ ൫ࣥሺݐଵሻ ൅ ࣪ሺݐଵሻ൯ ൌ ࣦሺݐଶሻ െ ࣦሺݐଵሻ (2.37)
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Tabla 2.3 Parámetros reagrupados del Pendubot. 
 

Parámetros Físicos Modelo CAD 3D 
Algoritmo de 
Identificación 

 ଶሿ 0.0711 0.0827ݏଵሾܰ݉ߠ

 ଶሿ 0.0215 0.0283ݏଶሾܰ݉ߠ

 ଶሿ 0.0135 0.0180ݏଷሾܰ݉ߠ

 ଶሿ 0.2469 0.2663ݏସሾܰߠ

 ଶሿ 0.0450 0.0582ݏହሾܰߠ

଺ߠ ൤
ݏ݉ܰ
݀ܽݎ

൨ - 0.1680 

଻ߠ ൤
ݏ݉ܰ
݀ܽݎ

൨ - 0.0032 

 

El modelo CAD 3D puede ser confiable, siempre y cuando los componentes 

mecánicos hayan sido fabricados con un alto grado de precisión, y que no existan 

defectos en los materiales empleados, de otro lado el algoritmo de identificación de 

parámetros está sujeto a errores numéricos, de esa forma puede explicarse la 

existencia de diferencias entre los parámetros obtenidos. 

 

Expuesto lo anterior, se seleccionaron los parámetros provenientes del 

algoritmo de identificación, para ser empleados en la implementación de técnicas 

de control, debido a que muestran un buen ajuste respecto al sistema real, 

validando de esta forma el modelo del sistema Pendubot. 
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2.3 ANÁLISIS DEL MODELO MATEMÁTICO 

2.3.1 Representación en Variables de Estado 

El estado de un sistema dinámico es el conjunto de variables más 

pequeño (llamadas variables de estado), de forma que el conocimiento de 

estas variables, junto con el conocimiento de la entrada del sistema, 

determinan completamente el comportamiento del sistema. Para el sistema 

Pendubot se definió el siguiente cambio de variables: 

ଵݔ ൌ  ଵݍ

ଶݔ ൌ  ଶݍ

ଷݔ ൌ  ሶଵݍ

ସݔ ൌ  ሶଶݍ

ݑ ൌ ߬ଵ 

(2.38)

Luego de realizar el cambio de variable propuesto y aplicado en la 

ecuación (2.36), se tiene: 

൤
ଵߠ ൅ ଶߠ ൅ ଷߠ2 cosሺݔଶሻ ଶߠ ൅ ଷߠ cosሺݔଶሻ

ଶߠ ൅ ଷߠ cosሺݔଶሻ ଶߠ
൨ ൤
ሶଷݔ
ሶସݔ
൨ ൅ ⋯ 

…൅ ൤
ሺെߠଷ sinሺݔଶሻሻݔସ ሺെߠଷ sinሺݔଶሻሻሺݔଷ ൅ ସሻݔ
ሺߠଷ sinሺݔଶሻሻݔଷ 0

൨ ቂ
ଷݔ
ସݔ
ቃ ൅ ⋯ 

…൅ ൤
ସ݃ߠ cosሺݔଵሻ ൅ ହ݃ߠ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ

ହ݃ߠ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ
൨ ൅ ൤

ଷݔ଺ߠ
ସݔ଻ߠ

൨ ൌ ቂ
ݑ
0ቃ 

(2.39)

En términos simplificados de las matrices se tiene: 

൤
݀ଵଵ ݀ଵଶ
݀ଶଵ ݀ଶଶ

൨ ൤
ሶଷݔ
ሶସݔ
൨ ൅ ቂ

ܿଵଵ ܿଵଶ
ܿଶଵ ܿଶଶ

ቃ ቂ
ଷݔ
ସݔ
ቃ ൅ ൤

߶ଵ
߶ଶ
൨ ൅ ൤

߰ଵ
߰ଶ
൨ ൌ ቂ

ݑ
0ቃ (2.40)

ࣞሺݍሻ ൤
ሶଷݔ
ሶସݔ
൨ ൅ ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ ቂ

ଷݔ
ସݔ
ቃ ൅ ࣡ሺݍሻ ൅ ߮ሺݍሶ ሻ ൌ ቂ

ݑ
0ቃ (2.41)

Despejando ሾݔሶଷ	ݔሶସሿ், se tiene: 

൤
ሶଷݔ
ሶସݔ
൨ ൌ െࣞሺݍሻିଵࣝሺݍ, ሶݍ ሻ ቂ

ଷݔ
ସݔ
ቃ െ ࣞሺݍሻିଵ࣡ሺݍሻ െ ࣞሺݍሻିଵ߮ሺݍሶ ሻ ൅ ࣞሺݍሻିଵ ቂ

ݑ
0ቃ (2.42)
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൤
ሶଷݔ
ሶସݔ
൨ ൌ

1
݀ଵଵ݀ଶଶ െ ݀ଵଶ݀ଶଵ

൬൤
ሺܿଶଵ݀ଵଶ െ ܿଵଵ݀ଶଶሻݔଷ ൅ ሺܿଶଶ݀ଵଶ െ ܿଵଶ݀ଶଶሻݔସ
ሺܿଵଵ݀ଶଵ െ ܿଶଵ݀ଵଵሻݔଷ ൅ ሺܿଵଶ݀ଶଵ െ ܿଶଶ݀ଵଵሻݔସ

൨൰ ൅ ⋯ 

…൅
1

݀ଵଵ݀ଶଶ െ ݀ଵଶ݀ଶଵ
൬൤
െ݀ଶଶ߶ଵ ൅ ݀ଵଶ߶ଶ െ ݀ଶଶ߰ଵ ൅ ݀ଵଶ߰ଶ
݀ଶଵ߶ଵ െ ݀ଵଵ߶ଶ ൅ ݀ଶଵ߰ଵ െ ݀ଵଵ߰ଶ

൨൰ ൅ ⋯ 

൅
1

݀ଵଵ݀ଶଶ െ ݀ଵଶ݀ଶଵ
൬൤
െ݀ଶଶ
݀ଶଵ

൨  ൰ݑ

(2.43)

Remplazando convenientemente y desarrollando la ecuación (2.43) 

en ecuaciones diferenciales de primer orden, se obtiene la representación 

de estado: 

ሶଵݔ ൌ ଵ݂ሺݔ, ሻݑ ൌ ଷ (2.44)ݔ

ሶଶݔ ൌ ଶ݂ሺݔ, ሻݑ ൌ ସ (2.45)ݔ

ሶଷݔ ൌ ଷ݂ሺݔ, ሻݑ ൌ
െߠଶݑ ൅ ଷߠ

ଶݔଷ
ଶ cosሺݔଶሻ sinሺݔଶሻ ൅ ଷݔଷߠଶߠ

ଶ sinሺݔଶሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

൅ ⋯ 

…൅
ସݔଷݔଷߠଶߠ2 sinሺݔଶሻ ൅ ସݔଷߠଶߠ

ଶ sinሺݔଶሻ ൅ ସݔ଻ߠଷߠ cosሺݔଶሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

൅ ⋯ 

…൅
ସݔହ݃ߠଷߠ cosሺݔଶሻ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ െ ଷݔ଺ߠଶߠ ൅ ସݔ଻ߠଶߠ െ ସ݃ߠଶߠ cosሺݔଵሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

 

(2.46)

ሶସݔ ൌ ସ݂ሺݔ, ሻݑ ൌ
െሺߠଶ ൅ ଷߠ cosሺݔଶሻሻݑ ൅ ଷݔ଺ߠଶߠ െ ସݔ଻ߠଵߠ െ ସݔ଻ߠଶߠ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

൅ ⋯ 

…൅
െߠଵߠହ݃ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ ൅ ସ݃ߠଶߠ cosሺݔଵሻ ൅ ଷݔ଺ߠଷߠ cosሺݔଶሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

൅ ⋯ 

…൅
െ2ߠଷߠ଻ݔସ cosሺݔଶሻ െ ଷߠ2

ଶݔଷ
ଶ cosሺݔଶሻ sinሺݔଶሻ െ ସݔଷߠ

ଶ cosሺݔଶሻ sinሺݔଶሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

൅ ⋯ 

…൅
െߠଵߠଷݔଷ

ଶ sinሺݔଶሻ െ ଷݔଷߠଶߠ
ଶ sinሺݔଶሻ െ ଷߠ2

ଶݔଷݔସ cosሺݔଶሻ sinሺݔଶሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

൅ ⋯ 

…൅
െߠଶߠଷݔସ

ଶ sinሺݔଶሻ ൅ ସ݃ߠଷߠ cosሺݔଵሻ cosሺݔଶሻ െ ସݔଷݔଷߠଶߠ2 sinሺݔଶሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

൅ ⋯ 

…൅
െߠଷߠହ݃ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ cosሺݔଶሻ

ଶߠଵߠ െ ଷߠ
ଶሺcosሺݔଶሻሻଶ

 

(2.47)
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2.3.2 Puntos de Equilibrio 

Los puntos de equilibrio del sistema Pendubot son importantes para 

los propósitos de análisis y la determinación de sus características más 

importantes, los cuales se obtienen al establecer: ௞݂ሺݔ, ሻݑ ൌ 0 para valores 

de ݇ ൌ 1,2,3,4. De las ecuaciones (2.44) y (2.45) se establece que: ݔଷ ൌ 0 y 

ସݔ ൌ 0. Remplazando estos valores en la ecuación (2.39), se tiene: 

ࣝሺݍ, ሶݍ ሻ ൌ 0 

߮ሺݍሶ ሻ ൌ 0 
(2.48)

Remplazando en la ecuación (2.42), se establece: 

൤
ሶଷݔ
ሶସݔ
൨ ൌ ൤ ଷ݂ሺݔ, ሻݑ

ସ݂ሺݔ, ሻݑ
൨ ൌ ቂ0

0
ቃ ൌ ࣞሺݍሻିଵ ቀെ࣡ሺݍሻ ൅ ቂ

ݑ
0ቃቁ (2.49)

࣡ሺݍሻ ൌ ቂ
ݑ
0ቃ (2.50)

൤
ସ݃ߠ cosሺݔଵሻ ൅ ହ݃ߠ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ

ହ݃ߠ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ
൨ ൌ ቂ

ݑ
0ቃ 

ହ݃ߠ cosሺݔଵ ൅ ଶሻݔ ൌ 0 

(2.51)

Es decir: 

ଵݔ ൅ ଶݔ ൌ ݊
ߨ
2
→ ∀݊ ൌ േ1,േ3,േ5,… (2.52)

 

Por lo tanto los puntos de operación en están definidas por la 

expresión: 

ଵܺ ൅ ܺଶ ൌ ݊
ߨ
2
→ ∀݊ ൌ േ1,േ3,േ5,… 

ܺଷ ൌ 0 

ܺସ ൌ 0 

௢௣ݑ ൌ ସ݃ߠ cosሺ ଵܺሻ 

(2.53)
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2.3.3 Aproximación Lineal del Modelo Matemático 

El modelo del Pendubot es un modelo no lineal de cuarto orden. A fin 

de obtener un modelo lineal se empleó la técnica de linealización mediante 

expansiones en serie de Taylor, de la forma: 

ఋݔ ൌ ఋబݔ ൅ න ቈ
߲݂
ݔߜ
ฬ
൫௑,௨೚೛൯

ఋݔ ൅
߲݂
ݑߜ
ฬ
൫௑,௨೚೛൯

ఋ቉ݑ
௧

௧బ

 

ఋݔ ൌ ݔ െ ܺ 

ఋݑ ൌ ݑ െ  ௢௣ݑ

(2.56)

Donde ݔఋ ൌ ሾݔଵఋ ଶఋݔ ଷఋݔ  :ସఋሿ், se define ademásݔ

ܣ ൌ
߲݂
ݔߜ
ฬ
൫௑,௨೚೛൯

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

	

߲ ଵ݂

ଵݔ߲

߲ ଵ݂

ଶݔ߲
߲ ଶ݂

ଵݔ߲

߲ ଶ݂

ଶݔ߲

߲ ଵ݂

ଷݔ߲

߲ ଵ݂

ସݔ߲
߲ ଶ݂

ଷݔ߲

߲ ଶ݂

ସݔ߲
߲ ଷ݂

ଵݔ߲

߲ ଷ݂

ଶݔ߲
߲ ସ݂

ଵݔ߲

߲ ସ݂

ଶݔ߲

߲ ଷ݂

ଷݔ߲

߲ ଷ݂

ସݔ߲
߲ ସ݂

ଷݔ߲

߲ ସ݂

ସݔ߲

	

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

	

ተ

ተ

ተ

൫௑,௨೚೛൯

 (2.57)

ܤ ൌ
߲݂
ݑߜ
ฬ
൫௑,௨೚೛൯

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

	

߲ ଵ݂

ݑ߲
߲ ଶ݂

ݑ߲
߲ ଷ݂

ݑ߲
߲ ସ݂

ݑ߲

	

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

	

ተ

ተ

ተ

൫௑,௨೚೛൯

 (2.58)

Remplazando la expresión (2.56), de la forma: 

ఋݔ ൌ ఋబݔ ൅ න ሾݔܣఋ ൅ ఋሿݑܤ
௧

௧బ

(2.59) ߪ݀

Derivando la ecuación (2.59), se obtiene el sistema lineal: 

ሶఋݔ ൌ ఋݔܣ ൅ ఋ (2.60)ݑܤ

ݕ ൌ ఋ (2.61)ݔܥ
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Simplificando las expresiones de las matrices	,ܣ	ܤ y ܥ, para el 

sistema Pendubot se tiene: 

ܣ ൌ ൦

0 0
0 0

1 0
0 1

ଷ݂ଵ ଷ݂ଶ

ସ݂ଵ ସ݂ଶ

ଷ݂ଷ ଷ݂ସ

ସ݂ଷ ସ݂ସ

൪ (2.62)

ܤ ൌ ൦

0
0
ଷ݂௨

ସ݂௨

൪ (2.63)

ܥ ൌ ቂ 1 0
0 1

0 0
0 0

ቃ  (2.64)

Donde ௜݂௝ ൌ
డ௙೔
డ௫ೕ

  para ݅ ൌ 3,4	 ∧ ݆ ൌ 1,2,3,4 y ௜݂௨ ൌ
డ௙೔
డ௨

  para ݅ ൌ 3,4.  

Remplazando valores numéricos, se definen las matrices ܣ y ܤ, para 

los puntos de operación: 

 Posición Superior: 

ܣ ൌ ቎	
			 0 0
0 0

1 0
0 1

31.5894 െ5.1089
െ31.5394 28.5288

െ2.3592 0.0745
3.8616 െ0.2362

	቏ (2.65)

ܤ ൌ ቎	

0
0

14.0424
െ22.9848

቏ (2.66)

 Posición Inferior: 

ܣ ൌ ቎	
		 0 0
0 0

1 0
0 1

31.5894 5.1089
െ31.6394 18.3110

െ2.3592 0.0165
0.8568 െ0.1203

	቏ (2.67)

ܤ ൌ ቎	

0
0

14.0424
െ5.1000

቏ (2.68)
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2.3.3.1 Estabilidad 

Debido a la linealización realizada, el estudio de la estabilidad local 

considera el concepto de “Estabilidad para Entrada Limitada, Salida 

Limitada” (BIBO: Bounded Input Bounded Output), el cual establece que “Un 

sistema BIBO es estable si para cada entrada limitada su salida es limitada”, 

lo cual significa que la estabilidad está condicionada a que las raíces de la 

ecuación característica, tengan parte real negativa. 

 

Teniendo en cuenta las matrices presentadas en las expresiones 

(2.65) y (2.67), para cada uno de los puntos de operación, podemos 

establecer los polinomios característicos y sus respectivos polos: 

 

 Posición Superior: 

௉ܲௌሺݏሻ ൌ ସݏ ൅ ଷݏ2.595 െ ଶݏ59.8484 െ ݏ52.6907 ൅ 740.0760 (2.69)

ଵݏ ൌ െ7.8367 

ଶݏ ൌ െ4.2846 

ଷݏ ൌ 5.5660 

ସݏ ൌ 3.9599 

(2.70)

 Posición Inferior: 

௉ܲூሺݏሻ ൌ ସݏ ൅ ଷݏ2.4796 ൅ ଶݏ13.5481 െ ݏ44.2979 െ 740.0760 (2.71)

ଵݏ ൌ 4.5483 

ଶݏ ൌ െ1.1615 ൅ 5.7650݅ 

ଷݏ ൌ െ1.1615 െ 5.7650݅ 

ସݏ ൌ െ4.7049 

(2.72)
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De acuerdo a lo planteado acerca de la estabilidad para los puntos 

de operación, se concluye que el sistema presenta un comportamiento 

inestable, debido a la existencia de por lo menos un polo ݏ௜ ൐ 0, que 

representa la ubicación de dicho polo en la parte derecha del semiplano ݏ. 

 

2.3.3.2 Controlabilidad 

La controlabilidad del sistema está asociada al concepto: “un sistema 

es controlable para un instante inicial, si es posible llevarlo desde cualquier 

estado inicial a cualquier otro estado, empleando un vector de control no 

acotado, en un lapso finito”. Existen varios criterios que permiten establecer 

la controlabilidad de un sistema, entre ellos está, determinar el rango la 

matriz de controlabilidad, definida por: 

݋ܥ ൌ ሾ		ܤ ܤܣ ܤଶܣ ܤଷܣ ሿସൈସ (2.73)

Para el caso del sistema Pendubot, se requiere analizar la matriz de 

controlabilidad para ambos puntos de operación. 

 

 Posición Superior: 

௉ௌ݋ܥ ൌ ቎	
						0	 							 14.0424
			0	 							 െ22.9848

െ34.8403 647.6563
59.6554 െ1247.2501

			14.0424 െ34.8403
െ22.9848 59.6554

647.6563 െ3026.1791
െ1247.2501 5596.3408

	቏ (2.74)

௉ௌሻ݋ܥሺݐ݁݀ ൌ െ6.3961 ൈ 10଺ (2.75)

 Posición Inferior: 

௉ூ݋ܥ ൌ ቎	
						0	 								 14.0424
			0	 								 െ5.1000

െ33.2132 െ391.0822
12.6458 320.9273

	14.0424 െ33.2132
െ5.1000 12.6458

െ391.0822 2041.7364
320.9273 െ1193.0047

	቏ (2.76)

௉ூሻ݋ܥሺݐ݁݀ ൌ െ6.4091 ൈ 10଺ (2.77)
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 Para los dos puntos de operación seleccionados, el sistema es 

controlable, ya que ambas matrices de controlabilidad poseen rango 

completo. 

 

2.3.3.3 Observabilidad 

La observabilidad del sistema, es tal si en un tiempo inicial, con el 

sistema en dicho estado inicial, es posible determinar dicho estado, a partir 

de la observación de la salida durante un intervalo de tiempo finito. El criterio 

empleado para determinar la observabilidad del sistema Pendubot, fue 

teniendo en cuenta la matriz de observabilidad, definida por: 

ܱܾ ൌ ൦

ܥ
ܣܥ
ଶܣܥ

ଷܣܥ
൪

଼ൈସ

 (2.78)

 

Se establecen las matrices de observabilidad para los 2 puntos de 

operación del sistema Pendubot: 

 

 Posición Superior: 

ܱܾ௉ௌ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 				1 0

	0 1
0 0
0 0

				0 0
				0 																		0

1 0
																			0		 													1

			 		31.5893 		െ5.1088
െ31.5893	 			28.5287

	െ2.3592 				0.0744
					3.8615 	െ0.2362

		െ76.8741 14.1770
			129.4350 െ26.4673

37.4427 െ5.3021
െ41.5618 28.8720

		

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (2.79)

ሺܱܾ௉ௌሻ݋݃݊ܽݎ ൌ 4 (2.80)
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 Posición Inferior: 

ܱܾ௉ூ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 				1 0

	0 1
0 0
0 0

				0 0
				0 																		0

1 0
																			0		 													1

െ31.5893 					5.1088
						31.6394	 			18.3110

			െ2.3592 				0.0165
							0.8568 െ0.1203

						75.0485 െ11.7503
		െ30.8746 2.1737

െ26.0094 5.0679
29.5148 18.3396

		

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (2.81)

ሺܱܾ௉ூሻ݋݃݊ܽݎ ൌ 4 (2.82)

 

El criterio de la matriz de observabilidad, establece que dicha matriz 

debe poseer rango completo para determinar si el sistema es observable, 

condición que es cumplida para ambos puntos de operación del sistema 

Pendubot. 
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CAPÍTULO III 

CONTROL NO LINEAL POR REALIMENTACIÓN DE ESTADOS 

 

Un sistema cuyo comportamiento es modelado por la interacción de sub-

sistemas continuos y sub-sistemas a eventos discretos es llamado también sistema 

híbrido. En control se han empleado la conmutación entre sistemas dinámicos para 

aplicar técnicas de control centradas en la estabilidad y funcionamiento adecuado 

de los controladores.  

 

En el caso del sistema subactuado Pendubot, la estrategia de control 

empleada, establece 2 etapas de funcionamiento bien definidas: 

 

 Control de Balanceo. 

 Control de Estabilización 

 

La etapa inicial es la encargada de aproximar los eslabones a las cercanías 

de los puntos de operación, la segunda etapa tiene como finalidad mantener 

estable el sistema en el punto de operación. La selección de una u otra etapa está 

restringida por condiciones, asociadas al éxito en el objetivo de cada etapa de 

control. 
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3.1 CONTROL DE BALANCEO 

Esta etapa de la estrategia de control tiene como principal objetivo, llevar los 

eslabones desde su posición estable o de reposo, hasta los puntos de operación 

definidos. 

 

A diferencia de sistemas completamente actuados, cuya característica 

consecuente es que siempre son linealizables por realimentación, el sistema 

subactuado Pendubot, es no linealizable en las coordenadas generalizadas, sin 

embargo se puede linealizar una parte del sistema, es así que para efectuar el 

control de Balanceo se hace uso de la Linealización Parcial por Realimentación, 

que es un caso especial de la Linealización por Realimentación: Entrada-Salida. 

  

3.1.1 Linealización Parcial por Realimentación 

La utilización de este método toma en cuenta el efecto no lineal del 

segundo eslabón sobre el primero, una vez conseguida la linealización 

parcial, es factible que la señal de control provenga de cualquier técnica de 

control, así para el control de balanceo en el sistema Pendubot, se empleó 

un compensador PD. 

 

A partir de las expresión (2.36), y remplazando el valor numérico de 

ܿଶଶ ൌ 0, se desarrollan las expresiones: 

݀ଵଵݍሷଵ ൅ ݀ଵଶݍሷଶ ൅ ܿଵଵݍሶଵ ൅ ܿଵଶݍሶଶ ൅ ߶ଵ ൅ ߰ଵ ൌ ߬ଵ (3.1)

݀ଶଵݍሷଵ ൅ ݀ଶଶݍሷଶ ൅ ܿଶଵݍሶଵ ൅ ߶ଶ ൅ ߰ଶ ൌ 0 (3.2)

 

La ecuación (3.2) muestra que el segundo grado de libertad es no 

actuado, y es a su vez no factible de linealizar, sin embargo la inclusión de 
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esta dinámica es importante para el diseño del lazo de control del primer 

grado de libertad, ya que dicho lazo de control se encargará del seguimiento 

de una trayectoria, se resuelve entonces la ecuación (3.2) de la forma: 

ሷଶݍ ൌ
െ݀ଶଵݍሷଵ െ ܿଶଵݍሶଵ െ ߶ଶ െ ߰ଶ

݀ଶଶ
 (3.3)

Remplazando y reordenando la ecuación (3.1), se tiene:  

݀ଵଵݍሷଵ ൅ ݀ଵଶ ൬
െ݀ଶଵݍሷଵ െ ܿଶଵݍሶଵ െ ߶ଶ െ ߰ଶ

݀ଶଶ
൰ ൅ ܿଵଵݍሶଵ ൅ ܿଵଶݍሶଶ ൅ ߶ଵ ൅ ߰ଵ ൌ ߬ଵ (3.4)

൬݀ଵଵ െ
݀ଵଶ݀ଶଵ
݀ଶଶ

൰ ሷଵݍ ൅ ൬ܿଵଵ െ
݀ଵଶܿଶଵ
݀ଶଶ

൰ ሶଵݍ ൅ ܿଵଶݍሶଶ ൅ ൬߶ଵ െ
݀ଵଶ߶ଶ
݀ଶଶ

൰ ൅ ⋯ 

…൅ ൬߰ଵ െ
݀ଵଶ߰ଶ
݀ଶଶ

൰ ൌ ߬ଵ 

(3.5)

Redefiniendo la ecuación (3.5), se obtiene: 

݀̅ଵଵݍሷଵ ൅ ܿଵ̅ଵݍሶଵ ൅ ܿଵ̅ଶݍሶଶ ൅ ߶തଵ ൅ ത߰ଵ ൌ ߬ଵ (3.6)

݀̅ଵଵ ൌ ݀ଵଵ െ
݀ଵଶ݀ଶଵ
݀ଶଶ

 

ܿଵ̅ଵ ൌ ܿଵଵ െ
݀ଵଶܿଶଵ
݀ଶଶ

 

ܿଵ̅ଶ ൌ ܿଵଶ 

߶തଵ ൌ ߶ଵ െ
݀ଵଶ߶ଶ
݀ଶଶ

 

ത߰ଵ ൌ ߰ଵ െ
݀ଵଶ߰ଶ
݀ଶଶ

 

(3.7)

 

Se puede definir entonces el lazo interno que linealiza la dinámica de 

 :ଵ, de la siguiente formaݍ

߬ଵ ൌ ݀̅ଵଵݒଵ ൅ ܿଵ̅ଵݍሶଵ ൅ ܿଵ̅ଶݍሶଶ ൅ ߶തଵ ൅ ത߰ଵ (3.8)
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La salida de control lineal es de la forma: 

ሻݐఋሺݑ ൌ  ሻݐఋሺݔܭ

ܭ ൌ ሾ݇ଵ ݇ଶ ݇ଷ ݇ସሿ 

ሻݐఋሺݔ ൌ ܺ െ  ሻݐሺݔ

(3.12)

Donde  ܭ, es denominada matriz de ganancia de realimentación de estado 

con elementos de ganancia constantes, 	ݔఋሺݐሻ es el vector de estado nominal, 

ܺ ൌ ሾ ଵܺ ܺଶ ܺଷ ܺସሿ் es el vector de estados deseados o de los puntos de 

operación, ݔሺݐሻ es el vector de estados respuesta del sistema, ݑఋሺݐሻ es la acción de 

control lineal nominal, ݑ௢௣ la acción de control para el punto de operación y ݑሺݐሻ la 

acción de control para el sistema. La finalidad de la utilización de la técnica LQR, es 

generar una dinámica factible de controlar de naturaleza estable o asintóticamente 

estable, dicha técnica está basada en el cálculo de las ganancias de realimentación 

de forma óptima, basándose en minimizar una función de costo o índice de 

desempeño, definida por: 

ࣤ ൌ න ൫ݔఋ
ఋݔ்ܳ ൅ ఋݑ

ఋݑ்ܴ ൅ ఋݔ2
ݐఋ൯݀ݑ்ܰ

ஶ

଴
 (3.13)

Donde ܳ es una matriz simétrica real definida positiva o semidefinida 

positiva, ܴ y ܰ son matrices simétricas reales definidas positivas. La solución para 

obtener las ganancias de realimentación de manera óptima, esta condicionada a la 

solución de la matriz ܵ, asociada a la ecuación de Riccati expresada de la forma: 

்ܣ ൅ ܣܵ െ ሺܵܤ ൅ ܰሻܴିଵሺ்ܵܤ ൅ ்ܰሻ ൅ ܳ ൌ 0 (3.14)

Una vez resuelta la matriz ܵ, se puede obtener las ganancias de 

realimentación, a partir de la expresión: 

ܭ ൌ ܴିଵሺ்ܵܤ ൅ ்ܰሻ (3.15)
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El cálculo de la matriz de ganancias se realizó haciendo uso de la 

herramienta computacional Matlab, software que proporciona la solución de las 

matrices ܵ y ܭ, definiendo previamente las matrices ܳ, ܴ y ܰ, de la forma: 

ܳ ൌ ൦

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

൪ 

ܴ ൌ ሾ1ሿ 

ܰ ൌ ሾ0ሿ 

(3.16)

 

Las matrices de ganancias de realimentación de estados fueron obtenidas 

para cada punto de operación, así como también sus respectivos polos en lazo 

cerrado. 

 Posición Superior: 

௉ௌܭ ൌ ሾെ29.5348 െ29.1767 െ8.9615 െ6.3248ሿ (3.17)

ଵ,ଶݏ ൌ െ7.1043 േ 1.6857݅ 

ଷ,ସݏ ൌ െ3.9604 േ 0.3142݅ 
(3.18)

 Posición Inferior: 

௉ூܭ ൌ ሾ11.6886 17.2735 2.0864 3.7129ሿ (3.19)

ଵ,ଶݏ ൌ െ1.7463 േ 5.9397݅ 

ଷ,ସݏ ൌ െ4.6749 േ 0.3141݅ 
(3.20)

 

Debido a que el sistema Pendubot es no lineal, los controladores diseñados 

para el control de estabilización, únicamente presentarán un desempeño adecuado, 

durante un rango de operación limitado a las cercanías de los puntos de operación. 
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Las características más relevantes del motor-reductor se muestran 

en la tabla 4.2, las cuales fueron provistas por el fabricante. 

 

Tabla 4.2 Características del Motor-Reductor Maxon. 
 

Motor DC 

Valores a Tensión Nominal 

 Unidad Valor 

Tensión nominal V 30 

Velocidad en vacío rpm 7220 

Corriente en vacío mA 123 

Velocidad nominal rpm 6420 

Par nominal (máximo par permanente) mNm 92.4 

Corriente nominal (máxima corriente en continuo) A 2.5 

Par de arranque mNm 949 

Corriente de arranque A 24.4 

Máximo rendimiento % 84 

Características 

Resistencia en bornes  1.23 

Inductancia en bornes mH 0.34 

Constante de par mNm/A 38.9 

Constante de velocidad rpm/V 246 

Relación velocidad / par rpm/mNm 7.76 

Constante de tiempo mecánica ms 5.5 

Inercia del rotor gcm2 67.6 

Reductor 

Reducción  26:1 

Reducción absoluta  26 

Momento de inercia gcm2 6.1 

Número de etapas  2 

Máximo par permanente Nm 7.5 

Máximo par admisible de forma intermitente Nm 11.3 

Máximo rendimiento % 81 
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Para cada uno de los puntos de operación, los valores de posición angular 

deseados ߠଵ
஽ y ߠଶ

஽, son comparados con las posiciones angulares ߠଵ y ߠଶ, 

provenientes de los sensores, si como resultado de la comparación se logra situar 

los eslabones en posiciones cercanas a los puntos de operación, la técnica de 

control cambia del control de balanceo al control de estabilización. Los valores 

mínimos de ܥଵ
௉.ை. y ܥଶ

௉.ை. para cada punto de operación, se establecieron 

inicialmente en las simulaciones como 12.5°. 

 

La generación de trayectorias establece los valores de posición deseados, 

que a su vez dependen de los puntos de operación básicamente, cuando está 

activo el control de estabilización, las trayectorias son los valores de posición 

angular deseados. El control de balanceo por otro lado, requiere de una trayectoria 

adicional para el punto de operación denominado posición inferior, debido a que 

desde la posición estable del Pendubot, no es posible  llevar los eslabones al punto 

de operación deseado. En el punto de operación denominado posición superior, el 

control de balanceo únicamente requiere que la trayectoria sea de tipo “escalón”.  

 

La trayectoria adicional para el control de balanceo, está dada por la 

expresión: 

ଵߠ
௥௘௙ሺݐሻ ൌ 0.517

ߨ
2
sin ቆ

ߨ2
ܶ
ሺݐ െ ଵሻቇݐ െ

ߨ
2

ଵݐ ൏ ݐ ൏  ଶݐ

ଶݐ െ ଵݐ ൌ  ௗݐ

(5.1)

 

Donde la trayectoria de referencia ߠଵ
௥௘௙ሺݐሻ, está en función del tiempo ݐ, el 

cual está acotado entre ݐଵ	 y ݐଶ, siendo ݐௗ ൌ  el tiempo total de duración de la ݏ	2.05

trayectoria de referencia. 
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El bloque de condiciones de seguridad, que se muestra en la figura 5.2 está 

referido al monitoreo de las variables de estado y el correcto funcionamiento de las 

tarjetas electrónicas PCIe6363 y EPOS2 50/5. Teóricamente los eslabones del 

Pendubot pueden moverse indefinidamente, pero en el sistema físico el movimiento 

del primer eslabón está limitado a una sola vuelta, debido a que un giro mayor 

generaría daños en los cables correspondientes al encoder del segundo eslabón, 

otra condición de seguridad es aplicada a la corriente continua suministrada por la 

tarjeta EPOS2 50/5, corriente que está limitada a 2.45 A, para evitar daños al motor. 

 

5.2 SIMULACIONES DEL SISTEMA DE CONTROL 

Las simulaciones de la implementación del control en el sistema Pendubot, 

se desarrollaron en tiempo discreto, a partir de las ecuaciones en variables de 

estado, presentadas en las expresiones (2.44), (2.45), (2.46) y (2.47): 

ሶଵݔ ൌ ଵ݂ሺݔ,  ሻݑ

ሶଶݔ ൌ ଶ݂ሺݔ,  ሻݑ

ሶଷݔ ൌ ଷ݂ሺݔ,  ሻݑ

ሶସݔ ൌ ସ݂ሺݔ,  ሻݑ

(5.2)

Aproximando la derivada mediante una diferencia finita de la forma: 

ሻݐሶሺݔ ൎ
ݐሺݔ ൅ ݄ሻ െ ሻݐሺݔ

݄
 (5.3)

Representando finalmente las variables de estado del sistema Pendubot de 

forma discreta se tiene: 

ଵሺ݇ݔ ൅ 1ሻ ൌ ଵ݂ሺݔ, ݐ∆ሻݑ ൅  ଵሺ݇ሻݔ

ଶሺ݇ݔ ൅ 1ሻ ൌ ଶ݂ሺݔ, ݐ∆ሻݑ ൅  ଶሺ݇ሻݔ

ଷሺ݇ݔ ൅ 1ሻ ൌ ଷ݂ሺݔ, ݐ∆ሻݑ ൅  ଷሺ݇ሻݔ

ସሺ݇ݔ ൅ 1ሻ ൌ ସ݂ሺݔ, ݐ∆ሻݑ ൅  ସሺ݇ሻݔ

(5.4)
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Debido a que las simulaciones son susceptibles a modificar algunos 

parámetros, de forma que exista la mayor aproximación posible al desempeño de 

un sistema real, un parámetro importante es la frecuencia de muestreo, se requiere 

entonces establecer un periodo de muestreo mínimo aceptable a partir del cual 

realizar las simulaciones. La elección del periodo de muestreo se hizo a partir de la 

dinámica del sistema controlado en lazo cerrado para los puntos de operación, de 

esta forma se establece como criterio que el periodo de muestreo como mínimo, 

debe ser 25 veces menor al periodo correspondiente a la frecuencia ߱௡ mayor, de 

la dinámica en lazo cerrado. De las expresiones (3.18) y (3.20), podemos 

establecer las frecuencias ߱௡ de cada polo y seleccionar la mayor, de la forma: 

߱௦ ൐ ሼ߱௡ሽ (5.5)ݔ25݉ܽ

߱௦ ൐ ሼ7.3016ݔ25݉ܽ 3.9728 6.1911 4.6854ሽ  (5.6)

߱௦ ൐ 25 ൈ 7.3016 ൤
݀ܽݎ
ݏ
൨  (5.7)

 

Expresamos ߱௦ en unidades ݖܪ de frecuencia para posteriormente 

determinar el periodo de muestreo, de la forma: 

௦݂ ൐ 29.0522 ሾݖܪሿ (5.8)

௦ܶ ൏ 0.0344 ሾݏሿ  (5.9)

 

Adicionalmente a la restricción dada por la expresión (5.9), las pruebas de 

implementación de los controladores mostraron que debido a restricciones en el 

software LabVIEW, los programas de control que incluyen la lectura y escritura de 

datos para su posterior procesamiento, se realizan con un periodo de muestreo 

promedio de 12.85	݉ݏ, siendo este periodo de muestreo, el empleado en todas las 
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5.3 IMPLEMENTACIÓN DEL CONTROL 

Implementar el control hibrido en tiempo real, implica verificar que todos los 

subsistemas del sistema mecatrónico Pendubot funcionen e interactúen 

correctamente, finalmente se realiza la ejecución del programa de control 

desarrollado en LabVIEW. Se desarrollaron programas independientes para cada 

punto de operación. Durante la implementación del sistema real, las ganancias de 

los compensadores PD provenientes de simulación, no presentaron resultados 

satisfactorios, debido a esto requirió una nueva sintonización de las ganancias de 

los compensadores PD, la nueva sintonización fue a partir de los valores de 

simulación. También se modificaron los valores que condicionan el bloque de 

control “Switch”, debido a que los valores ܥଵ
௉.ை. y ܥଶ

௉.ை. iniciales, no generan que el 

comportamiento del Pendubot sea repetible de forma confiable, lo cual requirió que 

los valores de las condiciones de conmutación sean específicos para cada punto de 

operación, y menores a los planteados en la simulaciones.  

 

Se presentaron también algunos inconvenientes en el algoritmo de lectura 

de velocidades, el algoritmo inicial presentó errores asociados a ruido y errores 

numéricos, dicho algoritmo fue a partir de aproximación por diferencias finitas como 

el mostrado en la expresión (5.10). 

ଷ,ସሺ݇ሻݔ ൌ
ଵ,ଶሺ݇ሻݔ െ ଵ,ଶሺ݇ݔ െ 1ሻ

ݐ∆
 (5.10)

Fabricantes como National Intruments recomiendan emplear tiempos mas 

prolongados, como mejora del algoritmo para lectura de velocidades, pero esta 

solución tampoco fue satisfactoria, como resultado se obtuvieron velocidades con el 

mismo valor para 2 ó 3 procesos de iteración del programa de control. Se realizaron 

entonces, pruebas con el promedio de valores previos de velocidad, con la finalidad 
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Las condiciones de conmutación para este punto de operación (posición 

inferior) se definieron de acuerdo a la expresión 5.13. 

ଵܥ
௉ூ ൌ 5.5° 

ଶܥ
௉ூ ൌ 5° 

(5.13)

Los valores de ganancias del compensador PD, luego de ser sintonizados 

mediante prueba y error, fueron: ܭ௉ ൌ 99.75 y 	ܭ஽ ൌ 10.5. 

 

Los resultados para ambos puntos de operación, muestran que las 

respuestas de desempeño del Pendubot, se aproximan a los resultados 

provenientes de las simulaciones respectivas, mostrando el correcto funcionamiento 

del control híbrido implementado, a pesar de la diferencia en los parámetros del 

control de balanceo (ganancias del compensador PD), lo cual se refleja en la 

señales de torque, donde se aprecia un mayor requerimiento de torque o par en el 

sistema real.  

 

Referido a la implementación del control, se sugiere que en trabajos futuros, 

estos se desarrollen utilizando alternativas como DSPs, u otras alternativas de 

procesamiento, que permitan independizar el sistema de control de la computadora, 

y que ésta sea únicamente para monitoreo. 

 

Se recomienda también a futuro el desarrollo de diversas técnicas de control 

como redes neuronales, lógica difusa, manejo de trayectorias y demás, a fin de 

profundizar en el desarrollo e investigación de control de sistemas no lineales. 
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CONCLUSIONES 

 

 El desarrollo e implementación del control no lineal híbrido permite 

establecer la mejor forma de seleccionar una técnica de control, 

dependiendo del estado del sistema, más aun cuando es un sistema de tipo 

subactuado como el Pendubot. 

 

 El control de sistemas no lineales requiere que la descripción y el 

modelamiento de los mismos, sean lo mas precisos posibles, y que estos 

modelos sean verificables, de lo contrario las técnicas de control 

desarrolladas en simulación no podrán ser comprobadas en un sistema real. 

 

 Las estructuras de control fueron desarrolladas para permitir implementar 

otras técnicas de control, en los diferentes niveles de control, de forma tal 

que únicamente se cambie o adicionen las leyes de control, ya que todo lo 

concerniente al procesamiento de señales e interacción de los subsistemas 

del sistema mecatrónico Pendubot, se encuentran desarrollados y 

funcionales. 

 
 Realizar el diseño e implementación del sistema mecatrónico Pendubot, de 

acuerdo al proceso de diseño mecatrónico, significó comprobar y aplicar una 

metodología de integración que busca desarrollar un diseño óptimo. 
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 La existencia del sistema mecatrónico Pendubot, permitirá implementar 

diferentes técnicas de control no lineal y fomentar la investigación de 

sistemas no lineales, no solamente de forma teórica sino con aplicación a 

sistemas físicos reales, lo cual es importante en el proceso formativo de 

futuros ingenieros mecatrónicos. 
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APÉNDICE A 

SIMULACIÓN  DEL SISTEMA PENDUBOT EN MATLAB 

 

La simulación del Sistema Pendubot se realizó mediante la herramienta 

computacional Matlab, a continuación se muestra el código empleado. 

 

%% SIMULACIÓN DEL SISTEMA DE CONTROL - PENDUBOT 
%% Control para la “POSICIÓN INFERIOR” 
close all 
clear all 
clc 
%% Simulación del Sistema Pendubot 
% Constantes Numéricas del Modelo Dinámico obtenido en la 
IDENTIFICACIÓN DE 
% PARÁMETROS DEL SISTEMA PENDUBOT 
g=9.81; % Gravedad 9.81 m/s^2 
K_SPbEx=[ 
   0.082701126916495 
   0.028329558483285 
   0.018040600444873 
   0.266399698956694 
   0.058237347002932 
   0.168005072189086 
   0.003239450103702 
]; 
K_1PbN=K_SPbEx(1); 
K_2PbN=K_SPbEx(2); 
K_3PbN=K_SPbEx(3); 
K_4PbN=K_SPbEx(4); 
K_5PbN=K_SPbEx(5); 
K_6PbN=K_SPbEx(6); 
K_7PbN=K_SPbEx(7); 
% ------------------------------------------------------------------ 
%%%%%% VALORES DESEADOS - Posición a controlar en el Sistema 
Pendubot 
x1d_s=-90*pi/180;      % Posición Angular deseada Eslabón 01 
x2d_s=180*pi/180;      % Posición Angular deseada Eslabón 02 
x1d_d_s=0;     % Velocidad Angular deseada Eslabón 01 
x1d_dd_s=0;    % Aceleración Angular deseada Eslabón 01 
% ------------------------------------------------------------------ 
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% Trayectoria de Referencia Inicial para el eslabón 01: 
% -> 0.517*pi/2*sin(2*pi*(t-t_1))-pi/2 
    id_ts=12.85/1000;  
% En ms(milisegundos) Intervalo de tiempo entre muestras  
                      % 12.85 ms es el valor promedio proveniente 
                      % de las pruebas reales. 
    N_In_S=1;   % Numero de muestra inicial de Respuesta del Sistema 
    N_Fn_SP=20/id_ts; % 20 segundos -> Tiempo de Simulación Total 
    N_Fn_S=round(N_Fn_SP); 
    for i=1:N_Fn_S; 
        ts_SP(i+1)=(i)*id_ts;  
    end 
    for i=1:N_Fn_S; 
        x1_s(i)=-pi/2; 
        x2_s(i)=0; 
        x3_s(i)=0; 
        x4_s(i)=0; 
% Establecimiento de la longitud (Tamaño del Vector) de la 
% trayectoria de referencia similar al de las variables de estado. 
        x_1_TRef(i)=-pi/2; 
    end 
    N_det_FP=10/id_ts; % 10 segundos -> Máximo tiempo de espera, 
                        % acercamiento a configuraciones estables 
    N_det_F=round(N_det_FP); 
    %---------------------------------------------------% 
    % Trayectoria de Referencia 
    % Parámetros de la Trayectoria de Referencia: 
    % 0.517*pi/2*sin(2*pi/T*(t-t_1))-pi/2 
    t_1_TRef=0;  
% Tiempo inicio de acción de la trayectoria (segundos) 
    N_I_TRef=1;  
% Número de muestra correspondiente al tiempo de inicio. 
    % Tiempo de Acción de la Trayectoria 
    T_Ac_TRef=t_1_TRef+2.05; % en segundos. 
    N_Ac_TRefP=T_Ac_TRef/id_ts; 
    N_Ac_TRef=round(N_Ac_TRefP); % Posición del instante de término  
                                 % de acción de Trayectoria de  
                                 % Referencia 
    for i=N_I_TRef:N_Ac_TRef; 
    x_1_TRef(i)=0.517*pi/2*sin(2*pi*(ts_SP(i)-t_1_TRef)/1.5)-pi/2; 
    end 
% ------------------------------------------------------------------ 
for i=N_In_S:N_Fn_S; 
%% Reconocimiento de la Trayectoria de Referencia Inicial 
x1d_s=x_1_TRef(i); 
%% Definición de dinámica del Sistema Pendubot 
D_PbS=[ K_1PbN+K_2PbN+2*K_3PbN*cos(x2_s(i)) , 
K_2PbN+K_3PbN*cos(x2_s(i)); 
        K_2PbN+K_3PbN*cos(x2_s(i))          , K_2PbN ]; 
C_PbS=[ -K_3PbN*sin(x2_s(i))*x4_s(i) , -K_3PbN*sin(x2_s(i))*x4_s(i)-
K_3PbN*sin(x2_s(i))*x3_s(i); 
         K_3PbN*sin(x2_s(i))*x3_s(i) , 0 ]; 
G_PbS=[ K_4PbN*g*cos(x1_s(i))+K_5PbN*g*cos(x1_s(i)+x2_s(i)); 
         K_5PbN*g*cos(x1_s(i)+x2_s(i)) ]; 
FV_PbS=[ K_6PbN*x3_s(i); 
         K_7PbN*x4_s(i) ]; 
d_q_PbS=[x3_s(i);x4_s(i)];    % Primera Derivada - Velocidad Angular 
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%% Estrategia y Ley de Control de Posición 
%------------------------------------------------------------------- 
% Selección de Tipo de Pruebas 
% STP_RSP=1; % Cuando únicamente se prueba la respuesta del Sistema 
Pendubot 
%            % a un controlador PD. 
% STP_RSP=2; % Cuando se prueba la respuesta del Sistema Pendubot al 
Control 
%            % Total (Balanceo + Estabilización).            
STP_RSP=2; 
%------------------------------------------------------------------- 
% Selección de Tipo de Controlador (SWITCH) 
% STC_RSP=1; % Control de Balanceo PD / Control de Respuesta PD 
Prueba 
% STC_RSP=2; % Control de Estabilización LQR. 
if STP_RSP==1; 
    STC_RSP=1; 
end 
if STP_RSP==2; 
    CC_1=abs(x1_s(i)-x1d_s); 
    CC_2=abs(x2_s(i)-x2d_s); 
    STC_RSP=1; 
    if CC_1<=0.2; 
        if CC_2<=0.2; 
            STC_RSP=2; 
        end 
    end 
end 
%------------------------------------------------------------------- 
% Control de Balanceo 
if STC_RSP==1 
% Linealización de la Dinámica del Pendubot 
% Parámetros simplificados: 
d_11c_s=D_PbS(1,1)-(D_PbS(1,2)*D_PbS(2,1))/D_PbS(2,2); 
c_11c_s=C_PbS(1,1)-(D_PbS(1,2)*C_PbS(2,1))/D_PbS(2,2); 
c_12c_s=C_PbS(1,2); 
phi_11c_s=G_PbS(1,1)-(D_PbS(1,2)*G_PbS(2,1))/D_PbS(2,2); 
fr_11c_s=FV_PbS(1,1)-(D_PbS(1,2)*FV_PbS(2,1))/D_PbS(2,2); 
% Acción del Controlador 
    if (i<N_det_F) 
    % Definición del Controlador PD 
    Kp_s=99.75; 
    Kd_s=12; 
    v1_s=x1d_dd_s+Kd_s*(x1d_d_s-x3_s(i))+Kp_s*(x1d_s-x1_s(i)); 
    % Definición de la Señal de Control al Sistema Pendubot (Torque  
    % Computado) 
u_p_s=d_11c_s*v1_s+c_11c_s*x3_s(i)+c_12c_s*x4_s(i)+phi_11c_s+fr_11c_
s;  
    end 
    if (i>N_det_F) 
    v1_s=0; 
    u_p_s=0; 
    end 
end 
%------------------------------------------------------------------- 
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% Control de Estabilización 
VP_MCE(i+1)=0; 
if STC_RSP==2 
    VP_MCE(i)=1; % Detección del instante de acción del Control de  
                 % Estabilización 
    Xpd_s=[-pi/2;pi;0;0]; % Posiciones Deseadas 
    Xp_s=[x1_s(i);x2_s(i);x3_s(i);x4_s(i)]; 
    % Ganancias del Controlador K (LQR), provenientes del diseño del  
    % regulador LQR. 
    K_PEXC=[  
    11.688671687008625   
    17.273544025295671   
    2.086461620632877 
    3.712903519584740    
    ]; 
        K1_LQR=K_PEXC(1); 
        K2_LQR=K_PEXC(2); 
        K3_LQR=K_PEXC(3); 
        K4_LQR=K_PEXC(4); 
        K_LQR_PS=[K1_LQR K2_LQR K3_LQR K4_LQR]; 
    % State-Feedback Convergencia a los valores deseados. 
        DXp_s=Xp_s-Xpd_s; 
        u_p_s=-K_LQR_PS*DXp_s; % Control LQR. 
end 
%% Saturación de Señal de Control - Torque de Entrada al Sistema 
Pendubot 
if u_p_s>6.5; 
   u_p_s=6.5; 
end 
if u_p_s<-6.5; 
   u_p_s=-6.5; 
end 
u_s=[u_p_s;0];    % Torque de Entrada al Sistema. 
T_s(i+1)=u_p_s;   % Torque Señal de Control (Gráfica) 
%% Respuesta del Sistema Pendubot 
fxp_p1_s=-D_PbS\C_PbS*d_q_PbS-D_PbS\G_PbS-D_PbS\FV_PbS+D_PbS\u_s; 
x1_s(i+1)=x3_s(i)*id_ts+x1_s(i); 
x2_s(i+1)=x4_s(i)*id_ts+x2_s(i); 
x3_s(i+1)=fxp_p1_s(1)*id_ts+x3_s(i); 
x4_s(i+1)=fxp_p1_s(2)*id_ts+x4_s(i); 
end 
%% GRÁFICOS 
% Simulación de POSICIÓN INFERIOR 
fig1=figure; 
set(fig1,'Color',[0.98 0.99 0.98],'Name','Simulación - Posición 
Inferior'); 
scrsz_P=get(0,'ScreenSize'); 
set(fig1,'Position',[scrsz_P(3)/3 scrsz_P(4)/5 scrsz_P(3)/2.75 
scrsz_P(4)/1.75]) 
% Gráfico de Posiciones 
X_tI_g=0;   % Tiempo mínimo para graficar 
X_tS_g=7.5; % Tiempo máximo para graficar 
subplot(2,2,1:2) 
plot(ts_SP,x1_s*180/pi,'b','Linewidth',1.5) 
hold on 
plot(ts_SP(1:length(x2_s)),x2_s*180/pi,'r','Linewidth',1.5) 
plot([2.99405 2.99405],[-200 225],'-.k','Linewidth',0.5) 
axis([X_tI_g X_tS_g -175 225]) 
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title('Posición Angular - Eslabones','Fontsize',12,'Color',[0.2 0.1 
0.4],'FontWeight','bold'); 
xlabel('Tiempo (s)','Fontsize',10,'Color',[0.1 0.3 0.6]) 
ylabel('Posición Angular (°)','Fontsize',10,'Color',[0.1 0.3 0.6]) 
text(1.3,36.36,'subplot(2,2,1:2)','fontsize',12, 
'interpreter','latex','string',... 
    ['$$ \leftarrow \theta_2 $$']); 
text(1.485,-121.4,'subplot(2,2,1:2)','fontsize',12, 
'interpreter','latex','string',... 
    ['$$ \leftarrow \theta_1 $$']); 
text(2.99405,140,' \leftarrow Cambio de Técnica de Control');  
PT_leg01=legend('x_1','x_2'); 
% Gráfico de Velocidades 
subplot(2,2,3) 
plot(ts_SP(1:length(x3_s)),x3_s*180/pi,'c','Linewidth',1.5) 
hold on 
plot(ts_SP(1:length(x4_s)),x4_s*180/pi,'g','Linewidth',1.5) 
axis([X_tI_g X_tS_g -450 750]) 
title('Velocidad Angular','Fontsize',11,'Color',[0.2 0.1 
0.4],'FontWeight','bold'); 
xlabel('Tiempo (s)','Fontsize',10,'Color',[0.1 0.3 0.6]) 
ylabel('Vel. Angular(°/s)','Fontsize',10,'Color',[0.1 0.3 0.6]) 
text(2.25,-199.6,'subplot(2,2,1:2)','fontsize',12, 
'interpreter','latex','string',... 
    ['$$ \leftarrow \dot \theta_1 $$']);  
text(2.25,452.8,'subplot(2,2,1:2)','fontsize',12, 
'interpreter','latex','string',... 
    ['$$ \leftarrow \dot \theta_2 $$']);  
VT_leg01=legend('x_3','x_4'); 
% Gráfico de Torque entregado al Pendubot 
subplot(2,2,4) 
plot(ts_SP(1:length(T_s)),T_s,'Color',[0.9 0.5 
0.1],'Linewidth',1.5); 
hold on 
plot([2.99405 2.99405],[-200 200],'-.r','Linewidth',0.5) 
axis([X_tI_g X_tS_g -5 5]) 
title('Torque - Motor','Fontsize',11,'Color',[0.2 0.1 
0.4],'FontWeight','bold'); 
xlabel('Tiempo (s)','Fontsize',10,'Color',[0.1 0.3 0.6]) 
ylabel('Torque (Nm)','Fontsize',10,'Color',[0.1 0.3 0.6]) 
TT_leg01=legend('\tau_1'); 
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B.1 CARACTERÍSTICAS GENERALES DIGITALES I/O/PFI 

Las características generales se describen a continuación: 

 

Número de canales…………………… 48 total, 32(P0.<0..7>), 

16(PFI<0..7>/P1,PFI <8..15>/P2) 

Referencia a tierra…………………….. D GND 

Control de dirección…………………… Individual y programable para cada canal 

como entrada o salida. 

Resistencia pull-down………………… 50 kΩ  típico. 

20 kΩ  mínimo. 

Voltaje de protección de entrada……. + 20 V entre 2 pines. 

 

 

B.2 CONTADORES/TEMPORIZADORES DE PROPÓSITO GENERAL 

Las características referentes a la lectura de posiciones de los encoder se 

describen a continuación: 

 

Número de contadores/temporizadores... 4 

Resolución…………………………………. 32 

Medidas de contador……………………... Contador de pulsos, ancho de pulso, 

semi-periodo, separación entre pulsos, 

detección de pulsos. 

Medidas de posición……………………… X1, X2, X4 cuadratura de encoders con 

uso del canal Z; medidas de 2 pulsos. 
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Aplicaciones de salida……………………. Pulsos, tren dinámico de pulsos, 

generador de frecuencias, generador de 

tiempos de muestreo. 

Relojes internos…………………………… 100MHz, 210MHz, 100KHz 

Reloj externo………………………………. 0 MHz a 25 MHz 

Precisión de reloj………………………….. 50 ppm 

FIFO………………………………………... 127 muestras por contador 

 

Mayor detalle acerca de la tarjeta DAQ PCIe 6363, en la página web del 

fabricante: www.ni.com/manuals 
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APÉNDICE C 

DESCRIPCIÓN GENERAL DE LA TARJETA DE CONTROL 

EPOS2 50/5 

La tarjeta electrónica de potencia, es fabricada por la empresa Maxon Motor y 

posee las siguientes características:  

C.1 INFORMACIÓN ELÉCTRICA 

Se describen las características más importantes únicamente. 

Tabla A.1 Información eléctrica de la tarjeta EPOS2 50/5  

Valores Nominales 

Voltaje de alimentación nominal VCC 11…50 VDC 

Voltaje de alimentación absoluto mínimo 10 VDC 

Voltaje de alimentación absoluto máximo 54 VDC 

Voltaje de salida máximo 0.9VCC 

Corriente de salida máxima Imax 10A 

Corriente continua Icont 5A 

Frecuencia de oscilación 50 kHz 

Eficiencia máxima 94% 

Entradas 

Señales de encoder A, A \, B, B \, I, I \ (máx. 5MHz) 

Salidas de Voltaje 

Voltaje de alimentación a encoder +5 VDC (IL<100mA) 

Interfaces 

USB 2.0 Máx. 12Mbits/s 
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