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Resumen

Los reactores nucleares han jugado un papel importante en las diferentes areas de
la sociedad ya sea en la parte energética, medica, militar, etc; en términos generales los
reactores nucleares se pueden dividir en reactores de potencia y de investigacion, a medida
que la ciencia y la ingenieria avanzan los modelos de los reactores nucleares sea han hecho
mads Optimos para aprovechar de la manera mas eficiente la energia nuclear de las fisiones
que ocurren dentro del nucleo del reactor y a la vez hacer reactores mds seguros durante su
operacion. Uno de los modelos de reactores nucleares planteados a finales de la década de
los 90 el cual une las bases de un reactor simple con una teoria de dindmica no lineal es el
modelo del Reactor Soliton (Seifritz, [1997).

En este modelo debido a los procesos de fision se obtiene una onda de quemado el cual
es impulsada autocataliticamente, lo que hace especial a este modelo es que sus distribu-
ciones espaciales que caracteriza a un reactor como son: el flujo de neutrones, densidad de
potencia y densidad de las particulas asociadas tienen caracteristicas de un onda soliton. La
teoria de solitones en las épocas actuales han tomado un gran interés ya que han servido
como modelos de teorias no lineales que proponen nuevos enfoques para explicar la realidad.
Las tres caracteristicas que definen a un solitén son las siguientes: son ondas cuya amplitud
es proporcional a la velocidad, son ondas que no obedecen el principio de superposicion y la
caracteristica principal es que son ondas estables que pueden viajar sin cambiar su forma y

su energia.

En este trabajo de investigacion se trabajara con un reactor térmico unidimensional de dimen-
sion infinita en el cual se puede demostrar aproximadamente la existencia de una solucién
solitén para el flujo de neutrones al desarrollar la ecuacién de difusién del reactor. En dife-
rentes modelos en donde existe una solucion solitén es posible encontrar la interaccion de
dos solitones del modelo que forman un estado ligado, el objetivo de este trabajo sera hallar la
interaccion de dos solitones para el flujo de neutrones que forman un estado ligado, para ello
sera necesario encontrar la Densidad Lagrangiana que caracteriza a la ecuacion de difusion
y a partir de esta Densidad Lagrangiana encontrar su Tensor de Energia - Momento el cual

nos ayudara a encontrar la interaccion entre los solitones del modelo.

Palabras claves: Reactor nuclear, solitones, ecuacion de difusion, densidad lagrangiana,

tensor energia - momento.
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad la humanidad estd en la busqueda de nuevas formas de generar
energia para satisfacer sus multiples necesidades, ya sea a través de fuentes de energia reno-
vables o no renovables pero siempre teniendo en cuenta los aspectos sociales, econémicos
y ambientales. En especial en estas tltimas décadas el problema ambiental ha cobrado una
gran relevancia en la forma de generar energia. Los principales causantes de este problema
es el quemado de combustibles fosiles que son fuentes de energia no renovables, es por esta
causa que existe la necesidad de buscar formas de generar energia que reduzca el problema
ambiental. Una alternativa para minimizar dicho problema es el uso de combustibles nuclea-
res que son fuentes de energia no renovables, un combustible nuclear puede liberar energia
espontaneamente o artificialmente a través de reacciones nucleares, los desechos que generan
estas reacciones nucleares puede ser reutilizados o ser tratados adecuadamente para que no
generen problemas ambientales. La estructura en los cuales se lleva, se controla y se optimiza
estas reacciones nucleares son los reactores nucleares, esto conlleva a la constante mejora de
disefos de reactores nucleares que optimizan la generacion de energia que se obtiene en la

reaccion nuclear.

Un nuevo concepto en disefio en reactores nucleares es el “Reactor Soliton" el cual esta
basado en el funcionamiento de un reactor simple. En dichos reactores normales, los neutro-
nes en la region critica convierten el material fértil en material fisionable o también pueden
reducir el envenenamiento del material fisionable el cual reduce la reactividad del material,
y de esta manera emergen sucesivamente nuevas regiones criticas. Debido a dicho proceso
de fisién dan como resultado una onda de quemado impulsada autocataliticamente que se
propaga por todo el reactor. La principal caracteristica de un Reactor Solitén son sus distri-
buciones espaciales caracteristicas mas relevantes que son: flujo de neutrones, densidad de
potencia especifica y las densidades de particulas asociadas, los cuales tienes caracteristicas

de una onda soliton.



Los solitones son fendmenos ondulatorios resultantes de modelos no lineales (ecuaciones
diferenciales parciales no lineales), los cuales tienen las siguientes caracteristicas: su ampli-
tud es directamente proporcional a la velocidad, no obedecen el principio de superposicion
y no presentan dispersion, es decir, son ondas estables y que pueden viajar distancias muy

grandes sin cambiar su forma, su amplitud y su energia.

El concepto de Reactor Solitén nos da una nueva forma cualitativa de aprovechamiento
de la energia de fisién nuclear, el cual puede ser particularmente adecuada para pequefios

reactores termales de agua ligera.

De acuerdo a los diferentes articulos y estudios con respecto a los Reactores Solitén se
logré demostrar que el flujo de neutrones térmicos propagandose a través de materiales fér-
tiles se asemeja mucho a una onda tipo solitén. Esta tesis tiene como objetivo encontrar
la fuerza de interaccion, la energia de interaccién y el tipo de interaccion en un caso cua-
siestatico de dos solitones que son las soluciones tipo soliton de la ecuacién de difusion de
un reactor nuclear térmico unidimensional de dimension infinita para el flujo de neutrones.
Como se corroborara en el desarrollo de esta tesis, el problema principal de este trabajo
se reducird simplemente a encontrar la interaccion entre dos Kinks, donde el Kink es una
solucién particular que cumple con las caracteristicas de un soliton, pero para llegar a ello se

tendrd que hacer ciertas consideraciones como se mostrara en el desarrollo de este trabajo.

Esta tesis se ha dividido en 6 capitulos. El capitulo 1 contiene la introduccién, el plan-
teamiento del problema, el estado de arte y los avances en este tema, la justificacion de la
tesis, la hipétesis y los objetivos tanto general como especificos. El capitulo 2 contiene el
resumen de la teoria necesaria que serd usado para el desarrollo de esta tesis, como son
las teorias de interaccion de neutrones con la materia, fisién nuclear, difusiéon de neutrones,
teoria de reactores nucleares y una breve introduccion a la teoria de solitones especialmente
en el solitén tipo Kink. En el capitulo 3 se demostrard la existencia de la solucion soliton
para la ecuacion de difusién de un reactor neutrénico térmico unidimensional de dimension
infinita, tanto de manera analitica como numérica, y ademds mostrando las aproximaciones
y consideraciones que hay que tener en cuenta para llegar a esta solucion solitén el cual es

una solucién de tipo Kink.

En el capitulo 4 se desarrolla el planteamiento matemdtico que nos lleva a encontrar la
densidad lagrangiana que caracteriza a la ecuacion de difusion aproximada encontrada en el
capitulo 3. En el capitulo 5 se tratard el objetivo principal de esta tesis, como en el capitulo 4
se logré encontrar una densidad lagrangiana para la ecuacion de difusién aproximada, por lo

tanto, esto conlleva a la construccidn del tensor energia - momento del modelo, y con ayuda



de este tensor y del método planteado en el articulo A PERTURBATIONAL APPROACH TO
THE TWO-SOLITON SYSTEMS de Karpman y Solov’ev (Karpman and Solov’eV| 1981), se
podrd encontrar la interaccion entre dos solitones. En el capitulo 6 se escribird las conclu-
siones y perspectivas correspondientes de la tesis y después de la bibliografia se presenta un

Apéndice el cual detalla los célculos respectivos realizados en el desarrollo de la tesis.

1.1. Planteamiento y formulacion del problema

Los reactores nucleares han jugado un papel importante en la vida humana como
una alternativa de generar energia sin emision de gases de efecto invernadero, y a medida
que avanza la ciencia y la ingenieria los modelos de los reactores se van haciendo mas
optimos. Uno de los nuevos conceptos en disefios planteados a finales de los afios 90 es
el reactor solitén, donde la principal caracteristica de estos reactores es que el flujo de
neutrones y otras distribuciones espaciales tienes semejanza con una onda solitén. Dichos
solitones son soluciones de ecuaciones no lineales, y en la actualidad estas ecuaciones de
la fisica - matemdtica han tomado gran importancia ya que han servido como modelos para
nuevas teorias. Por lo tanto, como el flujo de neutrones se comporta como una onda solitén
y existe estudios de interaccion entre solitones en modelos no lineales, por ello planteamos
la siguiente formulacién ;como se podria encontrar y formular dicha interaccion y que tanto

influiria en la energia que provee el reactor?

1.2. Estado del arte

La teoria del reactor solitén naci6 a finales de la década de los 90, el primero en plan-
tear esta nueva concepcion de reactor fue Walter Seifritz en su articulo The nuclear soliton
reactor (Seifritz, |1997), en tal disefio de reactor, el flujo de neutrones en la regién critica
convierte el material fértil en material fisionable o reducen el envenenamiento del material

fisible y de esta manera nacen sucesivamente nuevas regiones criticas.

Por consiguiente el resultado es una onda de quemado o en ingles burn-up wave impul-
sada autocataliticamente que se propaga por todo el volumen del reactor, lo interesante de
este concepto planteado por Seifritz es que las distribuciones espaciales, caracteristicas rele-

vantes de un reactor, tienen un comportamiento de una onda solitdn.

A partir de este nuevo concepto se han realizado nuevas investigaciones y trabajos relaciona-
dos de este tema, algunos incluso realizados por el creador de este concepto. A continuacion

se mencionara algunos trabajos a partir del afio de publicacion del trabajo pionero del reactor



solitén hasta el ano 2022, se eligi6 este intervalo de tiempo de busqueda debido a que existe
mayor variedad de articulos que se pueden tomar como referencia para el objetivo de este
trabajo, la forma en que se buscé informacién con respecto al tema a tratar fue a través de
buscadores académicos, dichos buscadores usados son a través de las plataformas Google

Academics, Researchgate, arXiv'y Elseiver.

Las siguientes trabajos publicados por Seifritz posterior a su publicacién del reactor so-
litén son: On the burn-up theory of fast soliton reactors (Seifritz, |1998a) en donde plantea
la fisica bésica de un reactor rdpido basado en el ciclo de combustible U/Pu o Th/LJ-233, el
cual da origen a una onda de flujo impulsado autocataliticamente similar a una onda solitén
el cual se propaga a través de las regiones fértiles, queméndola y produciendo energia, en
dicho articulo, plantea una nueva manera cualitativa de aprovechamiento de la energia nuclear
como son el reprocesamiento y sin la necesidad de transportar los elementos combustibles
irradiados. La siguiente publicacidn por parte de Seifritz que trata sobre el fendmeno de la
onda solitén en un reactor de neutrones térmicos estd publicada en el articulo The thermal
neutronic soliton wave phenomenon in an infinite medium (Seifritz, 1998b) en donde plantea
la dindmica después de la ignicion de la onda soliton neutrénico propagdndose en un medio
subcritico, basado en este concepto se puede emplear para el diseiio de pequefios reactores
termales de agua ligera. Por tltimo en el articulo de Seifritz Solitary burn-up waves in mul-
tiplying medium (Seifritz, 2000) el cual se basa de su articulo On the burn-up theory of fast
soliton reactors y muestra la posibilidad de disefiar un reactor rapido que posea solamente

elementos combustibles de material fértil.

Otra investigacion en el cual se usa la teoria de solitones para disefios de reactores nu-
cleares esta en los trabajos de B. Gaveau, J. Maillard, G. Maurel y J. Silva titulados Hybrid
soliton nuclear reactors: A model and simulation (Gaveau et al., [2005) y Equations of evo-

lution of a hybrid soliton nuclear reactor (Gaveau et al., 20006).

En dichos articulos plantean el diseno matemdtico y simulacién de un reactor hibrido de
fision de vida larga el cual es impulsado por un acelerador de protones que produce neutrones
en un objetivo; ademads, este reactor puede ser utilizado para destruir sus propios productos
de desecho, pero la condicién necesaria para que este sistema sea estable es que la velocidad

de la fuente de neutrones sea lo suficientemente alta.

Una aplicacién del concepto del reactor CANDLE en un reactor rdpido refrigerado por agua
supercritica (SCWFR) es investigado en el trabajo titulado Solitary breeding/burning waves in
a supercritical water cooled fast reactor (Chen et al.,|2010) de los autores X. Chen, D. Zhang,

W. Maschek y T. Schulenberg; en dicho articulo plantea lo siguiente, si se tiene como base el



diseno SCWFR, es posible encontrar una onda de quemado que presenta caracteristicas de

una onda solitdn en un ciclo de conversion Th-U sin la necesidad de usar veneno combustible.

Un andlisis matemdtico de las condiciones de existencia de una onda solitén nuclear en
un medio multiplicador de neutrones es desarrollado en el articulo Traveling Wave Reactor
and Condition of Existence of Nuclear Burning Soliton-Like Wave in Neutron-Multiplying
Media (Rusov et al., 2011)) de los autores V. D. Rusov,E. P. Linnik, V. A. Tarasov, T. N.
Zelentsova, donde plantean dos condiciones necesarios para la existencia de la onda solitén
en dichos medios, la primera condicién es determinado por la relacion entre la concentracion
de equilibrio y la concentracion critica del is6topo fisionable y la segunda condicion es esta-

blecido por la estadistica cudntica de Wigner.

Un andlisis matemadtico del ciclo conversiéon de U-Pu realizado por los autores X. Chen,
E. Kiefhaber, D .Zhang, W. Maschek y publicados en el articulo Fundamental solution of
nuclear solitary wave (Chen et al., 2012), en dicho articulo se establece su ecuacién de difu-
sién junto con sus ecuaciones de quemado (burn-up equation) en donde se demuestra que las
densidades del niimero de 4tomos de los nucleidos se puede expresar como una funcién de la
fluencia de los neutrones despreciando los procesos radioactivos naturales, en tal ecuacion de
difusién es posible encontrar una solucién de onda solitaria con la condicién que el factor de
multiplicacién del medio infinito primero aumenta desde un nivel subcritico hasta un punto

supercritico y luego vuelve a caer a otro nivel subcritico.

Por tltimo, un trabajo reciente publicado por Jin Feng Huang titulado The solitary wave
in advanced nuclear energy system (Huang, 2022)), en dicho articulo plantea lo siguiente:
para disefiar sistemas nucleares mas avanzados se ha propuesto utilizar reactores de ondas
progresivas o llamados también reactores CANDLE, sin embargo no habia una solucién ana-
litica, por ello en este articulo bajo el punto de vista de una onda solitén es posible encontrar
una solucién analitica, mediante el acoplamiento de la ecuacion de difusién de neutrones de

un grupo con las ecuaciones de quemado.

Teniendo en cuenta el material recopilado, se puede ver que las investigaciones realiza-
das sobre la teoria de solitones aplicado a los disefios reactores nucleares son diversas y con
diferentes enfoques ya sea en la parte matematica o de simulacidn, pero en dichos articulos no
tratan la interaccion que pueda existir entre dos ondas soliton como ocurre en otros modelos

no lineales donde se pueda encontrar una solucién soliton.



1.3. Justificacion

Las ecuaciones no lineales en la actualidad han tomado una gran importancia para
la creacién de nuevas teorias y modelar la naturaleza mediante estas ecuaciones, lo mds
interesante son las soluciones de estas ecuaciones, uno de ellos son los solitones aquellas
ondas que pueden comportarse como particulas. La fisica nuclear o en especifico la fisica
de reactores nucleares no es ajena a la teoria de solitones, como se ha demostrado desde
la primera publicacién del reactor solitén en 1997 hasta la actualidad ha existido muchas
investigaciones que utilizan el concepto de reactor solitén, ya sea planteando nuevos disefios
de reactores modernos que usan la teoria de solitones o haciendo trabajos tedricos con respecto
a este tema. Por ende, una investigacion tedrica sobre la interaccion que puede existir entre
dos solitones en un reactor neutrénico térmico, contribuiria al desarrollo tedrico y la mejor
compresion de este fendmeno de interaccién y la forma en que podria influir a la generacion

de energia nuclear de un reactor.

1.4. Hipotesis

La teoria de solitones ha jugado un papel importante en los avances tedricos de las
diversas dreas de la fisica como son la materia condensada, cosmologia, fisica de particulas
y fisica nuclear, en algunos modelos no lineales que tienen una solucién solitén puede ser
expresados por una funcién de densidad lagrangiana y mediante esta funcion lagrangiana
definir su respectivo tensor energia - momento, el cual serd de utilidad para encontrar la
interaccion de un sistema de dos solitones. Algunos modelos no lineales en que se puede
encontrar la interaccion entre dos solitones mediante este método son por ejemplo la ecua-
cién no lineal de Klein-Gordon, la ecuacién no lineal de Dirac y la ecuacion no lineal de
Schrodinger, la interaccion que se puede encontrar por ejemplo en el caso del modelo no
lineal de Klein-Gordon responde a una interaccion de Yukawa, por lo tanto teniendo esto en

cuenta planteamos la siguiente hipétesis.

En un reactor neutrénico térmico se logré demostrar a través de su ecuacién de difusion
que existe una soluciéon de onda de quemado que se comporta como un solitén, por ende,
debe ser posible expresar esta ecuacion de difusion por medio de una densidad lagrangiana y
encontrar la interaccion de un sistema ligado formado por dos solitones, mediante el empleo

del tensor energia - momento que caracteriza el sistema.



1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

El objetivo general de este trabajo de investigacion es hallar la fuerza de interaccion, la
energia de interaccion y el tipo de interaccidn que puede existir entre dos solitones neutrénicos
térmicos que forman un sistema ligado, donde dichos solitones son las soluciones de tipo

soliton de la ecuacidn de difusidon de un reactor neutrénico térmico unidimensional infinito

1.5.2. Objetivos Especificos

= Encontrar la solucidn de tipo solitén del flujo de neutrones térmicos en la ecuacion de

difusién de un reactor neutronico térmico unidimensional infinito.

= Encontrar la funcién de densidad lagrangiana aproximada que caracteriza a la ecuacion

de difusién de un reactor térmico neutronico unidimensional infinito.

= Encontrar la expresion del tensor energia - momento que se deriva de la densidad
lagrangiana, que servird para encontrar la interaccion de dos solitones que forman un

sistema ligado.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Interaccion de neutrones con la materia

Los neutrones son las particulas subatomicas que se caracterizan por no tener carga
eléctrica, por lo tanto, no pueden ser detenidos por las fuerzas eléctricas. Los neutrones al
ser particulas no cargadas solo pueden ionizar a la materia indirectamente, es decir, que al
momento de interactuar con la materia produce particulas cargadas siendo estas las que ioni-
zan a otros atomos de la materia. La interaccién entre los neutrones y los ndcleos atémicos

es fundamental para el funcionamiento del reactor.

La forma en que interacciona un neutrén con un dtomo se divide de dos formas que se

describe a continuacion (Lamarsh, [1966).

* Dispersion: Es el resultado del intercambio de energia después de la colision entre un
neutrén y un dtomo blanco, con la caracteristica que el neutrén permanece libre luego
del proceso, a su vez la dispersion se puede dividir en dos casos, la dispersion eldstica

e inelastica.

- Elastica: Es el caso cuando después de la interaccién no hay cambio en la
composicidn isotdpica del 4tomo blanco o en su energia interna, y el efecto neto
es solo un cambio en la direccion del neutrén como se esquematiza en la figura

a menudo se representa una interaccion elastica mediante este simbolo (7, n).



Figura 1

Interaccion neutréon - materia proceso de dispersion eldstica.
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- Imelastica: Ha diferencia del caso eldstico, el efecto neto después de la colisién
es el cambio en la direccion del neutrén y la excitacion del 4&tomo blanco pero sin
haber cambio en su composicién isotdpica y volviendo a su estado fundamental
mediante la emisién de radiacién gamma como se esquematiza en la figura[2] a

menudo se representa una interaccion ineldstica mediante este simbolo (n, n’).

Figura 2

Interaccion neutron - materia proceso de dispersion ineldstica.
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e Absorcién: En dicho proceso el neutrén es capturado por el nicleo blanco. Pueden
ocurrir con neutrones de baja energia, en el cual el nicleo absorbe un neutrén y queda
en un estado excitado, pudiendo volver al estado fundamental por emisién de radiacién
¥ o de particulas (n, p, B, @) como se muestra en la figura[3] Eventualmente, cuando
un nucleo es colisionado por un neutrén de alta energia se emiten dos o mas neutrones,
dichos procesos se simbolizan a través de la siguiente notacién (n,2n) o (n,3n). En
las reacciones del tipo (n, kn) las cuales ocurren cuando un nticleo de un metal pesado
colisiona con un neutrén muy energético, estos nicleos se dividen en dos fragmentos

con liberacion de energia ddndose asi el proceso de fisién nuclear.



Figura 3

Interaccion neutrén - materia proceso de absorcion (ejemplo dtomo de '°B).
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2.1.1. Seccion eficaz microscopica y macroscopica

En el estudio fisico de choque de particulas, es mas frecuente el tratamiento no de la
desviacion de una sola particula, sino de la dispersién de un haz de particulas idénticas que
inciden hacia el centro de dispersién con una velocidad uniforme v.,. Como las diferentes
particulas que forman el haz tienen diferentes pardmetros de impacto y, por tanto, son
dispersadas bajo distintos dngulos ¢. Definamos dN el ntimero de particulas dispersadas por
unidad de tiempo en dngulos comprendidos entre ¢ y ¢ +d¢. Como el numero de dispersiones
es proporcional a la densidad del haz incidente, para ello definamos como n el nimero de
particulas que por unidad de tiempo atraviesan la superficie de una seccion recta del haz,
entonces definamos el siguiente cociente (Landau and Lifshitz, [1970).

_dN

do = —. 2.1)
n

A este cociente se le denomina como la seccion eficaz de dispersion y tiene unidades de
superficie, la cual se puede interpretar como la probabilidad de interaccién de una particula
con un blanco. Supongamos un blanco muy delgado de espesor ¢ en el cual incide un flujo
de particulas con flujo F [cm™2s~'] como se muestra en la figura 4, supongamos que un
observador o un detector subtiende un angulo solido dQ = dS/R?, siendo dS la superficie
util del detector. Después de la colision, la particula incidente es desviado de su direccidén
original, con un angulo de dispersion €, donde dicho angulo es formado entre la direccion

inicial y la direccion final de la particula.
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Figura 4

Representacion grdfica del proceso de dispersion de un haz de particulas.
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Por lo tanto, definamos N,(6) como el nimero de dispersiones por unidad de tiempo
en el angulo solido dQ2 que subtiende el detector, de esta manera se define la seccion eficaz

diferencial o seccion eficaz microscépica (Sorial 2020).

do 1 dN;
0 -Fdo (2.2)

Por ello, las seccidn eficaz total se hallara integrando la siguiente expresion (Soria, 2020)
do
E)= | —dQ, 2.3
o) - [ o @3
la unidad usada para la seccién eficaz microscépica es el barn (b) que es igual a 10728 m?.

Como se ha mencionado existen diversas formas en que un neutrén interactia con los nu-
cleos de la materia, para una mayor descripcion es necesario clasificar cada seccion eficaz de
acuerdo al tipo de interaccién que sufren. De esta manera, la dispersion eldstica es descrito
por la seccidn eficaz de dispersion eldstica o, ; de la misma forma para el caso de la dispersion
ineldstica es descrito por la seccidn eficaz de dispersion ineldstica o, para la captura neutr6-
nica es descrito por la seccion eficaz de captura o, y para el proceso de fisién es definida a
través de la seccidn eficaz de fision o ¢, por ende la seccion eficaz total sera la suma de todas

las secciones eficaces ya mencionadas (Lamarsh, |1966)
OT=0p + 04, 2.4)

donde

op =0, +0; (Seccidn eficaz de dispersion total),
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oa =0c.+0y (Seccidn eficaz de absorcién total)

En la vida real nosotros no percibimos la interaccién entre un neutrén con un tnico nucleo, en
el laboratorio las medidas se realizan con muestras que tienen un espesor determinado y que
ademads esta muestra con frecuencia es una combinacion de varios elementos (Rabago et al.,
2017). Hagamos el siguiente andlisis, supongamos que en un blanco de espesor X incide un
haz de neutrones unidireccionales de intensidad I, un detector es colocado a una distancia
cercana detrds del blanco como se esquematiza en la figura[5] Se asumird que tanto el blanco
y el detector son pequefios de modo que el detector subtiende un dngulo sélido pequefo en
el blanco. Cada vez que un neutrén interacciona con el blanco el haz inicial de neutrones
reduce su intensidad, y la intensidad de aquellos neutrones que no interactuan con el blanco
serdn detectados por el detector.

Figura 5

Modelo matemdtico empleado para encontrar la seccion eficaz macroscopica de un material de
espesor X

Blanco
dzx
Iy
- = I
— -
e S e - —— -_— - —_——
_— _—
_—m
X

Entonces, sea /(x) la intensidad de los neutrones que no interactuan con el blanco
después de atravesar un espesor dx del blanco, la intensidad inicial se reducird de acuerdo
al numero de neutrones que interaccionan con la lamina de espesor dx, el cual estaria

representado por la siguiente ecuacion (Lamarsh, [1966)

d/
7= —N ordx, (2.5)

donde N es la densidad atémica del blanco, integrando la ecuacién (2.5)), obtenemos la
siguiente ecuacion
I(x) = Ipe Nor~, (2.6)

por lo tanto, la intensidad que detecta al detector es la
I(x) = [ye N orX, (2.7)

El producto de la densidad atémica N con la seccion eficaz o7, se conoce como la “seccion
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eficaz macroscépica” él cual tiene unidades [cm™'] y es denotado por la letra griega =, su
uso es muy frecuente en las ecuaciones de la teoria de reactores nucleares, por lo tanto, en la

ecuacion (2.5)) la seccién eficaz macroscopica total sera igual a
3r = Nor, (2.8)

de igual manera se define la seccion eficaz macroscépica de fision y de captura (absorcion)
respectivamente que son iguales a
2 f = No fs (2.9)

Y. =No, (2.10)

Entonces, reescribiendo la ecuacién (2.6) en términos de la seccion eficaz macroscépica se
obtiene la siguiente ecuacion
I(x) = 1(0)e™>*, .11

incluso la anterior ecuacion se puede escribir en términos del flujo neutrénico @ en vez de
la intensidad, debido a que en la ecuacién de difusion se emplea el flujo neutrénico y no la
intensidad, por lo tanto la anterior ecuacién en términos del flujo neutrénico [1/s cm?] seria
igual a (Rabago et al., 2017)

D(x) = Dye = (2.12)

2.2. Fision Nuclear

En 1939 Otto Hann, Lisa Meitner y Fritz Strassman en sus investigaciones sobre la
sintesis de elementos transurdnidos observaron la existencia de la fision bombardeado por
neutrones produciendo una reaccion que liberaba una energia muy grande alrededor del orden
de los 100 MeV el cual era una energia mucho mayor que cualquier otra energia de proceso
de desintegracion que se halla observado previamente. Basado en esta observacion Meitner
y Frisch en 1939 plantearon que los nicleos de uranio que capturan un neutrén son muy
inestables y se dividen o “fisionan” por la mitad (Kranel |1991). Por lo tanto, el proceso de
fisién nuclear ocurre cuando un niicleo padre rico en neutrones captura un neutrén y se divide
en dos nucleos cuyos ndmeros masicos son cercanos a la mitad del numero masico del niicleo
padre (Soria, |[2020).

A+n— B+C+n+n+n. (2.13)

Si proporcionamos la suficiente energia de excitaciéon podemos fisionar cualquier nicleo,
pero los procesos mds interesantes y practicos estd en los procesos de fision de nicleos
pesados (elementos mds pesados a partir del torio) (Krane, 1991). Fermi, Joliot y Kowarski

descubrieron la posibilidad de obtener una reaccién en cadena de fision, a partir de esta idea
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como una nueva forma de obtener energia, el cual daria origen a la idea de los reactores
de fisién (Soria, 2020). En una reaccién de fision inducida por neutrones, se liberan de dos
a tres neutrones, para mantener una reaccion en cadena de fisiéon por lo menos un neutrén
producido en la fisién debe sobrevivir para producir la fisién de los nicleos fragmentados y

de esta manera se repita el proceso de fision (Stacey, 2007).

2.2.1. Factor de multiplicacién infinito y efectivo

Como se ha mencionado para que se mantenga una reaccion en cadena de fision
nuclear, es necesario que por lo menos un neutrén liberado de la fisiéon de un nicleo padre
sobreviva, para poder producir fisién a los nucleos fragmentados. Pero existe la posibilidad
que la produccién promedio de neutrones en cada fisién difiere una de la otra, es decir,
que la concentracién de neutrones en el medio donde ocurre la reaccién en cadena puede
incrementarse, disminuir o incluso permanecer constante en el tiempo. Por ello, en la fisica
de reactores nucleares se define el pardmetro de “factor de multiplicaciéon” denotado por la
letra K, la cual se define como el cociente de neutrones entre dos generaciones sucesivas, €s

decir (Espinosa-Paredes and Rodriguez, 2016)

K=t (2.14)

ng

donde n; y ng41 es el numero de neutrones producidos en la generacion s y s + 1 respectiva-

mente.

Si consideramos un medio homogéneo e infinito el factor de multiplicacién se llamara “fac-
tor de multiplicacién infinito” denotado por K. Por lo tanto, K., representa el nimero de
neutrones producidos por neutrén absorbido en un medio de dimension infinita, dependiendo

del valor de K, tendrd un significado en el control de un reactor nuclear.

Si:

K. > 1, aumento de la concentracion de neutrones en el tiempo.

K. =1, concentracion de neutrones constante en el tiempo.

K. < 1, disminucion de la concentracion de neutrones en el tiempo.

El parametro K., se puede calcular multiplicando el nimero promedio de neutrones que
se producen por fisién y la relacion de las probabilidades de tener una reaccién de fision y la

absorcidn de neutrones, es decir la relacién entre las secciones eficaces macrosocdpicas de
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fision X ¢ y absorcion X4, si definimos a 7 como el numero promedio de neutrones produci-
dos por reaccién de fision entonces la expresion de K, serd igual a (Espinosa-Paredes and
Rodriguez, |2016))

Koo = =2 (2.15)

Para nicleos que poseen mds de un isétopo fisionable se utiliza un n promedio el cual es

calculado mediante la siguiente ecuacion

2Nz fi

S (2.16)

7=
donde 7; es el nimero promedio de neutrones producidos por reaccion de fision en el isétopo
i-€simo, X 7; es la seccion eficaz macroscépica de fision del is6topo i-€simo y X ¢ es la seccion

eficaz macroscopica de fision total.

Hasta ahora hemos considerado un medio de dimension infinita, homogéneo y aislado en
donde existe material fisionable para producir una reaccion de fisién en cadena, y séa supuesto
que al ser un medio infinito no existe la posibilidad que un neutrén escape del sistema. Pero si
consideramos un medio finito, homogéneo y aislado donde existe material fisil y neutrones,
existe la posibilidad que los neutrones escapen del sistema. Por ello, hay la necesidad de
definir una funcién de probabilidad P que representara la probabilidad que un neutrén sea
absorbido y no escape del sistema. Entonces, si en la generacion de fisién s el numero de
neutrones producidos es ng, en consecuencia P ng neutrones sera absorbidos y producirdn
K« P ng neutrones en la generacion de fisién (s + 1), recordando la definicion del pardmetro

de factor de multiplicacién, entonces, se tendrd que (Espinosa-Paredes and Rodriguez, 2016))
Kerr = KoP, (2.17)

donde K, 7 es el factor de multiplicacion efectiva de un medio finito, dependiendo del valor

K, s tendra un significado en el control de un reactor de dimension finita.
Si:
i) K, > 1, aumento de la concentracion de nuetrones en el tiempo, estado supercritico.

ii) Kcyr =1, concentracion de nuetrones constante en el tiempo, estado critico.

iii) K, rf < 1, disminucion de la concentracion de nuetrones en el tiempo, estado subcritico.
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2.3. Difusion de Neutrones

Para el adecuado manejo de un reactor nuclear hay la necesidad de calcular las ve-
locidades de las diferentes reacciones nucleares cuando los neutrones interaccionan con los
materiales combustibles. Para ello, existe la necesidad de conocer sus secciones eficaces
de los materiales fisiles los cuales a la vez dependen de la energia del neutrén con la que
interactiian, a la vez conocer la distribucion y energia de los neutrones a lo largo del espacio
del reactor. Por ejemplo, en el caso de un reactor de fision, la distribucién de los neutro-
nes depende de la forma como se distribuye la fuente de neutrones y de las interacciones

con los nicleos del material fisil que sufren a medida que se alejan de la fuente (Stacey, 2007).

Una de las teorias que ayuda describir matematicamente la distribucién de los neutrones
en un reactor nuclear es “La teoria de la difusiéon”, pero para poder usar esta teoria es nece-
sario tratar la velocidad de los neutrones con una velocidad promedio y que estos neutrones
sean monoenergéticos y despreciar los cambios de energia que podrian sufrir los neutrones.
En la teoria de reactores nucleares cuando se dice que unos neutrones son monoenergéticos
significa que pertenece a un “grupo’ es decir que se encuentran dentro de un rango de energia
para el cual se pueden usar valores promedio de las secciones eficaces. Una teoria mas general
que abarca los distintos rangos de energia y valores promedios para cada rango de energia de
los neutrones se encuentra en la “Teoria de Multigrupos” (Espinosa-Paredes and Rodriguez,
2016)). Para este trabajo de investigacidn se trabajard con neutrones que pertenecen a un solo

grupo y por lo tanto no se tomara en cuenta la teoria de multigrupos.

2.3.1. Laley de Fick

Definamos el concepto de densidad de corriente de neutrones J, el cual es el numero de
neutrones por segundo que atraviesan un drea unitaria normal a la direccién del movimiento de
los neutrones (Espinosa-Paredes and Rodriguez, 2016)). Para establecer la ley de Fick vamos
a suponer que el espacio donde se encuentra la distribucidén neutrénica es un medio infinito
y homogéneo y el objetivo serd calcular la densidad de corriente en un punto del espacio
infinito. Para que el procedimiento sea mas sencillo vamos a calcular la densidad de corriente
en la zona media del sistema el cual se elegird como el origen del sistema de coordenadas
como se ve en la figura [6][T] la corriente que se calculard en la zona media del sistema son
producidas por las dispersiones que ocurren en todo el espacio, por ello estas dispersiones
se dividird en dos partes, aquellas dispersiones que se producen en el semiespacio superior
y que se dirigen hacia un diferencial de superficie dA que se encuentra en el sistema de

coordenadas, y aquellas dispersiones que se producen en el semiespacio inferior y que se

Los angulos 6 y ¢, son aquellos dngulos que orientan la ubicacion del diferencial de volumen dV con
respecto al origen de coordenadas de la ﬁgura@
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dirigen hacia el diferencial de superficie dA, ambas densidades de corriente se denotaran

como J,_ y J, respectivamente. Por lo tanto, la corriente neta en la direccion z sera igual a

J,=J4 —J—. (2.18)
Figura 6
Modelo matemdtico para encontrar la Ley de Fick
4 Z
..
L
I Y
\‘ ,”
> v
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Como se muestra en la figura[]vamos a considerar un diferencial de volumen dV donde
los neutrones se dispersan y salen de este volumen en todas las direcciones, encontremos
primeramente la densidad de corriente J_ en la diferencial de superficie dA. Sea ¢ el flujo de
neutrones que inciden en el diferencial de volumen dV y Xg la seccion eficaz macroscopica

de dispersion de dV, entonces se tendra que
(Nro de dispersiones por segundo en dV) = ¢ XgdV. (2.19)

Usando el concepto de angulo solido podemos encontrar el nimero de neutrones dispersados

que atraviesan dA desde una distancia r, entonces se tendrd que

dAcose

Nro de neutrones dispersados que cruzan dA = ( =
nr

) ¢ ZsdV, (2.20)

usando coordenadas esféricas se puede conocer dV (usando los dngulos 6 y ¢) el cual sera
igual a
dV = r?sen ¢ dr dd de.

Hay que tener en cuenta que en el trayecto de dV hacia dA a lo largo de r pueden sufrir
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reacciones nucleares. Recordando la definicién de seccidn eficaz, entonces la probabilidad

de que los neutrones viajen una distancia r sin sufrir una reaccién es igual a
P — e—Er’

por ende, el nimero real de neutrones dispersados provenientes de dV que atraviesan dA es

igual a:

(Nro real de neutrones dispersados que cruzan dA) = pEsr’senpdrdfdpe ™",

(2.21)

si integramos la ecuacién (2.21)) en todo el semiespacio superior del medio infinito obten-

(dAcosgo)

dremos el nimero de dispersiones provenientes de la parte superior por unidad tiempo que
atraviesan dA, es decir la corriente J,_ multiplicado por dA, integrando (2.21) se obtienes la

siguiente ecuacion

2 /2 dA
J.-dA = / / / crcosy ¢ Zsrie =" sen ¢ dr do de,
C4nr?

simplificando dA en ambos términos se obtiene

2r
/ / / COS ('D gb Yse =" sendrdfde. (2.22)

Para poder resolver esta integral en funcion del flujo ¢, se va a suponer que el flujo varia

lentamente en todo su recorrido, teniendo en cuenta esta suposiciéon podemos aproximar
mediante una “serie de Taylor" (Ayres et al., [1991) el flujo ¢, entonces haciendo la expansion

de ¢ a una serie alrededor del origen de coordenadas se obtiene

9¢ ¢ 9¢
=¢o+x +y +z +-
=)o (@), (3,
Como estamos usando coordenadas esféricas es necesario escribir x, y y z en funcidn de estas

coordenadas, entonces la serie de Taylor serd igual a
0 0 0
¢ = ¢o+rsengcost ¢ + rsen¢send o¢ +7rcose o¢ , (2.23)
0x ay ay

reemplazando (2.23) en (2.22)) se obtiene

1 00 /2 2n
JZ_:(—)/ dr/ d(p/
ar ) Jo 0 0

X g cos @ sen e ="do.

X

¢o + rsen ¢ cos b 8_(]5 +rsengpsenf (9_¢ +7rcosgp (')_gb
Ox dy dy
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Integrando con respecto a 6 (los calculo estdn en el Apéndice[A.T)), se obtiene

J._ =

¢ozs+(3¢) s

4z " \oz), 632

si supongamos que Xg ~ X, entonces J,_ sera igual a
Z

o 1 (dp) 1
J_==+-|=] —, 2.24
andlogamente
oo 1 [op)\ 1
Jo=——-=|—] =—. 2.25
“T 46 (az 0 Zs (2:23)
Recordando la corriente J, ecuacion (2.18)), reemplazando J,, (2.25) y J.— (2.24) en dicha
ecuacion L (90
J,=— =] ., 2.26
de la misma manera "y
Jo=— =], 2.27
33 (ax)o (227)
1 (0¢
Jy=———|+—]| - 2.28
Y33 ((9y)0 (2.25)
Como el vector corriente J es
T =T, +J,6,+J.¢., (2.29)
entonces » 96 96
J==-D (a) éx + (a_y) éy + (a—z) éz] s
y de esta manera la ley de Fick sera igual a
J=-DV¢ (2.30)

1
donde D = I3 a este termino D se le conoce como el “coeficiente de difusion”, y tiene
N
unidades de [cm], el valor del coeficiente de difusién nos indica la facilidad o dificultad que

tiene una sustancia o gas en fluir en un determinado medio.

2.4. Teoria de reactores nucleares

Como ya se ha mencionado, un reactor nuclear es aquella instalaciéon donde se produce,

se controla, se mantiene y se optimiza las reacciones nucleares de fisién en cadena, para
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producir energia mediante la generacién de calor; un reactor nuclear es una sistema complejo
y con el avance del tiempo los modelos de los reactores nucleares se van haciendo mas

Optimos, en general un reactor nuclear consta de las siguientes partes:

* Combustible: Son aquellos materiales adaptados para el uso en un reactor nuclear que
contengan dtomos fisibles que generan calor mediante las reacciones de fision, algunos

elementos combustibles usados son el U, Pt, Th.

* Refrigerante: Es el fluido que tiene como funcién extraer el calor que genera los
nucleos fisibles en el nicleo del reactor, algunos refrigerantes usados son agua, agua

pesada, aire, CO,, metales liquidos.

* Moderador: Sustancia que tienen como funcion reducir la energia cinética de los
neutrones rapidos producidos en un proceso de fisién nuclear y convertirlos en neutrones
lentos o térmicos a este proceso se le llama “termalizar neutrones”, los moderadores
son usados en reactores nucleares térmicos para mantener la reaccion en cadena, se
caracterizan por tener una seccion eficaz de captura baja y una alta seccion eficaz de

dispersion, algunos moderadores usados son el agua, agua pesada y el grafito.

* Reflector: Es el material que se encarga de reducir el escape de los neutrones que
intentan fugar del nicleo y asi mantener la poblacién neutrénica, se caracterizan por
tener una seccion eficaz de dispersion alta, alguno elementos usados como reflector

son grafito, berilio, agua.

* Elementos o barras de control: Son aquellos elementos que tienen la funcién de
controlar la poblacién neutrénica y de esta manera controlar la reactividad del reactor,
llevando de un estado subcritico a critico y viceversa, y ademds evitando llegar a un
estado supercritico, estos elementos pueden estar presentes en forma de barra o diluidos
en el refrigerante conocido como ‘““veneno nuclear”, se caracterizan por tener una alta
seccion eficaz de captura, algunos materiales que usan como elementos de control son
el Cd, Hf, B.

* Blindaje: Es la parte del reactor nuclear que evita el escape de radiacién por parte de
los rayos gammas o de neutrones del reactor, algunos elementos usados como blindaje

son el plomo, agua, hormigoén.

* Vasija del reactor: Es la parte que alberga los elementos combustibles y por donde

pasa el flujo del refrigerante.
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2.4.1. Reactores nucleares térmicos

Después de cada proceso de fision nuclear hay produccion de neutrones, los neutro-
nes que aparecen instantdneamente alrededor de los 107'* s luego del proceso de fisién son
llamados neutrones inmediatos. Alrededor del 1 % los neutrones producidos, es debido al
decaimiento de los productos de fisién y el tiempo de aparicion de estos neutrones es variable
que depende de la vida media de los productos de fisién, y se les llama neutrones diferidos

(Espinosa-Paredes and Rodriguez, 2016)).

Estos neutrones producidos por el proceso de fision presentan diferentes energias y como la
seccion eficaz depende de la energia que presenta la particula, por lo tanto, existen diferentes
maneras en que los neutrones interactdan con la materia, es por ello, que hay la necesidad de
clasificar los neutrones con respecto a la energia que poseen y asi tener la certeza de la forma
en que los neutrones interactian con la materia, en la tabla (1| se muestra la clasificacion de

los neutrones de acuerdo a la energia que poseen.

Tabla 1
Clasificacion de los neutrones con respecto a la energia que poseen.
Denominacion | E (¢V) | v (cm/s)
Frios 0,005 | 9,66 x 10*
Térmicos 0,025 | 2,20 x 10°
Epitérmicos 1 1,38 x 10°
Lentos 102 | 1,38x 10’
Intermedios 10* 1,38 x 108
Répidos 10 | 1,38x 10°
Ultrarapidos 108 | 1,28x10™

Modificado de (Sanchez del Rio et al., [1958)).

De acuerdo al tipo de neutrones que se utiliza en el proceso de fisién en un reactor
nuclear, los reactores tendrdn una clasificacién. Para nuestro tema de investigacion solo nos
interesa los reactores nucleares térmicos, los cuales se caracterizan por usar neutrones térmi-
cos para producir la reaccion en cadena, por ello, en estos tipos de reactores hay la necesidad

de usar moderadores que disminuyen la velocidad de los neutrones hasta termalizarlos.

2.4.2. Ecuacion de continuidad

En esta investigacion solo se centrara en un reactor nuclear homogéneo en el cual se

tiene en cuenta las siguientes caracteristicas (Espinosa-Paredes and Rodriguez, 2016):

1. Los neutrones nacen de la reacciones de fision.
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2. Los neutrones se pierden debido al proceso de absorcion o al escapar de la regioén de

interés de estudio.

3. Algunos neutrones de una regién adyacente pueden emerger dentro de la regién de

interés.

4. El escape neto de los neutrones es la suma de los neutrones que logran escapar y los

neutrones que aparecen provenientes de las regiones adyacentes.

Teniendo en cuenta estos puntos podemos concluir que la concentracién de neutrones en una
region esta cambiando en el tiempo, para encontrar una ecuacién que muestra la variacién
de la concentracion de neutrones con respecto al tiempo vamos a despreciar el tiempo de
decaimiento radiactivo del neutrén que es alrededor de 12 minutos (Espinosa-Paredes and
Rodriguez, 2016)). Para hallar la ecuacién de la concentracién de neutrones con respecto al
tiempo en un volumen V, vamos a considerar cuatro puntos que se muestran en la siguiente
ecuacion

Any = Py, — An, — Eny . 2.31)

|4

donde:

Any :variacion de la concentracién de neutrones por unidad de tiempo en un volumen V,
: Produccion de neutrones con respecto al tiempo en un volumen V
: Absorcion de neutrones con respecto al tiempo en un volumen V.

: Escape neto de neutrones de un volumen V con respecto al tiempo.

Encontremos la expresion de Any, si definimos que n sea la densidad neutrénica en un dV,

por lo tanto, el nlimero total de neutrones en un volumen V sera igual a

/ ndV, (2.32)
1%
entonces: 5
n
Any = —dV. 2.33
ny /Vé‘t vV (2.33)

Si definimos como p,, como la cantidad de neutrones que se producen por unidad de tiempo

en un diferencial de volumen dV/, por ende

PnV:/pndV. (2.34)
14

Para encontrar la expresiéon de A,,, hay que recordar la definicién de la seccion eficaz

macroscépica de absorcién (X,), por lo tanto, el numero de absorciones por volumen con
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respecto al tiempo [absorciones/m?.s] serd igual a
Za@, (2.35)

donde ¢ es el flujo de neutrones, si multiplicamos a la anterior expresion por dV, se obtiene
el nimero de neutrones absorbidos por unidad de tiempo en un diferencial de volumen dV,
que sera igual a

Y,¢dV [absorciones/s], (2.36)

por consiguiente, si integramos esta expresion en un volumen V, se obtendra el namero total

de neutrones absorbidos por unidad de tiempo en dicho volumen, entonces:

Ay = / S.6dv. (2.37)
\%4

Para encontrar la expresion del escape neto de neutrones E,,,, se usard la definicién de la
densidad de corriente. Definamos como J la densidad de corriente de los neutrones que
escapan a través de un diferencial de drea dS en la superficie de un volumen V, sea 7 el vector
unitario normal a dS, entonces, el nimero de neutrones que escapan por unidad de tiempo en
un dS sera igual a

J-nds, (2.38)

en consecuencia, el escape neto de los neutrones a través de una superficie S que confina un

volumen V sera igual a

E,, = / J-iids, (2.39)
S

usando el teorema de la divergencia E,,,, sera igual a

E,, :/V-fdv.
\%4

Reemplazando todo los términos en (2.31)) se obtiene

6 -
—ndV:/pndV—/Zaqde—/V-JdV, (2.40)
v Ot 1% 1% 1%

esta expresion es la ecuacion de continuidad en su forma integral pero no es muy conveniente

su uso, por ello, es necesario realizar el siguiente arreglo

8 -
/—ndV—/pndV+/Ea¢dV+/V-JdV
v Ot % % %

on >
o +3,0+V - J| av
/v(ar Pt Zadt )

Il
(e}

[
L
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entonces
on

E:

La expresion (2.41)) es la ecuacion de continuidad en su forma diferencial, ahora vamos a

Pn—Sap =V -J. (2.41)

expresar esta ecuacion en funcion del flujo ¢, como
d=nv,

donde v es la velocidad promedio de los neutrones, y recordando la ley de Fick (2.30),
entonces la ecuacion (2.41) se expresara de la siguiente manera

1
194 _ b 5.0+ DV, (2.42)
v Ot

2.4.3. La ecuacion del reactor

El término p, de la ecuacién (2.42)) es conocido como “el término de fuente”
(Espinosa-Paredes and Rodriguez, 2016) y depende del flujo de neutrones, la seccién eficaz
macroscopica de absorcién del combustible (z;f is) y el promedio de neutrones de fision pro-
ducidos por neutrén que es absorbido por el combustible (77), la expresion de p,, sera igual

a
Pn=T1 Zglsqﬁ'

Si asumimos que estamos trabajando en un reactor homogéneo y de dimension infinita,
recordando el factor de multiplicacién infinita (ecuacién (2.13))), podemos expresar p,, de la
siguiente forma

> Z:is
Za

donde X, es la seccién eficaz macroscépica de absorcion total, usando K., se tendrd la

Pn=1 2a¢,

siguiente expresion
Pn = KeoZud. (2.43)

Esta expresion de término de fuente también es valido para reactores de dimension finita ya
que p, depende de la composicién del reactor mas no de sus dimensiones, en este trabajo de

investigacion se trabajard en un reactor nuclear de dimension infinita.

Reemplazando la ecuacién (2.43) en (2.42) se obtiene

DV?¢ -3y + Koo Zop = 18—¢, (2.44)
v Ot

a la cual se la conoce como la “ecuacion del reactor”.
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2.5. Introduccion a la teoria de solitones

En la actualidad los modelos no lineales o ecuaciones no lineales han tomado un gran
interés debido al uso de estas ecuaciones para modelar de manera aproximada fenémenos
complicados e interesantes como por ejemplo la teoria de superconductores, una de las teorias
que involucra a las ecuaciones no lineales y que se desarrollo a mediados del siglo XX fue
la teoria de solitones, aquella teoria que conecta con claridad la matemdtica y la dindmica
no lineal, dicha teoria juega un papel importante ya que aparece en las diferentes dreas de la
fisica, por ejemplo en la fisica nuclear, la cosmologia, la fisica de la materia condensada, la

fisica de particulas e incluso en la vanguardista teoria de las cuerdas.

Frecuentemente se habla de dos tipos de ondas. Las primeras, las ondas lineales aquellas
que se aproximan a las ondas de la vida diaria, como por ejemplo, las ondas de luz y las
ondas de sonido. Estas ondas tienen como caracteristica su velocidad constante, sea cual sea

su forma; obedecen el llamado principio de superposicion.

La contraparte a las ondas lineales son las ondas no lineales, estas ondas son mds apro-
ximadas a las reales. Un buen ejemplo de onda no lineal es una ola en el mar aproximandose
hacia la orilla. Se puede observar que la amplitud, la longitud de onda y la velocidad de la
ola, van variando segtlin avanza la ola, mientras que en las ondas lineales estas son constantes.
La distancia entre las crestas va decreciendo, la altura de las ondas va creciendo mientras van
percibiendo el fondo, y la velocidad cambia; la parte superior de la ola se adelanta sobre la
inferior, cae sobre ella y la ola rompe (Valde and Thomas|, 2006)). Existe fendmenos aun mas
intricados como el de dos olas que se cruzan, interactian de forma complicada y no lineal,
y dan lugar a tres olas en lugar de dos. La teoria de solitones se origino en 1834 debido a la
observacion perspicaz del ingeniero naval escoces John Scott Russell, el cual observaba el
paso de un bote a lo largo de un canal y se percato de un tipo muy extrafio de ola que viajaba a
lo largo del canal sin cambiar su forma, fascinado por lo que habia observado (Russell, |1845)),
Rusell construyo un tanque de olas de 30 pies en su patio trasero y llevo a cabo experimentos,

los solitones se caracterizan por las siguientes propiedades (Das, [1989)
1. La amplitud de la onda es directamente proporcional a la velocidad.

ii. Estas ondas no obedecen el principio de superposiciéon. Cuando una onda mds alta (mds
rdpida) supera una onda mds corta (mds lenta), no se combinan. En cambio, dichas
ondas parecen intercambiar lugares, es decir, la onda mds rapida parece saltar sobre la

onda mas lenta.

iii. Estas ondas no presentan dispersion es decir son ondas estables que pueden viajar

distancias muy grandes sin cambiar su forma, su amplitud y su energia.
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Las ondas solitones se constituyen de dos partes fundamentales: la envoltura y las ondas
portadoras, como se muestra en la figura[7]
Figura 7

Partes de una onda solitaria, las ondas azules son las denominadas ondas portadoras y la onda roja
es la onda envolvente.

El comportamiento de las ondas portadoras del solitén es de una manera muy con-
creta. En un paquete de ondas, dependiendo de como se comporten las ondas portadoras, es
decir, de si contindan propagidndose en forma de paquete sin distorsionarse o de si unas se
aceleran frente a las otras. Bien se distorsionan al principio o al final del paquete, aparecen
dos efectos que rompen su simetria. El primero es el fenomeno de la dispersion, debida a que
cada frecuencia de onda se propaga a diferentes velocidades (por eso una onda de las ondas
portadoras se adelantan a las otras); y el segundo es el llamado efecto Kerr, que produce un
efecto similar, debido a las no-linealidades del medio en que se propague la onda: un cable,
el agua, etc. En aquellos casos en que estos dos efectos se compensen y el paquete de ondas

se mantenga intacto, surgirdn los solitones.

Casi después de 60 aiios Korteweg y De Vries dos cientificos alemanes publicaron en 1985
(Caso Huerta, 2018) su trabajo sobre la modelacion de una onda que viaja a la superficie de
un canal encontrando que dichas ondas satisfacen la ecuacion diferencial:

ou du ou

—+— —au— =0. 2.45

ar  ox3 o0x (243)
La ecuacién (2.45)) es denominada como la famosa ecuacién KdV en forma general, donde
el segundo término es el término de dispersion y el tercero es el no lineal, dicha ecuacion

presenta una solucion explicita tipo soliton el cual es la siguiente: (Valde and Thomas), 2006)
12 5 2 2
u(x,t) = ——a“sech”[a(x —4a“t — xq)] (2.46)
o

la solucién anterior (2.46]) representa a una onda solitaria, donde a, el cual representa la

amplitud, nos da informacién acerca de la forma que la onda tiene.

En el afio de 1965, Zabusky y Kruskal resolvieron la ecuacién KdV de manera numéri-

ca. Ellos probaron matematicamente que si dos ondas solitarias colisionan, cada una de ellas
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pasa a través de la otra sin deformarse y con un solo pequeiio cambio de fase después de la
colision. En otras palabras, después de chocar contindan su camino como si nada hubiera
ocurrido. Un estudio detallado ratifico que cada pulso es una onda solitaria de tipo sech? co-
mo en la ecuacién (2.46) y las ondas solitarias tienen comportamiento de particulas estables.
Debido a esto Zabusky y Kruskal las nombraron solitones, donde el sufijo “on” proviene de
la palabra griega para “particula"; soliton significa, pues, una onda solitaria que se comporta

como particula (Zabusky and Kruskal, |1965).

En investigaciones posteriores los fisico matemadticos, descubrieron que estos solitones no
eran exclusivos de la ecuacién KdV, sino que existe toda una variedad de ecuaciones dife-
renciales parciales que poseen soluciones con las mismas o similares caracteristicas de ellos.
Aparte se ha redactado una breve introduccion sobre el origen de la teoria del solitén, pero
para este trabajo de tesis, el soliton que nos interesara conocer serd el Kink que a continuacién

se describird el origen y las caracteristicas de esta solucién soliton.

2.5.1. ElKink

En la teoria de solitones existe una variedad de soluciones que cumplen con las
caracteristicas de un solitén, uno de los mds caracteristicos de estas soluciones debido a que
es el objeto topoldgico mds sencillo nacido de un modelo tedrico de un solo campo escalar de
(1+1) dimensiones es el denominado solucién solitén de tipo Kink. En el estudio de la fisica -
matemadtica existe una variedad de ecuaciones cuya solucidn es un solitén de tipo Kink, para
esta introduccidn se va usar un modelo matematico el cual tiene una solucion de tipo Kink,
pero para no extender mucho esta introduccién no detallaremos extensamente lo que significa
el término de densidad lagrangiana y el tensor energia momento, estos términos se detallardn
con mas precision en los capitulos posteriores, entonces teniendo esto en cuenta, el modelo

que usaremos en este ejemplo estard caracterizado por la siguiente funcién (Rubakov, 2009)

1
L= E(M)(ayso) -V(p), »v=0,1 (2.47)

Donde £ es la funcién de densidad lagrangiana que caracteriza a un modelo que contiene un
campo escalar ¢, si esta funcién se reemplaza en la expresion de las ecuaciones de Euler -

Lagrange obtendremos la ecuacion de campo como se detallara en capitulos posteriores.
Para que este modelo pueda presentar soluciones tipo solitén, es necesario que la funcién

V() de la ecuacion (2.47), la cual llamaremos como la funcién potencial del modelo, pre-

senta por lo minimo dos valores de ¢ el cual minimiza el potencial V(). Para este ejemplo
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el potencial que se va a elegir serd de la siguiente forma

2 2

1
V(p) = —%soz + Zsa“ + (2.48)

donde p y A son constantes, si lo transformamos a un binomio al cuadrado obtenemos
A
V(g)=7(¢" =) con p=-= (2.49)

si graficamos la funcion potencial (2.49) en funcién del campo ¢, obtenemos la figura§]

Figura 8

Grdfica de la funcion potencial de un modelo de la teoria de campos de (1+1) dimensiones.

De la figura [§] se puede apreciar que los valores de ¢ que minimizan la funcién
potencial V(¢) se encuentra en los valores:

@ =+n.

En teoria cldsica de campos a estos valores que minimizan la energia del modelos se le conoce

como ““vacios"del modelo o “estados fundamentales"del modelo, a esta variedad de vacio crea
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el espacio de configuraciones del campo que minimizan la energia. En este ejemplo, la varie-

dad del vacio es doblemente degenerada dada por la simetria de reflexion V(+n) = V(-n).

Si reemplazamos la densidad lagrangiana (2.47) en las ecuaciones de Euler - Lagrange

para un caso estacionario (9;¢ = 0), obtenemos la siguiente ecuaciéon de campo

dv
Orxp = - =0, (2.50)
¥

si integramos la ecuacién (2.50) con respecto a ¢, se obtiene

dv
[@uprae- [ T ag=o
¥

209 = Vig) = &0

Para resolver esta ecuacion diferencial vamos a imponer las siguientes condiciones: cuando
X — o0, entonces dyp = 0y V(¢) = 0. Por lo tanto, &y = 0, entonces la anterior ecuacion

diferencial sera igual a

do
— =xV2V, 2.51
I (2.51)
si elegimos el signo positivo y reemplazamos la expresion de V(¢) (ecuacion (2.49)), obte-
nemos:
dg \/I 2 _ .2
— =4/= -n°), 2.52
o -\l ) (2.52)

la solucién de la ecuacién (2.52)) esta dado por la siguiente funcién

@(x) = ntanh (\/gn(x = xo)) :

Donde el termino x( es una constante de integracion y representa la posicion del centro del

soliton, si tomamos por comodidad que xo = 0, entonces la solucién del Kink va estar dado

¢k (x) = ntanh (\/gnx) , (2.53)

si graficamos la ecuacion (2.53)), obtenemos la figura 0]

por
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Figura 9
Grdfica de solucion tipo Kink para un modelo de la teoria de campos de (1+1) dimensiones.

La solucioén solitén tipo Kink tiene esta peculiar forma como se muestra en la figura
9 cuando x toma valores asintéticos el campo ¢ tiende a tomar los valores de los vacios o
estados fundamentales que minimizan la energia del modelo, este es algo caracteristico de

este tipo de soluciones.
La solucién tipo Kink (2.53)) tiene esta forma debido a que se eligi6 el signo positivo en

la ecuacién (2.51), pero si hubiésemos elegido el signo negativo obteniamos una solucién

tipo Antikink, y la solucién (2.53)) se hubiese transformado en la siguiente expresién

1
@ak(x) =ntanh —\/;nx , (2.54)

la ecuacion (2.54) representa una solucién solitén de tipo Antikink y cuya grafica se muestra
en la figura[I0]
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Figura 10

Grdfica de solucion tipo Antikink para un modelo de la teoria de campos de (1+1) dimensiones.

La figura[I(jrepresenta a una solucién Antikink y como se puede ver es muy parecida
a una solucion Kink, solo con la diferencia que cuando x — +oco y x — —oo, la funcién de

campo ¢ tiende a los estados fundamentales —7 y +7 respectivamente.

Con el concepto del Tensor energia - momento que en capitulos posteriores se detallara,

se puede demostrar que la energia de dicho modelo esta dado por la siguiente integral.

Elel = [ @

De la figura 0] podemos analizar que cuando x — =*oo, el primer y el segundo término de

2 \dx

2
1 (d_‘P) - ,,2)2] | (2.55)

la expresion de la energia (ecuacion (2.33)) tiende a cero, por lo tanto, la energia es finita y

no hay inconsistencias fisicas. De la ecuacién (2.55)) definimos la densidad de energia &(x)

2
o(x) = & (d—*”) Ao

como

2 \dx 4
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si reemplazamos la funcién de campo ¢ con la solucién tipo Kink ¢k, obtendremos la

densidad de energia para el Kink

1 (dgg)® 2
s(x)zi(%) + 26k =), (2.56)

reemplazando la expresion de la solucién tipo Kink (2.53)) en la ecuacién (2.56)), obtenemos

que la densidad de energia va estar dado por la siguiente expresion

e(x) = %,74; 2.57)

# b
cosh? (—x)
V2
graficando la ecuacion (2.57), obtenemos la figura I 1]

Figura 11

Grdfica de la densidad de energia de una solucion tipo Kink.

De la figura [IT] podemos apreciar que la densidad de energfa para la solucién tipo
Kink es un paquete de energia concentrado y, por lo tanto, podemos encontrar la energia que
lleva este paquete simplemente integrandolo en todo en el espacio es decir, que la energia del

Kink sera igual a

+00
Ex = / e(x) dx
2
Ex = gmnz,



donde m = V2u y a este valor de Ej se le identificara como la masa del Kink estdtica, ya que
hemos analizado el caso estacionario, por lo tanto, la masa del Kink sera igual a
My = Zmip?
K= ——mn-.
3 77
Una interesante propiedad de la solucién tipo Kink (2.53) es no invariante bajo transforma-

ciones espaciales o transformaciones de Lorentz. Si aplicamos una transformacion de Lorentz

a la solucién (2.53), obtendremos las siguientes familias de soluciones.

A x—ct
(,DK(X) = I]tanh (\/;7] : ﬁ) , (258)

la solucién (2.58)) describe el movimiento del Kink, el cual puede viajar hacia la derecha con
una velocidad c. Para esta solucion también se puede calcular su densidad de energia, la cual

estard dada por la siguiente expresion

A 1
e(x,t) = 51)4 (2.59)

h? i.(x‘”))’

si graficamos la ecuacion (2.59) en un instante de tiempo ¢ > 0, obtenemos la figura

Figura 12
Grdfica de la densidad de energia de una solucion tipo Kink en un instante de tiempo t > 0, luego de
haber sufrido una transformacion de Lorentz.
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La figura[I2] muestra un paquete de energia que viaja sin cambiar su forma, es decir,
no pierde energia y esto cumple con una de las caracteristicas principales de una solucién

solitén.
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Capitulo 3
El soliton neutronico térmico

El primero en plantear un nuevo modelo de reactor el cual utiliza la teorfa de solitones
aplicado a la fisica de reactores fue Walter Seifritz el cual llamo a su modelo “Reactor Soliton
Nuclear” el cual tiene la particularidad que todas sus distribuciones espaciales caracteristicas
(flujo de neutrones, densidad de potencia especifica y las densidades de particulas asociadas)
se comportan como un soliton (Seifritz, |1997). En un trabajo posterior Seifritz demostré que
una onda de fluencia de neutrones en un reactor rapido presenta propiedades similares a un
solitdn si es encendido con un nimero alto de moles de una fuente de neutrones, los cuales se
propagan autocataliticamente dentro de materiales fértiles y convirtiendo parcialmente a su
paso en materiales fisiles y productos de fision (Seifritz, |1998a). Basado en estos hallazgos
el planted la siguiente hipétesis “es posible que este fenémeno de la onda soliton también
ocurra en un reactor térmico”’, para encontrar la dindmica del solitén en un reactor térmico él
supuso que se trata de un medio infinito y subcritico al inicio (envenenado) (Seifritz, |1998b),
a continuacion se desarrollara las ecuaciones dindmicas que caracterizan a este modelo para

asi encontrar la soluciones solitén que caracteriza a la fluencia y al flujo de neutrones.

3.1. Ecuacion de difusion para el flujo de neutrones térmi-

COS

La ecuacién no lineal planteada por Siefritz para el flujo de neutrones se escribe a

continuacion (Seifritz, [1998b)).

. 10
DV?¢ +[(n= D)o/ Ny — oiN, — ol Ny — 2116 = Ea_(f’ (3.1)
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donde:

D : Coeficiente de difusion.
n : Numero de neutrones producidos por neutrén absorbido.
¢(x, 1) : Flujo de neutrones térmicos en funcién del espacio y tiempo.
v : Velocidad de propagacion de los neutrones.
0'5 , o), ol /. Secciones eficaces microscépicas de absorcion para el material
fisible, veneno neutrénico y productos de fisidn, respectivamente.

™, : Seccién eficaz macroscépica de absorcién del moderador el cual

se toma como constante.

Ng(x,t), Ny(x,t), N,r(x,t) : Densidad de particulas atémicas en funcién del espacio y tiempo
del material fisible, veneno neutrénico y productos de fision,

respectivamente.

Se plantea las siguientes ecuaciones de quemados (burn-up equation) para las densidades de

particulas atomicas.

Nf = —O'L{Nf(]ﬁ,
N, = -o)N, ¢, (3.2)
pr = O'&fo(]ﬁ—O'ngpf(]ﬁ,

con las siguientes condiciones iniciales:

Ny¢(x,0) = Ny,
Nv(xa 0) = NV,Oa
pr(x, 0) = 0.

Al resolver las ecuaciones diferenciales (3.2]) con sus respectivas condiciones iniciales (ver
Apéndice[A.2) se obtiene:

Ny(x,t) = Nypg-eF, (3.3)

Nv(xat) = Nv,O'e_IJF’ (3.4)
N

Nps(rt) = L5 -, (3.5)
’)/_
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donde

o, 3 o‘ff
e T
y t
F=F(x,t)= 0'5{/0 ¢(x,7)dr, (3.6)

la funcién F es una funcién adimensional y se le denomina como la “fluencia de neutrones’.

Si se inserta las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.3) en la ecuacién (3.1) se obtiene la siguiente

ecuacién de difusién en términos de F'y ¢ (los cdlculos estdn en el Apéndice [A.3)

10
DV +3]y |- e = pne ! - —To(e e ")-T| ¢ = —a—‘f, 3.7
’ - v
donde s
NV a
A= N 0 ’ r= f,o
f0 2a,O
Si se define
2 0 F F Y F F
kK(F)=— |(n-1De™" —uAe"" ———(( " —-e7") =T, (3.8)
D vy—-1
entonces la ecuacion (3.7) se reescribird como
1 0¢
V2 + k> (F)p = — —, 3.9
¢+1(F)gp=—= (3.9)

si existiera el caso en el que el flujo de los neutrones ¢ sea un flujo estacionario y la funcién
k?*(F) sea una constante, entonces la ecuacién (3.9) se trataria de la “ecuacién de Helmholtz”
y la constante k> serfa el nimero de onda, pero en este caso el termino x?(F) es una funcién
trascendental en funcién de la fluencia e introduce una no linealidad dentro de la ecuacién de

onda.

3.2. Planteamiento de la solucion soliton

El planteamiento para encontrar una solucién del tipo solitén para la ecuacién (3.7)
seguird el mismo planteamiento utilizado en el modelo no lineal de la ecuacién KdV, si a la
ecuacion (2.45)) se considera como una solucién de onda la cual viaja con una velocidad de
fase “a’ hacia la derecha manteniendo su forma, es decir se esta considerando una solucién
de la forma (Brauer, 2000)

u(x,t)=k(x—at) = k(e),
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si la solucion k(&) es introducida en la ecuacion (2.45)) se obtiene la siguiente ecuacion

ok 0%k ok
—— + — —ak— = 0.
a68+883 @ oe 0

Ecuacién que tiene una solucién del tipo solitén representada en la ecuacion (2.46).

Teniendo en cuenta el planteamiento en la ecuacién KdV, para hallar una solucién del tipo
solitén en la ecuacion (3.7)) se considerara la siguiente solucion de onda viajera con velocidad
de fase v/D

x—vt)
D

Recordando la expresion de la fluencia F', entonces se tiene la siguiente igualdad

F (x ;)W) = O-df/o o(x,7)dt (3.10)

Fx,1) = F(g(x,1)) = F(

A partir de la ecuacién (3.10) se van a encontrar las expresiones de ¢, d¢/dt y V?¢ en funcién

de la fluencia F, tales expresiones son las siguientes (los calculos estdn en el Apéndice [A.4):

$=——" F (3.11)
DO‘C{
0 2
9 _ V. pr, (3.12)
ot D2 0-({
Vi =——Y " (3.13)
D3 o/

Hay que tener en cuenta que el termino F”’ es la derivada con respecto a todo su argumento,

es decir F’ = dF /dg. Al introducir las ecuaciones (3.11), (3.12)) y (3.13) en la ecuaci6n (3.7),
se obtendra la ecuacién de difusion en términos de la fluencia de neutrones F, la ecuacion

que se obtiene es la siguiente (el desarrollo esta en el Apéndice [A.5])

Y

-D¥], (n=1)e™" —pAe™’ = —— (" e =TI F'=F"+F'.  (3.14)

Se puede observar que la anterior expresion es una ecuacion adimensional y que el termino
de la velocidad v no esta presente en dicha ecuacion y solo esta expresado en términos de la

fluencia F, por lo tanto, la solucién de onda (3.10) que se planteo queda justificada.
Si a la ecuacién (3.14) se integra una vez con respecto al argumento g(x,7), pero con la

condicion que la constante de integracion debe elegirse de tal manera que asintGticamente

F =F =F"=0. Aeste valor de F = 0 se le llamara el primer “estado fundamental” de la
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ecuacion, dicha ecuacion que se obtiene es la siguiente
II(F)=F"+F, (3.15)
donde:

1(F) = D=/ {(n e F 1) =A™ F —1) - %1 Lerr oy r- 1)] -T. F}
7 7 (3.16)

A la funcién IT1(F) se le va a denominar como la funcién potencial del modelo, si se analiza la

ecuacion (3.16), como F > 0 todos los términos de la ecuacién (3.16) son negativos excepto el

segundo término que es positivo, debido a que este término proviene del quemado o consumo

del veneno neutrénico el cual d4 como resultado un aumento en la reactividad. Antes de

encontrar la solucién soliton aproximada de este modelo (3.15)), se encontrara la constante de

multiplicacién infinita y su dependencia con respecto a la fluencia de los neutrones.

3.3. Constante de multiplicacion infinita en un modelo de

reactor térmico soliton

Recordando la expresion de la ecuacién del reactor (2.44)), 1a constante de multiplica-

cién infinita se hallard a partir de la ecuacion de difusion. Se escribe nuevamente la ecuacion
de difusion (3.1):

10¢
DV*¢+[(n- Do[Np - )N, — ol Nyy — 2119 = o
desarrollando esta ecuacion se obtiene
2 f v pf 1d¢
DV ¢+no'aNf¢) (caNp+ 0 Ny +0 Nyp+ 20 w0)® = - T
y

como
sl =al Ny,

es la seccion eficaz macroscopica de absorcion del material fisible, ademds
v pf
2 —O'aNf+0' N, + o) pr+2

donde %, es la seccion eficaz macroscépica de absorcion total, por lo tanto, la ecuacion de

difusion se reescribira de la forma

A 19¢
DV? iy, 6 -3,
#+15-Tad~Zad= o0
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recordando el concepto de la constante de multiplicacion infinita, entonces se obtiene

DV?¢p+ KeoZup — S0 & = 16—¢,
v Ot

donde esta expresion es la ecuacion del reactor y por lo tanto la constante de multiplicacién

infinita es
=)
Koo = 77 B
2

f
o, N
K. = nNog INf

O'C,Nf+0'5NV+0'aprpf+Eam,0’

escribiendo K., en funcién de la fluencia F se obtiene la siguiente expresion (los célculos
estdn en el Apéndice [A.0):

n-e’
Koo (F) = ¥ . (3.17)
e F+ulAerF+ —l(e‘F —e"F)+T
y -
Para el caso donde F = 0 se tiene que:
Keo(0) = —1 (3.18)
1+uA+T

esta expresion se la conoce como la constante de multiplicacion para la “potencia cero” (zero
- power) (Seifritz, [1998b) .

Para que los proximos cédlculos sean mejor explicados y sencillos de entender, se tendrd
la necesidad de dar valores a las secciones eficaces, coeficiente de difusion y a las densidades
de particulas atdmicas, por ello, se va a considerar que para nuestro modelo de reactor nuclear
que se estd trabajando con U como material fisible, !B como veneno neutrénico, grafito
como moderador y para los productos de fisién se usara dos grupos de productos de fisién

correspondiente a la fisién del 223U que se muestran en la tabla
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Tabla 2

Secciones eficaces de absorcion de neutrones térmicos para los productos de fision

(a? F )i b | Ty/2 Isotopo | Ty, Precursor | Rendimiento de fision ¥;( %)

Grupo 1:

14998 m 6,6 -10* estable 50h 1,150
14999 m 1,2-10* 80a 27h 0,730
149¢q 2,5-10% estable 53h 0,011
135Eu 1,4-10% estable 23 min 0,031
Grupo 2:

I13Eu 420 estable 47h 0,15
8Kr 205 estable 2,3h 0,54
1151 197 estable 54h,43d 0,001
143Nd 300 estable 13,8h 5,90

0_5f = Z?zl Y; - (Ggf)i

Extraido de (Seifritz, [1998b).

Los valores de coeficiente de difusion, las secciones eficaces del U, B y el grafito, y
ademas los valores de las densidades atémicas iniciales del U y grafito que se van a utilizar

se detalla a continuacion:

¢ Coeficiente de difusion:

D = 0,868 cm
e Grafito:
o™ =4,8mb, N,o=8-102cm™
221,0 = O'(T . Nm,()
= = 3,84-107*cm™!
. 235U:
ol =688b, n=2,08
Npo=5-10"cm™
s/ =0l Npo=344-103cm™
« 10B:

o) =3837b.

De acuerdo a los valores que se utilizaran, por lo tanto, los coeficientes u y y de la ecuacién
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(3.7)) sera igual a los siguientes valores:

Y pf
ﬂ:U—jzs,577 , y:““f - 1,27.
O-Q O-a

Se ha definido las densidades atémicas iniciales del U y del grafito, pero no del veneno
neutrénico ('°B), ya que su escala de tiempo en que se consume es mayor alrededor de las
10h y ademds depende de la constante de multiplicacién para la potencia cero (3.18) , esta
relacion entre la concentracion inicial del veneno neutrénico y la constante de multiplicacion

se muestra en la siguiente ecuacion (los cilculos se encuentran en el Apéndice [A.7):

1 ‘
Nvoz—( 7 —1)-Nf,0— - (3.19)

Para determinar la concentracion inicial del veneno neutrénico, se calculara la constante de
multiplicacién infinita a potencia cero (K« (0)), reemplazando las constantes halladas en la
ecuacion ((3.18)) se obtiene que

K~(0) =0,9.

See pude ver que K,(0) < 1, por lo tanto, a potencia cero nos encontramos en un estado
subcritico como se muestra en la figura [I3] y llegar a su maximo valor de 1.222 cuando la
fluencia F es aproximadamente igual a 0.5, reemplazando valores a la ecuacion (3.19) se
obtiene que

Nyo=1,1655-10" cm™.

Conociendo el valor de N, o se puede calcular el coeficiente A y de paso el coeficiente I" de

la ecuacién (3.7)), los valores obtenidos son los siguientes:

_ Ny o _ _ Zn,O _ -2
A= =0,2331 , I'=——=1,1163-10
=l
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Figura 13

Grdfica de la constante de multiplicacion infinita (K ) en funcion de la fluencia F

L2 T~ (Koo )max = 1,222

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
F

Una vez ya definidas las constantes 7 ,D, 25 0 Y Ay T, se puede graficar la funcién
(3.16) en funcién de F, dicha grifica se muestra en la figura [I4] La figura [T4] muestra que
hay dos valores de F' el cual hace que IT(F) = 0, a estos dos valores de F son los estados
fundamentales que minimiza a la funcion IT1(F), estos estados fundamentales son F' = 0 y
Fs = 0,06306, estos valores serdn de utilidad para encontrar la solucién aproximada de la

ecuacion (3.15) como se muestra en la siguiente seccion.
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Figura 14

Grdfica de la funcion adimensional I1(F) en funcion de la fluencia F
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3.4. Solucion numérica de la ecuacion de difusion

Para encontrar la solucién numérica se tiene que trabajar con la ecuacién diferencial
(3.13)), en la teoria de los métodos numéricos existe una variedad de métodos para resolver
ecuaciones diferenciales. Para este estudio se opt6 en utilizar el “método de Euler", debido
a su simplicidad y porque el tamafio de paso de punto a punto que se va a utilizar es menor
a 1 y de esta manera el error serd minimo. De acuerdo al método de Euler debido a que la
ecuacién (3.13) es una ecuacién diferencial de segundo orden, es necesario conocer como
condiciones iniciales (C.I) el valor de la funcién F y la derivada con respecto a g de dicha
funcién, es decir, se necesita el valor de F’ (Chapra, 2010), las C.I que se impondrdn de

acuerdo a nuestro objetivo de hallar una solucién de tipo soliton serdn las siguientes:

Cuando g — —o0
s F—0.

* F"=0

44



Con estas C.I y considerando un tamafio de paso constante, se aplica el método de Euler
para desarrollar la ecuacién (3.13), este calculo numérico se desarrollo a través de un cédigo
escrito en el lenguaje de programacion “Python", dicho cddigo se encuentra en el Apéndice

[A.8] el resultado que arroja dicho c6digo se muestra en la figura [[5]

Figura 15

Grdfica de la solucion numérica de la ecuacion de difusion con CIF — 0, F' = 0.
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Como se puede ver de la figura dicha gréfica presenta 2 asintotas una en F = 0
y el otro en F y de acuerdo a nuestra marco tedrico planteado la figura [I5]es similar a la
figura[9] por lo tanto, dicha gréfica representa una solucion solitén tipo Kink, ya que cuando
g — =oo la funcién F tiende a los dos estados fundamentales 0 y F, de la funcion IT(F)
respectivamente, que son los valores en donde IT(F) toma una valor minimo, esta es una

caracteristica de las soluciones solitdn tipo Kink.

3.5. Solucion solitéon aproximada de la ecuacion de difusion

Para poder obtener una solucién solitén de manera analitica hay que tomar en cuenta
la gréfica [I5] que se obtuvo a través del calculo numérico. De acuerdo ha dicho grifico se

puede ver que aproximadamente la grafica de la funcion F' tiene el comportamiento de una
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funcién impar, por lo tanto, podemos aproximar la funcién I1(F) a través de una serie de
Fourier en el dominio 0 < F < F,,. Recordando la definicién de una serie de Fourier de una

funcién periddica:

Sea una funcién periddica f(t) con un periodo 7, entonces es posible aproximar dicha

funcidn a través de series de funciones senos y cosenos, es decir:

£1) = 70+iancos(nﬂ) Zb sen(”’”), T<t<T, (3.20)

n=1

donde . .
1 1 nmt
a():Z/_T f(r)de, an:ZIT f(t)cos(T) dt (3.21)
1 [ t
- Z/_T £(0) sen(%) dr. (3.22)
Para nuestro caso vamos a aproxima la funcién I1(F) a través de series de funciones senos
es decir:
nnF
I1(F) = b, 3.23
(F) = Z sen( e ) (3.23)
donde

:—/ H(F)sen( )dF——/ H(F)sen(FF) dF,

desarrollando esta integral se obtiene la expresion de b, que se muestra a continuacion (los

cdlculos estdn en el Apéndice [A.9):

Foo nmw _ nmwo_ cos(nm) 1
bpy=2-D-% ln-1)|—=— (= —e P _ I -Fe + _
n a,o{(n ) P (Foo e "~ sen(nr) e cos(nn) - —
2 —uF,
Feo Hieo 1
A [ 'lé ( ;m . sen(nm) — ;217r e HFe COS(I’ZJT)) + costm) _ 11 _
WPF2 +n?n? \ (i’ Fo U w2 Fy nr nm
1 2F ~vFe 1
L4 nr ¢ sen(nm) — T e 7Fe cos(nm) | + cos(am) _ 1
y =1 [y2F2 + n?n? \y*Fs 04 Y2F nm nm
Fo _ cos 1
24 oo e F~ sen(nm) — ﬂe Foo cos(nm) | + (n7) -—| -
y=1|F2 +n?n? \Fe Fo nr nm
Feo Fy
r [ 2.0 sen(nm) — — COS(IUT)]} (3.24)
nm

Haciendo un andlisis de los denominadores, solo vamos a considerar para n = 1, ya que para

el orden n > 1, los términos se hacen mds pequefios y se pueden despreciar, calculando el
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by

termino b; se tiene la siguiente expresion (ver Apéndice [A.10):

: ’y _ 2 —uF 2
=2.D.3%/ -1+ l+e oy 2| oA | ——— (1 +e#o)y - =
a,o{(@ ) m) (e ) ﬂ] [ﬂzFiMJ i - 2
1 T 2 F,
l+e Moy Zf .2}, 3.25
7—1[A2F30+7r2( e ﬂ] ﬂ} 5:29)

Reemplazando los valores de D, 26{ 0 1> K5 Vs Ay I' obtenemos que
by =1,020-107%,

los términos superiores a n = 1 como b,, b3, etc, tienen orden alrededor o menores de 1073,
por lo tanto, se despreciardn esos términos y solo se trabajard con el termino b, entonces la

funcion IT(F) de acuerdo a la aproximacién (3.23) serd igual a

II(F) = by sen (Z—F) , (3.26)

[e9)

reemplazando la ecuacién (3.26) en la ecuacioén (3.15)) se obtiene:

F
F” +F = b sen (’;—) . (3.27)

0
Si se desarrolla la ecuacién tal y como estd, se tendrd muchas dificultades en su
desarrollo, por lo tanto, hay que optar por otros métodos de desarrollo; para ello se hard
uso de la técnica de transformacién de auto - semejanza (self - similar transformation)
(Gratton, 1991} El-Wakil et al., 2016)), el cual es una técnica usada muy frecuente en el
estudio de las ecuaciones de la dindmica de fluidos, dicha técnica permite la simplificacion
de dichas ecuaciones que contienen variables independientes como puede ser el caso del
espacio y tiempo, en un conjunto de ecuaciones diferenciales que dependen de una variable
independiente que es una combinacién de las anteriores variables independientes de espacio y
tiempo. Como en la ecuacion la variable independiente es g la cual es una combinacién
de las variables (x, 7), por lo tanto, la transformacion de auto - semejanza va estar dado por la

siguiente transformacion de escala
F(g) > A-F'(«k-g). (3.28)

Al hacer este reescaleo (3.28)), se estd haciendo que la funcién F sea semejante a la funcién
F*, para que estas funciones sean equivalentes hay que hallar los factores A y «, estos factores

se hallardn reemplazando la equivalencia (3.28) en la ecuacién (3.27) (ver los célculos en el
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Apéndice[A.T1), reemplazando se obtiene:

A= , K=4]—.

Foo blﬂ'
b4 F

Conociendo los valores A y «, y reemplazando la equivalencia (3.28) en la ecuacién (3.27)

se obtiene la siguiente ecuacién

(F*)" + 4 /F—°° . (F*)" = sen(F"). (3.29)
blﬂ'

Reemplazando los valores de F., y b en la ecuacion (3.29)), se obtiene
(F*)" + 14,03 (F*) = sen(F™). (3.30)

Llegado a este punto, se analiza la ecuacién (3.27), como b < 1, esto implica que tanto las
funciones F’ y F” son < 1, en consecuencia, FF < 1, pero como se hizo la transformacién
de auto - semejanza (ecuacién (3.28))), esto implica que la funcién F* < 1. Si se analiza la
ecuacion (3.30), se ve que el coeficiente que multiplica a (F*)” es mayor que el coeficiente
que multiplica a (F*)” y como F* < 1, entonces el segundo termino del lado izquierdo de
la ecuacion (3.30) serd el que predomina, por lo tanto, haciendo una aproximacion fuerte
el termino (F*)” puede ser despreciado, entonces teniendo en cuenta esta aproximacion se
tendrd la siguiente ecuacion
14,03 (F*)’ = sen(F™).

Pero como la ecuacién (3.27) es auto - semejante a la ecuacién (3.30) debido a la trans-
formacion (3.28), esto implica que la ecuacion (3.27) puede ser aproximado a la siguiente
ecuacion

nF

F’ = by sen (F_) , (3.31)

(o)
si se integra la anterior ecuacion diferencial con respecto a la variable g(x,7) = (x —vt)/D,
se obtiene la solucién solitéon para la fluencia de neutrones, la solucién se muestra en la

siguiente ecuacion (los cédlculos se encuentra en el Apéndice[A.12)

2-Fy

F(g) = - arctan (e%"g) . (3.32)

Analizando los casos asintéticos de la ecuacién (3.32), si g — oo entonces:

(o)

2
F =

arctan( o),

T
'_:FOO7
b 2



por lo tanto

Si: g — oo, entonces F — F.

Analizando el caso cuando g — —oo, entonces:

(o)

2-F
F = arctan(0),
T

por lo tanto

Si: g — —oo, entonces F — 0.

Si se grafica la solucién F(g) ecuacién (3.32) como se presenta en la figura se puede
apreciar que en los casos asintéticos de g — —oco 'y g — oo, se obtiene los estados funda-
mentales F = 0y F = F, respectivamente. Es decir que en los casos asintéticos la funcién
F converge a los dos estados fundamentales del modelo en donde nuestra funcion potencial
[1(F) se hace cero, este peculiar comportamiento de la funcién F es caracteristico de una
solucidn solitén de tipo Kink, por lo tanto, la ecuacién (3.32) es una solucién de tipo Kink,

en consecuencia, se ha demostrado la existencia de una solucién solitén para este modelo.

Figura 16
Grafica de la fluencia F en funcion de la variable g = (x —vt)/D
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Enseguida se encontrara la solucién analitica del solitén para el flujo de neutrones
(¢), para ello se va a utilizar las ecuaciones (3.11)) y (3.31)), introduciendo un valor para el
flujo de neutrones ¢, (¢, = 1019 n/cm? - s), entonces por la ecuacién (3.11) se tiene:

v ’
¢ =———F,
D oy,

de acuerdo a la ecuacion (3.31) se tiene

F,
F! = by sen (ﬂ—) ,
F

por razones de simplicidad se va elegir que F, = F /2, por ende
F, = by,

reemplazando este valor en la ecuacién de ¢., se obtiene que

b
po = ——L (333)
D - oy,
por ende la velocidad del solitén sera igual a
f
D -
y=-2Ta 4 (3.34)
by

ahora que se ha definido la velocidad del solitoén para el flujo de neutrones ¢, se pasard a
encontrar la forma de solucién analitica del solitén para el flujo de neutrones, volviendo a

utilizar la ecuacién (3.11)) se tiene

$=———"F
D O'C,f
reemplazando el valor de v, entonces
-1 -D-o! o,
b= =y
Doy, 1 1

Para encontrar la solucion de ¢ necesitamos encontrar la expresion de F’, para ello se utilizara
la solucién de F (3.32)) y una vez encontrado la derivada F”’ se reemplazard en la expresion

de ¢ y se obtendrd la solucién analitica del solitén para el flujo de neutrones que se muestra

50



en la siguiente expresion (los célculos se encuentran en el Apéndice [A.13):

b

f
- by Do
h + st
cos ) X by ¢

é(x,1) = (3.35)

De la ecuacién (3.34) se puede ver que la velocidad es proporcional a la amplitud ¢, la cual es
una caracteristica de una onda no lineal y demuestra la existencia de una solucion solitén. La
gréfica de la solucién (3.33) tiene forma de una “ola” la cual avanza manteniendo su forma
con una velocidad v (3.34)) hacia la izquierda debido a que en el argumento de la funcién

cosh esta presente el signo positivo, dicha grafica se muestra en la figura[[7]

Figura 17

Grdfica de la forma de la solucion soliton para el flujo de neutrones ¢.
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Ademads, para que sea mds apreciable la relacion de la solucién aproximada con la

solucién hallada por calculo numérico, se presenta la figura[T8}
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Figura 18

Comparacion de grdficas de la solucion numérica y la solucion aproximada
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De acuerdo a la figura [I8] podemos apreciar que tanto las gréficas de la solucién
aproximada y numérica, presentan una buena aproximacion, por lo tanto, es factible y correcto

usar la solucién aproximada para futuros calculos dada por la ecuacién (3.32).
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Capitulo 4
L.a ecuacion de Sine - Gordon

Como se ha mencionado en la introduccién de este trabajo, la teoria de los solitones
es una teoria nacida al resolver ecuaciones o modelos no lineales. Uno de los modelos no
lineales que hasta el dia de hoy se usa para diferentes temas de investigacion ya sea pura o
aplicada es “la ecuacién de Sine - Gordon", el modelo o la ecuacién de Sine - Gordon es
usado frecuentemente para modelar fendmenos ondulatorios o incluso particulas, las cuales
se encuentran por ejemplo en las diferencias de fase en las uniones de Josephson, en las
investigaciones de propagacion de dislocaciones de cristales, en los estudios bioquimicos
de ondas propagdndose a lo largo de membranas lipidicas (Griffiths and Schiesser, [2010),
en la propagacién de ondas en materiales ferromagnéticos (Garifullin et al., 2007), en los
estudios bioldgicos de propagacion de deformaciones a lo largo del ADN de doble hélice
(Lennholm and Hornquist, 2003; Gaeta et al., [1994) y en las investigaciones recientes de
circuitos electrénicos cudnticos utilizando un método perturbativo a la ecuacion de Sine
- Gordon (Roy, 2023)), a continuacién se detallard el modelo matematico que describe la

ecuacion de Sine - Gordon y el desarrollo de la ecuacion que conlleva a una solucién solitén.

4.1. Modelo matematico

La ecuacién de Sine - Gordon es uno de los campos modelos (1+1) dimensiones
pertenecientes a la “Teoria de Campos", en el cual es posible encontrar cantidades conser-
vables discretas y estados de particulas extendidas (Rubinstein, |1970). Este modelo naci6
originalmente de los estudios en geometria diferencial de Edmond Bour (1832-1866) al es-
tudiar “las curvas de coordenadas asintéticas", especificamente en el estudio de superficies
de curvatura negativa (Bour, [1891]) como las que se encuentran en la “ecuacién de Gauss-
Codazzi" (Bonnet, |1867) una ecuacién muy importante geometria riemanniana y geometria

pseudo-riemanniana.
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Bour en su estudio planted, que si las coordenadas curvas asintéticas u y v estdn inscritas en
la superficie de una pseudoesfera, donde una pseudoesfera es una superficie de revolucion el
cual se caracteriza por tener una constante de curvatura negativa. Bour definié una funcién
@(u,v) como el angulo subtendido por la curva u y la curva v en su punto de interseccion, y

de acuerdo a la definicién de ¢(u, v) satisface la siguiente ecuacién (Bour, [1891)
Yuy = sen(y). 4.1
Si se hace el siguiente cambio de coordenadas:
{u,vy — {x,1},

via la transformacién a coordenadas de luz (Candu and de Leeuwl, [2013)), es decir

u= l()c+t)
: 4.2)
= — —[)
v 2()c

haciendo este cambio de variable se obtiene la siguiente ecuacién (su demostracién se
encuentra en el Apéndice [A.14):

02<p (9290

Oxx — Prr = SEN Y, donde: @y, = ﬁ Y @ = m (4.3)

Casi después de 50 afios del descubrimiento de Bour, la ecuacién (#.3) es encontrada en un
fenémeno fisico estudiado por Frenkel y Kontoroba en 1939. Ellos estudiando la propagacion
de un slip en una cadena infinita de dtomos unidos eldsticamente, la cual estd encima de
una cadena inferior fija de 4tomos similares, encontraron que la ecuacién matemdtica que
podia describir dicho fenémeno fisico puede ser aproximada a la ecuacién de Sine - Gordon
(ecuacién (#.3)) (Barone et al., [1971)). Frenkel y Kontoroba interpretaron la ecuacién de la
siguiente manera: el primer término de la ecuacion (4.3) manifiesta la energia de interaccion
eldstica que existe entre 4tomos vecinos, el segundo termino representa la energia cinética
de los 4tomos y el ultimo termino representa aquella energia potencial que existe debido a la

cadena inferior fija que restringe el movimiento.

La ecuacién de Sine - Gordon también puede ser derivado de la “Ecuacién de Klein -
Gordon", especificamente de la “Ecuacion no lineal de Klein - Gordon"(NLKGE), la cual es
un modelo no lineal nacido de la Mecanica Cudntica Relativista junto con la Teoria de Cam-
pos Cuanticos (QFT), este modelo es usado frecuentemente para el estudio de la dindmica

de particulas elementales en la materia condensada (Raza et al., 2016)). La forma general del
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modelo NLKGE esta dado por la siguiente ecuacién

8¢

a2 ,uV2<,0 + 1@+ vgok = f(x,1), 4.4)

donde u, n y v son constantes y f(x, ) es una funcion real.

Si en la ecuacién (@.4) se hace que u = 1,7 = v = 0y f(x,1) = —sen(y), se obtiene
la ecuacion de Sine Gordon (4.3)). Es por esta relacion que existe con la ecuacién de Klein -
Gordon, Kruskal lo denomino como la ecuacién de Sine - Gordon debido a la presencia de

la funcién seno en dicha ecuacién (Dutykh and Caputo, 2015).

Una de las caracteristicas de la ecuacién de Sine - Gordon es la siguiente, analizando la
funcién seno de la ecuacion (.3)); si una funcién ¢; es una solucién de la ecuacién (4.3),
entonces ¢ + 2nm también sera una solucién de (4.3). Esta periodicidad nos lleva a una

familia infinita se soluciones para una solucién ¢; (Caudrey et al., 1975).

La ecuacién de Sine - Gordon es un modelo el cual tiene diferentes puntos de vista para
ser tratado, al ser un modelo que cumple con la definicién de integrabilidad tiene un for-
malismo hamiltoniano y un formalismo del conmutador (McKean, 1981)), entre otros puntos
de vista de como tratar la ecuacion de Sine - Gordon, para llegar al objetivo de este trabajo
se va a optar por una formulacién “Lagrangiana" de la ecuacién de Sine - Gordon como se

mostrard en la siguiente seccion.

4.2. Formulacion Lagrangiana

La formulacién matematica que combina la ley de conservacion del momento lineal
con la ley de conservacion de la energia el cual nos da nuevos puntos de vista con respecto a
la “Mecdanica Newtoniana", es la “Mecdnica Lagrangiana". Uno de los aspectos que limitan
a la Mecanica Newtoniana es que funciona bien cuando se trabaja con un sistema de coor-
denadas cartesianas, pero si se quiere trabajar con un sistema de coordenadas diferente al
cartesiano trabajar con la Mecédnica de Newton no seria lo ideal, por ello se tuvo la necesidad
de reformular la mecdnica a una mecdnica que sea independiente del sistema de coordenadas,
de esa reformulacién nacié la Mecdnica Lagrangiana, la idea para ser esta reformulacion es

la siguiente.

Si se tiene un sistema de N masas puntuales y si queremos conocer la posiciéon de cada
masa, entonces es necesario conocer sus /N vectores de posicion, por lo tanto, se tendrd 3N

coordenadas. En mecdnica la cantidad de magnitudes que definen de manera tnica la posi-
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cién de cada particula o cuerpo que pertenecen a un sistema de fisica se le conoce como el
numero de “grados de libertad". Para el sistema de N masas puntuales su nimero de grados
de libertad serd 3N, cuando se usa la mecdnica Lagrangiana no necesariamente se utiliza
las coordenadas cartesianas, si no un sistema de coordenadas que nos sea mds conveniente
de acuerdo al problema fisico (por ejemplo dngulos). Por ello, en la mecanica de Lagrange
se utiliza el término de coordenadas generalizadas denotadas frecuentemente como ¢, ¢».
g3, "+, g5, las cuales definen de manera completa la posicion de un sistema y el cual tiene s
grados de libertad; y sus derivadas de cada coordenada generalizada con respecto al tiempo
(¢; = dqp/dr) se le conoce como su velocidad generalizada (Landau and Lifshitz, 1970).
Teniendo en cuenta estos nuevos conceptos Lagrange propone que todo sistema fisico puede

ser caracterizado por una funcién definida como

L(Ql,"' ’qs’qla"‘ ’q‘Sat)- (45)

Cuando el sistema evoluciona del instante r = t; a t = t; el sistema cambia su conjunto de
coordenadas generalizadas ¢! a (¥, respectivamente, cuando este sistema se mueve entre

estas dos posiciones, la integral (4.6) tomard el menor valor posible.

15}

S = / L(q,q,t)dt. (4.6)
5]

La integral (4.6) es denominada como la “Accién", para nuestro estudio solo la funcion de

Lagrange (4.5) no serd suficiente para encontrar nuestro objetivo, para ello la funcién de

Lagrange se tendrd que extender para sistemas fisicos continuos los cuales tienen infinitos

grados de libertad como se mostrard en la siguiente subseccidn.

4.2.1. La densidad Lagrangiana

Para extender el concepto de la funcién de Lagrange a un sistema fisico continuo como
los campos, se usara el sistema fisico de la cadena lineal. Este sistema fisico trata de una
cadena lineal cerrada que se compone de N puntos de igual masa m, donde se va a imaginar
que estos puntos estdn unidos uno con otro mediante resortes que poseen un coeficiente de
rigidez k. Una de las condiciones del sistema es que cuando el sistema estd en equilibrio la
cadena es igual a un anillo de radio R y las distancias entres los puntos vecinos es igual a
d. Otra condicién que se impondrd al sistema es la siguiente, que si el sistema se saca del
equilibrio es decir perturbarlo, los puntos mésicos presentaran movimientos unidireccionales

alrededor de la circunferencia del anillo; se va designar como u; el desplazamiento del
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J—esimo punto, en consecuencia, la energia cinética del anillo serd (Sokolov et al., | 1989)

y la energia potencial de sistema fisico va estar definido por

NIE

5(”j+1 —u;)?,

M-

j=1

debido ala naturaleza del sistema fisico que es un anillo, entonces la condicién de periodicidad
serauy4] = Uy, usando la definicién de la mecdnica, de como generar una funcion de Lagrange
(Landau and Lifshitz, |1970), por lo tanto, la funcion de Lagrange para este sistema estard
definido como

L=T-V

N
L=) =i (jer = uj)?, 4.7)

T
N
J=1 j=1

le
l\)l??‘

para obtener una condicién de estacionariedad del sistema, recordando la definicién de la

integral de la Accion (4.6), se utilizara el principio variacional (Spiegel, [1992)

5]
58S = 5/ L(i, i) dt,

131

aplicando el principio variacional y la suma convencional de indices de Einstein (Albert et al.,

f2 oL oL
08 = / dt( ou;j + —(5uj)
f Ouj o
Ouj B oou;

J
perodu; = 6—— = , entonces

ot ot
a6
55:/ dt(aLé oL u’),
1 Ou Oou; Ot

1916)), entonces

lizando 1 ., 0 [0L s 0 (0L Sus+ OL (0du; o tant
analizando la expresion — | — ou; | = — | — u; -_— , pOr 10 tanto
Preston g \aa, ") = ae \aa; ) " " da; \Tar )P

oL 0 (0L 0 (0L
dr | —6uj — — [ == | 6u; + — | == - 6u;
/n [314] Y G (Wj) SRR (35‘1 uj)]

15 5]
/ dt[(ﬁ_L_i("’L))(sM.]+/ d(‘“ (mj),
” Ouj 0t \0Ou; " ouj

oS

oS
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considerando que ou;(t1) = ou;(t2) = 0, en consecuencia se obtiene

& oL 0 (0L
oS = dt [|— = —|— | du;
/n [(auj ot (3111)) i

para que el sistema tome un valor estacionario es necesario que 65 = 0, para que ello se

9

cumpla se tiene que cumplir la condicién (4.8)), también conocida como las “ecuaciones de

Euler - Lagrange"

oL G(GL):O 4.8)

ou j ot \du j
Si una funcién u; = u;(t) es una solucién de la ecuacién (4.8)) es conocido como el “camino
recto" (Sokolov et al.,|1989) donde la accién toma un valor minimo y efectiia un movimiento

real.

Si se reemplaza la funcién lagrangiana (4.7) que caracteriza al sistema fisico de la cade-

na lineal en la ecuacién de Euler - Lagrange (4.8) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial
miij =k[(ujs1 —uj)— (wj—uj—1)], j=1,2,---,N. 4.9)

El método a utilizar para pasar de un sistema discreto como se plantea en el ejemplo de
la cadena, a un sistema continuo; se tendrd que analizar el caso cuandom — 0y d — 0,
tomando como densidad lineal p cuya definicién es p = m/l [kg/m], y como modulo de
Young € = k - d [N/m?]. Considerando que tanto la densidad lineal y el modulo de Young
permanecen finitos, y ademas que el tamafio de la cadena no varia, por lo tanto, los grados de
libertad del sistemas y la cantidad de puntos N tienden al infinito. Debido a esto, la posicién

en el anillo de un punto j-esimo se sustituird por una variable continua x, es decir
J — x, entonces, d — dx,

teniendo en cuenta este cambio, la funcién que define el desplazamiento u ; (¢) se transformara
en una funcién de dos variables continuas 7 y x, esta funcién debe satisfacer la condicién de
periodicidad para que sea consistente con el ejemplo inicial, por ello, se tiene que cumplir
que

uj(t) = u(t,x) A u(t,x) =u(t,x +2nR),

analizando el caso limite (! — 0), se obtiene

ou
Cua a2t
bt] I/tJ 1 — ox
(4.10)
d%u
(ujer —uj) = (uj—ujq) — dz@



Si se reemplaza el sistema de ecuaciones (#.10) en la ecuacién (4.9), se consigue la siguiente

ecuacion diferencial

d%u d%u
— —€—
o2 0x?
redefiniendo la funcién lagrangiana (4.7) de la siguiente manera

0 =0, (4.11)

S omo, (Uje1 —uj)?

J=1

si se toma el caso limite cuando N — oo, la suma discreta se convertird en
1

ST

J
de manera que, la ecuacién (@.12)) se reescribird como

2 2
p (Ou € (Ou /
[uls@f s} -fae  wn

Enlaecuacién (@.13)) se defini6 la funcién £ ala que se le denomina la “densidad lagrangiana",

usando esta funcion se puede expresar la integral que define la accion de la siguiente manera

S:/dt/de.

x = (t,x) = (x%xh

Si se define como

si se escribe la funcion lagrangiana en funcién de la densidad lagrangiana
L(t) = / d®x L (u(t, x), ur(t,%), ux (1, %)),
Q

donde d’x = dx%dx' y Q una regién de M?(espacio - tiempo de Minkowski de 2-dimensiones)

(Carroll, [1997)). Escribiendo la accién en funcién de la densidad lagrangiana

5= / A2 L (u(r,x). 1y (1,%), uy (1. x)),
Q

una vez definido la accion, se realiza la variacion de dicha accidn, entonces:

0.1 0.1 oL
_ 2
oS = /Qd X (_(')u ou + 8u,6u’ + auxéux ,
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0 06 ou 96
pero du; = 66—? = 8u y Ouy = 56 axu, entonces

0L 9Loou 0L o
oS = [ d&x =
/ (au du; Ot Duiy ax)

analizando los siguientes terminos

0L o\ _ 0 (9L 9LIsu 0L \_ 0 (0L)  9Lbu
(9t du, ~ ot \ou | T ow, o Y ax EPR = ox \ous )" T o, ox

en consecuencia, se tendrd que
0L 0L 0 (0L 0L 0 (0L
= [ &x|= -—|=16u -ou| — — o
08 / au ot Bt(aut 5“) at(au,) ax(aux ”) 6x(8ux) ”]
0L 0L 0 (0L 0 (0L 0 (0L
6S= [ d’x | =o6u-—|=|6u-— Su d’x— - 6u /d2 )
S / [8u 8t(8u,) ! (9x(6ux) / 8t(8u, ) ox \au, "
aplicando el teorema de Stokes
/dw:/ w
Q Q)
se obtiene

[ loL o (oL 8 (oL / 0L / IL
55‘/d ou "9 \ou, |~ ox \aw, )|t F(Q)dx ou, O F(Q)dx ou, )

teniendo en cuenta que du = 0 en I'(Q) (frontera de Q en 1-dimension), se considera que

u — 0 en el infinito, por ende, las siguientes integrales serdn igual a

0 0
/ dx(—L 514) 0y / dx( L-du)zO,
Q) Ouy rQ) ou,

tomando en cuenta estos resultados la variacion de la accidn sera igual a

_ [ e |9L_9 (9L} _ 9 35]
55‘/‘1 [ﬁu ot \om ) " ox \au, || O

para que el sistema realice un movimiento real es necesario que 6.5 = 0, por ende, es necesario

que se cumple la siguiente ecuacion

0L 0 (0L 8 (0L
o (a_u,) - (aux) = 0. (4.14)

Si se define la siguientes notaciones

uaza—uzaau a=0,1
’ ox?
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_ou

T Ox,

la ecuacién (@.14) se reescribird de la siguiente manera

,a

u =0% a=0,1

oL o (8£):0’ 4.15)

ou,

ou Ox“

la ecuacién (@.13) puede ser generalizado para el espacio M* (espacio - tiempo de Minkowski
de 4-dimensiones ), es decir con un conjunto de coordenadas (¢, x,y,z) = (xo, x!, x2, x3)
(Carroll, 1997), y para aquellos sistemas que presentan mas de un campo (¢4; A =1,--- ,N);
esta generalizacion es conocida como el problema variacional general y cuyo resultado es la
ecuacion de Euler - Lagrange para sistemas que tienen infinitos grados de libertad (o campos),

que se muestra a continuacién

0 0 0
£ ( L):o; @=0.1-.3 A=12.--.N. (4.16)

dpa  Ox? \Odaa

Se ha introducido la definicién y presentado el formalismo matematico de la densidad la-
grangiana, entonces volviendo al modelo de Sine - Gordon, para encontrar el objetivo de este
trabajo se ha de usar un modelo muy similar a la ecuacién (4.3)), solamente con una variacién
en uno de sus términos de la expresion; el modelo de Sine - Gordon que se utilizara para este

estudio se muestra a continuacion
2 2
i — @xx +m-sen(k”p) =0, 4.17)

la ecuacién es conocida como la ecuacién de Sine - Gordon mdsico con masa m? y con
una constante de fase k2, esta expresién sera de utilidad y muy importante para encontrar el
objetivo de este trabajo en el transcurso del desarrollo de esta tesis, debido a su importancia
es necesario encontrar la densidad lagrangiana que caracteriza a la ecuacién (@.17), dicha

densidad lagrangiana esta dada por la siguiente expresion

1 m?2
L= E(ﬁﬂgo)(aﬂgo) t 3 cos(k?¢), u=0,1. (4.18)

Donde d,¢ y 0"¢ son las derivadas covariante y contravariante respectivamente, para que
la ecuacién (@.18)) sea la densidad lagrangiana que define a la ecuacién (4.17), es preciso
demostrar que al reemplazar la ecuacién (4.18)) en la ecuacién de Euler - Lagrange (#.16)
genere la ecuacion de campo ({.17)), efectuando los cdlculos se demuestra que (@.18)) es la

densidad lagrangiana de (la demostracion se encuentra en el Apéndice).

Hasta este punto se ha especificado la densidad lagrangiana (.18) y el modelo matemé4-

tico (4.17) con el que se ha de trabajar para encontrar el objetivo de este trabajo, pero esta no
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sera suficiente para llegar a dicha meta, es necesario conocer un concepto fisico el cual nos
permitird plantear el desarrollo matemaético que nos lleve a nuestro objetivo, este concepto se

plantea en la siguiente subseccion.

4.2.2. El tensor energia - momento

Para encontrar esta herramienta matemadtica se va a partir de la expresion (4.16)
considerando un solo campo solamente por temas de simplicidad sin perdida de generalidad,

entonces, se tendra:

oL o0 (oL
=__Z [Z=]=o0. 4.19
¢ OxH (a ¢,u) 19
Diferenciando £(¢, ¢ ,), entonces, se tiene que:
0L 0L
dL = —d¢ + —dg, (4.20)
o " 0gu "
dividiendo la ecuacién (4.20) entre dx”, entonces
9L _9Ldg 9L 99, 421

ax’ 8¢ ox’ " 0p, ox”

introduciendo la ecuacion (4.19) en la ecuacion (4.21)), se obtiene la siguiente expresion

0L 0 6£)6¢+6L a(a¢)
ox” Oxt \d¢, ) 0x” 0¢ , 0x” \OxH
0L 0 aL)a¢+aL 0 (aqs)
ox” OxH \d¢, ) 0x”  0¢ , 0xt \Ox¥
0L 0 (0L 6(]5)

ox” OxH \d¢ , Ox¥

usando el tensor mixto delta de Kronecker &%, se tiene:

st 0L _ 0 (0L 0¢
Voxt Oxt \d¢, OxY
0 (. 0oL 3
o (5y£ - W(GV@) =0. (4.22)
Si se define el siguiente tensor mixto
0L

Ty = 0yp) — 4 L, 4.23
56,9 (4.23)

la ecuacion (4.23)) representa un tensor mixto de segundo orden, pero para cdlculos en donde

es necesario conocer el valor de la energia o el momento de un sistema, por lo tanto, es mas
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conveniente convertir el tensor mixto 7% a un tensor contravariante de segundo orden, para
ello simplemente tenemos que multiplicar a la ecuacién (4.23)) por el tensor métrico g"” del

espacio M 4. obteniéndose

_ 0L
9(9¢)

generalizando la anterior ecuacidn para un sistema que consta de varios campos, la expresion

THY

(0"¢) —g"" L, (4.24)

para el tensor 7#” sera igual a

0L

™= =
0(8,0%)

(6V¢A)—g‘”£, A=1,2,--- N. (4.25)
Una vez definido el tensor T#", entonces de la ecuacién (4.22)) se puede definir la siguiente
ecuacion de continuidad.

oTr”
Fre 0, (4.26)

si se toma que el indice ¢ = 0 en la expresion (4.26), por consiguiente, vamos a tener una

cantidad que se conserva en el tiempo

aTOV
=0

ot ’

al hallar la integral de conservacion de la anterior ecuacién se obtiene la siguiente expresion
(Landau and Lifshitz, [1992)
TVdx = P” (4.27)

de la ecuacion (4.27) se puede ver que la integracion tiene que ser con respecto a todo el
volumen que ocupa el campo, ademas el termino P representa las componentes del cuadri-
momento del campo, en consecuencia, se puede escribir las componentes del cuadrimomento
en términos del tensor T#'. El termino P° representa el valor de la energfa total del campo

(E), entonces de la ecuacion (4.27) se obtiene
P'=E= / T x = / Hd’x, (4.28)

donde H representa la “densidad de la energia”, o también llamado “la densidad de Hamilton",

el cual coincide con el termino 7% y esta expresado mediante la siguiente ecuacién

0L

700 _
A(0op™)

(0°¢%) - L =H. (4.29)
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De igual manera, se puede encontrar las componentes P¥ (donde k = 1,2, 3) que representa

el momento del campo, por lo tanto, de la ecuacién (4.27)), se obtiene

0
Pk = / T%d3x = / —LA(akqu), k=1,2,3. (4.30)
9(dop™)

De las ecuaciones (4.28)) y (4.30) se puede ver que a partir de las componentes de tensor
TH¥, se puede encontrar las expresiones de la energia y momento del campo, es por ello, que

a este tensor se le denomina como “el tensor energia - momento" (Landau and Lifshitz, 1992).
En este capitulo se ha definido las herramientas matemadticas que nos permitird encontrar

el objetivo de este trabajo, especialmente la densidad lagrangiana (4.18)) y el tensor energia -

momento que nos serd de mucha utilidad como se verd en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Interaccion solitonica en un reactor

térmico unidimensional

En el capitulo[3]se desarrollo el procedimiento matemadtico para encontrar la solucion
de tipo solit6n (3.32)) de la ecuacién del reactor (3.1)). Dicha solucién se le denominé como
el solitén neutrénico térmico y que es del tipo Kink, para encontrar esta solucion se tuvo que
hacer la aproximacién planteada en la seccién y esta aproximacion fue corroborada al
realizar la solucién numérica como se presento en la seccién [3.4]y cuya similitud se puede

apreciar en la figura[I8]

Para desarrollar este capitulo se vuelve a escribir la ecuacién (3.31) que es la ecuacién
previa que lleva a la solucién solitén, pero cambiando la fluencia F por la letra griega ¢, solo
por razones de costumbre de uso de variables, haciendo este cambio la ecuacién (3.31) se

reescribird como
T

¢’ = by sen (F—SO) 5.1

(o)

recordando que ¢ = ¢(g), donde g(x,7) = (x — vt/D). Si a la ecuacién (5.1)) elevamos al

cuadrado en ambos términos de la ecuacion, se obtiene la siguiente expresion

N2 _ 32 a2 [ T4
:b —,
(¢) 1 sen (Foo)

si a la anterior ecuacién se lo deriva con respecto a la variable g, entonces se obtiene

() - [zbf (Fi) (F_sa)] v,
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simplificando ¢’ en ambos términos y utilizando la propiedad trigonométrica del seno de un

angulo doble, se obtiene

b*n 2
Foo Feo
b*n 2
o = i sen (Fij) . (5.2)

Al hacer este procedimiento se obtiene una ecuacién diferencial de segundo orden (5.2)),
pero esta ecuacion tiene una relacion con la ecuacién de Sine - Gordon mdsico (4.17)); para

encontrar esta relacion se analizara la ecuacién de Sine - Gordon masico
2 20) =0
GOt — Pxx + M Sen( 90) =Y,

para encontrar una solucién tipo solitén en la ecuacién de Sine - Gordon se va seguir el
mismo planteamiento mostrado en la seccion [3.2] se va a considerar una solucién de onda
la cual viaja con una velocidad de fase v/D, pero como ¢ para nuestro estudio representa la

fluencia el cual es una funcién adimensional, entonces se va considerar una solucién del tipo

X—Vf)

p(x, 1) = p(g) = so( D

por lo tanto, hemos hecho que
X - vt
=D

al hacer este cambio de variable, y teniendo en cuenta que dy¢/dg = ¢’, en consecuencia

las derivadas ¢, y ¢; de la ecuaciéon de Sine - Gordon tomarén las siguientes formas (la

demostracién se encuentra en el Apéndice [A.16):

1 144

Pxx = ESD (5.3)
v2 144

P = ﬁso (5.4)

si se reemplaza estas ecuaciones en la ecuacion de Sine - Gordon madsico, se obtiene la

siguiente ecuacion
2

v 144 1 4
Ego - ﬁ(p +m?sen(k’p) =0,
factorizando y ordenando se obtiene
D*m?
"= ——sen(k*p). 5.5
CEaT (k%) (5.5)
Se puede ver que la ecuacién (5.2) y la ecuacién (5.5) son similares debido a que la funcién

¢ estdn siendo derivados por la misma variable g, una de ellas proviene de la aproximacion
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para encontrar una solucién de tipo solitén para la ecuacién del reactor, y la segunda proviene
de la condicién propuesta para encontrar una solucién tipo soliton para la ecuacién de Sine
- Gordon, respectivamente. Para que estas ecuaciones sean iguales solamente se tiene que
igualar los coeficiente que multiplican a la funcién seno y hallar el termino de la masa m?

que haga cumplir la igualdad, e igualar las constantes de fase de la funcién seno, entonces:

b3n 2 D?m?
” 1 ” 2
= _2F sen (—F ) = —(1 v2) sen(k ()D)

por ello, se tiene que cumplir
D2m2 b%f(

(1-v2)  2F.
entonces: 5 5
2:blﬂ(l—v) 5.6)
2D%F, '
y también se tiene que cumplir que
2
K= (5.7)

Para corroborar que la ecuacion (5.5) es igual que la expresion (3.31) la ecuacién del reactor
aproximada, se debe resolver la ecuacién (5.5) con los valores de m? y k> dados por (5.6) y
respectivamente, y la solucion de esta ecuacion debe coincidir con la solucién (3.32),
y efectivamente al hacer los cdlculos respectivos (ver Apéndice [A.T7), la solucién es la

ecuacion (5.8) que es igual a la ecuacién (3.32))

2 Fy
m

by x—vi
o(x,t) = - arctan (e Fo "D ) . (5.8)
Al hacer esta equivalencia la ecuacién del reactor aproximada (3.31)), adquiere la posibilidad
de ser caracterizado por una densidad lagrangiana que define a la ecuacién, debido a que es
equivalente a la ecuacién de Sine - Gordon mdsico, por lo tanto, la densidad lagrangiana que
define a la ecuacion del reactor aproximada va estar dada por la densidad lagrangiana (4.18)),

entonces

m2

1 2
L= 5(@190)(5“90) + ﬁcos(k ¢), p=0,1
2 2
2_blﬂ(l—v) , 2m

conm- = P e— y ke = —.

2D*Fy
Ahora que ya se ha definido una densidad lagrangiana que caracteriza a la ecuacién del
reactor aproximada, se empezara ha desarrollar el procedimiento que nos lleva a encontrar
la fuerza y la energia de interaccion entre dos solitones neutrénicos térmicos 0 mejor dicho
entre dos Kinks, para encontrar la energia de interaccion entre estos dos Kinks se va a suponer

que nuestros dos Kinks esta distribuido en el espacio como se muestra en la siguiente imagen.
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Figura 19

Configuracion espacial entre dos Kinks para encontrar la energia de interaccion entre ellos.

Ay

(2) (1)
O *—

—a/2 a/2
a

La figura[I9 representa la distribucién espacial de dos Kinks iguales ubicadas en los
puntos (1) y (2) simétricamente separadas con respecto al origen de coordenadas, las cuales
forman un sistema ligado, donde el centro de dichos Kinks estdn separados una distancia a, el
objetivo sera hallar la fuerza de interaccion en la linea que une sus centros y también calcular

la energia de interaccion entre estos Kinks.

Para encontrar la fuerza de interaccion entre estos Kinks se hara uso del método planteado por
Karpman'y Solov’ev (Karpman and Solov’eV,|1981), en sus métodos sobre perturbaciones en
sistemas de dos solitones, proponen que un sistema ligado formado por dos solitones puede
ser aproximado como una superposicion lineal de cada uno de los solitones. Basandose en

esta propuesta, se va a definir el sistema ligado de dos Kinks como

YK-K = YK (x + g) + ¢k (x - %) , (5.9)

donde ¢g_k representa la funcién de campo del sistema ligado (interaccién Kink - Kink),

ademads se definen las funciones de campo para cada Kink:

p1(x) = gk (x + %) (5.10)
p2(0) = ¢xc (x = 3). (5.11)

donde ¢ y ¢; son las funciones de campo para los dos Kinks en las posiciones (1) y (2)
respectivamente. Para este estudio se va a considerar que estos dos Kinks son “iguales", es

decir que ambos Kinks tienen la misma energia

El¢1] = E[¢2] = Ek, (5.12)

donde E[¢1] y E[¢2], son las energia de los Kinks (1) y (2) respectivamente, por lo tanto,

teniendo en cuenta esta condicion se define la energia de este sistema ligado de dos Kinks, el
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cual estd dado por la siguiente expresion

Elo1 + ¢2] = E[@1] + E[@2] + Einc [¢1, ¢2]
El¢1 + 2] =2Ek + Einc [¢1, 92] (5.13)

donde Eiy [¢1, ¢2] es la energia de interaccién del sistema ligado.

Antes de empezar a calcular la energia de interaccion hay que redefinir, la densidad la-
grangiana que caracteriza al sistema (&.18)), para ello se va a restar la constante m?/k? a dicha
expresion, por lo tanto, la ecuacién (@.18) se reescribird como

2
L= %([iucp)(@“go) + %[cos(kzgo) -1], u=0,1 (5.14)

al sumarle o restarle como en este caso una constante no alterara la ecuacioén de campo (4.17),
ya que esta constante entrara en las derivadas de la ecuacién de Euler - Lagrange (4.16) y
como se sabe la derivada de cualquier constante es igual cero y, por lo tanto, la ecuacion
de campo se mantiene invariante; por ello, a partir de ahora se trabajara con esta densidad

lagrangiana para los futuros cdlculos que se mostraran.

Una vez aclarado este punto, se ha de limitar la energia que posee cada Kink, para ello
se va encontrar la densidad de energia, calculando el termino 7% @.29) del tensor energia -

momento se obtiene (ver Apéndice [A.T8)

2

7% = %(5090)2 + %(axgo)z - %[cos(kzso) - 1]. (5.15)

Como T% representa la densidad de energfa; por ello, si se integra este término con respecto
a la variable x debido a que es un modelo unidimensional, se obtendra la energia del campo

¢ o mejor dicho del Kink, entonces la energia de cada Kink estara definido como

2
Elel = [ {3 + 100 - T loosie) - 1] o 5.16)

para este estudio se va a suponer el caso cuasiestético, es decir que la velocidad de difusién
v es mucho menor que 1 (v < 1) y que el cambio del campo ¢ a través del tiempo es casi

cero, en consecuencia, se tendra que la
dop = 0, (5.17)

teniendo en cuenta esta condicion la expresién de la energfa del Kink ecuacién (5.16)), se
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reescribird como

El¢] = / { (9)? - ’"Z[cos(k2 >—1]}dx (5.18)

si se usa la siguiente relacidn trigonométrica
kZ
cos(k?p) = 1 — 2sen® (T('D) ,

entonces la ecuacién (5.18) serd igual a

1 s m? [k
E(ax‘ao) +2ﬁsen (T dx, (5.19)

E[¢] = 5/ l(ax¢)2+4%2 sen’ ("27“’)] dx,

sumando y restando términos para formar un binomio cuadrado en la anterior expresion,

entonces:
2 2 2 2
E[ga]:%/[(@x(p)z— ’Zsen(k )(6x¢)+4—sen (k2¢)+4%sen(k )(axgp)}
+4% sen (szSO) (g—f)} dx,

2
Elg] =;/{[<axso> 2 sen [ F )
E[‘P]:;/ [(&c(ﬁ)—z—msen(k; )] dx+27m/sen(]<27"0) dx.

Para encontrar la energia del Kink se tiene que integrar en todo el espacio, pero esta energia

tiene que ser finita, ya que seria fisicamente inconsistente que la energia del Kink sea infinita,

1 +00 2 k2 2 2 +00 k2
El¢] = 5/_00 [(axgo) —Tmsen(%)] dx+7m[oo sen(T"O) dx

1 [+ o (KR2e\]P . 4m K2y
Bl =3 [ |00 -t sen 5] x5 cos (]

entonces:

por lo tanto, la condicidn para que la energia del Kink en el infinito sea finita o cero es

2m k%o
Orp— —sen|——| =0. 5.20
P~ ( 2 ) (5.20)
Una vez demostrado la condicién que se tiene que cumplir para que la energia del Kink sea
finita, se estd listo para empezar a calcular la energia de interaccién de dos Kinks similares,
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recordando la solucién tipo Kink de la ecuacién de difusion de nuestro reactor
2F by (x—vt
ek (x,1) = —= arctan (e = (55" ) ,
/s

pero como se esta considerando el caso cuasiestdtico (d;¢x =~ 0), entonces la solucién del

Kink se escribira de la forma
2F LLIWEY
¢k (x) = —— arctan (e Fool(D)). (5.21)
T

Utilizando la expresién (5.21) se puede definir la solucién cuasiestdtica de los dos Kinks
que forman nuestro sistema ligado, recordando las expresiones (5.10) y (5.11]), se obtiene las

siguientes expresiones que caracterizan a los dos Kinks (1) y (2) respectivamente

2F ) (x, a

p1(x) = gk (x + g) = arctan (e o (D+2D)) (5.22)
2F s mhy (x_ a

v (x) = g (x — g) = arctan (e e (5715 ) . (5.23)

Ahora que se ha definido las soluciones cuasiestdticas de los dos Kinks, se esta preparado
para poder encontrar la energia del sistema ligado que forman estos Kinks y de esta manera
encontrar la energia de interaccién entre ellos. Para ello, se va a utilizar la expresion de la
energfa para un Kink ecuacion, (5.19), pero para este caso en vez de definir la energia para
un solo Kink, se va a definir la energia para un sistemas de dos Kinks, es decir, se definira la

siguiente integral

2m? k2
k—"; sen’ (M)} dr. (5.24)

Elor+ el = [ {51000+ 02+

pero si se desarrolla esta expresion y se utiliza la condicidon que limita la energia de un Kink
(5.20), al realizar los cdlculos (ver Apéndice [A.19) la ecuacién (5.24) se convierte en la

siguiente expresion

4 2 k2 k2 k2
E[(p1+goz]:2EK+%/sen( (’Dl)sen( ¢2)[1+cos(w)]dx. (5.25)

2 2

Si se compara la expresion (5.25)) con la expresion (5.13), se puede observar que la energia

de interaccion entre los dos Kinks es igual a

Bl | 4m? / k2, k2,
int. , = — sen sen | ——
nt. [ P11, P2 k2 ) >

k2
|+ cos ( (p1 + ¢2)

5 )] dx, (5.26)

a partir de la expresion (5.26), se puede definir la densidad de energia €in [¢1, 2], €l cual va
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a estar definido por la siguiente ecuacién

4m2 kZQOI kz(pz
€t [@1, 92] = —— sen | —— | sen | —=

k? 2 2 2

2
1 + cos (M)] , (5.27)

si se desarrolla la expresion de &iy. [¢1, 2], se obtiene (los célculos se encuentran en el

Apéndice[A.20):

8m?> senh?(X
gine [@1, 92 = =5 S ; (5.28)
cosh? (X + %) cosh? (X — %)
b b
donde X = Z21* yA= dkaby
F..D F..D

Recordando los conceptos de mecdnica cldsica, existe una ecuacion que relaciona la energia
potencial (U) con la fuerza (F) que hay que aplicar para vencer la fuerza del campo que
produce esta energia potencial (Murray, [1989), dicha relacion esta dado por la siguiente
ecuacion:

F=-VU, V=_—i+_—]

si se aplica este concepto de mecdnica clésica a la energia de interaccion Ejn [¢1, ¢2] que
es el potencial de interaccién de nuestro sistema ligado de dos Kinks, se puede encontrar
la fuerza de interaccion Fin[¢1, ¢2] del sistema ligado, debido a que se esta trabajando en

una dimension, por lo tanto, la fuerza de interaccién va estar definido mediante la siguiente

ecuacion A | |
int. LP1, @2

Fin[g1, 2] = —MTM,

pero de las ecuaciones (5.26) y (5.27), se puede concluir que
o [ | = dEin[¢1, ¢2]

int. L1, ¥2 dx—’

por consiguiente, se tiene que

Fincle1, 2] = —€ine. [ @1, @21,

si se reemplaza la ecuacion (5.28)), se obtiene la expresion de la fuerza de interaccion, el cual

esta dado por

8m? senh? (X
Finler. 2] = == X ; (5.29)
cosh? (X + %) cosh? (X - %)
b%ﬂ(l —?) 2n
antes de reemplazar los valores m? = 3D y k% = o hay que tener en cuenta que
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se esta analizando un caso cuasiestatico es decir v < 1; es por ello, que el termino masico

m? sera igual a

2
blﬂ

2 -1V
2D2F.’°

teniendo en cuenta el valor de m? para el caso cuasiestdtico, se reemplaza en la ecuacién
(5.29) junto con el valor de k? y se obtiene la expresi6n final de la fuerza de interaccion entre

los dos Kinks
Sb%n )
2D’F. senh”(X)
2

Fo. cosh? (X + %) cosh? (X - %)

Fintle1, 2] = -

simplificando términos, se obtiene que

2% senh?(X)

_ﬁcoshz (X + %) cosh? (X — %) ’ 630

Fintle1, 2] =

la gréfica de la ecuacién (5.30) se representa en la figura [20]

Figura 20
Grdfica de la fuerza de interaccion entre dos solitones neutrénicos térmicos, para un andlisis
cuasiestdtico.
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La figura20jmuestra el comportamiento de la fuerza de interaccién entre dos solitones
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neutrénicos térmicos, los cuales estdn representados por dos Kinks, se puede ver de la gréfica
que la fuerza de interaccién toma valores negativos y que esta en un orden de 107°, es decir,
que la fuerza de interaccidon entre estos dos Kinks es de repulsion y, por lo tanto, la suposicion
que estos dos Kinks formaban un sistema ligado no seria asi, ya que existe una fuerza que
trata de separarlos. Solamente la fuerza de interaccion sera igual a cero en la posicién x = 0,
es decir, en el punto medio de la linea que une los centros de los Kinks; y cuando la distancia

entre estos dos Kinks sea mucho mayor a 1.

Ahora que ya se ha definido la expresion para la fuerza de interaccién (5.30), se pasara
a encontrar la energia de interaccién entre los Kinks, para ello se tiene que definir los limites
de integracion, de acuerdo a la distribucion espacial que se esta considerando mostrado en la
figura[I9|los dos Kinks estan separados simétricamente con respecto al origen de coordenadas
y los Kinks (1) y (2) se encuentran en los puntos a/2 y —a /2 respectivamente; es por ello, que
los limites de integracion sera entre estos dos puntos. Si se utiliza la expresion de la densidad

de energia (5.28), por lo tanto, la energia de interaccion se expresara de la siguiente manera

8m? /"/2 senh?(X)

2 a/2 cosh? (X + %) cosh? (X - %) o 43D

Einc[@1, 2] =

si se realiza el siguiente arreglo matemadtico:

8m? FoD [%? senh?(X)
Ein[¢1, 2] =

8m=~ hx
k2 ﬂ'bl ’

dl
a/2 cosh? (X + %) cosh? (X — %) FoD

hx
FoD

como X = , entonces el pardmetro de integracion seria X, pero también si se realiza este

) . . ) ., a . ) A nbia
cambio de variable el limite de integracion 5 pasaria a convertirse en b} (A =7 ID) por
[ee]

consiguiente, la integral de la energia de interaccidn estard dado por la siguiente expresion

8m?> F.D /A/2 senh?(X)

om- d(X). (5.32)
k* by A/2 cosh? (X + %) cosh? (X - %)

Einc [@1, 2] =

Al desarrollar la integral (5.32)) se obtiene la siguiente expresion (los cédlculos se encuentran
en el Apéndice [A.21):

16m> FoD | (42 dx 5 (A A2 dx
Ein [¢1, 2] = —5— —2cosh” | = 2 [
k nby |J-4/2 cosh(2X) +cosh(A) 2] J-as2 [cosh(2X) + cosh(A)]
(5.33)

74



si se define las siguientes integrales:

I / dXx
b cosh(2X) + cosh(A)

. dx
2T / [cosh(2X) + cosh(A)]?

realizando los célculos de las integrales ; y I, (ver Apéndices[A.22]y[A.23|respectivamente),

se obtiene las siguientes expresiones:

1 p tanh(X)
lj = ——— - arctanh | —— (5.34)
2p\1+p? ( V1 + p?
1 1 p tanh(X) 1 p tanh(X)
Lh=—"— (p2 + —) arctanh | ————=| — — senh | 2arctanh | ———= ,
4p3(1+p2)3/2 { 2 V1 + p? V1 + p?
(5.35)

1
donde p? = E[cosh(A) -1].
Reemplazando las expresiones y (5.35) de las integrales I; y I, pero evaluados dentro
de los limites de integracion —A/2 'y A/2, en la ecuacion (5.33), se obtiene que

2cosh’(A/2)

16m?> FuD p tanh(X)
4p3(1+ p2)3/2

1
- arctanh
k*  mb {2p\/1+p2 ( V1 + p?

Einc[o1, 2] =

1 p tanh(X) 1 p tanh(X) Az

2

Alp7+ _) arctanh [ ————| — - senh | 2arctanh | —— >
<( 2 ( Viep2 | 4 V1+p? —AJ2

simplificando y ordenando esta expresion (el procedimiento se encuentra en el Apéndice
A.24), se obtiene

16m> FoD 1 tanh(X) | 1 tanh (X
Ein [¢1, 02] = ”. . {—arctanh (M +— senh [Zarctanh (m

k?  nb; 4p3*’1+p2 ‘/1+p2 2 ,/1+p2

Si se evalua la anterior expresion dentro de los limites de integracidn, se obtiene que la

}A/Z
~AJ2
energia de interaccidn entre los Kinks sera igual a

biFa 1
Dr senh®(A/2) cosh(A/2)

Einc[o1, 2] =

{—Ln[cosh(A)] A cosh(A) — sech(A)}

2
(5.36)

analizando el caso limite cuando A — 0. Si se analiza este caso limite se puede demostrar

(ver Apéndice[A.26) que la energia de interaccién sera igual a
lm Ein [¢1, ¢2] =0,
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la gréfica de la ecuacién (5.36) va estar dado por la figura[21]
Figura 21

Grdfica de la energia de interaccion entre dos solitones neutréonicos térmicos, para un andlisis
cuasiestdtico.
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La figura2T|representa la energia de interaccién entre dos solitones neutrénicos térmi-
cos, como se puede ver la energia de interaccion toma valores positivos y esto es consistente,
ya que de acuerdo a la figura[20]se ha demostrado que la fuerza de interaccién es de repulsién
y de acuerdo a la mecdnica clésica la energia de interaccion tiene que ser positiva, y esto se
puede corroborar con la figura 21} Ademas se puede apreciar que esta grafica tiene un valor
méximo, es decir existe un punto en el cual la fuerza de repulsiéon sera maxima (como se
puede ver en la figura[20); y ademds se puede ver que cuando la distancia entre estos solitones
(a) es cero o un valor mucho mayor a 1 la energia de interaccion sera igual a cero, es decir,

no habri fuerza de interaccion.

De acuerdo a los resultados encontrados dados por la ecuacién (3.30) y (5.36) y sus graficos
20] y 2] respectivamente, se ha podido encontrar el objetivo general de este trabajo, y se
ha podido demostrar que el tipo de interaccién entre dos solitones neutrénicos térmicos es
de tipo repulsién. Pero en este punto del trabajo se hace la siguiente pregunta /si el soliton

neutrénico térmico en verdad representa un flujo de neutrones que se comportan como una

76



onda solitén, porque existe una fuerza de repulsion entre estos dos solitones, si los neutrones

tienen carga nula?

Si se quiere encontrar una respuesta a esta interrogante en el campo del electromagnetis-
mo no seria posible, para ello se tendria que adentrar en el campo de la mecédnica cudntica
para encontrar una posible respuesta a esta interrogante. De acuerdo a la fisica de particulas
el neutrén es clasificado en la familia de los fermiones los cuales se caracterizan por tener
un espin con nimero semi - entero, para el caso del neutrén se caracteriza por tener un espin
igual a 1/2, por lo tanto, obedece al principio de exclusion de Pauli (Griffiths, 2020), lo cual
conlleva a que las funciones de onda de dos neutrones no puedan superponerse, es decir
que dos neutrones no puede ocupar el mismo lugar al mismo tiempo y sienten una fuerza
de repulsion al tratar de juntarse, a este fuerza que sienten dos particulas indistinguibles
como el caso de dos neutrones es conocida como la “interaccién de intercambio” (Zener
and Heikes| [1953) el cual es un fenémeno propio de la mecdnica cudntica que ocurre en
sistemas de particulas idénticas. El efecto en si de este fendmeno es debido a la funcién de
onda de un sistema de particulas indistinguibles que presenta una simetria de intercambio,
es decir si nosotros intercambiamos posiciones de dos particulas del sistema la funcién de
onda se mantendrd simétrica (conservara su signo) o sera antisimétrica (cambiara su signo).
Esta simetria o antisimetria con lleva para el caso de los fermiones sufrir una interaccién de
intercambio de tipo repulsion entre dos particulas indistinguibles y para los bosones es de-

cir para las particulas con espin entero sufrir una interaccién de intercambio de tipo atraccion.

Si se aplica el concepto de la interaccién de intercambio para resolver la interrogante plan-
teada, se tendria que suponer que el flujo de neutrones se comportaria como un solo neutrdn,
despreciando las interacciones internas de todos los neutrones que forman ese flujo. Por lo
tanto, teniendo en cuenta esta consideracion se puede explicar el porque dos solitones neutrd-
nicos térmicos en un reactor nuclear térmico unidimensional de dimension infinita presenta

una interaccion de tipo repulsion.
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Conclusiones

En el capitulo|I|se ha presentado la introduccion de la importancia de la teoria de los
solitones aplicado a la fisica de reactores nucleares, asi como los avances y diferentes mo-
delos de reactores relacionados al concepto del reactor solitén y dando un nuevo enfoque en
modelos de reactores; también se formulo la hipétesis y los objetivos generales y especificos
de esta tesis. En el capitulo [2| se desarrollo la teoria necesaria para la elaboracion de esta
tesis, especificando por ejemplo los temas de fision nuclear, difusién de neutrones, teoria de
reactores nucleares y un tema de suma importancia para esta tesis que fue el tema del solitén
tipo Kink.

En el capitulo [3] se demostr6 la existencia tanto de manera analitica como numérica de
la existencia de una solucién solitén para la ecuacion de difusién de un reactor neutrénico
térmico unidimensional de dimension infinita, el cual tiene como elemento combustible al
uranio-235, como veneno neutrénico al boro-10, como moderador al grafito y como produc-
tos fisién los grupos 1y 2 de la tabla [2] pero para llegar a este solucién se tuvo que definir
una funcién adimensional F (3.6) a la cual se denominé como la fluencia de neutrones, el
cual nace después de desarrollar las ecuaciones de quemado con sus respectivos condiciones
iniciales (3.3]-[3.5). Una vez definida la funcién F, se plante6 que dicha funcién sea una solu-
cién de tipo onda viajera, al hacer este planteamiento la ecuacion de difusion del reactor paso
a ser una ecuacion diferencial no lineal adimensional en términos de la funcién F (3.15)). A
la funcién IT(F) (3.16) de la ecuacién (3.13) se le denomind la funcién potencial del modelo
y al momento de graficar dicha funcién I1(F) se obtuvo que los estados fundamentales del
modelo se encuentra en los valores de F = 0y Fo, = 0,06306, donde estos valores de F
hacen que la funcién IT(F) toma un valor de cero. Debido a la complejidad para resolver la
ecuacion (3.15) de manera analitica se opto por resolver esta ecuacion primeramente a través
del método numérico de Euler, dicha solucion se muestra en la figura [I5] como se puede
ver de esta figura, la solucion numérica de la ecuacion tiene las caracteristicas de una
solucién de tipo Kink, cuya teorfa se definié en la subseccion [2.5.1] Al encontrar la solucién
numérica de la ecuacién (3.15)), dicha solucién nos sirvié para encontrar la solucién analitica
aproximada de dicha ecuacidn, para encontrar esta solucion se analiz6 la forma de la funcién

F de la figura[15] debido a la simetria de la funcién F con respecto a Fo,/2 como se puede
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apreciar en la figura[I5] se opto por realizar una aproximacién a primer orden de la funcién
[1(F) a una serie de Fourier en el dominio 0 < F < F, al hacer este procedimiento la
ecuacion complicada se transformo en una ecuacién mas corta mostrada en la ecua-
cién ([3.27). Pero resolver la ecuacion (3.27)) también tiene sus complicaciones, para poder
simplificar mas esta ecuacion, se opto por la técnica de transformacién de auto - semejanza,
al realizar esta técnica y observando que el coeficiente b y la funcién F de la ecuacioén (3.27))
son mucho menores a 1, en consecuencia, la ecuacion (3.27)) se pudo aproximar a la ecuacién
(3.31). Al solucionar la ecuacién (3.3T]) obtenemos la solucién para la funcién F (3.32)) donde
dicha funcién F cumple con las caracteristicas de una solucién solitén de tipo Kink, ademds
debido al desarrollo matemadtico que se plante6 para encontrar dicha solucidn, solo es posible
encontrar soluciones de tipo Kink, mas no de tipo Antikink. Una vez encontrado la solucion
solitén para la fluencia F se utilizo esta funcidn para encontrar la solucién para el flujo de
neutrones, donde la gréfica de dicha solucién tiene forma de una ola (o también llamado en
ingles reciprocal catenary) el cual viaja sin cambiar su forma con una velocidad v hacia la
izquierda como se aprecia en la Figura el cual comprobaria que el flujo neutrénico tiene
comportamiento de una onda solitén. Al final de esta seccion se realizé la comparacién de
las soluciones tipo de solitén, tanto de la forma numérica como analitica, el cual se puede
evidenciar que ambas soluciones son muy semejantes, como se muestra en la figura [1§] y

ademds corrobora que la aproximacién analitica que se realizo es la correcta.

En el capitulo [ se desarroll6 el tema de la ecuacion de Sine - Gordon a través de una
formulacién lagrangiana, en este capitulo se estudio el caso en particular de la ecuacién de
Sine - Gordon madsico que fue de importancia para el desarrollo del objetivo de esta tesis,
ademds en este capitulo se desarrollo y se presento el concepto del tensor energia - momen-
to, muy importante para encontrar la energia de un sistema caracterizado por una densidad

lagrangiana.

Por ultimo en el capitulo [5|que fue el capitulo principal de esta tesis se desarrollo el procedi-
miento para encontrar la interaccion entre dos solitones neutrénicos térmicos. Para encontrar
dicha interaccién, primero se tuvo que encontrar una densidad lagrangiana que caracteriza
a la ecuacién aproximada de la ecuacién de difusion del reactor (3.31)) encontrado en el
capitulo[3] Se pudo demostrar que la densidad lagrangiana que caracteriza a dicha ecuacién
se puede representar a través de la densidad lagrangiana de la ecuacion de Sine - Gordon
masico. Para poder hallar dicha interaccién se supuso que dos Kinks forman un estado ligado,
los cuales equidistan del punto medio que une sus centros. Para encontrar dicha fuerza de
interaccion se utilizo el método de superposicién lineal de cada uno de los solitones, pero
antes de hallar dicha fuerza se tuvo que usar el tensor de energia - momento para encontrar

la energia del sistema, y encontrar la condicién matemética (5.20) que limita a la energia y
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evitar tener inconsistencias fisicas, una vez definida esta condicion se calculo la fuerza de
interaccion entre estos dos Kinks el cual esta dado por la ecuacion (5.30), si graficamos esta
ecuacion como se muestra en la figura [20| nos damos con la sorpresa que dicha fuerza solo
toma valores negativos, por lo tanto, la suposicién que estos dos Kinks formarian un estado
ligado seria incorrecta ya que existe una fuerza de repulsién que esta en el orden de 10~ que
intenta separarlos. Una vez encontrado la fuerza de interaccion se pasé a hallar la energia
de interaccién de estos dos Kinks, al calcular esta energia dado por la expresion (5.36) y
graficindolo como se muestra en la figura 21| se observa que la energfa de interaccién toma
valores positivos y estos es consistente con el resultado de la fuerza de interaccién que se
hallé, por que si fuera un sistema ligado la fuerza de interaccion seria positiva y la energia de
interaccion sera negativa como ocurre en el nicleo de un 4tomo, pero en este caso el sistema
no es ligado si no que intenta separarse. De acuerdo a nuestros resultados se puede ver que
la energia de interaccidn serd cero y, por lo tanto, la fuerza de interaccion serd también cero
solo cuando la distancia entre los Kinks sea cero o que la distancia que los separa sea mucho
mayor que 1, por lo tanto, podemos concluir que la interaccién entre dos solitones neutrénicos
térmicos de un reactor neutrénico térmico unidimensional infinito es del tipo repulsién. El
resultado final de este trabajo va acorde con un concepto de la mecédnica cudntica, el cual es
el concepto de la interaccién de intercambio, el cual puede explicar el porque nuestros dos
solitones neutrénicos térmicos, el cual es en si, dos flujos neutrénicos con propiedades de una
onda soliton presentan una interaccién de tipo repulsidn, ya que basandose en el concepto
de interaccién intercambio, los dos flujos neutrénicos actiian como si fuera un solo neutrén
cada uno de ellos, por lo tanto, al ser un sistema de particulas indistinguibles y al realizar
una simetria de intercambio, esto conlleva a que experimenten una fuerza de interaccién que
para el caso de los fermiones, como es el caso de los neutrones, es una interaccion de tipo

repulsion, igual que los resultados obtenidos en este trabajo.
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APENDICE

A.l. APENDICE 1
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Entonces reemplazando en J_:
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A.2. APENDICE 2
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b
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integrando

dn, /t ’
= -0, ¢(x,7)dt
e RO
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usando la condicién inicial N, (x,0) = N,
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Nyr=ae 0 + e

reemplacemos esta solucion en la ecuacion diferencial para encontrar los coeficientes

de a y B, entonces se obtiene la siguiente ecuacion
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factorizando y eliminando términos se obtiene la siguiente ecuacion:
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oPf
,3( af - 1] =Ny,

seay = o) ! / UC{ , entonces:
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reemplazando en la solucion de N, r planteada se obtiene la siguiente expresion
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recordando las expresiones de y y F, entonces se tiene que
Nyr(x,t) =ae?" + e,

usando la condicion inicial N,z(x,0) = 0y sabiendo que F(x,0) = 0, entonces se
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teniendo en cuenta la condicion que cumplen las constantes @ y 8, entonces la expresion
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A.3. APENDICE 3

Como la ecuacién de difusion para los neutrones termicos es
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reemplazando las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5) en la anterior ecuacion se obtiene los

siguientes resultados:
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A.4. APENDICE 4

Como:
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2
realizando la derivada —:
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A.5. APENDICE 5

Sea la ecuacion:
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" _ F”
——+E£0 [(n—1)e_F—pAe_“F—L(e_F—e_7F)—F]- F =
p}@f ’ y -1 D25, D25,

—DZZ’O [(n—l)e_F—uAe_”F——yy 1(e_F—e_yF)—l“] F' =F"+F”

A.6. APENDICE 6

Teniendo la constante de multiplicacién infinita:

f
o, N
K, = nog INf

oy Ny +oyN, +0'5prf +ZZ1,0,
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Reemplazando las ecuaciones (3.3)), (3.4) y (3.5)) se obtiene:

f

o) -Npg-eF
Koo(F)_ n . fo NfO
ol Neo-eF+oy-Nyp-e ~aF 4GPl —’1-(e‘F—e‘7F)+EZ10
-F
e
Ko(F) = — "f
g, Nf _F 0-; Nvo O-a NJ;(({ 1 _F —~F Z >
7 el —% ‘e (e —e V) 4 ————
A AR o) Nro Nfo y-1
Como:
o) o{ff
#:— , ’y:
ol ol
Zm
0 0
od Npo=%ly y A=Z=, I'==
/.0 Zao
entonces p
Keo(F) = s

e‘F+,uAe‘/‘F+L1(e‘F —e"F)+T
y—

A.7. APENDICE 7

Como:

entonces

f
Ny o _l( n _1)_221,0/2a,0
Ny K (0)

NV’OZl n -1 _i.y_{
p Ta

Ny K (0)

1 n DY
N,o=— —1|-Nfog— —+.
V,O ,U (Koo(O) ) f,o O_V
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A.8. APENDICE 8

El c6digo de lenguaje Python utilizado se muestra a continuacién:

import math
import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt

eta=2.08

mu=5.577

gam=1.27

D=0.868
NfO=5%10%x19
sef_f=6.88x10xx(-22)
Lamb=0.2331
Gam=1.1163%10x(-2)

g=np.arange(-1050,1050,1)
F=np.zeros(len(g))
H=np.zeros(len(g))
h=g[1]-g[0]

F[0]=0.0001

H[0]=0

n=1

while n <= len(g)-1:

m = [H[n — 1], D = sef_f = NfO = ((eta — 1) * (math.exp(—F[n — 1]) — 1) — Lamb * (math.exp(—musx
F[n-1]) - 1) — (gam/(gam — 1)) = ((1/gam) * (math.exp(—gam * F[n — 1]) — 1)—
(math.exp(-F[n—-1]) = 1)) —Gam « F[n—1]) — H[n — 1]]

M = np.array(m)

[F[n],H[n]] = [F[n—-1],H[n-1]]+h*M

n=n+1
for i in range(len(g)):

if g[i]==0:
print(F[i])
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F_infty=0.06306
b1=1.020%10sx(-4)

x=np.zeros(len(g))

for i in range(len(g)):
x[1]=(2*F_infty/math.pi)*math.atan(math.exp(b1smath.pixg[i]/F_infty))

plt.scatter(g,F,s=0.1,color="red’,label=*Sol. numerica")
plt.plot(g,x,color="blue’,label=*“Sol. aprox.")
plt.legend(loc = “lower right")

plt.show()

A.9. APENDICE 9

Reemplazando la funcién I1(F) en la siguiente expresion:

1 [h F 2 [Fe F
bn:—/ I1(F) sen nrr dF:—/ I1(F) sen 77N arF
Foo —Fy Foo Foo 0 Foo

desarrollando:

Foo
b :F%/o Dx! | {(n ~DEF -1 A 1) - 2 [%(e—ﬂ’ o R CE 1)]

y—1
nnF
—F-F}sen(—) dF
F,

(o)

f
2-D-X Foo Feo F
b, :—a,(){/ (n—1)(eF =1)sen (@) dF—A/ (e*F —1)sen (ﬂ)
0 F 0 F

Foo o] oo
o) un
1 [he F Fo F
-— (eF = 1)sen AL ) (eF = 1) sen T aF
y—1Jo Fo y—1Jo Fo
(111 (1v)

F,
= F
—F/ F~sen(£)dF.
0 Fo

V)
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Desarrollando cada una de las integrales:

(H=(m-1) /OFm(e_F —1)sen (n;:_F) dF

Foo Feo
/ e Fsen ﬂ dF—/ sen ﬂ dF|.
0 Fs 0 Fs

Para resolver la integral (/) y las demas, primero resolvemos la siguiente integral ya que

(H=m-1

estara presente en el desarrollo de las integrales (1), (I1), (111),(IV), (V). Sea la integral:
Foo
k = / e Fsen(vF)dF
0

integrando por partes:

o AF Foo Foo [ o-AF
k=———sen(vF)| - / (——) vcos(vF)dF
A 0 P

0

—AF Fe

k=—-——sen(vF)| +-— / e " cos(vF)dF
P 2 Jo

0
integrando por partes:

-AF Fy

e -AF
k = T sen(vF)

v| e
+ 2 |==— cos(vF
p) cos(vF)

Foo Foo | o=AF
Lt —/0 (——) (—vsen(vF)) dF

0 A

e AF Foo e AF Foo
k = T sen(vF) T cos(vF)

v [Fe
+ - —/ e Y sen(vF) dF]
0

0 A

14
o A

k

Fo Fo v
k]
A

-AF

e -AF
k= 7 sen(vF)

v| e
+ = |- F
) cos(vF)

0 A

0

V2 e v 0
k|1+—=|=|—sen(vF) + —e*f cos(vF)
2 A 2 v

/12

A2 v e e
T2 (ﬁ_ p

sen(vFy) — Le_”‘” cos(vFoo)) .

Si

entonces:

AF2 nw e e N AF. cos(nr)
= — * nm)l.
A2F2 +n2n? \A?Fy A A2Fy



Utilizando la solucién de la integral £ en la integral (/) se obtiene:

F% Fu F
(H)=m-1) m (% —e e sen(nr) — %C_F“’ Cos(nrr)) + — cos (%) )
F2 Fu -
() =(m- 1) T (M eFosen(nm) — e Fe cos(nm) | + 2 cos(n) — —2 |
+n?n? \ Fo Fe nn nm

Resolviendo la integral (II):

Feo
(II) = A./o (e™*F —1)sen (n;f—F)

(o)

F. F.
o F o F
(Il)=A [/ e_”Fsen(mT ) drF - / sen(nﬂ ) dF]
0 Foo 0 Foo

usando la solucion de la integral k, entonces:

W2 F2 ( ngr e Mo

YRR - sen(nr) — 3

(I) = A l
Ju WFs  p p2Fo

Foo Fe
M eHFs cos(mr)) + — cos(nr) — —] .
nn nm

Resolviendo la integral (/11):

1 Fes F
(II1) = —/ (eF = 1)sen T aF
y-1Jo

1 Fe F Fe F
(1) = —— [/ e " Fsen (ﬂ) dF—/ sen (ﬂ) dF],
’)/—1 0 Foo 0 Fo

usando la solucion de la integral k, entonces:

22 —yF.
F2 e~7Fe B Feoo Foo
(I11) = 14 ( nr sen(nm) — M e vFs cos(mr)) + — cos(nm) — —] .
nmn

y-1 [yzFozo +n212 \y?Fs Cy Y*Fo nm
Resolviendo la integral (/V):

Fuo
(1V) = % —1)sen (F—F)

Foo Foo
(IV) = . [/ e Fsen (mrF) dF - sen(mTF) dF} ,
y—11Jo 0

usando la solucion de la integral k, entonces:

Y

(V)= 25

F2 nrw —F,, nrw _F Foo Foo
— - - —e '™ + — -—1.
P2 4 i (F e "= sen(nm) Fooe cos(nrm) - cos(nm) -
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Resolviendo la integral (V):

integrando por partes

—F.-—cos|—
niw

Fy nnF Fo Foo Fo nnF
+ —cos|——| dF
0

0 nmw

(V)=T

oo

0

(o]

Fy nnF FOZO nnkF
(V)=T'|-F-—cos|— |+ sen [ —
nn n?n?

2 2
(V) =T [ I;‘X’z sen(nm) — — cos(mr)] .
nn nm

Sumando las integrales (1), (I1), (I11), (IV), (V), entonces b, sera igual a:

2-D-3! F?Z nmn nm F
bn :F—a’(){(ﬂ - 1) F'Z—oo22 (F— - e_F“’ sen(mr) - F—e_F“’ COS(I’Z?T)) + = COS(I’Z?T) - _oo] -
00 o T nem 00 00 nmw nmw
252 —uF,
FZ g Ml Fo Fo
[ 'l; oo sen(nm) — N o-us cos(nm) | + — cos(nn) — —] -
W2F2 4+ n2n? \u?Fo u U2Fy nm nm
1 2F? e Fe Fo w0
1 [ 213; —— ( Z; sen(nmr) — Z; e VFe cos(mr)) + —cos(nm) — — |+
Yo llyfo+nme \ Y e Y Vol oo nm nm
2
0% FZ nm _F nn _p Fo o
— —e "™ sen(nn) — —e "~ cos(nn) | + — cos(nn) — — | -
v-1 F30+n2n2(Fw (n) . ( )) nmn (n) nw
F2 2
r [ 55 sen(nm) — — cos(mr)] },
n’m nmn
factorizando F en todos los términos se tiene:
- Fo nwro _ nmwo_ cos(nmr) 1
b,=2-D- Z(j;o{(n -1) P (F_ — e fosen(nm) — e Fo COS(I’ZJT)) + p— E] -
2 —uF,
Fo g Ml cos 1
[ K o sen(nm) — MM e-ue cos(nm) | + (n7) _ —] -
W2F2 + n2n? \u?Fy u U2Fs nn nm
1 ’Feo e cos 1
4 o sen(nm) — MM o~vFe cos(nm) | + (nm) _ L +
y =1 [y2F2 + n2x2 \ y?Fo Y Y?Fy nn nn
Foo cos 1
Y A _ e sen(nm) — AR o~Fe cos(nm) | + (n7) -—| -
Y- 1| F2+n2n? \Fs Foo nmr 7%4
Foo Fo
r [ ) sen(nr) — — cos(mr)] }
n*m nm
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A.10. APENDICE 10

Reemplazando n = 1 en la expresion de b,, se obtiene el siguiente resultado:

by :2-0-2570{(;7—1)[ Fe (1+1e—Foo) _2] ~A

F2 + 12 )24 Vg

1

% d + d e Ve —g S % l+le_F°° —%
y=1|y2F2+x2 \\2FL  2Fs r| v+l 2\ B B m

factorizando términos se tiene:

—2.p.s Lin_ n Foy _ 2| AT ey 2|
by =2-D za’o{(n 1)[F30+7T2(1+e )= A[#ngo+ﬂ2(l+e )=
1 2 2 Fao

T (l+eFy 2|4 Y (1+eFoy— 2| —p. 22t
y =1 |y2F% +n2 m| y—=1[F2+n? n n

agrupando termino se obtiene

by :2-1)-26{’0{((77—1” Y )
y

! T (setry 2| i fe
y =1 [A2F2 + n? n )

A.11. APENDICE 11

Sea la ecuacidn:
144 ’ ﬂ-F

F'+F =bysen|—],
F

[o0)

realicemos la siguiente transformacién de auto - semejanza
F(g)=a4-F(x-g)=a-F(g"),

al realizar esta transformacion los términos F’ y F” serdn igual a:

* Hallando la expresion de F’:




F'=1-k-(F"

 Hallando la expresion de F”:

o 4 (dF
~dg \dg)’

reemplazando la expresion de F’, se obtiene:

d [dFF
F’ =1 -x - —
K dg(dg*)

d (dF*
F”:/l' .
) dg*( )

Reemplazando las expresiones de F’ y F” en la ecuacion diferencial

A-Kz.(F*)”m.K-(F*)’:blsen(Fi-mF*)

(o)

LS FY + 25 Py =sen [ 1. F*
by by a Fy '
Vamos asumir que
Fe
A=—
T

y para poder hacer uso de la transformacién de auto - semejanza se impondra que el factor

que multiplica a (F*)” sea igual a 1, entonces:

A2
K _

by
ooh
A
blﬂ'
K=]|—
Fo



A.12. APENDICE 12

Resolviendo la ecuacion diferencial:

F
F’' = by sen (n_) ,
F.

(o)

(o)

nlF
— | dF = by -
/CSC(FOO) 1°8,

. . . nF
realicemos el cambio de variable z = —, entonces:

oo

Fo
7‘/csc(z)dz =bi-g

/ csc(z) = ﬂF_i,] - g
/ csc(z) - (esc(z) + cot(z)) dr = b
= — - g

csc(z) + cot(z) Foo
/ csc?(z) +ese(z) ~cot(z) | _ mbi
csc(z) + cot(z) TR

d(csc(z) + cot(z))
ero =

1 —(csc?(z) + csc(z) - cot(z)), entonces:
b4

_/ d(csc(z) +cot(z))  mhy "

csc(z) +cot(z)  Feo

b
—Ln [csc(z) +cot(z)] = % - g,

o

desarrollemos las funciones csc y cot, por lo tanto:

1 cos(z)
sen(z) sen(z)

_7Tb1

Fo

1 +cos(z)
sen(z)

_ﬂ'bl
_FOO

b

usando las relaciones trigonométricas, entonces se tiene:

7 cos?(z/2) _ b
Zsen(z/2)cosz/2)|  Foo

—Ln
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7Tb1

—Ln|cot(z/2)| = =L .
nfeot(z/2)| = = -8
b
Ln|cot(z/2)| ' = = - ¢
Feo
b
Lnftan(z/2)| = 7= - ¢

ﬂbl‘
tan(z/2) = eF= ¢
Z ( (”F_bl.g)
= =arctan (e 7~ ¢,
2

reemplazando el valor de z, entonces:

nF by
— = arctan (e Fo '8 )
2F

ﬂb]

2-Fy by
F(g) = - arctan (e Foo g)
n

A.13. APENDICE 13

Sea la solucidn:

¢ = ﬁ - F’
by
como 5 F
. b
F(g) = 2 . arctan (eT-ol'g)
entonces 5. F { b
* Loo T by
F’ = ’ by F 1 e Fool g’
T l+eFs 8 *©
simplificando
, 2. el;“_fol'g
F' = — by.
l+eFs 8

Recordemos la expresion de la funcién coseno hiperbdlico:

1
e € F X
coshx = =
2 2
e2* 41
coshx = ,
2e*
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usando la expresion de cosh en la expresion de F’, por lo tanto se tiene que:

by
b ’
hlZ=22 .
cos (F g)

o0

F'=

reemplazando F” en la expresion de ¢ se obtiene:

X—-vt
como g = , entonces:
o
¢ =
by (x—vt
cosh —( )
f
D -
reemplazando el valor de v = — bO'a - ¢, entonces:
1
o
Bx.1) = -
h b N D - oy, ot
Ccos X s
Fs-D by

A.14. APENDICE 14

Sea la transformada de coordenadas de luz:

1
MZE(X-H)

1 9
VZE()C—I)

entonces su transformada inversa es

{x:u+v
t=u-v

Sea una funcién f = f(x,t),por lo tanto, diferenciando obtenemos

of of
0f = —dx + —=ds,
f ox M ot
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dividiendo la anterior ecuacién entre du y dv separadamente, se obtiene:

oy _ofox of o
ou OxOou Ot Ou
0f _dfdx of on
ov  oOxov Ot dv

usando las ecuaciones de la transformada inversa podemos obtener:

{ﬁuf =0 f+0,f
Ovf =0if =0 f"

de este sistema de ecuaciones se concluye que

Oy =0y + 0;
0y = 0x — 0;.

Recordando la ecuacion de Sine - Gordon:

Quv = sen(g),

reemplazando las ecuaciones de d, y d, (teniendo en cuenta que ¢, = d,(d,&)), se obtiene:

(0x — ;) (Ox + 0rp) = sen(¢)
Ox(0xp) + 067 p) — 0:LOxp) — 0:(0rp) = sen(y)
@xx — @1t = sen(¢p)

A.15. APENDICE 15

Sea la densidad lagrangiana:

m2

1
L = E(a/l(p)(a'uw) + ﬁ COS(kZQD)’ M= (), 1

si reemplazamos £ en la ecuacion de Euler - Lagrange

g2 )-
e \o(de)]

Hallando los siguientes terminos:
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¢ Calculando %:
d¢

d (m?
= = a(ﬁcos(kzgo))

2
% = —:—/Zsen(kzsa)

= = —m®sen(k’p).

oL
e Calculand :
alculan Oa(avcp)
oL 19 .
3 Oe) - 2300 ue0e)
oL 1 [0(0u0) a(aw)]
= = Ot + 0o — )
FIEND 2[6(@@ HRCGAFTEN
0L _ 1 V(au U 6(6/190)
39 2[5“(‘9 ZaRaFTEmIL

donde 6;: es el tensor mixto de Kronecker

a‘E 1 v v
900 510 ¢+ (0"¢)o,]
S

3oe ~ 2709

0L _ ..

3(dyp) v

Reemplazando estos términos en la ecuacion de Euler - Lagrange se obtiene
2 2 v _
—m~sen(k”¢) — 0,(0"¢) =0,

como v = 0, 1, entonces:

—m” sen(k*p) — dp(8°¢) — 01(8"p) =0,
usando la metrica de Minkowski (g = (1,—1, -1, —1)), se obtiene

—m? sen(k*g) — 8o(ogp) + 01 (d1¢) =0,
recordando que dy = d; y 91 = 0, entonces:

—m? sen(k>¢) — 8,(8,¢) + 8¢ (3r) =0
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Qi — Pxx T m2 Sen(kzgo) =0

A.16. APENDICE 16

Sea

X — Vvt
p(g)=¢ ( 5 ) ,
entonces
X — vt
D b

hallando la derivada de ¢ con respecto a x al hacer este cambio de variable, entonces:

g:

dp dp 0dg
dx dg ox
dp dp 1
ox dg D’

si derivamos con respecto a x la anterior ecuacion, se obtiene:

0 (dp\ 1 0 [(dy
a—x(a—x)—ﬁ'a—x @)
L d [0y
Soxx—B'@ 8_x)
1 d (de 1
SOxx—B'@ @5)
1 d [de
(Pxx:ﬁ'@(@)
1,
(:Dxx:ﬁ‘p-

De la misma forma encontremos la derivada de ¢ con respecto a ¢ al hacer este cambio de

variable, entonces:

ot dg ot
8 d -V
79 9: - @90 .
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si derivamos con respecto a ¢ la anterior ecuacion, se obtiene:

)+ 412

ar \ o D 81 \dg
L
=" dg \ ot
v d(de v
b= D dg\dg D
B vZ d (dy
‘plt - D2 dg dg
vz "
SOtt:ﬁ‘P
A.17. APENDICE 17
Resolvemos la siguiente ecuacion:
D2 2
¢ = = sen(k>p)

(1-v?)
para resolver esta ecuacién multiplicamos a ambos términos por el termino ¢’, entonces

D?m? 2
s — X ’-senk ,
S (k%)

desarrollando

(1-v»)d (dsO) dg () 32

D?m? dg\dg) dg ~ d¢

integrando la anterior ecuacion:

(1-v?) d d
[ () afs) [ o

(1-v?) 1(dg\* 1
DZ—mZE @ :—ECOS(kzlp)-FC,

donde c¢ es una constante de integracion, para que existe una solucion solitén, entonces se

impondr4 la siguiente condicién

Si: g — —o0, entonces ¢ -0 y ¢ — 0,

al imponer esta condicién, se obtiene que
1
0= = cos(0) + ¢,
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entonces: 1

ﬁ .
Volviendo al problema original y reemplazando el valor de la constante c, se obtiene:

CcC =

1-v2) (de)\* 1
;Dw(ﬁ) =ﬁ(1—COS(k290)),

2
usando la propiedad trigonométrica: cos(k>¢) = 1 — 2 sen? (kT‘p), entonces:

D2m? \dg) ~ &2 \ 2
Vi-v2 (de\ 2 (K
— | =x—sen|—
Dm g k 2
de 2Dmk

integrando la anterior ecuacién

/ de 2Dm
5 =+ dg
(k 90) kV1 —v?
sen 7

kzgo) 2Dm
csc|——)dy = +——=(g — go),
/ ( 2 kV1 =2
k

2
donde g( es una constante de integracion, si hacemos el siguiente cambio de variable z = T"O

o

entonces:

2 / 2Dm
— = [ csc(z)dz = +———=(g — g0)»
k2 kVI1 —v?
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usando la integral / csc(z)dz = —Ln| csc(z) + cot(z)|, entonces:

2Dm

e [-Ln(csc(z) +cot(z))] = ik’\/l———v(g 80)
1 cos(z kDm
~Ln (sen(z) * senEz; - im(g = 80)
n (1 +cos(z) . kDm (¢ - 0)
sen(z) V1 =12
—Ln( Zeod () ), kDm0
Fen (03] V-7

Il
-+

—Ln (cot (g)) kl—D_n; (& — 80)s

usando la propiedad de la funcién Ln, se obtiene:

Ln (tan (%)) =+ kI—D_n; (g — 8o)

reemplazando el valor de z, entonces:

Ln (tan( ) kDm (g 20)

(_QD)_ +\}CID—':1(g 80)
vl

kDm
= k—arctan( ViaT & gO))

= 0, obtenemos:

como g = 7

4 + kDm (x—vt
o(x,t) = ﬁarctan (e -2 P )

. ., .. bir(1-v?)
considerando solo la solucién positiva, y reemplazando los valores de m? = —SpF—
k? = %’T se obtiene:

\/_ﬂ‘ ,bl WE 5 j(x vt)

o(x,1) = % arctan | e V"4 pVire

Fo

2F b xX—vt
o(x,1) = —= arctan (e 7 (D )
Vs
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A.18. APENDICE 18

Sea la densidad lagrangiana:
1 m? 5
L= 5(0.9)(0"9) + 5 [cos(kp) — 1], u=0,1 (37
desarrollando esta expresion
2

L= 3@0)(@°0) +5(0:9)(0"9) + 7 [cos(k2g) - 1,

recordando la expresion del termino 7%:

TOO 0L

_ 0 _
= a0 P L

encontremos el termino L, entonces:
9(0op)

0L 1

== 0
5 00p)  20(00g) | 0]

bajando el superindice y recordando que estamos usando la métrica de M* (1, -1, -1, 1),

se obtiene:
0L 1 0
S = 250 (009 (Ge)]
0L 1 0 )
3(009) ~ 20(00p) | PP
0L _5
9(0e) ¥

reemplazando este valor en la expresién de T, se obtiene:

2
1% = (0g) (8°9) — 3 () (8°9) = 3 (B:9)(8") - " [cos(K3g) 1]

bajando los superindices, tenemos:

2
T = (0g) (906) ~ 5(006) (00) + 5(0e) (Dr) — 75 [cos(K2g) 1]

m2

1 1
T% = 3(09)” + 5(8)” =~ [cos(k?¢) ~ 1]
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A.19. APENDICE 19

Desarrollando la siguiente expresion:

2 2
Elgi+¢2] = / {%[ax(‘;ol +@2)]” + zkﬂz sen’ (M)} dx

2

2 2
Elgi+ 2] = / {% [(8e01)” +2(8:01) (Bx2) + (Br02)°] + zkiz sen’ (—k (1 + S02))} dx,

utilizando la siguiente relacion trigonométrica

) (kz(sol +<pz)) ~ ) (k2(901 +902))
Ssen # = 1 — COS #

y reemplazando en la expresion de la integral obtenemos

2m? k2
Etprnl = [ {% [(Bu01)? + 201 (Bu92) + (Brg2)?] + T3 [1 ~ cos? (—(9"12 +2)

utilizando la identidad algebraica de la diferencia de cuadrados, obtenemos:

1 , 1 5 2m?
Elp1 +¢2] = 5(5x901) + E(wa) + (0rp1) (Orp2) + el

. [1 o (k2(9012+ wz))]}dx

. o 2m? 2 (Ko .
S1 sumamos y restamos el termino e sen e € 1gua1mente sumamos y restamos

. 2 k2
termino 2]% sen? (%) obtenemos:

2

e

1 + cos (k2(901 + 902))}

el

1 2m? kK2p1\ 2m? k*pr\ 1 2m?
El¢1 + ¢2] =/{§(6x901)2+ e Senz( 5 1)— e senz( 5 )+§(6xsoz)2+7sen2(
Elpi] E[¢2]
2m*> 5 (K¢ 2m’ K2 (¢1 + ¢2)
— T sen (T) + (Orp1) (Or ) + ER 1 +cos 5
. ll ~ cos (kz(‘ﬁl +902))”dx
2 b
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) 2
pero E[¢1] :/ l%(8x901)2+2kﬁzsen (k2 )] dryE[¢>] = /[%(5x¢2)2+2k£2sen (@)] dx;

y como estas considerando que E[¢1] = E[¢2] = Ek, entonces:

2m? k> 2m? k>
Elp1 + 2] =2Ek+/{—?56n2( 901)‘ 2 Sen 2(%)+(0X¢1)(8x¢z)+

1 +cos (—kz(('o1 +¢2) )] 1 - cos (—k2(9012+ (’02))] } dx,

2m?
+ 7

recordando la condicién que debe cumplirse para que la energia del Kink sea finita

2m k?
Ovpg — TSGH( SDK) =0

5 2m k2pg
kg = —— sen
YK A >

entonces:

2m? k2 2 k2 4m? k2 2
E[¢1+¢2]=2Ek+/{—k—n;sen2( 2"01) ]’; sen? (%)J,%Sen( Zsol)sen( 2902)+

g 1+cos(k2((’01 +902))] [1 _Cos(kz(sm +<P2))]}dx

2 2
2 k2
Ele1 + ¢2] 2Ek+—/{ ( (’01)+sen (kzgoz) +2se (kzsal)sen( 2"02)+

k(g1 + 902)) [1 ~ cos (k2(9012+ QDZ))]} .,

2
para seguir simplificando esta integral, vamos a desarrollar aparte los siguientes términos:

+ 1+cos(

 Desarrollo de 2 sen (k 290‘ ) sen (kzz"” )

Para desarrollar este termino, utilicemos la siguiente identidad trigonométrica

—2sen(A) sen(B) = cos(A + B) —cos(A — B)

. K2 k2
si tomamos como A = =51 y B = =52, entonces:

k¢ k*ps k(@1 + ¢2) k(o1 — ¢2)
—ZSen( > )Sen( > ) = COS (#) — COS (#)

) (k2901) (kzsﬁz) 3 (kz(‘ﬁl - 902)) (kz(sﬁl +902))
sen | —— | sen | —= = cos | ————— = cos | ————

2 2
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k2 k2
e Desarrollo de sen? (%) + sen? (—2‘”);

Recordando las siguientes identidades trigonométricas
1 — 2sen? (g) =cos(A)
1 - 2sen’ (g) = cos(B)
si sumamos estas dos ecuaciones obtenemos:
2 — 2sen? (%) — 2sen? (g) = cos(A) + cos(B)

pero

cos(A) + cos(B) = 2cos (A ; B) cos (A ; B)

entonces

2 2 2 2
— |sen? é + sen? E = COS A+B cos A—B -1
2 2/ 2 2

si tomamos como A = k2@ y B = k*¢,, entonces:

- [sen2 (@) + sen” (@)] = Cos (—kZ(ng; (’02)) cos (—kz(golz— g02)) -1

7 — Zsen® (é) — Zsen® (E) :ZCOS(A+B)COS(A_B)

reemplazando estas igualdades en la expresion de la integral de la energia, entonces:

E[¢1 + ¢2] :2Ek+%/{COS(M)COS(M) _1+Cos(k2(s012— 902))_

2
2 2 5
Ccos [Flert @) L (it o) | L (Kot o) ar,
2 2 Y
factorizando el termino cos (M), se obtiene:
2 2 k2 k2 _ k2 B
E[‘Pl +()02] :2Ek +£/ cOS M cos (SOI—SOZ) — 1! + |cos (‘101 802) 1]+
k2 2 D) 5
k2 k2
+ |1 +cos (M)] [1 — COS (M)” dx
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: : K(e1—¢2) ) _ SN
factorizando el termino |cos ( —5— 1|, se obtiene:

+ {1+ cos (—k2(¢12+ "02))] [1 — Ccos (—k2(<,012+ ¢2) )]} dx

+

2
factorizando el termino [1 + cos (M)] , se obtiene:

1+ cos (M)] [ (M) et o (kzo,ol; 902))] "

1 +cos (M)] [cos (—k2(¢12— S02)) — cos (k2(9012+ Q02))] dx

k2 K2
2 sen(%) sen(%)

|t cos (k2(9012+ wz))] &

2m?
Elo1 +¢2] =2E; + ?/

2m?
E[p1+po] = 2Ek+7/

entonces se obtiene:

4 2 k2 kZ
E[901+902]:2E1<+%/sen( f‘)sen( 2s02)

A.20. APENDICE 20

Desarrollemos la siguiente expresion:

[ 1 4m? sen k21 sen k2 |+ cos k% (g1 + ¢2)
Ei . = kK= (p1 +¢2)
nt. L1, P2 k2 5 > >
recordando que

a 2F ”_hl(i+i)

Y1 = ¢k (x+ —) = == arctan (eFoo DT2D )

2 V4

multiplicando por k2 en ambos términos de la ecuacién obtenemos:
7rh1 27_[

2F, a
k*p, = k? - == arctan (e Foo (D+ﬁ)) , pero k*=—
T
27 2 x,a
kzgol 1 Zarotan( F_l ptp )
k2 4arctan( F_I(% %))
si denominamos como

by (x a
6, = arctan (eFm (D+2D))’
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entonces
k @1 = 40 1.

Ademas recordemos que

a 2F n_lal(i_i)
¥2 = YK (X— —) = —— arctan (eFoo D~ 2D )
2 Vi3

multiplicando por k2 en ambos términos de la ecuacién obtenemos:
2F ™y (x_ a
k*py = k? - == arctan (e o (B ZD)) , pero k* =
Vs

2n 2B

k2py = = —arctan (eFoo b ZD)

%
by (___
k2 ¢y = 4arctan (eFoo D”2D ),
si denominamos como
"_bl(i_i)
6, = arctan (e Foo \D 2D ),

entonces
kzgoz = 492.

Una vez encontrados las expresiones equivalentes de k%¢; y k2¢,, reemplazamos estas

expresiones en la integral de ein. [¢1, ¢2], donde se obtiene la siguiente expresion:

2

4m
gint [¢1, p2] = =7 sen (201) sen (267) [1 + cos (20, +260)]

desarrollando y utilizando las identidades trigonométricas, obtenemos

2

m [2sen(6;) cos(61)][2sen(67) cos(62)][1+cos(201) cos(26,)—sen(26) sen(26;)]

it [¢1, ¢2] = e

2
rzn sen(6;) cos(61) sen(2) cos(02)[1 + (cos?(6;) — sen®(61))(cos*(62) — sen’(6,))—

&int. [¢1, 2] =
— (2sen(61) cos(61))(2sen(6,) cos(63))]

2
k2
— sen’(6)) cos>(6,) + sen’(6)) sen’(6,) — 4 sen(6;) cos(6;) sen(6s) cos(62)]

Einc [@1, 2] = sen(6;) cos(61) sen(#2) cos(82)[1 + cos?(61) cos?(#2) — cos?(8;) sen>(62)—
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16m? 2 2
2 sen(6;) cos(81) sen(6;) cos(82){1 + [cos“(01) cos“(02)—

gt [@1, 2] =
— 2sen(8) cos(6;) sen(82) cos(62) + sen’(9;) sen>(62)] — [cos?(8;) sen>(02)+
+2sen(6;) cos(6) sen(6,) cos(62) + sen’(6;) cos?(62)]}

2

k’? sen(6;) cos(61) sen(6,) cos(62){1 + [cos(8;) cos(62) — sen(6) sen(h2)]>—

— [cos(6y) sen(6,) + sen(6;) cos(62)]%}.

Eint.[@1, 2] =

Como:
”—b‘(i+i) ”_bl(i_i)
6, = arctan (e Feo \D 72D ) 6, = arctan (e Foo \D 2D )
si definimos como b b
X = akid sl y A = T 1Cl’
D D

entonces
A
0, = arctan (e(X+7))

en consecuencia

0, = arctan (e(X_%\))

eX+§ xX-4
sen(6y) = sen(6;) =
1 1
cos(fy) = — cos(6y) = —
p q
donde p? = e " + 1y g? =X 4 + 1.

Reemplazando estas razones trigonométricas en la expresién de la integral &in [¢1, ¢2],

obtenemos:
16m? [eX*5\ (1) [eX2) (1 11 et X2\ (1 et et )
&ine[@1, 2] = —5— — = {t+]=--— -|= + -
k p p q q P q p q P q P q

16m? [ e*X 1—e2X\?  [eX-% 4eX*2 ?
L e
" K \p?-q? P-q pP-q
16m2 e2X p2 . q2 +1-= 262X + e4X _ e2X—A _ 262X _ e2X+A
ine.[¢1, p2] = ( )
m K2 \p2. g2 242
reemplazando el valor de p? y g2, entonces:
16m2 eZX (62X+A + 1)(62X—A + 1) +1-= 262X + e4X _ eZX—A _ 262X _ e2X+A
e le, 92l = —5— |5 2.2
k= \p*-q p°-q
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etX f XA L Q2XA L | 4 ] 02X g otX _ @2XA_ 92X 2K

[ | 16m? ( e2X )
&j t. 901a902 =
in kz p2 . 6]2 pz . 612
[ ! 16m?> ( e2X ) [2e4X —4e*X 42
Eint. | L1, P2] =
m k2 pz . qz pz . qz
factorizando 2e2X
[ ! 32m? ( e*X ) [ezx — 242X
Eint. L1, P21 =
n k2 \p?-q2 P2 g2
[ ] 32m2 ( e4X ) [(CX _e—X)Z]
Eint. [P1, P21 = s
mn k2 pz . qz pz . qz

multiplicando y dividiendo por 4, entonces:

_128m? [ e (eX —eX)2 1
et [@1, 2] = k2 p2 . qz 4 pZ . qz >

recordando la definicion de la funcién seno hiperbdlico:

X —X

e' —e
h(x) = ,
senh(x) >
por lo tanto
X A—x\2
senh?(x) = %,

teniendo esto en cuenta la integral de iy [¢1, ¢2], sera igual a:

128m? [ e*X eX 5
Eine.[@1, 2] = ( ) ( )Senh (X).
in 2 \p2-2\ 2 g

2.2

. D
Desarrollemos la expresion —-—
e

p2 . q2 _ (62X+A + 1)(62X—A + 1)

e2X e2X
Pog? X g XA L 2X-A
e2X e2X
2.2
P q _
E L - petretee™
e2X
p*-q X+4 X4 | X+4 X+4 | X-4 _x-4 | _x+4 _-x-4
— = 2 .e 2 4+ ¢ 2 ..e 2 4+¢ 2 .e 2 +¢ 2 .e 2
e2X
factorizando
PP q _ xad [ x-A | xed x-4 (. x-4 X+4
S~ =¢ 2(e 2 t+e 2)+e 2 (e?72 +e 2)
e
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factorizando s

: A _y A LA _xaA
p q:(eX+7+eX2)(eX2+eX+2),
02X

multiplicando y dividiendo por 4, entonces:

A A A A
g A (eX+7 + e—X—j) (eX—7 + e—X+5)
g 1 _ ,

e2X 2

recordando la definicién de la funcién coseno hiperbdlico:

e +e*
h(x) = ,
cosh(x) >
entonces 5
. A A
pequ =4 cosh (X + 5) cosh (X - E) .
R
Reemplazando la expresion de S5 en la expresion de la integral de &in[¢1, ¢2], se
e
obtiene:
128m? 1 1

gine.[¢1, p2] = senh?(X)

7 {teo (x4 con (x - 4) )| dcomn (x4 ) comn - 4]

8m? senh”(X)
k? cosh? (X + %) cosh? (X - %)

Eine. [¢1, 2] =

A.21. APENDICE 21

Sea la integral:

dX,

8m? F.D senh?(X
Ein[e1, 2] = / (X)
cosh? (

k> mb X+%) cosh? (X—%)

para desarrollar esta integral, tenemos que hacer uso de las siguientes propiedades de las

funciones hiperbdlicas:
cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y)

cosh(x — y) = cosh(x) cosh(y) — senh(x) senh(y)
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si sumamos estas dos ecuaciones obtenemos
cosh(x + y) + cosh(x — y) = 2 cosh(x) cosh(y)
elevando al cuadrado ambos términos, se obtiene

[cosh(x + y) + cosh(x — y)]? = cosh?(x) cosh?(y),

SN

ademas se utilizara la siguiente propiedad:
cosh?(x) — senh®(x) = 1.

Utilizando estas propiedades vamos a desarrollar de manera aparte el numerador y denomi-

nador de la integral Eiy [¢1, ¢2]:

« Desarrollando senh?(X):

De las propiedades de las funciones hiperbdlicas, se puede deducir que
cosh(2X) = cosh?(X) + senh?(X),
pero por propiedad cosh?(X) = 1 + senh?(X), entonces:
cosh(2X) = 1 + 2 senh?(X)

senh?(X) = %(cosh(ZX) - 1),

pero por propiedad, nosotros podemos expresar como

A A
1 = cosh? (5) — senh? (E)

entonces | | |
senh?(X) = > [cosh(2X) — cosh? (E) + senh? (5)] ,

|
]

pero por propiedad, se tiene que

ST

A
cosh(A) = cosh? (E) + senh? (

entonces

NN

A
senh? (5) = cosh(A) — cosh? (
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Reemplazando esta ecuacion en la expresion de senh?(X), se obtiene:
1 A A
senh?(X) = > [cosh(ZX) — cosh? (5) + cosh(A) — cosh? (E)]
2 1 2 (A
senh”(X) = > cosh(2X) + cosh(A) — 2 cosh 1

A A
e Desarrollando cosh? (X + E) cosh? (X - 5)

Usaremos la siguiente identidad

1
cosh?(x) cosh?(y) = 1 [cosh(x + y) + cosh(x — y)]?,
si hacemos que
A
x=X+—= 'y y=X- b}

entonces

A A
cosh? (X + E) cosh? (X - 5) = —[cosh(2X) + cosh(A)]>.

1
4

Reemplazando las expresiones equivalentes del numerador y denominador en la integral de

Eine.[¢1, 2], obtenemos:

dX

8m>  FoD %[Cosh(ZX)+cosh(A)—2cosh2 (%‘)]
Eincle1, 2] = /

K2 7b I[cosh(2X) + cosh(A)]?

dX,

16m2 F.D [cosh(2X) + cosh(A)] — 2 cosh? (%)
Eint[e1, ¢2] = : /

k2 nby [cosh(2X) + cosh(A)]?

separando esta integral en dos fracciones, obtenemos:

| _ 16m* FuD [cosh(@X)+cosh(A)] ) (é dx
Ein L1, 2] = k2  7b, {/ [cosh(2X) + cosh(A)]? 4X = 2 cosh 2) / [cosh(2X) + cosh(A)]?
_ 16m* FuD dx 2 (A dX
Ein[¢1.¢2] = k2 nb, { [cosh(2X) + cosh(A)] - 2cosh (E)/ [cosh(2X) "‘COSh(A)]Z}.
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A.22. APENDICE 22

Sea la integral:

. / dx
'™ ) cosh(2X) + cosh(A)

por propiedad de las funciones hiperbdlicas se cumple que
cosh(2X) =2 cosh?(X) — 1,

entonces

; / dx
1 =
2 cosh?(X) — 1 + cosh(A)

dx
= / 2 {coshz(X) + %[cosh(A) - 1]}’

por definicién de la funcién coseno hiperbdlico, se cumple:
cosh(A) > 1

cosh(A) -1 >0,

[cosh(A) — 1] > 0,

N | —

por lo tanto, podemos definir que

2

p- = =[cosh(A) —1] > 0;

| =

por ello, la integral /| se reescribird como

. 1/ dx
72 cosh?(X) + p?’

pero
1
h(X) =
cosh(X) sech(X)
entonces
I = 1 / dX
sech”(X)

o 1 / sech?(X) dX
T2 1 + p2sech?(X)’
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usando las siguientes propiedades:

d[tanh(x)]

h*(x) = 1 — tanh?
sech”(x) anh”(x) =

= sech?(x),

entonces la integral /1 sera igual a

1 d[tanh(X)]
=3 / 1+ p2[1 —tanh?(X)]
1 d[tanh(X)]

I ==

(1+ p?) — p? tanh?(X)

haciendo el siguiente cambio de variable

Y = tanh(X),

1_1/ dy
) (1+ p?) = p2y?’

si realicemos nuevamente el siguiente cambio de variable

entonces:

2
*p tanh(Z)
derivando:

2
*p sech?(Z)dZ

P’ [1 - tanh?(Z)] dZ

pero de acuerdo al cambio de variable que hizo se tiene que

2

Y
tanh?(Z) = p—,
1+ p?
entonces:
1+

= 4 / p 4z

1 +p

1+ P

dy [(1+p?) - p?Y?]dZ.

p? '1+p
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Si reemplazamos la expresion de dY en la integral /1, obtenemos:

/\/7 Wdz

[(L+pH=pY?]

1 [1+p% 1
I = = |—— - dz,
T2\ 2 1+p2/

1 [1+p* 1
b=\ 13,2
P +p

b

del segundo cambio de variable, nosotros podemos despejar el valor de Z, entonces:

Y
Z = arctanh 4 ,
V1+p?

reemplazando el valor de Z en la integral /1, se obtiene:

7 1 [1+p? tanh pY
= —\|—" - arctan
T2\ 142 1+ p2
pero recordemos que
= tanh(X),
entonces:
1 ! arctanh p tanh(X)
1 = ————a0 0 _—
2p1 + p? V1 + p?

A.23. APENDICE 23

Sea la integral:

dx
l2= / [cosh(2X) + cosh(A)]2

por propiedad de las funciones hiperbdlicas se cumple que
cosh(2X) =2 cosh?(X) — 1,

entonces

L / dx
2T [2 cosh?(X) — 1 + cosh(A)]?
dXx
I = ,
’ / 4 {cosh?*(X) + §[cosh(A) - 1]}2
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por definicion de la funcién coseno hiperbdlico, se cumple:
cosh(A) > 1
cosh(A) -1 >0,
%[cosh(A) - 1] >0,
por lo tanto, podemos definir que

2

p- = =[cosh(A) — 1] > 0;

| =

por ello, la integral I, se reescribird como

I 1 dX
[cosh“(X) + p~]

pero
1

sech(X)

I 1/ dX

2=

4 l 1 ¥ 2]2
sechz(X) P

1 / sech*(X) dX
4J [1+ p2sech?(X)]?’

cosh(X) =

entonces

L=
usando las siguientes propiedades:

d[tanh(x)]

h?(x) = 1 — tanh?
sech”(x) anh”(x) ™

= sech?(x),

entonces la integral I, sera igual a

/ 1/ sech?(X) - sech?(X) dX
= -

40 {14 p2[1 - anh?(X)]}°
I :l/ [1 - tanh?(X)] d[tanh(X)]
s {(1+p?) - ptanh?(X)}

haciendo el siguiente cambio de variable

Y = tanh(X),
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entonces:

1 (1-Y?>dy
’2‘1/ [(1+p2) — p2V 72

si realicemos nuevamente el siguiente cambio de variable

2
P tanh(Z)

derivando:

2
P sech?(2)dZ

2
P71~ tanh?(2)] dZ

pero de acuerdo al cambio de variable que hizo se tiene que

2
Y
tanh?(Z) = P ,
1+ p?
entonces:
1+
p az
1 + p
1+ p

dy = S[(1+p?) - p?Y?1dz.

p? 1+p

Si reemplazamos la expresion de Y y dY en la integral /5, obtenemos:

2 2
1/[1—(%)tanh2(2)]1/%-1:7[1 2y —52y7] 47

I =
' 4 [(1+p?) - p2r2)2

[1 - (“” )tanhz(Z)] Tde

=1 /
4 [(1 +p?) —pZ(H—p) tanhz(Z)]
[ —(l+p2)tanh2(Z)]dZ
4pm [(1 +p2) — (1+ p?) tanh*(Z)]

— (1 +p?) tanh*(Z)] dZ

4p34/1 + p? / (1 +p2) 1- tanhz(Z)]

L=

L=
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b

I 1 / [p? - p?tanh*(Z) - tanh*(Z)] dZ
2T 4p3(1+ p2)3n [1 - tanh?(Z)]

separando la integral /5 en dos términos:

I

_ 1 { / [p? - p*tanh*(Z)]dZ / tanh?(Z) dZ }
 4p3(1 + p2)32 [1 - tanh?(Z)] [1 - tanh?(Z)]

e [Py [ wo)
2T ap3(1+ p2)32 [ —tant*(Z)] [1 - tanh*(2)] )

por propiedad de las funciones hiperbélicas se tiene que 1 — tanh?(Z) = sech?(Z), entonces:

1 5 tanh?(Z) dZ
L= 20\3/2 p=dZ - 2 ;
4p3(1 + p2)3/ sech*(Z)

pero
h*(z 1
tanh?(Z) = w y sech’(Z) = —
cosh”(Z) cosh”(Z)
entonces
senh?(Z)
L= ! 7 - dz
2= a1+ pry2 |P I
1 2 / 2 }
h=—F————+ Z — senh”(Z) dZ
P AP ) {” )
por propiedad de las funciones hiperbdlicas se tiene que
) 1
senh”(Z) = 5[cosh(2Z) - 1],
por lo tanto:
e }
Ih=————=1{pZ-= cosh(2Z) - 1]dZ
= {p > [ leosh(22) - 1]

| 1 1
h=— 22——/ h(2Z dZ+—/dZ}
27 4p3(1+ p2)in {p 5 | cosh(22)dZ+7

1 [2 senh(2Z) Z]
Ih=————s -+,
4p3(1+ p?)3/2 4 2

1 1 senh(2Z)
he— |y z Mo ]
P api(1+ p2n [(p 2) 4 ]

del segundo cambio de variable, nosotros podemos despejar el valor de Z, entonces:

Z = arctanh (

pY
Vi+p2)
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reemplazando el valor de Z en la integral /5, se obtiene:

1 Y 1
( P+ —) arctanh ( P ) — —senh [2arctanh (

2 ‘/1+p2 4

1
Lh=—o
4p3(1+ p)P

9

pY
V1 +p?

pero recordemos que

Y = tanh(X),
entonces:
1 , 1 p tanh(X) 1 p tanh(X)
Lh=——-—— + — | arctanh | ———| — - senh |2arctanh | ———
T ap (e p)in {(” 2) ( Jie? ) @ Jitp?

A.24. APENDICE 24

Simplifiquemos y ordenemos la siguiente expresion:

B | 16m?> FuD { 1 canh ptanh(X)| 2cosh’(A/2)
int. [P1, P2 = : - arcta -
nt k2 by 2p‘/1 +p2 /1 +p2 4p3(1 +p2)3/2
/2
1 p tanh(X) 1 p tanh(X) A
2
\\pt —) arctanh | ————=| — — senh |2arctanh | ——=
<( 2 ( Viep2 | 4 V1+p2 A2

recordando que hemos definido que

2

p” = 5lcosh(4) - 1],

| =

por propiedad se tiene que cosh(A) = 2 cosh?(A/2) — 1, entonces:

p?==[2cosh’(A/2) -1-1]

| =

p’= %[2 cosh’(A/2) - 2]

p? =cosh?(A/2) - 1

entonces
cosh?(A/2) = 1+ p?,
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reemplazando este valor en la expresion de Eiy [¢1, ¢2], tenemos:

16m* FoD tanh(X
Evilo1.00] = ’;1 { - arctanh [ 2RO | 2(1+p2)
k mb1 \2p/1 + p? V1 +p? Ap3(1+ p2)3#7
1 p tanh(X) p tanh(X) Al
2
Alp”+ —) arctanh [ ———=—| — — senh | 2arctanh | —————
<( 2 ( V1+p? 4 V1+p? -A)2
16m2 FouD p tanh(X) 1
Ein[e1, 92] = { - arctanh -
" K2 wb 2py/1+ p? V1 +p? 2p34/1+ p?
1 p tanh(X) p tanh(X) Al2
2
Alp°+ —) arctanh [ ———| — — senh | 2arctanh | —————
<( 2 ( V1+ p? 4 V1+p? —A/2
16m*> FoD 1 p tanh(X) 1
Eint [¢1, 2] = : : {arctanh — |- —
T T S el
1 p tanh(X) p tanh(X) Al2
2
Alp”+ —) arctanh | ———"| — - senh |2arctanh | ———
<( 2 ( V1+ p? 4 V1+p? —A/2
16m?> FuD 1 p tanh(X)
Eine[¢1, 2] = : : {arctanh Ca— A
k2 mbi 2py1+ p? 1+ p?
/2
1{, 1 p tanh(X) p tanh(X) }A
- — + — | arctanh senh | 2arctanh | —————
p? (p 2) ( V1+ p? 4p? V1+p? —AJ2
16m?> FuD 1 p tanh(X) 1 p tanh(X)
Eint[o1, 2] = . . {arctanh ——— | - |1+ —]arctanh | ——| +
t k2 wbi 2py1+ p? i+ p2 2p? Vi+p2
A2
1 tanh(X
+— senh |2arctanh IL() } ,
4p VI+p? J|)-ap
tanh(X
factorizando arctanh M , entonces:
1+ p?
16m?> FuD 1 1 p tanh(X)
Einclo1, 2] = . . {(1—1——) arctanh | —— | +
t k2 wbi 2p T+ p? 2p? i+ p2
A/2
1 tanh(X
+ — senh |2arctanh M }
4p VI+p? ) -an
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16m?> F.D 1 p tanh(X)

1
- arctanh
k*  mb 2p\/1+p2{ 2p? ( Vi+p2

Einc [¢1, 2] = +

1 tanh(X) | [/
+-— senh |2arctanh M } ,
4p V1+p? ) |)-an
factorizando el denominador 2p2, entonces:
16m? FuD 1 ptanh(X)\ 1 ptanh(X) [}/

Einc[¢1,¢2] = . . {—arctanh ——— |+=senh |2arctanh | ——=
" k2 by 4p3\1+ p? Vitp? ) 2 Vi+p2 ) an

A.25. APENDICE 25

Desarrollando la siguiente expresion:

Eul | 16m? FuD 1 { aop [PEORCON T (ptanh(X) }A/2
int. [@1, 92] = . . —arctanh | ——— |+= senh | 2arctanh | —— ,
" k2 mhy 4p3\1+ p? Viep2 | 2 V1i+p? ) -ap

antes de desarrollar la anterior expresion, recordemos algunas propiedades de las funciones

hiperbdlicas, las cuales son las siguientes:
senh(—x) = — senh(x) tanh(—x) = —tanh(x)
arctanh(—x) = —arctanh(x).
Desarrollemos la expresion de la energia de interaccion:
16m?> F.D 1 ptanh(A/2)) 1 ptanh(A/2)

Einc [¢1, ¢2] = : : {—arctanh ———— | + = senh | 2arctanh | —————

" k2 @b, 4p341 + p? V1+ p2 2 V1+p2

1

tanh(—-A/2
M — —senh [Zarctanh (

V1 + p?

usando las propiedades de las funciones hiperbdlicas, se obtiene:

ptanh(—A/2)

+ arctanh
( 2 V1 +p2

|

2
Ein[o1, 2] = 16? =2 ‘/1 {_arCtanh Pta/—n—h(A/Z) + L senh |2arctann [ Z200(A/2)
_ptanh(A/2)| 1 ptanh(A/2
+ arctanh L(/) — —senh | 2arctanh L(/) }
V1+p? 2 Ji+p2
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16m*> FoD 1 ptanh(A/2)| 1
Einc[@1, 2] = : . {—arctanh ——— " | + —senh | 2arctanh
" k2 nb 4p3+[1 + p? V1 + p2 2
ptanh(A/2) 1 ptanh(A/2) }
—arctanh | ——= | — = senh | —2arctanh | ————
( V1+p? 2 \1+p?
16m?> FuD 1 ptanh(A/2)| 1
Einc[@1, 2] = : . {—Zarctanh ——— " | + —senh | 2arctanh
" k? by 4p3+[1 + p? V1 + p2 2

ptanh(A/2)

el

16m2 FoD 1 {_ - ( ptanh(A/2)

E; 2] = : :
nt.[‘pl 902] k2 ﬂ-bl 4p3 /1 +p2 /1 +p2

4m?* F..D 1 tanh(A /2 tanh(A /2
Ein [¢1,02] = i . {—2arctanh (L(/)) + senh [Zarctanh (M

k2 mby 31+ p? 1+ p2

reemplacemos el valor de p, hemos definido que

1
+ 3 senh [Zarctanh (

) + senh [Zarctanh (

2

p” = 5lcosh(4) - 1],

| =

por propiedad se cumple que cosh(A) = 1 + 2 senh?(A/2), entonces:
2 _ 1 2
p°= 5[1 +2senh“(A/2) — 1]

p = |senh(A/2)|

pero como A > 0, entonces
p =senh(A/2),

por lo tanto, reemplazando el valor de p y teniendo en cuenta que /1 + p% = cosh(A),

entonces la expresion de la energia de interaccion sera igual a:

4m*>  FeD 1
k*  mbi  senh®(A/2)cosh(A/2)
senh(A/2) tanh(A/2)
cosh(A/2) )]}

senh(A/2) tanh(A/2)
cosh(A/2)

Einc o1, 2] = {—2arctanh (

+ senh [Zarctanh (
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h(A/2
pero tanh(A/2) = %, entonces:
4m* F.D 1

k2 7b .senh3(A/2) cosh(A/2)

Einc[@1, 2] = {—2arctanh[tanh2(A /2)]+
+ senh(2arctanh[tanh?(A/2)]) } .

Resolvemos por separado las siguientes expresiones:

» Desarrollando arctanh[tanh?(A/2)]:

Recordando la definiciéon de la funcién arctanh(x):

1 1
arctanh(x) = > Ln (1 +x) ,
—x

reemplazando x = tanh?(A/2), entonces:

1 (1 +tanh2(A/2))

arctanhltanh(4/2)] = 3 Ln | =05

senh?(A/2)
cosh?(A/2)
_ senh?(A/2)
cosh?(A/2)

1
arctanh[tanh’(A/2)] = 3 Ln

cosh?(A/2)+senh?(A/2)

1 cosh>(A72)
2 —_— —
arctanh[tanh“(A/2)] = 5 Ln 2 —semi s |
coskAAT2)

pero por propiedad
cosh?(A/2) —senh?(A/2) =1 y cosh(A) = cosh?(A/2) + senh?(A/2)

entonces: 1
arctanh[tanh?(A/2)] = 3 Ln[cosh(A)].

» Desarrollando senh(2arctanh[tanh?(A/2)]):
Se ha demostrado que

arctanh[tanh®(A/2)] = %Ln[cosh(A)],

131



entonces:

1
2
senh(2arctanh[tanhz(A/Z)]) = senh (Ln[cosh(A)])

senh(2arctanh[tanh?(A/2)]) = senh (2 . Ln[cosh(A)])

senh(2arctanh[tanh’(A/2)]) = senh [Ln (M) ]

2
eAie=A eAie—A
) eLn(—2 ) _ e—Ln( S )
senh(2arctanh[tanh“(A/2)]) = .
eAyeA
2 CLH(T) - eL“(eAf;fA)
senh(2arctanh[tanh“(A/2)]) = 5
P )
Aga—A
senh(2arctanh[tanh?(4/2)]) = 2 . eAte
h(A) — sech(A
senh(2arctanh[tanh?(A/2)]) = cosh( )2 sech( ).

Reemplazando estas expresiones en la expresion de la energia de interaccion, se obtiene:

4m? FoD 1
Einc [¢1, 2] = .

. 4 1 cosh(A) —sech(A)
k> nb; senh3(A/2) cosh(A/2) 2+ 7 Lnlcosh(A)] + } ’

7 2

evocando que los pardmetros m? y k2 lo hemos definido como

z_b%ﬂ.(l_vz) 2_271'
=— Yy k= —,
2D2F, Fy
pero para un anélisis cuasiestético (v < 1) el pardmetro m? sera igual a
2
2 _ bim .
2D%F,,’

por ello, si reemplazamos los pardmetros de m? y k2, obtendremos la expresién final de la

energia de interaccion:

}
4( big )
. T\t Fob 1 {_ cosh(A) — sech(A)}
Ein[¢1, ¢2] = },Zé ﬂ% senh’(A/2) cosh(A/2) Ln[cosh(A)] + 5 )

simplificando términos, obtenemos

b1 Fy 1
Dr senh®(A/2) cosh(A/2)

Einc [¢1, 2] =

{—Ln[cosh(A)] N cosh(A) — sech(A)} '

2
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A.26. APENDICE 26

Calculemos el siguiente caso limite:

biFe 1 h(A) — sech(A
11m Eine[@1, 2] = 11 ! - {—Ln[cosh(A)] N cosh(A) — sech( )} ,
—0 D senh3(A/2) cosh(A/2) 2

recordemos la serie de la funcion e*:
RN

o
x'
E ——1+x+—+—~--

i! 3!
i=0

apliquemos el siguiente limite a la funcién e*

x—0 x—0

2 3
i x_ i — — . e e
lime' = lim (1+x+2! +3!

lime* =1 +x,
x—0

en consecuencia, se tendrd que

lime™*=1-x.
x—0

La funcién seno hiperbdlico esta definido como

X _ X

senh(x) = ¢ 7

si tomamos el limite cuando x — 0, entonces:

f—e im0t —limy0e™  (I+x)—(1-x)
= 5 = 3 =

Ii h(x) = Ii
ligsenh () = Iy —

La funcién coseno hiperbdlico esta definido como

X+ —X
cosh(x) = ¢ 2e ,

si tomamos el limite cuando x — 0, entonces:

3 e +e™  limype” +1limy0e™  (1+x)+(1—x)
lim cosh(x) = lim = = =1.
x—0 x—0 2 2 2

Teniendo en cuenta los limites de senh(x) y cosh(x) cuando x — 0, se tendra que:

lim4 /o0 senh(A/2) = A/2 limy /2,0 cosh(A/2) = 1

limy_,0cosh(A) =1 limy0sech(A) =1
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por lo tanto, lima g Eint [¢1, ¢2] sera igual a:

b1Fs 1

or(4)

lim Ein [¢1, 2] = [-Ln(1) + (1 - 1)],

pero Ln(1) = 0, entonces:

lim E; , =0
A1—>n}) 1nt.[901 902]
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