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RESUMEN

En los ultimos afios, el disefio basado en desempefio ha ganado relevancia dentro de la
practica de la ingenieria estructural, pues permite cuantificar una serie de parametros utiles
en el disefio sismico; sin embargo, el desarrollo de macromodelos capaces de predecir el
comportamiento no lineal de forma estable y computacionalmente eficiente, indispensables
en la aplicacién del método, aln esta en desarrollo. El presente trabajo de investigacion se
basa en el método de la analogia de la fuerza (FAM) como un medio practico para el
desarrollo de tales macromodelos computacionalmente eficientes. La metodologia aplicada
considera que el termino fuerza externa de la ecuacién del movimiento, en los casos
lineales y no lineales, se puede expresar como el producto de la matriz de rigidez inicial
por el vector de desplazamiento elastico, definido de forma general como la diferencia entre
el vector de desplazamiento total e inelastico. Asi, es posible incorporar los
desplazamientos inelasticos dentro de las ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones del
movimiento que, junto a las relaciones constitutivas, permite tener un sistema de
ecuaciones de rapida solucién. Posteriormente, el método descrito fue implementado en
Python haciendo uso de médulos y programacion orientada a objetos. Los resultados
encontrados muestran que la analogia de la fuerza permite encontrar los desplazamientos
y giros inelasticos usando la matriz de rigidez elastica del sistema, tanto en el caso estatico
como en el caso dindmico; ademas, se ha encontrado que la respuesta estructural predicha

se encuentra dentro de un rango aceptable de prediccion.
Palabras clave

Respuesta ciclica, respuesta no lineal, analogia de la fuerza, Rotulas platicas, Registros

sismicos.
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ABSTRACT

In recent years, performance-based design has gained relevance within the practice of
structural engineering, as it allows for the quantification of a series of parameters useful in
seismic design; however, the development of macromodels capable of predicting nonlinear
behavior in a stable and computationally efficient manner, essential in the application of the
method, is still under development. The present research work is based on the force
analogy method (FAM) as a practical means for the development of such computationally
efficient macromodels. The applied methodology considers that the external force term in
the equation of motion, in both linear and nonlinear cases, can be expressed as the product
of the initial stiffness matrix by the elastic displacement vector, defined in general as the
difference between the total and inelastic displacement vector. Thus, it is possible to
incorporate inelastic displacements within the equilibrium equations and the equations of
motion, which, along with the constitutive relations, allows for a system of equations with
rapid solution. Subsequently, the described method was implemented in Python using
modules and object-oriented programming. The results show that the force analogy allows
for finding inelastic displacements and rotations using the elastic stiffness matrix of the
system, both in static and dynamic cases; furthermore, it has been found that the predicted

structural response falls within an acceptable range of prediction.

Keywords

Nonlinear response, cyclic response, force analogy, plastic hinges, seismic records.
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INTRODUCCION

En los dltimos afios se ha observado una tendencia creciente clara de la ingenieria
estructural hacia nuevos métodos Yy filosofias de disefio, siendo el de mayor vigencia y
trascendencia el disefio basado en desemperio (Performance Based Design). Sin embargo,
esta filosofia de disefio requiere, como ingrediente principal, de modelos de analisis
estructural mas sofisticados, que sean capaces de tomar en cuenta los limites de los
materiales, y asi poder realizar predicciones adecuadas de parametros de comportamiento
tales como, resistencia lateral, rigidez posfluencia, capacidad de desplazamiento,

disipacion de energia entre otros.

Aunqgue en la actualidad existen numerosos softwares orientados a este fin, la mayor parte
de estos no son transparentes sobre la formulacion usada en su desarrollo e
implementacién, y muchos de los macromodelos disponibles no se han disefiado
especificamente para el modelamiento de ciertos elementos estructurales, por lo que en

general no es posible la realizacién de analisis no lineales confiables.

El presente trabajo de investigacion busca incrementar el conocimiento y los métodos
disponibles para predecir el comportamiento no lineal de estructuras mediante el desarrollo
de macromodelos que basen su formulaciébn en un método transparente y versatil

denominado método de la analogia de la fuerza (Force Analogy Method).

Este método consiste en incorporar los desplazamientos inelasticos de un sistema
estructural directamente en las ecuaciones del movimiento, tomando en cuenta la
consideraciéon de que para un nivel dado de desplazamiento el nivel de fuerza alcanzado
puede ser obtenido como el producto de la matriz de rigidez elastica por el vector de
desplazamientos elasticos, aun en el caso de sistemas estructurales en el intervalo no

lineal.

Finalmente, los algoritmos encontrados se implementaron directamente usando uno de los
lenguajes de programacién mas versétiles y populares a la fecha, Python. Para esto se
usaron algunas de las librerias mas populares disponibles en este lenguaje como numpy,
y se desarrollaron varios médulos propios que permiten una facil y practica ejecucion del

algoritmo.
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El trabajo desarrollado se ha divido en cuatro partes, que abordan todo el proceso seguido
para la consecucion de los objetivos planteados. A continuacién, se presenta un resumen

de cada uno de estos capitulos.

El capitulo |, se presentan los protocolos bésicos de la investigacion, en este se exponen
la realidad problematica, el planteamiento del problema y los problemas especificos,
asimismo, se presenta el objetivo general y los objetivos especificos. Finalmente, se
presenta la metodologia de la analogia de la fuerza aplicada a sistemas estructurales de

uno y multiples grados de libertad.

En el capitulo I, se exponen los antecedentes mas importantes que han guiado y motivado
el presente trabajo de investigacion, asimismo se presentan las bases tedricas, como las
ecuaciones del movimiento de un sistema de mudltiples grados de libertad, se define la
matriz de amortiguamiento de Rayleigh, la matriz exponencial y el método del espacio
estado. Finalmente, se presentan algunos términos basicos necesarios para el

entendimiento del trabajo.

En el capitulo Ill, se presentan los resultados obtenidos de la aplicacion de la analogia de
la fuerza a la prediccion de la respuesta estructural. Los algoritmos obtenidos del método
fueron implementados en Python, usando moédulos y POO. Con la finalidad de evaluar la
capacidad predictiva de los macromodelos de andlisis, se han comparado las predicciones

arrojadas por el método con los resultados obtenidos en ensayos de laboratorio.

Finalmente, en el capitulo IV, se exponen las principales conclusiones obtenidas del
trabajo, resaltando que el uso de la analogia de la fuerza permite la generacion de

macromodelos sencillos con algoritmos de facil implementacion.
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CAPITULO I: PROTOCOLO DE LA INVESTIGACION

1.1 Identificacién y descripcidon del problema

Los sismos son fendmenos naturales que inducen grandes fuerzas de inercia en las
estructuras construidas por el hombre, y al ser su prediccion un problema abierto y aln sin
solucion cerrada dentro del estado del arte de la ingenieria civil, tales fuerzas pueden
exceder, y a menudo exceden, las estimaciones realizadas sobre ellas. Este hecho provoca
la incursién de la estructura en intervalos de comportamiento que van mas alla del lineal, y
debido a que los modelos de uso comun en la practica ingenieril son lineales, la prediccion
de la respuesta mas probable, altamente no lineal, no es posible. Este hecho a su vez
impide la correcta cuantificacion de los niveles de desempefio esperados y si estos son

aceptables o no, para la estructura disefiada (Wong & Wang, 2007c).

Los modelos de andlisis lineal parten de hipétesis como la proporcionalidad entre los
esfuerzos y las deformaciones asociadas, ademas de la consideraciéon de pequefias
deformaciones. Estas hipétesis, sin embargo, no se cumplen cuando las cargas actuantes
hacen que las estructuras incursionen mas all4 del limite de proporcionalidad de los
materiales, por lo que los resultados obtenidos de estos modelos no captan el

comportamiento observado de manera experimental (Bonet & Wood, 2008a).

Ademas, en los ultimos afios se ha venido incrementando de manera sostenida el uso de
nuevas metodologias de disefio y de evaluacion, tales como el disefio basado en
desempefio, mismas que requieren la evaluacidon y cuantificacion de parametros no
lineales, como la resistencia de fluencia, rigidez posfluencia, ductilidad, entre otros (Nica et
al., 2022). Otro de los campos en los que se ha venido incrementado la necesidad por
modelos de analisis no lineal es, el area de los sistemas de proteccion sismica, ya que
tanto el disefio como la evaluacion del comportamiento requieren de la prediccion de
parametros no lineales, los que a su vez requieren de modelos de andlisis no lineal de
creciente sofisticacion (Colunga, 2017; Tsiavos et al., 2017). Estas tendencias nos obligan

a disponer de modelos que consideren estos parametros en su formulacion.

Aunque actualmente existen modelos de analisis de no lineal disponibles en la literatura
cientifica y en algunos de los softwares de analisis estructural mas difundidos como SAP
2000 y ETABS, la mayor parte de estas opciones tienen serias limitaciones técnicas, pues
no estan disefiadas para modelar el comportamiento de elementos estructurales

especificos, como muros de concreto armado, muros de albafiileria entre otros; asimismo,
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se ha podido observar que su capacidad de predecir pardmetros de gran importancia para
la ingenieria estructural como la resistencia de fluencia, resistencia lateral, disipacién de
energia, lazos de histéresis entre otros, no siempre presentan la precision deseada, como
en el caso de la prediccion del comportamiento de elementos dominados por el corte o una

combinacion del cortante y flexién (Otani, 2015).

La carencia de modelos que permitan predecir el comportamiento no lineal de elementos y
sistemas estructurales, dentro de rangos de precision razonables, provoca un impacto
negativo en la ingenieria estructural, pues sin la disposiciébn de modelos précticos y
computacionalmente eficientes, no es posible la implementacién apropiada y exitosa del
disefio basado en desempefio sismico, tanto en sistemas de base fija, tradicionales, como
en los mas recientes sistemas de proteccion sismica, afectado a los usuarios finales
(Wilson, 2008).

Ante esta situacion, en este trabajo de investigacion se propone el uso del método de la
analogia de la fuerza como un medio que permitira generar modelos de andlisis no lineal
practicos y computacionalmente eficientes, ya que este permite tratar los desplazamientos
y rotaciones inelasticas como nuevas variables y pueden ser incorporadas dentro de las
ecuaciones del movimiento, y mas especificamente, dentro de las ecuaciones de equilibrio,
considerando estas como fuerzas externas que actian logrando los desplazamientos

deseados.

Esta técnica puede ser empleada para caracterizar una serie variada de comportamientos,
tales como, elementos sometidos a flexion, elementos dominados por el cortante,
dominados por esfuerzos de cortante y flexién, entre otros (Wong & Wang, 2007c). Asi, se
espera poder predecir de manera razonablemente precisa los parametros de respuesta no

lineal con un esfuerzo de computo moderado.

1.1.1 Formulacion del problema general
¢Qué mejoras en la prediccion de la respuesta ciclica no lineal de los elementos

estructurales puede lograrse mediante la aplicacion de la analogia de la fuerza?

1.1.2 Formulacion de los problemas especificos
1. ¢Como modelar elementos viga columna de varios grados de libertad usando el
método de la analogia de la fuerza?
2. ¢Qué caracteristicas tiene la curva de comportamiento monotonica obtenida
usando macromodelos basados en la analogia de la fuerza?
3. ¢Cual es la capacidad de prediccién de respuesta monoténica de los macromodelos

al compararlos con resultados experimentales?
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4. ¢(CoOmo pueden resolverse las ecuaciones del movimiento de forma eficiente

usando el método del espacio estado para sistemas de varios grados de libertad?
1.2 Objetivos

1.2.1 General
Predecir la respuesta no lineal de estructuras mediante macromodelos basados en el

método de la analogia de la fuerza.

1.2.2 Especificos

1. Establecer el método de la analogia de la fuerza para macromodelos de barras con
varios grados de libertad que permitan modelar elementos viga-columna.

2. Determinar la respuesta monoténica de un sistema estructural de n grados de
libertad usando macromodelos de barras basados en la analogia de la fuerza.

3. Comparar la capacidad de predecir la respuesta monotédnica de los macromodelos
desarrollados comparandolos con resultados obtenidos experimentalmente en
ensayos de laboratorio.

4. Usar el método del espacio estado para resolver las ecuaciones del movimiento y

asi obtener la respuesta dinamica de un sistema de multiples grados de libertad.
1.3 Hipétesis y variables

1.3.1 Hipétesis general
El método de la analogia de la fuerza permitira tener macromodelos con capacidad de
prediccion de la respuesta ciclica no lineal de elementos estructurales con un 10% de error

con respecto de los ensayos de laboratorio.

1.3.2 Hipbtesis especificas

1. El método de la analogia de la fuerza permitird incorporar los giros inelasticos en
las ecuaciones de equilibrio permitiendo asi tener macromodelos tipo Giberson.

2. La respuesta monoténica de un sistema estructural de n grados de libertad,
obtenida mediante el macromodelo basado en la analogia de la fuerza, predice
adecuadamente el comportamiento real de la estructura bajo cargas estéticas.

3. Los macromodelos obtenidos de la analogia de la fuerza permitirdn tener
predicciones con un error de a lo sumo 10% con respecto a los resultados obtenidos
de ensayos de laboratorio.

4. El método del espacio estado permitird la resoluciébn de las ecuaciones del
movimiento de un sistema de multiples grados de libertad de forma practica y

eficiente.
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1.3.3 Variables
1.3.3.1 Independiente

Analogia de la fuerza

Método que permite la incorporacion de los giros inelésticos en las ecuaciones de equilibrio,
usando la matriz de rigidez eldstica para alcanzar el mismo nivel de fuerza de un sistema

no lineal (Wong et al., 2007a).

1.3.3.2 Dependiente

Respuesta no lineal

Es la forma como un sistema estructural responde a la accién de un sistema de fuerzas
externos, considerando las propiedades no lineales de los materiales en lugar de las
simplificaciones de la ley de Hooke. Esta variable se caracteriza en términos de resistencia,

rigidez y capacidad de deformacién (Wu et al., 2017).

1.4 Justificacion

El presente trabajo de investigacion busca contribuir directamente a la mejora del
comportamiento sismico de las edificaciones construidas en el Per, mediante el desarrollo

de métodos de analisis no lineal de estructuras, mas transparentes y eficientes.

Esto promovera la adopciéon de metodologias de disefio mas integrales que las utilizadas
actualmente, como el disefio basado en el desempefio, que permiten tener edificaciones

mas resilientes a la accidn de terrenos frecuentes en el cinturdn de fuego del pacifico.

Ademas, gracias a la eficiencia computacional esperada con la aplicacion del método de la
analogia de la fuerza, que se basa en el uso de una Unica rigidez elastica para sus calculos,
sera posible implementarlo en el andlisis de edificaciones completas, reduciendo

significativamente el esfuerzo computacional y, por ende, minimizando el tiempo requerido.
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CAPITULO Il: MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

(Esmaeiltabar et al., 2019) presentaron un trabajo de investigacion titulado “Nonlinear
macro modelling of slender reinforced concrete shear walls”. El principal objetivo de este
trabajo de investigacion fue el desarrollo y la implementacion de un modelo estructural que
sea capaz de representar adecuadamente el comportamiento no lineal de muros delgados
de concreto armado. Para esto, el autor se basé en modelos de comportamiento no lineal
existentes, tales como el modelo de fibras, y el modelo de mdltiples lineas verticales,
propuestas anteriormente. Una vez desarrollado el modelo, este se implement6 en Matlab
y en OpenSees, siendo el primero un software de desarrollo de scripts y ejecutables,
mientras el segundo un software de modelos computacionales orientados al analisis
estructural de codigo abierto, generado en la Universidad Berkeley. Los resultados
encontrados mostraron que el modelo computacional basado en modelos de multiples
fibras verticales permite la prediccion de pardmetros importantes tales como la resistencia
de fluencia, con un error de hasta 15%,; resistencia Ultima, con un error de hasta 20%;
rigidez elastica y disipacion de energia, con un error de hasta 20%; tanto para el caso de

cargas monoténicas como para el caso de carga cargas ciclicas.

(Kolozvari et al., 2015) presentaron un trabajo de investigacion titulado “Modelling of cyclic
shear-flexure interaction in reinforced concrete structural walls. Il. Experimtal validation”.
En este trabajo de investigacion el principal objetivo fue el desarrollo de un modelo de
comportamiento que permita la prediccion de la respuesta ciclica no lineal de elementos
estructurales en los que predomine la interaccion corte y flexién, tales como muros de
concreto de mediana altura. La metodologia propuesta consistié en un ensamble de
macromodelos mas simples, consistentes de elementos uniaxiales con capacidad de
incursionar en el intervalo no lineal. Este modelo est4 basado en el modelo de tres fibras
verticales propuestos anteriormente, en el que los nucleos de concreto se modelan con un
elemento linea no lineal; mientras que el alma del muro se modela con un elemento linea
que puede ser lineal o no, dependiendo de las cargas aplicadas. Los resultados
encontrados muestran que el modelo propuesto permite representar de manera apropiada
las respuestas experimentales medidas y obtenidas de una serie de ensayos desarrollados
en laboratorio. Este modelo permitié la prediccion de parametros no lineales como la
resistencia de fluencia, con un error de hasta 15%; mientras que la disipacion de energia

con una aproximacion de hasta 18%.
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El trabajo de investigacion presentado por (Wong & Wang, 2007a) y titulado como “Seismic
analysis of inelastic moment-resisting frames part I: Modified force analogy method for end
offsets” se aplico la analogia de la fuerza modificada para poder representar zonas de una
estructura donde no se cumplen las hipotesis de la teoria de Euler-Bernoulli, tales como
zonas panel. Para esto los autores desarrollaron e implementaron matrices de rigidez que
consideraron la accién de brazos rigidos en los extremos de los elementos. Ademas, se
realizd un uso extensivo del método de condensacién estatico para disminuir
considerablemente el tamafio de las matrices de rigidez. De esta forma se pudo lograr una
disminucion eficiente del nUmero de grados de libertad del problema original, dedicando
esta liberacion a la consideracion de los giros y desplazamientos inelasticos. Los autores
desarrollaron esta técnica y la implementaron Unicamente en osciladores de un grado de
libertad encontrando que las predicciones realizadas estan de acuerdo con los resultados

encontrados por otros autores.

En este capitulo se presentan las teorias del andlisis estructural clasico establecidas
mediante las hipétesis de Euler-Bernoulli y que servirdn como base para que mas adelante
se presente el desarrollo tedrico de la analogia de la fuerza. Ademas, se presentan los
conceptos del amortiguamiento estructural y la forma de incorporarlos en el analisis
dinAmico de estructuras mediante el amortiguamiento de Rayleigh. Finalmente, se

presentan los conceptos de matriz exponencial y el método del espacio estado.
2.2 Bases tebricas

2.2.1 Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones del movimiento establecen las relaciones basicas entre los parametros de
respuesta basicos, como los desplazamientos, velocidades y aceleraciones. A
continuacién, se muestra esta y las matrices asociadas, solo para el caso de tres grados
de libertad, aunque las ecuaciones mostradas son generales (Wong & Yang, 1999a; Zhao
& Wong, 2006a).

MX + CX + KX = —M] i,

En estas ecuaciones, a continuacion, se muestran las matrices de masas, amortiguamiento

y matriz de rigidez.

m; 0 O €11 €12 €13 ki1 kiz ki3
M=0 my; 0 |,C=|C2a €22 €21|,K=|kys ks ko
0 0 my €31 C32 €33 k31 k3z k33
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X1 5(1 -i'l 1
x=\|X21, x= 5(2 , X = .i'z , ] =11
X3 563 .i'g 1

2.2.2 Principio del trabajo virtual

El principio del trabajo virtual es una expresion que liga el trabajo desarrollado por las
fuerzas externas y los esfuerzos desarrollados dentro de un cuerpo ante la accién de un
campo de desplazamientos virtual, que induce un estado de deformaciones virtuales dentro

de un solido deformable arbitrario. A continuacion, se muestra el principio del trabajo virtual.

faé‘edv+fr6ydv =f q8uds+Zp,-A,-
14 14 av :

Donde:

o. Esfuerzos normales

7. Esfuerzos cortantes

q: Cargas externas

6¢e: Deformacion unitaria normal virtual
6y: Deformacion unitaria cortante virtual
éu: Desplazamiento virtual

Es importante tener en cuenta que el principio del trabajo virtual es equivalente a las

ecuaciones de equilibrio de un cuerpo deformable.

2.2.3 Teoria de Euler-Bernoulli

La teoria de Euler-Bernoulli establece entre sus hipotesis que, las secciones son planas y
ortogonales al eje neutro antes y después de la deformacion, por lo que los esfuerzos de
corte son iguales a cero. Con esta consideracion, el principio del trabajo virtual queda de

la siguiente forma.

f qéwds = fa&edv
av 14

Ademas, considerando que es vdlida la ley de Hooke, que establece la proporcionalidad

entre los esfuerzos y las deformaciones, se tiene:

o=Ee
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La deformada en una viga producto de la aplicacion de cargas externas produce una
funcién de x, la curvatura, es uno de los parametros mas importantes de esta funcién

deformada, la que puede obtenerse de la siguiente expresion:

d*w
dx?

1+ (@)

En el caso de una teoria elastica lineal de primer orden, puede considerarse que el

cuadrado de la pendiente es igual a cero, por lo que se tiene la siguiente expresion

simplificada para la curvatura.

La deformacién unitaria longitudinal, producto de la curvatura (k) del eje neutro de la viga
puede obtenerse como el producto de la curvatura por la distancia del eje neutro a la fibra
de interés (z).

d?éw

6 = —z0k = —z——-
€ z Z =3

Esta expresion puede ser usada para calcular el esfuerzo longitudinal mediante la siguiente
expresion:

B Edzw
o=z dx?

Ademas, el diferencial del volumen puede expresarse como el producto del area de la

seccion transversal (A), por el diferencial de longitud de la viga.
dv = Adx

Sustituyendo el esfuerzo en funcién del desplazamiento transversal, la deformacién
unitaria, en funcién del desplazamiento transversal, y el diferencial de volumen, en funcion

del diferencial de longitud de la viga, se tiene:

d?w d?sw
qu(Swds:L —zE Tx? -z T2 Adx

Reescribiendo y admitiendo la posibilidad de la existencia de cargas y momentos

puntuales, se tiene la siguiente expresion:
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fEI dw\ (d*ow) | —f 6d+z A+Z
L d.xz d.xz X quWS pl pl

En el caso de no existir cargas 0 momentos puntuales, la expresion anterior tendria la

siguiente forma simplificada.

fEI d’w\ [(d?éw 4 _f Swd
L dx? )\ "axz )T avq was

El problema puede reescribirse como, el de encontrar una funcion w e C2(0, L), tal que se

g (N (L2 g = [ apd
J o1( G ) (G2 ) = | aves

Para toda funcién ¢ € C2(0, L).

cumple que:

Aproximacion por elementos finitos

Con la finalidad de poder encontrar una al problema de interés, se realiza una particion del

dominio.
O=xg<x; <xp3 < <x,=1L

En el que el cada intervalo se denota por I, = (x,—1,X,), Y Su longitud o recorrido por h,, =

X, — Xn—1, €l didmetro de la malla se define como h = max{h,,}.

Asi, el problema puede ser reescrito como, encontrar un wy, € P3(0, L), tal que:

dZWh dZQ)h
EIl dx = d
[ o (@) (e o= o

Para toda @, € P3(0, L), donde:

P3(0,L) = {v:v|I, = P3}

Ahora, se hard una aproximacion del desplazamiento transversal w en un punto interior de
un elemento arbitrario producido por la particion del dominio, para esto remitase a la Figura
1. De esta figura, se observa que es posible determinar mediante funciones de
interpolacion, los valores de desplazamiento transversal en un punto dentro del elemento,
en funcién de los valores nodales de la funcién y sus derivadas, a las que en este trabajo

se llaman, deflexiones y rotaciones, respectivamente.
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Figura 1:
Desplazamiento transversal en funcion de los valores nodales.

/\ U1 / u;

Uy
w(x) = uiHy + uHz + g1Hy + go2Hy = [Ny Nz N3 Ny g; =N"u

92

Aungque en este punto se desconocen las funciones de interpolacion usadas en el
desarrollo propuesto, es claro que estas deberan ser, al menos, polinomios de grado tres,
pues de otra forma la segunda derivada producir4 un polinomio constante o cero, para

polinomios de grado dos o grado uno respectivamente.

Ademas, como se estan interpolando tanto desplazamientos como giros, las condiciones

que deberan cumplir estan asociadas no solo a la funcién, sino también a sus derivadas.

Para el caso de la funcion de interpolacion H1, esta debera cumplir que, evaluada en el
extremo izquierdo, su valor debera ser igual a la unidad, mientras que, en el extremo
derecho, este valor debera ser igual a cero. Ademas, las derivadas en los extremos

deberan ser iguales a cero, es decir:
H.(0) =1, H (L)=0, H'1(0)=0, H'y(L)=0

Con la finalidad de simplificar los calculos, se prefiere el uso de coordenadas naturales en
todas las derivaciones presentadas, con esto en mente, las condiciones que debera

satisfacer el polinomio de grado tres buscado seran los siguientes:
H,(-1)=1, H,(1)=0, H,;(-1)=0, H (D=0

Es facil observar que la derivada del polinomio buscado debera tener la forma indicada a

continuacion:

Hi)=c@1+HA - =c(1-$?)

Esta se ha deducido rapidamente considerando que las derivadas deberan tener valor cero
en los extremos. Ahora, integrando la expresion anterior, se obtiene la forma del polinomio

buscado.
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1
M@ =c(§-38)+d
Imponiendo las dos condiciones restantes, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones.

2
Hi(-1)=-zc+d=1

2
Hi()=zc+d=0

La solucion de este sistema conduce a los coeficientes buscados, y a la funciéon de

interpolacion buscada.

S~ w

1
2d=1->d=—,
- 5 c

(O =2 (6-56) 4327236+

En la Figura 2 se aprecia una grafico de la funcion de interpolacion encontrada, ademas,

también se muestran las otras tres funciones de interpolaciéon usadas.

Figura 2:

Funciones de interpolacion de desplazamientos transversales y giros.
Slope =0
¥

'\

! |
&= -1 £=0 £=+1 Slope"1
Slope =0
Slope = 0 H; I Slope =0 Slope =1
1, | _zl wf | \ 12
-1 0 +1

Nota. Fuente (Bonet & Wood, 2008b)

Las condiciones de contorno que debera cumplir los tres polinomios restantes se muestran

a continuacion:

Hy(-1)=0, Hy,(1)=0, H,(-1)=1, H',(1)=0
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N

V%

%)
Vi
Lere 7

Hy(-1) =0, Hy(1)=1 H's(-1)=0, H'3(1)=0
H(-1D) =0 H,)=0H,(-1)=0 H,()=1
Célculo de la funcién de forma H,
Hy(§) =1 -8 +$)(a+b§) =a+b§ —as? — b3
H',(6)=b—2a§ —3bé* > H',(1)=b—2a—3b=0

1
!b:__

H,(-1)=b+2a—-3b=1->a= 2

e

1 1
Hy() = 7(1-*A+ 9 =70 -§ -8 +8)
Célculo de la funcién de forma H;

1
H3@© =all-D1+§) » H@® =a(§-5¢%)+b

b_1
2

S~ w

—a+b=1—=a+b=1->a=
_ _ _
a , a a

3 1 1 1 3 1
i =5(6-38) +3=5 45658

Célculo de la funcién de forma H,
Hy(§) = (1 -+ &) (a+bé) =a+b§ —aé? —bg?

H'4(§) =b—2a¢ —3b&? > H',(1)=—-2a-2b=1

1

H,(-1)=b+2a-3b=0 - a=b—>a=b=—Z

1 1
H(®) = =71 =DA+ DA+ =7 (1= +82+8)

Ahora, se procede a sustituir las aproximaciones realizadas en la formulacién discreta,

obteniendo:

d?e, ’ d?wy,
El|—= - = oT
fL (dx2> <dx2>dx .qu nds,

dw, d ds d 2dNT
_ NT — __NT A
dx dx T @xae YTrae
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2x 1 dé¢ 2
=/ —— - — = =
§ L dx L

d?w, 2d (dNT\ 4 d?N"
dx? Ldx\d¢ )" "1z aez ¥

Considerando las mismas funciones de forma para las funciones test, se tiene lo siguiente:

dZQ)h 3 dZNT
dx? _ dez
1 1
;d°N (4 d*NT r
jEIU d_fz L_zd—fzu df: fqv Ndf
-1 -1

Simplificando la expresion obtenida anteriormente y dandole la forma esperada, se tiene la

siguiente expresion:

4EI deNdZNTd LJ‘ Nd "
—_— —_— = — b =
2 \J, a2 azz @ Ju=z) NE ~ku=71

Donde, la funcion de forma considerada se puede expresar de forma vectorial cuyas

componentes son las funciones de forma en coordenadas naturales.
1 5 1 S | 1
N=[;-36+6) J0-6-248) 7@+3-8) JC1-¢+82+8Y)]
La segunda derivada del vector de funciones de forma tiene la siguiente forma en
coordenadas naturales.

d’N /3 1 3_1
d_€:2=(§g 7 (C1+30) ¢ 5(1+3€))

La matriz de rigidez del sistema puede obtenerse mediante la siguiente expresion:

1
_4EI dZNdZNTd
12\ ) dg2 q&r
-1

Sustituyendo las expresiones anteriores, se encuentra que la matriz de rigidez buscada
serd la integral del producto de un vector columna por un vector fila, como se muestra a

continuacion.
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3
5¢
1
ap1 (|3 (C1H3D 3 3 1
22 s |Ge 3130 2p Cavap)a
EY
La+3
E( +3¢)

Desarrollado el producto del vector columna y el vector fila se obtiene una matriz de 4x4

con las entradas que se muestran a continuacion.

9 3 9 3 ]
2 2

45 45( 1+3¢) 45 45(1‘*'35)

13 1 , 3 1 ,

AE] Zf(—1+3f) Z(—1+3f) —Zf(—1+3f) Z(—1+9f)

= de
2 9 3 9 3

-1 —Zf —Zf(—1+3f) Zf —Zf(1+3f)

3 1 , 3 1 ,
| 75438 (14989 =281 +39) (1437 |

Como se puede observar del resultado obtenido, los integrando de cada uno de los
componentes encontrados son polinomios, por lo que la integracién explicita y exacta es

posible, desarrollando cada termino se obtiene el siguiente resultado.

3 3/2 -3 3/2
K = 4EI[ 3/2 2 -3/2  1/2
- 12\ -3 -3/2 3 -3/2

3/2 1/2 -3/2 2

Finalmente, acomodando los términos adecuadamente se obtiene la conocida matriz de

rigidez de un elemento barra.

12EI/L* 6EI/L* —12EI/L*  6EI/L?
6EI/L?> 4EI/L  —6EI/L? 2EI/L
—12EI/I3 —6EI/L>  12EI/L* —6EIl/L?
6EI/L* 2EI/L  —6EI/L? 4EI/L

K =

El otro termino que debera calcularse de forma explicita es el termino de fuerzas o termino

no homogéneo. Esta se puede obtener a partir de la siguiente expresion:
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Tare

1=
£l

! 2-3 3
72 —30+8)
1 1 2 3
L[ |70-¢6-8+8)
£= ands=5 [a] 4 a
t -1 Z(2+3f—53)
1
2 (C1=8+82 489

Existen casos especiales, como cuando la carga transversal es constante o si esta tiene
alguna variacion conocida de antemano. En estos casos, es posible realizar la integracion

sobre el elemento.

2.2.4 Amortiguamiento estructural

De la observacion cotidiana de la naturaleza se puede observar que cuando un sistema
estructural estd en movimiento, este movimiento no se sostiene de forma perpetua, sino
gue se va aminorando de forma mas o menos gradual en el tiempo, debido a los
mecanismos propios del ensamble. A esta propiedad se le conoce como amortiguamiento

estructural.

Asi, puede decirse gque el amortiguamiento estructural es la propiedad de todo sistema
estructural qué consiste en la capacidad de este de ir disipando energia con el paso del
tiempo y provocar asi que el movimiento impuesto por una carga externa vaya

aminorandose con el paso del mismo hasta cesar por completo.

La disipacién de energia de un sistema estructural tiene diversas fuentes, entre las mas
comunes y frecuentes esta la friccion interna que existe en los componentes del mismo.
Conviene aclarar que cuando una estructura estd en movimiento existe friccion dentro del
material y del ensamble, lo que hace que la energia se disipe en forma de calor (Chopra,
2020). Ademas de esta, existe también una fuente de disipacion producida por la friccion
entre la interfaz sistema estructural y componentes no estructurales. Al igual que la friccion
interna, este mecanismo provoca la liberaciéon de la energia en forma de calor (Chopra,
2020).

Es importante aclarar que, hasta este punto, las fuentes de disipacion de energia se dan a
cualquier magnitud del movimiento, ya sean movimientos moderados o0 severos; sin
embargo, cuando los movimientos presentes son severos, el sistema estructural empieza
a experimentar otros fendmenos asociados con el dafio que generan nuevas fuentes de
disipacion de energia, esto ocurre cuando se han alcanzado los limites de fluencia de los

materiales.
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También existen otras posibles fuentes de disipacion de energia, aquella generada por la
incorporacién de dispositivos de disipacion de energia adicionales al sistema estructural,
estos sistemas provocaran un gasto de energia en forma de calor diferente a los
mencionados anteriormente. Otra fuente de disipacion de energia adicional se da en la
interaccion suelo estructura ya que durante la ocurrencia de este fendbmeno existe una
disipacion de energia en forma de radiacion hacia el suelo que es dificil de cuantificar de

manera especifica.

En la practica actual de la ingenieria estructural, es posible incorporar la disipacion de
energia producida por la fluencia de los materiales mediante la incorporacién de modelos
constitutivos no lineales de los materiales (Chopra, 2020). De igual forma es posible
incorporar la disipacion de energia producida por dispositivos externos, como disipadores
de energia, mediante la incorporacién de modelos de comportamiento no lineal que simulan
estos mecanismos; sin embargo, la disipacion de energia del sistema debido a la friccion
interna y a la friccion ocurrida entre el sistema estructural y los componentes no
estructurales es dificil de incorporar de manera explicita, por lo que se hace conveniente
acumular estas fuentes de disipacién de energia y tratar de representarlas de forma
practica mediante la incorporacién del coeficiente de amortiguamiento viscoso que aparece
en la ecuacion del movimiento.

Figura 3:

Variacion de la raz6n de amortiguamiento critico con la aceleracion espectral.
].0 T T T T T

¢ %

1
0.14 + 0.09¢754441

0 L 1 L L 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 | 1.2

Ay, g
Nota. Fuente (Bernal et al., 2015)
De acuerdo con los datos proporcionados por Bernal et al. (2015) el amortiguamiento
asociado al primer modo de vibracion vari en funcién de la intensidad del movimiento

sismico, yendo desde valores bajos para movimientos con un pga pequefio hasta valores
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MAs 0 menos constantes para valores de pga mayores, sin llegar tales valores de pga a

provocar la fluencia de los materiales.

En la Figura 3 se aprecia un grafico presentado de Bernal et al (2015), que relaciona la
razén de amortiguamiento critica (¢) contra la ordena espectral evaluada para el periodo

fundamental de la estructura A1=A(T).

De este grafico se puede apreciar que, en el caso de estructuras de concreto armado, la
razon de amortiguamiento critico varia desde un minimo de alrededor de 4%, para
movimientos muy leves hasta valores de alrededor de 6.5% para movimientos mas fuertes,

sin que este valor sea tal que provoque la fluencia de los materiales.

Ademas de haberse encontrado que la raz6n de amortiguamiento critico varia en funcion
de la intensidad del movimiento del suelo, de acuerdo con Bernal et al. (2015), se ha
encontrado que este parametro también presenta una variacion significativa con la altura
de la edificacion.

Figura 4:

Variacion de la raz6n de amortiguamiento critico con la altura de una edificacién de
concreto armado.

10

& = 3.01 + 3.456’_[]'019H

O L 1 1 L i L
0 10 20 30 40 50 60 70

H,m
Nota. Fuente (Bernal et al., 2015)

En la Figura 4 se muestra la variacion que presenta la razén de amortiguamiento critico
contra la altura de la edificacién. Como puede apreciarse de este grafico, existe una gran
dispersion entre las mediciones realizadas para la primera forma de modo; sin embargo, el
citado autor a sugerido una variacién negativa, que puede entenderse en términos de
rigidez, ya que a medida que la altura de una edificaciéon se incrementa, la rigidez lateral
de la misma disminuye, por lo que puede entenderse que existe una relacion directa entre

la razén de amortiguamiento y la rigidez lateral del sistema estructural.
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2.2.4.1 Amortiguamiento de Rayleigh
Los datos medidos en campo, mostrados en la seccidon anterior, parecian indicar que existe
una relacion positiva entre la razén de amortiguamiento critico y la rigidez lateral de la

estructura, por lo que parece razonable establecer la siguiente relacion:
C = alK

Es decir, que la matriz de amortiguamiento debe ser proporcional a la matriz de rigidez,
asi, cuando la edificacion es mayor cantidad de pisos, esta posee menor rigidez, por lo que
el amortiguamiento es menor, mientras que, si la edificacion tiene menor cantidad de pisos,

su rigidez ese mayor, por lo que se espera gque su amortiguamiento sea mayor.

Figura 5:

Variacion de la raz6n de amortiguamiento critico con la frecuencia del sistema estructural.

Ch (9 : :
" " Rayleigh damping
¢c=gym
0 a a,m
c= (llk C = _O + 1n
¢ =agl2w, " 20, 2 -
=aw /2 -
gn 17n | - g
v Phe
\ P
AN - -
N . -
~
P
- -~ -
- -~ -
- T === .
-
T T T T Lt Ll
®, w, oN w, o ;
Natural frequencies o, Natural frequencies o,

Nota. Fuente (Chopra, 2020).

Cuando se asume esta relacion entre la matriz de amortiguamiento y la matriz de rigidez,
se obtiene que la razén de amortiguamiento varia de forma lineal con la frecuencia ciclica,

de la siguiente manera.

wn

= q, —
Esto significa que el amortiguamiento de las formas de modo superiores se incrementa de
forma lineal y desmesurada. Esto podria interpretarse diciendo que las formas de modo
superiores veran sus efectos aplacados en poco tiempo, debido a los elevados niveles de

amortiguamiento.

Aunque esta relacion es bastante simple, y por tanto conveniente para el andlisis
estructural, de acuerdo con Chopra (2020), mediciones experimentales realizadas en

estructuras de concreto armado, sugieren que el amortiguamiento modal es casi constante
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para todas las formas modales, por lo que esta expresion no coincide con las

observaciones experimentales.

Otra forma de expresar de forma practica la matriz de amortiguamiento de un sistema
estructura es indicando que esta es proporcional a la masa del sistema, es decir:

C=a,M

Esta expresion resulta ser aun mas simple que la relacién hipotetizada anteriormente,
dando como resultado la siguiente expresion que vincula la razén de amortiguamiento

critico con las frecuencias de los modos de vibracion:

Qo

n

- 2wy,

A diferencia de la expresién anterior, esta relacion indica que la razén de amortiguamiento
es predominante para las frecuencias mas bajas, mientras que este valor decrece
abruptamente para frecuencias mas elevadas. Esto puede interpretarse como una forma

de dar mayor importancia a los modos de vibracion asociados con mayores frecuencias.

En la Figura 5 se puede apreciar la dependencia entre la razon de amortiguamiento critica

y las frecuencias asociadas con los disantos modos de vibracién de una estructura.

Una mejor forma de abordar el problema de la matriz de amortiguamiento es mediante la
combinacién de ambos métodos. Tal combinacién recibe a menudo el nombre de matriz

de amortiguamiento de Rayleigh o simplemente amortiguamiento de Rayleigh.
C=a,M+ a,K

Ahora la cuestion es como determinar los coeficientes de combinaciéon asociadas a la
matriz de masas y a la matriz de rigidez, para esto se hara uso de la ecuacion del

movimiento.
MX + CX + KX = —M] i,

Ahora, considerando que el vector de desplazamientos se puede escribir en términos de
una nueva base, y resulta conveniente la eleccion de la base formada por los vectores

modales, se tiene que:

X = Z qnPy
n=1

Sustituyendo este desarrollo en la ecuacion del movimiento, se tiene la siguiente expresion:
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5 R

M (Z qncbn) + c(z qn<bn> + K(z q,,cb,,) =-MJja,
n=1 n=1 n=1

Multiplicando por la izquierda con el vector ®,T, y considerando las propiedades de

ortogonalidad de los modos de vibracion, se tiene lo siguiente:

o, 7 (Z ancbn) +o,T <Z qnc¢n> +o,T (Z q,,Kq>,,> =-o."Mja,
n=1 n=1 n=1

(@,"M®,)i, + (©,"CP,)q, + (P, KD,)q, = —®," M,

Valido para las n formas de modo de la estructura analizada. Es decir, se han obtenido n
ecuaciones diferenciales desacopladas, que pueden ser resultas por los métodos

conocidos para la integracion de las ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Considerando que el producto de las matrices y vectores presentados arrojan matrices

diagonales, se tiene que:

&, Mo, =M,
T _
®,"cod, =C,
®,"Kb, =K

n n — n

Dividiendo cada ecuacion diferencial acoplada por la masa modal correspondiente a la

forma de modo, se obtiene la siguiente expresion:

- (enCPn) . | (®SKP,) _ @u'MJd,
n (,"M®,) ™" (cpnTMcbn)q" (0,"M®,)

Ahora, tomando en cuenta que se esta haciendo uso del amortiguamiento de Rayleigh.
C=aM + bK
Y sustituyendo en la ecuacion desacoplado, se obtiene lo siguiente:

(d)nTKd>n)>_ (0, K®,) = @, Mjiy,

dn+|a+b =-—1—1
I <a (0,"M®,)) " (®,"M®,) An (0,"M®,)

Definiendo el cociente de la rigidez lateral modal y la masa modal como la frecuencia

modal:

_ (0,"K®,)
(0, MD,)

2
n
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Se obtiene la siguiente expresion:

o, Mja,

g, + (a + bw,2)q, + w,%q,, = —————=
Gn + ( n)qn + 0 qy (@, TM®,)

Tomando en cuenta que la forma de la ecuacion modal desacoplada tiene la siguiente

forma, en funcion de la frecuencia ciclica modal y la raz6n de amortiguamiento modal.

o, Mja,

Gn + 2BnwnQn + W qy = —m

Se obtiene la expresion que relacionan los coeficientes de combinacién lineal de las
matrices de masas y de rigidez, con la frecuencia ciclica y la raz6n de amortiguamiento

modal, es decir:

ap + al(‘)n2 = 2fpwy

ao (%) t+a (%) = Bn

n

Resulta evidente que al tener dos variables basta con seleccionar dos condiciones para
poder tener un sistema compatible determinado. Estas condiciones pueden ser elegidas
para cualquiera dos formas de modo diferentes. Si se eligen dos formas de modo
diferentes, los coeficientes que determinan la matriz de amortiguamiento de Rayleigh

vienen dada por:

_ 201w7 (w1 — Prwy)
%o = w1% — wy?

_ 2(B1w1—Prw;)

a;
W12 — w,?

Es importante comentar que en la gran mayoria de las aplicaciones practicas se suelen
seleccionar los valores de la razén de amortiguamiento asociadas con las primera y
segunda formas de modo de la estructura. Ademas, de acuerdo con las mediciones
experimentales realizadas, las razones de amortiguamiento asociadas a formas de modo
diferentes son aproximadamente constantes. En este caso los coeficientes de combinacion

se simplifican de la siguiente manera:

2wy, 2p
=, a, = ——
wq + w, 1 wq + w,

Qo
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2.2.5 Matriz exponencial
Numerosos problemas surgidos en la practica de las ciencias y de la ingenieria poseen la

siguiente forma general.
X =ax

Donde, X, es una funcion del tiempo, a es una contante y f es una funcién que usualmente
depende del tiempo. La solucién de una ecuacion diferencial de una dimension como la

presentada es relativamente simple y consiste de la funcién exponencial.
x(t)=e*+C

Existen sistemas de ecuaciones diferenciales lineales que tienen la forma de sistemas de

ecuaciones de una dimension, es decir:
X = AX

Donde, X, es un vector n-dimensional que contiene n funciones dependientes del tiempo,

mientras que A, es una matriz cuadrada constante de orden n.

En este punto resulta clara la analogia entre este sistema de ecuaciones diferenciales y la
ecuacion diferencial de una dimension. Ademas del gran parecido entre estas ecuaciones,
se puede pensar que las soluciones tengan también la misma forma, por lo que la posible

solucién de este sistema tendria la forma:
X(t) = et
Sin embargo, tal expresion no esta claramente definida, por lo que recurriendo a la literatura

matematica se encuentra la siguiente definicion:

1 1 1
At _ 242 343 A4 +4 4.
e —I+At+2!At +3!At +4!At +

Esta expresion resulta ser una funcién de una variable, especificamente la variable
temporal, por lo que es posible obtener la derivada de la misma. El procedimiento estandar

arroja la siguiente expresion:

d 1 1
At _ 2 342 443 4 ...
() =A+ A+ A+ A+

d 1 1 1
At) — 4 A A2t%2 + —A383 + —A%t4 + -
dt(e ) a t 2! t 3! t 4! t )

d
= (e1t) = AeAt
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Es decir, la matriz exponencial de una matriz cuadrada resulta ser otra matriz cuadrada
definida en términos de las potencias de la matriz original, y tal como se ha mostrado lineas
arriba, esta matriz guarda caracteristicas similares a la funcién exponencial de una

dimension.

Por la propiedad definida previamente, puede observarse que, en efecto, el sistema de
ecuaciones diferenciales propuesto tiene una solucion en forma de matriz exponencial y

definida a través de la serie de Taylor de una dimension.

2.2.6 Método del espacio estado

El método del espacio estado consiste en convertir un sistema de ecuaciones diferenciales
de alto orden y de dimensién “q” en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden, pero usualmente de mayor dimension “r’, donde r>s. Este proceso se logra mediante

la incorporacion de nuevas variables que sustituyen érdenes de diferenciacion sucesivos.

Este método es especialmente Util en la solucién de la ecuacién de movimiento, presentada

“ 9,

anteriormente y reescrita aqui de forma general y de dimensién “n”:
MX + CX + KX = —M]Ja,

Como se puede apreciar, esta es una ecuacion diferencial de segundo orden; sin embargo,

al considerar un orden de diferenciacion como una variable independiente, es decir:
Y=X

Es posible reescribir el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, de
dimensidén n, por un sistema de ecuaciones diferenciales de dimensién 2n, pero de primer
grado, para esto, el proceso da inicio sustituyendo este cambio de variable en la ecuacion

diferencial original, y despejando la derivada temporal de la nueva ecuacion.
MY + CY + KX = —M]i,
Y=-M"1KX-M"'CY -Ja,
X=vY

Estas ecuaciones pueden ser reescritas convenientemente considerando una notacion
matricial y vectorial, colocando las variables originales, la posicion Xy la velocidad Y, como

los elementos de un vector columna.

m B [—Il(’)l‘lK eyl [—0]] g
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Con estas consideraciones se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden, pero de dimensién “2n”, que se muestra a continuacion.
Z=AZ+f

Donde, la variable principal pasa a ser la variable de estados siguiente:

o

Y
La matriz que vincula la derivada temporal de esta variable frente a la misma variable es la

siguiente matriz cuadrada de orden “2n”.

A=4_34K —éﬂA

Finalmente, el termino homogéneo viene dado por el vector columna de 2n filas compuesto
de n filas nulas y n filas que contienen el impacto de la aceleracion del terreno en la

aceleracion de los grados de libertad del sistema estructural.
07..
£= 5]

Una vez convertida la ecuacion diferencial de segundo orden en un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden, es posible multiplicar la ecuacién resultante por una matriz

cuadrada exponencial.
(Ze—At _ AZe—At) — fe—At

El lado izquierdo de la ecuacién diferencial es el desarrollo de la derivada temporal de un
producto matricial, por lo que resulta conveniente sustituir esta en la ecuacion diferencial,

obteniendo lo siguiente:

d
- (ze=4t) = fe4t

Finalmente, mediante integracion se obtiene la solucion del sistema de ecuaciones

diferenciales en funcién de las condiciones iniciales del sistema considerado.

t
ze At = z,e 4% + ffe‘Asds

to

t
z = zgeAtto) 4 oAt jfe‘ASds

to
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Donde, Z,, es el vector de espacio estados al inicio de la integracion, y conocido; t,, es el

tiempo inicial de integracion.
2.3 Marco conceptual

2.3.1 Respuesta lineal

La respuesta no lineal viene definida en contraposicion a la respuesta lineal, por lo que
resulta conveniente la definicién de un sistema de respuesta lineal. Un sistema estructural
posee una respuesta lineal, cuando los materiales usados en su estructuracion presentan
una relacion lineal, es decir, existe proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones.
Ademas, la linealidad requiere, necesariamente, que la configuracion inicial y deformada
sean muy parecidas, de tal forma que no aparezcan términos geométricos de segundo
orden (Nica et al., 2022).

2.3.2 Desplazamientos elasticos

Los desplazamientos elasticos son aquellos que, en el caso monoténico, no exceden los
desplazamientos de fluencia, es decir, son aquellos que hacen validera la hipétesis de
Hook. En este estado, se cumple la proporcionalidad entre fuerzas y desplazamientos, es

decir:
F = Kx

Donde, F, es la fuerza aplicada al sistema o elemento estructural; K, es la rigidez o matriz

de rigidez del sistema 0 elemento; x, es el desplazamiento elastico (Wong & Wang, 2007d).

2.3.3 Respuestano lineal

Se dice que un material, o sistema estructural, responde de manera no lineal, cuando la
relacién existente entre los esfuerzos inducidos por el conjunto de cargas externas y las
deformaciones unitarias asociadas no obedecen la ley Hooke. Este tipo de comportamiento
ocurre cuando las fuerzas aplicadas a un sistema estructural exceden su esfuerzo de
fluencia (Wong & Wang, 2003a).

2.3.4 Desplazamientos inelasticos

Los desplazamientos inelasticos son aquellos desplazamientos que han superado el limite
de desplazamientos que definen el comportamiento elastico de un elemento estructural o
de un sistema estructural. Estos desplazamientos no se pueden recuperar, una vez
ocurridos, pues el sistema de fuerzas externas provoca un reacomodo de la estructura

interna de los materiales, a nivel molecular (Bagheri et al., 1994).
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CAPITULO lll: METODO DE LA ANALOGIA DE LA FUERZA

3.1 Analogiadelafuerza

Cuando un sistema estructural estd sometido a un conjunto de fuerzas externas, la
respuesta estructural de tal sistema es lineal hasta cierto limite, marcado como el punto A
en la Figura 6. Esto implica que las fuerzas externas se obtienen como el producto de la
rigidez inicial y el desplazamiento elastico; sin embargo, a medida que las fuerzas externas

se incrementan, esto cambia.

Figura 6:
Comportamiento no lineal de un elemento estructural de un grado de libertad.
F
Fs f r\B C
Kr
A
Fyr——
Ke xH’
X
O X, X' X

Nota. Fuente (Zhao & Wong, 2006a)

Como se pude apreciar de la misma figura, a medida que las fuerzas externas se
incrementan, la relacién entre estas y los desplazamientos asociados ya no guardan una
relacién lineal, sino una relacién que en muchos casos es bastante compleja. En el caso
analizado, este proceso ocurre en el tramo AC. Esto obliga a reescribir las ecuaciones del
movimiento de forma mas compleja, considerado que el término de fuerza es una funcién

no lineal de los desplazamientos, de la siguiente forma (Chopra, 2020).
MX + CX + f(X) = =M

Sin embargo, se puede reducir drasticamente la complejidad del problema anterior al
observar de la Figura 6 que los niveles de fuerza asociados con el intervalo de
comportamiento no lineal, es decir, los niveles de fuerza en el intervalo AC pueden
obtenerse como el producto de la matriz de rigidez elastica y la diferencia entre el

desplazamiento total y el desplazamiento inelastico (Zhao & Wong, 2006a).
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Par observar esto considere que un sistema estructural con la curva de comportamiento
mostrada en la Figura 6 es cargada pasando el limite elastico en A, y llegando hasta el
punto B, con un valor de fuerza total Fs y un desplazamiento total x. En este punto en
particular se llama desplazamiento elastico (x’) al desplazamiento asociado al punto de
interseccién del nivel de fuerza Fsy la tangente inicial y se le llamara desplazamiento
inelastico a la distancia existente entre x’ y x, asi se obtienen las siguientes relaciones
(Wong & Yang, 2002a):

x=x+x
X =Xx—x

Ahora, de la misma figura se puede observar que es posible llegar al nivel de fuerza Fs
considerado, tomando solo la rigidez elastica y el desplazamiento elastico asociado por

medio de la siguiente expresion.
Fy=K,x

Y tomando en cuenta las expresiones anteriores, se obtiene una expresion que permite

considerar el mismo nivel de fuerza en funcién de los desplazamientos totales e inelasticos.
Fg=K.,(x—x")

Finalmente, si se sustituye esta expresién en la ecuacion del movimiento planteada
inicialmente, obteniéndose una ecuacion del movimiento no lineal mucho mas simplificada,

pues la matriz de rigidez inicial es siempre constante (Wong & Wang, 2003b).
MX+CX+K,(x—x)=—Mg

Las ideas presentadas forman en su conjunto lo que actualmente se denomina en la
literatura técnica como la analogia de la fuerza. Estas mismas ideas se pueden extender

de forma directa a un analisis con varios grados de libertad.

3.2 Analogia de lafuerza a multiples grados de libertad

Con la finalidad de derivar un conjunto de relaciones matematicas entre los giros
inelasticos, los desplazamientos totales del sistema y el conjunto de fuerzas externas,
considere un sistema estructural sometido a un conjunto de fuerzas externas, que provocan
un estado de deformacion en la misma. Este estado puede ser obtenido a partir del estado
de deformacion de cada uno de los elementos individuales que lo componen, como las

vigas y columnas.
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Asi, cuando las fuerzas externas consideradas sobre un elemento viga columna, como el
mostrado en la Figura 7, provocan que las deformaciones sobrepasen el limite elastico,
estas deformaciones tendrdn una componente inelastica de deformaciones, es decir,

deformaciones que no se recuperan al cesar la carga actuante.

Figura 7:
Elemento viga sometido a momentos que exceden el momento de fluencia y los giros
inelasticos asociados.

Nota. Fuente Li & Wong (2017).

Si se descarga el elemento de manera gradual, se observara que una vez cesadas todas
las fuerzas externas, la estructura no retornard a su estado inicial, sino que exhibir4 un
conjunto de deformaciones remanentes. Es precisamente este estado, a partir del cual

comenzara la deduccion de las ecuaciones de equilibrio.

Se comenzard anotando que, en un sistema de un grado de libertad, el desplazamiento
total tiene dos componentes, una elastica y una inelastica, es decir, una deformacion que
se recupera una vez terminada la aplicacién de las cargas, y una que no desaparece, una
vez terminada la carga, a esta se le denomina, deformacién remanente. En el caso de un
sistema de mdltiples grados de libertad, puede escribirse lo siguiente (Wong & Wang,
2003b; Wong & Yang, 2002a):

x=x+x"

Donde, X" es el vector que contiene los desplazamientos elasticos, mientras que x’, es el
vector que contiene los desplazamientos ineldsticos. Ademas, si el sistema estructural

analizado posee n grados de libertad, estos pueden escribirse asi:

r ! ! ! ! T o __ rn rn n r T
X'=((x1 x3 x3 0 Xp) yx'=(&"7 x'; X'z v Xp)
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El método de la analogia de la fuerza consiste en la superposicion de dos estados, que
sumados nos llevan al estado de deformacién ineldstico buscado. Para esto se parte del
estado deformado. En el caso de porticos de concreto armado en los que las no
linealidades se concentran en los extremos de los elementos, el estado de deformacién
inelastica estara determinado por los giros inelasticos.

Figura 8:
Giros inelasticos remanentes en una viga sometida a cargas externas.

Nota. Fuente Li & Wong (2017).

Asi el primer estado de deformacion considerado, es aquel que requiere la eliminacion de
los giros inelasticos. Las fuerzas requeridas para lograr eliminar tales giros inelasticos
serian (Wong & Yang, 2002a):

( 6EI  GEI Y - 6El 6EI T

e N

AEI  2EI AEI  2EI

L L (9" | L L

frR=1\ 6E1  6EI ’{—9"2 K=\ 6r1 6k
Sz 2 2

2Bl 4EI 2Bl 4EI

L L/ L L
fR — —K,G,,

La aplicacion de tales fuerzas, implicara un conjunto de momentos en los grados de libertad
correspondientes a los giros inelasticos. Estos momentos pueden obtenerse a través de la

siguiente expresion (Wong & Yang, 2002a).
4E1
L L {—9”1}
2E1 4EI( (-6",

L L

mR=

m —_ _K”@”
R =
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Es claro que un estado de deformaciones en el que los giros inelasticos sean ceros es
ficticio, pues es precisamente la existencia de estos giros lo que motiva la investigacion.
Por lo expuesto, se requiere la aplicaciéon de un conjunto de fuerzas externas que regrese

todo al estado anterior.

¢ 12EI  6EI 12EI  6EI
13 12 [
6EI 4E] 6EI 2EI v’y
fo={ 2 L oL L)6%h
12E1 6EI 12E1 6EI v,
A A A
6E1] 2EI 6EI 4E]
\ 2 L 2 L/

A diferencia del caso anterior, este conjunto de fuerzas externas debe expresarse en
funcién de los desplazamientos inelasticos definidos por el estado de giros inelasticos. Esto
puede hacerse considerando la matriz de rigidez elastica asociada a los grados de libertad.

Lo que se puede expresar de manera resumida mediante la siguiente expresion.
fa — KXII

Al igual que en el caso anterior, el conjunto de desplazamientos aplicados, provocara un
conjunto de momentos flectores en los grados de libertad asociados a los giros inelasticos.
Los momentos en estos grados de libertad pueden obtenerse de la siguiente forma (Wong
& Yang, 1999b, 2002a):

6EI 4EI  6EI 2EI[v":

m, = L? L L2 AN | A

P |6EI 2EI  6EI A4EI|[v",

rz L 1z e,
m, = K'Tx"

Ahora, es importante observar que, las fuerzas externas aplicadas en un caso y otro deben

estar equilibradas, es decir:
fa=—Tr
KXII — K,@”

Finalmente, se puede establecer una relacion entre los desplazamientos inelasticos y los
giros ineldsticos considerados. Asi, se tiene la siguiente expresion (Wong & Yang, 1999b,
2002a):

x' = K—1K10H
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La superposicion de los dos estados de deformacién permite estimar los momentos
inelasticos asociados a los giros de libertad remanentes del elemento. Asi, se tiene la

siguiente expresiéon (Wong & Yang, 1999b):
m' =m, +m,
m'=—-K'0" +KTx"
m' =-K"0" +K'TK'K'0"
m’ =—(K" - KTK'K")®"

En este punto, se toma en consideracion que el nivel de fuerza asociado al nivel de
desplazamiento inelastico puede ser calculado considerando la rigidez elastica del

elemento, tal como se indica en la Figura 9. Asi se tiene la siguiente expresion.

Fy = Kx'
Figura 9:
Nivel de fuerza asociado en el rango inelastico y elastico.
F
A
F, ~B C
Ki
A
Fy
Ke X"
X
O X, X' X

Nota. Fuente Li & Wong (2017).
Fo,=Kx—-x")
F,=Kx— Kx"
F,=Kx— KK 'K'0")
F,=Kx—K'0"

Los momentos aplicados en los giros inelasticos pueden ser obtenidos mediante la

superposicion de momentos flectores elasticos y momentos flectores inelasticos.
m=m'+m"

m= KITxI _ (KII _ KITK—lKI)GII
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m=K"(x—-x")— (K'-KTK'K')@"
m=K"x—K"x" —K'0" + KTK"1K'0"
m=K"x-K'K'K'0' —K'0" + KTK 1K'0"
m=K"x-K'0®"

A partir de las expresiones encontradas se tiene un sistema de ecuaciones que involucran,
tanto los grados de libertad del elemento estructural, como los grados de libertad asociados

a los giros inelasticos, estas se presentan a continuacion (Li & Wong, 2014):
F,=Kx—-K'0"
m=K"x-K'0"

Este sistema de ecuaciones puede ser reescrito en forma de un sistema de ecuaciones, en

forma matricial, se tiene:

el=lgr xll o]

12EI  6EI 12E1  6ElI  6EI 6EI )
L3 N F I T 7 2
6EI 4EI 6EI  2EI  4AE] 2EI
12 L 12 L L L (e
12E1 6EI 12EI  6EI  6EI 6EI 61
—_— — —_—— —_—— — — — — u
(fa) =0 L2 L L 2 r Ly
m 6EI 2EI 6EI  4EI  2E] 4EI 9,?
= 1T &= T T 7Tl|°
6EI 4E] 6EI  2EI  4AF] 261 | 02
12 L 12 L L L
6El  2EI 6EI  4EI  2EI 4EI
L 12 L Sz L L L

La matriz de rigidez asociada a un elemento viga columna que forma un angulo de noventa

grados con respecto del eje X, puede obtenerse mediante la aplicacion de las matrices de

rotacion. Este proceso se muestra a continuacion.

1 0 o0 0
p=J0 cosé 0 —sin6
0 0 1 0

0 sin6 0 cos@
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1 0 0 O
_J0O 0 0 -1
k= 0 01 O
010 O

K* = RKRT

Figura 10:
Grados de libertad asociados al elemento viga-columna con 0° y con un angulo de 90°.

g’
U1 Uz
g 9.
1
gy g5
(£
g,
¢ 12EI 6El  12EI  6EI  6EI  6EI
L3 2 T Tz Tz T
6EI  4EI 6EI 2EI  4EI  2EI
12 L 12 L L L
12EI  6EI 12E1 6E] 6El  6EI
k=l B 12 P 2z 2|
6EI  2EI 6E1 4El  2EI  4EI
2L 12 L L L
6EI 4EI  6EI  2EI 4E] 2EI
12 L 12 L L L
_6EI  2EI  6EI AE] 2EI  4EI
12 L 7 A A A

3.3 Cambio de coordenadas locales y globales

Con la finalidad de deducir las ecuaciones de equilibrio de la forma mas general posible,
se buscara la relacién entre las matrices de rigidez asociados a los giros inelasticos (8"') y
las fuerzas nodales asociadas, para un sistema de coordenadas locales como globales.

Para esto se debe referir ala Figura 11.
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Figura 11:

Fuerzas nodales asociadas a un elemento viga columna con giros inelasticos.
Uz

Ademas, de la seccién anterior, se ha podido observar que las fuerzas nodales y los giros

inelasticos, en el sistema de coordenadas locales, estan relacionadas mediante la siguiente

expresion:
frl=-&)'e"
Figura 12:
Fuerzas nodales en un elemento viga columna en coordenadas locales.
T1 T2
M
Ny °) ' ;\ N:
— 0 0 -
6EI 6EI
0 I
T, 4E1  2EI
f l — M1 - _ L L 9”1]
R 0 0 0 9//2
T, 6E1 6EI
M, N2
2EI1 4E]
L L L

Donde los superindices hacen referencia a que el sistema esta establecido en sistema de
referencias local. De acuerdo con la figura mencionada, este sistema de referencias estaria
coloreado en color rojo. Ademas, se ha introducido un sistema de referencias diferente del
primero, al que se le llamaria, sistema de coordenadas globales. Asi, en este nuevo sistema

existiria una relacion similar al caso local, que se expresa asi:

fa¥ = —(K)90"9
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Ahora, es posible establecer una relacion entre el vector de fuerzas en el sistema local y
global, y de la misma forma para el caso de los giros inelasticos y elasticos. A continuacion,

se muestra tal relacion:
_ phg !
fr? =Rfr
@//g — R90//l

Donde, las matrices Ry R? representan las matrices de rotacion de las fuerzas nodales
aplicadas y los giros inelasticos aplicados. A continuacién, se muestran tales matrices de

forma explicita.

cosae —sena O 0 0 0
sena —cosa O 0 0 0
RA — 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa —sena O
0 0 0 sena —cosa 0
0 0 0 0 0 1

e _[1 O

R =[5 1]

Rfg' = —(K)9R%@"
fa' = —(R*) (K)9R?0"
Por comparacion, se pude observar que:
(K" = (R*)" (K")9R

Por lo que se obtiene la siguiente expresion, que relaciona la matriz de rigidez en un
sistema de coordenadas locales y en un sistema de coordenadas globales (Wong & Yang,
2002a).

(K9 = (RA)T(KI)IRHT

0 0
6E1] 6E1
cosa —sena 0 0 0 07| L2 L?
sena cosa 0 O 0 of| 461  2EI
' 0 0 1 0 0 0 L L 1 0
9 —
& 0 0 0 cosa —sena O 0 0 [0 1]
0 0 0 sena cosa 0 6E1 6E1
0 0 0 0 0 " Tz
2EI 4E]
L L
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6E1 6FEI
—Fsena —L—zsena

6EI 6E1
—L—ZCOSCZ —FCOSQ

4E1 2E1

, L L

9 =

(K7 6EI 6EI
—?sena —L—zsena

6EI 6E1
—L—ZCOS(Z —FCOSQ

2EI 4E]
L L

3.4 Cambio de coordenadas de la matriz de rigidez elastica

Se dara inicio considerando el sistema de coordenadas locales, mostrado en la Figura 13.
En este sistema, es posible establecer las relaciones entre fuerzas nodales y

desplazamientos nodales como (Chopra, 2020):
Fel = Kgelyel
Donde; F¢, x°, son los vectores de fuerzas y desplazamientos nodales; mientras que, K¢,

es la matriz de rigidez. Estas entidades tienen las siguientes formas:

Figura 13: Grados de libertad en coordenadas locales. Fuente: Elaboracién propia.

Ny Uy
T, U,
M, Uz
Fel = N, | xel = »
T, Us
M, Ug
- EA/L 0 0 —EA/L 0 0
0 12EI/L®  6EI/L? 0  —12EI/I® 6EI/L?
kei—| 0 6EI/L>  4EI/L 0 —6EI/L?>  2EI/L
—EA/L 0 0 EA/L 0 0
0 —12EI/1® —6EI/I* 0 12EI/L® —6EI/L?
0 6EI/L? 2E1/L 0 —6EI/1*  4EI/L

En el caso de un sistema de coordenadas locales, es posible establecer relaciones
similares a las obtenidas en el caso de coordenadas locales. Estas expresiones tienen la

siguiente forma:

Fed = Ke9xed
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Ademas, es posible relacionar el vector de fuerzas y de desplazamientos nodales en el

sistema de coordenadas globales, con el sistema de coordenadas locales.
Fé9 = RFel
x89 = R x¢!

Figura 14:
Sistema de coordenadas locales y globales.

I }
Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones obtenidas para el sistema de
coordenadas globales.
RF®' = K°9R x*!
Fel — (RTKegR) xel

Finalmente, se obtiene la relacion entre las matrices de rigidez locales y globales.

K¢ = RTK¢IR

K¢ = RK°'R”
3.5 Solucién de las ecuaciones de equilibrio

El sistema de ecuaciones de equilibrio resultantes involucra tanto los desplazamientos,
como giros nodales, esto es, involucran n grados de libertad asociados a tales variables.
Ademas de tales grados de libertad, la incorporacion de los giros inelasticos incorpora r
grados de libertad asociados a los giros inelasticos. Como ya se ha observado

anteriormente tal sistema de ecuaciones puede ser resumido de la siguiente forma:

K K\( x \_(F,
er ko) = o)
Como se puede apreciar del sistema presentado, se tienen n+2r variables desconocidas;

n desplazamientos (x), r giros inelasticos (®"), y r los momentos en las rétulas plasticas

(m); pero solo se disponen de n+r ecuaciones linealmente independientes, producidas por
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el sistema presentado; por lo que serd necesario agregar las r condiciones restantes a
través de los modelos constitutivos momento rotacion ineldstica a cada grado de libertad

inelastico.

Si se supone un comportamiento bilineal, muy frecuente en las aplicaciones de la mecanica
estructural, se puede establecer una relacion clara entre los momentos y los giros

inelasticos. A continuacion, se muestra la expresion vectorial de lo comentado:
m=m, + KPO"

En la expresion anterior my representa el vector de momentos de fluencia; mientras que
0@", representa el vector de giros inelasticos asociados a los grados de libertad inelasticos.

Finalmente, k, representa la matriz de rigidez posfluencia.

Figura 15:
Diagrama momento rotacion inelastica caracteristica de elementos viga-columna.

MAN

/ ’o)
MI /

Ky
M,
K
O =,
0 e, =3 —

myq myl kpl 0 .. 0 9”1
FEE
m; My 0 0 kpr Bur

La sustitucion de esta expresion en las ecuaciones de equilibrio encontradas permite
obtener un sistema de ecuaciones explicitas de las variables desplazamientos nodales y

giros ineldsticos, tal como se muestra a continuacion:

' F
(or 1} (67 =tm, + kver]

Despejando el vector de giros inelasticos, se obtiene la siguiente expresion que permite
establecer las variables de interés en funcién de un conjunto de cargas claramente

definidas.
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3.6 Método del espacio estado en sistemas lineales

Tradicionalmente las ecuaciones del movimiento pueden ser resueltas usando métodos
iterativos como el de la aceleracion constante, aceleracion lineal, o el método de Newmark
(Chopra, 2020); sin embargo, existen algunas otras alternativas que pueden resultar siendo
mas eficientes en términos de computo, una de tales alternativas es el método del espacio
estado (Erfani & Akrami, 2019).

El método del espacio estado consiste en transformar una ecuacion diferencial lineal de
segundo orden, como la ecuacion del movimiento, en una ecuacioén diferencial de primer
orden, pero de mayor dimensién; que tenga como variables la posicion y la velocidad
(Wong & Wang, 2007a). Partiendo de la ecuacion del movimiento, expresada en forma
matricial y de forma general, se tiene:

MX +CX + KX = My
Haciendo las siguientes consideraciones:

X=X
MX = —CX — KX — My

X=-M1CX-M KX -1y

Reescribiendo estas ecuaciones matriciales en forma matricial, nuevamente, se tiene:

g} - {—Mo-lc —MI‘lK} {ﬁ} + {—g(t)}

Asumiendo lo siguiente:

4= {—Mo—lc —MI—1K}

n={50)
RS0

En este punto conviene aclarar el comportamiento del vector de aceleraciones del suelo,

9. Este es un vector de n filas y una columna que corresponde con el efecto de las

aceleraciones del suelo en las aceleraciones de los grados de libertad considerados; es
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decir, este vector no representa, propiamente las aceleraciones del suelo, pero puede

vincularse a las tres componentes de aceleracion del suelo, asi:

Gx(®)
gy = h{dy(®) ; = ha(t)
gx(®)

Donde, h es un vector de n filas y tres columnas, usualmente compuesto de cero y unos;

mientas que gy, gy Y g, , representan las aceleraciones del terreno tipicas obtenidas de un

registro de aceleraciones.
Finalmente, se tiene:
Z=AZ+ Ha

La solucién de este sistema de ecuaciones diferenciales lineales puede ser obtenida de la

siguiente forma (Wong & Wang, 2007e):
Z—-AZ=Ha

e 7 —eAAZ = e *Ha

d
—e Atz = e~Atfq
dt

Integrando desde el tiempo de referencia t, hasta el tiempo t, se tiene la siguiente
expresion:
t
e t7 = e7Abz, + fe‘ASH(s)a(s)ds
to
Finalmente, luego de algunas operaciones sobre ambos lados de la igualdad se obtiene la

solucién general del sistema lineal de primer orden (Wong & Yang, 2002b).

t
Z(t) = eAt-toz, + At f e 4SH(s)a(s)ds

to

Esta integral también puede ser establecida para dos intervalos consecutivos de una

discretizacion del tiempo, de la siguiente forma:

Lk
Zyy1 = eABVZ, + edtin f e H(s)a(s)ds

Ly
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Para un caso especifico analizado, el vector H es contante, por lo que es posible retirarlo
del integrando. Como se puede apreciar de la expresion mostrada, la integral dependera
exclusivamente de los valores del vector de aceleraciones a(s). Aunque existen numerosos
métodos para la aproximacion de tal integral, como el método de la aceleracion constante,
o el método de la aceleracién lineal, en este trabajo se preferira el método basado en la
delta de Dirac (Wong & Wang, 2007b).

a(s) = a;6(s —t )AL, t; <s <ty
Si se sustituye esta expresion en la forma anterior, y aprovechando las propiedades de la
funcién delta de Dirac, se tiene lo siguiente (Zhao & Wong, 2006b):

Zyyq = €407, 4 eAtkrie~ At H (L, )a(t;,) At

Zyp1 = eA0Z, + e H(t ) a(t,) At

Si se hace el siguiente cambio:
Fy= eAlD)
H, = Ated* H(t,)

Finalmente se obtiene una expresion recurrente explicita, es decir, si se conocen todos los

términos del paso anterior, es posible encontrar los pasos siguientes.

Zyy1 =FaZy + Hyay
Finalmente, las aceleraciones actuales pueden ser obtenidas de la ecuaciéon del
movimiento en tiempo discreto, de la siguiente forma (Hart & Wong, 2000; Li & Wong,
2014):
MXj1q+ CXpyy + KXpp1 = M3,
MXy41 = Mg, — CXpp1 — KXppq
Xk+1 = _g(tk+1) - M_chk+1 - M_lKXk+1

Xie1 = —Hay g — M 'CXypy — M7 KX iq

Con este esquema queda completa la solucién de las ecuaciones diferenciales del
movimiento de un sistema de multiples grados de libertad usando el método del espacio

estado, para el caso de sistemas lineales.
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3.7 Meétodo del espacio estado en sistemas no lineales

La aplicacion directa del método de la analogia de la fuerza en el caso de los sistemas no
lineales, no puede hacerse de forma inmediata, ya que en este tipo de sistemas la matriz
de rigidez estd cambiando de un paso a otro, esto se puede ver si se toma en cuenta que

la ecuacion diferencial del movimiento toma la siguiente forma (Chopra, 2020):
MX +CX + f(X) = —Mg

Sin embargo, si se recurre a la analogia de la fuerza, el sistema puede escribirse en funcion
de la matriz de rigidez inicial, como se muestra a continuacion, para esto, refiérase al Figura
16.

Figura 16:
Nivel de fuerza asociado en el rango inelastico y elastico.
F
A
F, B ’DC
/47?;’\
A
Ff—r
Ke X”
X
0 x, X' X

Nota. Fuente (Hart & Wong, 2000; Li & Wong, 2014) .

De este gréfico, se puede apreciar que, a un determinado nivel de fuerzas, le corresponde
una matriz de rigidez tangente, diferente de la matriz de rigidez inicial; sin embargo, se
puede apreciar que el nivel de fuerza es idéntico al obtenido del producto de la matriz de

rigidez inicial por el desplazamiento x’, es decir:
Fy(x) = K.x'

Sustituyendo esta expresion en el sistema de ecuaciones del movimiento, se tiene lo

siguiente:
MX + CX + K X' = —Mg

Ademas, del mismo gréfico se puede establecer una relacion simple entre este nivel de

desplazamiento, el desplazamiento total y los desplazamientos inelasticos:

X=X +X"
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Sustituyendo estas expresiones, y reescribiendo adecuadamente, se tiene la siguiente

expresion:
MX+CX+ K. X=-Mgq + K X"

Como se puede apreciar de este sistema de ecuaciones diferenciales, la matriz de rigidez
elastica inicial aparece en todos los instantes, por lo que se la puede considerar constante
durante todo el analisis, lo que esta cambiando en cada caso es, el termino asociado a los
desplazamientos inelasticos. Asi, los términos de la derecha pueden ser considerados el
conjunto de acciones externas que dan origen al movimiento. En esta circunstancia, ya es
posible la aplicacion del método del espacio estado, para poder resolver directamente el

sistema de ecuaciones mostrados.
Introduciendo a la velocidad como una nueva variable de busqueda:
X=vY
MX +CY + K. X =—-Mg + K. X"

X=-Ha+M K X"-M1cy -M 1K X

Reescribiendo estas expresiones en forma matricial, se tiene (Hart & Wong, 2000; Li &
Wong, 2014):

Bt ) Lo e
y)  \-Mk, -Mlc {y —Ha+ M 1K X"

Introduciendo los siguientes vectores y matrices,

Z= {}Y(} z= {;f} 4= {—M(‘)lKe —Ml-lc}' B = {—Ha+ 13-11(8)(”}
se tiene:
Z=AZ+B
Multiplicando por la matriz exponencial.
etz —e™AtAZ = e4tB

Observando que el termino izquierdo es la derivada temporal del vector buscado por matriz

exponencial.

d(e™*'z)

—At
= B
dt €
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Integrando entre el tiempo t; vy t;.,1, Se obtiene la solucién del sistema.

Lt
e Alvig,  — e Az, = f e 4SB(s)ds
Ly

Reordenando, y simplificando.
tk+1

e A1z, = e Alkz, + f e 4SB(s)ds
Ly

Lr+1
Zyyq = ezy + eAlin f e SB(s)ds
2%
Finalmente, se tiene:
Lrv1
Zyyq = eMBlzy + At f e 5B(s)ds
2%

La expresiéon anterior permite obtener el vector de desplazamientos y velocidades en un

instante arbitrario, en funcién de los valores conocidos del instante anterior.

Una vez establecidas las ecuaciones de movimiento, conviene recordar que (Hart & Wong,
2000; Li & Wong, 2014):
m=m'+m"
m =K'Tx'

m' =m,+m,

Producto de la analogia de fuerza, es posible incluir los giros inelasticos considerando dos

etapas, partiendo de la posicién deformada y considerando los giros inelasticos.
fRf — _kl@ll, mR — _k”®”

El resultado final puede obtenerse restaurando el paso anterior y escribiendo estas en

funcion de los desplazamientos inelasticos, como se muestra.
fo=Kx', m,=KTx"
a ) a

Finalmente, notando que las fuerzas aplicadas deben estar relacionadas mediante la

siguiente expresion:
fRF — _fa N Kx// — k’@” N xll — K—lkleu

Expresando los momentos inelésticos en funcion de los giros inelasticos, se tiene:
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oy

m' = —k"0 + krTxu = —K'0" + kITK—lkI@II
m' = _(ku _ k/TK_lkl)eu
m=m+m"’ =KTx - k"0 + k' x"

Finalmente, se obtiene la ecuaciéon que establece la relacion existente entre los momentos,

los desplazamientos y los giros inelasticos (Li & Wong, 2014).
o’ 1T, 0 " IT
m+k'0"=K" (x'+x")=K"x

Conviene expresar la forma discretizada de la ecuacion presentada, obteniendo (Hart &
Wong, 2000; Li & Wong, 2014):

m; + k”(‘)”i = K'Txi

Los desplazamientos inelasticos pueden escribirse en términos incrementales como (Li &
Wong, 2014):

0”,: = @”i—l + AO
m; + k''AO = K'Txi — k”G)”i—l

El sistema de ecuaciones resultantes establece la relacion entre los momentos de cada
rotula plastica y sus respectivos giros inelasticos, asi, considerando que se tienen g rotulas
inelasticas, se tienen 2q incognitas y solo g ecuaciones. Las q ecuaciones resultantes se

pueden obtener de q relaciones constitutivas de las rotulas plasticas consideradas.

Figura 17:
Modelo ciclico perfectamente plastico y con endurecimiento sin degradacioén de rigidez.

M
”
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Es importante notar que la ecuacién presentada brinda la relacion entre momentos y giros
inelasticos de forma explicita con los giros inelasticos obtenidos del paso previo, lo que

facilita el esquema de solucién.

3.8 Condensacio6n estatica

En la gran mayoria de aplicaciones, no todos los grados de libertad estan asociados con
las fuentes de masa, existen algunos casos en gue los grados de libertad estan asociados
a masas nulas, tal es el caso, por ejemplo, de los giros en los nodos, que usualmente estan
asociados a masas nulas. En este tipo de casos, conviene la eliminacién de estos grados
de libertad y expresar las matrices de rigidez en términos Unicamente de los grados de

libertad con masa, conocidos de ahora en adelante como grados de libertad a dindmicos
(xq)

El primer paso consiste en ordenar los grados de libertad, y por tanto las matrices de
rigidez, masas y de amortiguamiento, en grados de libertad dindmicos (x;) y grados de
libertad estéticos (x,.), esto haria que la ecuacion del movimiento tenga la siguiente forma
general.

Mdd 0 [xd] Cdd 0 [xd] [Kdd Kdr [x,d] _ Mdd 0 h

[0 o]er’[o 0]xr+Km Kyl lx' [0 o]“
En esta ecuacion Mqq representa la matriz de masas asociadas a los grados de libertad
dinamicos; Cqq, la matriz de amortiguamiento asociados a los grados de libertad dinamicos;
de igual forma, Kqq4, €s la matriz de rigidez asociada a los grados de libertad dinamicos,

mientras que, Ky, es la matriz de rigidez asociada a los grados de libertad estaticos.

De esta expresion, puede despejarse los grados de libertad estaticos en términos de los

grados de libertad dindmicos, mediante la siguiente expresion:
Krdx,d + Krrx’r =0
-1
x’r = —Kr de,d

También es posible encontrar una ecuacion dindmica adicional a partir de la primera linea

de la ecuacién anterior, encontrando lo siguiente:

Mddjéd + Cddxd + Kddxld + Kde,T = —Mddha
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Finalmente, sustituyendo los grados de libertad estaticos en esta ecuacion por la expresion
que vincula los grados de libertad dinamicos y estéticos, y luego agrupando

convenientemente, se tiene:
Maa¥q + CagXa + KagX'q — KarKry " Kpgx'q = —Mgqha
Mga%q + Caa%q + (Kga — KarKp ™ Kyq)x'a = —Mggqha
K =Kgq — KdrKrr_lKrd
Mggkg + CyaXq + Kx'g = —Mygha

Ademas de condensar esta ecuacion, es posible realizar la condensacién estatica de la

ecuacion que vincula los desplazamientos inelasticos y los giros inelasticos, es decir:
xn — K—]_Kl 9//
Kxn — KI 9”

Para esto se debe expresar la matriz de rigidez en términos de rigideces asociadas a los
grados de libertad dinamicos, y estéticos, y considerar que la matriz de rigidez que
relaciona las fuerzas exteriores y los grados de libertad inelasticos, también pueden ser
separadas en términos de grados de libertad dinamicas y estaticas, como se muestra a

continuacion:

[Kdd Kdr] [X d] [ ]Ou
rd Krr
De la expresién anterior, es posible extraer las siguientes ecuaciones, mas simplificadas,
siguientes:
Kddx"d + Kdrx"r — K,d®”
Krdx"d + Krrx"r — K,r®”

Ahora, conviene despejar los desplazamientos inelasticos asociados a grados de libertad

estaticos en términos de los grados de libertad dindmicos:
X'y = =Ky Kpax"q + K K0
Sustituyendo esta Ultima expresion en la ecuacion anterior, se tiene:
Kaax"a + Kar(—=Krr ' Krax"q + K 'K'0") = K' 40"

(Kdd - KdrKrr_lKrd)x"d = (K’d - KdrKrr_lK,r)@”
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Poniéndole un nombre adecuado a cada uno de estos términos:
K= Kaq — KdrKrr_lKrd
K'=K'g- KdrKrr_lK,r
La forma final simplificada posee la misma forma que la expresion original.
Kx"; =K'0"
x"q =K 'K'0"

Finalmente, también resulta conveniente la condensacion estética de la ecuacién que

vincula los momentos inelasticos con el desplazamiento total, es decir:
m+K"0=K"Tx

Esta ecuacion puede expresarse considerando que la matriz cruzada puede

descomponerse en matrices asociadas con los grados de libertad dinamicos y estaticos.
X
m+Kk'0=[Kk," K,'] [xi] =K'q xg +K'q %,
m+ K"0 = K’ded + K,de,r + K,de"r

En las secciones anteriores se han logrado expresiones para la los grados de liberta
estaticos elasticos, y los grados de libertad a inelasticos estaticos, sustituyendo estas

expresiones y desarrollando, se obtiene:

m+K'0=Kq xg+Kq (—Kp KpaX'a) + K'q" (—Kpy ' KpaX"q + K 1K'10")

m+K'0=K'g xq—K'g Kpr Kyaxq +K'q Ky 'K'.6"
Reordenando y definiendo nuevas matrices, se tiene que:

-1
m+ (K" =K'y Ky K07 = (K" = K'a Kyw Kpa) %4

I?n — Kll _ K,dTKrT_lK,T
TAIT y T -1
K" =Kg —Kgq K Krg

Finalmente:

m + I_("@”=7Txd
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A continuacion, se determinara la respuesta dinAmica no lineal de una estructura de un
piso con una crujia. Como se puede apreciar de la siguiente figura, el sistema tiene tres
grados de libertad estaticos; sin embargo, es posible simplificar el modelo de respuesta

dinamico, al considerar un solo grado de libertad dinamico.

3.9 Solucion de las ecuaciones no lineales

El problema de obtener el comportamiento no lineal de las rotulas plasticas, y en general,
de cualquier sistema que considere plasticidad concentrada puede resumirse a la solucion

de las siguientes ecuaciones:
m+K'0"=KTx; m,0" € R%,x € R"
m=f(0"); m,0" € R?

Donde, f, es una funcibn que muestra la dependencia existente entre los momentos

flectores (m) actuantes sobre las rotulas plasticas y los giros inelasticos (8").

Aunque el primer sistema de ecuaciones mostrado es lineal, el segundo es en general, no
lineal. Esto pude conllevar a una dificultad en la solucion de este tipo de sistemas. A
continuacién, se muestra el algoritmo implementado en el presente trabajo de

investigacion.

En principio, se suponen conocidas todas las variables en instante t;, por lo que se deben
determinar todas las variables de interés en el tiempo ti;1. Conviene entonces, reescribir el

sistema de ecuaciones de forma conveniente.
mi, +K'0" =K x4y

Tomando en cuenta que el vector de giros inelasticos en el instante ti.; puede escribirse en

funcién del vector de giros inelasticos en el instante anterior y un incremento, se tiene que:
0”1 = 0" + 00",
miy + K07 +40",1) =K x; 4

Asi, sustituyendo y despejando las variables se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

discreto en el tiempo ti+1.
my, +K'A0";; = K" x;,1 — K"8";

m;, = f(0"; +A0";,1)
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El algoritmo usado para la solucién de los problemas estudiados en este trabajo de

investigacion fue el siguiente:
Paso 1:

Como primer paso se establecera un vector de incremento nulo, y con esta consideracion

se procede al célculo de los momentos actuantes en las rotulas plasticas.
A", =0
m©®;, =K"x;,, —K"0";
Paso 2:

Una vez determinada la primera iteracion del momento flector m, se procede a mejorar el
vector de los giros inelasticos, haciendo uso de las relaciones constitutivas de la rétula

plastica considerada.
26"M iy = gm® )

Luego, se procede a la actualizacién de los momentos flectores asociados a los giros

inelasticos previamente calculados, para esto haremos uso de la siguiente expresion.
mWy =KTx . —K'0"; — K"'06"M
Paso 3:

Se calcula la distancia existente entre los vectores de momentos asociados a este paso y

al anterior.
e=|m®;; —mO®,,
Paso 4:

Finalmente, con base en la proximidad de los vectores obtenidos, se decide si el algoritmo

continla o se detiene. Para esto se usa el criterio siguiente:
Si
e <Tol

El algoritmo finaliza, de lo contrario se repite desde el paso 2. El nimero de iteraciones

continuard hasta lograr un error dentro de la tolerancia aceptada.
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En este tipo de algoritmos es altamente recomendable incluir un contador de iteraciones,
para que este se detenga una vez alcanzado un limite de iteraciones considerado como

razonable, pues de lo contrario podriamos entrar en un bucle infinito.

3.9.1.1 Algoritmo de actualizacion

El siguiente algoritmo estéd basado en el algoritmo de Gauss-Seidel y consiste en despejar
las variables involucradas en funcion de las variables restantes de tal forma que, a partir
de una estimacion de partida, se puedan obtener un nuevo conjunto de estimadores, una
actualizacion de los valores iniciales, mismas que a su vez, sirven para obtener una nueva

actualizacion. Este proceso se repite hasta tener convergencia razonablemente precisa.

Para poder obtener el algoritmo de actualizacion, se parte del conjunto de ecuaciones a

resolver, esto es:
my 1 +K'0" 1 = K"x;4q
m;q = f(0"41)

A continuacion, se despejan las variables de interés de cada sistema en funcién de las
restantes. Para esto conviene separar la matriz de rotaciones platicas en dos partes, es

decir:
Kll — K1" + KZ n

Donde la matriz Ki” es una matriz diagonal que contiene exactamente los elementos de la
diagonal de la matriz original K”; mientras que la matriz K;” tiene exactamente los mismos
elementos de la matriz original, pero con una diagonal nula.

ky; 0 0 0
0 ky O 0

0 ki kq3 kin
ka1 0 ky3 kon
KZ" = k31 k32 O k3n

knl knz kn3 0
Una vez establecida la separacion mencionada, puede despejarse el vector de giros

inelasticos en funcion de las actualizaciones obtenidas en el paso anterior, como se

muestra:

miq, + (K" +K;0" 101 =K'x;44
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1=
£l

0" 11 = inv(K{")K' x4 1 — inv(Ky'")K;"0" 1y — inv(Ky"Ymy 4
Kq = inv(K{')K'T
Kr = inv(K{'")K,"

7 k+1 7 k . "
011" = Kaxiyy — Kr6" 1, — inv(Kyymy @

A continuacién, se expone el algoritmo desarrollado para la solucion del sistema de

ecuaciones no lineales usando el algoritmo expuesto:

Paso 1: Ingresar los vectores de giros inelasticos y momentos, iniciales. Estos usualmente

pueden ser los giros y momentos iniciales del paso anterior.

Paso 2: Separar la matriz de giros inelasticos en una matriz diagonal (K:”) y una matriz

con diagonal nula (K>"”), ademas calcular las matrices Kq y K.
3.10 Comportamiento ciclico de las rotulas plasticas

3.10.1.1 Modelo elastoplastico

El algoritmo presentado anteriormente requiere la obtencién de un momento o un vector
de momentos iniciales (m). Esto se logra considerando que el vector de incrementos de
giros inelasticos (A@'") es cero para todas las rétulas plasticas. Este paso se denomina
Paso Cero en el proceso iterativo. Sin embargo, una vez calculado el momento, es
necesario mejorar el célculo del vector de incrementos, recurriendo a la curva de
comportamiento de los materiales o a las relaciones constitutivas entre los momentos y los

giros inelasticos.

En el caso estatico o de carga monotoénica incremental se considera un Unico camino de
carga. Este camino se muestra en la primera imagen de la Figura 19. En esta
representacion grafica, se observa el trayecto seguido por los momentos y los giros
inelasticos en una rétula plastica cuando esta se carga desde el origen, es decir, cuando

no hay giro inelastico ni momento flector, como se puede notar en la citada figura.

Aun en este caso, existen dos posibles direcciones en este camino: una cuando los
momentos son positivos y otra cuando son negativos. En el modelo presentado, se ha
simplificado ain méas considerando que los momentos plasticos son iguales. Es decir, tanto
el momento plastico positivo como el negativo tienen el mismo valor absoluto. Esta

simplificacion facilita el analisis al reducir la complejidad de los célculos involucrados.
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En el caso dinamico, la situacion resulta radicalmente diferente, pues en este caso nos
enfrentamos a una serie de fendmenos que consisten esencialmente en el cambio de
rigidez y resistencia de los elementos estructurales en cada ciclo, lo que provoca que el
camino formado por el par; giro inelastico, momento flector, cambie constantemente.
Figura 18:

Relacién constitutiva no lineal entre giro inelastico y momento.
M M

'“““~\\\
~
N
|

(0,0)

(a) (b)

En esencia, el problema radica en resolver la ecuacién que describe los momentos y los
giros inelasticos, y las relaciones constitutivas existentes entre los momentos y los giros
inelasticas; que en este trabajo se conocera también como camino que siguen los giros y

momentos en cada paso del analisis.

Figura 19:
Camino inicial y camino posfluencia positiva para una rotula con comportamiento
elastoplastico.
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En este sentido, las relaciones constitutivas existentes entre los momentos y los giros
inelasticos poseen en general, una naturaleza no lineal y movil, que cambia de paso en
paso. Esta relacion constitutiva es una funcién que, en el caso de un elemento descargado,
inicia en el origen; tal como se muestra en la Figura 18 (a). Mientras que una vez que este

elemento ha realizado algunas series de carga y descarga y que empiece su camino en un

Prediccion de la respuesta no lineal de estructuras mediante macromodelos basados en el método de la analogia de la fuerza
B.Sc. Edén Angel Capcha Molina



Universidad Nacional de Ingenieria 56
Facultad de Ingenieria Civil
Unidad de posgrado

giro inelastico y un momento dado, posee una relacion constitutiva totalmente diferente de

la relacion inicial, tal como se muestra en la Figura 18 (b).

Figura 20:
Caminos sucesivos para rotulas con comportamiento elastoplastico.
Mo
o r- - S * an e H
| - ('Mp)O |
‘ o ‘ ‘ :ii:e..
_ - - - - - - - - — - . T, Y J
(e",Mp)
(a) (b)

En muchos casos, las relaciones constitutivas pueden tener formas bastante sencillas,
siendo una de las mas sencillas las relaciones elastoplasticas, que tienen como funcion
constitutiva las relaciones mostradas en la Figura 19 (a). Esta relacion constitutiva dice
esencialmente que si los momentos estan entre Mp y -Mp, el giro inelastico es cero; de lo

contrario, el momento es el momento de fluencia.

A pesar de ser una funcién no lineal, esta se compone de tres zonas, cada una de las
cuales presenta funciones esencialmente lineales. Esto implica que, en el caso de cargas
monotonicas, la solucion se obtiene de forma relativamente sencillas. Sin embargo, cuando
se trata de cargas ciclicas, es decir, cargas que varian en direccién y magnitud con el
tiempo, la situacién puede volverse mas compleja. En este caso, el camino del par
momento-giro inelastico no permanece constante ni coincide con el de la imagen
mencionada. En cambio, varia constantemente segun las demandas de carga impuestas,

como se muestra en la Figura 19 (b).

De hecho, si los momentos aumentan hasta alcanzar el momento de fluencia y se produce
un giro inelastico distinto de cero, como se muestra en la Figura 19 (b), el resultado final
es que, durante un aumento adicional o una disminucion de la carga, el camino seguido no
sera el inicialmente positivo o negativo, sino el que se ilustra en la Figura 19 (b). Esto indica
un cambio en el camino y, por ende, una modificacion en la funcién que relaciona los
momentos y los giros inelasticos. Este fendmeno subraya la complejidad de analizar cargas
ciclicas y resalta la necesidad de considerar los cambios dindmicos en el comportamiento

estructural.
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3.10.1.2 Modelo tetralineal

En la seccidn previa se ha mostrado un modelo de comportamiento elastoplastico, este es
sin lugar a dudas un modelo sencillo, pero Util en numerosos casos practicos; sin embargo,
el comportamiento de los elementos estructurales observados en numerosos ensayos de
laboratorio en muchas ocasiones dista de este tipo de comportamiento, ocurriendo
numerosos fendmenos adicionales como, la degradacién de rigidez y de resistencia, que

ameritan un modelo de comportamiento mas elaborado.

Figura 21:
Modelo de comportamiento tetralineal de seis parametros.
M\
Mus B
My, 5
C
N
By O /e

Figura 22:
Camino de carga y descarga en un modelo de comportamiento tetralineal con punto de
partida en el segundo cuadrante.
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Sin embargo, el método de la analogia de la fuerza es un procedimiento de analisis que
puede usarse con casi cualquier modelo constitutivo, incluidos aquellos que son capaces
de reproducir la degradacién de rigidez y degradacion de la resistencia, pues su
formulacién usa Unicamente la rigidez inicial en el célculo de los pasos siguientes de
analisis (Li & Wong, 2014).

Con la finalidad de poder emular comportamientos mas complejos que el que se puede
representar con un modelo elastoplastico, en este trabajo, ademas del modelo
elastoplastico, se usara un modelo constitutivo con degradacion de rigidez y degradacion
de resistencia por ablandamiento, definido de forma general por una curva esqueleto o

curva soporte (skeletal curve) tetralineal, tal como se observa en la Figura 21.

Este modelo constitutivo es capaz de representar el punto de fluencia del elemento (Punto
A), el punto de ultimo de resistencia (Punto B) y el punto de resistencia residual (Punto C),
tanto positivo como negativo. A continuacién, se desarrollara la formulacion matematica
del modelo constitutivo comentado para su implementacion en el método de la analogia de

la fuerza.

Figura 23:
Camino de carga y descarga en un modelo de comportamiento tetralineal con punto de
partida en el tercer cuadrante.

M\

Como primer punto es importante recordar que, en todo andlisis dindmico, especialmente
un analisis sismico, la integraciébn de las ecuaciones del movimiento requiere la
discretizacion del dominio del tiempo, y posteriormente resolver las ecuaciones para un
instante dado en funcion del instante anterior, esto se hace usualmente considerando

incrementos finitos de tiempo o de desplazamiento. Asi, en el caso de curvas de
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comportamiento como las mostradas, se usaran incrementos de desplazamiento para

obtener los momentos y desplazamientos en funcion de los valores anteriores.

En principio, es importante distinguir dos tipos de casos cuando un elemento estructural
esta4 sometido a la accién de cargas ciclicas, siendo el primero el de carga y el segundo el
de descarga. Asi, se dice que el elemento se estd cargando cuando el signo que tienen

tanto la fuerza (M) como el incremento de desplazamiento (AB) son iguales.

En la Figura 22, si el estado de carga anterior se encuentra ubicado en el punto P, donde
claramente, el signo de la fuerza en este paso es positivo; se dira que, si el incremento de
desplazamientos es también positivo, el elemento se esta cargando; mientras que si el

incremento de desplazamientos es negativo, estaremos hablando de una descarga.

Es importante observar que, dado un estado completamente determinado, el camino a
seguir depende de este estado, en este caso del punto P, y de si el elemento esta en un
estado de carga o descarga. Si el elemento esta en un estado de carga, el camino a seguir
estard dado por el segmento PB, mientras que, si el elemento esta en descarga, el camino
a seguir sera PQ. Como se puede observar el camino a seguir por la curva es funcién no

solo del punto de partida sino de dos puntos adicionales, el punto B y el punto R.

Si el punto de partida esta ubicado ahora en el tercer cuadrante, como se muestra en la
Figura 23, queda claro que ahora el signo de la fuerza es negativo, por lo que si incremento
de desplazamientos es negativo, se esta en un estado de carga, mientras que si el signo
es positivo se estara en un estado de descarga. Asi, si se asume que el estado previo es
el punto R, ubicado en la curva monotdnica, el segmento RB’ representa el camino de
carga, mientras que el segmento RQ representa el camino de descarga. Estas
consideraciones siguen siendo validas si el punto se encuentra en el segundo y cuarto

cuadrante

Con estas consideraciones, se empezara describiendo como calcular el camino de
descarga, a partir de un punto dado y los puntos de maxima desplazamiento positivo (P) y
méxima carga negativa (R). Para esto se dara inicio suponiendo que el punto de inicio solo
puede estar contenido dentro de la region encerrada por la curva C'B’A’'OABC y el eje de

las abscisas, incluida su frontera y ciertas regiones de los cuadrantes dos y cuatro.

El primer caso es cuando el punto de partida esta ubicado en la frontera, tal como en el
primer ejemplo, es decir cuando el punto de partida se encuentra en el punto P. En este
caso, al ser el signo de la fuerza positivo, el punto de maximo desplazamiento positivo y

por tanto el punto objetivo del camino de carga sera el punto de carga ultima del elemento,
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es decir el punto B. En términos matematicos el camino estard definida por la siguiente

ecuacion:
mp — Mp
m=mp + (f) (a8 — qp)
ds — qp

Si estando en el punto P, de frontera, se da una descarga y no una carga, en este caso el
camino queda determinada por una pendiente que es funcién del desplazamiento de
fluencia y del desplazamiento maximo positivo y hegativo en el caso que nos encontremos
en el primer o tercer cuadrante respectivamente. EL valor de esta pendiente se calcula

mediante la siguiente expresion (Li & Wong, 2014):

a

0
kPQ =1.7 kO ( Y )

em ax

Donde, ko, es la pendiente inicial elastica OA u OA’, dependiente de si estamos en el primer
o tercer cuadrante, respectivamente; mientras que 8y es el desplazamiento de fluencia,
Bmax €s del desplazamiento maximo alcanzado en el momento del cambio de carga a
descarga y a es el parametro que controla el valor de la pendiente, en este trabajo se uso
el valor de 0.4 (Li & Wong, 2014).

El segundo caso a considerar ocurre cuando el punto de partida se encuentra dentro de la
region sefialada previamente, en este caso, cuando se esta en el caso de carga, el camino
apunta hacia el punto en que se alcanzé el maximo desplazamiento lateral, lo que ocurre
cuando da inicio la descarga del elemento. Considerando la figura anterior, el camino de

carga apuntaria hacia el punto P, que es donde ocurrié la descarga.

mp —m,

m=mo+( )(qp—qo)

dr — 4o

Y el caso de descarga ocurre, de forma similar al caso anterior, cuando el incremento de
carga es negativo, en este caso la pendiente de descarga puede calcularse de la misma

forma a la mostrada en anteriormente.
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CAPITULO IV: RESULTADOS

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos de la aplicacién del método de la
analogia de la fuerza a la prediccién de la respuesta sismica de porticos de concreto
armado, de diferentes caracteristicas geométricas, el método fue implementado en Python.
Asimismo, se muestra la respuesta monoténica de una estructura obtenida mediante la
aplicacion de la analogia de la fuerza y se compara con resultados los experimentales
obtenidos por Sharma et al. (2013) y GrubiSic et al. (2019).

4.1 Validacién del método con carga monotdnica para un portico de cuatro niveles

4.1.1 Descripcion del caso de estudio

En esta seccion se evaluara la curva de comportamiento monotdnica de la estructura de
pérticos de concreto armado ensayada por Sharma et al. (2013). Esta estructura consistio
esencialmente en una edificacion de concreto armado de un vano y cuatro niveles
construida de concreto armado. Las vigas perimetrales de cada entrepiso tuvieron una
seccion transversal de 230mmx1000mm, y el refuerzo longitudinal para los tres primeros
pisos se muestra en la Tabla 1, siendo de dos varillas de 25mm de diametro en la parte
inferior y en la parte superior. El refuerzo de las vigas colocadas en el dltimo nivel vario del
resto de niveles, siendo estos de tres varillas de 20mm de didmetro en la parte inferior y
dos varillas de 20mm en la parte superior.

Tabla 1:

Seccibn transversal y distribucion de las armaduras de acero colocadas en los elementos
estructurales.

Viga/Columna B D Refuerzo longitudinal Refuerzo
(mm) (mm) transversal

BF 204 230 1000 2-16 (Top) 3—-16 (Bottom) 8-200 c/c
BF 205 230 1000 2-25 (Top) 2—25 (Bottom) 10-125 c/c
BF 223 230 1000 2-25 (T?é’())tfgé? +1-16 10-125 clc
BF 225 230 1000 2-20 (Top) 2—25 (Bottom) 10-150 c/c
BR 6 230 1000 2-20 (Top) 3—20 (Bottom) 8-200 c/c
BR 7 230 600 2-16 (Top) 3—16 (Bottom) 8-120 c/c
BR 20 230 1000 2-20 (Top) 2—-25 (Bottom) 8-175 clc
BR 21 230 1000 2-20 (Top) 2—20 (Bottom) 8-175 clc
CL 15/ CL 19 (Grto 2 floor) 400 900 12-28 10-100 c/c
CL 15/ CL 19 (2-3 floor) 400 700 4-25 + 6-20 10-100 c/c
CL 15/ CL 19 (3—4 floor) 300 700 8-20 10-100 c/c
CL 16/ CL 20 (Grto 2 floor) 350 900 12-25 10-100 c/c
CL 16/ CL 20 (2—4 floor) 350 900 10-20 10-100 c/c

Nota. Fuente (Sharma et al., 2013).
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Figura 24:
Caracteristicas geométricas del portico de concreto armado sometido a un estudio
experimental de carga monotonica creciente.
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Tabla 2:
Resistencia promedio a la compresion del concreto segun elementos estructurales.
Localizacién Resistencia ala compresién promedio (MPa)
Cimentacion (Raft) 32.88
Columnas ler piso 28.86
Vigas y losa ler piso 27.73
Columnas 2do piso 33.3
Vigas y losa 2do piso 31.09
Columnas 3er piso 32.24
Vigas y losa 3er piso 29.86
Columnas 4to piso 31.24
Vigas y losa 4to piso 30.56

Fuente: Sharma et al. (2013).

De forma similar, la seccién transversal de las columnas en el primer nivel de la estructura
fue de 400mmx900mm, mientras que las columnas en el segundo nivel fueron de
400mmx700mm, las secciones transversales del tercer y cuarto nivel fueron de
350mmx900mm. Los refuerzos de cada una de estas secciones se muestran en la tabla ya

indicada.
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Las propiedades mecénicas de los materiales usados para la construccion de la citada
edificacion se muestran en la Tabla 2. Como se puede apreciar de esta tabla, la resistencia
a la compresion del concreto esta en alrededor de 32MPa. Ademas, en la Tabla 3 se

muestran las propiedades mecénicas de las varillas de acero en funcion de los diametros.

Tabla 3:
Propiedades mecanicas de las varillas de acero en funcion de los didmetros colocados.

Diametro de barra (mm) Esfuerzo de fluencia (MPa) Esfuerzo ultimo (MPa)

8 456.06 604.91
10 517.81 599.94
12 539.88 620.78
16 490.96 615.02
20 488.93 614.6
25 523.37 629.49
28 498.42 622.33

Fuente: Sharma et al. (2013).

4.1.2 Modelamiento usando la analogia de la fuerza

Con la finalidad de evaluar las capacidades de prediccion del método de la analogia de la
fuerza, se ha realizado un modelo estructural de barras con capacidad de generar rotulas
plasticas concentradas en los extremos. El algoritmo desarrollado para el caso monoténico
se implementé en Python. La implementacién realizada requiere las caracteristicas
geométricas del ensamble y las propiedades elasticas e inelasticas de las secciones
transversales y fue usado para la prediccion de la respuesta monotoénica de la estructura
analizada. En la Figura 25 se muestra el modelo computacional realizado en Python y las
secciones transversales consideradas para cada elemento.

Tabla 4:

Caracteristicas geométricas y mecanicas de lase secciones que forman parte del pértico
analizado.

Seccién Base Peralte Inercia Area My 0]
(cm) (cm) (m*) (m?) (t.m) (1/m)
BF205 23 100 0.019 0.23 46.8 0.00368
BR6 23 100 0.019 0.23 44.6 0.00421
CL15-1 40 a0 0.024 0.36 124.7 0.00805
CL15-2 40 70 0.011 0.28 58.2 0.00759
CL15-4 30 70 0.009 0.21 37.5 0.00439
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Figura 25:
Modelo computacional con plasticidad concentrada basada en analogia de la fuerza y
secciones transversales.
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Con la finalidad de poder caracterizar el comportamiento mecénico de las secciones
consideradas de concreto armado, se han realizado los diagramas momento curvatura de
cada una de las secciones transversales. Los diagramas momento curvatura calculados
para las secciones tipicas BF205 y BR6 se muestran en la Figura 26, mientras que los
diagramas momento curvatura de las secciones CL15 para los diferentes niveles de la
estructura se muestran en la Figura 27. De estos diagramas se pueden obtener parametros
claves para el analisis como, los momentos de fluencia, curvaturas de fluencia y curvaturas

ultimas, mismas que se pueden ver de forma resumida en la Tabla 4.
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Se puede observar de la tabla mencionada que la seccion BF205 de dimensiones de

seccion transversal 23cm de base con 100 cm de peralte tuvo, para el refuerzo de acero

considerado, tuvo un momento de fluencia de 46.8 t.m; mientras que la seccién BR6, para

las mismas dimensiones de la seccion transversal y diferente refuerzo longitudinal, tuvo un

momento de fluencia de 44.6 t.m.

Figura 26:

Diagrama momento curvatura de las vigas de seccion BF 205 y BR6 y sus respectivas

idealizaciones.
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Diagrama momento curvatura de las columnas de seccién CL15-1er Piso, CL15-2do-3er
Piso, CL15-4to piso y sus respectivas idealizaciones.

140

120 AN

=
o
o

(0]
o

----CL151
----CL15-2
----CL15-4

-
-
-
-

NN
o
||

Momento (t.m)
(o))
o

—
-

N
o

(@)

0 0.025 0.05 0.075 0.1
Curvatura (1/m)

0.125 0.15 0.175 0.2

De la misma tabla se puede apreciar que la seccion CL15-1, la seccion transversal del

primer y segundo lugar, con una seccion transversal de 40cm de base y 90 cm de peralte
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tuvo momento de fluencia sin carga axial, de 124.7 t, mientras que la seccién CL15-2, con
una base de 40cmy 70cm de peralte, tuvo un momento de fluencia de 58.2 t.m. Finalmente,
la seccién CL15-4, ubicada en el cuarto nivel del portico ensayado, alcanzé un momento
de fluencia de 37.5 t.m. Es importante observar que en etas tablas también pueden

encontrarse las curvaturas de fluencia de cada una de las secciones analizadas.

Finalmente, el modelo construido con las caracteristicas geométricas y las propiedades
mecénicas comentadas lineas arriba fue sometida a la accion de cargas laterales
monotonicamente crecientes. Estas cargas tuvieron un patrén de carga triangular invertida,
gue intento reproducir las condiciones de carga aplicadas durante la realizacién del ensayo
reportadas por Sharma at. al. (2013). Finalmente, se registraron las fuerzas cortantes y los
desplazamientos laterales obtenidos del analisis en cada paso del analisis. Los resultados
numeéricos obtenidos se han comparado con los resultados experimentales reportados por
Sharma et al. (2013) y se comparan en la Figura 28.

Figura 28:

Comparacion entre la curva monoténica experimental y la curva monotonica numérica

obtenida mediante el uso de la FAM.
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Como se puede apreciar de este grafico, existe una buena correlacion entre la respuesta
obtenida experimentalmente y la respuesta obtenida de forma numérica usando el método

de la analogia de la fuerza e implementada en Python.
4.2 Validacion del método con carga monotdnica para un portico de un nivel

4.2.1 Descripcion de la estructura
La estructura considerada para la validacion del método se trata de un pértico de concreto

armado de un nivel y un vano, tal como se muestra en la Figura 29. Es importante
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considerar que este pértico fue construido con una escala de 1/2.5, por lo que la altura de

las columnas fue de 1.30m y la luz libre fue de 1.80m.

Figura 29:
Partico de concreto armado y detalle del armado de vigas y columnas.
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Nota. Fuente (Grubisi¢ et al., 2019).

Con la finalidad de evaluar las caracteristicas mecanicas de las secciones transversales
de los elementos estructurales, se han realizado los diagramas momento curvatura de cada
una de estas. Los resultados encontrados se muestran en la Figura 30.

Figura 30:

Diagramas momento curvatura de la columnay la viga de concreto armado, asi como sus
respectivas idealizaciones.
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Tabla 5:
Propiedades mecéanicas de las secciones transversales de los elementos estructurales.
Seccién Base Peralte Inercia Area My + My- ()
(cm) (cm) (m*) (m?) (t.m) (t.m) (2/m)
Cc-C 20 20 1.33(10)* 0.040 3.34 3.34 0.00368
A-A 23 100 8.00(10)° 0.024 2.84 3.71 0.00421
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Ademads, un resumen de estas se muestra en la Tabla 5, donde se pueden apreciar
propiedades mecénicas como el momento de inercia de area de la seccién, los momentos

de fluencia, curvaturas de fluencia, entre otros.

Figura 31:
Comparacion de la respuesta monotonica experimental y la respuesta humérica usando

FAM.
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Finalmente, en la Figura 31 se muestra una comparacién de los resultados obtenidos
usando el método de la analogia de la fuerza (FAM) y los resultados experimentales
obtenidos por GrubisSi¢ et al. (2019). De estos resultados se puede apreciar que el método
es capaz de predecir de forma razonablemente precisa parametros de rigidez, resentida y

desplazamientos.

4.3 Validacién del método para carga ciclica

Con la finalidad de evaluar las capacidades predictivas del método de la analogia de la
fuerza y de los macromodelos desarrollados en este trabajo de investigacion, ante la
aplicacion de cargas ciclicas, se ha procedido a obtener la respuesta numérica de dos

ensayos desarrollados por Rodriguez, Arede, Varum y Costa (2012).

En la Figura 32, se muestran las caracteristicas geométricas y mecanicas del espécimen
ensayado en el estudio experimental desarrollado por Rodrigues et al. (2012). Como puede
apreciarse de esta figura, la seccion transversal de la columna ensayada en el estudio
citado fue rectangular, de 20 cm de base por 40cm de peralte y una altura total de 1.70m.
En cuanto a el refuerzo longitudinal, este consistié de seis varillas de acero grado 60 de
12mm de didmetro, mientras que el refuerzo transversal estuvo compuesto de estribos
cerrados espaciados cada 15cm con didmetros de 6mm. Ademas, con la finalidad de poder
lograr un anclaje adecuado, la columna se cimenté sobre un bloque masivo de concreto

armado de 1.3m y 0.5m, como se aprecia en la imagen anterior.

Prediccion de la respuesta no lineal de estructuras mediante macromodelos basados en el método de la analogia de la fuerza
B.Sc. Edén Angel Capcha Molina



Universidad Nacional de Ingenieria 69
Facultad de Ingenieria Civil
Unidad de posgrado

Figura 32:
Caracteristicas geométricas y mecanicas de la columna sometida a carga lateral ciclica.
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Nota. Fuente (Rodrigues et al., 2012).
Tabla 6:
Tabla de pardmetros de comportamiento de la seccion analizada.
Qy My (t.m) Qu Mu (t.m) Qr Mr (t.m)
Negativo -0.3 -6 -1.5 -8 -3.5 -8
Positivo 0.3 6 15 8 3.5 8

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos del modelamiento del
comportamiento ciclico de la columna analizada usando el modelo tetralineal presentado
en secciones anteriores. El modelo tetralineal considerado en el presente trabajo de
investigacion requiere de la definicion de tres pares de puntos notables, el punto de
fluencia, el punto ultimo y el punto de resistencia residual, tanto positivos como negativos.
En la Tabla 6, se presentan los pardmetros indicados para la seccion y condiciones de

carga analizada.

Una vez obtenidos los resultados del analisis dindmico con carga ciclica sobre el elemento

estructural, estos se han comparado con los resultados experimentales obtenidos por
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Rodrigues et al. (2012), tal como se aprecia en la Figura 33. De este grafico se puede
apreciar que los resultados numéricos logran describir de manera razonable la envolvente

de comportamiento y de forma aproximada las zonas de carga y descarga.

Figura 33:

Comparacion de los resultados experimentales y numéricos obtenidos del analisis.
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Un segundo caso de estudio consistié en el mismo ensamble sometido previamente a una
historia de cargas laterales en la direccion corta, y luego sometida a la aplicacion de cargas
ciclicas en la direccion principal. Los resultados experimentales obtenidos por Rodrigues

et al. (2012), se muestran en la figura.

Tabla 7:
Tabla de pardmetros de comportamiento de la seccién analizada.
Qy My (t.m) Qu Mu (t.m) Qr Mr (t.m)
Negativo -0.35 -5.60 -2.2 -7.84 -4.5 -3.36
Positivo 0.8 6.72 2.4 8.96 4 3.36

Fuente: Elaboracion propia.

Con lafinalidad de evaluar en una segunda ocasion las capacidades predictivas del modelo
comportamiento sugerido y el método de la analogia de la fuerza, aun en el caso en que
exista la posibilidad de degradacion de resistencia, se han evaluado las predicciones

obtenidas con los resultados experimentales.
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En la Tabla 7, se muestran los pardmetros de comportamiento considerados para el
modelamiento de este caso, que definen como en el caso anterior, los parAmetros de

comportamiento de la curva monotonica.

Figura 34:
Comparacion de los resultados experimentales y numéricos obtenidos del analisis.
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Finalmente, se ha aplicado un patrdn de cargas ciclicas al modelo considerado, de tal forma
que este coincida con el patréon de cargas aplicado durante el ensayo experimental del
elemento. Los resultados encontrados se muestran en forma de lazos de histéresis, tal
como se presentan en la siguiente Figura 34.Los resultados obtenidos del andlisis ciclico

se han graficado en la figura junto a los resultados obtenidos por Rodrigues et al. (2012).

Como se puede apreciar de los resultados encontrados, el método de la analogia de la
fuerza es capaz de trabajar en diferentes escenarios, incluso en el caso de ablandamiento,
como ocurre en este caso. Esto demuestra que, si se consideran modelos con degradacion

de resistencia, también es posible aplicar el método de la analogia de la fuerza.

4.4 Aplicacién alarespuesta dindmica

4.4.1 Portico de un nivel y una crujia
Como caso de estudio se estudiara la respuesta sismica de una edificacion de un nivel que
posee una sola crujia en la direccién transversal y posee cuatro poérticos iguales espaciados

cada 4m en direccion longitudinal. A continuacién, se muestra el modelo estructural de uno
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de estos porticos de concreto armado, en el gue ademas se han considerado la formacion

de seis rotulas plasticas.

La masa del sistema se calculara considerando una carga total de 0.8t/m?, caracteristica
de las edificaciones convencionales de concreto armado. Con estas consideraciones la
masa dinamica total del entrepiso sera de 1.30 t.s?/m. Es importante tener en cuenta que,
con la finalidad de hacer célculos sencillos y faciles de entender se ha considerado el

sistema MKS como sistema de unidades.

Tabla 8:
Propiedades elasticas de los materiales que definen los elementos estructurales.
b ¢ Inercia Inerc_ia Area Long del
N° (m) (m) Bruta Efectiva (m?) Elemento
(m*) (m*) (m)

1 0.4 0.4 2.13(10)® 1.60(10)3 0.16 4

2 0.4 0.4 2.13(10) 1.60(10)3 0.16 4

3 0.3 0.4 1.60(10)3 1.20(10)3 0.12 4
Figura 35:

Pértico de concreto armado de una crujia y un nivel en el que se han considerado seis
posibles rotulas plasticas.
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Ademas, las propiedades geométricas y mecanicas de las secciones transversales de los
elementos que componen las columnas y vigas de la estructura analizada se presentan en
la Tabla 8. En las columnas namero dos y nimero tres, se aprecian las dimensiones de las
secciones rectangulares consideradas en el caso de estudio: 140 cm x 40 cm para la
seccion transversal de las columnas y 30 cm x 40 cm para la seccion transversal de la viga.
Asimismo, se muestran las caracteristicas mecéanicas béasicas, como la inercia bruta, la

inercia efectiva, el area de la seccion transversal y la longitud del elemento.

Ademas de las caracteristicas mencionadas, es crucial considerar los diagramas momento-
curvatura de las secciones transversales. En las Figura 36 y Figura 37, se presentan los

diagramas momento-curvatura de la columna y la viga, respectivamente, considerando una
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cuantia de acero del 1% para las columnas. Como se observa en estos graficos, el
momento de influencia para las columnas de concreto armado fue de aproximadamente

11.9 t.m, mientras que el momento de influencia para la viga fue de 8.9 t.m.

Figura 36:
Diagrama momento curvatura de viga de 30cmx40cm y diagrama de momento idealizado.
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Figura 37:

Diagrama momento curvatura de columna de 40cmx40cm y diagrama de momento
idealizado.
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Tabla 9:
Propiedades elasticas de los materiales que definen los elementos estructurales.
Momento de Momento Curvatura
: Curvatura de . :
Elemento Fluencia Fluencia (1/m) ultimo ultima
My (t.m) Mu (t.m) (1/m)

Viga 8.90 9.4(10)3 8.90 8.94(10)2

Columna 11.4 1.05(10)2 11.4 8.20(10)2
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4.4.1.1 Terremoto de Pisco del 2007

Con la finalidad de evaluar las capacidades predictivas del modelo considerado utilizando
la analogia de la fuerza, se ha decidido emplear tres sismos peruanos importantes e
historicos. Estos son el terremoto de Pisco ocurrido en el 2007, el terremoto de Atico
ocurrido en el 2001 y el terremoto de Huaraz de 1970. Se dard inicio al andlisis y la
obtencion de la respuesta sismica de la estructura considerada para el terremoto de Pisco
del 2007.

Figura 38:

Componente NS y EW del registro de aceleraciones del terreno de Pisco 2007.
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En la Figura 39, se presenta la respuesta sismica del sistema estructural considerado,
destacando las curvas momento-rotacion plastica para las rotulas plasticas PHL 0 y PHL
2. Al observar estos gréficos, se evidencia que las mencionadas rotulas han superado los
limites de fluencia en flexién, dando lugar a la formacion de rétulas plasticas vy
manifestadndose en la generacién de giros inelasticos. En la misma figura, en las filas 2 y
3, se exhibe la historia de los giros inelasticos tanto para la rétula PHL 0 como para la rétula

PHL 2, junto con la historia de momentos asociadas a estas.

Es esencial notar que aproximadamente a los 20 segundos de iniciado el terremoto, la
demanda sismica fue lo suficientemente intensa como para provocar la formacién de giros
inelasticos en la base de las columnas de la estructura, y estos no se han recuperado,
como se puede observar. El efecto del terremoto concluye con giros inelasticos en ambas

rétulas, aproximadamente de 8(10)*“rad y 8.5(10)* rad, respectivamente.
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Figura 39:
Comportamiento ciclico de las rotulas plasticas PHL 0 y PHL 2 para el sismo de Pisco del
2007.
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De manera similar, en la Figura 40 se presentan las curvas momento-giro inelastico para

las rétulas asociadas a la viga, en este caso, las rotulas PHL 4 y PHL 5.

Como se puede apreciar en la primera fila del diagrama adjunto, la demanda sismica
generada alrededor de los 20 segundos provocé una demanda de giros inelasticos de
magnitud considerable, alcanzando un valor de aproximadamente 4.5(10)* rad para la
rétula PHL 4 y un valor de 3(10)® rad para la rétula PHL 5. Igualmente, en las filas 2y 3 de
la misma figura, se muestran la historia de los giros inelasticos y los momentos asociados.
Es relevante destacar la presencia de una deformacién residual una vez finalizado el

movimiento sismico.
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Figura 40:

Comportamiento ciclico de las rotulas plasticas PHL 4 y PHL 5 para el sismo de Pisco del
2007.
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Finalmente, en la Figura 41 se presentan los resultados obtenidos para las rétulas plasticas
ndamero uno y namero tres, asociadas a la parte superior de las columnas del sistema
estructural considerado en este caso de estudio.

Como se puede apreciar en estos graficos, en todas las figuras se observa que los giros
inelasticos son iguales a cero. Esto indica claramente que estos extremos no han
experimentado la demanda sismica necesaria para formar rétulas plasticas, sugiriendo que
estos extremos se han mantenido esencialmente elsticos. Esta conclusion se respalda
con los momentos alcanzados, como se puede observar en el diagrama presentado, donde

los momentos estuvieron alrededor de 8 t.m, muy por debajo de los 11.9 t.m del momento

de fluencia.
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Figura 41:
Comportamiento ciclico de las rotulas plasticas PHL 1 y PHL 3 para el sismo de Pisco del
2007.
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4.4.1.2 Terremoto de Atico del 2001

A continuacion, se presenta la respuesta sismica del sistema estructural considerado
cuando es sometido a la accion del terremoto de Atico del 2001. El registro sismico
considerado para el siguiente analisis se muestra en la Figura 42. Como se puede observar
en este gréfico, el registro tiene una duracién de aproximadamente 200s con un pico de
aceleracion (pga) de alrededor de los 2.8 m/s?, que ocurrié alrededor de los 50s del registro,

tanto en la componente EW como en la componente NS.

En la Figura 43, se presenta la respuesta sismica del sistema estructural considerado
frente a la accion del terremoto de Atico 2001. Como se puede observar en esta figura, a
diferencia de lo ocurrido cuando se aplicé el sismo de Pisco del 2007, tanto la rétula plastica
PHL 0 como la PHL 1 no han exhibido giros inelasticos debido a la accion de este terremoto.

Esto se deduce claramente de los graficos momento PLHO vs giro plastico y PLH1 vs giro
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plastico, en los que se observa una linea vertical que tiene como abscisa el cero, es decir,

no hubo rotacién plastica, en ningun paso del analisis.

Figura 42:
Componentes EW y NS del registro acelerografico del sismo de Atico del 2001.
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A esta misma conclusion se puede llegar mas facilmente considerando los graficos giro
plastico PHL 0 vs tiempo y giro plastico PHL 1 vs tiempo, que representa la variacion
temporal de los giros plasticos demandados en la estructura por la accion del sismo. Como
se puede observar estos han permanecido nulos durante todo el andlisis, es decir, no se

ha producido una rotula plastica en ningiin momento.

Se concluye que el registro de aceleracién considerado no logré provocar la fluencia de los
extremos de las columnas consideradas, es decir, se mantuvieron elasticos durante todo
el sismo considerado. Comentarios similares pueden hacerse para las rétulas plasticas
ndamero uno, dos, tres, cuatro y cinco. En conclusion, con la accion de este terremoto, todo

el sistema de la estructura se mantuvo elastico.
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Figura 43:

Comportamiento ciclico de las rotulas plasticas PHL 0 y PHL 1 para el sismo de Atico

2001.
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En el mismo grafico también se observa la variacion temporal de los momentos actuantes
en las rotulas plasticas PHLO y PHL1. Como se puede observar de estos graficos, el
momento maximo alcanzado fue de 9 t.m para la rétula PHLO y 6.2 t.m para la rétula PHL1,
observandose en ambos casos que estos valores estuvieron por debajo de los momentos

de fluencia de estas rotulas.

4.41.3 Terremoto de Huaraz de 1970
El siguiente terremoto considerado fue el terremoto de Huaraz de 1970. Como se puede
observar en la figura nimero 43, este terremoto no llegé a superar 1 m/s? cuadrado de

aceleracion, por lo que puede considerarse un sismo bastante benigno.
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Figura 44:

Registro acelerografico del sismo de Huaraz 1970.
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Figura 45:
Comportamiento ciclico de las rotulas plasticas PHL 0 y PHL 1 frente al terremoto del
Huaraz 1970.
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Al igual que en el caso anterior, la accion sismica de este terremoto no ha provocado una
inclusion inelastica de ningun elemento estructural que compone el sistema analizado. En
esencia, todas las rotulas plasticas se mantuvieron elasticas, es decir, los giros inelasticos
fueron iguales a cero durante todo el analisis. En la Figura 46, se presentan las curvas de

comportamiento para las rétulas plasticas PHL 0y PHL 1.

4.4.2 Poértico de dos niveles y una crujia

El siguiente caso analizado en este trabajo de investigacion consistié en un sistema de dos
niveles y una crujia compuesta de columnas de 40 cm por 40 cm con una cuantia de acero
minima del 1% y vigas de 30 por 40 cm. El sistema estructural mencionado se muestra en
la figura namero 45. Es importante mencionar que se consideraron rotulas plasticas
potenciales en todas las columnas y las vigas.

Figura 46:

Modelo estructural de dos niveles y una crujia.
Gréfica de la estructura
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Al igual que en casos anteriores, este sistema estructural ha sido sometido a la accion de
tres sismos diferentes, a saber, el terremoto de Pisco del 2007, el terremoto de Atico del
2001 y el terremoto de Huaraz de 1970.

4.4.2.1 Respuesta sismica ante la accion del Sismo del Pisco del 2007

En la Figura 47 se muestran los resultados obtenidos de la aplicacién del método a la
respuesta sismica del portico de dos niveles presentado en la figura anterior y

considerando las secciones transversales mostradas en la misma figura.
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Figura 47:
Respuesta ciclica de las rotulas PHL 0 y PHL 9 frente al sismo de Pisco del 2007.
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Como se puede apreciar, las rétulas plasticas PHL 0 y PHL 9 se desarrollaron, dejando

giros inelasticos residuales de magnitudes considerables, siendo estas de -6(10)* rad para
la rétula PHL 0 y 1.5(10)® rad para la rétula PHL 09. Asimismo, se ha observado que los

momentos de fluencia fueron alcanzados en diferentes instantes, iniciando esto alrededor

del segundo 20.

De igual forma, en la Figura 48 se muestran los resultados obtenidos para las rotulas

plasticas PHL 8 y PHL 2. Estas son las rotulas existentes en la viga del primer nivel,

extremo izquierda, y la rétula plastica de la columna derecha del primer nivel, en la base.
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Figura 48:
Respuesta ciclica de las rotulas PHL 8 y PHL 2 frente al sismo de Pisco del 2007. Fuente:
Elaboracion propia.
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Como se puede apreciar en estas figuras, la accién del terremoto considerado ha
provocado una demanda de desplazamientos inelasticos variable y continua en ambas
rétulas. Sin embargo, puede observarse que fue la rétula formada en la viga del primer
nivel la que ha sufrido mayor inversién y cambio de signo de la demanda de giro inelasticos.
Se observa del grafico que el giro inelastico residual en la rétula PHL 8 tuvo un valor de
aproximadamente 1.3(10) rad, mientras que el giro inelastico residual en la columna, es

decir, en la rétula PHL 2, tuvo un valor de aproximadamente -7(10)* rad.

4.4.2.2 Respuesta sismica ante la accion del Sismo de Atico del 2001
La estructura analizada también fue sometida a la accién del terremoto de Atico del 2001.
Los resultados del comportamiento ciclico de las rétulas phl2, formada en la base de la

columna derecha del primer nivel de la estructura, y la rétula plastica pH 18, formada en la
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viga del primer nivel extremo izquierdo, se muestran en la figura nimero 48, presentada a
continuacion.

Figura 49:
Respuesta ciclica de las rotulas PHL 2 y PHL 8 frente al sismo de Atico del 2001.
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Al igual que en el caso anterior, se puede apreciar que el terremoto considerado ha
generado grandes solicitudes de giro inelastico en la rétula plastica formada en la viga del
primer nivel. De la misma figura, se pueden observar las inversiones de giro inelastico
producidas durante la accién del terremoto. De igual forma, la columnay la viga del primer
nivel han experimentado grandes demandas elasticas, alcanzando un giro inelastico
residual de alrededor de -1(10)* rad, mientras que este mismo parametro en el caso de la
viga considerada fue de alrededor de 0.5(10) rad.
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De manera similar, en la Figura 50 se presentan las curvas de comportamiento de las
rétulas plasticas PHL 0y PHL 9, las cuales se formaron en la base de la columna izquierda

del primer nivel y en el extremo derecho de la viga del primer.

Figura 50:
Respuesta ciclica de las rotulas PHL 0 y PHL 9 frente al sismo de Atico del 2001.
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En los gréaficos, se observa que la columna experimentdé una demanda de giro inelastico
considerable. Sin embargo, durante todo el movimiento sismico, solo hubo una demanda
inelastica de este tipo, ya que, una vez ocurrido este giro inelastico, se mantuvo residual y
constante. Una situacion muy diferente ocurre en el caso de la viga, que experimenta
inversiones de signo en los giros inelasticos, iniciandose alrededor de los 28 s del registro
sismico y finalizando alrededor de los 60 s, un intervalo de tiempo que coincide con los

picos de aceleracion del registro sismico considerado.
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4.4.2.3 Respuesta sismica ante la accién del sismo de Huaraz 1970

En esta seccidon se muestra la respuesta sismica obtenida de la edificacion estudiada
cuando es sometida al registro sismico del terremoto de Huaraz de 1970.

Figura 51:

Respuesta ciclica de las rotulas PHL 2 y PHL 8 frente al sismo de Huaraz 1970.
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En la Figura 51, se presenta la respuesta ciclica obtenida en las rétulas PHL 2 y PHL 8,

ubicadas en la base de la columna derecha y el extremo izquierdo de la viga del primer

nivel, al mismo estilo de las presentadas en las secciones anteriores.

Como se puede observar en estos graficos, la demanda sismica generada por este registro
de aceleracion no ha sido lo suficientemente intensa como para generar la formacion de
giros inelasticos en ninguna de las rétulas consideradas, por lo que se puede decir que el

sistema se ha mantenido esencialmente elastico.
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De igual forma, en la Figura 52 se muestra el comportamiento ciclico de las rétulas PHL O
y PHL 9. Como se puede apreciar en estas figuras, ha ocurrido algo muy similar a lo
observado en las rétulas plasticas mostradas anteriormente.

Figura 52:

Respuesta ciclica de las rotulas PHL 0 y PHL 9 frente al sismo de Huaraz 1970.
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Se observa gue no ha habido demanda de giros inelasticos en ninguna de las rotulas
presentadas, por lo que se puede decir con toda certeza que la estructura se ha mantenido
esencialmente elastica durante la accion de este terremoto. Esto se puede corroborar al
observar las demandas de momentos flectores en dichas rétulas, encontrando que el
momento maximo demandado estuvo alrededor de 6 t.m en el caso de la rétula plastica
PHL 0, es decir, en la base de la columna. Mientras que el momento flector maximo
demandado en la viga estuvo en alrededor de 6 t.m. Estos valores estan por debajo de los

momentos de fluencia considerados para estos elementos estructurales.
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4.4.3 Poértico de dos niveles y dos crujias

El caso de estudio presentado en esta seccidn consiste en un pértico de dos niveles y dos
crujias con columnas de concreto armado de seccion transversal de 40 cm x 40 cm, con
una cuantia de acero longitudinal de ocho varillas de diametro de 5/8 de pulgada y vigas
de seccidn transversal de 30cm x 40cm y un refuerzo longitudinal de 6 varillas de 5/8 de
pulgada, tal como se muestra en la figura adjunta.

Figura 53:

Pértico de dos crujias y dos niveles de concreto armado.
Gréfica de la estructura
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Al igual que en los casos presentados anteriormente, esta estructura fue sometida a la
accion de tres registros sismicos, siendo ellos el terremoto de Pisco ocurrido en el 2007, el
terremoto de Atico en el 2001 y el terremoto de Huaraz de 1970. Los resultados del anélisis

dindmico no lineal se muestran a continuacion.

4.4.3.1 Respuesta sismica ante la accion del sismo de Pisco 2007
En la Figura 54 se muestra el comportamiento ciclico de las rétulas PHL 0 y PHL 12 del

sistema estructural analizado.

Conviene recordar que la rétula PHL 0 corresponde a la rétula de la columna izquierda del
primer nivel, formada en la base de esta columna, mientras que la rotula PHL 12 se
corresponde con la rétula plastica formada a la izquierda de la viga del primer nivel, ubicada

en la primera crujia.

De este gréafico se aprecia que la rotula PHLO ha producido giros plasticos a lo largo del
andlisis, encontrando que la primera incursion en el rango no lineal de comportamiento se
dio alrededor del instante 20s, en el que el giro plastico alcanzo un valor de -1.0(10) rad,

posteriormente este valor tuvo diferentes valores a lo largo del tiempo.
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Una situacién similar ocurrié con la rétula plastica PHL 12, en la que observé un valor de
giro inelastico de alrededor 1(10)-4 rad en aproximadamente 20s de iniciado el analisis,
posteriormente este parametro fue variando a lo largo del tiempo hasta llegar al valor

residual del giro plastico.

Figura 54:
Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 0 y PHL 12 ante el sismo de Pisco 2007.
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Como se puede apreciar en este grafico, el registro sismico considerado ha provocado
giros inelasticos considerables tanto en la columna como en la viga. Después de la
aplicacion del registro sismico, la columna ha tenido un giro ineléstico residual de alrededor
de 1(10)3rad, mientras que el giro inelastico en la viga ha sido de aproximadamente -
1.5(10)* rad.

En la misma figura también se presenta la variacion de los momentos en las rotulas
plasticas en funcién del tiempo. Como se puede observar de este gréfico, los valores
méximos de fluencia fueron alcanzados en varios momentos del andlisis, lo que ha

provocado un momento residual en estas rotulas plasticas.
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Comentarios similares puede hacerse para otras rotulas plasticas consideradas en el
modelo analitico. En la Figura 55 se muestran la variacion de los momentos de fluencia y

los giros plasticos para las rotulas plasticas PHL 4 y PHL 13.

Figura 55:
Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 4 y PHL 13 ante el sismo de Pisco 2007.
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4.4.3.2 Respuesta sismica ante la accion del sismo de Atico 2001

En esta seccion se consideré el mismo analisis, pero colocando como sismo de ingreso las
componentes del registro de aceleracion de Atico 2001. Posteriormente se realizo el
analisis tiempo historia no lineal para evaluar el comportamiento de las rotulas plasticas y

el comportamiento global del sistema estructural.

En la Figura 56 se presenta la respuesta sismica del sistema estructural cuando es

sometido al registro sismico de Atico del 2001. De hecho, en esta figura se muestra tanto
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el comportamiento ciclico como el comportamiento tiempo-historia de las rotulas plasticas
PHL 0y PHL 12. Aligual que en los casos anteriores, PHL 0 corresponde a la rétula plastica
formada en la base de la columna izquierda del primer nivel, y PHL 12 es la rétula plastica

ubicada en la viga izquierda del primer nivel, perteneciente a la primera crujia.

Figura 56:
Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 0 y PHL 12 ante el sismo de Atico 2001.
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De este grafico se observa que el registro de aceleracion considerado gener6 la formacion
de una rotula plastica en la columna izquierda, especificamente en la base, provocando
una demanda de desplazamiento inelastico de 5(10)* rad. Sin embargo, la demanda
sismica considerada no fue capaz de generar una rétula plastica en el extremo izquierdo
de la viga considerada, como se puede apreciar en la figura adjunta, ya que los

desplazamientos inelasticos fueron cero en todo el proceso de anlisis.
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Figura 57:
Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 4 y PHL 13 ante el sismo de Atico 2001.
—~ 101 = ] i
: :
£ gl = 5.01
< a 2.5
]—:' _
& 0 T 00
c = 2.5
(] —54 5
g £ —5.01
o
= 10 = -7.51
a3 2 a o o 1 2 3 4 5 ¢
Plastic rotation PHL 4 (rad) le-4 Plastic rotation PHL 13 (rad) le—4
le—4
-’g‘ 01 E 10 A
= T 5
5 -1 5
T x
[« 0,
877 s
= c  _5
7 =31 £
© o
o = —101
4L . . . . . : . : ‘ ‘ ‘ ‘ . . . . .
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Tiempo (s) Tiempo (s)
le—4
£°] T 7.51
57 £ 50
M oal 0 251
- —
Z3 z 009
€ 2 e —2.51
<] (1]
£ 1] £ —5.01
[=] o —751
=, = 7.
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Plastic rotation PHL 13 (rad) Plastic rotation PHL 13 (rad)

4.4.3.3 Respuesta sismica ante la accion del sismo de Huaraz 1970
El tercer registro de aceleracidon considerado para obtener la respuesta sismica de la
edificacién analizada fue el registro sismico de Huaraz de 1970. Los resultados del

comportamiento ciclico de las potenciales rétulas plasticas PHL 0 y PHL 12 se muestran
en la Figura 58.

De este grafico se puede observar con claridad que, para el caso de la rotula PHL O, el
registro de aceleraciones considerado no logro inducir la generacion de una rotula plastica,
y, por tanto, los giros inelasticos asociados fueron cero durante todo el analisis. Esto se
puede observar en el grafico, momento PHL 0 vs Rotacién plastica, en el que aparece una
linea vertical centrada en el origen. Este grafico muestra que el momento en la rétula
plastica tuvo una variacion que va desde -7.5 t.m hasta un momento de 7.5 t.m, es decir,

un momento inferior al momento de fluencia, que para este caso tuvo un valor de 11.4 t.m.
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En cuanto a la potencial rétula plastica asociada a la viga de concreto armado, PHL 12, se
observa en el grafico momento PHL 12 vs Rotacién plastica que, durante todo el proceso
de andlisis, la demanda de momentos maximos alcanzados en el elemento estuvo en
dentro de los -7 t.m y los 7 t.m, valores muy por debajo del momento de fluencia asociado

a estos elementos, de 8.9 t.m, por lo que la demanda de giros inelasticos fue nula.

Figura 58:
Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 0 y PHL 12 ante el sismo Huaraz 1970.
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Comentarios similares pueden realizarse al observar la variacién temporal de las rotulas
mencionadas y que se pueden observar en los graficos rotacion plastica vs tiempo, en los
gue observa una linea horizontal ubicada en el cero de las ordenadas, esto muestra con
claridad que el registro considerado no logro generar incursiones plasticas en ninguno de

los elementos analizados.
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4.4.4 Poértico de tres niveles y tres crujias

En esta seccion se realizara el analisis sismico de un sistema estructural de tres pisos y
tres crujias, que tiene como dimensiones de las secciones transversales de las columnas
40cmx40cm, mientras que las vigas de concreto armado tuvieron una seccion de
30cmx40cm.

Figura 59:

Pdrtico de tres crujias y tres niveles de concreto armado.
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Las cuantias de acero de las columnas fueron del 1%, mientras que en las vigas se usaron
seis varillas de 5/8”. Con estas caracteristicas, los momentos de fluencia de las secciones
transversales consideras fueron de 11.4 t.m, para el caso de las columnas, y de 8.9 t.m
para el caso de las vigas de concreto armado. Finalmente, esta estructura fue sometida a
la accion del terremoto de Pisco del 2007, los resultados obtenidos se muestran en la

siguiente seccion.

4441 Terremoto de Pisco del 2007

En la Figura 60 se presentan los resultados del Analisis Dinamico no lineal de la estructura
considerada en esta seccion. Se pueden apreciar las curvas de comportamiento ciclico
momento-giro ineldstico. La roétula plastica en cuestion es la PHL 0, que es la formada en
la base de la columna izquierda del primer nivel. De manera similar, se observan las curvas
de comportamiento de la rétula PHL 24, asociada con la rotula plastica de la viga izquierda

del primer nivel.
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Figura 60:
Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 0 y PHL 24 ante el sismo de Pisco del 2007.
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Del grafico, se observa que la rétula PHL 0 experimenté una demanda de giro inelastico
alrededor de los 20 segundos, momento en el cual ocurrié una inversion de signo, alrededor
de los 60 segundos, aproximadamente. Del mismo gréfico, se evidencia que el movimiento
sismico considerado provocéd un giro inelastico de 1(10)2 rad. Comentarios similares
pueden hacerse respecto a la rétula PHL 24. Como se aprecia en la figura citada, esta

presento varias inversiones de signo, culminando con un giro inelastico residual de 1(10)

3

En la Figura 61 se presenta la respuesta ciclica de las potenciales rétulas plasticas PHL 4
y PHL 26. La rétula PHL 4 corresponde a la generada en la base de la columna derecha
del primer nivel, mientras que la rétula plastica PHL 26 se forma en la viga central del
mismo nivel. Como se aprecia en este grafico, ambas roétulas experimentaron grandes

demandas de giro inelastico y mdltiples inversiones de signo. La rétula PHL 4 alcanz6 un
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giro inelastico residual de 0.6(10) rad, mientras que la PHL 26 experiment6 dos cambios

de signo en la demanda inelastica, resultando en una deformacién residual de 4(10)* rad.

Figura 61:
Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 4 y PHL 26 ante el sismo de Pisco del 2007.
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Finalmente, en la Figura 62 se presenta el comportamiento ciclico de las rétulas PHL 6 y
PHL 14. La rétula PHL 14 corresponde a la rétula plastica potencial formado en la columna
derecha del segundo nivel, mientras que la rétula PHL 6 es la r6tula plastica potencial
formada en la columna derecha del primer nivel. Como se aprecia en estos gréficos, el
sismo considerado impuso una deformacién inelastica de hasta 1(10)2 rad en el caso de
la rétula plastica del primer nivel, mientras que la rétula plastica potencial del segundo nivel
experimentd deformaciones elasticas, es decir, la columna se mantuvo eldstica durante

todo el movimiento.
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Figura 62:

Comportamiento ciclico de las rotulas PHL 6 y PHL 14 ante el sismo de Pisco del 2007.
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CAPITULO V: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 Conclusiones

General

De acuerdo con los resultados obtenidos en este trabajo de investigacion, se concluye que
el método de calculo basado en el método de la analogia de la fuerza, produce resultados
razonables al predecir la respuesta monoténica y ciclica de estructuras de concreto armado
gue incursionan en el rango de comportamiento no lineal. Esto se concluyd a partir de la
comparacion entre los resultados experimentales encontrados por otros autores y los
resultados numeéricos obtenidos de la aplicacién del método de la analogia de la fuerza. Se
observé que el método permite realizar calculos usando la matriz de rigidez elastica de la
estructura e introduciendo los desplazamientos inelasticos como variables en las
ecuaciones de equilibrio. Al evitar el célculo de una nueva matriz de rigidez en cada paso

del andlisis, se logra una mayor eficiencia computacional.
Especificos

1) ElI método de la analogia de la fuerza permite, en primer lugar, establecer relaciones
matriciales sencillas entre los desplazamientos y los giros inelasticos de un elemento
viga-columna. Por otro lado, permite simplificar el problema de la matriz de rigidez
tangente requerido en cada paso del analisis, por el uso de la matriz de rigidez elastica
(inicial) en todo el proceso de calculo. Estos dos aspectos permiten la incorporacion de
los giros inelasticos como incognitas adicionales del sistema de ecuaciones, que junto
con las relaciones constitutivas momento curvatura de las potenciales rotulas plasticas,
permiten tener un sistema de ecuaciones determinado y de solucion Unica que puede
resolverse de forma incremental.

2) La respuesta monotdnica no lineal de estructuras de concreto de n grados de libertad
se obtuvo considerando un modelo con capacidad de desplazarse horizontalmente en
cada nivel y con capacidad de giro por cada nodo. Ademas, se ha considerado que las
no linealidades de este ensamble provienen exclusivamente por la formacion de rotulas
plasticas en las zonas de mayor demanda de momentos flectores, es decir, los
extremos de los elementos viga columna. Los mismos que se han modelado usando
diagramas momento curvatura calculados considerando las propiedades no lineales del
acero y del concreto, tanto confinado, como sin confinar. En el presente trabajo se

modelaron dos porticos de concreto armado ensayados en laboratorio, siendo el
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primero de ellos un pértico de una crujia y cuatro niveles (Sharma et al., 2013), mientras
que el segundo consistié de un portico de un nivel y una crujia (GrubiSic et al., 2019).
De los resultados encontrados en el modelamiento de la estructura ensayada por
Sharma et al. (2013), se ha encontrado que la respuesta estructural calculada, usando
el método de la analogia de la fuerza, ha tenido una buena correlaciéon con la curva
monotonica experimental, especialmente en cuanto a la prediccion de la resistencia
mecanica y la capacidad de desplazamiento. La resistencia calculada usando el
método de la analogia de la fuerza para este caso de estudio fue de 98t, mientras que
la resistencia obtenida de forma experimental tuvo un valor de 94t, encontrandose un
error en la prediccion del 4.3 %; mientras que en el caso del maximo desplazamiento
alcanzado, el valor calculado fue de 490 mm, con respecto de un valor experimental de
535 mm, dando un error de 8.5%. Resultados similares se encontraron en el caso
experimental presentado por Grubisi¢ et al. (2019), en el que el método predijo una
resistencia de fluencia de 16 t, mientras que experimentalmente este valor fue de 17.7
t, es decir existi6 un error de 1%. Un valor similar se encontr6 en el caso de la
resistencia ultima, habiéndose calculado un valor de 19.6 t contra un valor experimental
de 17.8 t, es decir nuevamente un error del 1%.

La aplicacién del método basado en la analogia de la fuerza ha permitido estimar el
comportamiento dindmico no lineal de un sistema estructural de un grado de libertad
considerando esencialmente cualquier relacion constitutiva del material y sometido a la
accion de los sismos de Pisco 2007, Arequipa 2001 y Huaraz 197. Los resultados
encontrados en cuanto a la prediccion de la respuesta estructural para sistemas de
multiples grados de libertad han mostrado la capacidad del método a la hora de predecir
la respuesta sismica y por tanto la respuesta ciclica de los elementos estructurales. Los
resultados encontrados para el caso de carga ciclica han logrado predicciones de
resistencia que estan dentro del 5% de error, estos resultados muestran que el método
permite predecir la respuesta ciclica de las secciones de concreto y evaluar su incursion

en el rango de comportamiento no lineal de forma razonablemente precisa.
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5.2 Recomendaciones

General

Se recomienda la aplicacion del método de la analogia de la fuerza en la prediccion de los

parametros de respuesta no lineales de edificaciones, tales como, resistencia maxima

alcanzada, maximo desplazamiento lateral,

capacidad de disipaciébn de energia,

desplazamientos residuales, entre otros, tanto para analisis monoténicos como dinamicos,

especialmente a la hora de aplicar el disefio basado en desempefio, pues como se ha visto

en el desarrollo del presente trabajo de investigacién, este método permite realizar un

calculo bastante simple y con una precisiébn razonable, en términos de aplicaciones

practicas de ingenieria.

Especificos

1. Se recomienda la aplicacion de la analogia de la fuerza al desarrollo de
macromodelos orientados a la prediccion de modos de falla mas especificos, tales
como el pandeo de muros delgados fuera del plano, un caso de sistemas
estructurales muy frecuentes en la practica constructiva del Peru.

Se recomienda la aplicacion del método de la analogia de la fuerza a la prediccion
del comportamiento no lineal de edificaciones con dispositivos externos tales como,
sistemas con proteccion sismica, ya sean estos de goma, o de triple péndulo de
friccion; sistemas con dispositivos de disipacion de energia, tales como dispositivos
SLB o dispositivos de fluido viscoso.

Se recomienda la aplicacién del método de la analogia de la fuerza para el célculo
de las curvas de comportamiento monétonico de estructuras con N grados de
libertad, ya que, de acuerdo con los resultados obtenidos al predecir curvas de
comportamiento experimentales, permite estimar parametros de respuesta con una
precision razonable dentro de las aplicaciones de la ingenieria.

Se recomienda la implementacion de rutinas de célculo més sofisticadas basadas
en el método de la analogia de la fuerza, especialmente en los andlisis tiempo-
historia no lineales, ya que se ha observado que la aplicacion de este método, junto
con el método del espacio de estado, permite la implementacion de un algoritmo
sencillo, capaz de realizar predicciones dentro de margenes aceptables. Esto puede
agilizar y mejorar el andlisis detallado de estructuras especiales y la prediccion de

parametros de disefio.
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ANEXOS
ANEXO 1. MATRIZ DE CONSISTENCIA
Problemética Objetivos Hipotesis Variables Indicadores
General General General Independiente
¢ Qué mejoras en la prediccién de El método de la analogia de la Desplazamiento total
la respuesta ciclica no lineal de Predecir la respuesta no lineal de fuerza permitira tener Desplazamiento
los elementos estructurales estructuras mediante macromodelos macromodelos con buena Analogia dela inelastico
puede lograrse mediante la basados en el método de la analogiade capacidad de prediccion de la fuerza Momento elastico

aplicacién de la analogia de la
fuerza?

la fuerza.

respuesta ciclica no lineal de

elementos estructurales.

Momento inelastico

Especificos

Especificos

Especificos

Dependiente

1.¢,Como modelar elementos viga
columna de varios grados de
libertad usando el método de la
analogia de la fuerza?

1.Establecer el método de la analogia
de la fuerza para desarrollar
macromodelos de barras con varios
grados de libertad que permitan
modelar elementos viga-columna.

1. El método de la analogia de la
fuerza permitird incorporar los giros
inelasticos en las ecuaciones de
equilibrio permitiendo asi tener
macromodelos tipo Giberson.

2.¢,Qué caracteristicas tiene la
curva de comportamiento
monoténica obtenida usando
macromodelos basados en la
analogia de la fuerza?

2.Determinar la respuesta monoténica
de un sistema estructural de n grados
de libertad usando macromodelos de
barras basados en la analogia de la
fuerza.

2. El método de la analogia de la
fuerza permitird generar
macromodelos capaces de predecir
el comportamiento monoténico de
sistemas de n grados de libertad.

3. ¢Cual es la capacidad de
prediccién de respuesta
monotoénica de los macromodelos
al compararlos con resultados
experimentales?

3.Comparar la capacidad de predecir la
respuesta monoténica de los
macromodelos desarrollados
comparandolos con resultados
obtenidos  experimentalmente  en
ensayos anteriores.

3.Los macromodelos obtenidos de la
analogia de la fuerza permitiran
tener predicciones con un error de a
lo sumo 10% con respecto a los
resultados obtenidos de ensayos de
laboratorio.

4;Cbémo pueden resolverse las
ecuaciones del movimiento de
forma eficiente usando el método
del espacio estado para sistemas
de varios grados de libertad?

4.Usar el método del espacio estado
para resolver las ecuaciones del
movimiento de forma eficiente y asi
obtener la respuesta dindmica de un
sistema de miiltiples grados de libertad.

4. El método del espacio estado
permitird la resoluciébn de las
ecuaciones del movimiento de un
sistema de mdultiples grados de
libertad de forma practica y eficiente.

Respuesta no
lineal

Resistencia ultima
Resistencia de fluencia

Rigidez elastica
Rigidez posfluencia

Disipacion de energia
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ANEXO 2: GUIA PARA EL USO DEL PROGRAMA EDEN3

El programa de anédlisis no lineal estédtico EDEN3 requiere de la
generacién de dos archivos en los gque se encontraradn datos relativos
a los nodos y a los elementos. Asi, se deberan generar dos archivos,
el primero de ellos contendrd informacidén sobre los nodos, y deberéd
ser renombrado como “nodos.txt”. A continuacidén, se describe la

estructura de los datos que deberd contener este archivo.

N° Nodo Coord X Coord Y Rest X Rest Y Rest Z Restric. Piso
1 0 0 0 0

= = O O

2 3 0 0 0
3 0 3 1 1
4 3 3 1 1

N° Nodo: Ingrese el numero de nodo.
Coord X: Ingrese la abscisa del nodo en direccidén X.
Coord Y: Ingrese la abscisa del nodo en direccidn Y.

Rest X: Significa restriccidédn en direccidén X. 0 Si esta restringido,

1, si estd libre.

Rest Y: Significa restriccidén en direccidén y. 0 Si estd restringido,

1, si estd libre.

Rest Z: Significa restriccidén en direccidén Z. 0 Si estd restringido,

1, si estd libre.

Restric. Piso: Se indica con un numero los nodos que se moveran de

forma solidaria. Esta numeracién deberd empezar desde el Numero 1.

A continuacidén, se debe generar un archivo de texto en el que se
almacenaran datos relativos a los elementos. Este archivo deberd ser

renombrado como “elementos.txt”.

#Elem Nodol Nodo?2 E I A Long Ang
1 1 3 1 1 1 0 0
2 2 4 1 1 1 0 0
3 3 4 1 1 1 0 0
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#Elem: Indica el numero de elemento

Nodol: Indica el nodo inicial que define el elemento 1.
Nodo2: Indica el nodo inicial que define el elemento 2.
E: Modulo de elasticidad.

I: Momento de inercia.

A: Area de la seccién transversal

Long: Longitud del elemento (El programa es capaz de

cadlculo por si mismo) .

Ang: Es el angulo que forma el elemento con el eje X.

3 73

realizar este
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Lectura de datos
ks, ind,, ind; , Fa

ind,==ind;,

[K,F]=Matrizoi{n,ind,, ks,Fa)
x=K'F desp(l:n)=x(1l:n)

s=length (x)

it <o false

true
i>n+l desp{ind{i))=x{1)

m=K (ntl:s,1:n)*desp{l:n)+K{ntlis,ntl:5) *desp{ntl:s)

for i=1:2%m =& —

End
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ANEXO 3: PROGRAMA DE ANALISIS DINAMICO NO LINEAL

Nodos

Los datos relativos a los nodos de la estructura deberdn suministrarse por medio de la
creacion de un archivo de texto con extension .txt, que contenga informacion asociada a los
nodos, de acuerdo con la siguiente tabla.

Es importante notar que los nodos deberan numerarse desde el cero, tal como se muestra a
continuacion; ademas, el archivo no debe realizarse usando la cabecera indicada, esta es
meramente referencial.

N° X Y DLx DLz DRy Masterx mx mz Mr
0 0.0 0.0 0 0 0 0 0 0 0
1 3.0 0.0 0 0 0 0 0 0 0
2 0.0 3.0 1 1 1 1 10 10 10
3 3.0 3.0 1 1 1 1 10 10 10
4 0.0 6.0 1 1 1 2 10 10 10
5 3.0 6.0 1 1 1 2 10 10 10
6 0.0 9.0 1 1 1 3 10 10 10
7 3.0 9.0 1 1 1 3 10 10 10

N°: Etiqueta del numero de nodos considerado (La numeracién empieza en cero)
X: Coordenadas en X

Y: Coordenadas en 'Y

DIx: Grado de libertad del nodo en X (0: restringido, 1: Libre)

Dlz: Grado de libertad del nodo en Y (O: restringido, 1: Libre)

DRy: Grado de libertad de rotacion del nodo en Y (O: restringido, 1: Libre)

Masterx: Este parametro identifica a aquellos nodos que se mueven de forma solidaria

Elementos

Tabla tipica para el llenado de los datos de la definicion de elementos.

N° Nodoi Nodoj E I A

0 0 2 2e6 1.5e4 1.5e2
1 1 3 2e6 1.5e4 1.5e2
2 2 3 2e6 1.5e4 1.5e2
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0 J o U w N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

o EDENMDNL-V1.000-——=—————————— o~
#----PROGRAMA DE ANALISIS NO LINEAL DE MULTIPLES GRADOS DE LIBERTAD-----
o Autor: Edén Angel Capcha Molina-------------——-———-——————
#h-—————————— Importando librerias requeridas—--—--——-—-———————————————————
import pandas as pd
import numpy as np
from math import *
import matplotlib.pyplot as plt
from Maexp import maexpo
from solve import *
class geometria() :
def init ( self, nnodos, nelementos):
self.nodo=nnodos
self.elemen=nelementos
def nod(self):
df=pd.read csv(self.nodo, sep=" ", header=None) #Leyendo el archivo conteniendo
los nodos
self.nnd=len (df) # Numero de nodos considerados
self.nodos=np.zeros ((self.nnd,10)) # Matriz que almacena el numero de
nodos
for i in range(self.nnd):
for j in range(10):
self.nodos[i,jl=df.loc[i][]]
return self.nodos
def elem(self):
dr=pd.read csv(self.elemen, sep=" ", header=None) #Leyendo el archivo conteniendo
los elementos
self.nel=len (dr)
self.elem=np.zeros ((self.nel,8))
for i in range(self.nel):
for j in range(6) :
self.elem[i,jl=dr.loc[i][]]
#--Calculando la longitud y el angulo de inclinacién del elemento

for i in range(self.nel):

nod2=int (self.elem([i,

nodl=int (self.elem(i,
y2=self.nodos[nod2,

nod2,1
nodl, 2
nodl,1

[
x2=self.nodos|
yl=self.nodos|[
xl=self.nodos[
self.elem[i, 6]=
if abs(x2-x1)==

self.elem([1i,

=sqrt (

7]=p
elif abs (x2-x1)==
self.elem[i,7]=3
else:
self.elem[i,7]=a
return self.elem

def grafic(self):

2])
1])

2]
1
1
1

(x2-x1)**2+ (y2-y1l) **2)

0 and y2>yl:

i/2

0 and y2<yl:

*pi/2

tan ((y2-y1)/(x2-x1))

for i in range(self.nel):

nol=int (self.elem[i,

no2=int (self.elem[i,

1])
2])
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63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108

plt.plot([self.nodos[nol, 1], self.nodos[no2,1]], [self.nodos[nol, 2],
self.nodos[no2,2]], 'bo-',linewidth=2)
for i in range(self.nnd):
anot=str (i)
plt.annotate (anot, (self.nodos[i,1], self.nodos[i,2]))
#plt.figure (figsize=(10,10)
plt.title('Grafica de la estructura')
plt.show ()
def matricesl (self):
self.ke=np.zeros((self.nel,6,6)) # Matriz de rigidez eléstica en coordenas
locales
self.keg=np.zeros((self.nel,6,6)) # Matriz de rigidez elastica en coordenadas
globales
Ro=np.zeros ((6,6)) # Matriz de almacen de matriz de rotacién
self.kp=np.zeros((self.nel,6,2)) # Matriz cruzada elastica plastica
self.kpg=np.zeros((self.nel,6,2)) # Matriz cruzada elastica plastica en
coordenadas globales
self.kpp=np.zeros((self.nel,2,2)) # Matriz de giros plasticos
for i in range(self.nel):
#--Leyendo las propiedades lineales de los materiales
E, I, L, g, A=self.elem[i,3], self.elem[i,4], self.elem[i, 6], self.elem[i, 7],
self.elem[i,5]
#--Calculando los coeficientes de rigidez
rll, rl2, rl3, rl4=12*E*I/L**3, 6*E*I/L**2, 4*E*I/L, 2*E*I/L
#--Calculando la matriz de rigidez elastica local
self.ke[i,1,1], self.ke[i,1,2], self.ke[i,1,4], self.ke[i,1,5]=rl1, rl12, -rll,
rlz
self.ke[i,2,1], self.ke[i,2,2], self.ke[i,2,4], self.ke[i,2,5]=rl2, rl3, -rl2,
rl4
self.ke[i,4,1], self.ke[i,4,2], self.ke[i,4,4], self.kel[i,4,5]=-rll1l, -rl2,
rll, -rl2
self.ke[i,5,1], self.ke[i,5,2], self.ke[i,5,4], self.ke[i,5,5]=rl2, rl4, -rl2,
rl3
self.ke[i,0,0], self.ke[i,0,3], self.ke[i,3,0], self.ke[i,3,3]=E*A/L,-E*A/L, -
E*A/L, E*A/L

#--Encontrando la matriz de rotacién

gr=-self.elem[i, 7]

Ro[0:3,0:3]=np.array([[cos(gr), -sin(gr),0],[sin(gr),cos(gr),0 1,[0,0,111)
Ro[3:6,3:6]=np.array([[cos(gr), -sin(gr),0],[sin(gr),cos(qgr),0 1,10,0,1]11)
#--Calculando la matriz de rigidez elastica en coordenadas globales
self.keg[i, :, :]=np.dot (np.dot(Ro.T,self.ke[i,:,:]),R0)

#--Calculando la matriz de rigidez cruzada en coord Locales
self.kp[i,:,:]=np.array([[0,0],[rl2, rl2], [rl3, rl41,[(0,0],[-rl2, -

r12], [rl4,r13]])

#--Calculando la matriz de rigidez cruzada en coord globales
self.kpgli, :,:]=np.dot (Ro.T,self.kpli, :,:])

#--Calculando la matriz de rigidez plastica-----

self.kppli, :,:]1=np.array([[rl3, rl4],[rl4,rl3]])

def mrel (self):

return self.ke

def mreg(self):

return self.keg
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110 def mrpl (self):

111 return self.kp

112 def mrpg(self):

113 return self.kpg

114 def mrrp(self):

115 return self.kpp

116 fmm e Ensamblaje de la matriz de rigidez----------——----
117 def ensamblaje(self):

118 fo—— Definiendo la matriz de grados de libertad-----------

119 fom

120 #---Definiendo la matriz de grados de libertad globales de los nodos

121

122 self.mdgl=-np.ones((self.nnd, 4)) #--Se define una matriz de nndx4 de -1
123 #print (mdgl)

124 for i in range(self.nnd):

125 self.mdgl[i,0]=1 #--La primera columna almacena los nodos
126 if self.nodos[i,3]==0: #--S1 el grado de libertad x(l) estd restringido, se
127 colooca cero(0)

128 self.mdgl[i,1]=0

129 if self.nodos[i,4]==0: #--Si el grado de libertad y(l) estd restringido, se
130 colooca cero (0)

131 self.mdgl[i,2]=0

132 if self.nodos[i,5]==0: #--S1 el grado de libertad R(1l) estd restringido, se
133 colooca cero(0)

134 self.mdgl[i,3]=0

135

136 #-—---Asignando grados de libertad de nodo maestro (Master nodo)

137 for i in range(self.nnd):

138 if self.nodos[i,6]!=0:

139 self.mdgl[i,1l]=self.nodos[i, 6]

140 smax=int (np.max (self.mdgl[:,1]))+1

141

142 for i in range(self.nnd):

143 if self.mdgl[i,3]==-1:

144 self.mdgl[i,3]=smax

145 smax=smax+1

146 self.dinO=int (np.max (self.mdglf:,1:4])) # Numero de grados de libertad
147 totales

148 self.din=int (np.max (self.mdgl[:,1:2])) # Numero de grados de libertad
149 dinamicos

150 mdglg=np.zeros((self.nel,6,2))

151

152 for i in range(self.nel):

153 noddl=int (self.elem([i,1])

154 nodd2=int (self.elem[i,2])

155 for 7 in [0,1,2]:

156 mdglg[i,j,0]1=]

157 if self.mdgl[noddl,j+1]!=-1:

158 mdglg[i,j,1]=self.mdgl[noddl, j+1]

159 for 7 in [3,4,5]:

160 mdglg[i,j,0]1=]

161 if self.mdgl[nodd2,j-2]!=-1:

162 mdglg[i,j,1]=self.mdgl[nodd2,j-2]

163 #-—————- Matriz de rigidez plastica--------
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164 mplg=np.zeros ((self.nel,3))#--Matriz que guarda la relacidén exitente entre grados

165 plasticos locales y globales

166 self.cont=0

167 for i in range(self.nel):

168 mplg[i,0]=i

169 mplg[i,1l]=self.cont

170 mplg[i,2]=self.cont+1l

171 self.cont=self.cont+2

172

173 #o———————— Ensamblaje de la matriz de rigidez---——-----"-"------——-

174

175 self.nl=int (np.max(self.mdgl[:,1l:self.nnd]))+1

176 #print (nl)

177 self.Ke=np.zeros((self.nl,self.nl))

178 #print (mdglg)

179 #print (range (nel))

180 for i in range(self.nel):

181 for j in range(6) :

182 nnl=int (mdglgfli,j,1])

183 if nnl!=0:

184 for k in range (6):

185 nn2=int (mdglgli, k,1])

186 if nn2!=0:

187 self.Ke[nnl,nn2]=self.Ke[nnl,nn2]+self.kegli, ], k]

188

189 ngp=int (np.max (mplg[:,1:37]))

190 self.ktp=np.zeros((self.nl,ngp+l))

191 for i in range (ngp+l): #--Recorriendo todos los grados de libertad pléasticos
192 el=int(i//2) #--Identificando el elemento al que corresponde el
193 grado 1

194 #print (el)

195 n0l=int (self.elem[el,1]) #--Identificando el nodo izquierdo que define el

196 elemento
197 n02=int (self.elem[el, 2]) #--Identificando el nodo derecho que define el
198 elemento

199 if 1%2==0:

200 col=0

201 else:

202 col=1

203 for j in range(6) :

204 cl=int (mdglglel,j,11])

205 #print (cl)

206 if cl1!=0:

207 self.ktplcl,il=self.ktplcl,il+self.kpglel,j,col]
208 self.ktpp=np.zeros ((ngp+l,ngp+l)) #Matriz de rigidez plastica
209 for i in range(self.nel):

210 sO=int (mplg[i,1])

211 sl=int (mplg[i,2])

212 self.ktppls0,s0]=self.ktpp[s0,s0]+self.kppl[i, 0,0]

213 self.ktppls0,sl]=self.ktpp(s0,sl]+self.kppli,0,1]

214 self.ktpplsl,sO0]=self.ktpp(sl,s0]+self.kppli,1,0]

215 self.ktpplsl,sl]=self.ktpp[sl,sl]+self.kpp[i,1,1]

216 def Mae (self):

217 return self.Ke

218 def Mac (self):

Prediccién de la respuesta no lineal de estructuras mediante macromodelos basados en el método de la analogia de la fuerza
B.Sc. Edén Angel Capcha Molina



ng\\‘ Universidad Nacional de Ingenieria 113

.‘ ) Facultad de Ingenieria Civil
\QQ /‘/j Unidad de posgrado

A
z|

219 return self.ktp

220 def Map (self):

221 return self.ktpp

222 def condens (self):

223 o
224 ————mmm e

225 #-————- Obteniendo las matrices asociadas a los grados de libertad dinamicos

226 o

227 d=int (np.max (self.nodos[:,6]))

228 #print (d)

229 kdd=self.Ke[1l:d+1,1:d+1] # Matriz de rigidez asociados a los

230 grados de libertad dinamicos

231 krr=self.Ke[d+l:self.nl,d+l:self.nl] # Matriz de rigidez asociados a los
232 grados de libertad estaticos

233 kdr=self.Ke[l:d+1,d+1l:self.nl] # Matriz cruzada kdr

234 krd=self.Ke[d+1l:self.nl,1:d+1] # Matriz cruzada krd

235 okl=np.linalg.inv (krr) # Matriz auxiliar inversa de krr:

236 okl=inv (krr)

237 ok2=np.dot (kdr, okl) Matriz auxilar ok2=kdr*inv (krr)

238 ok3=np.dot (ok2, krd) Matriz auxilar ok3=kdr*inv (krr) *krd
239 self.hk=kdd-ok3 Matriz buscada \hat{H}

240 kd=self.ktp[l:d+1,0:self.cont]

241 kr=self.ktp[d+l:self.cont, 0O:self.cont]

242 fg0=np.linalg.inv (krr)

243 fg=np.dot (£g0, kr)

244 fgr=np.dot (kr.T, £g)

245 self.hkpp=self.ktpp-fgr

246 rg0=np.linalg.inv (krr)

247 rg=np.dot (rg0, kr)

248 rgl=np.dot (kdr, rqg)

249 self.hkp=kd-rgl

250 def condk (self):

251 return self.hk

252

253 def condkp (self):

254 return self.hkp

255

256 def condkpp (self):

257 return self.hkpp

258

259 def masa(self):

260 Fo———————— Definiendo la matriz de masas asociados con los grados de libertad---
261

262 M=np.zeros ((self.din0, self.din0)) # Matriz de masas asociados a todos
263 los grados de libertad

264 #C=np.zeros ((self.din0, self.din0)) # Matriz de amortiguamiento asociada
265 a todos los grados de libertad

266 self.mdd=np.zeros ((self.din0, self.din0)) # Matriz de masas dinamicas
267 #print (nodos)

268 #---din0: Cuenta el total de grados de libertad globales

269 #---din: Cuenta el total de grados de libertad asociados a los nodos maestros

270 for i in range(self.nnd):

271 for j in range(3):

272 cont0=int (self.mdgl[i,j+1])

273 if cont0!=0:
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274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308

def

M[cont0-1,cont0-1]=M[cont0-1,cont0-1]+self.nodos[i,7+]]

self.mdd=M[0:self.din,0:self.din]

#C=0.4*M

return self.mdd

modal (self) :

maux=np.dot (np.linalg.inv (self.mdd),self.hk) # Matriz auxiliar

maux=inv (Mdd) *hk

obtener

self.eival,eivec=np.linalg.eig(maux) # Algoritmo para
los eigenvaloes wn”"2

self.eival=np.sqrt (self.eival) # Sacando la raiz

cuadrada para obtener wn

def

return self.eival,eivec
amort (self,betal,beta2) :
nd=len (self.mdd)
if nd==1:
self.cdd=2*betal*self.eival[0]*self.mdd[0,0]
else:
# A=np.array([[l, self.eival[0]**2],
# [1, self.eival[l]l**2]])
# B=np.array([[2*betal*self.eival[0]],
# [2*betaz2*self.eival[l]]])
# a=np.linalg.solve (A,B)
# self.cdd=a[0]*self.mdd+a[l]*self.hk
b=(2*betal*self.eival [0]-2*betal2*self.eival[l])/ (self.eival[0]**2-

self.eival [1]**2)

a=2*self.eival[0]*self.eival[l]* (betal2*self.eival([0]-

betal*self.eival[l])/ (self.eival[0]**2-self.eival[l]**2)

def

self.cdd=a*self.mdd+b*self.hk
return self.cdd
matrizA (self):
self.Ao=np.zeros ((2*self.din,2*self.din))
self.Ao[self.din:2*self.din+l,0:self.din]=-

np.dot (np.linalg.inv (self.mdd),self.hk)

self.hAo[self.din:2*self.din+l,self.din:2*self.din+l]=-

309 np.dot (np.linalg.inv(self.mdd),self.cdd)

310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328

def

def

def

self.Ao[0:self.din, self.din:2*self.din+l]=np.identity(self.din)
return self.Ao

matrizH (self):

h=np.ones((self.din,1))

self.H=np.zeros((2*self.din, 1))

self.H[self.din:2*self.din, :]=-h

return self.H

matrizG(self):

self.G=np.zeros((2*self.din, self.din))
self.G[self.din:2*self.din+l, :]=np.dot (np.linalg.inv (self.mdd),self.hk)
return self.G

matrizFd (self,dt):

This method allows you to take the matrix Fd

Fd=exp (A*dt)

Vi

self.dt=dt

self.Fd=maexpo (self.Ao*self.dt)

return self.Fd
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329 def matrizHd (self):

330 e

331 This method allows you to take the matriz Hd

332 Hd=Fd*H*dt

333 e

334 self.Hd=np.dot (self.Fd,self.H) *self.dt

335 return self.Hd

336 def matrizGd(self):

337 e

338 This method allows ypu to take the matrix Gd

339 Gd=Fd*G*dt

340 e

341 self.Gd=np.dot (self.Fd,self.G) *self.dt

342 return self.Gd

343 def solutotal( self , a , my ):

344 nO=int (np.size(self.Fd[:,0])) # Numero de grados de libertad
345 nl=int (np.size(a)) # Numero de puntos del registro

346 n2=int (np.size (self.hkpp([:,0]))

347 self.z=np.zeros((n0O,nl)) # Matriz que almacena los desplazamientos y las

348 velocidades
349 self.m=np.zeros((n2,nl)) # Matriz que almacena los momentos en las rotulas

350 plasticas

351 self.g=np.zeros((n2,nl)) # Matriz que almacena los giros inelasticos
352 n3=int (0.5*n0)

353 # ac=np.zeros ((n3,nl))

354 self.xp=np.zeros ((n3,nl))

355 #Hh-————— Definir las condiciones iniciales del movimiento
356 cont=0

357 for i in range(nl-1):

358 cont=cont+1

359 print (cont)

360 mal=self.z[ : , i ].reshape( n0 , 1)

361 ma2=self.xp[ : , i ].reshape( n3 , 1)

362 ma3=self.q[ : , 1 ].reshape( n2 , 1)

363 ma4 , mab5 , ma6 , ma7 , error =solu ( self.Fd , self.Gd , self.Hd , self.hkpp
364 , self.hkp , self.hk , my , mal , ma2 , ma3 , a[ i+1 ] )

365 self.z[ : , i+l ]=mad.squeeze /()

366 self.ql : , i+l ]=ma5.squeeze /()

367 self.m[ : , i+l ]=ma6.squeeze ()

368 self.xp[ : , i+l ]=ma7.squeeze ()

369 return self.z[0:n3,:] , self.z[n3:n0,:] , self.q , self.m , self.xp
370

371

372

373

374

375

376

377

378

379

380

381

382

383
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