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Resumen

Paul M. Cohn, en su estudio de la estructura del grupo general lineal GL; de un anillo
unitario, obtuvo una férmula para la primera homologia del subgrupo SLs. En esta tesis se
mostrara otra prueba de este resultado para una clase particular de anillos (conmutativos)
que el propio Cohn llamoé anillos GE, universales. Para lo cual se usaran las sucesiones

espectrales como herramienta principal.

Palabras clave: Homologia de grupos, grupo especial lineal, matrices elementales, teoria

K algebraica.



Abstract

Paul M. Cohn, in his study of the structure of the general linear group GL, for a ring with
unit, found a formula for the calculation of the first homology of the subgroup SL,. In this
thesis we will show another proof of this result for a particular class of (commutative) rings
which Cohn called universal GE,-rings. For this purpose, spectral sequences will be used

as a principal tool.

Keywords: Group homology, special linear group, elementary matrices, algebraic K-theory.
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Introduccion

Generalidades

El grupo general lineal GL,, para un cuerpo F' ha sido ampliamente estudiado, se sabe
del algebra lineal que:

Toda matriz invertible n x n puede expresarse como producto de matrices elementales.

De hecho esto se cumple también para dominios euclideos (anillos donde puede efec-
tuase la division euclidea, los cuales poseen una norma conocida como norma euclidea),
es por eso que si un anillo unitario cualquiera satisface dicha propiedad, a este se le conoce
como anillo GE,,. En su articulo Paul M. Cohn [1] estudia los anillos que satisfacen esta
condicién para el caso n = 2 y da algunos ejemplos de anillos que la satisfacen. Uno de los
teoremas principales del mencionado articulo trata del calculo de la abelianizacién de un
subgrupo generado por matrices elementales de “determinante” 1 llamado Es. No es dificil
mostrar que un anillo conmutativo A satisface GE; si y solamente si Eo(A) = SLo(A), luego

la abelianizacién de E; estos anillos coincide con la primera homologia de SLs.

Descripcion del problema de investigacion

El profesor Kevin Hutchinson de la universidad de Dublin, estudiando el complejo de vec-
tores unimodulares [2] encuentra una fuerte relacion entre la exactitud del complejo en los
primeros términos y la propiedad GE-. Fue justamente en el estudio de la primera homologia
de SL, es donde nos encontramos con el resultado de Cohn para anillos GE; conmutativos,

y es lo que se expondra en la presente tesis.
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Objetivos del estudio

Objetivo general

El objetivo principal de esta tesis es vincular el estudio de la primera homologia de SL,
para un anillo GE, conmutativo y el resultado de P.M Cohn sobre la abelianizacion de el
grupo de matrices elementales en SL;.

Objetivos especificos

m Presentar los principales conceptos del estudio de Cohn y enunciar la version original

del teorema de Cohn.

m Presentar ejemplos de la clasificacién de anillos de Cohn tanto de éste como de otros

autores.

= Abordar el caso conmutativo del teorema de Cohn utilizando técnicas para el calculo

de la primera homologia de grupos lineales basadas en sucesiones espectrales.

m Presentar algunos ejemplos del calculo de la primera homologia de SL, para algunos

anillos.

Hipétesis del estudio

Hipétesis general

Existe una relacion entre el estudio de la primera homologia de SL» usando el complejo

de vectores unimodulares y el teorema de P.M Cohn.

Metodologia

La metodologia seguida para el desarrollo de la presente tesis es la siguiente:
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= Estudiar la exactitud del complejo de vectores unimodulares para un anillo conmutativo

y unitario.

= Estudiar la homologia de SL, con coeficientes en algunos moédulos del complejo de
vectores unimodulares asi como algunos de sus subgrupos, identificar los objetos co-

nocidos que nos van apareciendo.

» Usar la maquinaria de las sucesiones espectrales para aproximarnos a la homologia

de SL, en dimension 1.

m Estudiar la convergencia de la sucesién espectral a la homologia de SL, y obtener

algunas secuencias exactas que involucran los objetos estudiados.

» Estudiar los diferenciales de la sucesion espectral que nos brindaran informaciéon mas

precisa de las secuencias exactas obtenidas.

Estructura de la tesis

La presente tesis consta de 4 capitulos, en el primero se incluiran los minimos conoci-
mientos de teoria de anillos y médulos requeridos por el lector, mientras que en el segundo
y tercero se detallan las principales herramientas tedricas requeridas para el desarrollo de la
tesis, estas giran entorno a la homologia de grupos y las sucesiones espectrales. El ultimo
capitulo, cuerpo principal de la tesis, enuncia en su primera seccion la versién original del
teorema de Cohn, mientras que en la siguiente y ultima seccion presenta nuestra version
mas particular y algunos ejemplos de nuestros calculos.

Finalizando tenemos algunas conclusiones sobre la clasificacion de anillos de Cohny la
generalizacién de los métodos aqui expuestos para la prueba del teorema.

Cabe destacar que el lector necesitara conocer el lenguaje basico de la teoria de cate-
gorias (objetos, morfismos y funtores), asi como conocimientos basicos sobre anillos con-
mutativos y médulos (homomorfismos, ndcleo, imagen, teoremas de isomorfismo, producto

tensorial, etc.) y la teoria de grupos basica.



Tabla de Contenido

Resumen

Abstract

Introduccidén

I. Anillos y Médulos
A. Definicionesbasicas . ... ... .........

B. Producto tensorial de médulos . . . . . ... ..

ll. Homologia
A. Complejos de cadenas y su homologia . . . ..
B. Homologiadegrupos .. .............
1. Definiciones basicas . . . . . . ... ...

2. La homologia como funtor de 2 variables

lll. Sucesiones Espectrales
A. Sucesionesespectrales . . ... ... ... ...
1. Definiciones principales . . . . . ... ..

2. Sucesion espectral de una filtraciéon . . .

B. Las sucesiones espectrales en homologiadegrupos . . . . . . ... ... ..

IV. El Teorema de Cohn
A. Elteorema de Cohn: Enunciado general . . . . .
B. Elteorema de Cohn: Caso conmutativo . . . . .
1. El complejo de vectores unimodulares . .

2. El anillo de Grothendieck-Witt . . . . . . .

Vi

Vil

15
15
22

27
27
27
29
33



3. La sucesion espectral principal y el teorema de Cohn

VI. Referencias bibliograficas

Xi



Capitulo I. Anillos y Médulos

Este apéndice incluira algunas definiciones y hechos basicos de la teoria de anillos no

conmutativos y médulos.

A. Definiciones basicas

Definicion A.1. Un anillo A es un conjunto junto a dos aplicaciones + : A x A — Ay

-1 A x A — A que satisface las siguientes operaciones.
1. a+ (b+¢)=(a+0b)+cparatodo a,b,c € A.
2. a+b=b+aparatodoa,b e A.
3. Existe 0 € Atalquea+0=0+a=aparatodoa c A.

4. Para todo a € A existe —a € A tal que a + (—a) = (—a) + a = 0, dicho elemento es

llamado el opuesto de a.
5. a-(b-¢)=(a-b)-cparatodoa,b,cc A.
6. Distributividad: Para todo a, b, c € A se satisface

a)a-(b+c)=a-b+a-c.

b) (a+b)-c=a-c+b-ec.

A veces en el producto « - b solo escribiremos ab.

Decimos que un anillo A es unitario o con con unidad si existe 1 € A tal que

7.a-1=1-a=aparatodoa € A.



Es sencillo mostrar que dicho elemento es Unico.

Una unidad en un anillo unitario A es un elemento a € A tal que existe b € A tal que ab =
ba = 1. De la definicion de anillo es facil mostrar que este elemento es Unico. Denotaremos
por ¢! al elemento correspondiente a « y le llamaremos el inverso de a. El conjunto de
todas las unidades de A sera denotado por A*.

Decimos que un anillo es conmutativo si satisface
8. a-b=1">-aparatodoa,b € A.

Un dominio es un anillo A tal que ab = 0 implicaque a =00 b =0 paratodo a,b € A. Si

A es conmutativo le llamamos dominio integro.

Definicion A.2. Un ideal izquierdo I en un anillo unitario A es un subconjunto de A que

satisface lo siguiente:

1. Paratodo a,b € I tenemos que a + b € I.

2. Paratodoa € Iybe Atenemos que ab € 1.
Un ideal es propio si no es todo el anillo.

De la definicién tenemos que un ideal izquierdo I de A es de hecho un submaddulo de A.

De forma analoga podemos definir un ideal derecho. Un ideal bilatero es un ideal de A
izquierdo y derecho a la vez.

Un ideal izquierdo (derecho) m es maximal si no existe un ideal izquierdo (derecho)
propio I # m que lo contenga. El lema de Zorn garantiza que todo ideal izquierdo (derecho)
propio esté contenido en un ideal izquierdo (derecho) maximal.

Es conocido el concepto de anillo local en anillos conmutativos, en este contexto nece-

sitamos de un lema.
Lema A.3. Dado un anillo A unitario, son equivalentes:
1. A tiene un unico ideal izquierdo maximal.
2. Atiene un unico ideal derecho maximal.
Demostracion. Vea T. Y. Lam [3, Teorema 19.1]. O

Definicion A.4. Un anillo A es local si y solo si satisface alguno de las propiedades equi-

valentes del lema anterior.



Dado un anillo A unitario y un ideal I bilatero, y dada la relaciéon de equivalencia a ~ b
siy solosib—a € I, el conjunto cociente A/I es el conjunto de las clases a + I con a € A.

No es dificil mostrar que este conjunto es un anillo con las operaciones
1. (a+ 1)+ (b+1I):=(a+b)+1I.
2. (a+1)-(b+1):=ab+1.

Es sabido para anillos conmutativos que el cociente entre un anillo A y un ideal maximal
M es siempre un cuerpo, el cuerpo obtenido del cociente entre un anillo local conmutativo
y su unico ideal maximal es llamado cuerpo residual.

Ahora vamos pasar a la definicion de médulo en este contexto

Definicion A.5. Sea A un anillo unitario, un A-médulo izquierdo M es un conjunto con dos

operaciones, unainterna + : M x M — M y una externa - : A x M — M que satisfacen:
1. m+ (n+p) = (m+n)+pparatodo m,n,p € M.
2. m+n=n+mparatodom,n € M.
3. Existe 0 € M tal que m + 0 = 0+ m = m para todo m € M.
4. Paratodo m € M existe —m € M tal que m + (—m) = (—m) +m = 0.
5. Paratodo a,b € Ay m € M tenemos que (ab) -m =a- (b-m).
6. Paratodo m € M tenemos que 1-m = m.
7. Paratodo a,b € Aym € M tenemos que (a+0b)-m=a-m+b-m.
8. Paratodoa € Aym,n € M tenemosquea-(m+n)=a-m+a-n.

A veces escribiremos am en lugar de a - m.

Un A-submoddulo de un A-mddulo izquierdo M es un subconjunto N C M que es un
A-mddulo izquierdo restringiendo las operaciones de M. Solo es necesario verificar que
am+bn € N paratodoa,bc Aym,n € N.

Los conceptos de A-mdodulo y A-submédulo derechos son definidos analogamente. A
partir de aqui trabajaremos con A-médulos izquierdos a menos que se indique lo contra-

rio, las propiedades sobre médulos que citaremos también son satisfechos por A-mddulos



derechos sin cambios en las pruebas. También la palabra anillo a partir de aqui significara
anillo unitario.

Dado un A-submédulo N de un A-médulo M, sea la relacion de equivalencia m ~ n si
y solamente si n — m € N. El conjunto cociente M /N de elementos m + N conm € M es

un A-modulo con las operaciones
1. im+N)+(n+ N):=(m+n)+ N conm,n € M.
2. a-(m+N):=am+Ncona€e Aym e M.

Definicion A.6. 1. Sean A y B anillos, un homomorfismo de anillos es una funcién f :

A — B que satisface para todo a, b lo siguiente:

» fla+b) = fla)+ f(b).
= f(ab) = f(a)f(b).
m f(1)=1.

Dado un homomorfismo de anillos f : A — B, definimos ker(f) :={z € A: f(x) =0}

yim(f):={f(z):z € A} C B.

2. Sea A un anilloy M, N A-mddulos, un homomorfismo de A-mddulos es una funcion

f: M — N que satisface lo siguiente:

m f(mi+mg) = f(my) + f(me) paratodo my,mo € M y a,b € A.

m f(am) =af(m)paratodoac Aymec M.

Dado un homomorfismo de A-mddulos f : M — N, tenemos tres submaddulos distin-
guidos, el nucleo ker(f) := {m € M : f(m) = 0}, laimagen im(f) := {f(m) :€ M}y
el cokernel coker(f) := N /im(f). Un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo,
es facil mostrar que un homomorfismo f es un monomorfismo si su nucleo es el sub-
maodulo trivial {0}. Un epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo. Un isomorfismo

es un homomorfismo biyectivo.

Teorema A.7 (Teoremas de Isomorfismo). 1. Sea f : A — B un homomorfismo de ani-
llos, entonces ker(f) es un ideal bilatero de A, im(f) es un subanillo de B y existe un

isomorfismo A/ ker(f) = im(f).



2. Sea f : M — N un homomorfismo de A-mddulos, luego existe un isomorfismo

M/ ker(f) = im(f).

Demostracion. En ambos casos la prueba es similar, en el primer caso el isomorfismo es
definido como el mapa f : A/ker(f) — im(f) C B, a + ker(f) — f(a) y en el segundo
f: M/ker(f) — im(f) € N, m + ker(f) — f(m). No es dificil mostrar que ambos estan

bien definidas y son inyectivas, la sobreyectividad es obvia. O

Definiciéon A.8 (Suma directa). Sea A un anillo, dada una familia de A-modulos { M, }aen,
la suma directa es un nuevo A-moddulo @ae/\ M, cuyos elementos son tuplas (mq)aca
con m, € M, y con un numero finito de componentes no nulas. Definimos también las
inclusiones j, : M, — @,cp Mo, que manda a m, € M, para la tupla que tiene como

componente a-ésima igual a m,, y 0 en las otras.

Definicion A.9. Sea A un anillo, decimos que un A-médulo es libre si es isomorfo a una

suma directa de copias de A.

Teorema A.10 (Propiedad universal de la suma directa). Sea A un anillo, y {M;};cn una
familia de A-moédulos. Sea M un A-moédulo y f. : M, — M, entonces existe un unico

homomorfismo Fy : @ae A M, — M tal que para todo oo € A tenemos Fpj, = fa-
Demostracion. El homomorfismo en cuestidon esta definido por:
(ma)aeA — Z fa(ma)a
acA

note que el sumatorio es finito por la definicién de suma directa.
La unicidad no es dificil de probar, si tenemos una tupla (m,)aca, cOMo este tiene un

conjunto finito de componentes no nulas, es una suma finita

(ma)aeA = Z ja(ma>

a€N

luego si suponemos que existe otro homomorfismo Fy que satisface lo mismo que Fj, en-

tonces aplicando F, nos da

FA((ma)aen) = F/,\(Zja(ma)) = Z Fpja(ma) = Z fa(ma) = Fa((ma)aen)

acel aEA aEA



B. Producto tensorial de médulos

Sea A un anillo, y sean M y N A-mddulos derecho e izquierdo respectivamente. El
producto tensorial de M y N denotado por M ®4 N es el grupo abeliano libre generado por
los simbolos m ® n donde m € M y n € N cocientado por el subgrupo generado por los

siguientes elementos

(mi4+me)®@n—mp®n—ma®n, mp,mg€ M, necN,

m®(n+ny) —men; —mng, meM, nj,ng €N,
mA@n—maen, meM, neN, MNeEA;

Un anillo A puede ser visto como un A-maodulo izquierdo o derecho, luego tenemos los

siguientes isomorfismos para el A-mddulo izquierdo M
ARa M S M, A@m— Am,
y el A-moédulo derecho N
N4 AS N, n®@l—=n
De la definicion tenemos la siguiente propiedad universal

Teorema B.1. Sea A un anillo, M un A-mddulo derecho, N un A-médulo izquierdo y G un

grupo abeliano. Sea ¢ : M x N — G una aplicacion que satisface
m o(my +ma,n) = @(mi,n) + ¢(me,n) para todo m;, me € M, n € N.
m p(m,ny + ng) = p(m,n1) + ¢(m, ng) para todom € M, ni,ns € N.
m p(mA,n)=¢(m,An) paratodom € M,ne Ny X e A

Entonces existe un tnico homomorfismo de grupos abelianos ¢ : M 4 N — G definido

como m @ n — p(m,n).

Demostracion. Las propiedades de ¢ se ajustan a la definicidon de producto tensorial, no es

dificil a partir de aqui probar que © esta bien definido. La unicidad es obvia. O



Capitulo Il. Homologia

En el presente capitulo introduciremos la homologia de grupos, necesitaremos algunas
preliminares de algebra homoldgica que sera tema de la seccién 1 mientras que en la sec-
cion 2 construiremos la homologia de grupos para un grupo G y estudiaremos algunas de

sus propiedades basicas.

A. Complejos de cadenas y su homologia

En esta seccion A es un anillo con elemento unidad 1 y todos los mddulos son A-modulos
izquierdos. La construccion puede ser aplicada a A-mddulos derechos casi sin ningin cam-

bio.

Definicion A.1. Un complejo de cadenas de A-mdédulos es una familia Cy = {C;};c7 de A-
modulos con homomorfismos 9; : C; — C;_1 llamados diferenciales, tales que 9;_109; =0
para cualquier i € Z.

Para cualquier complejo de cadenas C,, sean Z; = Z;(C,) := ker(9;) B; = B;(C,) =
im(0;+1), cuyos elementos son llamados i-ciclos y i-bordes de C, respectivamente. Es facil
ver que 0 C B;(Ce) C Z;(Ce) C C;. La i-ésima homologia de C, es el grupo cociente
H,;(C,) = Z;(Cs)/B;(C,). Cuando H;(Cs) = 0 decimos que C, es exacto en dimensién i (o

en C;) y si esto ultimo ocurre para todo i decimos que el complejo es una secuencia exacta.

Un morfismo f, : Co¢ — D, de complejos de cadenas es una familia {f;};cz de homo-

morfismos f; : C; — D; tales que el diagrama

Oit2 Oit1 0; Oi—1

- —— Cin Ci Cioi — -+
lfi-H lfi lfi—l
d; 0 ; 0
- —% Diyy —— D; 2 D —— -




es conmutativo. i.e. Para cualquier i € Z, 0; o f; = fi;—1 o 0; (hote que aqui usamos la
misma notacién para los diferenciales de C, y D,, usaremos una notacién diferente cuando
sea necesario). Entonces tenemos la categoria Ch(A — mod) de complejos de cadenas de
A-modulos.

Un morfismo f, : Co — D, entre complejos de cadenas induce un A-homomorfismo
natural f, : H;(Cs) — H;(D,) dado por = + B;(C,) — fi(z) + B;(D,) para cualquier z € Z;.
Si fo: Co = Do ¥ ge : Do — FEo son morfismos de complejos de cadenas, tenemos que
(ge © fo)x = g« © f«. Mas aun, la identidad id., induce el morfismo identidad idHi(C.).

Los complejos de cadenas tienen limites directos arbitrarios y sumas directas, si {C} } jcr
es una familia de complejos de cadenas, no es dificil mostrar la conmutatividad de la homo-

logia con esta ultima operacion, i.e.
jeJ jed

Un importante caso particular, es el concepto de secuencia exacta corta, para A-médulos

C, Dy E, decimos que el complejo (podemos completar con ceros a ambos lados)

0o—sc-t,p_*

E 0

€s una secuencia exacta corta si es exacta en C, D y E. Esta condicion implica que f es
inyectiva y g es sobreyectiva y, obviamente, im(f) = ker(g).

También, decimos que el diagrama

€S una secuencia exacta corta.

A continuacion presentamos el muy util lema de la serpiente.

Lema A.2 (Lema de la serpiente). Para el diagrama conmutativo con filas exactas de A-



modulos

A—— B C 0
I
0 P e

existe un homomorfismo de conexién § : ker(h) — coker(f) tal que el diagrama
ker(f) —>— ker(g) SN ker(h) SELEN coker(f) BN coker(g) SN coker(h)

es una secuencia exacta. Mas aun, si o es inyectiva entonces el homomorfismo inducido
ker(f) = ker(g) es también inyectivo. Similarmente si 3’ es sobreyectivo entonces el homo-

morfismo inducido coker(g) B, coker(h) es también sobreyectivo.

Demostracion. Los homomorfismos a ambos lados de § son inducidos por a, 3, o' y 3
respectivamente. Luego, la exactitud ker(g) y coker(g) es clara.

La parte importante es la construccion del homomorfismo de conexion. Para este pro-
posito, considere ¢ € ker(h), por la sobreyectividad de /3 existe un elemento b € B tal que
B(b) = c. Por la conmutatividad del diagrama tenemos que 3'(g(b)) = h(5(b)) = h(c) =0
luego g(b) € ker(p’) = im(a’). Entonces existe o’ € A’ tal que g(b) = o/(d’), asi definimos
d(c) =d.

Ahora, suponga que ¢ = 3(b) = 6(5), entonces por la exactitud de la fila superior tenemos
a(a) = b — b, aplicando ¢ y usando la conmutatividad del diagrama tenemos o/(f(a)) =
g(a(a)) = g(b) — g(b) = /(a’) — &/ (). Por la inyectividad de o’ tenemos f(a) = o’ — &’ que
nos da el mismo elemento en coker( f), asi garantizamos la buena definicién de o.

Para la exactitud en ker(h), suponga que b € ker(g), vamos a mostrar que §(3(b)) = 0.
Como b € ker(g) es una pre-imagen de 3(b) € ker(h) tenemos que para obtener la imagen
por § tomamos g(b) =0 = &/(0) y asi 6(5(b)) = 0.

Ahora tomemos ¢ € ker(h) tal que 6(c) = 0, tomando b € B tal que 3(b) = ¢, sabemos que
g(b) = /(a’). Lapremisaimplicaque o’ = f(a) paraalguna € A. Entonces tenemos (usando
la conmutatividad de diagrama) que g(b) = /(f(a)) = g(a(a)), entonces el elemento b —
a(a) € ker(g) es tal que B(b — a(a)) = B(b) = c. Esto muestra a exactitud de la secuencia
en ker(h).

Para la exactitud en coker(f), tomemos ¢ € ker(h) y demostremos que o/(5(c)) = 0.

Tomando b € B con 3(b) = 0y luego g(b) = o/(a’) tenemos que a’ representa a (c). Ahora,



aplicando « a la clase de «’ nos da la clase de g(b) que es cero e coker(g). Asi o/(d(c)) = 0.
Ahora considere o’ € coker(f) tal que o/ (a’) = 0 € coker(g). Luego tenemos que o/(a') =
g(b) con b € B. Tenemos que §(b) € ker(h) pues h(3(b)) = 5'(g9(b)) = p'(d/(a’)) = 0. Es

claro que §(3(b)) = o’. Esto demuestra la exactitud en coker(f). O

Proposicion A.3 (Secuencia exacta larga). Para cualquier secuencia exacta corta de ca-

denas de A-modules

y para cualquier i € Z existe un homomorfismo de conexion ¢; : H;(E.) — H;_1(C,) tal que

el diagrama

es una secuencia exacta.

Demostracion. Aqui solo construiremos el homomorfismo ¢; y para el resto de la prueba el
lector puede consultar C. Weibel [4, Teorema 1.3.1]. Considere el siguiente diagrama con

filas exactas:

0 o, — ' . p, %, E 0
0; 0; 0;
fi—1 gi—1
0 Cz_l DZ'_1 Ez—l 0
Qi—1 0i—1 0i—1
0 Ci s fi—2 Di_s gi—2 Ei 0

Sea e € Z;(E,) = ker(0;) que representa al elemento e € H;(F,). Tomamos d € D; tal
que e = g;(d). Luego (como en la prueba del Lema de la Serpiente) sabemos que 9;(d) €
ker(g;—1). Entonces 0;(d) = fi—1(c) para algun ¢ € C;_;. Mostramos que ¢ € Z;_1(C,).
Desde que f;_2(0;—1(c)) = 0i—1(fi—1(c)) = 0i—1(0;(d)) = 0, por la inyectividad de f;_o
tenemos 0,_1(c) = 0. Finalmente c representa un elemento de H;_;(C,). Ahora, definimos

di(e) =e. O
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El homomorfismo de conexidn tiene la siguiente propiedad de naturalidad cuya demos-
tracion es de pura rutina. El lector curioso puede consultar la prueba en C. Weibel [4, Pro-

position 1.3.4].

Proposicion A.4. Del diagrama conmutativo de complejos de cadenas con filas exactas

siguiente:
0 Co 5 D, " B, 0
lqﬁ. lw- lw.
0 o p 0

los homomorfismos de conexidén de la proposicién A.3 inducen el diagrama conmutativo

s Hy(DY) ¥ Hi(E) s Hi1(Cy) L Hi(Dy) L -

|# 2 I 2

) HZ(DL) Ga 1i ol

La siguiente definicién viene de la topologia algebraica.
Definicion A.5. Decimos que dos morfismos de complejos f., ge : Co — Do SON homotdpi-
cos si existe una familia {s; };cz de homomorfismos s; : C; — D,y tales que

fi = 9i = Oisi + si—10;.

La familia {s;};cz es llamada una homotopia de f, a g,. Decimos que f, : Co — D, €S
una equivalencia homotdpica si existe un morfismo g, : Dy — C, tal que ge 0 fo ¥ fo © ge SON

homotépicos a los morfismos identidad de C, y D, respectivamente.

Dos morfismos homotodpicos inducen mapas iguales en homologia de complejos. Mas

precisamente.

Lema A.6. Si fo, g0 : Co — D, son homotopicos, entonces los homomorfismos f.,g. :

H;(Cs) — H;(D,) son iguales para todo i € Z.

Demostracion. Es suficiente demostrar que si f, y el morfismo cero 0, : Co — D, son
homotépicos, entonces f. : H;(Co) — H;(D,) es el mapa cero. Sea el elemento = € H;(C,)
representado por x € Z;(C,). Entonces f;(z) = 0;(si(z)). Por tanto f;(z) € B;(D,) el cual

representa el elemento cero en H;(D,). O
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Para la definicion de la homologia de grupos necesitamos de los médulos proyectivos.
Estos médulos can pueden ser considerados como la generalizacion de los espacios vec-

toriales con escalares en anillos.

Definicion A.7. Un A-mddulo P es llamado proyectivo si para cualquier diagrama con fila

exacta dado (i.e. f : M — N es sobreyectivo)

P
L
K
M1 N 0

es conmutativo.

Es bien sabido que cualquier para A-modulo M existe un médulo libre F''y un homo-
morfismo sobreyectivo F' — M. El médulo F' puede construirse tomando el A-médulo libre
generado por los elementos de M y el homomorfismo F' — M puede definirse correspon-
diendo al elemento basico u,, € F el elemento m € M y luego extender por linealidad.
Cuando M es proyectivo, entonces el homomorfismo F' — M tiene un mapa de escision

M — F.

Proposicion A.8. 1. Un A-module M es proyectivo si y solo si existe un A-module N tal

que M & N es libre.

2.8i0 = M 5 M % M” - 0 es una secuencia exacta corta de A-médulos izquierdos

y P es un A-modulo proyectivo derecho, entonces

id id
0—— Po M % po, % po M — 5 0

es una secuencia exacta corta.

Demostracién. 1. Sea M proyectivo. Tomamos un A-maddulo libre F' con un homomor-

fismo sobreyectivo f : F — M. Sea N el nucleo de este homomorfismo. Entonces por

12



la proyectividad de M tenemos k : M — F tal que f o k = id;;. Luego la secuencia

exacta 0 — N — F 25 M —s 0 se escinde y tenemos F' ~ N & M. Reciprocamente,

supongamos que existe un A-médulo N tal que M & N es libre, considere el diagrama

y componiendo con el homomorfismo de proyeccion M & N =% M tenemos por la

proyectividad de M & N el homomorfismo k: M & N — Q

M®N

A

tomando el homomorfismo de inclusion iy, : M — M @ N, el homomorfismo k o iy :

M — @ hace conmutativo el primer diagrama.

2. Si F es un A-médulo derecho libre, entonces FF @4 M', F @, My F ® 4, M" son una
suma directa de copias de los respectivos A-médulos M’, M y M". Esto nos da la

exactitud de

id id
0 — s FoaM L po M % po, M —— 0

si Q es un A-moddulo tal que P & () es libre. Entonces la distributividad de la suma

directa con respecto al producto tensorial nos da la exactitud de

id id
0 —— Po M 2 po, v 9% po M — 5 0.,

O]

Definicion A.9. Sea M un A-mddulo. Una resolucién de M es una familia de A-mdédulos

{M;}i>0, una familia de morfismos {d; : M; — M;_1};>1 y un mapa ¢ : My — M tal que el
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diagrama

d; di—1 dy
M; 4 . M,

My —— M 0

es una secuencia exacta. Esta resolucion de M es llamada libre o proyectiva si los A-
modulos M; son libres o proyectivos respectivamente. denotamos esta resolucién por M, —

M.

Proposicion A.10. Todo A-moédulo M tiene una resolucion libre. En particular, todo M tiene

una resolucion proyectiva.

Demostracién. Sea Fj do—ie M un homomorfismo sobreyectivo donde Fy libre. Sea My =
ker(e). Sea Fy 5 My un homomorfismo sobreyectivo donde F; es libre. Sea d; la compo-
sicion I 5 My — Fy. Suponga por induccion que ya hemos construido F,, 1 di?al 2.
Sea M,,_, = ker(d,—_1) y tomemos F, 4 M,_1 un homomorfismo sobreyectivo tal que F,
es libre. Tome d,, como la composicion de r,, y la inclusiéon M,,_; — F,,_1. Es facil ver que
el diagrama

E, - B F M 0

es una secuencia exacta. Por claridad, vea el diagrama siguiente:

My

ds d1

O]

Teorema A.11 (Teorema de Comparacion). Sea P, — M una resolucién proyectiva de un
A-médulo M y f' : M — N un homomorfismo de A-mdédulos. Entonces para cualquier
resolucion Q. -> N existe un mapa de complejos de cadenas f, : Po — Q. tal que no fo=

f' o e. El mapa de complejos de cadenas f, es tnico salvo homotopias.

Demostracion. Sea Z_1(Ps) .= M, Z_1(Qe) =N, fo1:=f': Z_1(Ps) = Z_1(Qe), 0o = €y

0o = n. Por la proyectividad de P, existe fy: Py — Qo tal que f'oe = f_1 0 0p.

14



Inductivamente supongamos que tenemos la construccion de f; para i < n. Entonces

tenemos el diagrama conmutativo

0 —— Zn(P)) P, -2 P
%fé lfn lfn—l
~ .

0 —— Zn(QO) Qn anl

donde f/ es el homomorfismo inducido por la conmutatividad del cuadro derecho. Por la

proyectividad de P, .1, tenemos que f/ 00,1 tiene un levantamiento f,,.; como se muestra:

87L+1

Poy1 —— Zy(P) —— 0
ifn-‘rl lf’;L

~ 8n
Qnit —5 Z0(Qs) —— 0

Concluimos que podemos construir un morfismo de cadenas f, : P, — Qo CON las propie-
dades requeridas. Para la unicidad de f, salvo homotopia el lector puede consultar en C.

Weibel [4, Teorema de Comparacion 2.2.6]. O

B. Homologia de grupos

1. Definiciones basicas
El Teorema de Comparacién A.11 nos el siguiente resultado importante.

Teorema B.1. Sea M un A-médulo derecho, P, — M y P, — M dos resoluciones proyec-
tivas de M. Entonces para cualquier A-mdédulo izquierdo N tenemos que H, (P, @4 N) ~

H,(P,®4 N) para todo n > 0.

Demostracién. Por el Teorema de Comparacién A.11 tenemos morfismos f, : Py — P.y
ge : P, — P,. Otra vez por el Teorema de Comparacion g, o fe : Ps — P, €s homotépico a
idp, ¥ fe 0 ge : P, — P, es homotopico a idp,.

Mas aun, considere los morfismos f, ® idy Y ge ® idy tenemos que las composiciones
Je © fo ®idN Y fe 0 ge ® idy son homotdpicos a los respectivos morfismos de identidad.

Entonces, la homologia de f, ® idy nos da un isomorfismo. O
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Ahora estamos listos para definir a homologia de grupos. Sea G un grupo y sea ZG el
anillo de grupo de G, i.e. el Z-médulo libre generado por los elementos de G con el produc-
to inducido por el producto en . En esta tesis trabajaremos con ZG-modulos izquierdos,
cualquier ZG-modulo izquierdo tiene una estructura natural de ZG-médulo derecho con la
accion por derecha mg := g~ !m. Luego es natural solo hablar de ZG-maddulos.

En lo sucesivo usaremos la notacién M @« N para el producto tensorial de M y N como
Z.G-modulos derecho e izquierdo discutidos arriba. Reservamos la notacion M ®zo N al
caso en el que M presente naturalmente acciones izquierda y derecha por G (por ejemplo,

cuando M = ZH donde H < G).

Observacion B.2. Observe que la definicion de M @ N viene de M ®7 N afadiendo las

1

relaciones mg ® n = ¢g~'m ® n = m ® gn. Si cambiamos m por gm, la Ultima igualdad se

transforma en m ® n = gm ® gn. Ahora, si definimos la accion diagonal de G en M ® N
como g(m ® n) := gm ® gn, tenemos que la igualdad anterior se transforma ahora en

m®n = g(m ®n). Entonces
M@eN=(M®&®&N)g:=MaN/(gmon)—(men)meMnecN,gecqG).

Definicion B.3. Sea G un grupoy M un G-modulo i.e. un ZG-modulo. La n-ésima homolgia

de G con coeficientes en M se define como sigue:
H,(G,M) := H,(Ps @ M).

Donde P, — Z es una resolucion de Z sobre G. Cuando M = Z y la accién de G en Z es
trivial, entonces H, (G, Z) es llamada n-ésima homologia entera de G.
Una propiedad importante dela homologia de un grupo G es la secuencia exacta larga.

(o7

Teorema B.4. Sea G ungrupoy 0 — N' — N 5 N" — 0 una secuencia exacta corta de

G-mdédulos izquierdos (ZG-mddulos). Entonces existe una secuencia exacta larga
o Ho(G,N') %S Hyo (G, N) S Hoy(GLN"Y 28 Hy (G N') = -

Demostracion. Considera una resolucién proyectiva P, — 7Z de Z sobre G, tensorizando
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(sin el ultimo término Z) obtenemos la secuencia exacta de complejos de cadenas

. .
00— Poog N 2%% posN 2% p oy N —— 0

luego aplicamos propiedad de la secuencia exacta larga A.3. O

El siguiente lema nos da la conmutatividad de la homologia de grupos con las sumas y

los limites directos.

Lema B.5. Si{M;};c; es una familia de G-médulos, tenemos que:

H, (G, 6P M) ~ @ Hn(G, M,).

icJ ieJ

Mas aun, si J es un conjunto dirigido y {M;},c; un sistema directo de G-mdédulos, tenemos

que:
H,,(Glim M;) =~ limy H,,(G, M;)
e e

En los siguientes ejemplos presentamos algunas propiedades del funtor H,, (G, -).

Ejemplo B.6. Considere el A-mddulo M. Tomemos una resolucién proyectiva P, — 7Z de
M sobre ZG. Es bien sabido que el producto tensorial es un funtor exacto derecho, para
esto puede consultar P. Hilton y U. Stanbach [5, Proposicion 7.3] y el comentario del parrafo

anterior. Con esto tenemos la siguiente secuencia exacta

PLosN 2% pro N <9 Mo N — 0
€so nos da

Ho(G,M) = Ho(Ps ®c M) = coker(d; ® id) ~ M ®4 N

Ejemplo B.7. Sea M un G-mddulo proyectivo, tenemos que si P, — Z es una resoluciéon
proyectiva de Z, entonces { P; ®¢ M };>( €s una secuencia exacta. Entonces H,, (G, M) =0

paratodon > 1.

Para cualquier grupo G, se llama mapa de ampliacion al homomorfismo ¢ : ZG — Z
definido por > n,;g; — >_ n;. El nicleo de este homomorfismo es denotado por I = ker(e)
y es llamado ideal de ampliacion de G. Es facil ver que I es generado por {g — 1|g € G}

como Z-modulo libre el cual, de hecho, es una Z-base.
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Para cualquier G-moédulo M, el ZG-submédulo I M es generado por los elementos

gm —mcon g € Gym € M. El cociente

Mg = M/IcM

es llamado el grupo de co-invariantes de M. Tomemos la secuencia exacta de ZG-modulos

0= Ic—>7ZGS57Z—0

(G actua trivialmente sobre Z). Tensorizando esta secuencia por M obtenemos la secuencia

exacta

e®id

Ic @z M M 7Rz M —— 0

esto nos proporciona el isomorfismo Z ®zc M ~ coker(Ig @z M — M) = M /IcM = Mg
por tanto

H()(G, M) =7Z QRya M ~ Mg.
En particular, para cualquier grupo G tenemos Hy(G,Z) = Z.

Ejemplo B.8. En este ejemplo estudiamos el grupo de homologia H, (G, Z). De la secuencia

exacta corta 0 — I — ZG < Z — 0 de G-mddulos, obtenemos la secuencia exacta larga
Hi(G,ZG) & H\(G,2) > Ho(G, 1) — Ho(G,ZG) S Ho(G,Z) — 0.

Desde que ZG es libre como ZG-mddulo, tenemos H; (G, ZG) = 0 (por el Ejemplo B.6). Mas
aun
H()(G, ZG) =2 QRc LG =7~ H()(G,Z).

Mas el homomorfismo

€ L =20 QLG — L Rq7T~17

mapean € Z en

n—>1®n—1Q®n— n.

Entonces

Hi(G,Z) ~ Hy(G,I¢) = (Ig) = I/ T3
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Como veremos después I;/1% es isomorfo a la abelianizacion de G. Mostraremos esto

usando la resoluciéon estandar de G.

Ejemplo B.9. Sea G un grupo ciclico finito de orden n con generador ¢. Considere el ele-

mento N =1+t+---+t"1 € ZG. No es dificil verificar que la secuencia

76 Y20 24 20 N 26 2L 1 —€

es una resolucién libre de Z sobre ZG. Note que los homomorfismos estan definidos por la
multiplicacion por N o t — 1. Tensorizando este complejo de cadenas por un G-médulo M

obtenemos el complejo

Mo Y o Ny Yy 0
Luego
)
MG7 n=20
Hy, (G, M) ~ ¢ M2 si n es impar
ker(N : Mg — M%), sinespar

\

donde MY := {m € M : gm = m paratodo g € G}.

Ahora presentaremos la resolucion estandar de Z sobre Z G, que nos sera util en calculos
futuros. Sea C/,(G) el grupo abeliano libre generado por G**!. Sea C,(G) el cociente de
C/.(G) por el subgrupo generado por los elementos (go, - - - , g,) donde g; = g; 11 para algin
i. Denotamos el elemento C,,(G) representado por (go, - - , g, ) otra vez por (go, - , gn)-

C..(G) es un G-modulo izquierdo con la accion:

g- (90,91, ,9n) = (990,991, , 99n)

(recuerde que podemos transformar esta accién izquierda de G en una accién derecha
definiendo m - g := g~' - m). Los elementos (1, 91,92, -- ,9n), g; € G generan C,,(G) como
un ZG-modulo libre. Los homomorfismos

n

dn(907gla'” 7gn) = Z(_l)k(907 5 9k—159k+1, 7gn)7 n 2 1
k=0
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e:Co(G) = Z, (1) —1

Transforman C,(G) — Z e una resolucion libre de Z sobre ZG llamado la resolucion estandar
de G. Sea B!,(G) el ZG-mddulo generado por los simbolos [g1]ge]| - - |gn]- Sea B, (G) el
cociente de B/,(G) por el subgrupo generado por los elementos [g1]gz| - - - |gn] donde g; = 1
paraalguni. Alaclasede [g1]g2]| - - - |gn] €N este cociente lo denotamos por el mismo simbolo.

Sean los homomorfismos d,, : B,,(G) — B,,_1(G) definidos por

dn(lg1lg2] -+ 1gn]) = g1lg2| -+ lgn] + Z ~1gigival - lgn] + (=1)"[g1] - - |gn—-1].

y € : Bo(G) — Z, dado por || — 1. Entonces B,(G) — Z es una resolucion libre de Z sobre
Z.G, llamada la resolucion barra de G.

Tenemos el isomorfismo de cadenas 6, : Co(G) — B4(G) definido por

(L, g1, > gn) = [g1lg1 92|+~ |92 19n]

with inverse 7, : Bo(G) — C.(G) given by

(g11g2] -+ lgn) — (1, 91,9192, , G192 gn)-

Lema B.10. Sea G un grupo. Entonces H,(G,Z) ~ [G o donde |G, G| es el subgrupo

conmutador de G. En otras palabras H,(G,Z) es la abelianizacién de G.

Demostraciéon. Podemos calcular H,(G,Z) sando la resolucion barra B,(G). Considere el

complejo de cadenas

- 5% By (G) a6 Z 5% Bi(G) @26 Z % Bo(G) @26 Z — 0.

Claramente B, (G) = ker(d; ® idz). Entonces H(G) = B;1(G)/im(d2 ® idz). En este grupo

tenemos (d2 ® idz){([g1]g2]) ® 1} = 0, y también

[9192] ® 1 =[g1] ® 1 + [g2] ® 1.

Esto implica que el homomorfismo G /|G, G] — H1(G,Z),§ — [g] ® 1,y suinversa H,(G,Z) —

G/[G,G], [9] ® 1 — g estan bien definidos y con testo termina la prueba.
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Note que por el ejemplo B.8 tenemos

Ic/I% ~ H(G,Z) ~ G/[G,G].

O]

Ejemplo B.11. Sea G un grupo abeliano, y considere B,(G) — Z la resolucion barra de Z

sobre ZG. Considere el mapa

GxG — B2 (G) ®zag Z

(91,92) — (lg1]g2] — [92]on]) ® 1.

Desde que ds ® idz(([g1]92] — [g2]¢91]) ® 1) = 0, tenemos el mapa

GxG — Hy(G,TZ)

(91,92) = clg1,92) = ([91]g2] = [g2]n]) @ 1.

Ahora, para cualquier g1, g2, g3 € G tenemos las siguientes identidades

c(9192,93) = c(91,93) + c(92, 93)
C(gla 9293) = C(g1, 92) + c(g17 93)

C(gla 92) = —C(QZa gl)

Esto induce el homomorfismo del producto de cufia A> G — Ho(G) dado por gAh — ¢(g, h).
De hecho este mapa es un isomorfismo, el lector curioso puede consultar K. S. Brown [6,

Chapter V, Theorem 6.4].

Sea H un subgrupo de G. Sea P, — Z una resolucion libre de Z sobre ZG. Entonces
este complejo es una resolucion libre de Z sobre ZH . Luego para cualquier H-mddulo M y
para cualquier resolucion proyectiva Qo — Z de Z sobre ZH tenemos que: H,, (Pe @ M) ~

Ejemplo B.12. Sea H un subgrupo de un grupo G. Considere resoluciones estandar Co (G) —
7y Co(H) — 7Z. Sea H\G el conjunto de clases derechas y s : H\G — G cualquier seccion

de la proyeccién canénica 7 : G — H\G. Define el mapa

Ou(5) : Co(G) —> Cu(H)
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como

(907gla"' 7gn) — (%?ﬁa 797)

donde g := g - s(n(g))~! € H para cualquier g € G. Es facil mostrar que este es un H-
morfismo de cadenas. Note que siinc, : Co(H) — C4(G) es el morfismo de cadenas indu-
cido por la inclusiéon, Como en la prueba del teorema B.1, podemos mostrar que ©,,(s) oinc

es homotopico a idc, (). Tensorizando esto por un H-modulo M obtenemos

(@n<8) & IdM)* o (inc &® id]\/[)* = (@n(s) ®idys oinc ® Id]\/[)>,< = idHn(H,M)

Y como (inc ® idys )« = id g, (m,ar) finalmente obtenemos (0,,(s) @ idar)« = idg, (7,00

2. La homologia como funtor de 2 variables

En esta seccion estudiaremos la homologia de grupos como funtor de la categoria de
pares(G, M) donde G es un grupoy M es un G-moédulo izquierdo. Un morfismo entre (G, M)
y (G',M") es un par de mapas (a, f), donde « : G — G’ es un homomorfismo de grupos
y f: M — M’ es un homomorfismo de G-médulos tomando M’ como un G-maédulo con la
accion g-m’ := a(g)m’. i.e. Precisamente, el morfismo de pares debe satisfacer la ecuacion

de compatibilidad
flgm) = a(g) f(m). (B.1)

Sea P, — Zy P, — 7 dos resoluciones proyectivas de Z sobre G y G’ respectivamente.
Observe que P/ es un G-mdédulo con la accion g@m’ := a(g)m'. Por el Teorema de Compa-
racion A.11 tenemos que la identidad id : Z — Z se extiende a un morfismo de complejos de
cadenas 7, : P» — P, el cual es compatible con ¢, i.e. 7,(¢9m) = a(g)7,(m). Luego tenemos
el morfismo

T.®fZP.®GM—>P:®G/M/.

Para todo n > 0 este morfismo induce el homomorfismo («, f). : H,(G, M) — H,(G', M’)

el cual esa dado por z, — (7, @ f)(zn)-

Ejemplo B.13. Sea H un subgrupo de G y considere el morfismo de pares (inc,id,;) :
(H,M) — (G,M). El mapa cor$; : H,(H,M) — H,(G,M) es llamado el mapa de co-

restriccion.
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Sea H un subgrupo de Gy M un H-médulo. El G-mddulo inducido es definido por
INdS (M) := ZG @z M.

Con esta notacion tenemos:

Lema B.14 (Lema de Shapiro). Sea H un subgrupo de un grupo G y M un H-mddulo.
Entonces el morfismo (inc,«) : (H,M) — (G,ZG @y M), donde o(m) = 1 ® m induce el
isomorfismo

H,(H, M) ~ H,(G,Ind%(M)).

Demostracion. Sea P, — 7 una resolucion proyectiva de Z sobre ZG. Entonces

Ho(G,ZG @z M) ~ Hy(Ps @G (ZG @5 M) =~ Hy((Pa ®¢ ZG) @ M)

~ H,(Py @y M) = Hy(H, M).

O]

Ejemplo B.15. Sea H un subgrupo de G y M un H-médulo. Entonces Homy (ZG, M) es
un G-modulo con la G-accion (g - f)(z) = f(zg). Sea ¢ : M — Homg(ZG, M) dado por
m — om, donde

zm, x € H
om(zT) =
0, x ¢ H.

Este mapa puede extenderse a un G-homomorfismo ¢ : ZG @y M — Homy(ZG, M) tal

que el diagrama
M —— Homy(ZG, M)

=

7G g M

es conmutativo, donde el morfismo M — ZG ® g M es definido por m — 1 ® m. Explicita-

mente definimos
S S
%} (Zgz ®mi> = Zgi *POmy-
i=1 i=1

Sea (G : H) < oo y considere E como el conjunto de representantes de clases izquierdas
de G/H. Definimos
¥ : Homg (ZG, M) — Z.G @y M,
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f— ZS@f(Sil).

seE

No es dificil mostrar que este es un inverso de . Entonces tenemos
ZG @y M ~Hompy(ZG, M).
Para un G-mdédulo M considere la composicion
M 5 Homu (ZG, M) 5 2G @ M

entonces aplicando el funtor homologia H, (G, -), tenemos

H, (G, M) 2% H, (G, Homy (ZG, M)) 2 H,(G,ZG @y M) ~ H,(H, M).

Note que 1, es un isomorfismo y el tltimo isomorfismo es dado por el lema de Shapiro. Esta
composicion es llamada el homomorfismo de restricciéon o el homomorfismo de transferencia

y es denotado por resg o] trf{}.

Otro ejemplo clasico muy util es el morfismo que obtenido del isomorfismo de conjuga-

cion.

Ejemplo B.16. Sea G un grupo, H un subgrupo normal de G y M un G-médulo. Fijamos
g € Gy consideramos el morfismo de pares (ay, fy) : (H,M) — (H,M) (note que se

satisface la ecuacion de compatibilidad B.1), donde

ag: H— H, h— ghg™!

fg: M — M, m— gm.

Tomamos una resolucién proyectiva P, — Z de Z sobre ZG. Note que esta es una resolucion
proyectiva de Z sobre ZH. Considere el morfismo de cadenas r : P, — P, definido por
r + gz. Note que 7(hz) = ghx = ghg 'gr = a(h)7(z). Observe que este es Unico salvo

homotopia. Tensorizando 7, por M tenemos 7, ® f, el cual induce para cualquier n > 0

(g, fg)s : Ho(H,M) — Hp(H, M)
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Note que este es dado por x ® m — gz ® gm. Con esto tenemos:

1. Sig € H, entonces la accion a nivel de cadenas esta dado por z ® m — gx ® gm =

r ® m. Luego (a, f)« = iy, (g -

2. Si g € G, para cualquier n > 0 tenemos que el mapa (ag, fg)« @ Hpo(H,M) —
H,(H, M) induce una acciéon de G sobre H,(H,M). Luego por el item anterior te-

nemos una accion de G/M sobre H,.(H, M).

Los siguientes dos lemas seran utiles en calculos futuros. El primer lema es una Uutil
aplicacion del lema de Shapiro mientras que el segundo lema es un resultado muy avanzado
que involucra en su enunciado los homomorfismos corﬁ y resg, para la prueba de este
ultimo puede el lector puede revisar el articulo de K. Hutchinson [7, Prueba del lema 3, p.

183-184].

Lema B.17. Sea G un grupo X un G-conjunto. Sea T un conjunto de representantes de las

orbitas de X. Entonces

ZX ~ @(ZG Rstabg (x) L)
xzeT

Donde Stab¢(x) es el estabilizador de x € X. Esto implica que:

H,(G,ZX) ~ P H(Stabg(z), Z).
zeT

Demostracion. Sea x € T y considere los G-homomorfismos
O+ LG ®Stabg(x) 7 — 7X

definidos por
N N
Zgi Q@ my; — Z mi(giz).
i=1 =1

Tomando la suma directa de los ,’s tenemos el homomorfismo

O =P ¢, : PZEC Bspabg () Z) — ZX

zeT zeT

definido por

N N
(z e m) oy ( mi,x@i,xx)) |
1=0 0

€T zeT \i=
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La inversa de ® es el siguiente G-homomorfismo

U ZX — P ZG Bstabe(a) Z
xeT

definido por
N N
Yoy — > (9 @ ni)a,
=1 =1

donde y; pertenece a la orbita de z; y g;x; = y;. Mas aun, (¢; ® n;),, es el elemento de
D.cr ZG Bstapg(x) Z €ON g; @ n; en el componente z; y 0 en otros lugares. No es dificil
ver que este mapa esta bien definido y es la inversa de ®. La segunda parte se consigue

aplicando el lema de Shapiro y la conmutatividad con la suma directa. O

Lema B.18. Sea G un grupo y X1, X5 dos G-conjuntos transitivos. Sea x; € X; (i=1,2) y

H,; = Stabg(x;). Sea ¢ : Z[X1] — Z[X32] un homomorfismo de G-médulos con

)= 3 nygrs

geG/H>
donde n, € Z. Entonces

1. ny depende solamente de la clase de g € E, donde E = H,\G/H> es el conjunto de

clases dobles.
2. Sing # 0 entonces [Hy : Hy N gH2g™ '] < oc.

3. El homomorfismo H, (H:,7Z) — Hy(H2,7Z) inducido por ¢ es dado por la formula

1
_ rH2 g~ "Hig -1
on(z) = E 140 gL HygnHy © TSy g9 F
gelE
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Capitulo Ill. Sucesiones Espectrales

A. Sucesiones espectrales

En este capitulo abordaremos la herramienta principal de nuestro estudio, las sucesiones
espectrales. Este nos permite obtener relaciones profundas entre grupos de homologia.
Primero nos ocuparemos de las definiciones principales, luego abordaremos la sucesiones
espectrales que son originadas por la filtracién de un complejo de cadenas y finalmente

como caso particular abordaremos las sucesiones espectrales en homologia de grupos.

1. Definiciones principales

Definicion A.1. Una sucesion espectral iniciando en a > 0 de grupos abelianos A consiste

de los siguientes ingredientes:
1. Una familia { £ ,} de grupos abelianos A, p,q € Z, 7 > a.

2. Una familia de morfismos f, , : E; ., — E/_. .., tales que para cualquier p,q € Z,

r > q, satisfacen:

s T —
pyrg—rs10dpg =0
estos son llamados diferenciales

3. Isomorfismos para todo p,q € Z, r > a:

1 ker(dy, ,)

P im(d) gt

Los indices superiores r > a denotan la “pagina” de la sucesién espectral, i.e. si fi-

jamos r > a tenemos que la familia {£) ,} donde p,q € Z es la pagina r-ésima (o la
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pagina E"). Note que, si fijamos p,q € Z, y r > a, los elementos E; con los

—kr,g+k(r—1)

diferenciales d”

o—krg+k(r—1) INdexados por k € Z forman un complejo de cadenas, si dispo-

nemos los elementos £ en un plano PQ (con coordenadas (p, q)), el complejo de cadenas
{E;—k:r,q—i—k(r—l)}kez se ubica en una recta de pendiente —(r — 1)/r sir # 0, y en una recta
vertical si r = 0. Con esta ultima observacion podemos entender que los elementos en la

pagina (r + 1)-ésima son homologias de los complejos en la pagina r-ésima.

Definicion A.2. Un morfismo f : F — E’ de sucesiones espectrales es una familia de
mapas f;, : E; , — EJ,en Acond; fr = fr . ... d ., talesquecada f;i': E;t! —

E; 1 es el mapa inducido por f; , en homologia.

Note que la familia f;_ con p, g y r fijos, forman un morfism de complejos de

kr,g+k(r—1)

— ET

.
cadenas £} p—kr.q-+k

krgtk(r—1) (r—1)- L@s sucesiones espectrales con estos morfismos
forman una categoria.

El grado total de un grupo abeliano E} , es el nUmero n = p + ¢, si fijamos n tenemos
que los grupos E; , con grado total n estan ubicados en una recta de pendiente —1 sobre
el plano PQ. Trabajaremos con sucesiones espectrales con un numero finito de elementos

no nulos sobre las rectas de pendiente —1.

Definicion A.3. Decimos que una sucesion espectral es acotada si para cada n tenemos

solamente una cantidad finita de elementos de grado total n.

Note que los diferenciales d, , : £, , — E_,. ..., disminuyen en 1 el grado total de un
elemento, esto implica que si una sucesion espectral es acotada, entonces los elementos
Ey , (con p, q fijos) seran eventualmente constantes a medida de que r crece, i.e. pasando
las paginas eventualmente tendremos £, , = E;j]l, porque los diferenciales entrantes y
salientes seran cero para r suficientemente grande. Denotamos por £, a este valor estable
de £, -

Ejemplo A.4. Las sucesiones espectrales E tales que E}, , = O parap < 0y g < 0 son llama-

dos sucesiones espectrales de primer cuadrante, en estas sucesiones espectrales tenemos

que si 7 > max{p,q + 1} entonces E; , = El 1.

Definicion A.5. Decimos que na sucesion espectral acotada comenzando en a > 0 con-

verge a una familia { H,,}, si para cualquier n tenemos una filtracion finita

OstHngnglenngHnngJrlHnggFtHn:Hn
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con s < t, y dicha filtracién satisface para cualquier p, ¢ € Z el isomorfismo

0 A FpHpig
Pg )
Fp1Hpiq

Denotamos esta convergencia como
a
Ep,q = Hp+q

iniciéon A.6. ucesi = = i
Definiciéon A.6. Sean las sucesiones espectrales £ Hyyqy B, = H,,,, decimos

p.q p+q’
que una familia de mapas h,, : H, — H,, es compatible con un morfismo f : E — E’ de
sucesiones espectrales si h mapea F,H,, a F,H], y los homomorfismo asociados (inducidos
por hy,) F,Hy/Fy, 1H, — F,H,/F, 1H, se corresponden con los isomorfismos a f.5 :

o0 100§ H
By, — B4, i.e. el diagrama

fom
F,H,/F, \H, — F,H!/F, \H,

/100
Epvq

o]
flhq

o0
EP#]
es conmutativo.

2. Sucesion espectral de una filtracion

Las sucesiones espectrales nos permitiran aproximar la homologia de un complejo de

cadenas C, mediante filtraciones.

Definicion A.7. Una filtraciéon F' de un complejo de cadenas C, es una familia ordenada de
subcomplejos de C,

"‘ng—lcongCong—i-lCog"'

Una filtracién F' de C, es llamada acotada si para cada n existen enteros s < ¢ tales que

F,C, =0y F,C, = C,.

El siguiente teorema, cuya prueba puede encontrar en un contexto mas general en C.
Weibel [4, Teorema 5.5.1], nos aproxima a la homologia de un complejo a partir de la ho-

mologia de sus filtraciones.
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Teorema A.8 (Teorema de Convergencia Clasico). Sea C, un complejo de cadenas y F una

filtracion de C,, si F' es acotado entonces existe una sucesion espectral

E,C
1 .
Ep,q = Hp,q <F}ﬁla> = Hp—i—q(CO)

Mas aun, si f : Cy — C. es un mapa de complejos filtrados, entonces la familia de ma-
pas {h, = f. : Hy(Co) — H,(C.)}n>0 €s compatible con el morfismo correspondiente de

sucesiones espectrales inducido por f.

Ahora, las sucesiones espectrales que estudiaremos vienen de complejos dobles, apli-

caremos la teoria anterior para construir estas sucesiones espectrales.

Definicion A.9. Un complejo doble de grupos abelianos es una familia C, s = {C,,} de
grupos abelianos junto con homomorfismos d" : Cp,; — Cp_1,y d° : Cpy — Cp -1 tales
que

d"od" =d'od’ = d'd" + d"d* =0

El complejo total de C, . es el complejo de cadenas Tot(C'), definido por

Tot(C)n = EP Cpy

ptg=n

con homomorfismos diferenciales d : Tot(C),, — Tot,—1(C) que hacen (cp,q)p+q=n > (¢ o)y +q/=n—1

donde

gt = d"(cpr1,q) +d°(cp g+1)

Podemos representar un complejo doble C, , como un diagrama anti-conmutativo, i.e.
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tenemos una grilla

dh dh

© s Cp—17q+1 A— C'p,q+1 A — Cp+1,q+1 —
dl) dU dv

dh dh

- < Cp—Lq < Cp,q ¢ Cp+1,q <
av dav dav

dh dh
e Cprg-1 ¢ Cpgo1 ¢ Cppig—1 — -+

donde d’ o d" + d" o d¥ = 0. Ahora, tenemos dos filtraciones del complejo total Tot(C)

IFpTOt(C)n: @ CZ'J
i+j=n
i<p

T, Tot(C)n = €D Ciy.
i+j=n
J<p
Considere que C), , = Oparap < 0y ¢ < 0, en este caso decimos que C, , €s un complejo
doble de primer cuadrante, y las filtraciones arriba son acotadas. Usando el teorema A.8,

tenemos dos sucesiones espectrales de primer cuadrante

Tr,Tot(0).

gl —H <) = H,.,(Tot(C).
p,q p+q IFp_lTOt(C). p+q( ( ) )

HF,Tot(C).

npl o ():H Tot(C).
D,q p+q HprlTot(C). p+q( ( ))

pero el cociente en la primera sucesidn espectral es el complejo

TF,Tot(C)e
IF, 1Tot(C)e

p?‘

con diferencial d". Entonces la (p + ¢)-ésima homologia de este complejo es de hecho el
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grupo de homologia H,(Cj..), y entonces tenemos
"B}, = Hy(Cpa) = Hysg(TOH(C),) (A1)

con el diferencial d;, , = d} : Hy(Cpe) — Hy(Cp—1,). Similarmente tenemos

p,Tot(C).

Hp,  Tot(C)e

con diferencial d", y la sucesion espectral
"B} 4 = Hy(Cop) = Hpg(TOH(C)s) (A2)

con el diferencial d), , = d¥ : Hy(Ca ) = Hy(Cop-1).

Observacion A.10. Los diferenciales d;, , pueden ser muy dificiles de calcular, afortunada-

mente existe un algoritmo muy util en este caso particular. Por ejemplo, supongamos que
; ; ial I3 (7 = 3~ 2 N i (2

necesitamos calcular el diferencial d;, ,(7) con 7 € E ker(d; ,)/im(d;. 5, 1), entonces

pq —

tomamos un elemento x que represente = y pasamos a través del diagrama

dh
p—2,q+2
Cp—37q+2 < Cp—2,q+2

v
dp*2,q+2l
h

d
p—1,g+1
Cp—27q+1 A— Cp—l,qul

v
ldp—l«,q—o—l

dp.q
Cp+1,q < Cp,q

luego podemos tomar = € C, , (pues en general E;fql es un subcociente de £ | paratodo ),
entonces aplicamos d" y tenemos que d (z) = dy_1 44+1(y) donde y € Cp_1 441, €NtONCES
aplicamos d" y tenemos que dﬁflyqﬂ(y) = dy_5,42(2) donde z € Cp_3 442 Y finalmente
dl_y ,12(2) € Cp_3 412 representa la imagen d; (7).

Note que las imagenes de los diferenciales d" de x y y son imagenes de los homomor-
fismos d¥ pues T € Eg”q. Para una justificacion de este algoritmo el lector puede consultar

S. Mac Lane[8, Theorem 6.1].
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B. Las sucesiones espectrales en homologia de grupos

En esta seccidn aplicaremos la teoria anterior para obtener algunas sucesiones espec-
trales en homologia de grupos.

Sea G un grupo y C, un complejo de G-modules, tomemos una resolucion proyectiva
P, — 7 de Z sobre G, considere el complejo doble D, , = P, ®g Cy, entonces para n > 0

definimos el n-ésimo grupo de homologia con coeficientes en C,

H,(G,C,) := Hy(Tot(D),).

Por ejemplo, si M es un G-module y M, el complejo

0 M 0

donde My = M, entonces H, (G, M,) = H, (G, M).
Ahora, si M es un G-médulo y Cy un complejo con C,, = 0 para n < 0, considere el

complejo ampliado

dy

Chn-1 Cq Co —— M 0

que sera denotado por Cy — M. Tenemos una sucesion espectral que aproxima la homo-

logia de M, mas concretamente.

Teorema B.1. Con las notaciones en el parrafo anterior, existe una sucesion espectral de
primer cuadrante

By, = Hy(G,Cp) = Hypiy(G,Co).
Mas aun, si el complejo ampliado C, — M es exacto, entonces tenemos H,,(G,C,) ~
H,(G, M) para todo n > 0.

Demostracion. Tomemos una resolucién proyectiva P, — Z de Z sobre G y, como arriba,
considere el complejo doble D, , con D, , = P,®q C,, tenemos dos sucesiones espectrales

de primer cuadrante (ecuaciones A.1y A.2) asociados a D, .

IEzlhq = Hy(Dp,e) = Hp1q(Tot(D)),
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HE = Hy(Cap) = Hpyig(Tot(C)a).

Pero, tenemos que "'El . = Hy(D.,) = Hy(P. ®c Cp) = Hy(G,C,), esto nos da la

sucesion espectral

E‘;q = H,(G,Cp) = Hpq(G, Ch).

Ahora, si C, — M es exacto, para cualquier p el complejo P, ®q Coe — P, ®g M es

exacto (P, es proyectivo), y entonces

P, ®c M =0
Il _ p ’
Ep,q_

0, q>0

pasando a la pagina E? tenemos

12 HP(PO(X)GM):HP(G)M)? q:O
Epvq_

0, q>0

y un sencillo analisis de la convergencia de ”E},,q = Hp.,(C,), nos da que H,(G,C,) ~

H, (G, M) para cada n. O
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Capitulo IV. El Teorema de Cohn

En el presente capitulo presentaremos el resultado de Paul M. Cohn. En la primera
seccion enunciaremos la forma original del teorema, mientras que en la siguiente daremos

una prueba el caso conmutativo.

A. El teorema de Cohn: Enunciado general

En esta seccién revisaremos las principales definiciones y hechos del articulo de P.M.
Cohn que aborda el estudio del grupo GLz(A) para un anillo unitario (no necesariamente
conmutativo). Es bien sabido que en un dominio euclideo A el grupo GL,(A) esta generado

por las matrices elementales

a 0 1 a 0 1
0 g 01 -1 0

donde «, 3, a son elementos de A con « y 8 unidades. En general, el grupo generado
por estas matrices es llamado GEz(A), los anillos que satisfacen GLy(A) = GE2(A) son

llamados anillos GE,. Ahora considere las matrices

a 0 71 a 1
[a, B] == D(a) :=[a,a™ 7] E(a) := ,
08 -10
Sea E,(A) grupo generado por las matrices E(a) y D2(A) el grupo de las matrices dia-

gonales. No es dificil demostrar que GE»(A) es generado por D2(A) y E2(A) mediante la

identidad
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0 1
y teniendo en cuenta que = E(0).

-10

Teorema A.1. Sea A un anillo unitario y sea GE3(A) en grupo generado por las matrices

a 0 a 1
[, B] := (,p€A*) 'y  E(a):= (a € A),
0 g -1 0

y sea D(a) := [a, a~!]. Estos generadores satisfacen las relaciones:

1. E(x)E(0)E(y) = —FE(x +v),

3. E()[, 8] = [, 0] E(8z).

Estas relaciones, junto con las del grupo D+(A) generados por [«, 8] ([, 8]/, B'] = [ad/, B'])

implican

4. E(0)2= -1, E(1)} = —1, E(-1)® =1,

8. E(z)E(a™")E(y) = E(x — a)D(a ") E(y — o),
9. E(x)E(a+1)E(B+1)E(y) = —E(x —a " )D(a)E(-1— o' = ") D(B)E(y — 7).

Mas aun, estos implican que el grupo Es(A) generado por todos los E(a) es normal en
GE,(A) y que todo elemento A € GE,(A) puede ser expresado en la siguiente forma es-
tandar

A= [a, 8|B(a1) Elaz) - E(ay), (A1)

donde o, 5 € A*, y a; € A son tales que paral < i < r, a; no es cero ni unidad. Sir =2, a;

y as no pueden ser cero ambos a la vez.

Demostraciéon. Ver P. M. Cohn [1, Teorema 1]. O
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En algunos anillos la forma estandar (ecuacion A.1) es posible reducirla aplicando la
ecuacion (9) del teorema, pero para muchos anillos esto es imposible y asi la ecuacion A.1
realmente representa una forma normal para los elementos de GE»(A), estos anillos se dice
que tienen una forma estandar unica para GE,. También existen anillos tales que la Unica
relacion en GEz(A) de la forma W = I, donde W es una palabra en forma estandar, es la
relacion trivial I = I, dichos anillos son llamados cuasi-libres para GEs. Y por ultimo, si las
relaciones (1)-(3) incluyendo a las de Dy(A) forman un conjunto completo de relaciones que
definen GE3(A), el anillo es llamado universal para GE,.

Vamos a definir mas precisamente éste ultimo concepto

Definicion A.2. Considere G&» el grupo libre generado por los simbolos {«, 5} con «, 5 €

A* y E(x) con z € A con las siguientes relaciones:
1. £E(x)E(0)E(y) = D(—1)E(x + y) para z,y € A.
2. £(a)é(aHE(a) = D(—a) para a € A*.
3. E(@){a, B} ={B,a}e(B za) paraz € Ay a,B € AX.

4. {o, B/, 8’} = {ad, 0} para a, g € A*.

Donde D(a) := {a,a" !} para a € A*. Es claro que tenemos un mapa sobreyectivo R :
GEs — GE; que definido por {«, 8} — [a, 5] y £(x) — E(x). Tenemos que si el mapa
R es un isomorfismo tenemos que las relaciones (1)-(4) anteriores forman un conjunto de

relaciones universales para GE,, y decimos que A es universal para GEs.

Como de las relaciones de la definicién anterior podemos deducir los analogos de las
férmulas (4)-(9) del teorema anterior en G&5, también podemos generar formas estandar
en éste grupo. Asi, queda mucho mas claro que estas 3 definiciones estan relacionadas

mediante las implicaciones

Forma estandar unica = cuasi-libre = universal ( para GE»)

Una primera consecuencia de este teorema es que podemos redefinir el concepto de

anillo GE, en el caso conmutativo, en este caso, solo requerimos que Es sea igual a SLs.

Corolario A.3. Sea A un anillo conmutativo y unitario. Entonces A es un anillo GE, si y

solamente si Eo(A) = SLy(A)
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a b
Demostracién. SiSLy(A) = Ex(A) seag = € GL2(A). Podemos escribir

c d

D 'a D 1b
g= [D7 1]
c d

donde el factor de la derecha pertenece a SLy(A) = Eo(A) y D € A* es el determinante de
g, asi g es generado por Dy(A) y E5(A) y luego pertenece a GE3(A).
Reciprocamente, suponga que A es un anillo GE;, sea g € SLy(A), luego por la premisa

y el teorema anterior podemos expresar g en su forma estandar
9=, flE(ar) - - - E(ay).
Tomando determinante tenemos que 3 = o' y luego por la relacion (2) del teorema tene-

mos que g € Ex(A). O

Un anillo GE; que también es universal para GE- es llamado anillo GE, universal.

Ahora enunciamos el teorema de Cohn tal como aparece en [1, Teorema 9.3].

Teorema A.4. Sea A un anillo cuasi-libre para GE, y tal que A* es abeliano, sea M el
subgrupo aditivo de A generado por 12, todos los axa — x (x € A,a € A*) y todos los

3(a+1)(B+1) (o, B € AX); entonces

Ex(A) ~ A/M

mediante el homomorfismo definido por

E(z)—2x—3 mod M.

Luego, en un siguiente articulo, Cohn debilita la condicién impuesta al anillo y demuestra
el mismo teorema para anillos universales para GE; [9, Teorema 2]. Note ahora que en el
subgrupo M ya no figura el 12 como generador pues, como afirma Cohn, tenemos 3(« +

(B+1)=12cuandoa =1y g = 1.

Teorema A.5. Sea A un anillo universal para GE, y tal que A* es abeliano, sea M el
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subgrupo aditivo de A generado por todos los axa — x (z € A,a € A*) y todos los 3(« +
1)(B+1) (a, B € A*); entonces
Ex(A) ~ A/ M

mediante el homomorfismo definido por
E(z)—2x—3 mod M.

Finalmente presentamos el objetivo final de esta tesis, la prueba de la version conmu-
tativa del teorema de Cohn con nuestros métodos. La prueba original se deriva facilmente

del teorema anterior y el corolario A.3.

Corolario A.6. Sea A es un anillo GE, universal y conmutativo, entonces si M es el grupo

generado por los elementos o’z — x (a € A, x € A) y3(a+1)(B+1) (o, B € AX).

SLy(A)P ~ A/ M

mediante el homomorfismo definido por

E(x)—x—3 mdd M.

Ahora daremos algunos ejemplos de los conceptos estudiados arriba, algunos aparecen
en estudios posteriores del articulo de Cohn.
Ejemplo A.7. Vamos a denotar por Up(A) = A* U {0}.
1. Para cualquier anillo A la forma normal trivial (con sus condiciones) es posible solo
cuando r > 4.

[, B]E(ay) -+ - E(ay) =1 (a, B € AX), a; ¢ Up(A) l<i<r,

para cualquier anillo A requiere observar los valores bajos de r. Claramente cuando

r = 0tenemos a = 8 = 1. El caso r = 1 es imposible pues tendriamos
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y esto nos da que « = 0 que es absurdo. Cuando r = 2 tenemos

@ flE(@) = Bla) = |
1 ao

Loquenosdaa; =0yay =0 (8 € A*)ytambién o = § = —1. Para r = 3 tenemos

-1 —a
[, B]E(a1) = (E(az)E(a3)) ™" = 2
asg asaz — 1

que nos da aga3z = 1y asi as € A* que contradice la condicion de la forma normal.

2. Un anillo local que no es un cuerpo no puede ser cuasi-libre. Por lo anterior, debemos
verificar la forma normal a partir de » = 4, veamos que aqui es justamente donde
encontramos soluciones a la ecuacion W = I. Por facilidad, la ecuacién sera escrita

asi

[, B] = E(a1) E(az) E(a3) E(as)

de ahi tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

a1a203a4 — A1G2 — a304 — G104 + 1 = «
ajasaz —alp —ag = 0
asazay — as —ayg =0

asa3 — 1= —ﬁ

Si elegimos entonces elementos no nulos a-, ag € m donde m es el Unico ideal maximal
de A tenemos que ag,a3 ¢ Ug(A)y 8 = 1 — azaz € A*. Ahora, las dos ecuaciones
centrales del sistema anterior nos da a18 + a3 = 0y Bas + as = 0 que determinan
Unicamente a1 y a4. Es mas, es claro que a; y a4 definidos asi son elementos no nulos

de m. Luego, la primera ecuacion del sistemanosda«a = 1+zconz € m,yasia € A*.

Con todo esto, podemos concluir que de hecho A no es cuasi-libre. Sin embargo, Conh

demostré que: Todo anillo local es un anillo GE, universal [1, Teorema 4.1].

3. Anillos discretamente normados: Una norma en un anillo Aesunmapa |- | : A — Rx>g

que satisface o siguiente:
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a) |z| = 0 siy solamente si x = 0.
b) |z + y| < |z| + |y| para todo z,y € A.

) |zy| = |x||ly| para todo z,y € A.

Note que las condiciones implican que A no puede tener divisores de cero, es decir si
xy = 0 entonces por (c) 0 = |0| = |zy| = |=||y| de lo cual tenemos por (a) que z =00

y = 0. decimos ahora que la norma es discreta si ademas de lo anterior se cumple

d) |z| > 1 para todo z # 0 donde la igualdad se da solo si x € A*.

e) No existe ningun =z € Atal que 1 < |z| < 2.

Con estas definiciones tenemos que todo anillo A discretamente normado es cuasi-

libre para GE,, y luego es universal para GE, [1, Teorema 5.2].

. Sea O, el anillo de enteros del cuerpo cuadratico Q(+/d) con entero libre de cuadrados.
El anillo O, con d < 0 es sin duda un anillo normado precisamente usando la raiz
cuadrada de la norma N heredada del cuerpo numérico. Para que sea discretamente
normado necesitamos que la condicién (d) en el ejemplo anterior sea satisfecha, para
ello necesitamos que

1< N(a)<4

para ningun a € A. La condicion (e) es entonces satisfecha todos los d excepto

d=—-1,-2,-3,-7,—11

como es sabido, estos son justamente los d donde el anillo de enteros es un dominio
euclideo con norma euclidea precisamente |a| = \/N(a) (y como sabemos, los domi-
nios euclideos son precisamente anillos GE). Entonces los casos restantes satisfacen
(e) y son entonces anillos discretamente normados. Luego, por el item anterior, son
cuasi-libres, y por tanto, universales para GE;. Cohn nos da algo mas en [1, Teorema

6.1]: El anillo O4 (d < 0) no es anillo GE; a menos que d = —1,—-2,-3,—7,—11

. Con respecto al ejemplo anterior Cohn demuestra en [9, Observaciones, p. 162-163]
que los casos d = —1,—3 también son universales para GE, y los casos restantes
d = —-2,-7,—11 no lo son, mas solamente debemos anadir una relacién para tener un

conjunto de relaciones universales para GE,.
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6.

10.

En particular, para el caso de O_5 del ejemplo 4, tenemos que este es cuasi-libre
para GE,, luego es universal para GE,. Un estudio posterior por Pere Menal nos da el
resultado [10, Corolario 2.6] que dice A tiene forma estandar tnica para GE; si y solo
si A es universal para GE, y S(A) es un anillo de division, donde S(A) = (A*) es el
subgrupo aditivo de A generado por las unidades de A. Como O, = {+1} entonces
S(O_5) = Z que no es un anillo de division. Asi concluimos que O_; es cuasi-libre

para GE, pero no tiene forma estandar unica para GE,.

. El caso de O, con d > 0 tenemos que (’); es infinito, en este caso L. N. Vaserstein

en [11, p. 321, Teorema] demostré que E»(O4) = SLa(Oy), lo cual por el corolario A.3

tenemos que Oy  es un anillo GE,.

. Sea A un anillo unitario tal que k := A* U {0} es un cuerpo, una funcién grado es una

funcion f : A — Z>¢ U {—o0} que satisface:

a) d(a) = —oo siysolosia =0,

b) d(a) =0siysolosiae A

¢) d(a —b) < max{d(a),d(b)} paratodo a,b € A,

d) d(ab) = d(a) + d(b) para todo a,b € A.
Entonces A se convierte en un anillo discretamente normado si definimos |a| := 24,
Por ejemplo, los anillos de polinomios sobre un cuerpo en cualquier numero de inde-

terminadas, y las algebras asociativas libres (anillos de polinomios en indeterminadas

no conmutativas) son de esta forma.

Un K-anillo sobre un anillo unitario K es un anillo A con un homomorfismo candénico
6 : K — A. El siguiente resultado de Cohn dice: Si k es un cuerpo, todo k-anillo con

una funcioén grado tiene una tnica forma estandar para GE, [1, Teorema 7.1].

Un anillo discretamente ordenado es un anillo R que es totalmente ordenado, tal que

para cualquier ¢ € A sia > 0, entonces a > 1.

Con esta definicion tenemos [1, Teorema 8.2]: Sea A un anillo discretamente ordena-

do. Entonces A es universal para GE,. Este es el caso del anillo Z de los nimeros
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1.

enteros. Mas aun, si A es discretamente ordenado, A[z| es también discretamente or-

denado tomando como elementos positivos a los polinomios con coeficiente director

positivo. Luego Z[X1, -, X,,] es discretamente ordenado y luego es universal para
GE,.
. r . 1 (1/
Un ejemplo de la teoria K, las matrices elementales Ei2(a) = y Eoi(a) =
01
10

satisfacen las siguientes propiedades para i, j € {1,2} con i # j:
a 1

a) Eij(z)Ei;(y) = Eij(x +y) para todo =,y € A.

b) Wij(u)E;i(r)Wij(u)~t = Ejj(—uru) parau € AX yr € A.

donde W;j(u) = Ejj(u)E;i(—u')E;;(u). Entonces definimos el grupo de Steinberg
St(2, A) de orden 2 como el grupo generado por los simbolos x12(r) y z21(s) conr, s €

A sujeto a las relaciones

a) zij(z)xij(y) = zi;(x +y) para todo z,y € A.

b) wij(u)wji(r)wij(u)_l = x;j(—uru) parau € AXyre A.

donde w;;(u) = z;;(u)z;i(—u"')x;;(u). Obviamente tenemos un mapa sobreyectivo
St(2,A) — E»(A), zij(a) — E;ij(a). El nicleo K»(2,A) de este mapa es llamado
el segundo K»-grupo inestable de orden 2. Considere ahora el elemento h;;(u) =
w;j(u)w;;(—1) parau € A* (note que sus imagenes en E»(A) serian matrices diago-
nales), no es dificil mostrar que h;;(u) =t = h;;(u) [2, Corolario A.5]. Ahora, siu,v € A*
conmutan, definimos el simbolo de Steinberg {u,v};; = hi;(uv)hij(u) " hij(v)~ que
cae en el centro de St(2, A) (el calculo no es dificil, inténtalo!). También es sencillo

probar que {u,v};; = {v, u}i_jl. Luego podemos retirar los subindices y definir
{v,u} = {v,ul12 = hig(uv)hia(u) thia(u) L.

Para un anillo conmutativo A sea C(2, A) el subgrupo de K»(2, A) generado por los
simbolos de Steinberg {u, v}. Keith Dennis afirma (y recientemente K. Hutchinson da
una prueba de este hecho [2, Teorema A.14]) que: Un anillo conmutativo A es universal

para GE;y siy solo si C(2,A) = K2(2,A).
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12. Con respecto al ejemplo anterior tenemos que K»(2,7Z H) es generado por simbolos
de Steinberg siy solo si p = 2, 3. Luego por el teorema de Dennis del ejemplo anterior

tenemos que Z H es universal para GE, siy solo sip =2, 3.

B. El teorema de Cohn: Caso conmutativo

Ahora abordaremos el caso conmutativo, note como se vinculan los conceptos creados
por Cohn con los conceptos dados aqui, estos ultimos vienen de las ideas del profesor

Hutchinson. Para toda esta seccién A sera un anillo conmutativo y unitario.
1. El complejo de vectores unimodulares

. uy . .
Considere el vector columna u = € A? es llamado unimodular si uj A + us A = A.

()
. uy , o v1 ,
Equivalentemente u = Es llamado unimodular si existe v = tal que la matriz
() U2
up v , . , . . . ,
(u,v) = es invertible. Note que la matriz (u,v) es invertible si solo si {u,v} es
uz U2

una base de A2

Para cualquier entero no negativo n, sea X,,(A42) el grupo abeliano libre generado por
el conjunto de todas las (n + 1)-tuplas ((vg),-- - , (v,)), donde cada v; € A% es unimodulary
dos vectores distintos v;, v; son una base de 42,y (v) C A? denota la recta generada por el
vector v, i.e. (v) = Av.

Tenemos que GLy(A) (respectivamente SL,(A)) actia sobre X;(A?) por la izquierda dia-
gonalmente y entonces tenemos un GLz(A)-modulo izquierdo (respectivamente un SLa(A)-
modulo izquierdo) de un modo natural. Si fuese necesario convertiremos esta accién por
izquierda en una accion por derecha definiendo m - g :== g~ 'm.

Ahora, vamos a definir el [-ésimo operador diferencial paral > 1

81 : Xl(AQ) — Xl,1<A2)

como una suma alternada de operadores de cara que eliminan i-€sima componente de

44



los generadores (analogo a la homologia singular en topologia algebraica). Sea 0y = ¢ :
Xo(A?) — Z el mapa de ampliacion definido por >, n;({vo,i)) — >, n;. Es facil verificar que

el siguiente diagrama

Xo(A%) = 7 s Xa(A?) 2 X (A7) 0 Xp(AY) —Z (BA)
Es un complejo de cadenas. Decimos que el complejo anterior es exacto en dimension < k

si el complejo

ak* 1 82 61

Xl(Az) — X()(AQ) *6> Z

X(A2) —2 X1 (A2)

es exacto. El siguiente teorema conecta la naturaleza del anillo con el “nivel de exactitu” del
complejo, es un resultado del profesor Kevin Hutchinson cuya prueba puede consultar en

[2, Teorema 3.3 y Corolario 7.2].
Teorema B.1 (Hutchinson). Sea A un anillo conmutativo y unitario.

1. El complejo X,(A?) — 7 es exacto en dimension < 1 si y solo si A es un anillo GE,.

2. Si A es un anillo GE5 universal, entonces X.(AQ) — 7 es exacto en dimension < 2.

Observacién B.2. De hecho, Hutchinson calcula Hy y H; del complejo X,(A%) — Z para
cualquier anillo conmutativo y unitario A. Para mas detalles puede consultar [12, Teorema

5.3].

Presentamos un resultado mas debido a Hutchinson, cuya prueba puede consultar en
[12, Teorema 5.2]. Dicha proposicién nos da muchos ejemplos de anillos que satisfacen las

condiciones del teorema B.1, antes necesitamos una definicion.

Definicién B.3. Un anillo conmutativo y unitario A es llamado local si tiene un unico ideal

maximal m, el cuerpo residual de un anillo local es el anillo cociente A/m.

Proposicion B.4. Sea A un anillo local con cuerpo residual k (el cual incluye el caso donde

A = k es un cuerpo), entonces X,(A?) — Z es exacto en dimension < |k|.

2. El anillo de Grothendieck-Witt

Ahora estudiaremos un objeto interesante que aparecera en nuestros calculos, el anillo

de Grothendieck-Witt de un anillo unitario A. Este estructura aplicada a cuerpos es usada
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para la clasificacion de formas cuadraticas. Para eso vamos considerar el grupo G4 :=
AX/AX2 de las clases cuadraticas de A, y luego su anillo de grupo ZG 4. Considere el mapa
de ampliacion € : ZG4 — Z, el nucleo Z 4 es llamado ideal de ampliacion y es generado por
elementos ((a)) := (a) — 1. Por otro lado considere el conjunto Wy := {a € A* : a(1 —a) €
A*}.

Considere el complejo de vectores unimodulares X,(A4%) — Z (ecuacién B.1), denota-
mos por Z;(A%) = ker(9;) al nucleo del diferencial 9;, y por B;(A%) = im(9;41). El grupo
GW(A) := Hy(SLy(A), Z1(A?)) ~ Z1(A?)sL,(a) s llamado anillo de Grothendieck-Witt del
anillo A.

Ahora, la inclusion Z;(A2%) < X1(A?) induce un homomorfismo
GW(A) — Ho(SLa(A), X1(A2)).

Mas SL»(A) actua transitivamente sobre los generadores de X;(A?), i.e. tienen una Gnica

1
orbita (0co0,0) donde oo es representado por el vector y 0 es representado por

0 1
Luego X (A?) ~ Indgl‘;éiiwz y no es dificil verificar que Stabsg,(4)((00,0)) = T'(4), donde
a 0
T(A):= ta € AX
0 a?!

Tampoco es dificil ver que T'(A) ~ A*. Asi tenemos, usando el lema de Shapiro, el iso-
morfismo Hy(SLz(A), X1(A?)) ~ Ho(T(A),Z) ~ Z. Luego en realidad la inclusion induce el
llamado mapa de ampliacién ¢ : GW(A) — Z, cuyo nucleo es el ideal I(A) llamado ideal
fundamental de GW(A).

Ahora explicaremos los términos “anillo” e “ideal” dados a los objetos GW(A) y I(A) res-
pectivamente, y lo primero que debemos notar es que G4 actua por conjugacién (ejemplo
B.16) sobre la homologia de SL,(A) con coeficientes en X;(A?) para cualquier i y en todos

sus subgrupos, en particular actua en GW(A) y por consiguiente sobre I(A), para ello, iden-

a 0
tificamos las matrices € GL2(A) concadaa € A%, luego note que conjugar cualquier
01

xz 0
matriz en GLy(A) con 22 € A* es lo mismo que conjugar por una matriz € SLy(A)
0zt
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y como la conjugacion por estos ultimos nos da una accion trivial tenemos una accion de
Ga = A% /A*? (vea el ejemplo B.16).

Ahora considere el complejo

p) 5
X3(A%)s1,04) = X2(A%)s1,(4) = B1(A%)s1,04) — 0.

Note que este viene inducido por una parte del complejo de vectores unimodulares (ecuacion

B.1). Si definimos GW(A) = coker(d3) tenemos el mapa GW(A) % Bi1(A%)s(,(4), compo-
niendo este con el mapa inducido por la inclusién Bl(AQ)SLZ(A) @ 1(A2)3|_2(A), tenemos el

mapa natural

GW(A) — GW(A)
Lema B.5. Sea A un anillo conmutativo y unitario, tenemos el isomorfismo de G ,-moédulos:

FU AN LG A
CWA) = e —2) cz e W)

Demostracion. Las orbitas de la accion de SLy(A) sobre X3(A?%) son representadas por
elementos de la forma (00,0,a), pero en X,(A?)g,(4), €l lema B.17 nos da el isomorfismo
ZGA ~ X3(A?)sL,(4)- Ahora, las orbitas de la accién de SLy(A) sobre X3(A?) son repre-
sentadas por elementos de la forma (c0,0,a,az) € X3(A42%), donde (a) € G4y x € Wa. El

diferencial 93 mapea este elemento justamente en —{(a){(z) (1 — z)). O

Observacion B.6. Sien el elemento —(a){(z)){(1 — z)) hacemos a := a’ + ¥’ y b := b’ obte-
nemos (a’) + (V') — (a’ +V/)(1 + (a'b')). Luego si A es un cuerpo con caracteristica diferente
de 2 el grupo GW(A) coincide con la presentacion del anillo de Grothendieck-Witt clasico

de las formas bilineales simétricas sobre A [13, Teorema 4.1].

Ahora, no es dificil mostrar que el diagrama

GW(A) —— GW(4)

I I

Z:Z

es conmutativo, con lo que tenemos el morfismo de G4-mddulos I(A) — I(A).
Note que podemos transportar la estructura de anillo de ZG4 a GW(A) y en ciertos casos

a GW(A), de ahi el nombre de “anillo”. El siguiente lema nos ayuda a medir que tan cerca
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estamos de una buena representacion de GW(A).

Lema B.7. Considere el complejo X.(A?) — 7 para un anillo A, si A es tal que el complejo
anterior es exacto en dimension < 2 entonces los mapas GW(A) — GW(A) y T(A) —
I(A) son sobreyectivos. Mas aun, si el complejo X,(A?) — Z es exacto en dimension < 3

entonces estos mapas son isomorfismos.

Demostracion. Considere la secuencia exacta 0 — By (A?) — Z1(A%) — Hy(Xl(A42%)) — 0,

tomando co-invariantes tenemos
B1(A%)s1,(4) = Z1(A%)s1,a) = H1(Xe(A%))s,(4) — 0
mas componiendo con el mapa GW(A) % B1(A?)sL,(4) tenemos la secuencia exacta
GW(A) — GW(A) — Hi(Xe(A?))s15(4) — 0

si consideramos el diagrama

del “lema de la serpiente” A.2 tenemos la secuencia exacta

I(A) = I(A) = Hi(Xe(A?))s104) — 0

Luego tenemos que si el complejo X,(A?) — Z es exacto en dimension < 2 tenemos que
los mapas GW(A) — GW(A) y I(A) — I(A) son sobreyectivos. Ahora considere que el

complejo X(A?) — Z es exacto en dimension < 3, considere entonces la secuencia exacta
E) 2]
X3(A%)s1,(4) —— X2(ADsL,a) —— Z1(A%)s1,4) — O,
que es inducida por la secuencia exacta (por hipotesis)

X3(4%) 2 xp(42) —% 7,(42) —— 0,
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y asi es facil por el teorema de isomorfismo y la exactitud de la secuencia que

W(A) = Coker@g) ~ 7 ('AQ)SLQ(A) = GW(A)

3. Lasucesion espectral principal y el teorema de Cohn

Considere la siguiente parte del complejo de vectores unimodulares (ecuacion B.1)
00— Z1(A?) — X3(A2) — 2 Xo(42) —— 7

Luego si el complejo de vectores unimoduares(ecuacion B.1) es exacto en dimension < 1
entonces el complejo anterior es exacto. En este caso, el teorema B.1 nos da una sucesion

espectral £} (A) = Hp14(SL2(A), Z) donde

Hy(SL2(A), X,(4%)), p=0,1

Eyq(A) = H,(SLa(A), Z:(42), p=2

0, p>2

A partir de aqui vamos a asumir que A satisface la propiedad de que el complejo de vectores
unimodulares (ecuacion B.1) es exacto en dimension < 1, esto se cumple por ejemplo en el
caso de un anillo GEs.

Como la accion de SLy(A) es transitiva en X(A?), un representante de las orbitas al
elemento (co) cuyo estabilizador es el subgrupo B(A) definido abajo, entonces tenemos

por el lema B.17 que (el caso de X (A) fue visto en la seccion anterior)

Xo(42) ~Ind32(Vz,  X1(4%) ~ Indp (V2
donde
a 0
T(A) := ca€ A},
0 a?!
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luego usando el lema de Shapiro tenemos

Etl),q ~ Hy(B(A),Z), El1 ~ Hy(T(A),Z).

7q_

Lema B.8. Los diferenciales d; , estén dados por la formula di , = H,(c) — H,(inc) donde

0 1
o : T(A) — B(A) se define por conjugacion o(X) = wXw~! donde w = E(0) =

-10

Demostracion. Esto es dado por el lema B.18. En efecto, si (00,0) representa a la Unica

orbita de X;(A42) y (co) representa la Unica orbita de X, (A?) aplicando 9; tenemos
(00,0) = w(o0) — (o).
Y como w™lT(A)w N B(A) = T(A), tenemos que la férmula dada por el lema nos da

(4)

B(A T(A — B T(A .
i 4(2) = corg 4] o resy ) (w™2) — corpiy) o res () (2) = Hy(o)(2) — Hy(inc)(2)

Luego del lema anterior tenemos que la primera pagina de la sucesion espectral muestra

lo siguiente
i dl
Hs(B(A),Z) =" H3(T(A)) <2 H3(SLy(A), Z1) 0
dl
Hy(B(A),Z) +2— N2 A% «22 Hy(SLy(A), Z1) 0
()2 o dan
Hi(B(A),Z) A Hi(SL2(A), Z1) 0
0 d30
Z v/ ’ GW(A) 0
a O
Dada la matriz ¢ := tenemos que H;(o) invierte esta matriz, luego di2 :
0 a !
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N\? A* — Ho(B(A),Z) es dado por a A b — c(a~',b") — ¢(a,b) = 0 (puede ver el ejemplo
B.11 para un repaso de las propiedades de c¢(a, b)). Por la misma razén el mapa d%’l AN —
H1(B(A),Z) es dado por a — a~!/a = a=2. Finalmente, como o induce el mapa identidad

en Hy(T'(A),Z) ~7Z — Ho(B(A),Z) ~ Z, al igual que la inclusion, tenemos que d%,o =0.

Lema B.9. E/ diferencial d;, tiene como imagen j3(A) = ker(dj ), luego Ef, = 0. El

diferencial d , tiene como imagen Z y luego Ef ; = 0.

Demostracion. Laimagen del mapa d;l esta contenida en u2(A) = ker(dé,l) pues sabemos
que las lineas horizontales son complejos. Por otro lado, considere b € u2(A) y el elemento

(en resolucion bar) [b] ® 9;((00,0,a)) € B1(A4) ® Z1(A?%) que representa un elemento en

b 0 b0
H1(SL2(A), Z1(A?)) pues es un ciclo (observe que b := = € T(A) yluego

0 b1 0b
pertenece al centro de SL,(A)). La imagen de este elemento por dh (que esta inducido por

la inclusion Z;(A2%) < X;(A?)) esta representado por

0] © {(0,a) — (00,@) + (00,0)} = [b] ® {(ga — ha + 1)(00,0)} = (g, — hy" +1)[B] @ (00,0)

0 1 1 a !
donde g, = Yy he = , pero este elemento a su vez es

-1 a 0 1
dy @ id({[g, " [b] — [Blga '] — [hg 6] + bk, 1T} @ (00,0)) + [b] @ (00,0)

que nos da [b]®(0o,0) en Hy(SLy(A), X1(A2%)) queasuvezrepresentab € A* ~ Hy(T(A),Z).
Esto implica que en la siguiente pagina E7 ; = 0. De la misma forma el elemento [|© (00,0, a)

tiene porimagen 1 € Z y luego E12,o =0. O
También tenemos Ej, = Z, E§ | ~ Ga ® Ho(A™,A)y E§ , = Hy(B(A), 7).

El siguiente lema nos dara una representacion de H,(B(A),Z), esto nos ayudara con

los calculos futuros.

Lema B.10. Para cualquier anillo A, tenemos el isomorfismo Hy(B(A),Z) ~ A*®Hy(A*,A) =

A 4« donde la accién de A* sobre A es dada pora -b = a?b.

. _ _ a b a 0 1 b/a
Demostracién. Considere la matriz B(a,b) := = , donde a €

0 at 0at]\0 1
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A* y b e A. El conmutador esta generado por elementos

[B(a,b), B(d',V)] = B(a,b)B(d,b/)B(a,b) 'B(d,V)™t = B(1,d'V/ (a®> — 1) — ab(a’® — 1)).

Ahora considere el mapa B(a, b) — (a,b/a), es claro que esto induce un mapa H,(B(A),Z) —
A @ Hy(AX, A) pues 22 — 1 = 0 en Ho(AX, A) = Ay~ para todo x € A*. El mapa inverso

esta dado por (a,b) — B(a,ab). Sib—b = z(2> — 1) parab,b' € Ay z € A, entonces

B(a,ab) = B(a,az(z? — 1) + ab’)

a 0
= B(1,z(22 —1)+¥)
0 ot
a O
= B(1,V)B(1,z(x? — 1))
0 at

= B(a,aV!)[B(z,1), B(1, 2)]

= B(a,ab’)

Por tanto la aplicacion (a,b) — B(a,ab) esta bien definida, es facil ver que es la inversa de

B(a,b) — (a,b/a). O

Ahora vamos con el teorema principal de esta tesis. Un sencillo analisis de la conver-

gencia de sucesion espectral E;’q = Hp,(SL2(A),Z) en dimension 1y 2 nos da:

Teorema B.11. Sea A un anillo GEs, tenemos la secuencia exacta
Hy(B(A),Z) — H2(SLa(A),Z) — I(A) LGB A — H,(SLy(A),Z) — 0

La composicion T(A) — I(A) 5 G4 @ A, es dada por:

Demostracién. De los lemas anteriores, tenemos algunos términos de la pagina E? de la
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sucesion espectral

Hy(B(A),Z) * * 0

Ga @ Ayx 0 * 0
d%’oz'r

z 0 I(A) 0

Luego tenemos que

Ga ® Ayx
im(7)

Hy(B(A),Z)
, E5%H= E3 o =ker(r), EgS = Egj2 == )
2,1

EQ =E}, =
y tomando la filtracién en dimension 1
0 C FoH, = F1H; = H1(SL2(A),Z)
tenemos la secuencia exacta
0 —— im(t) —— G4 ® Apx —— H1(SL2(A),Z) —— 0,
ahora en dimension 2
0 C FyHy = FiH, C FyHy = Hy(SLy(A),Z)

tenemos las secuencias exactas

0 —— im(d3;) —— Hx(B(A),Z) —— Fi1Hy —— 0

0 —— FMHy —— HQ(SLQ(A),Z) e ker(T) — 0

juntando las secuencias tenemos la primera afirmacion.
Ahora para la segunda afirmacion, toma un elemento ((a)) € I(A) representado por

[ ® {(00,0,a) — (00,0,1)} € By(SLy(A)) @ X5(A?) donde B,(SL2(A)) es la resolucion bar
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de Z como SLy(A)-mddulo. Entonces, pasando a I(A) tenemos el elemento
[ ® {92((00,0,a) — (00,0,1))} € Bo(SLa(A)) @ Z1(A?).
Para obtener la imagen por el diferencial d%O = 7 tenemos que pasar por el diagrama (revisar

la observacion A.10).

B1(SLa(A)) @ Xo(A2) <222 B (SLy(A)) ® X;(A2)

ldl ®ld

Bo(SLa(A)) ® X, (A2) 22

Bo(SL2(A)) @ Z1(A?)

luego, pasando por |d ® inc tenemos

H ® {(0,0,) - (0070') - (071) + (0071)} = H ® {ga(O0,0) - ha(O0,0) - 91(0070) + h1(0070>}

= (92" —ha' =gt +hiM[]® (00,0)

0 1 1 at
luego g, := , he 1= , este ultimo es una imagen de d; ® Id, de hecho

-1 a 0 1
(g =y =gt + A @ (00,0) = dy @ 1d({[g; ] — [hy"] = [g7] + [ ']} © (00,0))

con {[g:] = [ha'] — 971 + [h 1]} @ (00,0) € B1(SL2(A)) ® X1 (A?), finalmente pasando por

Id ® 01 tenemos

{w([g, 1= Tha 1= lgr "1+ D) = (lga 1= [ha 1= [g7 ']+ [h7 ')} @ (00) € B1(SLa(A))® Xo(A?).

donde w := E(0) =
-10

Ahora, pasando a H;(SLy(A), Xo(A?)), podemos tomar clases sobre im(ds ® Id), luego
afadiendo el elemento nulo dy @ Id(([w|h; '] — [w]g; '] + [w]g; ] — [w]h{!]) ® (c0)) tenemos

([wga '] = [whg'] = Twgr ]+ [whi'] = lga ']+ [ha '] + g7 '] = [hy1]) @ (00),

otra vez adicionando el elemento nulo dy @ Id([a A, !, [why '] — [hy ' whi ] @ (00)) (note que
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27'h;!, € B(A) = Stabg|,()(00) y tome la identidad = ~*h_ ', wh;! = wg, ) tenemos
(la=th ) =[] = lga )+ (R T+ Lo ] = [PT1]) @ (00),

una vez mas afiadiendo dy @ Id([h1| — w] — [he-1| — w]) ® (00) = ([9;] = [Pa-1] — [97'] +
[h1]) ® (00),
([a™'h ) = [ '+ [hg Y] = [ 1] = [ha1] + [ha]) @ (00). (B.2)

Note que en H(SLy(A), Xo(A?)), si g, h € B(A) tenemos que
d2 ®id([g|h] ® (00)) =0

y luego

que a su vez implica

luego, sumando todo en la ecuacion B.2 tenemos.

132 1173 o™t —2—a7? 4307 -1 2o 1
[a™"h,Z by hi]®(00) = ®(00) = [B(a™", —2—a""+3a" " )]®(00)
0 a
y esto representa una clase en H;(SLy(A), Xo(A?))/im(d] ;) ~ Ga® Ho(A™, A) = Ga® Ay,

y por el lema B.10 tenemos que el elemento es

(™), —2a — a1+ 3) = ((a),3(1 — a)).

O]

El teorema de Cohn A.6 para el caso conmutativo, aparece como un corolario del teore-

ma anterior.

Corolario B.12. Sea A un anillo GE; y sea M el subgrupo aditivo de A generado por 12,

z(a? —1)y3(a+1)(b+ 1), donde x € A, a,b € A*. Entonces existe un mapa sobreyectivo
A/M — Hy(SLy(A),7Z)
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Si A es un anillo GE, universal (o mas en general, si X,(A?) — 7 es exacta en dimension

< 2), entonces el mapa anterior es un isomorfismo.

Demostracion. Del teorema anterior tenemos el mapa sobreyectivo

Ga @ Ayx
(3((b),b—1) [b e AX)

Ahora el mapa

A Ga ® Apx

M B peay o)

es un isomorfismo con inversa

Ga ® Ayx
(3((b),b—1) [b € AX)

%%, ((b),a) — a—3b+ 3.

Si A es un anillo GE; universal, entonces X,(A4%) — Z es exacta en dimension < 2 (Teorema
B.1). Por tanto, el mapa natural I(A) — I(A) es sobreyectivo. esto implica la segunda

afirmacion. O

Ejemplo B.13. Observe que con las hipétesis del corolario B.12, tenemos

A

AN 3T (b + D]abe A7)

1. Se sabe que A = Z es un anillo GE; universal por el ejemplo A.7 (10). Desde que
Z* = {1,—1} actua trivialmente sobre Z ((—1) - a = (—1)%a = a ver enunciado de
B.10)y Gy = Z*, tenemos

H,(SL2(Z),7Z) ~ Z/12.

2. El subanillo de Q, A = ZH con p primo, es un dominio euclidiano y luego un anillo

GEs. Y del ejemplo A.7(12) tenemos que es universal para GE; siy solosip =26

p = 3. Por otro lado A* = {41, +p™|m € Z} y luego (observe que p*> — 1|(p™)% — 1)

AR AR
A= <<pm>[2 ]— DR Uw =Wy

El ultimo isomorfismo es una propiedad clasica de la localizacién (el hecho de que
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conmuta con cocientes). Asi por el corolario B.12 tenemos un mapa sobreyectivo

Z/(p* 1) 1
123+ )b+ Dlab e A) H1(8L2(Z[5})’Z)'
a) Sea p = 2. Entonces,
A/M ~ Z/3 ~ 7/3.

(12,3(a+1)(b+ 1)|a,b € AX)

Desde que ZH es un anillo GE, universal, del corolario B.12, tenemos el iso-
morfismo

Hl(SLQ(Z[; ), Z) ~ 7/3.

b) Seap = 3. Entonces, como Z H es un anillo GE, universal tenemos del corolario
B.12 (note que +3™ + 1 tiene un factor 2 para todo m € Z, luego 3(a + 1)(b+ 1)
tiene factor 12 para todo a,b € A*):

1 7/8
H{(SLy(Z|=1),2) ~ —— ~ 7Z/4.
(SLaz3).2) = o > 2/

c) Sea p > 3. Entonces 12|(p?> — 1) y (del mismo modo +p™ + 1 tiene un factor 2

para todo m € Z, luego 3(a + 1)(b + 1) tiene factor 12 para todo a,b € A*)

Z/(p* — 1)
(12,3(a+ 1)(b+ 1)|a, b € AX)

~ 7/12.

Entonces, tenemos un mapa sobreyectivo

7)12 - Hl(SLQ(Z[;}),Z).

Y es sabido que este mapa es un isomorfismo, mas esto escapa al objetivo de
esta tesis, puede encontrar una prueba en B. Mirzaii y E. Torres Pérez [14, Pro-

posicion 4.4].

3. Sea A un anillo local con ideal maximal m,4 y cuerpo residual k. Del ejemplo A.7 (2)

tenemos que A es un anillo GE; universal.

a) Si|k| > 3, entonces existe a € A* tal que a® — 1 € A*. Esto implica que A = M
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y luego H;(SLy(A),Z) = 0.

Seak =TF3.Sia € my, entoncesa—1,a—2 € A*. Desde que a = (a —2)"*((a —
1)2 - 1) € M, tenemos que my C M. Para mostrar la otra inclusién tomamos
clases en el cuerpo residual a cada generador de M. Es claro que 12 = 0y
3(a+1)(b+ 1) = 0 en el cuerpo residual £ = F3, luego pertenecen al ideal m4.
Suponga ahora que z(a? — 1) ¢ m4, luego es una unidad y por ende sus factores
lo son, luego a? — 1 # 0 en el cuerpo residual, mas sia = 1 6 a = 2 vemos que

en ambos casos a? — 1 = 0, contradiccion. Por tanto 2(a? — 1) € my y M C my
H,(SL2(A),Z) ~ A/my ~7Z/3.

Ahora sea k ~ [Fo. Considere la secuencia exacta
0—>my/M—A/M — k — 0.

Entonces 2 e my, 3 € A*. Mas aun, paraa € A*,a+1 € myu. Luego, M C mQA.

Ahora si a,b € m 4, entonces
ab = 3(a/3)b = 3[((a/3) 1)+ 1] [((b 1)+ 1] e M.
Esto implica que m% C M y
Hy(SLy(A),Z) ~ A/m?.
Luego la secuencia exacta anterior queda
0—my/my = A/m%4 =k — 0.

y |H1(SL2(A),Z)| = 1 + dimg,(m4/m?%). En particular si A es un anillo de valua-
cion discreta (AVD), entonces m4 es generado por un elemento primo y entonces
tenemos que m4/m? ~ Fs.

Con esto tenemos que A/m? ~ Z/4Z 6 A/m?% ~ Z /27 x 7./2Z. Un ejemplo del

segundo caso puede ser el anillo de los enteros 2-adicos Z,, mientras que para
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el primer caso tenemos el subanillo de Q

Ly {%EQ:QJ(TL}.

4. Sea (O, el anillo de enteros algebraicos del cuerpo cuadratico Q(+/d), donde d es un

entero libre de cuadrados. Es conocido que

Z[Vd], d=2,3 mod4

Z[MYd) =1 mod 4

Cuando d < 0 tenemos que O tiene a lo sumo 6 elementos, de hecho O*; =
{+1,+i}, 0%, = {+1,4w,+(w — 1)} donde i = V—Tyw = HY=2 yparad # 1,3
tenemos que O = {£1}. De ejemplo A.7(4) tenemos que O  es un dominio euclideo
siysolosid =—1,—-2,-3,—7,—11 siy solo si O, es un anillo GE,. Del A.7 (5) tenemos
que O, es universal para GE, siy solo sid # —2,—7, —11. Entonces vamos a calcular

en cada caso A/M:

a) Casod = —1:Tenemos {a* —1|a € O} = {£1},luego R := {z(a® — 1)| | z €
O_1,a€ 0%} ={2z |z € O_1}. Asitenemos que 12 € Ry 3(a+1)(b+1) € R

con a,b € OF,.Y por tanto M = Ry asi

Z Z
H\(SLy(0-1),2) = Oy /M = - & o

como grupo abeliano.

b) Casod = —3: Tenemos que {a®* —1|a € O3} ={w—2,~w— 1}, masw — 2 =

W—1=w+1)(w-1)yasw+ 1w —2, asi

O_3

Os0%, = o1 1)

Por otro lado, tenemos que 3 = —(w —2) — (—w —1) yluego 12y 3(a+1)(b+ 1)

pertenecen a (w + 1) paraa,b € O*,.Y asi

O3 05 L
- ~

(w+1) — 3Z
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El ultimo isomorfismo viene dado por a+bw — a — b, es facil mostrar que es inyec-
tivo teniendo en cuenta que (w+ 1)|3 pues 3 = (w+ 1)(2 —w). La sobreyectividad

es obvia.

Los casos restantes d = —2, —7, —11 fueron calculados por Cohn, en P. M. Cohn [9,

pagina 162] dan la siguiente lista

H1(SL2(04),Z) ~ SLy(0y)®* = 2 d=—3
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Conclusiones

1. la clasificacion de anillos dada por Cohn:

a) Con forma estandar unica para GE,
b) Cuasi-libre para GE,

¢) Universal para GE»

Se demuestra que son diferentes segun el ejemplo A.7, tenemos los anillos locales
(que no son cuerpos) que son anillos universales para GEs pero no son cuasi-libres
(2). También tenemos que O_5 es cuasi-libre pero no tiene forma estandar unica para
GE; (6). Inclusive hay anillos que no son siquiera universales para GE,, como es el

caso de O, con d = —2,—7,—11 (aunque les falta poco segun se vio en (5)).

2. Como se vio en el ejemplo A.7(4), no todos los anillos cumplen con la propiedad de
ser anillos GE2, como es el caso de los anillos de enteros O, con d < 0 con excepcion
de:

d=-1,-2,-3,—7,—11.

3. Se calcula en el caso general la primera homologia de E,, mientras que en el caso
conmutativo conseguimos calcular la primera homologia de SL,. Viendo de cerca, por
el teorema de Hutchinson B.1 necesitamos que el complejo de vectores unimodulares
sea exacto por lo menos en dimension < 1, de otro modo la sucesién espectral con-
vergeria a la homologia del complejo total correspondiente al complejo doble inducido

por el complejo de vectores unimodulares

0 — Z1(A?) = X1(A?) — Xo(A?%) — 0.

Ahora, si deseamos abordar el caso no conmutativo debemos ir mucho mas alla y
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tratar con un complejo de vectores unimodulares para este caso y generalizar el teo-
rema de Hutchinson B.1. Hutchinson demostré que la exactitud del complejo de vec-
tores unimodulares en dimensiones bajas esta fuertemente vinculada con la teoria K
algebraica, justamente la homologia de este complejo en dimensiones 0 y 1 nos dan

respectivamente

ab
Z[E2(A)\SLy(A)], (Iéif,i?)

Y estos grupos podemos verlos en el ejemplo A.7(11).

Cabe mencionar que se tiene un articulo (preprint) donde se hace un estudio mucho

mas amplio de este problema pasando directamente a la teoria K algebraica, véase

[14].
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