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Resumen

En este trabajo se desarrolla el calculo de la raiz cuadrada de una matriz no singu-
lar y se comparan con algunos algoritmos, realizando previamente algunas evaluaciones
de estabilidad y rendimiento computacional. Entre los algoritmos estudiados, se mues-
tran algunos ejemplos y se realizan comparaciones con el método de Newton, método de
Newton modificado 1 y 2, Denman Beavers modificado, Padé y Padé a escala, que mues-
tran buenos resultados a pesar del mal condicionamiento de algunas matrices. Luego, se
explora un método en diferencia irracional llamado RT-w, estudiando previamente su es-
tabilidad y su convergencia. A continuacion se resuelven ecuaciones diferenciales rigidas
oscilatorias y altamente oscilatorias con el método irracional RT-w, contrastdndolo con la
solucion exacta, el cual tuvo muy buenos resultados, a diferencia de los métodos Run-
ge Kutta-4 explicito, Euler explicito y Runge Kutta-4 implicito con diversos tamafios de
mallas, verificando que, de acuerdo al problema y tipo de rigidez presentada, el método
RT-w fue mas estable y su convergencia fue mas rapida que los otros métodos. Como
conclusiones de este trabajo pudimos verificar que el método estudiado RT-w, con w = 2
es muy eficiente para aproximar la solucién de ecuaciones diferenciales rigidas altamente
oscilatorias, ya que ofrece una mejora significativa en la estabilidad numérica.

Palabras Claves: Problemas rigidos, Métodos racionales e irracionales, Método en

diferencia irracional, estabilidad
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Abstract

In this work, the calculation of the square root of the non-singular matriz is developed
and compared with some algorithms, after performing some stability and computational
performance evaluations. Among the algorithms studied, some examples are shown and
comparisons are made with Newton’s method, modified Newton method 1 and 2, modified
Denman Beavers, Pade and scaled Pade, which show good results despite the bad condi-
tioning of some matrices. Then, an irrational difference method called RT-w is explored,
previously studying its stability and convergence. Next, rigid oscillatory and highly os-
cillatory differential equations are solved with the irrational RT-w method, contrasting it
with the exact solution, which had very good results, unlike the explicit Runge Kutta-
4, explicit Euler and implicit Runge Kutta-4 methods with various mesh sizes, verifying
that, according to the problem and type of rigidity presented, the RT-w method was more
stable and its convergence was faster than the other methods. As conclusions of this work
we were able to verify that the studied RT-w method, with w = 2 is very efficient to ap-
proximate the solution of highly oscillatory rigid differential equations, since it offers a
significant improvement in numerical stability.

Palabras Claves: Stiff problems, Rational and irrational methods, Irrational differen-

ce method, Stability
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Introduccion

En el ambito de las matemdticas aplicadas y la ingenieria, la raiz cuadrada de una ma-
triz es una operacion que se utiliza en diversas aplicaciones, como la teoria de control, la
resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales y la fisica cuéntica. El calculo de esta
operacion no es una tarea trivial, ya que implica resolver problemas numéricos complejos,
especialmente cuando se trata de matrices grandes o mal condicionadas. La biisqueda de
algoritmos eficientes, precisos y estables para calcular la raiz cuadrada de una matriz es,
por lo tanto, un drea de investigacion activa y de gran relevancia.

En el capitulo dedicado a los ejemplos numéricos veremos que hay muchas definiciones
diferentes para explicar lo que es un problema rigido, pero la mayoria incluye alguna re-
ferencia a que en este tipo de problemas, para la mayoria de los métodos explicitos, la
mayor longitud de paso h que garantiza la estabilidad numérica es mucho menor que la
mayor longitud numérica que nos permite obtener un error de discretizacion normal. Por
otro lado, los problemas rigidos en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) presentan
desafios numéricos significativos debido a la presencia de soluciones que varian en dife-
rentes escalas de tiempo. Estos problemas requieren métodos de integracién robustos que
puedan manejar la rigidez sin comprometer la precision ni la estabilidad. Tradicionalmen-

te, se han utilizado métodos especificos para abordar estos problemas, pero siempre hay
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espacio para explorar nuevos enfoques que puedan ofrecer mejoras sustanciales. Entre los
métodos convergentes racionales, aqui se van a tratar métodos de tipo de un paso, como
el de Euler, Runge Kutta, trapezoidal y el método RT-w el cual es un método en diferencia
irracional.

El método en diferencia irracional es una técnica relativamente novedosa que promete
ventajas en términos de precision y estabilidad para la solucion de problemas numéricos
complejos. Este método, que se basa en la utilizacién de diferencias finitas irracionales,
tiene el potencial de mejorar la eficiencia y la exactitud en la solucién de problemas rigi-
dos en EDO, que lo convierte en un candidato prometedor para ser investigado y aplicado.
En este trabajo, se propone un andlisis exhaustivo de algoritmos existentes para el cilculo
de la raiz cuadrada de una matriz, evaluando su desempefio en términos de precision, es-
tabilidad y rendimiento computacional. Ademas, se explorara la aplicacion del método en
diferencia irracional a problemas rigidos, evaluando su efectividad y comparandola con
los métodos tradicionales. El objetivo principal es desarrollar una comprension profunda
de estos algoritmos y métodos, y proporcionar soluciones que puedan ser aplicadas de
manera efectiva en contextos practicos.

Esta investigacion se estructura de la siguiente manera: en primer lugar, se presenta una
revision de la literatura sobre algoritmos para el calculo de la raiz cuadrada de una matriz
y métodos para resolver problemas rigidos. Luego, se describen los métodos y algoritmos
propuestos, junto con el fundamento tedrico. Posteriormente, se realizan experimentos
numéricos para evaluar el desempefio de los algoritmos y métodos propuestos. Finalmen-
te, se discuten los resultados obtenidos y se presentan las conclusiones y recomendaciones

para futuras investigaciones.
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A continuacion se presenta la descripcion del contenido por capitulos:

El capitulo muestra un marco tedrico general dedicado exclusivamente a fundamentar la
necesidad de nuestra investigacion, sefialando los antecedentes de la misma. Ademas, se

exhiben los fundamentos tedricos de nuestra propuesta.

El capitulo I analiza los métodos numéricos para el célculo de la raiz cuadrada de una
matriz no singular. En la seccion 2.1 se realiza la evolucion de los métodos, en la seccion
2.2 se indaga sobre el problema de la raiz cuadrada de una matriz, en la seccioén 2.3 se
analiza los métodos para hallar la raiz cuadrada de una matriz, entre ellos el método de

Newton y otros.

El capitulo H expone el método en diferencias finitas para problemas rigidos. En la seccion
3.1 se presenta el problema de valor inicial; en la seccién 3.2 se presenta a los sistemas
de ecuaciones no lineales; en la seccion 3.3 se estudia los métodos de un paso como el de
Euler, Taylor, Euler modificado, Runge Kutta; en la seccion 3.4 se realiza la descripcion
global de los métodos de un paso, se estudia la estabilidad, la convergencia, el error global
asintotico, la estimacion del error global; en la seccion 3.5 se analiza y estudia la estima-
cién del error de truncamiento, en la seccion 3.6 se expone las técnicas para el control
de paso; en la seccion 3.7 se expone el problema de rigidez, y en las secciones siguientes
se analiza la A-estabilidad, la aproximacion de Padé y finalmente en la seccion 3.10 se

establecen las regiones de absoluta convergencia.

El capitulo H se ha dedicado a presentar los resultados numéricos de los diferentes méto-
dos para hallar la raiz cuadrada de una matriz no singular, y también se pretende llegar a la

conclusién de que la familia de métodos RT-w son muy eficaces sobre un conjunto amplio
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de problemas tests que se encuentran clasificados en funcién del tipo de problemas y las
dificultades que presenten: problemas que proceden de ecuaciones donde un valor propio
sea complejo puro y con parte real altamente negativa, en relaciéon con otro valor propio
que son problemas rigidos oscilatorios o altamente oscilatorios. Finalmente en el capitulo

B se muestran las conclusiones y las sugerencias.

Planteamiento de la realidad problematica

Los problemas rigidos en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) representan un
desafio significativo debido a sus propiedades numéricas particulares, que requieren méto-

dos de integracion robustos y estables. En este contexto, surge la necesidad de:

1. Desarrollar y analizar algoritmos eficientes para el calculo de la raiz cuadrada de
una matriz. Este andlisis incluird la evaluacion de la precision, la estabilidad y el

rendimiento computacional de estos algoritmos.

2. Explorar la aplicacion de un método en diferencia irracional a problemas rigidos en
EDO. Dado que los problemas rigidos presentan dificultades numéricas especificas,
es fundamental investigar como este método puede mejorar la precision y estabili-

dad en la solucién de tales problemas.
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Objetivos

Objetivo general de la investigacion

Desarrollar y analizar algoritmos eficientes y estables para el calculo de la raiz cuadra-
da de una matriz, y aplicar un método en diferencia irracional a la solucién de problemas
rigidos en ecuaciones diferenciales ordinarias, con el fin de mejorar la precision y estabi-

lidad en la solucién de estos problemas.

Objetivos especificos de la investigacion

1. Analizar y comparar algoritmos para el cdlculo de la raiz cuadrada de una matriz en

términos de precision, estabilidad y eficiencia.

2. Desarrollar e implementar un método en diferencia irracional para resolver pro-
blemas rigidos en EDO, evaluando su efectividad y compardndolo con métodos

tradicionales.
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I. Fundamento teorico

En este primer capitulo se presentan los fundamentos tedricos necesarios para abor-
dar el estudio de matrices y su aplicacién en la resolucién de problemas matematicos y
cientificos. Las matrices son estructuras matematicas que permiten representar y mani-
pular datos de manera eficiente, siendo esenciales en campos como la dlgebra lineal, la
estadistica y la teoria de sistemas dindmicos.

Comenzaremos con los conceptos basicos de matrices, donde exploraremos la notacion
matricial y vectorial, asi como las operaciones fundamentales que pueden realizarse con
estas estructuras. La comprension de la matriz inversa y el cdlculo del determinante son
aspectos criticos que facilitan la solucion de sistemas de ecuaciones lineales. También se
abordar4 la matriz de Vandermonde, una herramienta clave en la interpolacién polindmica,
y las normas matriciales y vectoriales, que proporcionan un marco para medir la magnitud
y la distancia en el espacio.

El capitulo continuaré con un anélisis de los valores y vectores propios de una matriz, que
juegan un papel crucial en la descomposicion espectral, permitiendo la simplificacion de
problemas complejos. Ademds, se introducird la funcion analitica y la transformacion de
Mobius, que enlazan el dlgebra lineal con conceptos de andlisis complejo.

Finalmente, se discutirdn los errores relativos y absolutos en los cdlculos, asi como el



método de Newton para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, centrandonos en su
convergencia local y su aplicacidn a problemas de valor inicial. Este marco tedrico servira
como base para el desarrollo de temas mds avanzados en los capitulos posteriores, brin-
dando al lector las herramientas necesarias para comprender y aplicar los conceptos en

contextos practicos. Para mayor detalle se puede consultar en Chéavez [5] y Golub [14].

A. Conceptos basicos de matrices

El calculo matricial se basa en una jerarquia de operaciones en dlgebra lineal. Veamos

las principales propiedades matriciales y sus operaciones respectivas.

1. Notacion matricial

Sea K el conjunto de los nimeros reales o nlimero complejos. Denotamos el espacio

vectorial de todas las matrices en K de orden m x n por K™*"™:

ayyx  cc Qp

A e Kmx" <~ A:((Ii]’): , aijEK

Am1 = Qmn

donde, las letras mayusculas son usadas para denotar matrices (por ejemplo A, B) y las
correspondientes letras mintsculas con los subindices (4, j), por ejemplo a;;, b;; son los

elementos de dichas matrices.



2. Notacion vectorial

Sea K" el espacio vectorial real de los n—vectores:

X1

reK" — r=|: , x; € K.

Tn

Nos referimos a x; como el i-ésimo componente de .
Observemos que estamos identificando a K" con K™*! y los elementos de K" son vectores

columnas. Por otro lado, los elementos de K'*™ son vectores fila:

r e K" = r= (21, ,Tp).

3. Operaciones con matrices

El espacio vectorial tiene como operaciones usuales o candnica de suma y multiplica-

cioén por un escalar.

1. La adicién (K™*" x Km*™ — K™m*™)

C=A+B — cij:aij—i-bij

2. La multiplicacién por un escalar (K x K™*" — K™*™)

C =aA — Cij = Qi

3. La multiplicacién de matriz con matriz (K™*? x KP*™ — K™*™)

p
C =AB = Cij = Z ik
o



4. Las operaciones bdsicas matriciales incluyen la transposicién (K™*" — K"*™),
C = A*(0o AT) = cij = aj; (0 ¢ = aj;),
5. 81 A =B +:1:C € C™*", entonces designamos las partes real e imaginaria de A
como Re(A) = Be Im(A) = C, respectivamente.
6. El producto interno denotado por ( , ) es definido:
(z,y) = il‘iyi, Vr,y € K™
i=1

Para el espacio vectorial complejo de n - vectores designado por C”, se define el

producto interno de los = e y complejo como:
n
s = y= Z T;Y;
i=1

Finalmente, diremos que una matriz A € K"*" es definida semidefinida positiva (de-

finida positiva) si
(Az,x) >0 ((Az,z) > 0), Vo € K™™' — {0} (V2 € K1)

y lo denotaremos por A > 0 (A > 0).
Se dice que una matriz B de orden n es la raiz cuadrada de una matriz A de orden n si

B? = A, denotado por B = V/A.

4. Matriz inversa

La matriz identidad de orden n X n denotada por /,, es definida por el particionamiento

de la columna



donde ¢, es el k ésimo vector candnico:

Si Ay X estan en K"*" y satisface AX = XA = I, entonces X es la inversade Ay se
denota por A7,
Varias propiedades de la matriz inversa tienen un papel importante en el cdlculo de matri-

ces. A continuacion, veamos algunas:

1. La inversa de un producto de matrices invertibles estd dado por:

(AB)™' = B~1A™!

2. La transposicion de la inversa es la inversa de la transposicion:

(Afl)T — (AT)fl

3. Laidentidad

Bl'=A"1'-BYB-A)A"
muestra como la inversa cambia si la matriz cambia.
4. Asi también se muestra la féormula de Sherman-Morrison:
(P+UUNH =Pt - P U+ UTP U U P

donde P es invertible de orden n y U una matriz de orden n x k.



5. Determinante

Sea A = (a;;) € K™™, entonces el determinante, denotado por det(A), es definido

en términos de determinantes de orden n — 1:

det(A) = Z(_l)j+1aij det(A;;) = Z(_l)j+1aij det(A;)
j=1 j=1
donde 7, j pueden ser tomados en I, = {1,2,...,n}y A;; es la matriz de orden (n — 1) x

(n — 1), obtenida al eliminar la fila 7 con la columna j de la matriz A. Las propiedades
mas utilizadas de los determinantes son:

det(AB) = det(A)det(B) A,Be K™

det(AT) = det(A) A e Kmxn

det(cA) = c"det(A) ceK,Ae K™

Diremos que una matriz A € K™*" es no singular si det(A) # 0, caso contrario diremos
que es singular.

Si A1 existe, entonces A se puede probar que es ella no singular.

6. Matriz de Vandermonde

La matriz:
1 1 1 1
T ) T3 Tn
V<x17x27 e axn) =
1 n-1 —1 n—1
Ty Lo T3 Ly

es llamada la matriz de Vandermonde, y su determinante es dado por:

det V(wr, -+ 2) = ] (25— )

1<i<j<n

Para otras propiedades, se puede consultar en Kalman [18].



7. Norma matricial

Desde que K™*" es isomorfo a K™*", la definicién de la norma matricial debe ser
equivalente a la definicion de norma vectorial. En particular, f : K™*” — R es la norma

matricial si se cumplen las siguientes propiedades:
1. f(A)>0  AcK™"  (f(A)=0siysolosi A=0)
2. f(A+B) < f(A)+ f(B) A BeKm™
3. flad) =|a|f(4) a€eK,AecKm™n

Al igual que con las normas vectoriales, usamos la notacién de la doble barra para
designar las normas matriciales, es decir, ||A|| = f(A).
La norma matricial més frecuente usada es la norma de Frobenius.

m n
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i=1 j=1

[AllF =

y la p-norma

A
1A], = sup 1Azl

w20 [|Z]lp
Observacion 1. Dada la caracterizacion de una matriz A de orden n, con norma || A|| <

1, entonces I — A es una matriz invertible.

8. Norma vectorial

La norma vectorial en K" es la funcién f : K* — R que satisface las siguientes

propiedades:

I. f(x)>0 xz € K", (f(x) =0siysolosiz =0)



2. flz+y) < flx)+ fly) xyek?
3. flaz) = |a|f(x) acK,zeK”

Denotamos tal funcién como f(x) = ||z||. Una clase de normal muy usada es la p-

norma, definida por:

hSA

[zllp = (" + - -+ faP)e, p 21

También, enunciaremos las siguientes normas importantes:

[zl = Jeaf 4o+
lzlls = (21 +-- +lzal?)? = (272)3
[2lloe = miéx ||
1<i<n
Observacion 2. Un vector x es llamado unitario con respecto a la norma || - || si satisface

]| = 1.

El analisis de algoritmos matriciales requiere con frecuencia el uso de normas matri-
ciales. Por ejemplo, la calidad de un solucionador de sistemas lineales puede ser pobre si
la matriz de coeficientes es ““casi singular”. Para cuantificar la nocién de casi singularidad
necesitamos una medida de distancia en el espacio de matrices. Las normas matriciales

proporcionan esa medida.

B. Valores y vectores propios de una matriz

Definicion 1 (Ver [15]). Sea A una matriz de orden n x n con componentes reales. El
niimero \ (real o complejo) se llama valor caracteristico de A si hay un vector v distinto
de cero en K" tal que:

Av =\



El vector v # 0 se llama un vector caracteristico de A correspondiente al valor carac-

teristico \.

Nota: La palabra eigen significa “propio” o “apropiado” en aleman. Los valores ca-
racteristicos se llaman también valores propios o autovalores, y los vectores caracteristi-

Cos, vectores propios 0 autovectores.

Teorema 1. Sea A una matriz de orden n x n. Entonces \ es un valor propio de A siy
solo si

p(A) =det(A—A) =0

Definicion 2 (Matriz diagonalizable). Una matriz A de orden n x n es diagonalizable si

existe una matriz diagonal D tal que la matriz invertible C' de orden n x n cumple

D=C1tAC

Teorema 2. Una matriz A de orden n x n es diagonalizable si y solo si tiene n vectores
propios linealmente independientes. En este caso, la matriz diagonal D equivalente a A

estd dada por

A 00 0
0 X O 0
D=10 0 XN 0
0 0 0 An
donde M\, o, - -+, A\, son los valores propios de A. Si C es una matriz cuyas columnas

son vectores propios linealmente independientes de A, entonces

D=C1AC



Teorema 3. Dadas las matrices A € C"" y B € C™™, la ecuacion de Sylvester
AX + X B = (' tiene tinica solucion X € C™™ para cualquier C € C"*™ si 'y solo si A

y — B no comparten ningtin valor propio.

1. Descomposicion espectral

Sea A una matriz simétrica diagonalizada ortogonalmente por
P=lu us - up

ysea A, Ag, - -+, A, los valores propios de A asociados a los vectores unitarios uy, us, - - - , Up,.
Si se sabe que D = PT AP, donde D es una matriz diagonal con los valores propios ubi-

cados en la diagonal, entonces, la matriz A puede ser expresada como:

MO o 0 uf
T

A=PDP" =[u; uy -+ Uy
0 0 A ul

ui

uy

= [)\1'&1 )\2“2 tee )\nun]
Uy,

Multiplicando esas matrices, obtenemos la férmula:
A= Aluluf + )\Qu2ug 4+ -+ )\nunug

que es la denominada descomposicion espectral de A. La terminologia descomposicion
espectral hace referencia al espectro de una matriz, que como muchas veces es denomi-
nado, el conjunto de todos los valores propios de una matriz.
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La forma canonica de Jordan

Sea una matriz A € C"*" con p valores propios distintos Ay, Ay, - -+ , A\, de multipli-

cidades my, mg, - - - , m, de modo que

mp+mo—+---+my,=n

Entonces existe una matriz P no singular de tal manera que

A=PJjp~teCcrm (1)
donde
Ao 1
J = diag(J1, Ja, -+ Jp), Ji = Ji(N) = - e C™”"  (2)
A1
Ai
Ademas también se cumple que:
f(A) = PP e Cmom (3)

donde f(\) = det(A — A).

C. Funcion analitica

Definicion 3. Sea G C C un conjunto abierto. Se dice que una funcion f : G — C es
analitica si para todo zy € G existe p > 0y una sucesion compleja {a,, }, que depende de

2o, tales que:

f& =Y alz -z 2zl <p

n=0

11



1. Transformacion de Mobius

Definicion 4 (Ver [1]). Sean a, b, c,d € C. Se denomina transformacion lineal fracciona-

da si:

az+b
cz+d

w="T(z) =
Si ademds se verifica la condicion ad — bc # 0, dicha expresion recibe el nombre de

transformacion de Mobius.

Observaciones 1. La condicion ad — bc # 0 permite garantizar lo siguiente:

1. Las expresiones az + by cz + d no se anulan para los mismos valores de .

2. La transformacion T' no puede ser constante, ya que a y c no pueden ser ambas

cero, al igual que by d no pueden ser ambas cero.

3. En general, el denominador no puede ser un miiltiplo constante del numerador, es

decir que az + by cz + d no tienen un factor comiin.

Proposicion 1. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Toda transformacion de Mobius es una biyeccion. En particular, la inversa de una

transformacion de Mobius es también una transformacion de Mobius.

2. Toda transformacion de Mobius se puede expresar como la composicion de trans-

formaciones lineales (homotecias, rotaciones, traslaciones) y la inversion.

12



D. Error relativo y absoluto

Supongamos que = € K" es una aproximacion para x € K". Para una norma vectorial
dada || - ||, decimos que:
€abs = ||T — ]

es el error absoluto en 7. Si x # 0, entonces:

€rel =
es el error relativo en 7.

Observacion 3. Decimos que la sucesion {x¥)} C K" de vectores converge a x, denota-

do por lim ||z — z|| =0, si
k—o0
Ve > 0,3 ko € N,Vk > ko, ||2" — 2| < e

Definicion 5. La funcion F : V. — W, donde V' y W son espacios de Banach (espacio
vectorial normado y completo), es diferenciable (en el sentido de Frechet) en el punto

x € V si existe una aplicacion lineal y continua J : V. — W tal que

L IF @+ ) = F() = I

=0
h—0 Rl

Se deduce que J(h) = F'(z)h, donde F’(z) representa la jacobiana de F' definida de

la siguiente manera:

Oifi(z) - Onfi(z)
F'(z) =

_81fn(513) anfn(x)

usamos 0; f;(z) para denotar la derivada parcial de f; con respecto a la i-ésima variable y

evaluada en z, es decir

_0f; (x) = 1im fi(x + he;) — [;(x)

N 81’1 h—0 h

9, fi(z)

13



yek:<0a"' 707]-’())"' 70)T'
k—1 —k

Observacion 4. Note que si n = 1, entonces ||F'(x* + h) — F'(z*)|| se reduce a la defi-
nicion usual de diferenciabilidad. Note también que si F' es diferenciable en x, entonces

F' es continua en x; esto se sigue de la desigualdad
|F(x + h) = F(2)|| < ||F(z+ h) — F(x) = F'(z)h]| + [[F'(z)h]

Finalmente, notamos que es posible mostrar que si la matriz jacobiana es continua en x,

entonces F' es diferenciable en .

E. Meétodo de Newton para sistemas de ecuaciones no li-

neales
Consideremos el problema de resolver el sistema de ecuaciones no lineales
filzy, - x,) =0 i=1,--.,n
que solemos escribir en la forma vectorial como
F(z)=0 “4)

donde F': R™ — R" es la funcién cuyos componentes son funciones no lineales
fi :R* = R,parai = 1,2,...,n,estoes, F(x) = (fi(x), -, fo(x))T.
Uno de los procedimientos basicos de iteraciéon para aproximar una solucién de (4) es

usando el método de Newton:
F(a®) + F/(X®) (" — 28y =0, k=0,1,...,

14



en el caso que F(x*)~! exista, se tiene

" = aF — (M) R (), B =0,1,---, (5)

En la préctica, por supuesto, no se invierte £”(z*) para realizar (5), sino que se resuelve

el sistema lineal

En el andlisis del método de Newton, es necesario asumir que la matriz jacobiana es, al
menos continua en la solucién z*; esto es, || F'(z*+ h) — F'(z*)|| — 0 cuando h — 0. Es
facil ver que este serd el caso en cualquier norma, si y solo si las derivadas parciales 0; f;

son continuas en z*.

Para empezar nuestro andlisis del método de Newton, consideremos la primera itera-
cién general

o* = G (), k=0,1,--- (6)

donde G : R" — R™. La solucién de la ecuacién z = G(z) es llamada punto fijo de G.
Cuando G surge como una funcion de iteracion por la ecuacién F'(z) = 0, entonces, la
solucién de F'(z) = 0 serd siempre un punto fijo de GG. Por ejemplo, para el método de
Newton, G es dada por:

Gz)=x— F'(x) ' F(x)

y asumiendo que F’(z) es no singular, z* es un punto fijo de G si y solo si F'(z*) = 0.
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Definicion 6. Un punto fijo x* de G : R" — R" es un punto de atraccion de la iteracion
(6) (alternativamente, decimos que la iteracion es localmente convergente en x*) si hay
una vecindad abierta S de x* tal que cuando 2° € S, las iteraciones de (6) estdn bien

definidas y convergen a x*.

F. Convergencia local del método de Newton

Asumimos que I’ : R" — R" es diferenciable en cada punto de una vecindad abierta
de una solucién z* de F'(z) = 0, que F’ es continua en z*, y que F”(z*) es no singular.

Entonces, z* es un punto de atraccion de la iteracion (5) y

) ”xk—l-l _ x*H
1 =0 7
e |k — 2] )
ademas, si
[F"(z) = F'(2")|| < allz — 2] (8)

para todo x en alguna vecindad abierta de x*, entonces hay una constante ¢ < +oc tal que
k41 k 2
|2 = 2™ < cf|a” — 27| ©)

para todo k > kg, donde k, depende de z°.

La expresion (7) es conocida como convergencia superlineal, mientras que (9) es llamada
convergencia cuadratica. Notemos que (8) es asegurado si las funciones componentes
fi de F' son todas dos veces continuamente diferenciables en una vecindad de x*. Por
lo tanto, bajo estos supuestos de diferenciabilidad suave junto con la no singularidad de
F’(x*), la definicién de la convergencia local del método de Newton es siempre local y
con convergencia cuadratica; esto es, las iteraciones de Newton deben converger a z* y

(9) debe cumplirse, tan pronto como algiin z* esté suficientemente cerca a z*.
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Teorema 4 (Convergencia local del método de Newton). Sea F' : R™ — R" diferenciable
en una vecindad de un punto r € R", con derivada continua en ese punto. Sea T una
solucion de la ecuacion F(x) = 0, tal que la matriz F'(Z) es no singular. Entonces, para
cualquier punto inicial x° € R™ suficientemente proximo a 7, el algoritmo del método de
Newton genera una secuencia {xk } bien definida, que converge a . La convergencia es
superlineal, y si la derivada de F' es Lipschitz-continua en una vecindad de x, entonces

la convergencia es cuadrdtica.

Demostracion. Ver [17] OJ

G. El problema de valor inicial
Definicion 7. Una funcion diferenciable i) : I — R es llamada solucion de la ecuacion

dy
==ty (10)

en el intervalo I, donde f : Q) C R x R" — R", si:

1. el grdfico de 1), esto es, {(t,1(t)) | t € I} estd contenido en €)'y

di

2.
dt

(t) = f(t,9(t)) para todot € I. Sit es un extremo del intervalo, la derivada es

la derivada lateral respectiva.

Definicion 8. La ecuacion diferencial, es un problema de Cauchy si

dy

= [t y), y(to) = vo. (11)

en el intervalo I, donde f : 2 C R x R™ — R".
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Una aplicacién f : €2 C R x R™ — R" se llama lipschitziana en (2 relativamente a la

segunda variable si existe una constante k € R tal que:

1t 2) = fE )l < Kl =yl
para todo (¢,y) € €, k es llamada constante de Lipschitz de f.

Lema 1 (Lema de contraccién). Sean X C R"y F': X — X una contraccion, esto es:
d(F(z), F(y)) < kd(z,y),0 <k <1
Existe un unico punto fijo p para F, esto es, F(p) = p.

Teorema 5 (Teorema de Picard). Sea f un funcion continua y lipschitziana en ) = I x
By, donde Iy = {t | |t — to| < a}, By = {x | ||x — xo|| < b}. Si || f]| < M en Q, existe

una 'y solo una solucion de
y'(t) = f(t,2), y(to) = yo
en 1y, donde « = min{a,b/M}.
Demostracion. Ver [27] O

Definicion 9. El problema de valor inicial

dy _

dt _f(tay)a aStSbay(a) =, (12)

se dice que es un problema bien planteado si:
» Existe una tinica solucion, y(t).

» Existen constantes ¢g > 0y k > 0, tales que, para cualquier ¢ € (0, €y), siempre

que 6(t) es continua con |6(t)| < € para toda t € [a,b], y cuando |5o| < €, el
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problema de valor inicial
dz
o = f(t,z) +0(t), a<t<b, z(a)=a-+d,

tiene una vinica solucion z(t) que satisface ||z(t) —y(t)|| < ke, para todo t € [a, b].
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I1. Métodos de un paso y funciones

estabilizadoras para problemas rigidos

I. Fundamento tedrico En este capitulo se abordardn los métodos de un paso, que son
fundamentales para la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales, especialmente en
el contexto de problemas rigidos. La rigidez en sistemas de ecuaciones puede llevar a
inestabilidades en los métodos de solucion tradicionales, por lo que es crucial entender y
aplicar técnicas adecuadas que garanticen resultados precisos y estables.

Comenzaremos con una revision de los métodos de un paso mas utilizados, como el méto-
do de Euler, el método de expansion de Taylor, el método de Euler mejorado y el método
de Runge-Kutta. Cada uno de estos métodos serd analizado en términos de su formula-
cion, ventajas y desventajas, destacando su aplicacion a diferentes tipos de problemas.

A continuacidn, se discutird la descripcién global de estos métodos, poniendo énfasis en
conceptos clave como estabilidad, convergencia y el error global asintético. La compren-
siéon de estos aspectos es esencial para seleccionar el método més adecuado segin las
caracteristicas del problema a resolver. También se presentaran técnicas para estimar el
error global, lo cual es fundamental para garantizar la precision en los resultados.

El capitulo incluird una seccién dedicada a la estimacion del error de truncamiento y a
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la extrapolacion local de Richardson, asi como a los métodos integrados, que ofrecen en-
foques alternativos para mejorar la precision y la eficiencia computacional. Ademas, se
abordar4 el control del paso, una estrategia que permite ajustar el tamafo del paso en fun-
cién de la dindmica del sistema, lo que resulta crucial en problemas rigidos.

Finalmente, se explorardn los problemas de rigidez en profundidad, asi como el concepto
de A-estabilidad y la aproximacion de Padé, junto con las regiones de absoluta estabilidad.
Estos temas son vitales para entender las limitaciones y capacidades de los métodos de
un paso al abordar ecuaciones diferenciales desafiantes. Este capitulo proporcionard una
base solida para el desarrollo de técnicas avanzadas en los siguientes capitulos, contribu-
yendo a una mejor comprension de la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales.
Para mayor detalle, consultar los libros de Gautschi [12] y Burden [3].

Sea el problema de valor inicial

d
Uy =flty), a<i<h ya)=a (L)
Definimos la malla de [a, b], como el conjunto de puntos P = {t¢,?1,...,t,}, donde a =

tg <ty <ty <---<xn_1 <zn =D, elcual se pretende aproximar la solucién exacta de
la ecuacién diferencial (I.1) (con y(x)) para los puntos ¢t = ¢;,coni = 0,1,2,..., N.Enel
caso que los puntos estén igualmente espaciados tendremos que h = t; 1 — t; (que recibe
el nombre tamaio de paso), obteniendo los puntos ¢; = a + ¢h, paracadai =0,1,..., N.
Dados los puntos = € [a, ], y € R", se definen los métodos de un solo paso o métodos ¢

por

yl@+h) = ylx)+h®(z,y;h),h >0
(1.2)

yla) = o
donde @ : [a,b] Xx R" x Ry — R.
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Definicion 10. El error de truncamiento del método ® en el punto (x,y) es definido por
1
(0,9 h) = Iyl + 1) — (o + ) 3
donde u es la solucion de la ecuacion diferencial (1.1).

De la definicion, tenemos que:

T(z,y;h) = ®(x,y; h) — %[u(w + h) — u(z)],

donde u(z) = a. Una descripcion cada vez mds fina de la precision local es proporcionada

por las siguientes definiciones, basadas en el concepto de error de truncamiento.
Definicion 11. El método ® es llamado consistente si:
7(z,y;h) — 0, cuando h — 0, (1.4)

para cualquier (z,y) € [a,b] x R™
Definicion 12. El método ® se dice que tiene orden p, si:

I7(z,y; h)|| < CR7,
para cualquier (x,y) € [a,b] x R™, con una constante C que no depende de h,x e y.

Nosotros entenderemos que $ es orden p si 7(z, y; h) = O(h?), h — 0.
Definicion 13. Una funcion T : [a,b] x R™ — R" que satisface T(x,y) # 0y
7(z,y; h) = T(x,y)h’ + O(h*™), h—0

es llamada funcion de error principal.

La funcion de error principal determina el término principal en el error de truncamien-

to. Veamos ahora algunos métodos de un paso.
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A. Métodos de un paso

1. Método de Euler

Euler propuso su método en el afio 1768. Consiste simplemente en seguir la pendiente

en el punto genérico (x, y) en un intervalo de longitud A:

y(r +h) =y(x) + hf(z,y).

Y
y = f(t,y)
y(b)1 y(a) = o

WNYt-—-——————— - A
|
|
|
1
1
I
I
1
I
I
I
|
) I— |
! |
: |
I
Gp== . i |
| ! }
—— :

to|=a ty ta tn=0> t

Figura I: Interpretacion geométrica de Euler.
Adaptado de [3].

Entonces, ®(z,y,h) = f(z,y) no depende de h y desde que ®(x,y,h) = f(x,y) el

método es evidentemente consistente. El error de truncamiento,

(., ) = f(y) — 7 lule +h) - u(z)]

donde u(x) es la solucién referente definida en (I.1). Desde que v/(z) = f(z,u(z)) =
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f(z,y), podemos escribir, usando el teorema de Taylor.

(0, 9,h) = () = (e + 1) — u(@)
=u'(x) — % u(x) + hu'(z) + %h2u”(e) — u(x)
:_%hu”(e), r<e<z+h

Asumiendo que u € C?[z,x + h], luego, derivando la ecuacién (I.1) con respecto a = y

finalmente, haciendo x = ¢ se tiene:

(., ) =~ hlfe + ful (e u(e)

Si del teorema (5), asumimos que f y todas las primeras derivadas parciales son aco-

tadas en [a, b] x R%, entonces existe una constante C' independiente de z,y y h tal que
I7(z,y, Al < Ch

Asi, el método de Euler tiene orden p = 1. Si asumimos lo mismo sobre las segundas

derivadas parciales de f, tenemos u”(¢) = u”(x) + O(h) y, entonces, de (I.1)
1
T(I,y,h) = _Eh[f$+fyf](xay)+0(h2)u h —0
Vemos que el error principal de la funcién es dado por:

T(2,4) = = 5lfe + uf(e.0)

A menos que f, + f,f = 0, el orden del método de Euler es exactamente p = 1.

2. Método de expansion de Taylor

Hemos visto que el método de Euler consiste basicamente en truncar la expansion de

Taylor de la solucion de referencia después de su segundo término. En cambio, el método

24



de Taylor usa mas términos de expansion. Esto requiere del cdlculo de derivadas sucesivas

de f.
f[o](x,y) = f(x,y)
f[k+1] (z,y) = f:][ck] (z,y) + fl[lk} (z,y), k=0,1,2,---

que determinan las derivadas sucesivas de la solucién de referencia u(x) de (I.1), en virtud
de:

y () = fPayy), k=012, (L5)
y usamos la forma de la serie de aproximacién de Taylor de acuerdo a:
1 1
M$+h%=M@%JLﬂ%%y%+jﬁm@wﬁ+~-+ahW”ﬂFW%y) (L6)
Esto es:
0 Ly i Lyp1 1)

Para el error de truncamiento, asumimos que f € CP en [a, b] x R? y usando (I.5) y (1.6)

obtenemos:
1
T(.%',y, h) = (I)('Z'aya h) - E[u<x + h) - u(x)]
p—1 k
h ' hP
— & n) — (k+1) . (p+i)
p
= Ty w<e<ath,
de modo que:
C.
< —P2 _pp
Iy Wl < ot

donde C), es el limite de la p-ésima derivada de f. Asi, este método tiene exactamente

orden p (a menos que fP!(x,y) = 0), y el error principal de la funcién es:

1

@+Djm@w)

T(l’,y) -
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La necesidad de calcular muchas derivadas parciales fue un factor desalentador para este
método. Es por ello que se trata de buscar métodos que no utilice muchas derivadas y que

mejoren las aproximaciones.

3. Método de Euler mejorado

Debido a que el método de Euler sigue una direccién de la recta tangente a la solucion,
se observa que las aproximaciones a la solucién de la ecuacién se van alejando. Debido
a esto, se sugiere reevaluar la pendiente a la mitad del segmento de recta generado, reto-
mando una aproximacion a la solucién de la ecuacion diferencial y luego continuar con

esta pendiente en todo el intervalo, es decir:

y(x +h) =y(z)+ hf <x—|— %h,y—i—%hf(x,y))

[@N

f

7

y(z + h)

T xr+h

Figura II: Método de Euler mejorado.
Adaptado de [12].

1

O(z,y, h) :f(x—|—2

b+ 5hie)
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Otra forma de ver este método es la siguiente:

kl(xvy) - f(xvy)v
1 1

y(x +h) =y(x) + hky

Si tomamos como la segunda pendiente en el punto (x + h,y + hf(x,y)), y haciendo un

promedio de ellas obtenemos:

kl(‘xay> = f('rvy>
ko(z,y:h) = f(x + h,y + hky),

o+ ) = y(a) + Sl + o)

Esto, a veces se conoce como el método de Heun o la regla trapezoidal.
Podemos tomar un enfoque mds sistematico y modificar el método de Euler, y obtener los

métodos de dos etapas. Escribimos
(I)(.CL’, Y, h) = alk‘l + a2k2
donde

kl(xvy) = f(x>y)

ko(z,y; h) = f(x + ph,y + phk)

Tenemos ahora tres pardmetros a, oo y (4 a nuestra disposicion, y podemos intentar elegir

para maximizar el orden. Una forma sistemdtica de determinar el orden maximo p es
. 1 (. . ..

expandir ambos ®(z,y; h) y E[u(m + h) — u(z)] en términos de h, y unir tantos términos

como podamos.
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Para expandir ®, necesitamos la expansion de Taylor,

Pt D,y y) = [+ ot A4 Faa DV 42y A Byt () Fy( D)

(1.7)
donde f, denota la jacobiana de fy f,, = | ;y] el vector de la matriz hessiana de f (para
un estudio mas detallado, ver [21]). En (I.7), tomamos Ax = ph, Ay = phf. Entonces,

se tiene:

ka(x,y;h) = f+ ph(fo + fuf ) + %,UJQhQ(fzx + 2fayf + [ L)+ O (18)
Similarmente
1 / 1 " 1 2 1 3
E[u(:t +h) —u(z)] =u'(x) + §hu (x) + éh u”(x) + O(h?) (1.9)

donde

W)= = Lo+ £,

u"(x) = P = {104+ f10f
= fa:a: + fmyf + fyfx + (fxy + (fyf)y)f
= Joaw + 2fuyf + [T fyuf + Fy(fa + Fu )

y donde, en la dltima ecuacién hemos usado:

(Fol)uf = 1 fyf + 131

Ahora

(i) = anky + asks — 1 u(z + h) — u(z)]
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donde sustituimos las expansiones (1.8) y (1.9). Encontramos:

1 1

T(z,y;h) = (1 +ag — 1) f + (OleL — 5) h(fe+ fuf) + %h2 |:Oz2,u2 —3

K(fox 4 2ond + TS = ghlEe+ 18] + O

Por lo tanto, se obtiene p = 2, siempre y cuando:

ap+as =1

1

Qofl = —

2/ 5

Esto tiene una familia de soluciones de un pardmetro,
] = 1— (0%)
p=-—, (g # 0, arbitrario)
) . . 1

En el caso que a; = 1 se obtiene el método de Euler mejorado y cuando oy = 3 se
obtiene el Método de Heun. Hay otras elecciones naturales; uno de ellos seria la funcion

de error principal

T(r,) = 5 [(— - %) (et 2o + 7 ) = Sl + fu)

vemos que consiste en una combinacion lineal de dos agregados de derivadas parciales.

4. Método de Runge Kutta

Los métodos de Runge Kutta son una extension directa de los métodos de dos etapas

a métodos de r-etapas, las cuales se definen de la siguiente forma:

Oz, y;h) = Y ks
s=1

s—1
ks(z,y;h) = f<x+ush,y+h2)\5jk:j>, s=2,3,...,r
j=1
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Es natural imponer en (I.10) las condiciones

s—1 T
[hs :Z)‘Sj’ §=2,3,...,1; Zas =1,
j=1 s=1

donde la dltima no es mds que la condicién de consistencia. Llamamos a (I.10) un método
explicito de Runge Kutta en r-etapas. De manera mas general, podemos considerar el

método implicito de Runge Kutta de r etapas:
O,y h) = Y adks(z,y;h)
s=1

ks(x7y7h) = f<x+ﬂsh>y+hz)\sjkj>a5:1»2>---7T7

i=1

en el que las ultimas r ecuaciones forman un sistema de ecuaciones (en general no li-
neales) con incégnitas ki, ko, . .., k.. La razén de los métodos implicitos es que no solo
pueden tener un orden mas alto que los métodos explicitos, sino que también tienen me-
jores propiedades de estabilidad.

En el afio 1901, Kutta demostré que el orden del método explicito de Runge Kutta de

r-etapas es r. Por ejemplo, el método de Runge Kutta explicito de orden p = 4 es dado:

1
(13(1’, Y, h) = é(kl —+ 2]{}2 + 2l£3 + k4)
k1($7y) = f(xay)

1 1
k2<x>y>h) = f($+—h7y+—hk1>

2 2
1 1
ks(z,y;h) = f (95 + 5}%1/ + §hk2>

ka(z,y;h) = f(z+h,y+ hks).
B. Descripcion global de los métodos de un paso

Pasamos ahora a la solucién numérica del problema de valor inicial (I.1) con los méto-

dos de un paso desarrollados en la seccién anterior. Para ello, definamos una cuadricula
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en el intervalo [a, b] como un conjunto de puntos {z, }_, tal que:
a=2g<T1<--<xN_1<TN=D,
con longitud de malla h,, definido por:
hy =2pe1 — 2y, n=0,1,... N —1.

Se define la norma de la malla como:

|h| = méax h,.
0<n<N-1
A menudo, usamos la letra h para designar la coleccién de longitudes h = {h,}. Si
h—
hi = hy = -+ = hy_1 = Ta’ llamaremos malla uniforme, en otro caso, malla no

uniforme. Un vector v = {v,}, v, € R, definido sobre la malla de [a, b] es llamada una
funcién malla. Asi, v, es el valor de v un punto de malla z,,. Cada funcién v(x) definido
sobre [a, b] induce una malla de restriccion. Denotemos el conjunto de funciones malla

[a, b] por T'y[a; b] y para la funcién malla v = {v,,} se define la norma:

lolloo = méx l[oall, v € Tnla,d]. (L11)

Dado una secuencia {®,,} el método de un paso procede como sigue,

Tp+1 = Tp + hna
(I.12)
Unt1 = Up+ hy@p(zp, upshy), n=01,...,N—1,

donde zq = a, ug = yo. Ahora, introducimos un operador Ry R}, sobre C'[a, b] y ';[a, b],

respectivamente. Estos son los operadores residuales

(Rv)(z) = V'(z) — flz,v(x)), ve Ca,b], (I.13)
(Rpv)n, = hi(vnﬂ —vp) — P(xy, v hy), n=0,1,....N—1;
v = {v,} € Tyla,b]. (I.14)
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Entonces, el problema de valor inicial y el método un paso es dado por:
Ry = 0, sobre [a,b], y(a) = yo,
Ryu = 0, sobre [a,b], ug = yo.

Luego, efectivamente la solucién referente «(¢) coincide con la solucién y(t), y

(Rhy)n = hin[y(xmi—l) - y(xn)] — Dz, y(zn); hin) = =7 (20, y(T0); hn)-

Para mas detalles, ver [12].

1. Estabilidad

La estabilidad es una propiedad solamente del esquema numérico (I.12) y a priori no
tiene nada que ver con su poder de aproximacion. Caracteriza lo fuerte de un esquema
con respecto a pequefias perturbaciones.

Definimos la estabilidad en términos de un operador discreto residual R, en (I.14). Como
es usual, asumimos ®(z, y; h) definido sobre [a, b] x R™ x [0, ho|, donde hy > 0 es algin

nimero positivo adecuado.

Definicion 14. El método (1.12) es llamado estable sobre [a,b] si existe una constante
K > 0 que no depende de h, tal que para una malla arbitraria h sobre [a,b|, y para dos

funciones malla arbitrarias v,w € T';[a, b, se mantiene
v — w0 < K(||lvo — wol| + || Ry — Rpw||o), v, w € T'yla, b, (I.15)

para todo h con |h| suficientemente pequerio. En (I.15), la norma infinita para una funcion

malla es la norma definida en (1.11).
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Referimos a (I.15) como la desigualdad estable. Supongamos que tuviéramos dos fun-

ciones mallas u, w satisfaciendo

Rhu = 0, Uo = Yo (116)

Ryw = €, wy = yo + 10, 1.17)

donde € = {¢,,} € I';[a, b] es una funcién malla con ||¢, ||, pequefio, y ||vo|| es también pe-
quefio. Podemos interpretar u € I'j,[a, b] como el resultado de aplicar el esquema numéri-
co (I.12) como buena aproximacién, mientras w € I';[a, b] podria ser la solucién de (1.12)

en la aritmética de punto flotante. Entonces, si se mantiene la estabilidad, tenemos

[ = wlloo < K([lroll + llello),

es decir, el cambio global en u es del mismo orden de magnitud como el error residual
{€n} y error inicial v, debe ser despreciado. Sin embargo, la primera ecuacién en (1.17)
dice que wy, 11 — w, — hp,®(z,y; hy) = hpén, lo que significa que los errores de redondeo

deben ir a cero cuando |h| — 0.

Teorema 6. Si O(x,y; h) satisface la condicion de Lipschitz con respecto a la variable v,

ademds:

[ (2, y; h) — @(z,y% h)|| < Mlly —y*[|, sobre [a,b] x R™ x [0, ho,

entonces el método (1.12) es estable.

La demostracién de este teorema recae del siguiente resultado.

Lema 2. Sea {e, } una secuencia de niimeros e,, € R satisfaciendo

eni1 < apey +b,, n=0,1,... . N —1,
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donde a,, > 0yb, € R. Entonces

n—1 n—1 n—1
enSEn,En:<Hak>eo+ (H al>bk, n=0,1,...,N.

k=0 k=0 \l=k+1

Para la demostracioén, ver [12].
Lema 3. Sea v € I'y[a, b] satisfaciendo
Upnt1 = Up + hp(Ayv, +b,), n=0,1,... ., N —1,

donde A,, € R"*", b, € R", y h = {h,} es una malla arbitraria sobre [a,b|. Suponiendo
que

HAnHSM, anH§5, n:O,1,2,,N—1

donde las constantes M y ¢ no dependen de h. Entonces existe una constante K > 0

independiente de h, pero dependiente de ||vo||, tal que

[]]c < K-

2. Convergencia

La estabilidad es un concepto bastante poderoso, implica una convergencia casi inme-
diata y también es fundamental para derivar estimaciones de errores globales asintéticos.

Definimos la convergencia de un método de un paso de la siguiente manera.

Definicion 15. Sea a = z9 < 77 < 3 < -+ < xx = b una malla sobre [a,b] con
longitud de malla |h| = 1r<na<>§v(xn — Xp_1). Sea u = {u,} una funcion malla definida

aplicando el método (1.12) sobre [a,b] y la funcion malla y = {y,} inducida por la
solucion exacta del problema de valor inicial (1.1). El método (1.12) se dice que converge
sobre [a, b] si

|lu — ylleo — 0, cuando |h| — 0.
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Teorema 7. Si el método (I.12) es consistente y estable sobre [a, b], entonces este conver-

ge. Ademds, si O tiene orden p, entonces:

lu — ylloo = O(|h|P), cuando |h| — 0.

3. Error global asintético

Asi como la funcién de error principal describe la contribucién principal al error
de truncamiento local, es de interés identificar el término principal en el error global
U, — y(x,). Para simplificar las cosas, asumimos una longitud de cuadricula constan-
te h, aunque no seria dificil tratar con longitudes de cuadricula variables de la forma
hn, = O(z,)h, donde O(z) es continuo por partes y 0 < O(z) < 0, paraa < x < b. Asi,
consideramos el método de un solo paso

Tpy1 = Tpth,
Upr1 = Up+ hP(zy,unsh), n=0,1,...,N—1,
To = @, Uo = Yo,
definiendo un funcién malla v = {u,} sobre una malla uniforme en [a, b]. Estamos in-
teresados en el comportamiento asintético de u,, — y(z,,) cuando h — 0, donde y(z) es la

solucion exacta del problema del valor inicial

d
= f@y), a<a<b, yla) = . (1.18)

Teorema 8. Asumamos que
1. ®(x,y;h) € C? sobre [a,b] x R™ x [0, ho).

2. ® es un método de orden p > 1 admitiendo una funcion de error principal T'(x,y) €
C sobre [a,b] x R™.
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3. e(x) es la funcion lineal del problema valor inicial

de
= hlwy@)e+ T(ay@), a<z<b
(I1.19)
e(a) = 0.
Entonces, paran = 0,1,..., N,
U, — y(x,) = e(x,)h? + O(RP™), cuando h — 0. (1.20)
Para la demostracion, ver [12]. Veamos algunos comentarios del teorema.
= El significado del resultado es:
|u —y — hPellc = O(hP*h), cuando h — 0,
donde y, e y u son funciones mallas v = {u,}, v = {yn}, e = {e(x,)} y || - || €8

la norma definida por (I.11).

= Ya que por consistencia ®(z,y;0) = f(x,y), asumimos que el inciso 1 del teorema
8 implica que f € C? sobre [a, b] x R™, el cual es mds que suficiente para garantizar

la existencia y unicidad de la solucién e(x) sobre el intervalo [a, b].

= El hecho de que algunas, pero no todas, las componentes de T'(x, y) puede desapa-
recer no implica que las componentes correspondientes de e(z) también desaparez-

can, ya que (I.19) es un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales.

4. Estimacion del error global

La idea de nuestra estimacion es integrar la “ecuacion variacional” (I1.19) junto con la

ecuacion principal (I.18). Dado que necesitamos e(x,,) en (1.20) solo con una precision
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de O(h) (cualquier término de error O(h) en e(x,,), multiplicado por h?, es absorbido
por el término O(h?™!)), podemos usar el método de Euler para ese proposito, el cual

proporcionard la aproximacion deseada v,, =~ e(x,,).
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Teorema 9. Asumamos que
1. ®(z,y; h) € C? sobre |a,b] x R? x [0, hy),

2. ® es un método de orden p > 1 admitiendo una funcion de error principal T'(z,y) €

Clen [a,b] x R™.

3. una estimacion r(x,y; h) es permitida para una funcion de error principal que

satisface

r(z,y;h) = T(z,y) + O(h), h—0,
uniformemente sobre [a,b] x R",

4. alo largo de funcion malla v = {u,} generamos la funcién malla v = {v,} de la

siguiente manera,

Tpy1 = In+h7

Upy1 = Up + h(p(xna Un; h)a

Up+1 = Up + h[fy(xm un)vn + T(an, Unp; h)],
To = a,up = Yo,vo = 0.
Entonces, paran = 0,1,..., N, se tiene u, — y(x,) = v,h? + O(hP™) cuando

h — 0.

Para la demostracion, ver [12].
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C. Estimacion del error de truncamiento

1. Extrapolacion local de Richardson

Esto funciona para cualquier método de un paso @, pero generalmente es considerado

caro. Si @ tiene orden p, el proceso es el siguiente:
yn = y+he(z,y;h),

1

Yn = Yn2t %h@ (95 + %h>yh/2; %h) .
Notemos que y;, es el resultado de aplicar @ sobre dos pasos consecutivos de longitud %h,
mientras y, es el resultado de un aplicacion sobre la longitud de paso h.
Abhora, verificamos que r(x, y; h) en (I.21) es un estimador aceptable. Para esto, necesita-

mos asumir que T'(x,y) € C! sobre [a,b] x R". En términos de solucion referente u(t) a

través (z,y), tenemos

1
P(w,y;h) = plu(z +h) = u(@)] + T,y + O(R). (122)
Por lo tanto,
1 1 1 1 1
Fon=30) = 3= )+ B — 50 (4 g ph)

1 1 1 1 1
= O(z,y;h) — 5‘1) (%% §h) - 5(1) (I + §h,yh/z; §h) .
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Aplicando (I.22) a cada uno de los tres términos del lado derecho, encontramos

S =) = plule + B) = ul@)] + Tz, gk + O

b3t () v
_%hi/z [u(ZL’ +h) —u <x + %h)]

i (x oy o<h>) (%h)

FORPMY) = T(x, ) (1 — 277)RP + O(hPHL).

Consecuentemente,

—(yn —ypp) = T(z,y)h* + O(h"*1) (1.23)

entonces la estimacion requerida es dada por

1 1

@,y h) = 75 7 (n = Uh)-
Restando (1.23) de (I1.22) tenemos:
o ch)=2a® +h L 1 :
($7y7 )_ ($aya )_ 1_2,pﬁ(yh_yh)

y asi, se define un método de un paso de orden p + 1.

El procedimiento en (I.21) es bastante costoso. Para un proceso de Runge-Kutta de cuarto
orden, requiere un total de 11 evaluaciones de f por paso, casi tres veces el esfuerzo para
un solo paso de Runge-Kutta. Por lo tanto, la extrapolacion de Richardson normalmente

se usa solo después de cada dos pasos de @, es decir, se procede segun:
yn = y+h®(z,y;h),
Yo = Yn+h®(x+ h,yn; h), (1.24)
Yor, = Y+ 2h®(z,y;h).
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Entonces, de (1.23) resulta:

1 1

S 1) it V2~ Yan) = (@) +O(h),

asi, la expresion del lado izquierdo es un estimador aceptable 7(z, y; k). Si los dos pasos
en (I1.24) producen una precisiOn aceptable, entonces nuevamente para un cuarto proceso
de Runge-Kutta de orden 4, el procedimiento requiere solo tres evaluaciones adicionales
de f, ya que y;, y yop, tendria que calcularse de todos modos. Mostramos, sin embargo,

que todavia hay esquemas més eficientes.

2. Métodos integrados

La idea basica de este enfoque es muy simple: si el método dado ® tiene orden p,

tomando algin método de un paso ®* de orden p + 1 y definimos:
1 *
r(a,yih) = (@ (2, y:h) = (2, y: b)) (1.25)

Esto es, en efecto, un estimador aceptable, como sigue restando las dos relaciones

D,y h) — Lol + ) —u(@)] = Tz gk + O,
(2, h) = plule + 1) —u(z)) = O

y dividiendo el resultado por A”.
La parte dificil es hacer que este procedimiento sea eficiente. Siguiendo una idea de Fehl-
berg, se puede intentar hacer esto incorporando un proceso de Runge-Kutta (de orden p)

en otro (de orden p + 1). Especificamente, sea ¢ algin método explicito de Runge-Kutta
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en r-etapas,
kl(ma y) = f(xay)a

s—1
ks(z,y;h) = <x+,ush,y+hz>\sjkj>, s=2,3,...,r,

j=1
T
O(x,y;h) = E agks.
s=1
Entonces, para ®* escogemos un proceso r*-etapas similar, con r* > r, de tal manera
que:

Ps = Jhs, Ngj = Agj, Paras =2,3,...,7.

Luego, la estimacién (I1.25) cuesta solo r* — r evaluaciones extras de f. Si r* = r + 1,

podriamos incluso intentar guardar la evaluacion adicional seleccionando (si es posible)
prr =1, A\w; =ay, paraj=1,2....7" = 1(r* =r+1).

Entonces, en efecto, k.« serd idéntica con k; para el siguiente paso.
Fehlberg desarroll6 pares de formulas (p, p 4+ 1) de Runge-Kutta integradas de este tipo a

fines de la década de 1960. Para mas detalles, ver [12].

D. Control del paso

Cualquier estimacién r(z,y; h) de una funcién error principal 7'(z,y) implica una
estimacion
her(z,y; h) = 7(x,y; h) + O(hPTh)
para el error de truncamiento, se puede utilizar para monitorear el error de truncamiento
local durante el proceso de integracion. Sin embargo, hay que tener en cuenta que el error
de truncamiento local es bastante diferente del error global, el error que realmente se
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quiere controlar. Para obtener mas informacion sobre la relacion entre estos dos errores,
veamos el siguiente teorema, que cuantifica la continuidad de la solucién de un problema

de valor inicial con respecto a los valores iniciales.

Teorema 10. Sea f(z,y) continua en x para a < x < by satisfaciendo una condicion de
Lipschitz uniforme sobre |a,b] x R™ con constante de Lipschitz L. Entonces el problema

de valor inicial

;l_y = f(z,y), a <z <,
v (1.26)
y(C) = Ye,

tiene una nica solucion sobre |a,b| para cualquier ¢ con a < ¢ < by para cualquier
Y. € R™. Sea y(x, s) e y(x; s*) las soluciones de la ecuacion diferencial correspondiente

ay. = sey. = s*, respectivamente. Entonces, para cualquier vector norma || - ||,
ly (s s) — yla;s7)|| < eX||s — 5%

Resolver numéricamente el problema de valor inicial dado por (I.18) mediante un
método de un paso (no necesariamente con un paso constante) en realidad significa que se
tiene que seguir una secuencia de pistas de solucidn, en la que en cada punto de la malla
x, se salta de una pista a la siguiente. Luego, por una cantidad determinada por el error de
truncamiento en x,,. Esto es asi por la propia definicion de error de truncamiento, siendo

la solucién de referencia una de las pistas de solucion. Especificamente, la enésima pista,

n=20,1,..., N, es dado por la solucién del valor inicial del problema
doy,
di = flz,v,),z, <x <D,
v (1.27)
Un(xn) = Up,

Up+1 = Un(xn+1> + hnT(xna Un; hn)7 n = 07 17 tr N -1
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Desde que (I.27) tenemos ;41 = U,+1(Zn41), podemos aplicar el teorema 10 a la solu-
Cion v, 41 Y Uy, dejando ¢ = Tyy1, S = Upt1, ST = Upy1 — AT (Tp Un; hy), y 1a solucion

obtenida
Vni1 () = vn(2)]] < hnel® =17 (2, wn; hn) ||, = 0,1,..., N — 1. (1.28)

Ahora

i

[Un41(7) — v ()] = vn(2) — vo(2) = vn(T) — Y(T), (1.29)

Il
=)

n

y desde que vy (zy) = uy, dejando = = x, obtenemos de (1.28) y (1.29) que

N-1 N-1
luy = y(@n)l <D vn (@) = oa(@)]] <7 Bz (2, 105 b))
n=0 n=0

Por lo tanto, si hacemos que:

17 (0, tns h)| < €7, n=0,1,2,... . N =1, (1.30)
entonces
N-1
||Un - y(:EN>|| S €T Z($n+1 — l’n)eleN_mn+1 .
n=0

Interpretando la suma del lado derecho como una suma de Riemann para una integral

definida, finalmente obtenemos, aproximadamente,

b
luw — y(an)l| < er / 072 dy = LM 1)

Asi, conocer una estimacion de L permitird establecer un e apropiado. Normalmente,

L

T = Lb-a) _ 10

1.31)

garantiza un error |[uy — y(xy)|| < €. Lo que vale para toda la malla sobre |[a, b], por

supuesto, se mantiene para cualquier malla de un subintervalo [a,x], a < x < b. Asi,
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en principio, dada la precision deseada e para la solucion y(z), podemos determinar una

tolerancia leve local ey (1.31) y lograr la precision deseada manteniendo el error de trun-

camiento local por debajo de e7. Notemos que cuando . — 0 tenemos e — . Este

—a

valor limite de ey seria apropiado para un problema de cuadratura, pero definitivamente
no para un verdadero problema de ecuaciones diferenciales, donde e, en general, debe
elegirse considerablemente menor que la tolerancia del error objetivo e.

Consideraciones como estas motivan el siguiente mecanismo de control de pasos, donde

cada paso de integracién (de x, 0 x,.1 = x,, + h,) consiste en lo siguiente:

1. Estimacién de h,,.

2. Célculo de uy, 11 = ty + hy@(xp, n; hy) y 7(20, s ).

3. Test h2 || (zp, un; ha)|| < ery (1.30).

Si pasa la prueba, continde con el siguiente paso; sino, repita el paso con h,, mds

pequeio, hasta que pase la prueba.

Para estimar h,,, asumimos primero que n > 1, de manera que el estimador de los
pasos previos, 7(z,_1,Un_1; hn_1), s factible. Entonces, despreciamos los términos de
O(h),

1T (@n1, un—)l| = lr(2n—s, tun—s; hon )l

y desde que T'(z,,, u,) = T(Tp_1, Up—_1). Asimismo:

17 (@, wn )| 2 [l (2015 A1)

Lo que queremos es:
1T (2, un) || 7y = Ber,
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donde 0 es el factor de seguridad, es decir, § = 0,8. Eliminando 7'(x,,, u,, ), encontramos:

h, ~ { Oer }1/P
" Hr(xnflaunfl;hnfl)H

Del paso anterior, tenemos h? . ||r(x,_1, un_1;hn_1)|| < €r, asi que:

hy > 0YPh,_y,

y la tendencia es aumentar el paso.

. . . . ., “ e . 0 .
Si n = 0, procedemos similarmente, usando una condicion inicial h((J ) de hy y asociando

ar(xo, Yo; h(()o) ) obtenemos:

1/p

(1) QET
ho” = ©)
(0, yo; hy )|

El proceso puede repetirse una o dos veces para obtener la estimacién final hg y |7 (o, yo; ho)||-

E. Problemas de rigidez

Aunque no existe una definicion aceptada de ecuaciones diferenciales rigidas, una
caracteristica de estos problemas de rigidez es el cambio “brusco” en la solucién de la
ecuacién diferencial. Esto se manifiesta matemdticamente en la matriz jacobiana de f,
que tiene valores propios con partes reales negativas muy grandes junto con otras de mag-
nitud normal. Los métodos numéricos estandar no pueden hacer frente a tales soluciones
a menos que utilicen longitudes de paso largos. Lo que se necesita son métodos que dis-
fruten de una propiedad de estabilidad especial denominada A-estabilidad.

Introducimos este concepto en el contexto de sistemas homogéneos lineales de ecuaciones

diferenciales con matriz de coeficientes constantes, esto es

d
% = Ay, 0< 2z < +oo, y(a)=1yo, (132)
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donde A € C™*" es una matriz constante de orden n.

Los problemas de valor inicial para los que es probable que esto se presente reciben el
nombre de ecuaciones rigidas y son bastante comunes, de modo especial en el estudio de
vibraciones, reacciones quimicas y circuitos eléctricos.

A continuacién presentaremos dos ejemplos de problemas rigidos para el caso lineal dado

en [3] y no lineal, dado en [7].

Ejemplo 1. El problema de valor inicial:

1
u) 9 24 Uy 5cos(t) — 3 sen(t)
- + X
ul —24 —51 U —9cos(t) + 3 sen(t)
. . 4 2 : o
con condiciones iniciales u,(0) = 3 uz(0) = 3 el cual tiene solucion unica:

1
2e 3 — 739 4 — cos(t)
u(t) = 3

1
—e 3t 4 273 — 3 cos(t)

Se puede observar que el término e~ en la solucion causa que este problema sea

rigido. Observemos los resultados para h = 0,1 en la tabla I que son catastrdficos.
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Tabla I: Resultados numéricos del método Runge Kutta, con h = 0,05y h = 0,1.

yi(t) yi(t) ya(t)  ya(t)

t w() h=005 h=0,1 us(t)  h=005 h=01
0.1 1.793061 1.7112219 -2.645169 -1.032001 -0.8703152 7.844527
0.2 1.423901 1.414070 -18.45158 -0.8746809 -0.8550148 38.87631
0.3 1.131575 1.130523 -87.47221 -0.7249984 -0.7228910 176.4828
0.4 0.9094086 0.9092763 -934.0722 -0.6082141 -0.6079475 789.3540
0.5 0.7387877 0.7387506 -1760.016 -0.5156575 -0.5155810 3520.00
0.6 0.6057094 0.6056833 -7848.550 -0.4404108 -0.4403558 15697.84
0.7 0.4998603 0.4998361 -34989.63 -0.3774038 -0.3773540 69979.87
0.8 04136714 0.4136490 -155979.4 -0.3229535 -0.3229078 311959.5
0.9 0.3416143 0.3415939 -695332.0 -0.2744088 -0.2743673 1390664
1.0 0.2796748 0.2796568 -3099671. -0.2298877 -0.2298511 6199352

Nota: Tomado del Burden [3].

Ejemplo 2. Consideremos el problema rigido de valor inicial dado por:

Ill = —0,013371 — 1000I1I3, 131(0) = 1,
xy = —2500223, z2(0) =1,
ry = —0,013z; — 10002125 — 25002923, x3(0) =0,

donde el jacobiano de f, tiene valores propios reales, como por ejemplo para t = 0 sus
valores propios son 0, —0,0093 y —3500.

Observemos los resultados para h = 0,0001 en la tabla Il que son como sigue:
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Tabla II: Resultados numéricos del método Runge Kutta, con 4 = 0,0001 y ¢ = 1.

Solucidn exacta | Solucidn numérica

T 0,99073192 1,47412957
T 1,00926441 0,52845463
T3 —0,00000367 0,00258421

Estos ejemplos, nos llevan a definir la caracterizacion de una ecuacion rigida de la

siguiente manera.

Definicion 16. Sea la ecuacion diferencial dada por 1.32, esta ecuacion diferencial se
caracteriza por ser un problema rigido cuando los valores propios \; de A son tales que,
Si

max |Re(\;)| > Iin |Re(\;)|

1<j<n

para al menos un par de valores propios de modulo grande.

Definicion 17. La ecuacion diferencial dada por 1.32 se caracteriza por ser un problema
altamente oscilatorio cuando los valores propios \; de A son puramente imaginarios,
Aj = wj + vy, y ademds pi; < 0 para todos los j,

max |u;| > min |y, | << |y

1§j§n|luj| 1§j§nm]‘y|ﬂjl v

para al menos un par de valores propios de modulo grande.

A continuacién veamos el estudio de la A-estabilidad para ecuaciones diferenciales

lineales y algunos métodos A-estables.
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F. A-Estabilidad

Supongamos que la matriz A tiene valores propios en el semiplano izquierdo, es decir,
Re(N(A)) <0,i=1,2,....,n (1.33)

donde \;, para v = 1,2,...,n, son los valores propios de la matriz de A. Desde que

A(z—a) egtas decaen cuando

la solucion de la ecuacion diferencial (I.32) es y(x) = yoe
x — 400. Los correspondientes valores propios con partes real negativas muy grandes lo

hace particularmente muy rapido, dando lugar al fenémeno de la rigidez.

En particular, para la solucién y(z) de (1.32), tenemos
y(x) — 0, cuando x — +o0. (1.34)
Veamos ahora el comportamiento de los métodos de un paso:
y(x + h) = y(z) + h®(z,y; h) = Y(hA)y(z), (135)

donde 1) es alguna funcidn, llamada la funcién de estabilidad del método. En lo que sigue
asumiremos que la funcién matriz 1)(hA) esta bien definida; minimamente, requerimos
que v : C — C sea analitica en una vecindad del origen. Desde que la solucién de

A(z—x0)

referencia que pasa por el punto (o, yo) es dado por u(x) = e Yo, tenemos para el

error de truncamiento de ® en (zg, yo)
1 1 hA
7(20, Y03 h) = 7 [y(o + ) — u(zo + h)] = - [(hA) — e*yo.
En particular, el método ® en este caso tiene orden p si y solo si

e” =Y(2) + O(zPT), 2 — 0.
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Esto muestra la relevancia de las aproximaciones a la funcién exponencial en el contexto
de los métodos de un paso aplicados al problema del modelo (1.32).
Desde que la solucién aproximada u = {u,, } del problema de valor inicial (I.32), y supo-

niendo por simplicidad una longitud de malla constante h, es dado por

Un1 = 77Z)(h*’4)un? n = Oa ]-7 27 <oy Uo = Yo,

por lo tanto:

Uy, = (Y(hA))"yo, n=0,1,2,...,. (1.36)

Esto simulara el comportamiento (I.34) de la solucion exacta si y solo si

Ifm ((hA))" = 0. (1.37)

n—oo

Una condicién necesaria y suficiente para que se cumpla (I.37) es que los valores pro-
pios de la matriz ¢)(hA) estén estrictamente dentro del circulo unitario. Esto a su vez es
equivalente a:

|Yv(hA;(A))] <1, parai=1,2,...,n,
donde \;(A) son los valores propios de A. En vista de (I.33), esto da lugar a la siguiente

definicidn.

Definicion 18. La region R de estabilidad absoluta para un método de un paso ® segiin
(1.35) es

R ={hA € C | |p(h)\)] < 1}

Definicion 19. Un método de paso ® es llamado A-estable si la funcion estabilizadora 1)

asociada con P segiin (1.35) es definida en el semiplano complejo izquierdo y satisface

|1 (2)| < 1, para todo z con Re(z) < 0. (1.38)
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Nos vemos conducidos al problema de construir una funcién 1), el cual sea analitica
en el semiplano izquierdo, se aproxime bien a la funcién exponencial cercano al origen, y
satisfaga (I.38). Una herramienta importante para la determinacién de una funcién estabi-
lizadora es la aproximacion de Padé a la funcién exponencial.
A continuacién, veamos el estudio de las aproximaciones de Padé a la funcién exponen-

cial que es fundamental en la construccion de métodos de un paso A-estables.

G. Aproximacion de Padé

Para toda funcién analitica g(z) en una vecindad de z, se define estas aproximaciones

de Padé como sigue.

Definicion 20. La aproximacion de Padé R[n,m](z) de la funcion g(z) es la funcion

racional

Rlm,nl](z) = P PeP,, QelP,, (1.39)

(2)’

O

satisfaciendo

9(2)Q(z) — P(2) = O(z"™""*) cuando » — 0. (1.40)

donde P, y IP,, son los conjuntos de polinomios de grado m y n respectivamente. Es
conocido que la funcién racional R[m,n] es inicamente determinado por esta definicion,
aunque en casos excepcionales Py () pueden tener factores comunes. Si este no es el caso,
es decir, P y () son irreducibles sobre los nimeros complejos, asumimos sin pérdida de
generalidad que Q(0) = 1.
Nuestro interés aqui es la funcién g(z) = e*. En este caso, P = P[m,n|y Q = Q[m,n|

en (1.39) y (1.40) pueden ser determinado.
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Teorema 11. La aproximacion de Padé R[m,n] de la funcion exponencial g(z) = e* es
dado por
oml(n 4+ m— k)P
P = [.41
[m, nl(2) ;(m—k)!(ner)!k!’ @41
- l(n+m — k)!zF
- —1)k . 142
@lm, nl(2) ko( ) (n — k)!(n + m)!k! (142
Ademds,
Pim,n|(z)
eF — ’ — Cn m2n+m+1 + . ’
Q[m, n](z) ’
donde
n!m!
om = (—1)" .
Cn, (=1) (n+m)!l(n+m+1)!
Demostracion. Ver [3]y [12]. O

La aproximacién de Padé de la funcién exponencial tiene algunas propiedades muy

utiles e importantes. Enunciaremos los de interés en relacion con la A-estabilidad.

1. P[m,n](z)

Q[n, m](—z), el numerador polinomial es el denominador polino-

mial con indices intercambiados y z reemplazada por —z. Esto refleja la propiedad

1/e* = e~* de la funcién exponencial. La prueba sigue inmediatamente de (1.41) y

(1.42).

2. Paracadan = 0,1,2,... todos los ceros de Q[n, n| tienen parte real positiva, ver

[12].

3. Paratodot € R,yn =0,1,2,... se mantiene

P[n,n|(it)

m\zl

En efecto, por la propiedad 1, se tiene P[n, n](it) = Q[n, n(it).
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4. Se mantiene

P 1i(2t
' [n;n+ ](Z) <1’ parateR’t?éO’n:O,172’....

Q[n,n + 1](it)

5. Paracadan = 0,1,2,... todos los ceros en Q[n + 1, n] tienen parte real positiva.

6. Una funcidn racional R satisface |R(z)| < 1 paraRe (z) < 0 siy solamente si R es
analiticaen Re (2) < 0y |R(z)| < 1paraRe () = 0.

Si |R(z)] < 1enRe(z) < 0, no puede haber un polo en Re (z) < 0oen z = oc.

Por continuidad, por lo tanto, | R(z)| < 1 sobre Re (z) = 0.

Luego, R tiene que ser analiticaenRe (2) < 0yen z = co. Claramente, lim |R(z)| <
Z—00

1y |R(z)| < 1 sobre el eje imaginario, entonces, por el principio de maximidad, se

cumple |R(z)| < 1 paraRe (2) < 0.

7. Como un corolario de la propiedad 6, enunciamos las siguientes propiedades.

Paracadan =0,1,2,..., setiene
Pln,n|(z)
Q[n, n](2) <1, para Re(z) <0 (1.43)
Pln+1,n)(z)
‘Q[n )| < 1, paraRe(z) <0,z #0. (1.44)

Teorema 12. Si la funcion 1 asociada con el método de un solo paso ® segiin (1.35) es
la aproximacion de Padé 1(z) = Rln,nl|(z) de €, o la aproximacion de Padé )(z) =

Rin+1,n](z)dee*, n=0,1,2,..., entonces el método ® es A-estable.

Ejemplo 3.

1. Método de Euler implicito: Este es un método de solo paso definido por

Up+1 = Up + hf(anrla unJrl)-
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Este requiere, en cada paso, la solucion de un sistema de ecuaciones no lineales
para u, 1 € R™ En el caso del modelo (1.26), se convierte a u, 1 = u, + hAu, 1
y puede ser resuelto explicitamente como u, 1 = (I — hA)  u,. Asi, la funcion

asociada 1) aqui es

1
= =1 24 ...
P(2) T +z4+z24

la aproximacion de Padé R|[1,0](z) de la funcion exponencial e*. Desde que 1) (z) —

e* = O(2?) cuando z — 0, el método tiene orden p = 1y por el teorema 12 es

A-estable.

. Regla trapezoidal: Aqui, tenemos que:

1
Upt1 = Up + §h[f(xnv Up) + f(37n+1> un+1)]>

de nuevo una ecuacion no lineal en ., 1. Para el problema (1.32), este se convierte

en:

1 1
Up41 = (I + §hA) Up + §hAun+1>

1\ 1
por lo tanto u, 1 = ([ — §hA) (I + §hA) Up, ¥

1+
=1

N =

z 1 1
=1l+z+-2"+-2"+.

() P 2 1

N[ =

Este es la aproximacion de Padé 1(z) = R|[1, 1](z) de la funcion exponencial e* y

P(z) — e* = O(23). De esta manera, el método es A-estable, pero de orden p = 2.

. Formula implicita de Runge-Kutta: Como se menciona en la seccion (4), donde se

describe el método de Runge-Kutta, tiene una etapa r implicita
O(r,yh) = Y auk(z,y;h)
s=1

r (1.45)
ks = f (:E—I—ush,y—l—hz/\sjkj) ,s5=1,2-- 1

j=1
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es posible demostrar que (1.45) es un método de orden p,r < p < 2r,si f € C? en

[a,b] x R™y
r Lok
D Aty = k=0 L ro L =120 r (146)
7j=1
ia,ﬁ:L k=0,1,--- ,p—1 (1.47)
— SMHs k + 17 Y Y Y *
Para cualquier conjunto de ji; distintos, y para cada s = 1,2, --- ,r, las ecuacio-

—p cuya matriz

nes (1.46) representan un sistema de ecuaciones lineales para { \s; };
de coeficientes es una matriz de Vandermonde no singular. Por lo tanto, se puede
resolver de forma inica para {\s; }. Ambas condiciones (1.46) y (1.47) pueden ver-

se mds naturalmente en términos de formulas en cuadratura. De hecho, (1.46) es

equivalente a

Hs r
/ p(t)dt = Z As;p(j),  paratodop € P,_4
0 s

mientras que (1.47) equivale a:

1 r
/ q(t)dt = Z asq(ps), paratodoq € P,
0 s=1

Sabemos que en la ecuacion anterior podemos tener r < p < 2r. Luego, se puede
obtener una tinica formula de Runge-Kutta en r etapas de orden p = 2r. A conti-
nuacion, se demuestra que los métodos de Runge-Kutta de orden 2r son A-estable.
En lugar del sistema (1.32), también podemos considerar una ecuacion escalar

d

Y\, (1.48)
dx

a la que (1.32) puede reducirse por descomposicion espectral. Aplicando a (1.48),

el ks correspondiente a (1.45) debe satisfacer el sistema lineal

j=1
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esto es (con z = \h),

ko= 2 Agkj=Xy, s=12...r

7=1
Sea

1— Z)\H —Z)\lg —Z)\h«

—Z)\Ql 1— Z)\QQ _Z)\QT»
dT(Z) == 9
2)\r1 —Z/\TQ 1 Z/\T’r

1-— Z)\H 1 _Z/\lr

_Z)\Zl N _Z/\2r
dﬁS(Z) = y § = ]-727 r,

_2)\7*1 e 1 .. 1_Z)\rr

donde la columna de unos es la s-ésima columna del determinante. Claramente, d,

y d, s son polinomios de grado r y r — 1, respectivamente. Por la regla de Cramer,

Ay, s=1,2,---,r

Ast, la funcion ¢ asociada al método ® correspondiente a (1.45) es

d.(2) + z Z asd, s(2)
s=1

drzz)

o) = (1.49)

Vemos que ¢ es una funcion racional del tipo Rr,r| y, el método 1) tiene orden
p = 2r, tenemos

e =p(2) + 0", 20

De ello, se deduce que  en (1.49) es la aproximacion de Padé R|r,r] a la funcion

exponencial €7, y por lo tanto, por el teorema 12, es A-estable.
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4. Método Ehle: Ese es un método que involucra derivadas totales de f

O(x,y;h) = k(z,y;h)
. (1.50)
Eo= ) 0 oo f @ y) = BTN @ + by + hE)]

s=1

También es implicito, ya que requiere la solucion de la segunda ecuacion en (1.50)
para el vector k € RY. Un pequerio cdlculo mostrard que la funcion o asociado

con ® en (1.50) viene dado por

Al elegir este p para ser una aproximacion de Padé a la funcion exponencial €*, ya
sea R[r,r] o R[r—1,r] (haciendo que o, = 0), nuevamente obtenemos dos métodos
A-estables. Este iultimo tiene la propiedad adicional de ser fuertemente A-estable

(o L-estable), en el sentido de que
o(z) >0 como Re(z)— —o0

Esto significa, en vista de (1.36), que la convergencia u, — 0 es n — oo, es
decir, es mds rdpido para componentes correspondientes a valores propios mds a

la izquierda en el plano complejo.

H. Regiones de absoluta estabilidad

Para métodos ® que no son A-estables, es importante saber la regiéon de absoluta
estabilidad.

Da={z€C:|p(z)| <1}
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Si el método @ aplicado al problema del modelo (I.32) se aproxima a una solucién u =
{u,} con nh_}rgo u, = 0, es necesario que h\;(A) € D, para todos los valores propios
Ai(A) de A. Si algunos de estos tienen partes reales negativas muy grandes, entonces
esta condicién impone una restriccion severa en la longitud del paso h, a menos que D4
contenga una gran parte del plano izquierdo. Desafortunadamente, para muchos métodos
clésicos, este no es el caso para el método de Euler, por ejemplo tenemos p(z) = 1 + z.
Por lo tanto:

Da={z€C:|1+z <1},

Im(z)

Figura III: Regiones de estabilidad absoluta para el método de Euler.

y la regidn de estabilidad absoluta es la unidad del disco en C, centrada en —1, como
se muestra en la figura III. De manera mdas general, por la expansion de Taylor de orden
p > 1y también para todo p estado explicito del método de Runge-Kutta de orden p, con
1 < p <4, setiene:

11 1
p(2) =1+ 2+ 52 ot (L51)
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-10 -8

-6 -4

Figura IV: Regiones de estabilidad absoluta para métodos de p-orden con 1) como en

IL51p=1,2,3,...,21.
Adaptado de [12].

Para calcular la linea de contorno |p(z)| = 1, que delimita la regién Dy, se puede
encontrar una ecuacion diferencial para esta linea y usar un método de un paso para resol-
verla. Es decir, podemos usar un método v para analizar su propia regioén de estabilidad:
un caso de autoandlisis, por asi decirlo. Los resultados para ® en (I.51)yp=1,2,...,21
son representados en la figura IV. Debido a la simetria, solo las regiones en la parte supe-
rior se muestran semiplanos.

En el caso del método trapezoidal, tenemos que su funcion de estabilidad es 1(z) =

2+ 2z .. . . .
5 Por lo tanto, su region de estabilidad absoluta son semiplanos izquierdos comple-

jos, como se muestra en la figura V, con lo que tendremos que es un método A-estable.

<1},

2
DA:{ZGCS‘Q—i_Z

—Z
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Im(z)

Figura V: Regiones de estabilidad absoluta para el método trapezoidal.
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II1. Métodos numéricos para calcular la

raiz cuadrada de una matriz

El calculo de la raiz cuadrada de una matriz es un problema fundamental en el &mbito
del élgebra lineal y tiene importantes aplicaciones en diversas dreas, como la teoria de
control, la estadistica y la fisica. Este capitulo se centra en los métodos numéricos de-
sarrollados para abordar este desafio, explorando tanto su evolucién histérica como su
aplicacidn préctica en situaciones modernas.

Comenzaremos con una revision de la evolucion de los métodos para calcular la raiz cua-
drada de una matriz, proporcionando un contexto que resalte el progreso en esta area. A
continuacion, se discutird la naturaleza de la raiz cuadrada de una matriz, analizando sus
propiedades y el significado que tiene en el contexto de operaciones matriciales.

El nicleo del capitulo se dedicard a los métodos numéricos especificos para determinar la
raiz cuadrada de una matriz. Se abordara el método de Newton, uno de los enfoques mds
utilizados, junto con una discusién sobre su convergencia y estabilidad, aspectos criticos
para garantizar resultados precisos y fiables. Ademas, se presentardn otros métodos alter-
nativos, proporcionando una comparacion que permita evaluar sus respectivas ventajas y

desventajas.
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La seccion sobre teoremas de convergencia ofrecerd un andlisis riguroso de las condicio-
nes bajo las cuales los métodos propuestos convergen, asegurando que el lector compren-
da los fundamentos tedricos que sustentan estos procedimientos. También se examinaréa la
estabilidad de los algoritmos, un factor crucial en el tratamiento de problemas numéricos,
especialmente en el caso de matrices que pueden presentar caracteristicas desafiantes.

Por ultimo, se introduciré un dlgebra aproximada de la matriz exponencial para problemas
rigidos, destacando su relevancia en la computacion eficiente y en la resolucion de siste-
mas de ecuaciones diferenciales. Este capitulo proporcionara las herramientas necesarias
para entender y aplicar los métodos numéricos en el célculo de la raiz cuadrada de una

matriz, sentando las bases para futuras investigaciones y aplicaciones en este campo.

A. Evolucion de los métodos

1. Métodos clésicos: Inicialmente, los métodos para calcular la raiz cuadrada de una
matriz se basaban en técnicas analiticas y algebraicas, como la diagonalizacion y
la factorizacion de matrices. Aunque estos métodos eran efectivos, también eran

limitados a matrices especificas, como matrices simétricas o definidas positivas.

a) Diagonalizacién: Para matrices simétricas, la diagonalizacion permite expre-
sar una matriz como el producto de una matriz de vectores propios y una ma-
triz diagonal de valores propios. La raiz cuadrada se obtiene facilmente al

tomar la raiz cuadrada de cada valor propio.

b) Factorizacion de Cholesky: Utilizada para matrices definidas positivas, esta

técnica factoriza una matriz como el producto de una matriz triangular inferior
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y su transpuesta, facilitando el cdlculo de la raiz cuadrada.

2. Métodos iterativos:

a) Método de Newton-Schulz: Uno de los métodos mds influyentes es el de New-
ton, adaptado para matrices. Este método iterativo, también conocido como el
método de iteracion de Newton-Schulz, es popular debido a su simplicidad y
eficacia en la convergencia cuadratica bajo ciertas condiciones. Sin embargo,
su implementacion puede ser numéricamente inestable si no se maneja ade-

cuadamente.

b) Métodos basados en la descomposicion QR: Son algoritmos que utilizan la
descomposicion QR para resolver sistemas lineales iterativamente y calcular

raices cuadradas.

3. Algoritmos de Denman-Beavers: Este algoritmo es otro enfoque iterativo que ha
ganado reconocimiento. Este método alterna entre dos matrices en cada iteracion,
el cual converge hacia la raiz cuadrada de la matriz original. Es conocido por su

robustez y eficiencia en la convergencia.

4. Métodos basados en descomposiciones:

a) Descomposicion de Schur: Involucra descomponer una matriz en su forma

triangular superior, lo que simplifica el calculo de la raiz cuadrada.

b) Descomposicion espectral: Similar a la diagonalizacion, esta técnica se utiliza

para matrices normales y aprovecha las propiedades espectrales de la matriz.

5. Enfoques numéricos recientes:
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a) Aproximacion de Padé: Utiliza fracciones continuas para aproximar la funcion

de la raiz cuadrada, mejorando la estabilidad numérica.

b) Series de Taylor: Expande la raiz cuadrada en una serie de Taylor, permitiendo

calculos precisos mediante truncamiento adecuado.

B. Acerca de la raiz cuadrada de una matriz

En esta seccion, nos basamos en los trabajos de [22] para fijar algunos conceptos pre-
vios que estudian la raiz cuadrada de una matriz.
Se llama raiz cuadrada de una matriz A compleja de orden n, a cualquier matriz X com-
plejan x n tal que

X?=A (I1.1)

Sobre esta ecuacién (117,1) trabajaron matemdticos como Caley, Sylvester y Frobenius a
finales del siglo XIX, y algunos como H.F. Baker, L.E. Dickson, W.E. Roth a comienzos
del siglo XX.

No toda matriz posee raiz cuadrada, como por ejemplo:

A:
10

es facil verificar que no existe alguna matriz compleja X de orden 2 x 2, tal que
X? = A. Sin embargo, puede existir la raiz cuadrada de una matriz y no ser dnica, como

por ejemplo la siguiente matriz:
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que tiene como raiz cuadrara a:

V2 0 V2 0 —V2 0 V2 0
0 V3 0 —V3 0 V3 0 -3

que es un caso finito, o en el caso infinito donde:

b —a

con a,b € R, tales que a® + b? = 1, son raices cuadradas de la matriz identidad

Teorema 13. Si A € C"*" es una matriz no singular con la descomposicion de Jordan

A= PJP ! = Pdiag(Jy,, Jr,, -+, I, )P (IL.2)

,

donde J,, € C"" r es el nimero de bloques de Jordan, Z n; = n que es el niimero de
k=1

valores propios y s es el niimero de valores propios diferentes de A. Entonces, si (s < 1)

se verifica lo siguiente:

que la matriz A tiene precisamente 2° raices cuadradas que son funciones de A en el

sentido 3.

Aunque es frecuente tratar de buscar condiciones para la existencia y unicidad de la
raiz cuadrada de una matriz, un resultado frecuente tiene que ver con las matrices semide-
finidas positivas (s.d.p.). Tal resultado dice que “una matriz A es s.d.p. siy solo si A tiene
una raiz cuadrada s.d.p.”

Recordemos que se dice que una matriz A compleja hermitiana de orden n x n es s.d.p.

siVX € C*, X*AX > 0, donde X* es el conjugado del vector transpuesto X7 de X.
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A continuacion se presentardn algunos resultados interesantes sobre la raiz cuadrada de

una matriz.
Teorema 14. Toda matriz diagonalizable tiene raiz cuadrada.

Demostracion. Sea A una matriz n x n sobre C, diagonalizable, y sea P una matriz
invertible tal que la matriz D = P~'AP es diagonal. Si X es una raiz cuadrada de D,

entonces PX P! es una raiz cuadrada de A ya que:
(PXP 1) =PX?’P'=PDP'=A
O]

Es mds, toda raiz cuadrada de A es de la forma PX P~! para alguna raiz cuadrada X

de la matriz D.
Teorema 15. Toda matriz hermitiana s.d.p. tiene una raiz cuadrada hermitiana s.d.p.

Demostracion. Sea una matriz A hermitiana de orden n X n s.d.p. Entonces existe una

matriz U unitaria (U* = U™ '), tal que:

U*AU = ,

An

-~

D

donde Aq,--- , A\, son los valores propios de A, los cuales son todos reales; y por ser A
s.d.p., tales valores propios son no negativos.

La matriz

.
Il
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es una raiz cuadrada s.d.p. de D, y UD:U* (que es s.d.p. como lo es D%) €s una raiz

cuadrada de A. O

Se puede probar que U DzU* es la tinica raiz cuadrada s.d.p. de A.

Corolario 1. Toda matriz hermitiana definida positiva tiene una unica raiz cuadrada

hermitiana definida positiva.

Lema 4. (Ver [23]) Si f(z) es un polinomio de grado n > 0, con coeficientes en C, cuyo
término constante no es cero, existe un polinomio g(x) de grado menor que n tal que
(g9(x))? — x es divisible por f(x).

Teorema 16. (Ver[23]) Si una matriz compleja A de orden n X n es invertible, existen
matrices complejas B de orden n x n (necesariamente invertibles) tales que B?> = A,

siendo B un polinomio en A, de grado menor que n.

Demostracion. Sea A una matriz invertible de orden n X n. Como A es invertible, su
polinomio caracteristico f(z), que es de grado n, tiene término constante no cero; por

tanto (segun el lema anterior) existe un polinomio g(z), de grado menor que 7, tal que

para algtin polinomio h(z). Sustituyendo x por A tendremos

(9(A)? — A= f(A)h(A) =0

g
de donde (g(A))? = Ay asi la matriz B = g(A) es una raiz cuadrada de A. O
Ejemplo 4. Consideremos la matriz
1 00
A=1110
1 0 2
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El polinomio caracteristico de A es f(\) = (A — 1)%(\ — 2). Luego, obtenemos por el
lema (4)

g \) = k)N =12 +h(N) (A —2) (I1.3)

donde k(\) = agy h(\) = by + b1 (X — 1) son los polinomios a determinar de modo que

(g(N\)? — X resulte divisible por f(\). Un g()\) de la forma I1.3 es:

g(\) = V2(A = 1)* + (1+ g(x— 1)) (A—2)
=\/§()\—1)2+(>\—2)+;(>\—1)()\—2)

Luego, la matriz:

-1 0 0
B=gA)=1] -1/2 -1 0
V2+1 0 V2

es, como se puede verificar, una raiz cuadrada de A.

C. Meétodos numéricos para determinar la raiz cuadrada

de una matriz
Consideremos la siguiente ecuacién matricial no lineal:
FX)=X>-A=0 (IL.4)

Donde A es una matriz compleja de orden n x n. Una solucion de X en (I1.4) es llamada
raiz cuadrada de A. La raiz cuadrada de una matriz tiene muchas aplicaciones en los pro-
blemas de valor frontera, como se menciona en [26] y el calculo del logaritmo matricial,

que se estudiaen [6] y [11].
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En los dltimos afios ha habido un interés cada vez mayor en desarrollar la teoria y los
métodos numéricos para las raices cuadradas de una matriz. Se han propuesto varios
métodos para calcular la raiz cuadrada de una matriz, como se menciona al inicio de
este capitulo, sin embargo, en este trabajo desarrollaremos los métodos iterativos. Las
iteraciones de la matriz X;,1 = f(X}), donde f es un polinomio o una funcién, son
alternativas atractivas para calcular las raices cuadradas. A continuacion, estudiaremos el
método de Newton, el cual tiene un buen comportamiento numérico, debido a su con-
vergencia cuadrdtica. Seguidamente veremos algunas variantes del método de Newton
aunque ellas tengan poca estabilidad numérica.

Finalmente presentaremos algunos algoritmos para calcular la raiz cuadrada de una ma-

triz, desarrollados en [20].

D. Método de Newton para calcular la raiz cuadrada de

una matriz

Sea A una matriz compleja de orden n y supongamos que X es una solucién de la
ecuacion (II.4). Definiendo F' : C"*" — C™*" podemos entonces aplicar el método de

Newton, a la ecuacion:

Tomando como X, € C™*"™ un valor inicial de la iteracién de Newton, formamos el

siguiente sistema matricial:

F(X3) + F/(X3) (Xp1 — Xi) =0 (IL5)
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donde F’ denota la derivada de Fréchet de F', que se obtiene de:

F(Xy+ Hy) = (Xp+ Hp)*=X?+ (HpXp + XpHy) + H>— A
= X2 — A+ (HuX), + X, Hy) + H? = F(X},) + (Hy Xy + X Hy) + H?
F(Xy+ Hy) = F(Xy)+ F'(Xy)H, + H?
ademas F'(Xy)Hy = XpHyp + HpXj. Asi, el método de Newton para calcular la raiz

cuadrada de una matriz es dado por la siguiente ecuacion iterativa:

X Hy + H X, = —F(X3)
(Pr) (IL.6)

Xgr1 = Xp+ Hp,parak=1,2,...

A continuacién, veamos su algoritmo respectivo.

Algoritmo 1. (Método de Newton) Consideremos lo siguiente:

Paso 0. Dado X, y €, fijar k = Q.

X% — Al
1Al

Paso 2. Resolver para Hy en la ecuacion de Sylvester:

Paso 1. Sea Res(Xy) = . Si Res(Xy) < €, parar.

XoHi + H X), = —F(X;) (I1.7)

Paso 3. Actualizar X1 = Xy + Hy, k = k + 1 y volver al paso 1.

Desde que el método es de convergencia cuadratica, debemos dar una matriz inicial
que se encuentre cerca de alguna raiz cuadrada. Como podemos observar en la ecuacion
(I1.6), necesitamos resolver en cada iteracion un sistema de Sylvester (como se puede
observar en los trabajos [25] y [13]) y desde que el costo computacional es muy caro
se necesita entonces efectuar otra manera de iteracién. Desde que A = X?, entonces

A conmuta con X, y por lo tanto, suponiendo que hemos tomado una matriz inicial X
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cercana a la raiz cuadrada de A, entonces se puede comprobar que X, H, = H; X, para

k=1,2,.... Eneste caso, la ecuacion (I.6) se puede escribir de la siguiente manera:

2 Xy = 2H X, =A— X2

2X(Xpsr — Xp) = A— X2

2Xka+1—X,§ = A = 2Xk+1IXk+XI;1A

1 _
Xen = (X +AX)

De la misma manera para H, X}, = A — X ,3 se obtiene:
1 -1
Kierr = 5(X + AX,)
obteniendo dos nuevos algoritmos:

1
Yk+1 = §(Yk -+ Yk71A>

1

(I1.8)

(I1.9)

Algoritmo 2. (Método de Newton modificado, ver [16]). Consideremos lo siguiente:

Paso 0. Dado Yy, Zy y €, fijar k = 0.

vz -=Al
Paso 1. Sea Res(X},) = T Si Res(Yy) < ¢, parar.

Paso 2. Actualizar

1
Yirn = §(Yk +Y A
1 _
Q(Zk + AZ)

k =k + 1 yvolver al paso 1.

(I1.10)

{L.11)
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1. Convergencia del método de Newton modificado

En esta seccion veremos la relacion entre el método de Newton y los métodos (I1.10)
y (IL.11) enunciados anteriormente. Para la existencia de la iteraciéon de Newton, necesita-
mos verificar que X y — X}, no posean valores propios en comun. Para ello, requerimos

que X} sea no singular.

Teorema 17. Considerando las iteraciones de Py, (11.10) y (11.11). Supongamos que X, =

Yo = Zy conmutan con A 'y que toda iteracion de Newton X, estd bien definida, entonces:
a) X, conmuta con A, Vk.
b) Xy =Y, = Z, Vk.

Demostracion. Procedemos por induccidn, para el caso k£ = 0, es trivial. Supongamos que
el resultado es vélido para k. Desde que consideramos X} no singular, entonces F”(X},)

también lo serd, y definiendo:

Gr == (X, 'A— Xy)

DN | —

Usando la hipétesis AX; = X, A, obtenemos:

FI(Xy)Gr = F'(Xp)= (X7'A—-X;) = %F’(Xk)Xk‘l(A - X}

N —

1

= éF/(X,C)X,;1 (XkHy + Hi Xy)
1 / —1

= §F (Xe) X, (2XiHy)

F'(Xy)Gr = F'(Xy)Hy
Asi, Gk = Hy. Luego:

1
AXpp1 = A(Xp+ Hp) = AXy + 3 (AX,'A — AXy)
1
= XA+ 3 (AX'A — X3A) = Xj A
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Veamos que X;,1 = Y11 = Zi41. Por hipétesis inductiva:

1
X1 = Xi + 5 (XA - X)) = - (X + X'A) = - (Y + Y 1A) =Y

N | =
N | =

Desde que X, 'A = AX, ', se tiene Xj 11 = Zp11. O

Siguiendo el andlisis iterativo, supongamos que A sea diagonalizable. Esto es, que
existe una matriz P invertible tal que P~'AP = D, con D matriz diagonal. Desde que
A es diagonalizable, entonces D = diag(A1, A2, ..., An), donde Aj, A, ..., A\, son los

valores propios de la matriz A. Definiendo entonces:

D, =P vz
luego,
-1 1 -1
D1 = P15 (Vi +Y, AP
1
=3 (PP + P7'Y 'AP)
1 _
-3 (P‘lYkP + (P7'Y,P) 1Z‘1AZ>
1
D1 = 5 (D + D;'D) (IL12)

Con estas condiciones para la matriz A, supongamos que iniciamos el algoritmo con Y =
ml,m > 0,y sea X latnica raiz cuadrada de A para el cual cada valor propio tiene parte
real positiva. Luego, tomando Dy = m/, entonces Dj es una matriz diagonal para cada

k. Escribiendo Dy, = diag(d¥) se tiene que:

1
! = §(d§ +N/dF), 1<i<n,
el cual es la iteracion de Newton para determinar la raiz cuadrada de \;, 1 < ¢ < n. Por

tanto podemos considerar la iteracion:

1
Pl = 5(% +a/z).

74



Multiplicando por z; tenemos:
2zp12k = 28+ (Va)?

2212k £ 2Vaz, = 22+ 2z/a+ (Va)?

obtenemos:

1
Zhp1 Ve = Sz £ Va)/(22%). (IL13)

2k+l

Zk4+1 — \/a _ (Zo - \/a) _ gk+1 (H 14)
Zer1 +V/a zo — +/a . .

Si a no se mantiene en el eje real no positivo, entonces podemos escoger /a para tener

la parte real positivo, (zg > 0, || < 1). Consecuentemente, para a y Z, de las formas

especificas tenemos la forma (II.14). Probamos que la secuencia {z; } estd bien definida:

ka 2z = va, Re(v/a) >0
—00

Desde que los valores propios \; y los valores iniciales d? = m > 0, son de la forma de a

Y 20, respectivamente, entonces:

lim Dy = DY? = diag(\"?), Re(\)Y? >0 (IL15)

k—oo

yasi lim Y}, = lim PD,P~' = X.
k—o0

k—o00

La unidad se rige del teorema (15). Luego,
Dyy1 — DY? = =~(Dy+ D, 'D) — D'?
(Dy + D' D — 2D"/?)

D (D} + D — 2D, D'/?)

DN | — N = N = N =

_ —D,;l(Dk . D1/2>2
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Multiplicando por Z !y Z, tenemos:

Z Dy Z — Z7'DV?2Z = §Z*1D,€‘1(Dk — DYV?)2z
1
Yo =X = SV (27 (Dy— D22
1 —1 —1
= V(Y= X)
De ello obtenemos:
1
1Yirr — X[ < §||Yk‘1HIIYk - X (I1.16)

Corolario 2. Sea A € C una matriz hermitiana definida positiva. Si Yo = mlI, m > 0, en-

tonces las iteraciones {Y} } en (1I.10) son todas hermitianas definidas positivas, kh'm Y =
—00

X, donde X es la vinica raiz cuadrada hermitiana definida positiva de A, y (11.16) se man-

tiene.

Otra variante del método de Newton es usando la funcidn signo estudiada por Denman

y Beavers en [10] de la siguiente manera:

P():A, C20:-[7
1 -1
Peyr = §(Pk+Qk)
k=0,1,2,...
1 -
Qr+1 = §(Qk+Pk1)
1 1
Tomando como Y, = I, tenemos que Y; = §(I+A) =P yQ@Q = §(I+A_1) =

1
§A*1Y1, suponiendo que P, = Y y Qi = A™'Y}, entonces:

(Pt Q') =

(@ +Y') =

(Vi + Y 'A) = Y

o= N

(A 1Y+ Y, )
AT (Vb AV = AT (Vi AV

AT (Y + Y, ) = AW

N~ N N — N —
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Estabilidad del algoritmo

Para garantizar la estabilidad numérica de las iteraciones se requiere que el error del

1 A
factor de amplificacién WEJ’-C) = 5 (1 — W), sea menor que 1.

? J

1 ()\Z)
>\.7

Por ejemplo en el caso que la matriz A sea hermitiana definida positiva, entonces el con-

Un caso particular es:

1

5 <1, 1<4,75<n.

dicionamiento es k(A) < 9. Para mds detalles, ver [16].

Un caso particular del algoritmo 1 es la iteracién Denman-Beavers, cuyo algoritmo vere-

mos a continuacion.

Algoritmo 3. (la iteracion Denman-Beavers, ver [10]). Consideremos lo siguiente:

Paso 0. Dado Yo = A, Zy = 1 y €, fijar k = 0.

-4l
Paso 1. Sea Res(Xy) = A Si Res(Yy) < € parar.
Paso 2. Actualizar
Y, + 2!
Yiy1 = d 9 2
(IL17)
Z+ Y !
Zk+l - 2 5

k =k + 1, yvolver al paso 1.

E. Otros métodos para hallar la raiz cuadrada de una

matriz

En esta seccidn presentamos otros algoritmos para calcular la raiz cuadrada de una

matriz no singular A.
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La primera idea puede enunciarse de la siguiente manera: si (II.4) tiene una solucién no
singular X, entonces la expresion (I1.4) se puede transformar en una ecuacién matricial
no lineal equivalente a:

FX)=X-AX"1=0 (I1.18)

Luego, se aplica el método de Newton a (II.18) para calcular la raiz cuadrada de una
matriz no singular A. Por la definicion de la derivada de Frechet, se tiene que si la matriz

X es no singular, entonces, la funcién F' es derivable en X y
F(X)H=H+AX'HX! (I1.19)
Asi, el método de Newton para (I1.8) se puede escribir como:
Dado Xy, , Xpp1 = Xy — (F'(X3) ' (F(X)), k=0,1,2,--- (11.20)
Combinando (II.19), la iteracion (I1.20) es equivalente al siguiente algoritmo.

Algoritmo 4. Consideremos lo siguiente.
Paso 0. Dado X, y ¢, fijar k = 0.
_ xR -4

Paso 1. Dar Res(X}) = A Si Res(Xy) < €, parar.

Paso 2. Resolver para Hy, en general, la ecuacion de Sylvester:
AX'H X+ Hy = —F(X)) (I1.21)

Paso 3. Actualizar Xy, = Xy + Hy, k = k + 1, y volver al paso 1 cuando Res(X}) =

IXE — Al
1Al

También, usando la técnica de Samanskii al método de Newton (II.5) tenemos el si-

guiente algoritmo.
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Algoritmo 5. Consideremos lo siguiente.

Paso 0. Dado Xy,m ye > 0, fijar k = 0.

Paso 1. Sea Res(Xy) = % Si Res(Xy) < &, parar.
Paso 2. Sea X0 = Xj, 1 = 1.

Paso 3. Si i > m, ir al paso 6.

Paso 4. Resolver para Hy,;_; en la ecuacion generalizada de Sylvester:
AX ' Hyy 1 X P+ Hyo1 = —F(Xpi1). (11.22)

Paso 5. Actualizar Xy, ; = Xy ;-1 + Hy i1, i = 1+ 1, e ir al paso 3.

Paso 6. Actualizar X1y = Xy, k =k +1eiral paso 1.

F. Teoremas de convergencia

En esta seccidn, estableceremos los teoremas de convergencia local para los algorit-

mos 2 y 3. Empezamos con algunos lemas.

Lema 5. [Ver [19]] Sea T un operador no lineal desde un espacio de Banach E en si
mismo y sea r* € FE una solucion de x = T'x. Si T es Frechet diferenciable en x* con
p(T..) < 1, entonces la iteracion x, 1 = Tx,,n = 0,1,2,--- , converge a x*, siempre

que x esta suficientemente cerca de x*.
Lema 6. [Ver [24]] Sea A, B € C™*™. Si A es invertible con | A7|| < a 'y se cumple
|A— Bl < Byap <1, entonces B es también invertible y:

(07

1—aB’

1B~ < (I1.23)
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Lema 7. Si la matriz X € C™" es no singular, entonces existe v > 0y L > 0 tal que,

para todo X,Y € B()?, ) se cumple:
[Py — Fyll < LIIX =Y, (I1.24)

donde B(X,r) = {X | |X — X|| <~} y Fk, F- son F-derivables definido por (II.19)
en X,Y.

Demostracion. Sea v = || X!y seleccionamos 0 < v < a1,

Del lema 6 se sigue que X es no singulary | X ~!|| < o/(1—ay) paracada X € B(Xo,7).

Entonces F' estd bien definido, y también [, donde ¥ € B ()? ,7). De acuerdo con

(I1.19), tenemos:

|Fx(H) = Fy(H)|| = |(H + AXT'HX™Y) — (H + AY T HY )|

= [|[AXTTHX ' — AY'HY 7|

= |A(XT'THX ' = X THY "+ (X'THY ' =Y 'THY Y|

= |AXTTH(X ' =Y Y+ (X' =Y HHY )|

= |AXTTHY (Y - X)X '+ Y HY - X)X 'HY

< AP =HPIY = XNE |+ 1Y PPy = XD

= AN X+ 1Y DI = Y]
() bl - viA)

T l—ayl—ay \1—ay

3
(034
:2( )nwa—YwHH

1—ay

= LIX = Y[l H]], (I1.25)

(0%

donde L = 2 (1

3
) || A|. Por lo tanto, tenemos:

|Fy — Fy|| < L||X =Y. (11.26)
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Teorema 18. Si (11.10) tiene una solucioén no singular X, y el mapeo Fy. : C"*" — C™"
es invertible entonces existe una bola cerrada S = B(X,, ), tal que, para todo X, € S,
la sucesion { X} generada por el algoritmo 2 converge al menos cuadrdticamente a la

solucion X,.

Demostracion. Sea p(X) = X — (G )1 (G(X)). Por la férmula de Taylor en el espacio

de Banach (ver [9], p. 67), tenemos:

i NP(Xe + H) = o(X
IH|—0 | H |

= lim ([|[X, + H — (G, )] = [Xo = (Gi,) NG > | HIT)

1H|—0

= lim (|H + (G%,) " (G(Xx.)) = (G o) X (G(Xa + H))|| x [[H|)

1 H|—0

= lm (||H+ (Gx) " (G(Xx.)) = (Gx,om) ™ X

I1H|—0

GIX.) + Gl (H) + G5 (%) + || < 1)

= lim (||H + (G%.) " (G(Xx.)) = (Gx.n) " X G(X)) + (G, ) "%

1 H|—0

(G, (H)) + %(Gl)(*-&-H)l(G;*(HQ) +o I H]TH) =0

Por lo tanto, la F-derivada de ¢ en X, es 0. Por el lema 5, derivamos la sucesién { X} }
generada por la iteracion (5) y converge a X,. Esto también se obtiene de la sucesion
{X\} generada por el algoritmo 2 y converge a X,.

Sea ||F'y || = B, de acuerdo a X}, — X, (k — 00) y el lema 6; para un k suficientemente

grande, tenemos:

L

725 = 2. (I1.27)
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Por el lema 7, tenemos:

1, (X0 = X.) = P, (Xi = Xo)|| < LI Xi = X (I1.28)
Usando la férmula de Taylor una vez mds, para todo ¢ € [0, 1] tenemos:
IF(6) = FOX) = PO = X || [ (P06 = X.) = By (6 - Xopar|

< [ 1Pk — Pl = X.]
< XX, — X) — X1~ X.|
= L1 % - X

< L|| Xy — X.|°. (I1.29)
Por lo tanto,

[ Xer = X

= || X5 — (Fx,) " (F(X5) — Xd||

= [[(F%,) " [Fx, (X — Xo) = FXi |

= [[(F%,) " (F%, (X = X)) = Fi (X = X)) = (F(X5) = F(X,) = Fx, (X = X))l

< %) I, (Xe = Xo) = Fy (X5 = X[+ [|F(X) — F(X) = Fi, (X — X))

(I1.30)

Combinando I1.27 y I1.30, tenemos:
1 Xes1 — Xoll < 2BLII Xk — X% + 28L|| Xk — X, | (IL31)
= 4BL|| X — X.|?, (I1.32)

lo que implica que la sucesion { X} generada por el algoritmo 2 converge, al menos

cuadraticamente a la solucién de X,. O]
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Teorema 19. Si (11.19) tiene una solucion no singular X, y el mapeo Fy : C"" —
C"*™ es invertible, entonces existe una bola cerrada S = B(X., ), tal que, para todo
Xo € S, la sucesion { X} generada por el algoritmo 3 converge al menos ciibicamente

a la solucion X,.

Demostracion. Sea p(X) = X — (F) ' (F(X)). Por la férmula de Taylor en el espacio

de Banach (ver [9], p. 67), tenemos:

. le(Xe 4+ H) — (X,
1H[—0 | H|

= lm ([|[X, + H — (Fy_ ) (F(X, + H))] = [Xo = (Fy,) 7 (FX) < 1H]7)

= i (H + (F) ™ (PO0) = (P )™ (FOG 4 H) | ]

= i (1 + (F) (FOG) — (R )

1
F(X) + Fy () + 5 () + || H]

= im (1 + (Fy,) M F(XL) = (Fypm) ™ % F(X) + (Fy, o)™ %

(Fle. () + 5(Fo) ™ (R (H2) 4+ < ) = 0. 1.33)

Por lo tanto, la F-derivada de ¢ en X, es 0. Por el lema 5, derivamos la sucesion { X} }
generada por la iteracién (5) y converge a X,. Esto también se obtiene de la sucesion
{X}} generada por el algoritmo 3 y converge a X,.

Sea ||(F%.)~!|| = 8, de acuerdo a X}, — X,(k — o0) y el lema 6; para un k suficiente-

mente grande, tenemos:

_ B
Fi )l < ————— =24 (11.34)
Por el lema 7, tenemos:
1 F, (Xia — Xo) = Fy (X1 = Xo)|| < LIXg = Xll[| Xpen — Xoo[- (I1.35)
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Usando la férmula de Taylor una vez mds, para todo ¢ € [0, 1] tenemos:
IF(Xir) = FUX) = P (X1 = X0 = || [ (P (Ko = X0) = P Ot = X))

< [ 1w — F [ = X
< L|| Xp1 + t(Xe — Xin) — X ||| Xk — Xl
= L(1 = )] X1 — X
< L[ Xp1 — X% (I1.36)
Por lo tanto,
| Xt = Xl = X0 — (Fi,) ™ (F(Xe)) — X
= [[(Fy) 7 [Fy, (Xi — Xo) = F(Xg0)]|
= [|(Fx) ™" x [(Fy, (Xiea — Xo) = F, (Xi1 — X.))
— (F(Xg1) = F(X,) = Fx (Xea = X))
< N (Fx) M 1, (X = X)) = Fi, (Xin — X0
+ [[F(X1) = F(XL) = Py (X — X)|] (I1.37)
Combinando I1.34 y I1.37 con el teorema 18, tenemos:
[ X1 = Xull < 28 [LIIXy — Xl - [ X = Xl + LI Xpx — X [°]
< 28L [ABL%|| Xy, — X.||> + 168°L?|| Xk — X, ||*]
= (88°L* + 328°LY|| Xy — X. ||| Xk — X.|? (11.38)
< (88%L* +328°L9) || Xy — X.|°
= M| X, — X. ],

donde M = 83%L3 + 3233L44. Por lo tanto, la sucesién { X} generada por el algoritmo

3 converge al menos ctubicamente a la solucién X,. O]
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1. Estabilidad del algoritmo

De acuerdo con [6] definimos una iteracién X1 = f(Xj) que se establece en una

vecindad cuya solucién es X = f(X), si la matriz de error E, = X, — X, satisface
Ey1 = L(Ey) + O(|| Ei[*)

donde L es un operador lineal acotado. Este operador implicard que una pequefia pertur-
bacion introducida en un determinado paso no se amplifique posteriormente.

Notemos que esta definicion de estabilidad es una propiedad asintética y es diferente del
concepto usual de estabilidad numérica, que concierne la propagacién de error global, con
el objetivo de limitar el error relativo minimo sobre las iteraciones calculadas.
Considerando en la iteracion k, X, = E; + X, sobre los métodos de Newton modificados

obtenemos:

Eri1 Xi + XiEpr1 =0.

Por lo tanto, bajo la condicién que X, y —X, no tienen valores propios en comun, la
iteracion 5 del algoritmo 2 de Newton modificado tiene estabilidad Optima. Para mds
detalles ver [20].

Otros algoritmos para determina la raiz cuadrada de una matriz son los siguientes:

Algoritmo 6. (La iteracion de la escala de Denman-Beavers, ver [10]). Consideremos lo

siguiente.
Paso 0. Dado Yo = A, Zy = I, p € N, n el orden de la matriz A, € > 0y fijar k = 0.

Paso 1. Hallando los €; y o2,

§i=
§i (11.39)
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X2—-A
Paso 2. Sea Res(X},) = % Si Res(Xy) < e, parar.

Paso 3. Actualizar

Tk = |det(Yk)det(Zk)|fl/2n
—1r,—1
Yo, = D +27’k Z (IL.40)
Z N
Tppy = Tk k+27’k ko

hacer k = k + 1, e ir al paso 2.

Algoritmo 7. (la iteracion de Padé, ver [16]). Consideremos lo siguiente.
Paso 0. Dado Yy = A, Zy = I, p € N, n el orden de la matriz A, € > 0y fijar k = 0.

Paso 1. Hallando los €; y o2,

1 21 —1 1
§i:§(1+005(22—>7r)7 O[?:——l,
P di 11.41)
1= 17 27 ' P
X2 —A
Paso 2. Sea Res(X},) = w Si Res(Xy) < €, parar.

Paso 3. Actualizar

1. <1 B

Yis1 = Z—)Ykzg(ZkYk—i—a?I) !

i=1 11.42

1.1 N (L.42)

Zk:+1 = _ZkZE(Yka_I_aZI) s
i=1 >*

hacer k = k + 1, e ir al paso 2.

Algoritmo 8. (la iteracion en escala de Padé, ver [16]). Consideremos lo siguiente.
Paso 0. Dado Yo = A, Zy = I, p € N, n el orden de la matriz A, € > 0y fijar k = 0.

Paso 1. Hallar los €; y Oz?,

1 2t —1 1
et (1heos BTy 2L e, (11.43)
2 2p &
X2 —A
Paso 2. Sea Res(Xy) = w Si Res(Xy) < &, parar.
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Paso 3. Actualizar escalonamiento
T = | det(Yk) det(ZkN_l/Qn

Paso 4. Actualizar

1 1
Yipn = 5Yk Z f(rlszYk + 041‘2[)71
1 (11.44)
1 2 2 1\—1
Zps1 = Z_)Zk Z f(TkYka +a; 1),

hacer k = k + 1, e ir al paso 2.

G. Unalgebra aproximada de la matriz exponencial para

problemas rigidos

Debido a que la estabilidad involucra la funcién estabilidad 1/ asociada a un méto-
do ® de un paso, entonces se pueden construir funciones de estabilidad que cumplan la
condicion de Padé y generar nuevo métodos, pero todas esas funciones de estabilidad se
limitarian a la forma racional, es por ello que se ve en la necesidad de estudiar otros tipos
de funciones de estabilidad que generen una aproximacion a la funcion exponencial y que
no sean de la forma racional. A continuacidn estudiaremos funciones de estabilidad de la
forma irracional.

Por razones de célculo de la funcién v es, en general, restringido a funciones polinémi-
cas racionales, como en el caso de la aproximacion de Padé estudiada anteriormente. Sin
embargo, estas funciones solo son buenas aproximaciones a la funciéon exponencial en la
parte izquierda del plano complejo. Debido a que se consideran ecuaciones diferenciales

rigidas, estos rangos no se pueden restringir demasiado. En esta seccion se presentard una
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familia de esquemas de un paso incondicionalmente estables de orden dos. En una apro-
ximacion algebraica a la funcién exponencial basada en la raiz cuadrada de una matriz
se tienen muchas de las propiedades de estabilidad necesarias siempre que el argumento
z = h\ se mantenga alejado del eje imaginario mds alld de los puntos 4.

Se presenta un esquema desarrollado en [26], para métodos de un paso sobre problemas
lineales, rigidos de ecuaciones diferenciales cuya funcion de estabilidad contiene la raiz
cuadrada de una matriz.

Dado el problema rigido:

y = Ay, yt)eCr (I1.45)

y sea la funcién de estabilidad (z), que aproxima a la funcién e*. Esta describe la re-
solucién entre dos valores de soluciones y; v yx+1, €n puntos adyacentes en una malla,
tr, tra1 (aqui estudiaremos el caso de una malla uniforme) con distancia h = ¢, — t; en

la forma

Yk+1 = Y(hA)yi (I1.46)

Comencemos entonces definiendo una funcién de estabilidad ¢ y seguidamente una fa-
milia de funciones de estabilidad basadas en la funcién de estabilidad ¢ que aproxima a
la funcién exponencial en orden 2. Luego, definiremos los métodos generados por esta

familia de funciones de estabilidad.

Definicion 21. Sea D = C — {z € C : |[Im(2)] > 1 A Re(z) = 0} y la funcion de
estabilidad

P(z) =2+ V1+ 22 (I1.47)

donde {/z = 1/ w + isgn(Im(z))4/ w.

88



El siguiente lema muestra el orden de aproximacion de la funcién v hacia la funcién

exponencial y algunas propiedades similares a ella.
Lema 8. Sea z € D, entonces:

a) P(z) =e*+0(z*),z = 0.

1
U(z)

¢) Re(y(2)) > 0,

b) () =

d) [W(z)] <1< Re(z) <0,[(z)] > 1< Re(z) > 0.

e) p(=lz]) < [¢¥(2)] < ¢(Re(2)) si Re(z) < 0,9(Re(2)) < [¢(2)] < 9]z

), si

Re(z) > 0.

7 1) € 01 Re(z) < 0100 = [2] s Re(2) > 0

Demostracion. Ver [26] U]

Comentario: Respecto a la propiedad a) se observa que la aproximacién a la funcién
exponencial es de orden 2, mientras que en las propiedades b), d) y e), el comportamiento
de la funcién ¢ es similar a la funcién exponencial. Asi, podemos esperar excelentes
propiedades de estabilidad si los valores propios de la matriz A se mantienen en dicho

eje. Respecto a la propiedad d) garantiza la A-estabilidad.

Lema9. Si 0(A) denota el espectro de la matriz A. Entonces, bajo la condicion o(hyA) C

D, las expresiones (I1.46) y (11.47) estdn bien definidas.

Demostracion. La raiz cuadrada de la matriz (I + h?A?)'/2 es tinicamente definida via
la forma de Jordan de la matriz A escogiendo los valores propios de la raiz cuadrada con

parte real positiva y excluyendo los puntos +: y —i del espectro de hA. [
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Los resultados del lema 8 ya serian suficientes para un analisis de estabilidad en el
caso de coeficientes constantes considerados aqui, pero las estimaciones de estabilidad
con norma acotada son més féciles extender a ecuaciones diferenciales generales.

Usaremos la norma || - |2, la notacién A7 = — AT y:

1

Re(A) = %(A + AT, Im(A) = 5

(A— AT,
El siguiente teorema explica tres estimaciones para la funcién matricial.

Teorema 20. Sea A una matriz, p, v € R. Entonces

a) Re(A) < ul, p < 0 = |[p(hA)|l2 < ¢¥(hu), Re(v(hA)) > 0 para cualquier
b) Re(A) > vI, v >0 — ||Y(hA)7 2 < (hw)™!, Re(v(hA)) > 0 para cualquier

c) (Im(A))* < (Re(A))* + kI, k = 0 — méx{[[¢(hA)[l2, [ (RA) T2} < 1+

h||All2 + h?||Al|3 para cualquier h > 0y hk < 1.

En cualquiera de estos casos la raiz cuadrada X = (I + h?A%)Y/2 contenida en 1)(hA)

estd definida 'y Re(X) > 0.
Demostracion. Ver [26] O

Veamos ahora una familia de esquemas con una generalizacion de la funcién de esta-

bilidad ).

C2—wtzt+ Vw422
2—w—z+ VWt 22

De la definicidn de la funcidn de estabilidad:

Yu(2) 0<w<2. (11.48)
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b (2)

En el caso que w

2—wHzH+ Vw42
2—w—z+ Vw2422

2 —w+wi(z/w)
(2 —w)Y(z/w) +w

1 tenemos la funcion de estabilidad estudiada inicialmente. Se cum-

“Y(z/w)

plen las siguientes propiedades para la funcion /.

Lema 10. Sea z € D, 0 < w < 2. Entonces:

a) ¥,(z) =e*+0(z*), z—0.

b) @ij(_z) -

b
Yu(2)’

Yu(2) # 0, ¥u(2) # oo

¢) |Y,(2)] < 1siysolosiRe(z) <0, |(z)] > 1siysolo si Re(z) > 0.

1
O [0l < 0a(Re(2).Re(2) < 0,y con s € By <0, 6,(0) < 71 S <
2
2; wlT S ,0 <w< 1
Demostracion. Ver [26] O

91



H. Regla de la raiz trapezoidal RT-w

Existe una familia de métodos de un paso con la funcién estabilidad ), para la ecua-
ciéon homogénea:

u'(t) = Au(t) + g(t), = € [a,b)]. (I1.49)

Llamaremos a estos métodos “reglas de raiz trapezoidal” (RT-w), donde w denota el

pardmetro involucrado. La solucién u de (I.49) es aproximada sobre una malla {xy},

b—
a:x0<x1<...<xN:b,h:xk+1—xk:Ta,k:O,...,N—l,y

0<w<2 Cono(whA) C Dy X = (w? + h?A?)Y/2 1a ecuacién diferencial (I1.49)

es reemplazada por la regla u, 1 = 1, (hA)u,

Uit = (2= ) —hA+X)" (2 = w)I + hA+ X)u, + Gy) (IL.50)

donde Gy, = h(gr1 + gx) — (Wl + X)"*h?A(grs1 — gr), obteniendo los métodos RT-w.

Una propiedad bésica de estas reglas se muestran en el siguiente lema.

Lema 11. La funcion estabilidad de la regla RT-w, con 0 < w < 2, es V,(z). Asi, RT-

I(w = 1) tiene (2) y RT-2(w = 2) tiene como funcion estabilidad 1 (z/2)*.
Demostracion. Para la ecuacion escalar v’ = Au, con z = h\ la regla (I1.50) reduce a
2-—w—z+V?+2)y1 — 2—w+ 2+ Vw2 + 22y, =0,

el cual se muestra en (I1.48). Paraw = 1 estoda [14+9(—2)]yk+1 = [1+9¢(2)]yx. También,

el lema 8(b) muestra que yy 1 = ¥(2)y. Para w = 2 tenemos:
(VA + 2% = 2)yern — (VA + 22 + 2)ye = 2[0(=2/2) gk — ¥(2/2)y] = 0,

donde yx11 = ¥(2/2)*yr. u
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El error de consistencia de los esquemas I1.50 son estimados mediante las normas

locales definidas por

[ullry = sup{|[u()||2 | = € [tk tri1)}- (IL51)

Lema 12. Supongamos que Re(A) > A\, A > 00 Re(A) < A, A < 0. Entonces, el error

de truncamiento de la regla RT-w, es dado por

1
L+ =
T<x,u, +2)

k=0,...,N—1

1 1. _
< P u P + Shmin{l, o™ A Al u” 0,
2

Demostracion. Viendo la desviacion del esquema RT de la regla trapezoidal, vemos que

con Z = hA, X = (W + Z2)Y2 u), = u/(t},), el error de truncamiento satisface

1 1 1
Tk+1/2 = %((2 —w)l + X)(upy1 — up) — §A(Uk+1 + ug) — §(Qk+1 — 9k)
1 1 !/ / ]‘ —1 !/ !/
= E(ukﬂ —up) = §<“k+1 + ) + §Z(WI +X)7 (g — )

- _%hzu(?’)(éﬁv) + %Z(w[ + X)W (pgr) — W ().
(I1.52)

Los primeros términos en la ultima linea es el error de truncamiento de la regla trapezoi-

dal. Por el teorema 20, Re(X) > 0y |[(w] + X)7!||z < w™!. Pero, por otro lado,
Z(wl+ X)) =[wZ " + sgn(V\)(I + > Z72)Y2) 7 = Y(sgn(NwZ 1)L

La norma de estas matrices son acotadas por teorema 20 b).

Asi, el segundo término en el error de truncamiento puede ser estimado por

L _
5 min{Lw Al Al (@), 2 € (k).

93



Desde que la funcién de estabilidad de RT-2, f>(2) = f(2/2)?, es la misma como para
dos pasos de RT-1 con tamafio semi-escalonado, el término del error principal f(z/2)? —
ef = —%(z — 0) es una cuarta parte de la de f1(z) = f(z). Asi, el lema 12 prueba
una ligera preferencia para los esquemas con los pardmetros mas grandes w. En el caso
rigido (h||A|| > 1) el orden de la consistencia de los esquemas RT es solo 1. Pero por esta
pérdida de precision en la dependencia del tamafio de paso h, tenemos una compensacion

con respecto a la convergencia con respecto al pardmetro € en problemas de perturbacion

singulares.

Lema 13. Sea Re(\) # 0. En el limite €/hy, — 0, la regla RT-w aplicado a ev’ = M+ g

se reduce a:

A+ g =0, Re(A\) >0

)\yk+1 + Qky1 = 0, RE()\) < 0.

we

Ik
— ==
§+ V02 + A2 hy,

Demostracion. Cuando aplicamos a esta ecuacion con ¢, = la

regla toma la forma:
20(w ™ = 1) (a1 =) HO+HV0? + A=A (yrs1— 1) +0+HV0% + A2+A] (g —1) = 0.

Pero, para § — 0 tenemos la estimacion v/62 + A2 = A+0(6%)(Re(\) > 0) y 6% + A2 =

“A+ 0(8%)(Re()) < 0). O

Una descripcion cuantitativa de esta propiedad se da en la estimacion de estabilidad
del lema 14. Alli se analiza el comportamiento de los esquemas en problemas de valores
iniciales no homogéneos estables, mirando desde el extremo izquierdo o derecho del inter-
valo. Se dan dos versiones, la primera se concentra en el amortiguamiento exponencial de
las perturbaciones locales, el segundo da una descripcién més precisa de la dependencia

de [Re(\)|, A — oo. Las bases de estos andlisis estdn en el siguiente lema.
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Lema 14. Sean los valores vy, k = 0,..., N, satisfacen (11.50) con los lados derechos

reemplazados por 7., 1, es decir, con X = (w*I + h2 A%)1/2,

1 1 1
%((2_W>I+X>(Uk+1—vk)_§A<'Uk+1+'l)k) =T (I,U,h—i— 5) ’ k= 07 17 s 7N_1
(I1.53)

Sea Re(A) > M, A > 00 Re(A) < M, A < 0y sedefine n = [N\ (1 <w < 2),
A

respectivamente, || = 5 O<w<l),qg=(1+H ,u)l/ H_ Entonces, las estimaciones:

k—1
1 e ) _ _
losll> <43 b T<x,y,h+§)Hq 15-t] 1 i {|[uoll2g 7, [[uwll2g™ 1}, (IL54)
j=0

||’Uk;||2 S méx

1 , ) )
1+ p/2 T (”3 yh+ 5) H + méx{|Jvollag ™", l|vnll2g* "}, (IL55)

se mantienen parak =1,... N — 1.

Lema 15. Sea la solucion u de (I1.49) que pertenece a C3|0, 1]. Entonces, con la notacion
del lema 14, el error v, = y, — u(ty) del esquema (I1.50) en los puntos de la malla

satisfacen:

loglla < médx{[voll2g~, [[onll2g"™ "}

4 1
, —h2 (3) A / h 71h2 A ", .
—2+Mmjax 5 12| ¢y + min{h, w [All2H 1wy ] -

Demostracion. Ver [26]. L]

Para terminar este capitulo terminaremos dando una definicion atrevida de métodos

en diferencia finita para ecuaciones diferenciales racionales e irracionales.

Definicion 22. Un método ® o un método de un paso es llamado racional si ella proviene
una funcion de estabilidad 1) racional y es llamada irracional si la funcion de estabilidad

es una funcion irracional.
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Para iluminar las propiedades de los esquemas de raiz cuadrada, realizaremos algunos

experimentos el capitulo H de los resultados numéricos.
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IV. Resultados numéricos

En este capitulo, se explorardn las simulaciones précticas del calculo de la raiz cua-
drada de matrices definidas positivas, asi como la aplicaciéon del método irracional a pro-
blemas rigidos. La raiz cuadrada de una matriz definida positiva es un tema de gran rele-
vancia en dlgebra lineal y tiene aplicaciones en diversas dreas, desde la optimizacion hasta
la teoria de control y la estadistica.

Iniciaremos con las simulaciones de la raiz cuadrada de matrices definidas positivas, don-
de se presentardn diferentes métodos numéricos en accion. Estas simulaciones no solo
permitirdn observar la efectividad de los algoritmos propuestos, sino que también propor-
cionardn una perspectiva visual sobre el comportamiento de las soluciones en diferentes
contextos. Analizaremos los resultados obtenidos y discutiremos la influencia de diversos
parametros en la precision y eficiencia de los métodos utilizados.

A continuacion, nos centraremos en la aplicacion del método irracional a problemas rigi-
dos. Este enfoque es especialmente interesante debido a la complejidad y los desafios que
presentan las ecuaciones diferenciales rigidas. Discutiremos como el método irracional
puede ser adaptado y optimizado para resolver estos problemas, analizando sus ventajas
y limitaciones en comparacion con otros métodos existentes.

Este capitulo no solo proporcionard una comprension profunda de las técnicas de simu-
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lacién y su relevancia en el calculo de la raiz cuadrada de matrices, sino que también
permitira al lector apreciar la versatilidad y aplicabilidad de estos métodos en contextos
mas amplios. Al final del capitulo, se espera que el lector haya adquirido herramientas va-
liosas para implementar y evaluar métodos numéricos en problemas précticos, sentando

las bases para futuras investigaciones en el area.

A. Simulaciones de la raiz cuadrada de una matriz defi-
nida positiva

En este capitulo presentaremos algunos resultados numéricos del célculo de la raiz
cuadrada de una matriz definida positiva de los métodos desarrollados en el capitulo H.
También desarrollaremos algunas aplicaciones a problemas rigidos con los método A-
estables, los cuales contienen una funcién de estabilidad de forma racional, asi como el
método de la regla de la raiz trapezoidal, estudiadas en los capitulos I y H. Los ejemplos
numéricos fueron realizados con el software MATLAB R2023a en una computadora per-
sonal Intel® Core™ i5, con una precisién de maquina de 2,2204 x 1071,

El criterio de parada para el desarrollo de los algoritmos es dado por el error residual

relativo:

1X5 — Allz

Res =
[ All2

<1076, (I11.1)

donde X, es el valor actual (k-ésima iteracion) de la raiz cuadrada de la matriz A.

El error relativo

X = Xill

Error =
[ X1]2
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es determinado con el valor de la raiz cuadrada X de la matriz A calculado por Matlab. A

continuacion, presentamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 5. Consideremos la matriz

10 7 8 7

7 5 6 5
A—

8 6 10 9

7 5 9 10

Para hallar la raiz cuadrada de la matriz A usamos los algoritmos 1, 3,4, 5,6, 7y 8. En
el caso de los algoritmos 7'y 8 usamos los pardmetros p = 1,2, 3 y el valor inicial tomado

fue Xg = A, donde A es una matriz simétrica definida positiva, con condicionamiento

k(A) = 2,9841 x 103,

Algoritmo 1
7r —&— Algoritmo 3| 1
—<— Algoritmo 4
6 Algoritmo 5| 1
Algoritmo 6
5. —oa— Algoritmo 7| |
—>— Algoritmo 8

Error relativo
.

0 1 2 3 4 5 6 7
lteraciones

Figura VI: Comportamiento de la convergencia de los algoritmos para el ejemplo 5.

En la figura VI se observa que todos los métodos proporcionan excelentes resultados, a
pesar que la matriz no estd bien condicionada. Esto es debido a que la matriz es simétrica
definida positiva 'y por el corolario 1 posee una inica raiz cuadrada simétrica definida
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positiva. Casi todos los métodos presentan un comportamiento similar en las primeras
iteraciones, pero la convergencia se logra desde la tercera iteracion. Como se

puede apreciar en la tabla 11, el método de la escala de Padé converge mas rapido.

Tabla III: Algoritmos de prueba para el ejemplo 5, donde n representa el nimero de

iteraciones, EAP es el error aproximado y ERR es el error residual relativo.

EAP

ERR

Algoritmo 1
Algoritmo 3
Algoritmo 4
Algoritmo 5
Algoritmo 6
Algoritmo 7 con p = 1
Algoritmo 7 con p = 2
Algoritmo 7 conp = 3
Algoritmo 8 conp = 1
Algoritmo 8 con p = 2

Algoritmo 8 con p = 3

77153 x 1071
3,2668 x 10~
77030 x 10715
1,8969 x 10~
2.3676 x 1079
3,2186 x 1079
3,2186 x 107
5,3132 x 10716
6,9025 x 10~
9,4610 x 10~

6,1033 x 10~17

2,1092 x 1013
8,7912 x 1078
2,1102 x 10713
5,1432 x 10~
2,3251 x 107
8,7910 x 1078
8,7910 x 1078
6,8278 x 10716
3,4512 x 10~
4,7305 x 10711

92,2891 x 1016

Ejemplo 6. Consideremos la matriz

A= (aij)100><100 =

i+
1000

(I11.2)

Para hallar la raiz cuadrada de la matriz A usamos los algoritmos 1, 3,4, 5,6, 7y 8. En
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el caso de los algoritmos 7'y 8 usamos los pardmetros p = 1,2, 3 y el valor inicial tomado

fue Xy = A, donde A es una matriz simétrica definida positiva, con condicionamiento

k(A) = 10,7658.

0.5
Algoritmo 1
—&— Algoritmo 3
0.4r —<— Algoritmo 4 |
Algoritmo 5
Algoritmo 6
g 0.3r1 —&— Algoritmo 7|
'-% —>— Algoritmo 8
Q 02t
e
2
Woo1}
0r B——& Y
-0.1 !
0 1 2 3 4 5 6

lteraciones

Figura VII: Comportamiento de la convergencia de los algoritmos para el ejemplo 6.

En la figura VII se observa que todos los métodos proporcionan excelentes resultados,
debido a que la matriz posee un buen condicionamiento. Todos los métodos presentan un
comportamiento similar en las primeras iteraciones, pero convergen desde la segunda y/
o tercera iteracion. Como se puede apreciar en la tabla IV el método de

Newton modificado 2 y el método de la escala de Padé convergen mas rapido.
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Tabla IV: Algoritmos de prueba para el ejemplo 6, donde n representa el nimero

de iteraciones, EAP es el error aproximado y ERR es el error residual relativo.

EAP

ERR

Algoritmo 1
Algoritmo 3
Algoritmo 4
Algoritmo 5
Algoritmo 6
Algoritmo 7 con p = 1
Algoritmo 7 con p = 2
Algoritmo 7 conp = 3
Algoritmo 8 con p = 1
Algoritmo 8 con p = 2

Algoritmo 8 conp = 3

2,1186 x 10716
1,2442 x 10713
2,1206 x 1016
1,9176 x 10~
2,2076 x 10~°
2,1500 x 1077
1,2433 x 1018
3,5705 x 10~8
2,2076 x 1079
2,0785 x 10~%

3,2266 x 1071¢

1,1665 x 10715
2,0413 x 10713
1,1865 x 10715
3,1460 x 10~
3,6217 x 109
3,5271 x 1077
2,0421 x 10713
5,8576 x 1078
3,6217 x 107
3,4106 x 1078

1,0997 x 10715

Ejemplo 7. Consideremos la matriz

A= (aij)200><200 =

1
itj—1

)

1=7;

i # .

(I11.3)

Para hallar la raiz cuadrada de la matriz A usamos los algoritmos 1, 3,4, 5,6, 7y 8. En

el caso de los algoritmos 7'y 8 usamos los pardmetros p = 1,2, 3 y el valor inicial tomado

fue Xy = A, donde A es una matriz simétrica definida positiva, con condicionamiento

k(A) = 6,2304.
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0.5

Algoritmo 1
—&— Algoritmo 3
04r —<— Algoritmo 4 |
Algoritmo 5
Algoritmo 6
Qo 0.3r1 —&— Algoritmo 7| ]
'-% —>— Algoritmo 8
2 02t
e
2
Wopat
0 L
-0.1 :
0 1 2 3 4 5 6

lteraciones

Figura VIII: Comportamiento de la convergencia de los algoritmos para el ejemplo 7.

En la figura VIII se observa que todos los métodos proporcionan excelentes
resultados, debido a que la matriz posee un buen condicionamiento. Todos los métodos
presentan un comportamiento similar en las primeras iteraciones, pero convergen desde
la segunda y tercera iteracion. Como se puede apreciar en la tabla V el método de

Newton modificado 2 y el método de Padé convergen mads rapido.
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Tabla V: Algoritmos de prueba para el ejemplo 7, donde n representa el nimero de

iteraciones, EAP es el error aproximado y ERR es el error residual relativo.

EAP

ERR

Algoritmo 1
Algoritmo 3
Algoritmo 4
Algoritmo 5
Algoritmo 6
Algoritmo 7 con p = 1
Algoritmo 7 con p = 2
Algoritmo 7 con p = 3
Algoritmo 8 con p = 1
Algoritmo 8 con p = 2

Algoritmo 8 con p = 3

6,2554 x 10716
3,2883 x 10~°
5,5006 x 1016
2,0918 x 1011
2,1447 x 107°
3,2883 x 10~
3,2883 x 10~°
1,3288 x 10715
3,2470 x 107
3,5194 x 107°

1,3672 x 10713

3,0809 x 101
1,6442 x 107°
3,1129 x 1071
1,0460 x 10~
1,0724 x 1079
1,6442 x 1079
1,6442 x 10~°
3,0917 x 1071
1,6225 x 1079
1,7197 x 107°

3,0858 x 10713

El siguiente ejemplo muestra el calculo de la raiz cuadrada de una matriz mal condi-

cionada.

Ejemplo 8. Consideremos la matriz de Hibert, la cual es simétrica definida positiva:

Para hallar la raiz cuadrada de esta matriz, para el caso cuando n = 10, usamos los

algoritmos 1, 3, 4, 5, 6, 7y 8. En el caso de los algoritmos 7 y 8 usamos los pardmetros

p = 1,2,3 y el valor inicial tomado fue Xo = Hyo, donde Hyy es una matriz simétrica

104



definida positiva, con condicionamiento k(Hy) = 1,6025 x 103,

Algoritmo 1
—&— Algoritmo 4
0.8r —<— Algoritmo 5| -
—=&— Algoritmo 7
—>— Algoritmo 8
Sos6f
=
o
O]
—
0471
=
LU
0.2}
or — o
0 1 2 3 4 5 6

lteraciones

Figura IX: Comportamiento de la convergencia de los algoritmos para el ejemplo 8.

En la figura IX se observa que no todos los métodos proporcionan excelentes resulta-
dos, esto se debe a que la matriz de Hilbert no esté bien condicionada. El método de escala
de Padé al inicio de las iteraciones muestra un comportamiento inestable, pero luego en
la iteracidon 5 converge como los algoritmos 1, 4, 5 y 7, mientras los algoritmos 3 y 6 no
convergen a la raiz cuadrada debido a la inestabilidad de la matriz de Hilbert. Finalmente,
podemos observar en la tabla VI que los algoritmos 1, 4, 5 y 7 son numéricamente

estables y poseen una convergencia del tipo cuadratica.
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Tabla VI: Algoritmos de prueba para el ejemplo 8, donde n representa el niimero de

iteraciones, EAP es el error aproximado y ERR es el error residual relativo.

n EAP ERR

Algoritmo 1 13 8,5029 x 107  9,1962 x 107°
Algoritmo 3 - — -

Algoritmo 4 12 1,4690 x 1078 2,8444 x 107°
Algoritmo 5 11 23382 x 1070 2,0403 x 10~°
Algoritmo 6 — — —

Algoritmo 7conp =1 14 1,0648 x 107° 2,2324 x 1075
Algoritmo 7conp =2 8 7,2270 x 10719 11,2582 x 1075
Algoritmo 7conp=3 61,1929 x 107°  2,2914 x 10~°
Algoritmo 8 conp=1 8 6,3775x 10~7  3,1887 x 1077
Algoritmo 8 conp =2 6 1,0012 x 10719 5,0431 x 10~
Algoritmo 8 conp =3 5 5,6217 x 10719 28115 x 10719

B. Aplicacion del método irracional a problemas rigidos

En esta seccion presentamos algunos resultados numéricos para poner a prueba la
estabilidad del método irracional RT-w (con w = 2), para problemas rigidos, los cuales
como ya vimos en el capitulo H son bastantes inestables en el sentido que si tuviéramos
una malla con pocos puntos, dan resultados muy cadticos respecto a la solucién verdadera.

Para tal fin, pondremos a prueba la convergencia de las soluciones de seis problemas
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rigidos tomados en la literatura, que son de tipo oscilatorios y altamente oscilatorios, con
algunos métodos numéricos implicitos tradicionales cuyas funciones de estabilidad son
racionales estudiadas en el capitulo I. Para el método irracional se aplicardn los métodos
que tuvieron mejores resultados en la obtencién de la raiz cuadrada, desarrolladas en la

seccion anterior.

Ejemplo 9. Consideremos el problema que fue tratado en el capitulo I para estudiar su

rigidez:
' 1
(0 5cos(t) — 3 sen(t)
N 1
Us —24 — —9cos(t) + 3 sen(t)
4
con condiciones iniciales u(0) = U ug(0) = 3 donde el jacobiano tiene valores
propios reales negativos \; = —3 'y Ay = —39 y el cual tiene solucién unica:
30t 1 3t 300 L
up(t) = 2e73 + - 3 cos(t), us(t) = —e " +2e " — 3 cos(t).

Se puede observar el término e 3% en la solucién causa que este problema sea rigido. Para
mostrar los efectos de rigidez, realizaremos la prueba numérica con los métodos, Runge
Kutta-4 explicito, Euler explicito, trapezoidal, Runge Kutta-4 implicito y RT-w, utilizando

una longitud de paso constante para N = 10,30 y 50.
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Solucion exacta «10Runge Kutta 4 explicito N=10

-1k L L L L e -4 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
3 X 1072  Euler implicito N=10 5 Trapezoidal N=10
2t .
Ys
1+t
0
At
-2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2 Runge Kutta 4 implicito N=10 3 Método de la Raiz cuadrada N=10

At

Figura X: Comparacién de los métodos RK-4 explicito, Euler implicito, trapezoidal, RK-4

implicito, RT-w y la solucién exacta para N = 10.

Como se observa en la figura X los métodos de Runge Kutta-4 explicito y Euler impl
icito muestran una notable inestabilidad para N = 10. Por otro lado, los métodos del
trapecio y RT-w se acercan més a la solucion exacta debido a que su region de estabilidad
incluye la parte real negativa. Ademas, el método de Runge Kutta-4 implicito ofrece una

aproximacion mds precisa a la solucién exacta gracias a su rapida tasa de convergencia.
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Solucion exacta

Runge Kutta 4 explicito N=30

0.4 0.6

0.8

0.2 0.4

0.6

0.8
Trapezoidal N=30

0.2

0.4 0.6 0.8

0.4
Runge Kutta 4 implicito N=30

0.6

0.8
Meétodo de la Raiz cuadrada N=30
1

0.6

0.8

Figura XI: Comparacion de los métodos RK-4 explicito, Euler implicito, trapezoidal,

RK-4 implicito, RT-w y la solucion exacta para /N = 30.

Abhora, al considerar N = 30, se puede observar en la figura XI que el método de Euler
implicito no muestra una aproximacion cercana a la solucion exacta debido a su falta de

estabilidad en su region correspondiente. Por el contrario, los otros métodos muestran una

convergencia aparente hacia la solucion exacta. Para obtener mds detalles sobre el estudio

de la convergencia de estos métodos, se analizan los puntos en ¢ = 0,03 y 0,1, los cuales
se presentan en la tabla VII.
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Tabla VII: Comparacion de resultados, donde RK-4 E: Runge Kutta-4 explicito, EI: Euler

implicito, T: trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4 implicito y RC: RT-w para N = 30.

Exacta RK-4 E EI T RK-41 RC

u1(0,03)  1,870291 1,844983 1,539188 1,930551 1,998748 1,935617

u1(0,03) —0,692922 —0,642305 —0,016864 —0,813668 —0,954939 —0,824037

u2(0,1) 1,793063 1,786881 1,605822 1,804085 1,802393 1,803567

ug(0,1)  —1,032002 —1,019638 —0,623372 —1,053997 —1,063091 —1,054154

9 Solucion exacta 5 Runge Kutta 4 explicito N=200
u, u,
1 = 1 =
( |
of of
\ _,.-—--"""’_{_{__7_ " \ — -
-1 \ _— R \ _—
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
5 Euler implicito N=200 5 Trapezoidal N=200
u, Uy
1 = 1 b
| |
o on
— \ -
— — Il —_—
- \
A — -1 A=
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
9 Runge Kutta 4 implicito N=200 5 Método de la Raiz cuadrada N=200
ty Y
1 2 1 UZ
( |
0on DTI
1 B | - —
\ _ III ——
\ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura XII: Comparacion de los métodos RK-4 explicito, Euler implicito, trapezoidal,

RK-4 implicito, RT-w y la solucién exacta para N = 200.
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Finalmente, al considerar N = 200 se puede observar en la figura XII que el método
de Euler implicito muestra una mejora en la aproximacion a la solucion exacta en
comparacion con el caso cuando N = 30. Por otro lado, los n¥todos de Runge Kutta-4,
trapezoidal y RT-w se acercan alin mds a la solucidon exacta, mostrando una convergencia
efectiva hacia ella. Para obtener nis detalles sobre el estudio de la convergencia de estos
métodos, se analizan los resultados en los puntos ¢ = 0,05 y 0,08, que se presentan en la

tabla VIII.

Tabla VIII: Comparacion de resultados,donde RK-4 E: Runge Kutta-4 explicito, EI: Euler

implicito, T: trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4 implicito y RC: RT-w para N = 200.

Exacta RK-4 E EI T RK-41 RC

u1(0,05)  1,912058 1,912054 1,882286 1,913008 1,921886 1,912996

u2(0,05)  —0,909077 —0,909068 —0,846651 —0,910912 —0,929791 —0,910967

u1(0,08)  1,861366 1,861364 1,847409 1,861920 1,865463 1,861820

u9(0,08) —1,030581 —1,030577 —0,998455 —1,031577 —1,040317 —1,031510

De estos resultados podemos inferir que el problema no exhibe oscilaciones significa-
tivas, lo cual se debe al tamafio moderado del /V seleccionado. Sin embargo, el método
de Euler implicito muestra resultados menos favorables debido a su regién de estabilidad

limitada.

Ejemplo 10. El siguiente problema, posee dos valores propios reales negativos donde uno

de ellos es considerado negativamente pequeiio en comparacion del otro valor propio.
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Consideremos el problema rigido de valor inicial:

/

Uy —298 99 Uy

Ug : —594 197 Ug
con condiciones iniciales, u,(0) = —0,5 y u2(0) = 0,5, donde el jacobiano tiene valores
propios reales A1 = —100y Ao = —1 y cuya solucion exacta es dada por

UI(t) — 1756_t _ 26_100t7U2(t> — 4,56_t . 46_10015'

Se puede observar el término e~ 1% en la solucién causa que este problema sea rigido.
Para mostrar los efectos de rigidez, realizaremos la prueba numérica con los métodos,
Runge Kutta-4 explicito, trapezoidal, Runge Kutta-4 implicito y RT-w, utilizando la longi-

tud de paso constante para N = 60,90 y 400.

Solucidon exacta 0 102°Runge Kutta 4 explicito N=60
4f] \
‘ . 2 \
3 N ‘.
. -4 \
e 1
2 - |
\.\\\ 5 |
T~
1 w °
0 10
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.8 2
6 Trapezoidal N=60 s Runge Kutta 4 implicito N=60
|
\'« \
4 1 4 H
. ~
™ “~
.\\\ \\\
2 - 2 T~
\\\ .
\_\—\ \\_\
0 0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Método de la Raiz cuadrada N=60
\
\
4
\\\\
2 ~
\\\
0
0 0.5 1 1.5 2

Figura XIII: Comparacion de los métodos RK-4 explicito, trapezoidal, RK-4 implicito,

RT-w y la solucion exacta para N = 60.
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Como se puede ver en la figura X111, los métodos de Runge Kutta-4 explicito muestran
una divergencia respecto a la solucion exacta debido a su escasa estabilidad con respecto
al tamario del paso. En cambio, los métodos trapezoidal y RT-w se aproximan a la solu-
cion exacta, aunque no convergen debido a su orden de convergencia. Se espera que el
método de Runge Kutta-4 implicito, a pesar de su orden de convergencia, logre converger

hacia la solucion exacta.

Solucion exacta

of MIN
. 3 N
3 N |
~ 2] ™~
2 r x_‘_“\ HH‘ME
"‘-..___\_ 1 L i
"*—._\_\_\_H -\
1 N (\
D 4
0
. . . A . . .
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Trapezoidal N=90 6 Runge Kutta 4 implicito N=90
4 J\\
‘ \\\ .
3 Ny 4‘ \“\
2 L HI\"““_ \""m..\
e
1 \\h"""«r_\_\_\k_\_\_h‘- 2 -\-H"‘ﬁ-\.__\_\_t__\- B
-_“"\——___q___ﬂ H"\\&x—%
0 0
4] 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Método de la Raiz cuadrada N=90
af
\\
|
3 \\\\
2 L \‘“\-\
H"““uﬁ.
1 RK
0
0 0.5 1 1.5 2

Figura XIV: Comparacion de los métodos RK-4 explicito, trapezoidal RK-4 implicito,

RT-w y la solucién exacta para N = 90.

Para N =90, se observa en la figura XIV que los métodos de Runge Kutta-4 implicito,
trapezoidal y RT-w se acercan a la solucion exacta. Debido a su orden de convergencia,
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se espera que el método de Runge Kutta-4 implicito converja mas rapidamente, mientras

que el método de Runge Kutta-4 explicito muestra una mejora en comparacion con los

otros métodos. Para examinar el estudio de la convergencia de estos métodos, se

analizan los resultados en los puntos t = 0,03 y 0,1 se presentan en la tabla IX.

Tabla IX: Comparacion de resultados, donde RK-4 E: Runge Kutta-4 explicito, T:

trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4 implicito y RC: RT-w para N = 90.

Exacta RK-4 E T RK-41 RC
u1(0,044)  1,41130585 1,05803013 1,42925032 1,42134357 1,42784363
u2(0,044). 4,25740481 3,55085337 4,29329112 4,27721158 4,29046986
u1(0,288)  1,12364315 1,12360436 1,12362979 1,12227618 1,12358970
u2(0,288). 3,37092945 3,37085186 3,37088937 3,36682854 3,37076911
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Solucion exacta

0.5 1 1.5 2

Trapezoidal N=400

41
RN
3 .
\\\
2 [ “\.\.
R“H

1 Rx\___h_ﬁ-
D L

4] 0.5 1 1.5 2

Meétodo de la Raiz cuadrada N=400
44
3 \\
\\\
2 L ‘\,_\
~—
—
1 i
K“-n__ﬁ___

D L

0 0.5 1 1.5 2

Runge Kutta 4 explicito N=400

0.5 1 1.5 2

Runge Kutta 4 implicito N=400

0.5 1 1.5 2

Figura XV: Comparacion de los métodos RK-4 explicito, trapezoidal, RK-4 implicito,

RT-w y la solucion exacta para N = 400.

Para N = 400, se puede observar en la figura XV que todos los métodos alcanzan

la convergencia hacia la solucion exacta. Para obtener mas detalles sobre el estudio de

la convergencia de estos métodos, se analizan los resultados en los puntos donde t =

0,115y 0,05, los cuales se presentan detalladamente en la tabla X.
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Tabla X: Comparacidn de resultados, donde RK-4 E: Runge Kutta-4 explicito, T:

trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4 implicito y RC: RT-w para N = 400.

Exacta RK-4E T RK-41 RC

w1 (0,115)  1,402594  1,402579  1,402989  1,404090  1,402999

up(0,115)  4,210789  4,210759  4,211579  4,213694  4,2115996

u1(0,05)  1,4133682 1,4133148 1,4147508 1,4191870 1,4147906

u2(0,05)  4,2535807 4,2534737 4,2563454  4,2651509  4,2564247

De estos resultados se puede concluir que, dado que el problema exhibe una alta
oscilacion, los métodos desarrollados muestran un buen desempenio. Tanto el método tra-
pezoidal como el RT-w exhiben resultados similares debido a sus regiones de estabilidad
y ordenes de convergencia. Por otro lado, el método de Runge-Kutta converge mds rdpi-

damente, como se esperaba segiin la parte teorica del estudio.

Ejemplo 11. La siguiente ecuacion diferencial rigida es un ecuacion altamente oscilato-
rio, llamado B5 tomado de la literatura [4]. Esta ecuacion es un problema muy inestable
para muchos métodos cldsicos, en especial cuando se toman particiones pequerias, y sus
resultados estdn intimamente ligados a las propiedades de amortiguamiento. Por ejemplo,

tomando para un sistema de seis ecuaciones diferenciales dado por:
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Uy

U2

Uus

Uy

Us

Ug

w 0 0 0 0 11 Uy _
—-10 0 O 0 0 Us
0 —4 0 0 0 Us
0 0 -1 0 0 Uy
0 0 0 =05 0 Us
0 0 0 0 -0,1 Ug

€(cos(t) + 10sen(t))
we sen(t)

0

donde se toman los valores de w = 100 y ¢ = 1073, y con valores iniciales u,(0) = 1,

ug(0) = 1, uz(0) = 1, ug(0) = 1, u5(0) = 1y ug(0) = 1, donde el jacobiano tiene

valores propios puramente complejos con parte real negativa y otros valores propios no

reales negativos Ay = —10 + 50i, A\g = —10 — 504, \3 = —4, \y = —1, A5 = =05y

X¢ = —0,1 y cuya solucion exacta es dada por:

—IOt(

e % (cos(wt) — sen(wt))

ot/

e—t/10

e 1% (cos(wt) + sen(wt)) + e sen(t)

Para ilustrar los efectos de rigidez, llevaremos a cabo un andlisis numérico utilizando

los métodos trapezoidal, Runge Kutta-4 implicito y RT-w, empleando un tamaio de paso

constante para N = 200, 1000 y 50000 para ¢ € [0, 15].

117



Solucion exacta Trapezoidal N=200

1 15
0.8 ]
0.6
0.5

0.4
0

0.2
05

0 I
02 L
04 15
0 5 10 15 0 5 10 15

] «10"8Runge Kutta 4 implicito N=200

Figura XVI: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w y la solucién

exacta para N = 200.

Como se puede observar en la figura XVI, el método Runge Kutta-4 implicito mostro
una notable inestabilidad con una particién constante de N = 200. En contraste, los
métodos trapezoidal y RT-w no se acercaron a la solucién exacta, pero no exhibieron un

efecto de inestabilidad significativo.
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Solucion exacta Trapezoidal N=1000

1
0.5
0.5
0 0 *
-0.5
-0.5
-1
1 -1.5
0 5 10 15 0 5 10 15
) «10% Runge Kutta 4 implicito N=1000 15 Método de la Raiz cuadrada N=1000
1.5 1
1
0.5
0.5
0
0
-0.5
-0.5
1 1
-15 -15
0 5 10 15 0 5 10 15

Figura XVII: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w la solucion

exacta para /N = 1000.

Para NV = 1000 se observa en la figura XVII que el método de Runge Kutta-4 implicito
nuevamente muestra resultados poco precisos, con una discrepancia del orden de 10%, de-
bido a las altas oscilaciones presentes en la ecuacion y a la escasa estabilidad del método.
En contraste, los métodos trapezoidal y RT-w exhiben un comportamiento estable frente
a las grandes oscilaciones de la ecuacion, lo cual les permite converger hacia la solucion
exacta. Para obtener una mejor comprension de los resultados de convergencia del método
trapezoidal y RT-w, se analizan los resultados en los puntos ¢ = 0,255 y 0,645, detallados

en la tabla XI.

119



Tabla XI: Comparacién de resultados, donde T: trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4

implicito y RC: RT-w para N = 1000.

Exacta T RK-41 RC

u1(0,255)  0,10116292  0,28591421  35,14256669  0,29586809

u(0,255)  0,04483892  0,25069495  46,88495607  0,25927915

u1(0,645)  0,00202061  0,00075868 1517,01485295 0,00079891

u2(0,645) —0,00172666 0,02371843 8555,50196083 0,02653587

15 Solucion exacta 15 Trapezoidal N=50000

1 1
0.5 0.5
0 0
05 05
1 1
-156 15

0 5 10 15 0 5 10 15

15 Runge Kutta 4 implicito N=50000 15 Método de la Raiz cuadrada N=50000

1 1
0.5 0.5
0 + 0
-05 05
1 1
-1.5 1.5

0 5 10 15 0 5 10 15

Figura XVIII: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w y

la solucién exacta para N = 50000.

120



Para N = 50000, se observa en la figura XVIII que los métodos d e R unge Kutta-4

implicito, trapezoidal y RT-w convergen hacia la solucion exacta. Esto se debe a la finura

de la malla utilizada, aunque existe el riesgo de encontrar inestabilidades numéricas. Sin

embargo, debido a la rdpida velocidad de convergencia del método Runge Kutta-4 y la

estabilidad de los métodos trapezoidal y RT-w, este problema no se presenta. Para obtener

una comprension mds detallada de los resultados de convergencia en los métodos

trapezoidal y RT-w, se analizan los resultados en los puntos ¢ = 0,0066 y 0,28515, los

cuales se muestran en la tabla XII.

Tabla XII: Comparacion de resultados, donde T: trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4 impl

icito y RC: RT-w para N = 50000.

Exacta T RK-41 RC
u1(0,0066) 1,31283659  0,00000257 0,00243750 0,00000281
u2(0,0066) 0,18553964  0,00001607 0,00013148 0,00001606
u1(0,28515)  —0,06957822 0,00001080 0,00651247 0,00001017
u2(0,28515)  —0,04232651 0,00004299 0,00232339 0,00004322

Como se observa en la tabla X, tanto el método trapezoidal como el método RT-w

convergen con una precision de 107, mientras que el método Runge Kutta-4 implicito al-

canza una precisién de 1072, A pesar de esto, el método Runge Kutta-4 implicito muestra

una convergencia superior al método RT-w, logrando mejores resultados.
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Ejemplo 12. El siguiente ejemplo muestra una ecuacion diferencial rigida altamente

oscilante, y es dado por:

— -/ -

Uy

(%) -

Uus

—1000 1000 999

—1000 —1000 1000

0 0 -1

Uy

Uz

Uus

1000 sen(t) — 999 cos(t)

999 sen(t) + 1000 cos(t)

0

con valores iniciales u,(0) = 2, u2(0) = 2 y u3(0) = 1, donde el jacobiano tiene valores

propios puramente complejos con parte real altamente negativa Ay = —1000 + 10004,
Ay = —1000 — 1000¢, y un valor propio real negativo y en modulo extremadamente
pequerio \3 = —1 y cuya solucion exacta es dada por:

e~ 1% (sen(1000t) + cos(1000t)) 4 sen(t) 4 e~

e 100%(¢os(1000¢) — sen(1000¢)) + cos(t)

e—t

Para mostrar los efectos de rigidez, realizaremos la prueba numérica con los métodos,

trapezoidal, Runge Kutta-4 implicito y RT-w, utilizando una longitud de paso constante

para N = 40,300 y 5000. Para este problema utilizamos el intervalo t € [0, 1].
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Solucién exacta Trapezoidal N=40

2 2
1.8 |
1.5
1.6 |
1.4 || 1
12
| 0.5
1 l—-—=':'—__'__if__'___.__._._._._._._
I
0.8 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 03 0.4
: <102 Runge Kutta 4 implicito N=40 ) Método de la Raiz cuadrada N=40
4
1.5
3
2 1
1
0.5
0
1 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 03 0.4

Figura XIX: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w y la solucion

exacta para N = 40.

Como se observa en la figura XIX, el método de Runge Kutta-4 implicito mostro una
gran inestabilidad con una particion constante de N = 40, alcanzando una variacion de
102, En contraste, tanto el método trapezoidal como el método RT-w exhiben un compor-

tamiento oscilatorio similar y no logran converger hacia la solucion exacta.
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) Solucion exacta ) Trapezoidal N=300

- T 0.8

0.8 . . . . . . . 06 . . . . . . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 0 005 01 015 02 025 03 035 04

Runge Kutta 4 impli2, 3 & & Q5 ) Método de la Raiz cuadrada N=300

0.5 b |
0.8

0 005 01 015 02 025 03 035 04 0 005 01 015 02 025 03 035 04

Figura XX: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w y la solucion

exacta para N = 300.

Para N = 300 se observa en la figura XX, el método de Runge Kutta-4 implicito no
logra obtener una buena convergencia en comparacion con el método trapezoidal y RT-w,
debido a las altas oscilaciones presentes en la ecuacion diferencial rigida. Los métodos
trapezoidal y RT-w muestran comportamientos similares y se acercan a la solucion exac-
ta. Para un andalisis detallado de la convergencia en los métodos trapezoidal y RT-w, se

consideran los resultados en los puntos t = 0,004 y 0,008, detallados en la tabla XIII.
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Tabla XIIT: Comparacion de resultados, donde T: trapezoidal, RK-4 I: Runge

Kutta-4 implicito y RC: RT-w para N = 300.

Exacta T RK-41 RC

u1(0,004)  0,974174757  0,061214218 0,073491159  0,060997019

u2(0,004) 1,00188142070 0,049814216 0,128918247  0,050156230

u1(0,008)  1,0003149124  0,002331758 0,001898020 0,0021245334

u2(0,008)  0,999587298  0,006571962 0,013967017 0,006358132

Podemos ver de los resultados de la tabla XI que el método trapezoidal y el método

RT-w, convergen a la solucion exacta, siendo el problema altamente oscilante.

» Solucién exacta » Trapezoidal N=5000
1.8 1.8
1.6 1.6
1.4 1.4
1.2 1.2
T e W ]
0.8 0.8
0.6 0.6
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
2 Runge Kutta 4 implicito N=5000 2 Método de la Raiz cuadrada N=5000
1.8 1.8
1.6 1.6
1.4 1.4
1.2 1.2
0.8 0.8
0.6 0.6
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura XXI: Comparacién de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w y la

solucion exacta para N = 5000.
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Para N = 5000, se puede observar en la figura XXI que todos los métodos muestran
buenos resultados de convergencia hacia la solucion exacta, gracias a la utilizacion de
una malla muy fina. A pesar de que el método R T-w tiene un orden de convergencia de
uno, lo cual podra llevar a malos resultados en una malla tan fina su estabilidad permitio
obtener buenos resultados en esta situacion. Para analizar mas detalladamente la
convergencia de los métodos trapezoidal y RT-w, se examinan los resultados en los

puntost = 0,0016 y 0,2588, que se muestran en la tabla XIV.

Tabla XIV: Comparacion de resultados, donde T: trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4

implicito y RC: RT-w para /N = 5000.

Exacta T RK-41 RC

11(0,00175)  1,951065051 0,000097816 0,002154108 0,000097882

u2(0,00175).  1,577097976 0,000023891 0,003459907 0,000023898

u1(0,2588) 1,027898102 0,0026141-107% 0,000013662 0,24465111 - 1076

u2(0,2588).  0,966697779  0,0000081 - 10~% 0,000003134 0,14210442 - 10~°

Como se puede ver en la tabla XII, tanto el método trapezoidal como el método RT-w
muestran una convergencia con una precision de 1075, en la parte mds oscilatoria del
problema de rigidez, y con una precision de 10~°, en otra parte. En cambio, el método de
Runge Kutta-4 implicito alcanza una precision de 1072, en esta misma parte. También es
notable que a pesar de que el método RT-w tiene un orden de convergencia O(h), su buen
comportamiento de estabilidad le permite converger hacia la solucion exacta incluso con

una malla de tamafio N = 5000.
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Ejemplo 13. El siguiente ejemplo es un problema altamente rigido debido a que sus

valores propios estdn muy distanciados. Consideremos la ecuacion diferencial:

/

Uy —2000 999,75 Uy 1000,25
= +
Ug 1 -1 Ug 0
con condiciones iniciales u;(0) = 0, uz(0) = —2, donde el jacobiano tiene valores
propios reales A\ = —0,5y Ay = —2000,5 y cuya solucion exacta es dada por:

1 —1,499875¢~ 05" + 0,499875¢ 20005
u(t) =
1 —2,99975¢ =% — 0,00025¢ 20005t

Se puede observar que el término e~2000:5

en la solucion causa que este problema
sea rigido y desde que \i < )y entonces, es altamente rigido. Para mostrar los efectos
de rigidez, realizaremos la prueba numérica con el método trapezoidal, Runge Kutta-4

implicito y RT-w, utilizando las longitudes de paso constantes para N = 50, 1000 y 6000.

Para este problema utilizamos el intervalo t € |0, 2], con longitud de paso h constante.
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Solucion exacta 05 Trapezoidal N=50

-15 -1.5
-2 -2
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
s «108°Runge Kutta 4 implicito N=50 ] Método de la Raiz cuadrada N=50
4 F

Figura XXII: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w y la soluci

6n exacta para N = 50.

Como se puede ver en la figura XXII el método de Runge Kutta-4 implicito muestra
inestabilidad cuando se utiliza una malla con N = 50. En contraste, tanto el método
trapezoidal como RT-w muestran resultados en ambas soluciones que estdn dentro del

mismo intervalo respecto a la solucion exacta.
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Solucion exacta Trapezoidal N=1000

-1.5 -1.5
2 N 2 -
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Runge Kutta 4 implicito N=1000 ] Método de la Raiz cuadrada N=1000
0.5 0.5
0 0

-2 — -2 ———
0 002 004 006 008 0.1 0 002 004 006 008 0.1

Figura XXIII: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RI-w y la solucion

cxacta para N=1000.

Para N = 1000 vemos en la figura XXIII que el método de Runge Kutta-4 implicito
muestra buenos resultados. A pesar de ser inestable, debido a su rapida velocidad de
convergencia, logra aproximarse a la solucion en comparacion con otros métodos. Sin
embargo, uno de los conjuntos de soluciones no logra converger adecuadamente debido
a la alta rigidez del problema. Para obtener una mejor comprension de la convergencia

de los métodos analizados, examinamos los resultados en t = 0,002 y 0,006, detallados

en la tabla XV.

129



Tabla XV: Comparacion de resultados, donde T: trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4

implicito y RC: RT-w para N = 1000.

Exacta RK-41 RC
u1(0,002) —0,489229496 0,175826911 0,029878945 0,176049300
u2(0,002) —1,996756324 0,000087936 0,000015507 0,000088048
u1(0,006) —0,495379056 0,018535468 0,000037884 0,018609745
11(0,006) —1,990764237 0,000009271 0,000001708 0,000009310
] Solucién exacta ] Trapezoidal N=6000
0.5 0.5

-

2 —
0 0.01 0.02

0.03

0.04

Runge Kutta 4 implicito N=6000

0.05

0.5

0

-

-0.5
-1

-1.5

2 —

0 0.01 0.02 0.03

0.04

0.05

N

0.5

0

-0.5

-1

-1.5

-2

Método de la Raiz cuadrada N=6000

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

-

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Figura XXIV: Comparacion de los métodos trapezoidal, RK-4 implicito, RT-w y

la solucién exacta para /N = 6000.
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En la figura XXIV que todos los métodos muestran buenos resultados de convergen-
cia en el intervalo [0,01; 2] respecto a la soluciéon exacta. Sin embargo, en el intervalo [0;
0,01], donde hay una mayor inestabilidad, el método de Runge Kutta-4 implicito co-
mienza a perder precision computacional debido a dos razones principales: su inestabili-
dad y el tamaiio de la malla elegida. A pesar de tener una alta velocidad de
convergencia, este método muestra una pérdida de precision. Mientras tanto, los otros
métodos mejoran y se acercan a la solucion exacta debido a su mayor estabilidad. Para
analizar la con-vergencia de los métodos trapezoidal y RT-w, se consideran los resultados

en los puntos t = 0,002y 0,0325, los cuales se muestran en la tabla XV1I.

Tabla XVI: Comparacion de resultados, donde T: trapezoidal, RK-4 I: Runge Kutta-4

implicito y RC: RT-w para N = 6000.

Exacta T RK-41 RC

u1(0,002)  —0,48922949 0,001344614 0,004439976 0,001345590

u2(0,002)  —1,99675632 0,000000672 0,000002315 0,000000673

u1(0,0325)  —0,49189696 0,0136040 - 10~  0,2492559 - 1075  0,0080853 - 108

u1(0,0325)  —1,98379392 0,0036906 - 1078  0,4990367 - 1075  0,0147435 - 1078

Como se puede ver en la tabla XIV, tanto el método trapezoidal como el método RT-w
convergen con una precision de 102 para la primera solucién, que es la que presenta un
mayor efecto de rigidez. Para la segunda solucion, ambos métodos logran una precision
de 1078, También se puede observar que, a pesar de que el método Runge Kutta-4 implici-
to tiene un orden de convergencia mayor que los otros dos métodos, su aproximacion a la

solucion exacta no es tan significativa, debido a que no es estable.
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V. Conclusiones y recomendaciones

Conclusiones

En esta trabajo, hemos explorado y evaluado métodos para el célculo de la raiz cua-
drada de matrices no singulares y cdmo aplicarlo en ecuaciones diferenciales rigidas de
diferentes especies, aproximando la solucidn con el método irracional RT-w y con w = 2.
A través de un andlisis comparativo con otros métodos, hemos llegado a las siguientes

conclusiones.

1. Parael cdlculo de la raiz cuadrada de una matriz no singular, tomando como referen-
cia la inversa de la matriz determinada por el software Matlab, se alcanzé buenos
resultados en todos los métodos estudiados, para aquellas matrices que tenian un
buen condicionamiento. Para las matrices mal condicionadas, como la matriz de
Hilbert que al aumentar su dimension aumentada su condicionamiento, todos los
métodos estudiados no dieron buenos resultados, sin embargo, el mds rescatable

fue el método de Padé a escala'y con p = 3.

2. Para el método de Padé a escala los errores residuales fueron muy pequefios en com-
paracion de los otros métodos estudiados. Es por ello que se tom6 como referencia

este método para el desarrollo de la siguiente fase de este trabajo.
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3. En el desarrollo del método en diferencia irracional RT-w para la solucion de ecua-
ciones diferenciales rigidas lineales de diferentes especies, se tomé como referencia
w = 2, tal como el autor del método habia mencionado, ya que ese valor obtuvo
buenos resultados. Este método ha demostrado ser una herramienta eficiente, pa-
ra la aproximacién de ecuaciones diferenciales rigidas. También demostrd ser muy
estable en la variedad de problemas rigidos estudiados. Aunque su comportamien-
to convergente no es muy alto, no presenté ninguna inestabilidad computacional,

debido a los pequeios valores que se tomo en la malla.

4. El método irracional RT-w resulté muy eficiente en comparacion de los métodos

tradicionales que fueron tomados en este trabajo.

5. Se pretende estudiar este método en aquellos problemas rigidos no lineales, ya que

no se vio un desarrollo en el articulo tomado.

6. Por ultimo, se quiere mejorar el orden de convergencia debido a su gran estabili-
dad que ella posee en el desarrollo de la aproximacién de ecuaciones diferenciales

rigidas.
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Discusiones y recomendaciones

Basado en los hallazgos y resultados obtenidos en esta tesis, se proponen las siguientes

recomendaciones para futuras investigaciones y aplicaciones practicas:

1. Considerar el desarrollo y la evaluacion de métodos iterativos para mejorar el calcu-
lo de la raiz cuadrada en matrices con condicionamiento alto, centrando la idea en
mejorar la precision numérica y para el caso de matrices de grandes dimensiones y

con gran cantidad de ceros, esto es, sobre las matrices dispersas.

2. Realizar estudio de paralelismo en el calculo de la raiz cuadrada de matrices con

grandes dimensiones.

3. Realizar un profundo estudio en el valor de w, clasificando lo tipos de ecuaciones
rigidas, en el método RT-w y asi mejorar su eficiencia, estabilidad y su rapidez de

convergencia.

4. La adaptacién del método RT-w a problemas multidimensionales y no lineales.
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