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Antecedentes

En la presente tesis se estudia el movimiento de un dipolo eléctrico en un campo eléctrico
producido por diversas configuraciones eléctricas. Como se sabe en los cursos de antegrado es
mas familiar si estudiamos la interacciéon de dos dipolos eléctricos es para aplicar a modelos de
moléculas dipolares considerando la Mecéanica Cuéantica como se menciona en [1].

Pero existen articulos donde se analizan experimentos donde hay movimientos de dipolos eléctricos
en la presencia de campos magnéticos. [2].

Estudiar el movimiento de un dipolo eléctrico en presencia de un campo eléctrico no es fre-
cuente en los cursos de antegrado, pero en ciertas investigaciones como en el articulo (3] se estudia
el movimiento de particulas neutras que tienen un momento dipolar eléctrico permanente con el
fin de confinar en un regién del espacio (se dice que el dipolo estd en una trampa eléctrica). El
analisis de este movimiento es usando la Fisica Clasica.

También se puede analizar una trampa para dipolos eléctricos en el texto tal como [4]. En el
articulo [5] se estudia la dinamica de un dipolo eléctrico en presencia de un campo electromagné-
tico. Ademas de estudiar el estado de equilibrio entre dos dipolos eléctricos, no es frecuente en los
cursos de antegrado.La primera referencia esta en un problema de electromagnétismo mencionado
en el texto de Teoria Electromagnética del Dr A. Talledo [6].

En otro (7] analiza el confinamiento de particulas neutras que tienen un momento dipolar eléc-
trico permanente. También se muestran evidencia experimentales que nanoscristales de celulosa
tiene un momento dipolar eléctrico permanente [8].Finalmente en ciertas investigaciones incluso
se estudian movimientos de cuadrupolos en campos eléctricos [9] Al desarrollar el presente trabajo
se halla que algunos de los 4ngulos de Euler del dipolo mévil tiene comportamiento periédico en

forma semejante al movimiento de un sélido simétrico [10]
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Justificacion

En general el estudio clasico del movimiento de un dipolo eléctrico en la presencia de un

campo eléctrico (debido a otro dipolo) se justifica por los motivos.

1. Investigar y difundir las propiedades de este movimiento, que no se estudia en antegrado. En
investigacion a nivel post-grado no es tan frecuente analizar el movimiento del dipolo eléc-
trico en cambio el movimiento de un dipolo magnético es estudiado con maés frecuencia

incluso a nivel clésico [11], y también se presenta en los libros de Mecanica [12].

2. Podemos posteriormente aplicar estas propiedades a un sistema fisico como una red cubica
simple de moléculas, todas las cuales se comportan como un dipolo elemental con centro de
masa fijo en los vértices de la red con el fin de explicar su movimiento de oscilacién bajo
un punto de vista clasico.

Con la asimilacién de los conceptos del presente trabajo se puede hacer analisis y modifi-
caciones de investigaciones del movimiento de un dipolo eléctrico como mencionado en el
articulo Trampa electromagnética para particulas polares [13] .

Es obvio la importancia del estudio de los dipolos eléctricos por que no solo se aplica al
estudio de ciertos tipos enlaces de moléculas, sino también podemos aplicar la teoria del
movimiento de los dipolos a fenémenos como el siguiente:

Sabemos que las moléculas de agua se comportan como un dipolo. Si se aplica un campo
eléctrico externo a las moléculas de agua en este experimento muestra que la temperatura
del agua disminuye porque que las moléculas dejan de vibrar debido al alineamiento con el

campo eléctrico externo [14].

3. La interaccién de un campo eléctrico con una molécula o un cristal provoca efectos es-

pectrales que a menudo pueden relacionarse facilmente con parametros importantes de la
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distribucién de carga. Las influencias del campo ecléctrico en los espectros se denominan
efectos Stark, y en este fenémeno la atencién se centra en el espectro 6ptico (visible y ul-
travioleta). Los cambios espectrales inducidos por el campo a menudo conducen a nuevos
conocimientos sobre el dipolo molecular y los momentos superiores de la distribuciéon de car-
ga, las capacidades de polarizaciéon de los estados electrénicos excitados y los parametros

que describen las interacciones intermoleculares en los cristales [3].



Resumen

En los cursos de antegrado se estudia con detalle el movimiento de una particula sometida a
fuerzas centrales, el movimiento de un cuerpo rigido (como el trompo) o se calcula los campos
eléctricos ( magnéticos) producidos por dipolos eléctricos (magnéticos) en puntos lejanos. El ana-
lisis de la interaccion entre dos dipolos eléctricos es siempre estudiado desde un punto de vista
cuantico y para un estudio clasico se tiene como problemas estaticos .

El objetivo del presente trabajo es estudiar el movimiento de un dipolo eléctrico real (es decir
se considera las dimensiones de las cargas que definen el dipolo) en un campo eléctrico generado
por un dipolo elemental fijo, que a diferencia de los problemas que existen sobre este sistema de
cargas el dipolo elemental fijo no est4 necesariamente en el eje Z, est4 en una direccién arbitraria.
Con el objetivo de simplificar las ecuaciones se va a considerar en la mayoria de los casos que el cen-
tro de masa del dipolo eléctrico real esta fijo y el movimiento es de un cuerpo rigido.Consideramos
la dinamica de Lagrange y los dngulos de Euler para describir el movimiento.

En el presente trabajo usaremos también la ley de conservaciéon de la energia y se demuestra
que cuando el dipolo elemental coincide con el eje Z el movimiento es parecido al de un trompo
simétrico pero cuando el dipolo moévil esta en el plano YZ este tendra dos posiciones de equilibrio.
Como es evidente estos resultados fueron comprobados efectuando simulaciones numéricas. En las
conclusiones se presenta la validez de los calculos numéricos.

Para analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio se aplica la teoria de establidad de

Lyapunov.



Abstrat

In undergraduate courses, the motion of a particle subjected to central forces, the motion of a
rigid body (such as a top) or the calculation of clectric (magnetic) fields produced by electric
(magnetic) dipoles at distant points are studied in detail. The analysis of the interaction between
two electric dipoles is always studied from a quantum point of view and for a classical study,
static problems are considered.

The objective of this work is to study the motion of a real electric dipole (that is, the di-
mensions of the charges that define the dipole are considered) in an electric field generated by
a fixed elementary dipole, which, unlike the problems that exist on this system of charges, the
fixed elementary dipole is not necessarily on the Z axis, it is on the Z axis. an arbitrary address.
In order to simplify the equations, in most cases the center of mass of the real electric dipole will
be considered to be fixed and the motion is that of a rigid body. We consider Lagrange dynamics
and Euler angles to describe the motion.

In this work we will also use the law of conservation of energy and it is shown that when the
elementary dipole coincides with the Z axis the motion is similar to that of a symmetrical top,
but when the mobile dipole is in the YZ plane it will have two equilibrium positions.

As is evident, these results were verified by carrying out numerical simulations. In the conclusions,
the validity of the numerical calculations is presented.

To analyze the stability of the equilibrium positions, the theory is applied. Lyapunov stability.
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Capitulo 1

Conceptos Generales

1.1. Generalidades

Como se menciono en el resumen del presente trabajo, deseamos estudiar el comportamiento
de un dipolo eléctrico real en presencia de campos electrostaticos generados por diveras configu-
raciones de cargas fijas (cjemplo dipolos y cargas puntuales).

Consideramos el primer caso el dipolo real con centro de masa fijo y el otro caso con el centro de
masa que se mueve en el espacio.

Como el movimiento es en tres dimensiones y el dipolo se considera como un cuerpo rigido, usare-
mos los angulos de Euler para describir su movimiento. En casos simples se tendra una ecuacion
para la energia mecanica donde dependera de un so6lo angulo 8 y de su derivada respecto al
tiempo (velocidad angular de nutacién). Al proceder asi se demostrara que este angulo tendra
un valor maximo y minimo. Esto es posible por tener dos coordenadas ciclicas ¢ y %.Un caso
particular de movimiento cuando hay precesién uniforme en la cual el 4ngulo 6 es constante (mo-
vimiento estacionario).

En otros casos s6lo tendra una sola coordenada ciclica aunque se consigue movimientos estaciona-
rios para los angulos 6 y ¢. Para comprobar algunos resultados aplicamos la teoria de estabilidad

de ecuaciones diferenciales ordinarias (Lyapunov), y simulacién numérica.

1.2. Importancia del dipolo eléctrico

El estudio clasico de un dipolo eléctrico es necesario y a continuacién se dan algunos argu-
mentos de su importancia:

Es sabido que un momento dipolar eléctrico grande en las moléculas o 4tomos las convierte en



un excelente solvente.

Precisamente la molécula de agua (H30 ) se comporta como un dipolo eléctrico figura ( 1 ).Como
un todo, la molécula de agua es eléctricamente neutro, no obstante, los enlaces quimicos dentro
de las moléculas ocasionan un desplazamiento de la carga; el resultado es una carga neta negativa
en el extremo del oxigeno de la molécula, y una carga neta positiva en el extremo del hidrégeno,
formando asi un dipolo eléctrico tal que el efecto es equivalente al desplazamiento de un elec-
tron de apenas 0,4A ( aproximadamente el radio de un atomo de hidrégeno); sin embargo, las

consecuencias de este desplazamiento son profundas.

Oxigeno

Hidrogeno Hidrogeno

Figura 1: Molécula de agua

El agua es un magnifico solvente para las sustancias iénicas como la sal de mesa ( cloruro
de sodio NaCl ), Precisamente porque la molécula de agua es un dipolo eléctrico. Cuando se
disuelve en agua, la sal se disocia en un ién de sodio positivo Na* y un i6n de cloro negativo
Cl~, los cuales tienden a ser atraidos hacia los extremos negativo y positivo, respectivamente de

las moléculas de agua; esto mantiene los iones en la solucién.

Si las moléculas del agua no fueran dipolos eléctricos, el agua seria un mal solvente, y casi
toda la quimica que ocurre en soluciones acuosas seria imposible.

Esto incluye todas las reacciones bioquimicas que se realizan en las formas de vida terrestre.



En un sentido muy real, nuestra existencia como seres humanos depende de los dipolos.
Existen distintos tipos de fuerzas intermoleculares como las interacciones entre las moléculas, y

entre iones y moléculas, mencionemos algunas de ellas:

1.3. Tipos de Interacciéon de los dipolos

1.3.1. Interaccién ion - dipolos

La interaccion dipolo se puede observar macroscépicamente como por ejemplo en la deflexion
de un chorro de agua por una barra cargada, fenémeno que ilustra la naturaleza atractiva de la
interaccién ion dipolo. figura (2).

Esta interaccién de atraccion es la principal responsable de la disolucién de los compuestos i6nicos

en los solventes polares

Figura 2: Interacciéon ion dipolos

En una especie neutra no polar, como el &tomo de helio, la densidad de carga electronica tie-
ne simetria esférica en torno al niicleo. Si un objeto con carga eléctrica como un i6n positivo, se
acerca a un atomo de helio la interaccion electrostatica causara una redistribucion de la densidad

de carga.



1.3.2. Interaccion dipolo - dipolo

Las interacciones moleculares del dipolo - dipolo se presentan entre moléculas polares, que
poseen momentos dipolares permanentes figura (3). Su origen es electrostatico y se puede com-
prender en terminos de la ley de Coulomb. A mayor momento dipolar. La figura muecstra la
orientaciéon de las moléculas polares en un sélido. En los liquidos las moléculas no estan enlazadas
tan rigidamente como en un sélido, pero tienden a alinearse de tal manera que en promedio las

interacciones atractivas sean maéaximas.

Orientacion de moléculas polares en un solido

o o
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Figura 3: Orientacién de moléculas polares en un sélido

Las fuerzas dipolo - dipolo constituyen lo que en quimica se llaman comunmente fuerzas de
Van der Waals. Estas fuerzas son todas de atraccién en la naturaleza y juegan un papel impor-
tante en la determinacion de las propiedades fisicas de las sustancias, tales como los puntos de

fusion, punto de ebullicién y solubilidades.

La distancia entre moléculas en un sélido o liquido esta determinada por el balance entre las
fuerzas de Van der Waals de atracciéon entre los electrones y entre los nicleos.

El enlace de hidrégeno es un tipo especial de interacciéon dipolo - dipolo, los enlaces de hidrégeno

constituyen una poderosa fuerza en la determinacién de la estructura y propiedades de muchos



compuestos.

El objetivo del presente trabajo es conocer uno de los comportamientos de las distribuciones

mas comunes que existe en la naturaleza que es el dipolo eléctrico.

El campo eléctrico que crea un dipolo eléctrico cambia las propiedades del medio que lo rodea
este adquiere nuevas caracteristicas, siendo esta distribucién de carga una manifestacion de las

cargas fundamentales del electron, protén y de su estructura microscopica .

Sabemos que los materiales llamados conductores deben sus propiedades eléctricas a la presen-
cia de cargas libres en su interior y por el contrario los materiales dieléctricos también llamados
aislantes o no conductores de la carga eléctrica se encuentran fuertemente ligados dando probable-
mente distribuciones especiales. La figura (4) ilustra una estructura microscépica de un material

polarizado debido a la presencia de un campo eléctrico ﬁ

S

Figura 4: Material polarizado en presencia de un campo eléctrico.

Se observa en la figura (4) un desplazamiento neto de las cargas, pero a pesar de la presencia
del campo eléctrico externo la carga neta del dipolo sigue siendo cero.

En la naturaleza, en ausencia de un campo eléctrico, las moléculas pueden ser polares o no
polares, en el caso de las moléculas polares llamados asi porque estas moléculas tienen un mo-
mento dipolar permanente ? en las que el centro de las cargas positivas no coincide con el de

las cargas negativas como por ejemplo lo son las moléculas de agua H,0 o la molécula CO.



En ausencia de campos eléctricos aplicados, los dipolos moleculares contenidos en cada dife-
rencial de volumen estan orientados al azar, no existiendo un momento dipolar neto y por tanto

ningin campo dipolar resultante.
En presencia de un campo eléctrico figura (5), en cambio, el dieléctrico experimenta el fe-

noémeno de polarizacion, si las moléculas son polares existird una fuerza electrostatica sobre el

dipolo que ejercera un momento o torque.

@p
/) )Y

Figura 5: Moléculas polares en presencia de un campo eléctrico.

Sabemos que la fuerza exterior resultante sobre un dipolo en un campo eléctrico homogéneo

es la suma de las fuerzas sobre cada una de las cargas, es evidente que la fuerza es nula.



Figura 6: Dipolo elécrico en un campo eléctrico uniforme.

Para el campo homogéneo, la fuerza resultante

F.+ F,=0

Pero si el campo externo no es uniforme los calculos son complicados






Capitulo 2

Movimiento de un dipolo en un campo

eléctrico debido a un Dipolo Elemental

fijo

2.1. Generalidades

En el presente capitulo se considera el siguiente sistema de cuerpos cargados:

1. Un dipolo elemental fijo de momento dipolar pj que esta en el plano YZ (formando un
angulo « con el eje Z) y con centro geomeétrico que coincide con el origen de coordenadas
del sistema de referencia inercial XYZ.

El momento dipolar serd representado entonces por pj.

z

Figura 8: Dipolos



2. Otro dipolo eléctrico moévil p que estd formado por cargas —Q y @ distribuidas en dos
regiones esféricas (con densidad de carga uniforme) Estas esferas tienen la misma masa y
radio, estando ademé4s unidos por una varilla de masa despreciable de longitud !.

Luego su momento dipolar es:
F=Ql (2.1)

Figura 9: Dipolo Movil

El centro de este dipolo que est4 en el eje X a una distancia a del origen de coordenadas y

como se dijo anteriormente, se mueve como un cuerpo rigido.
Ligado a este cuerpo se tiene un sistema de ejes X;X2X3 con origen de coordenadas coinci-

dente con el centro de masa del dipolo mévil tal como se muestra en la Figura (10).
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Figura 10: El eje X3 coincide con el eje de simetria

Tal que el eje X3 coincide con la recta que pasa por el centro de las esferas. Por lo tanto,
los momentos de inercia respecto a rectas perpendiculares (seran denotados por I3, I3) al eje de

simetria son iguales.

Como sabemos cuando se estudia un cuerpo rigido se considera dos bases de vectores:

B={ijk} (2.2)
BL = {é1, &3, €3}. (2.3)

Esta dltima ligada al cuerpo rigido ( figura 10 ).
Como se dijo denotaremos por [x como el momento principal de inercia con respecto al eje

Xi. Ademés se va a considerar que:

Con lo mencionado anteriormente tendremos en cuenta los siguientes casos :
1. Dipolo fijo coincidente con el eje Z.

2. Dipolo fijo en el plano YZ.
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En todos los casos el campo eléctrico externo que se considera serd para puntos lejanos como se
sabe la expresién correspondiente para calcular el campo eléctrico es :

3(PL-7) . P
donde p) es el momento dipolar. También consideramos que la energia potencial, ver [7], que tiene

un dipolo mévil en el campo eléctrico externo es
E, =—p- B(r) (2.6)

Aplicaremos la dindmica de Lagrange para describir el movimiento considerando como coordena-
das generalizadas a los dngulos de Euler § | ¢ y % (figura 11 ) como se presenta en el libro

[15] . Es decir:

q =0 (2.7)
G2 = ¢ (2.8)
g3 = ¢ (2.9)
!
b2

Figura 11: Angulos de Euler
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También consideramos las ecuaciones entre las componentes w; ,ws y w3z de la velocidad

angular ver [16] con respecto a la base ligada al dipolo mévil en funcién de los 4ngulos de Euler

0,0y y:

w) = ¢seny senb + 6 costp (2.10)
wy = ¢cosy senf — O senyp (2.11)
w3 = Gecosh + P (2.12)

Estas ecuaciones permitiran expresar la energia cinética en funcién de los angulos de Euler.

Por otra parte, mencionamos que en esta investigacién tedrica:
a) Solo hay fuerzas eléctricas.

b) No se considera la radiaciéon emitida por las cargas de los dipolos eléctricos cuando estan

en movimiento porque se consideran que las velocidades no son relativistas.
c¢) En todo movimiento la distribucion de cargas del dipolo mévil se mantiene constante.
d) No se conserva el momento angular debido a los torques de las fuerzas eléctricas.
e) El eje de rotacién no necesariamente coincide con el eje de simétria.

El objetivo como se dijo anteriormente es hallar las posiciones de equilibrio respecto para los
angulos de Euler y si es posible obtener una ecuacién para la energia mecénica de tal modo que
dependers del angulo de Euler 6 y de la velocidad angular de nutacion 8.

Es evidente que no se conserva el Momentum Angular debido a las fuerzas eléctricas. E1 método
de analisis es semejante al caso del estudio del movimiento de un sélido simétrico ver [12].
En el apéndice (4) consideramos el campo producido por dos dipolos coincidentes con el eje Y y

el eje Z para demostrar que el movimiento es semejante al Gltimo caso (2).
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2.2. Analisis del movimiento del dipolo considerando el otro di-

polo fijo en el eje Z

2.2.1. Potencial Efectivo

Como consideramos que el eje de rotaciéon del dipolo g ( figura 12 ) pasa por el centro de

masa, tenemos que la energia cinética de rotacién del cuerpo rigido es:
1
B = 5 (I w? + Lw? + Iw?) (2.13)
de las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) se transforma en :

Ey = é((jﬁ2 sen20 + 62) + %(cfﬁcos@ + )2 (2.14)

Figura 12: Dipolo en el eje Z

Como el centro de masa del dipolo mévil 7 est4 en el punto (a,0,0) se tiene que la posiciéon

del dipolo

ademaés
p1 = Plg (2.16)

luego en la ecuacioén 2.5 obtenemos la intensidad del campo eléctrico:

Bk <_ﬁ_1> (2.17)
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Figura 13: Dipolo elécrico en un campo eléctrico .

en la ecuacién de la energia potencial eléctrica 2.6 obtenemos
Ep=-p-k <_&) (2.18)

por otra parte sabemos ( figura 13 ) que la relacién del vector unitario €3 ver [17] (que coincide
con el eje de simetria del dipolo mévil) con los vectores unitarios paralelos al sistema de referencia
XY Z esta dado por

—

3 = senf sendi — senflcos¢j + cosfk (2.19)

Luego el momento del dipolo mévil (recordar que su centro geométrico esta fijo) es:

7 = p(senfsendi — senfcospj + cosd E) (2.20)
La energia potencial
Ep= Eppcos 12;"59 (2.21)

por lo tanto, la energia potencial se puede expresar de la forma:

E, = Acosf (2.22)
donde %
A="ER (2.23)
a
Luego la energia mecanica es:
I, . 3 I3 . .
Em = -2—(¢2 sen?f + 62) + f(d) cos@ + ¥)2 + Acosf (2.24)

15



Por otra parte, el Lagrangiano es:
I, . . I . .
L= §(¢2 sen?0 +62) + Ea(q.’)cosG + ¥)% — Acosf (2.25)

observamos que las coordenadas generalizadas 1 y ¢ son ciclicas, luego sus respectivos momentos

generalizados py y ps son constantes, Aplicando sus definiciones tenemos:

Py = I3(dcosd + ) (2.26)

py = I3(dcosd + ) cosf + I ¢sen?0 (2.27)

De estas dos iltimas ecuaciones se demuestra que: ¢y ¥ satisfacen

; Py — Dy cOs O
t) = ————— 2.28
o(t) I sin?6 ( )
. Dey Py — Py cos b
t) = =% — [——=—]cosf 2.29
b = B - (BB (229)
Estas ecuaciones permitiran hallar ¢ y 1 si conocemos 6 = 6(t).
Luego es facil demostrar que la ecuacioén para la energia mecanica se transforman en:
Y B o2 9
E, = 102, (Ps—pycosh)” \ Py 4 o (2.30)

2 21 sen 20 213
Observamos que la energia mecanica depende sélo del angulo 8 y su derivada 6.
Recordemos que los momentos generalizados py y py se conservan a pesar que depende de los

angulos de euler y sus derivadas.Por otra parte podemos escribir la anterior relacion (2.30) como:

i _ 162 (P — Py cos0)?

= = — Acosf. 2.31
En -5 = 3 2Tsen2g T 4C0 (2:31)
definiendo la energia mecanica prima
2
=g _ P 2.32
B = Bn - 5% (2:32)
de la ecuacion 2.31 y 2.32 hallamos
162 (pg — py cost)?
/= — 4 = =} Acosf 2.33
Em 2 + 21 sen?26 +Acos ( )

es obvio que la magnitud fisica E!, se conserva, si definimos como el potencial efectivo:

(py — py cosh)?

= A 0 2.34
V(6) 5T sen?6 + Acos ( )
la relacién 2.33 se transforma en: 4

E. = 15- + V(o) (2.35)

Expresion que nos servira luego para realizar una descripcion cualitativa del movimiento del

dipolo.
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2.2.2. Descripcion Cualitativa del Movimiento del Dipolo
62
Como es evidente el término —~ s mayor o igual que cero luego de la relaciéon (2.35 ).

V() < E., . (2.36)

De la inecuacién ultima y la grafica de la funcién V() ver figura ( 14 ) que es parecido al potencial
efectivo de un cuerpo rigido simétrico. [12]. se concluye que varias propiedades que suceden en el

movimiento del dipolo son semejantes al movimiento de un cuerpo rigido simétrico.

V()

© O nax ©

min

Figura 14: Potencial Electrico V ()

Una de las més importantes propiedades es que el 4ngulo 0 est4 acotado, es decir, existe 0,,in

Y Omaz tal que:

emin S 0 < emaw' (2'37)

De esta inecuacion se deduce que hay un minimo en la funcién potencial efectivo. Representemos

el valor del 4ngulo Gcrit-

Un caso particular es cuando se cumple

Vmin(e) = E;n (238)
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Por lo tanto se cumple que

gmin == 0ma:1: - ocrit

(2.39)

luego también encontramos un movimiento estacionario o de precesion uniforme. (velocidad an-

gular de precesion ¢(t) = constante ver figura 15 )

- Nutacidn

Precesion
'-\ ..,,-t.:;:_

<. ¢
~ Otac‘s\ié a)

Figura 15: Movimiento de Precesion

En este caso de las ecuaciones 2.28 y 2.29 se consigue que
&(t) = constante

(t) = constante

0 bien

o(t) = #(0)t+ ¢(0)
W(t) = (0)t +(0)
Para calcular @min ¥ Omaz en cualquier caso se considera la relacion:

B - (Pp — Py cos)?

= A cost
m 21 sen?6 +Acos
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esta se transforma en una ecuacién cubica. Pero debemos hallar previamente las constantes de
movimiento pg, Py, Ep,.
La constante E}, se puede obtener usando la ecuacién

162

Em' = SN é(d)z sen’0 +62) + Acosf (2.45)

Este procedimiento de hallar los d4ngulos méaximos y minimos es semejante cuando se estudia el

movimiento de un cuerpo rigido simétrico.

2.2.3. Relacién para las condiciones iniciales del movimiento estacionario.

Para poder obtener las ecuaciones de movimiento aplicamos las ecuaciones de Lagrange al

lagrangiano:
L = g(gi)2 sin?f + 6%) + %(d) cosf + )2 — Acosb (2.46)

De las ecuaciones de Lagrange

d 0L oL

(=) = — 2.47

dt ( 9q; ) 0q; ( )
Aplicando las ecuaciones de Lagrange para la variable 6, ¢ , ¥ reemplazando el Lagrangiano
(2.46 ) en la ecuacion (2.47)

B0 2 2.48
dt ae) o0 (248)

d 9L oL
— (=)= =— (2.49)

dt" ¢ 1610)
4.8L, 0oL (2.50)

dt " o oY

Obtenemos:

16 + I3 ¢4 sinf + (13—1)<;i.>2 sin@ cosf + Asenf = 0 (2.51)
¢(Isin? @ + I3 cos?0) + ¢sin20 (I — ) — I30 sin@ + I3%) cosh = 0 (2.52)
'g'b'+<25c050—9<i.)sin0=0 (2.83)

que pueden resolverse numéricamente.
Un calculo interesante es hallar que ecuaciones cumplen las condiciones iniciales para un movi-
miento de precesion uniforme (es decir 6 es constante y los otros dngulos son proporcionales al

tiempo). Se consigue de la primera ecuacion diferencial:
I3 $(0)9(0) + (I3 — I) $*(0) cosbp + A = 0 (2.54)
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Las condiciones iniciales que debe de cumplir la ecuacién anterior para un movimiento de precesion

o movimiento estacionario es decir

6(t) = 6(0) (2.55)
d(t) = (0)t + ¢(0) (2.56)
P(t) = $(0)t + ¥(0) (2.57)

2.3. Movimiento en un campo eléctrico debido a un Dipolo Ele-

mental fijo ubicado en el plano YZ.

Ahora consideremos el caso particular que el dipolo fijo esta en el plano YZ tal que:

1

1
U =0, yy = —, U, = — 2.58
Entonces el vector p; esta dado por:
frL = %(3’+ k) (2.59)
Y el momento dipolar 7 de la ecuacién 2.20 esta dado por:
z
2
Y
a
X
P
Figura 16: Dipolo elemental fijo en el plano YZ
7 = p(senfsengi — senfcosp] + cosfk) (2.60)
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De la ecuacién 2.6 procediendo al subcapitulo anterior se obtiene la energia potencial para este

caso.
Ep - kppy(—senb cosp + cosb)

= N (2.61)

por lo tanto, la energia potencial se puede expresar de la forma:

E, = A(—senfcosgp + cosf) (2.62)

donde
kppi
A=
a3v?2

La energia cinética Ex es como en el subcapitulo anterior

(2.63)

Luego la energia mecénica es:
Em = g(qbz sen26 + 62) + %(d&cose + )% + A(—senbcosp + cosf) (2.64)

Por otra parte, el lagrangiano es:
= %((152 sen20 + 62) + 12—3(¢ cosf + ¥)% — A(— senf cosp + cosb) (2.65)

Observamos que solo la coordenada generalizada ¥ es ciclica, luego su momento generalizado

Dy, es constante, aplicando la definicién del momentum generalizado py = g—fl‘, tenemos

py = I3(¢cosb + ) (2.66)

por lo tanto
(pcosb + ) = I;—j (2.67)

De la relacién (2.12) y de esta ultima ecuacién la componente de la velocidad angular ws es
también una constante del movimiento, y serd usada para mostrar la validez de la presente
investigacion. Como la otra coordenada pg no es ciclica, no podemos repetir el analisis anterior
que se hizo cuando el dipolo fijo estaba en el eje Z. Sin embargo, ain podemos hacer un analisis
cualitativo del movimiento, mediante la ultima ecuacién podemos transformar la ecuacion de la

energia mecéanica
B = _;_(¢2 sen 20 +9’2) e 12_3(&)0030 + )2 + A(— senf cos¢ + cosb) (2.68)

en la siguiente ecuacion

2

i + A(— senf cosp + cosf) (2.69)

7,3 :
En = -2-(¢2 sen?0 + 62) + 573
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luego

I - .
Eqn - Epijl’— = 5((1)2 sen20 + 62) + A (- senf cos¢ + cosd) (2.70)
3

definiendo la energia mecanica prima
Py
E = E, - — .

es obvio que la magnitud fisica E!, ver ecuacién (2.71) se conserva,si representamos la energia

potencial como:

Ep(8, ¢) = A(—senb cosp + cosb) (2.72)
tenemos

E. = é(& sen20 + 62) + Ep(6, ¢) (2.73)
de la ecuacién 2.70 y 2.71 hallamos

I

E = 5(q'ﬁ2 sen 26 + 62) + A (— senf cosp + cos) (2.74)

2.3.1. Puntos de equilibrio del Movimiento del Dipolo Mévil
Como es evidente el término:

é(qﬁ? sen?6 + 92) (2.75)
es mayor o igual que cero luego de la relacién 2.73

Ep(0, ¢) < E;, (2.76)

luego el movimiento es tal que la energia potencial (que es una funcién de dos variables) es menor
o igual que la energia prima.

Ahora usaremos un anéilisis semejante al que se hizo para hallar los puntos de equilibrio del
movimiento del oscilador anisotrépico (ver apéndice 11 ), que es calcular los valores criticos de la
energia potencial, luego si se cumple que la energia mecanica del oscilador E,, = Epni, entonces
la particula esta en equilibrio estable (por ser minimo la funci6n energia potencial). En general

si una energia potencial Ep(z,y) tiene maximos y minimos y ademaés
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Emn = Epmin (2478)

estard la particula en equilibrio, es decir los puntos criticos seran puntos de equilibrio, por lo
tanto en nuestro caso, para calcular estos puntos de equilibrio determinamos los puntos criticos

de la funcién Ep(6, ¢), tomando la gradiente de la energia potencial e igualando a cero, es decir

O0Ep
- T
20 0 (2.79)
O0FEp
— — 2.80
2~ 0 (280)
de donde
cosf cos¢p + senf =0 (2.81)
senf seng =0 (2.82)

Recordar que estamos considerando el caso particular que el dipolo fijo esta en el plano YZ tal

que

como el angulo de Euler 6 es diferente de cero 0 y de 7 tenemos
seng =0 (2.83)

luego

=0, (2.84)

Consideremos el primer caso: ¢ = 0 de la ecuacion 2.81 se consigue

cos® + senf =0 (2.85)
luego
9 = 3_475 (2.86)

Aplicando la teoria de maximos y minimos de funciones de dos variables ver[18] debemos hallar

las segundas derivadas:

2
Qggf = A(senf cos¢ — cost) (2.87)
2
aaff = A(senf coso) (2.88)
0’Ep (2.89)
5006 — A cosf sen¢
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Para el primer valor critico se halla que al evaluar en § = 3%, ¢ = 0 la funcién

8 Ep dEp* [(0%Ep\?
F(6, ¢) = - p
(6, ¢) = —z 562 \308¢> (2.90)
es tal que
3w 9
F(-0) =4 (2.91)
es decir es positivo luego como la funcién
8% Ep
G0, ¢) = 207 (2.92)
al ser evaluada
37 A
(>0 7 (2.93)

Como es un numero positivo usando la teoria de maximos o minimos de una funciéon de dos
variables hay un minimo luego estos puntos son de equilibrio estable.

Considerando el otro punto critico § = 7, ¢ = m tenemos que

F(g,m) = A% (2.94)
G(Z—, ) = —% (2.95)

Como es un nimero negativo usando la teorfa mencionada hay un maximo, luego estos puntos
son de equilibrio inestable.

En general cuando esta el sistema en posiciéon estable o inestable, podemos decir que tiene un
movimiento estacionario porque los primeros angulos de Euler son constantes y de la ecuacién

2.57 el otro angulo @ es proporcional al tiempo, es decir, una posible solucién es:

6(t) = 6(0) (2.96)
d(t) = ¢(0) (2.97)
P(t) = $(0)t +(0) (2.98)
6(t) =0 (2.99)
() =0 (2.100)
P(t) = (0) (2.101)
El caso mas interesante es cuando
E' ~ EDmin (2.102)



Es evidente que los valores criticos de las dos primeras coordenadas generalizadas deben cumplir

6(t) ~ 6(0) (2.103)
o(t) = ¢(0) (2.104)
Si
B, = Ebmes (2.105)

es evidente que 6(t) y ¢(t) sé aleja de las condiciones iniciales.

2.3.2. Demostracion de la existencia del movimiento estacionario usando las

ecuaciones de Lagrange.

Usamos las ecuaciones de Lagrange y el Lagrangiano del dipolo eléctrico moévil:
L= é(d)? sin?g + 6%) + %3((?) cos® + ¥)2 — A(— senfcos¢p + cosh) (2.106)
Aplicando las ecuaciones de Lagrange tenemos:
I6 + Isdp sinf+ (I3 — I) ¢ sinf cos® — A (—cosf cos¢ — senf) = 0 (2.107)

d(Isin® 0 + I3 cos20) + 6 ¢ sin20 (I — I3) — Is0 sinf + I3t cosd — A(senb seng) = 0

(2.108)
Y+ ¢cosh — O sinh = 0 (2.109)
que pueden resolverse numéricamente.
Reemplazando las soluciones estacionarias en estas ecuaciones se consigue
cosf cos¢p + senf =0 (2.110)
senf sengp =0 (2.111)
Es decir, para que exista movimiento estacionario se cumple
37 2.112)
§=",0=0 (2.
4
0
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Este resultado es consistente con el método de hallar la gradiente de la energia potencial e igualar
a cero. En ambos métodos se tiene que el dngulo 3 no interviene, es decir para que este en
equilibrio el dipolo movil, este 4ngulo queda indeterminado para una posicién de equilibrio.

Para ilustrar estos resultados debemos resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento y

estas ecuaciones se consiguen al despejar las segundas derivadas del las ecuaciones (2.107), (2.108)
y (2.109) obteniendo

G — (I —I3) ¢? sinf cos@ — I3 1) sinb . A(sen(0) + cos(0)cos(9))

. . T, (2.114)
o (=21 + I3)0¢cosb + I3  Asen(o)
0= I sin@ I sen(6) (2.115)
v IT¢6sen? 6 — (—21 + I3)6dcos?0 — Izhf cosd  Asen(o) cosf (2.116)
v = I senf I sen(0) '

2.4. Solucién numeérica para el dipolo fijo en el plano YZ .

Para resolver las ecuaciones diferenciales 2.114, 2.115, y 2.116 se despeja las segundas derivadas

de los angulos de Euler y haciendo el cambio de variable:

z, =6 (2.117)
To= (2.118)
T3 =1 (2.119)
T4 =6 (2.120)
z5= & (2.121)
T6 = U (2.122)

conseguimos 6 ecuaciones diferenciales de primer orden:

£y = Ta (2.123)
1:2 = Ts (2124)
s = To (2.125)
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o (a — 1)zicos(z1)sen(z1) — zszesen(z;) N A(sen(zy) + cos(zy)cos(z2))

T4 5 I (2.126)

. az4Te + (—20 + 1)z4z5c08(T7)

Ty = -
5 e hsened (sen(z2)) (2.127)
, —2a+1
d = saptasersiion] — casles) (zaz6 + ( aze-;(a?f;zscos(zl)) Aco;l(sa;)(saf’ln)(:m) (2.128)
donde

a= : 2.129
-7 (2129)

Las ecuaciones diferenciales se resolvieron usando el método de Runge-Kutta de orden 4 con
un paso de A = 1073 y mediante el programa delphy para efectuar los célculos numéricos se
considera una molécula que se comporta como un dipolo eléctrico. Segun las refrerencias el valor
de los momentos dipolares son del orden 1073% C.m entonces consideramos una distancia entre
los centros de los dipolos fijos y el movil del orden de 0,1mm y recordando el valor de la constante

eléctrica, de la ecuacion (2.63) se tiene
A= 10"%J (2.130)

el momento de inercia de la molécula de agua se conoce y lo usaremos para tener un orden del

momento de inercia teniendo un valor aproximado de
= 1073 kg.m? (2.131)
Si consideramos las moléculas como dos esferas tangentes se demuestra facilmente
a= 0,28 (2.132)

El intervalo de tiempo es de 0 a 1000 segundos y las unidades estan en el sistema internacional
y la mayoria de los graficos mostrados (que se halla con el paquete Origin 2022) corresponde a la
funcién 6 y ¢ .

El primer conjunto de 6 graficos se obtiene considerando las condiciones iniciales (que se puede
considerar como una perturbacién pequeiia de los valores de 8 y ¢ en la posicién de equilibrio).

a la tltima condicion zg(0) se le dio tres valores distintos, es decir x¢(0) = 5, 730 grados/s.

27



1. CASO 1.

Primer conjunto de datos

z1(0)

1,'2(0)

z3(0)

z4(0) z5(0)

136°

00

00

Ogrados /s | Ogrados /s

Cuadro 1: Tabla de condiciones iniciales

que le corresponde los tres primeros graficos.

B(grados)

136.0 4

135.5

-

w

o

o
I

134.5 4

134.0 4

T T T y T
400 600 800 1000

t(s)

L]
200

Figura 17: Muestra las oscilaciones del 4ngulo 6
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z6(0)
5,730 grados /s




®(grados)
o
o

<)
2
i

1.0 4
0.5 4
1.0

{

-1.5 4

L) 1 T T T
0 200 400 600 800 1000
t(s)

Figura 18: Muestra las oscilaciones del angulo ¢
6000

5000 -:
4000 -‘ '
2000 -
1000 :
2
T

L] T T
0 200 400 600 800 1000
t(s)

Y(grados)
&8
8

Figura 19: Muestra que la rapidez de ¥ permanece constante para el primer conjunto de datos
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2. CASO IL

Segundo conjunto de datos
£1(0) | 22(0) | z3(0) |  4(0) z5(0) 6(0)
136° 0° 0° O0grados/s | 0grados/s | 8,59 grados/s

Cuadro 2: Tabla de condiciones iniciales

que le corresponde los graficos que se muestran.

136.0

135.5

135.0 4

O(grados)

134.5 ~

134.0 4

1
200

T T ' T ¥ !
400 600 800 1000

t(s)

Figura 20: Muestra las oscilaciones del 4ngulo 8 para el segundo conjunto de datos
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®(grados)
o
o

o
[,
1

-1.0 4

-1.5 1

T T T T
400 600 800 1000

t(s)

]
200

Figura 21: Muestra las oscilaciones del 4ngulo ¢ para el segundo conjunto de datos

10000 -
Y
8000 - p
6000
[7]
o o~
® o2
B 4000 - /
£ _/
rd
P
2000 - /_/
of 7
L] L] T ¥ L L]
0 200 400 600 800 1000

t(s)

Figura 22: Muestra que la rapidez de ¥ permanece constante para el segundo conjunto de datos.
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3. CASO IIL

Tercer conjunto de datos
z1(0) | z2(0) | z3(0) z4(0) z5(0) z6(0)
136° | 0° 0° | Ogrados/s | Ogrados/s | 10,31 grados/s

Cuadro 3: Tabla de condiciones iniciales

Que le corresponden los graficos siguientes :

136.0 |

135.5 4

8(grados)
&
o

1345 4

134.0 ~

= 1 N 1 € 1 4 1 N 1
0 200 400 600 800 1000
t(s)

Figura 23: Muestra las oscilaciones del angulo 6 para el tercer conjunto de datos
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1.5
1.0

|
0.5+

0.0+

0s] | \
: |l

1.0 - ]\kj /

¥

P(grados)

Ll 1 ] L] ] ]
0 200 400 600 800 1000
t(s)

Figura 24: Muestra las oscilaciones del angulo ¢ para el tercer conjunto de datos

12000

10000 - /

8000
g
T 6000 !
© /
2
¥ 40001 /
//
2000 ¥4
/
0+ /
T 1 i 1 1 " I
0 200 400 600 800 1000

K(s)
Figura 25: Muestra que la rapidez de ¥ permanece constante para el tercer conjunto de datos.

En todos estos graficos mostramos los valores de los dos primeros angulos de Euler que
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oscilan alrededor de la posicién de equilibrio.

4. CASO IV.

A continuacién mostramos una simulacién con las siguientes condiciones iniciales:

Cuarto conjunto de datos
z1(0) | z2(0) | z3(0) [ z4(0) z5(0) z6(0)
136° 0° 0° | Ogrados/s | Ogrados/s | 13,1grados/s

Cuadro 4: Tabla de condiciones iniciales

En los graficos siguientes se muestran que hay oscilaciones sélo para 6 y para ¢ .

w4y g v |

AN D

54 | lﬂ | }r \\ IJ \ r|I | ’f
JAREERE |

z% 135.0 \'.l l{ H\ f |\ e / ||\ |

13451 \"| !,i Iﬁl j |I.jl I'I\ JII \H |J|I

134.0 1 b/ \U U; U U

v ) o ) - ) = L i )
0 200 400 600 800 1000

Figura 26: Muestra las oscilaciones del 4ngulo 6 para el cuarto conjunto de datos
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0 200 400 600 800 1000
t(s)

Figura 27: Muestra las oscilaciones del angulo ¢ para el cuarto conjunto de datos

14000
12000 ~
10000 -

8000 -

6000 -

y(grados)

4000 ~
2000 -

0~

-2000

L) L L L] L] v
0 200 400 600 800 1000
t(s)

Figura 28: Muestra que la rapidez de 9 permanece constante para el cuarto conjunto de datos.
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2.5. Analisis de la estabilidad de una solucién numérica.

Se hizo otra solucién para efectuar una introduccién al estudio de la estabilidad de las solu-
ciones numéricas (perturbando las condiciones iniciales).
Un método para estudiar la estabilidad de una soluciéon numérica como la anterior es hallar otra
solucién modificando (’perturbando’) las condiciones iniciales con valores aproximados, y hallar
el incremento de una variable generalizada por ejemplo la variacion del angulo 6 graficando la

funcioén:

D= in(] A(9) |) (2.133)

Segun el criterio mencionado en el libro Mecénica [19] si la funcién D es

1. Negativa, la solucién numérica es estable.

2. Positiva, la soluciéon numeérica es inestable si es mucho mayor que 1 se dice que es cadtica

la solucién.

Para hallar esta funciéon D se considera las ultimas condiciones ( caso IV ) y las nuevas soluciones

que se hallan considerando.

Condiciones iniciales
z1(0) | z2(0) | z3(0) z1(0) Z5(0) z3(0)
136,10 | 09 0% | Ogrados/s | Ogrados/s | 13,2rad/s

Cuadro 5: Tabla de condiciones iniciales

Al graficar la funcién D ( figura 29 ) observamos para ciertos intervalos que la funcién es
positiva, luego la soluciéon numeérica es inestable para las condiciones iniciales consideradas.
Para estimar el error en el método numérico se calcula el momento generalizado correspondiente al
angulo ¥ que se debe de conservar y al hallar numéricamente el error es aceptable (ver apendice
VII ). Este mismo resultado se obtuvo en todas las simulaciones que se hizo en este presente

trabajo.
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Funcion D(t)
&

T T T L] T
0 100 200 300 400 500
t(s)

Figura 29: Grafico de la perturbacién D para el cuarto conjunto de datos.

2.6. Observaciones de los graficos.

Se tiene que:
a) Si las condiciones iniciales son préximas a las condiciones de equilibrio estable de los an-
gulos 6 y ¢, estas funciones del tiempo oscilan alrededor de un punto de equilibrio. Estas

observaciones se consiguen de las Figuras 17, 18 y 19 .

b) Cuando la velocidad angular inicial 4 aumenta la variacion de los angulos 6 y ¢ , se hace
mas regular.

¢) Observamos que las soluciones numéricas analizadas en la pagina (23) son estables, estos
céalculos son una introduccién a la estabilidad de Liyapunov de soluciones numeéricas con el

que se encontrara soluciones cadticas. En el apendice ( VI ) se usa la teoria de Lyapunov y

linealizando los segundos miembros de las ecuaciones se comprueba los valores estacionarios

estables e inestables que se hallaron.

d) De los graficos que se muestran en las Figuras 17-20-23-26 se observan que la funcion 6(t)

son oscilantes que aproximadamente se repiten en un intervalo del orden de 200 s pero no

podemos afirmar que son funciones periodicas.
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e) De la observacién anterior se puede decir lo mismo para los graficos de las Figuras 18-21-

24-27.

2.7. Conclusiones.

a) Cuando el dipolo fijo coincide con el Eje Z, el movimiento del dipolo real es igual al de un

sélido simétrico, por lo tanto, puede tener movimiento de precesiéon uniforme.

b) Cuando el dipolo fijo estd c¢n cualquier direccién en el espacio, la coordenada generalizada
¢ no es ciclica y no podemos aplicar el mismo procedimiento que se hace cuando se estudia

a un sélido simétrico.

c) Para la posicion particular del dipolo fijo tenemos dos posiciones de equilibrio uno estable
y el otro inestable estas propiedades se comprueban al efectuar las simulaciones numéricas,
observando que si modificamos ligeramente los valores del dngulo 8, se tiene que los dos

primeros angulos oscilan alrededor de los valores de equilibrio.

d) Existe una solucién numeérica que es inestable cuando el tiempo se acerca a los 200 segundos,

pero no podemos mencionar ain de caos.

e) Que se puede obtener propiedades del movimiento de un sistema mecénico aun sin usar el
concepto de potencial efectivo. Se deja para futuras investigaciones linealizar las ecuaciones

de movimiento y estudiar el movimiento para cualquier orientacién del dipolo fijo.
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Capitulo 3

Movimiento de un dipolo en un campo

debido a dos dipolos fijos ubicados en el

plano YZ

3.1. Generalidades

En el presente capitulo se considera el siguiente sistema de cuerpos cargados:

1. Dos dipolos elementales fijos que estan en el plano YZ y con centro geométrico que coincide
con el origen de coordenadas del sistema de referencia inercial XYZ.

El momento dipolar sera representado por p] y pa ( figura 30 ).

2. Otro dipolo eléctrico mévil ' que esta formado por cargas -Q y Q distribuidas en dos regiones
esféricas (con densidad de carga uniforme) como en el capitulo 11, estas esferas tienen la
misma masa y radio, estando unidos por una varilla de masa despreciable de longitud 1.

Luego su momento dipolar es

p=Ql (3.1)

También en este capitulo el centro de este dipolo tiene coordenadas ( 2,0,0) y se mueve como
un cuerpo rigido.
Ligado a este cuerpo se tiene un sistema de ejes X1X2.X3 con origen de coordenadas coincidente

con el centro de masa del dipolo mévil ( figura 10 ).
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Aplicaremos la dinamica de Lagrange para describir el movimiento donde las coordenadas gene-

ralizadas son -

q = 6 (3.2)
Q@ = ¢ (3.3)
q3 = (3.4)

Como se afirmo anteriormente, cl eje X3 coincide con la recta que pasa por el eje del dipolo . Por

lo tanto, los momentos de inercia respecto a rectas perpendiculares seran denotados por Iy, Iz

cumpliendo
L =1 {(3.5)

Py

P2

<y

Figura 30: Dipolos en el plano YZ

En el apéndice ( IV ) consideramos el campo producido por dos dipolos coincidentes con el

eje Y y el eje Z respectivamente para demostrar que el movimiento es semejante a este dipolo

estudiado en este capitulo.

En todos los casos el campo eléctrico externo que se considera sera para puntos lejanos y como

se sabe la expresion correspondiente para calcular el campo eléctrico es :

E = b (3@%’2?— %) (3.6)

donde p; es el momento dipolar. También consideramos que la energia potencial es

Ep=-§ E (3.7)
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También aplicaremos las ecuaciones de las componentes de la velocidad angular con respecto a
la base ligada al dipolo mévil y los angulos de Euler. Teniendo en cuenta las consideraciones de
la pagina (13)

Es evidente que no se conserva el momentum angular debido a las fuerzas eléctricas. El método

de analisis es semejante al segundo caso del capitulo anterior.

3.2. Potencial Efectivo

Como consideramos que el eje de rotacién pasa por el centro de masa, tenemos que la energia

cinética del cuerpo rigido es:
1
By = 5 (I w? + Lw? + Lw?) (3.8)
que se transforma en :
_Lem ) . Tt 3 -
Ey = §(¢ sen“0 + 62) + E(q&cosO + 1) (3.9)

Usando las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12)
Como el centro de masa del dipolo moévil esta en el punto (a, 0, 0) se tiene que la posicion esta

dado por:
T = ai (3.10)

ademas para los dos dipolos p1 y p2 que se encuentran fijos en el plano YZ tenemos:
que el dipolo pj forma un angulo « con el eje Y y p» forma un angulo § con el eje Y podemos

expresar los momentos dipolares respectivamente como :

1= 1Qu; =1Q [cosaf + sen aE] (3.11)

P2 = lQii = 1Q [cos Bj + sen Bk] (3.12)

Si determinamos el campo eléctrico total debido a los dipolos p1 y p2 en la posicion 7 tenemos

E = El + EQ (3.13)

E=k Wr"— %) +k %‘lf‘— f-f;) (3.14)

como 7 es perpendicular a los dipolos P1 y p2 tenemos
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E:k( 5§>+k( Z§> (3.15)

E=- — (1 + P2) (3.16)

De las ecuaciones 3.11 y 3.12 podemos expresar el campo eléctrico resultante de la forma

ﬁ = —ké—aQ[(cosa+cosﬁ)5‘+ (sena+senﬂ)E] (3.17)

Y el momento dipolar p de la ecuacion ( 2.20) esta dado por:

—

7 = p(senfsengi — senf cospj + cosd E) (3.18)

Py

~N

Figura 31: Dipolo elemental fijo en el plano YZ

Reemplazando en la ecuacién (2.9) es decir
Ep=-p-E (3.19)

. . . kl - .
Ep = —(p(senf sengz — senflcospj + cosfk)) - (—*a-?-[(cosa + cos B)j + (sena + sen B)k )

(3.20)
LQﬂféet—)s—@»+cosﬁ —sinf cos @) + (sen a + sen 3)(cos f) | (3.21)

Haciendo
A = (cosa + cosf3) (3.22)
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B = (sena + senf) (3.23)

klQp
M ==y (3.24)
La energia potencial es
Ep = M(~Asinfcos¢ + Bcosb) (3.25)
Luego el Lagrangiano
I 5 . 9 52 I3 P2 .
L = 5((15 sin“f + 6°) + 3(¢> cosf + ) — M(—Asinfcos¢ + Bcosh) (3.26)
Para simplificar los calculos supongamos que A, B son positivos.
3.2.1. Puntos de equilibrio del Movimiento del Dipolo Mévil
Es obvio que en este capitulo se cumple la ecuacion 2.75 El término:
I 9 2 )
—2-(¢ sen“0 + 62) (3.27)
es mayor o igual que cero por lo tanto. 2.20
Ep(6, ¢) < E,, (3.28)

Por lo tanto el movimiento es tal que la energia potencial (que es una funcién de dos variables)
es menor o igual que la energia prima.
Ahora usaremos un anilisis semejante al capitulo anterior, que es calcular los valores criticos de

la energia potencial, luego si

By = Fboas (3.29)
o
E;n = Epmin (330)

estos puntos criticos seran puntos de equilibrio, es decir, para calcular estos puntos de equilibrio
determinamos los puntos criticos de la funcién Ep(f, ¢), tomando la gradiente de la, energia

potencial e igualando a cero, es decir

0Ep
< = 3.31
= =0 (3.31)
O0Ep
—£ =0 3.32)
oo (
de donde
Acosf cosp + Bsenf =0 (3.33)
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Asenbf sengp =0 (3.34)

como el angulo de Euler 6 es diferente de cero 0 y de 7

seng =0 (3.35)
luego
¢ =0,m (3.36)
Si ¢ = 0 de la ecuacion (3.33) se consigue
Acosf + Bsenf =0 (3.37)
luego
A
t = —— 1
an = (3.38)
De la teoria de maximos y minimos de funciones de dos variables hay que hallar las segundas
derivadas: ,
9" Ep = M(Asenf cos¢p — B cosb) (3.39)
062
82FEp
= M A senf cos¢ 3.40
. (3.40)
8% Ep
= AM cosf sen 3.41
555 ¢ (3.41)
Para el primer valor ¢ = 0 de las ecuaciones (3.39) , (3.40) y ( 3.41)
8% Ep
= = 3.42
502 M (Asenf — B cosf) (3.42)
82%Ep
= MAsenb (3.43)
Og?
2
& Ep _ (3.44)
00 8¢

De la ecuacion (3.38) y como # es menor que 7 este angulo esta en el segundo cuadrante, es facil

demostrar usando trigonometria elemental que

A

= — 4
senf = T (3.45)
B
cosf NG
Reemplazando (3.45) y ( 3.46) en (3.42) y (3.43) obtenemos
8% Ep
= M+ A2+ B? 3.47
-5 = M + (347)
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0%Ep M A?
5 = (3.48)
¢ VA? + B?

Si definimos

82 Ep 82 Ep 82Ep \?
F(0, ¢) = _
(6, ¢) 37 542 (808¢> (3.49)
Tendremos
F(8,0) = A2M? (3.50)

. - . 2 .
es decir es positivo luego como la segunda derivada 955552 es positivo entonces podemos afirmar

que hay un minimo en el angulo § que cumple la ecuacién (3.38) y ¢ = 0 luego estos angulos nos
dan una posicion de equilibrio estable.
Considerando el otro caso ¢ = 7 tenemos que

A
tanf = B (3.51)

Procediendo en forma semejante al analisis anterior que hay un méximo en el angulo 6 (que cum-

ple la ecuacion (3.37) y ¢ = 7 luego estos angulos nos dan una posicién de equilibrio inestable.

Como en el caso del capitulo I cuando est4 el sistema en posiciéon de equilibrio estable, podemos

decir que tiene un movimiento estacionario luego

6(t) = 6(0) (3.52)
8(t) = ¢(0) (3.53)
»(t) = $(0)t +9(0) (3.54)
6(t) =0 (3.55)
H(t) =0 (3.56)
P(t) = (0) (3.57)
El caso mé4s interesante es cuando
E'. % Epmin (3.58)

Notar que las funciones 0(t) , ¢(t) oscilan alrededor del punto de equilibrio estable.

45



3.2.2. Demostracion de la existencia del movimiento estacionario usando las

ecuaciones de Lagrange.

Rigurosamente se hallo puntos criticos para la energia potencial que depende de los dos primeros

angulos de Euler. Para demostrar que son puntos de equilibrio, usamos las ecuaciones de Lagrange

y el Lagrangiano del dipolo eléctrico movil:

I, . . I3 . .
L = =(¢*sin?0 + 6%) + 53(125 cos + )2 — M (—A senf cos¢ + B cost) (3-59)

2

De las ecuaciones de Lagrange tenemos:

d OL oL
E(a_qi) = %0 (3.60)
Para el 4ngulo 8 obtenemos :
d 0L oL
F55) =5 (3.61)
oL I, ., . . .
50 = §(¢ sen20) — Is¢ senf (pcosd + ) + M(Acosfcos¢p + Bsenf) (3.62)
oL .
—-—) = I60 3.63
(80) (3.63)
d 0L .
222 = 3.64
Reemplazando (3.62)y (3.64) en la ecuacion (3.61) obtenemos:
S T Iy . . ) M
0 = §(¢ sen26) — 7¢sen0(¢cos€ +¢) + T(Acosﬁcos¢+ Bsen$) (3.65)
De forma similar aplicando las ecuaciones de lagrange para la variable ¢ obtenemos :
485 o (3.66)
dt" 8¢ op
(%) = —M(Asinfsen¢) (3.67)
o
oL . . .
(_a-g) = I(¢psen“8) + I3(pcosd + P )cosb (3.68)
d oL, _ 2 2 y: By L pcost — Isensjé  (3.69)
W = ¢ (Isen®d + I3 cos6) + ) @sen26 (I 2)+ 3c086% 35enf
0¢

Reemplazando (3.67)y (3.68) en la ecuacion (3.66) obtenemos:

46



P I3 sen66 — I3 cos 0y —9¢sen20(1-— 12-1) — M (Asinfsen ¢)
(I sin? 0 + I cos? 6)

De forma similar, aplicando las ecuaciones de Lagrange para la variable 3 reemplazando la ecua-

(3.70)

cién pero recordando el analisis semejante al caso anterior tenemos que no es necesario hallar la

tercera ecuacion.

Si reemplazamos las soluciones constantes en las ecuaciones de movimiento anteriores se con-

sigue las ecuaciones anteriores (3.33) y (3.34)

3.3. Solucién numérica.

Para resolver numéricamente debemos de despejar las segundas derivadas de los 4ngulos de

Euler obteniendo:

e (I = I3) ¢? sinf cos® — I3¢ sinf . Bsen(6) + Acos(8)cos(®))

3.71
0 T M 5 (3.71)
- (=21 + I3)6 cos@ + I390 2 Asen(o)
- +-M 7
¢ I sinf I sen(0) &R,
. I¢0 sen? 6 —(=2I + Ig)éd)cos20~ 131&19'0039 Asen(¢p) cosb
v = - (3.73)
I senf I sen(6)
Que se resolveran numeéricamente por el metodo de Runge Kutta de orden 4.
y haciendo el cambio de variable:
z3 =1 (3.76)
o= 0 (3.77)
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z5 = ¢

z6 = P

conseguimos 6 ecuaciones diferenciales de primer orden:

Jfl=$4
To = T5
T3 = Tg

(a — 1)zicos(x1)sen(z1) — zsxgsen(z;) M (Bsen(z,) + Acos(z1)cos(z,))

Ty =
a I,

azaxe + (—2a + 1)z4zsc08(T1) " MA

asen(z) I (sen(2a))

Ty =

(z4z6 + (—2a + 1)z4x5C08(Z1)) = Acos(ri)sen(zy)

T = w4zgsen(ry) — cos(zr1)

asen(zy) I sen(x;)
donde
WL
=%

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

Las ecuaciones diferenciales se resolvieron usando el método de Runge-Kutta de orden 4 y me-

diante el programa delphy Para efectuar los cilculos numéricos se tomaron los parametros.

A = 1,707
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B = 0,707

M =05J
I = 1,0Kg.m?
a= 0,75

(3.88)
(3.89)
(3.90)

(3.91)

El intervalo de tiempo es de 0 a 200 segundos y las unidades estan en el sistema internacional y

la mayoria de los graficos mostrados corresponde a la funcién 6 y ¢ .

El primer conjunto de 6 graficos se obtiene considerando las condiciones iniciales mostradas en

el cuadro 8 (que se puede considerar como una perturbaciéon pequeiia de los valores de 6 y ¢ en

la posicién de equilibrio).

a la altima condicién z3(0) o zg(0) se le dio tres valores distintos, es decir:

1. CASO L

Primer conjunto de datos

z1(0)

z9(0) | z3(0)

z4(0)

z5(0)

z6(0)

1130

00

00

O grados/s

Ogrados/s

11,45 grados/s

que le corresponde los tres primeros graficos.

Cuadro 6: Tabla de condiciones iniciales
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113.2
113.0 4
112.8

112.6 1

6(grados)
~
D

112.2 1

112.0 -

111.8 4

111.6

I ' 1 v 1 N I

——
0 100 200 300 40 500
t(s)

Figura 32: Muestra las oscilaciones del angulo 6 caso I
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0.8 4

0.6 -
04
0.2 4
. N M
-0.6 -

-0.8 4

@(grados)
o
o

[<)
n
i

T T L) T T L]
0 100 200 300 400 500
t(s)

Figura 33: Muestra las oscilaciones del angulo ¢ caso I

3000
2500 -
2000

1500 A

w(grados)

1000 A

500

1 Ll T
0 100 200 300 400 500
t(s)

Figura 34: Muestra las oscilaciones del angulo ¥ caso 1
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2. CASO 1L

Primer conjunto de datos

z1(0)

z2(0)

z3(0) z4(0)

z5(0) x6(0)

1139

00

0° | Ogrados/s

Ogrados/s | 11,45 grados/s

Cuadro 7: Tabla de condiciones iniciales

que le corresponde los graficos que se muestran.

132+
oy | ; p ﬁ |
1128- k N EV\ J\W V)
1126 W I | | r ( H
§1124: \ J { \ \ J l
3;1122; h} ! | \ | ( \
| TR | |
112,04 || | \ W
' l
11181 Md Ud JU VJ b
TR @ @ s
t(s)
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Figura 35: Muestra las oscilaciones del angulo 6 caso 11




®(grados)
o
o

o
N
1

0.4 -
.06 4

-0.8 4

) ] ¥ T 1] T
0 100 200 300 400 500
t(s)

Figura 36: Muestra las oscilaciones del angulo ¢ caso 11
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Figura 37: Muestra las oscilaciones del angulo W¥.caso 11
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3. CASO IIIL

Primer conjunto de datos

z1(0)

x2(0)

z3(0) z4(0) z5(0)

z6(0)

1130

00

00 Ogrados/s | 0grados/s

28,64 grados/s

Cuadro 8: Tabla de condiciones iniciales

que le corresponden los graficos siguientes :

O(grados)

1132 -
113.0 4
1128 -

112.6 4

-
ey
N
E-
1

112.2 4
112.0 A

111.8 4

116

T T 1 E 1
0 100 200 300 400

t(s)

I
500

Figura 38: Muestra las oscilaciones del angulo 6 caso I1I
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Figura 39: Muestra las oscilaciones del angulo ¢ Caso 111
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yw(grados)

6000 -
4000 -

2000 |

-2000

T T L ) L]
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Figura 40: Muestra las oscilaciones del 4ngulo ¥ caso 111

En todos estos graficos mostramos que los valores de los dos primeros angulos de Euler
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oscilan alrededor de la posicién de equilibrio.

4. CASO 1V.

A continuacién mostramos una simulacién con las siguientes condiciones iniciales:

Primer conjunto de datos
z1(0) | z2(0) | z3(0) z4(0) z5(0) z(0)
300 400 0° | Ogrados/s | Ogrados/s | 85,94 grados/s

Cuadro 9: Tabla de condiciones iniciales

Se muestran en los siguientes graficos

180 ~
160
140

120

—

o

o
1

O(grados)
3
1

(2]
o
1 "

S
o
1

(A8}
o
1

1 v 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000

t(s)

Figura 41: Muestra las variaciones 6 caso IV
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L] L ] 1 T T
0 200 400 600 800 1000
t(s)

Figura 42: Muestra las variaciones ¢ caso IV

60000
50000
40000 -

30000 -

w(grados)

20000 - 8

10000 4 7

L] T T T
0 200 400 600 800 1000
t(s)

Figura 43: Muestra las variaciones de % caso IV
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3.4. Observaciones de los graficos

Se tiene que: En este capitulo se observa para diversas condiciones iniciales (aunque el valor
del primer angulo 8 = 136° es del capitulo (II) ) los 4ngulos 8 y ¢ muestran oscilaciones. El ultimo
angulo ¥ crece casi linealmente pero con otras condiciones iniciales muestran oscilaciones. Las
oscilaciones del primer dngulo se parecen a la combinacién lineal de dos movimientos armonicos.

De los calculos teoricos se tiene que hay dos posiciones de equilibrio estable y el otro inestable.

3.5. Conclusion

La principal conclusion es que el campo eléctrico generado por dos dipolos eléctricos fijos
equivale al campo eléctrico generado por un solo dipolo. En ambos casos como en el capitulo 11

se tiene dos puntos de equilibrio.
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Capitulo 4

Movimiento de un Dipolo Eléctrico con
dos esferas cargadas con centro de masa

fijo en un campo Eléctrico homégeneo

NN

\

\
o

Figura 44: Dipolo elécrico en un campo eléctrico .
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4.1. Generalidades

Con el fin de hacer comparaciones con el capitulo II y III estudiaremos el movimiento del

dipolo considerando:
1. Que es un cuerpo rigido formado por dos esferas del mismo radio con igual masa M.

2. El centro de masa del dipolo es fijo y coincide con el origen de coordenadas. Esto sucede

para Fe:ct = 0 Estamos considerando tambien TeM = Vou =0
3. Se conserva la energia mecéanica.
4. El eje de rotacion pasa por el centro de masa .
5. Existe un campo eléctrico homogeneo.

Como en los otros capitulos en este analisis el eje de simetria es uno de los ejes principales

Figura 45: Considerando el eje de simetria como uno de los ejes principales de Inercia .

de inercia y lo tomaremos como eje X3 ( ver Fig 45 ) y también como en los capitulos

anteriores consideramos dos bases:
B={jk} (4.1)
BL = {glv €2a 63} (42)

60



Esta ultima ligada al cuerpo rigido.
como se dijo anteriormente por simetria los momentos principales de inercia I; , Is son iguales,
definimos *

I'=hL=15 (4.3)

Es evidente que no se conserva el Momentum Angular. El método de analisis es semejante al
caso del estudio del movimiento del trompo simétrico, es decir se halla una formula para la Eps

en funcién de 6 y

4.2. Potencial Efectivo del dipolo

La expresion general de la energia cinética de un cuerpo rigido ( cuando el eje de rotacion
pasa por el C.G.) esta dado por:
n

mV2 Liw?2
_ Q iW;
By =—sap 3 =2t (4.4)

i=1
Como @ = G = 0 la energia cinética se reduce a lo siguiente:

Eip = - (h? 4+ Luw? + I3w?) (4.5)

1
2
Considerando las ecuaciones que relacionan las componentes de la velocidad angular respecto a
los ejes que se mueven con el cuerpo rigido con los 4ngulos de Euler (ecuaciones 2.10 , 2.11, 2.12)

se tendré que:

Ey = —;—(452 sen20 +62) + %@0030 + )2, (4.6)
La energia potencial (externa ) es:
Ep=-p- E (4.7)
pero p = Qd €3 ( ver figura 48 ) luego:
Ep = —QdEcosf (4.8)
y luego la energia mecanica es:
Em = é(éz sen20 +62) + I—;(gb cos0 + 1)? — QdEcosf (4.9)
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Por otra parte, el Lagrangiano es:

I,. . Iz . .
L = (¢ sen®0 +62) + §(¢cose + )2 + QdE cosf (4.10)

al igual que los capitulos II y III las coordenadas generalizadas de % y ¢ son ciclicas luego py, y

Po , son integrales de movimiento (constantes), aplicando sus definiciones tenemos:
Dy == 13(<£cosﬁ+11'1) (4.11)

Py = I3(dcosb + 1&) cosf + I ¢ sen?0 (4.12)

De estas dos tltimas ecuaciones se demuestra que: ¢y 9 satisfacen

. D¢ — Py COS O
)y =2 _**F - i
9(t) T sin%6 (=)
; Dy D¢ — Py cOs O
t) = — — [——————— 7 1
d(o) = B - (BB o (4.14)

Estas ecuaciones permitiran hallar ¥ y ¢ si conocemos 6 = 6(t). De las ecuaciénes (4.13) y (4.14)

y de la ecuacion de la energia mecanica (4.9) se obtiene:

162 — py cosf)? P2
E, = 102 (Ps—pycosd)” | Py

AL T e e = 1
2 21 sen?0 213 e (4.15)

Observamos que la energia mecanica depende solo del 4ngulo 8 y de su derivada 6, podemos

escribir la anterior relacién como

i B 162 (pg — py cosh)?

= = 4+ 2 - _ QdEcosb. 4.16
Em 213 5 T T 2Tsen?d QdEcos (4.16)
definiendo la energia mecéanica prima
2
Py
I = = e 4.17

de las ecuaciones ( 4.15) y ( 4.17 ) hallamos

162 N (pp — Py cosf)?

_— = 6. 4.18
2 27 sen 260 QdEcos ( )

’ —_—
E, =
es obvio que la magnitud fisica E}, se conserva, luego el potencial efectivo es:

_ 2
V() = 5’_’4’21&% — QdEcosé. (4.19)
Sen

la relacién (4.18 ) se transforma en:

)2
B = 2=+ vee). (4.20)



Esta ecuaciéon es semejante a la ecuaciéon que relaciona el potencial efectivo de un cuerpo sélido
simétrico con la energfa mecéanica falsa respectiva.
162 (py — py cosh)?
El,=— + 222720 | Mglcosé.

m 2 2Tsen2g 9 (4.21)
Luego el grafico del potencial efectivo del cuerpo solido y el dipolo esférico son semejantes. Es
decir, hay dos asintotas en § = 0 y en € = 7w por lo tanto existe un minfmo para estas funciones.
La justificacion de estas propiedades del grafico de la funciéon potencial efectivo de un cuerpo

solido como el trompo es mencionado en diversos textos de mecénica [12]

4.3. Descripciéon Cualitativa del movimiento

De la ecuacién (4.20) observamos que el término 1%3 es mayor o igual que cero, luego se cumplira:

V() < E,. (4.22)

Donde se tienen las propiedades del movimiento:

a) El angulo 0 esta acotado, es decir, existe Opmin ¥ Omaz tal que:

0min S 6 < gmaz- (4.23)

Para calcular 0, ¥ Omez se considera la relacion:

(pg — Py cos)?
I = . — QdEcosf. 4.24
Bm =+ 21 sen 20 QdEcos ( )

Esta ecuacién se transforma en una ecuaciéon cibica. Pero debemos hallar previamente las cons-

tantes de movimiento py, y pe y E, . Esta ultima se puede obtener de la ecuacion

_ 2
El = % — QdEcosf. (4.25)
E, = é(d'ﬂ sen20 + 62) — QdE cosf (4.26)

b) Ademas podemos deducir que la funcién angulo 8(t) es periddica, (sea T el periodo ) luego
la funcién é(t), #(t) y ¥(t) también es periodica con el mismo periodo T . Esta afirmacion se

puede comprobar aplicando la definicién de funcién perfodica.
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c) Podemos afirmar que el eje X3 ’cabezea’ o tiene un movimiento de nutacién con velocidad
angular 4(t) ( velocidad angular de nutacién )
d) Un caso particular de movimiento es cuando el valor de la energia mecanica prima es igual al
minimo potencial efectivo luego

Omin = Omaz = Ocrit (4.27)

Luego también encontramos un movimiento ’estacionario’, es decir el cuerpo se mueve tal que 6
cs fijo. Para cste caso se ticne que:

6(t) = 6o (4.28)

f(t) =0 (4.29)

luego de las ecuaciones (4.13) y (4.14) es facil probar que la velocidad angular propia y de precesién
son constantes, es decir

(t)

$(0) t + ¢(0) (4.30)

P(t) = P(0)t +%(0) (4.31)

Pero este movimiento ’estacionario’ no puede suceder para cualquiera condiciones iniciales. La
semejanza de este movimiento con el caso del movimiento de un dipolo en la presencia de otro
dipolo es que la funcién 6(t) es oscilatorio pero existe una diferencia y es que en este caso es

posible que 6(t) = 6p

4.4. Aplicacion de las ecuaciones de Lagrange

Para poder obtener los angulos de Euler en funcién del tiempo se debe hallar las ecuaciones

diferenciales de movimiento considerando las ecuaciones de Lagrange para la funcién de Lagrange:
L = é(d}"’ sin26 + 6%) + %(qﬁ cosf + ¥)? + QdE cosh (4.32)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange tenemos:
16 + I3 sin® + (I3 — 1) ¢? sinf cos® — QdEcosh = 0 (4.33)
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¢ (Isin® 0 + I3 cos®0) + 6 sin20 (1 — I3) — I360% sin6 + I31 cosf = 0 (4.34)

12}+(5c059—9q55in0= 0 (4.35)
Para resolver numéricamente debemos despejar las segundas derivadas de los dngulos de Euler
obteniendo . .
i (I — I3) ¢ sinf cIos() — I3¢ sinf - Qd E cosb (4.36)
I
o (=21 + I3) 0 cosh + I33) 6
¢ = Tsind (4.37)
i PP ST ..
b= I¢$0sin® 6 —(—21 +IIS;;ZI?9¢COS 09— I3%0,cosf (4.38)

Un célculo interesante es hallar que ecuaciones cumple las condiciones iniciales para un mo-

vimiento de precesion uniforme. De (4.36) se consigue:

I3 $(0) 9(0) sin8, + (I3 — I) ¢*(0) sinb, cosb, + Qd Ecosf = 0 (4.39)
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Capitulo 5

Conclusiones generales y trabajos

posteriores

5.1.

Conclusiones

El movimiento del dipolo eléctrico es semejante al movimiento de un trompo simétrico

cuando los campos eléctricos son uniformes.

El movimiento de precesion uniforme es estable, esta conclusion se deduce del grafico funcion

potencial positivo.
Que las ecuaciones de movimiento son no lineales.

Que las ecuaciones para el caso del dipolo elemental ideal (I3 = 0) se puede hallar de las
ecuaciones generales, mencionamos que no se pueden hallar completamente al considerar el

Lagrangiano del dipolo elemental.

Existe siempre posiciones de equilibrio estable e inestable y se puede comprobar con la

teoria de Lyapunov en esta conclusion.

Se puede deducir que si tenemos varios dipolos fijos con centro en el origen de coordenadas
estan crean un campo eléctrico y si tenemos un dipolo a una distancia lejana a este origen

de coordenadas esta se mueve como si habria un solo dipolo fijo.
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5.2. Trabajos posteriores

Para los trabajos posteriores se tomaran en cuenta modelos mas ’finos’ de una molécula
dipolar. Se debe hallar el movimento del dipolo en cualquier punto del espacio. Pero necesitamos

el potencial creado por los dipolos fijos que es posible por que son cargas puntuales.

5.3. Validez

Para determinar si la presente tesis es vilida podemos analizar si las constantes de movimiento
calculadas numéricamente en la simulacion se conservan, es obvio que al hacer los calculos numé-
ricos existen errores. Una de las magnitudes fisicas que se conservan es el momentum generalizado
py- Se puede demostrar facilmente que esta constante de movimiento es igual a la componente
de la velocidad angular w3 ( ver ecuacion 2.12 y 2.26 ).Estos calculos se muestran en el apéndice
7. Se muestran errores muy pequefios y en las otras simulaciones que se hicieron se encontraron

errores semejantes.
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Capitulo 6

APENDICES

Apéndice 1: Dipolo eléctrico en un campo eléctrico debido a una
carga puntual
Introduccién.

El objetivo del presente apendice es hacer una breve analisis de un modelo que represente el
sistema i6n-dipolo y resolverlas para un caso particular.
En este modelo se considera el i6n como una carga q fija en el origen de coordenadas y un dipolo
eléctrico que se mueve en el espacio sometido a una fuerza eléctrica debido a una carga puntual q

y también asumiremos que no se considera otro tipo de interacciones sobre la carga figura (46)

m,

Figura 46: Sistema i6n dipolo
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Como en los capitulos anteriores se tiene un dipolo eléctrico formado por dos esferas eléctricas
con cargas +q y —q distribuidas uniformemente en una esfera de radio R separados por una dis-
tancia d, este dipolo estd en este caso en el interior de un campo eléctrico creado por una carga
puntual +q ubicado en el origen de coordenadas.

Como hemos mencionado anteriormente el origen del sistema de los ejes X; , X3 y X3 esté ligado
al dipolo que se encuentra en el centro de masa C.M.

El dipolo se comporta como un cuerpo rigido.

Como siempre se utilizo convencionalmente T es la energia cinética del sistema y U es la energia

potencial eléctrica del dipolo en el interior de un campo eléctrico externo.
Potencial de un dipolo eléctrico.

Por energia potencial del dipolo en el campo externo queremos decir el trabajo que se debe
de realizar contra el campo eléctrico externo E;; para traer un dipolo desde el infinito hasta
r° ( donde r~ es el vector de posicion del centro de masa C.M. figura (47) ) , considerando por
separado cada carga del dipolo.

Se demuestra que la energia potencial U en este dipolo en el interior de un campo eléctrico esta

dado por:
d d
U= —qVexr (;j = 5) + qVexT (7 % 5) (6.1)
si d es pequeiio.
Sabiendo ademas que:
d d
VEx1 (7) = -) = Vex1 (?) -V Vixr- = (6.2)
2 2
d d
Vexr <7 + -2-4) = Vexr (:}) + VY Vexr b (6.3)
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Figura 47: Dipolo en el interior de un campo eléctrico

de la ecuacién (6.1) obtenemos:

U= —q|Vexr(r') — 9 VexT - E'J +q |Vexr(r') + 6 VexT - 5} (6.4)
simplificando la ultima ecuacién
U= [? VeEXT - ﬂq (6.5)
luego por definicion de momento dipolar
¥ = [? Vo 5] (6.6)

Entonces la energia potencial del dipolo estara dado por:

Ep=—5. F (6.7)

Es decir, este resultado no solo se cumple para campos uniformes, también se aplican a campos
eléctricos que dependen de las coordenadas. Luego si © es el angulo entre el vector campo eléctrico

E y el eje X3, donde E = ﬁ(r) tenemos:

U=—-FEpcos® (6.8)

70



Como en los capitulos anteriores las masas tomamos m; = mg = m.
Donde
cos© = ¢é3 - &, (6.9)

Energia cinética del dipolo.

En este modelo se asume que el eje de rotacion pasa por el centro de masa.

Sea la energia cinética del dipolo T, luego
T = Trras + Trora (6.10)
T — 1 ;2 ; 2 ; 2 1 9 2 2
= E‘m(XG + Ye +Zg )+§(Ilw1+12w2+13w3) (6.11)

Donde: I; , Iy e I3 son los momentos principales de inercia del dipolo y wj ,w2 y w3 son las

componentes del vector velocidad angular a lo largo de los ejes X, X2 e X3.

Figura 48: Dipolo en el sistema X*, Y y Z°

Recordando que las componentes de las velocidades angulares en funcion de los Angulos de

Euler esta dado por:

w, = & seny senf + 0 cosyp (6.12)
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wy = ¢cosy send — 6 senyh (6.13)

w3 = ¢pcosh + P (6.14)
Por lo tanto
wf = ¢? sen?d sen®y + 6% cos®h + ¢6 send sen2y (6.15)
w% S (132 sen?6 cos®y + 62 seny — 2dﬁésen9 seny cosy (6.16)
wg = ¢?cos® + % + 2¢) cosd (6.17)

Reemplazando los cuadrados de la velocidad angular en las ecuaciones (6.11) obtenemos una

expresién para la energfa cinética total del dipolo.

T = m(Xc2 + Y(;2 + Zcz) -+ 51 (¢2 sen®8 sen®h + 0% cos®h + @0 send sen2y) +
+% (¢\2 sen?d cos*yp + 6% sen*yp — 206 senb seny cosy ) +

+% (2 cos?0 + 9% + 2d3)cosh) (6.18)

Y sabiendo ademéis que los momentos de inercia toman los valores
4mR?  md?
I = I = —_— =
1 2 5 ls 5

4mR?
I3 = 5

I (6.19)

(6.20)

72



Lagrangiano del Dipolo

Del Lagrangiano

L=T-U (6.21)
Se tiene
) : ’ 1
L=m(X?+Y2+2%)%+ 5 (I w? + Lw? + Iw?) + Epcos® (6.22)
Considerando ademés que
L =1I= (6.23)
Obtenemos:
L=m(X?+Y? +Z'2)+g(wf+w%) + I—;(wg) + Epcos© (6.24)

Para simplificar las ecuaciones consideremos que el centro de masa del dipolo se mueve cerca al

plano XY y es facil probar que © + 6 = 7, luego cos© = senfl consiguiendo

L= m(X?+Y?2+22)+1(¢?sen? +62) +
L (¢2cos?0 + ¥? + 2p1pcosd) + pE send (6.25)

Donde la magnitud del campo eléctrico esta dado por:

g= K¢ (6.26)
2
Usando coordenadas cartesianas KQ

= —_ 6.27

E= sy (627)

Finalmente tenemos el Lagrangiano.
L= m(X2+Y2+22)+1(d?sen® +62) +
!21 (¢? cos? + P2 + 29 cosf) + ('—x[{'% (6.28)
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aplicando las ecuaciones de Lagrange para la coordenada generalizada # obtenemos :

oL I ., I3 ; i 3 K 9
= 20 342 _ pgq cos
50 3 (¢°sen26) + 3 (—9¢”sen20 — 291 senf) + X771 2D YT 1 25 (6.29)
oL .
—) = 10 .30
(30) (6-30)
d 0L -
E(ﬁ) = I (6.31)
Por lo tanto :
. ; I3 -1 .- Kpq cosf
16 : L e
+ ¢*sen26 ( 5 ) + I3p v send X+ Y2129 0 (6.32)
De forma similar, aplicando las ecuaciones de Lagrange para la variable ¢
oL
(0—¢) =0 (6.33)
(QE) = £(2¢32 sen®d) + 1—3(2q5cos20 + 29 send) (6.34)
a¢ 2 2
d oL - . 9 o . .
o 3_¢) = ¢(I sen“8 + I3cos°8) + ¢ 6 (2Isenf cosh ) + ¢ (—215 0 senf cosh) (6.35)
De igual manera obtenemos:
d(I sen6 + I3 cos®0 ) + ¢ 0 sen26 (I — I3) — ¢ 213 sen + I3 senf = 0 (6.36)
De forma similar, aplicando las ecuaciones de Lagrange para la variable 1) obtenemos :
oL
—) =0 6.37
(39) (637)
oL I, . .
—) = —(2¢cost + 2 (6.38)
(=) = 3 ¥)
%(%) = I3 + ¢ (Iscos) — ¢ §Izsend (6.39)

Finalmente
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VI3 + ¢ (I3cos8) — ¢ OI3send = 0 (6.40)

Para resolver numéricamente debemos de despejar las segundas derivadas de las ecuaciones an-

teriores :
G _ #? senf cos 01 — I3) - I3 % send . Kpq cost o
. O3+ Ocosh (I3 — 21
= . ?senﬂ( . ) ()
. 10¢ sen20 — 64 Izcosh + 0 cos?6 (I3 — 21
S 3IsenO - : (6.43)
Para X
oL 2K pq sen
v - 44
Z—JL.{ = 2mX (6.45)
% gﬁ) = 2mX (6.46)
Luego: p ,
g pq sen
= 6.47
X = AT+ v2+ 22 (6:47)
Para ¥ oL 2K 0
pq sen
=) = — 6.48
GY) = " ®rrvir 22 (6:48)
(g_}f) = 2mY (6.49)
%(g—i) = 2mYV (6.50)
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De forma similar obtenemos:

., Kpq senf
Y =
m(X2+Y2+ Z2)2Y
Para Z
(QL_) _ __ 2Kpgsend
8z’ (X2+4+Y? 4 Z2)2
oL .
0Z)
d ..
——(8—[1) = 2mZ
dt " Oy
Finalmente para Z obtenemos:
G Kpq senb -z

T m(X2+Y2+ 22)

Soluciéon numérica

Recordemos que se resolveran ecuaciones de movimiento considerando el Lagrangiano

L= m(X?+ Y2 +22)+1(¢?*sen? +6%) +
!i'l(d)z cos20 + 92 + 2hpcoshd) — (—XT_;L_({;!'_*_—‘ZT)‘

Haciendo los cambios de variable.

X =90
Xy = ¢
X3 =1
Xy =0
Xs = ¢
Xe =9
Xr= X
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Xg =Y (6.64)

Xo =2 (6.65)
X = X (6.66)
Xu=Y (6.67)
X2 =2 (6.68)

Se reemplazan estos cambios de variables en las ecuaciones diferenciales ordinarias, resolviendo
dichas ecuaciones usando el metodo de Runge - Kutta de orden cuatro. Se consideraron los

siguientes parametros

o= % =0,5 (6.69)
L =1 =1=1,0kg.m? (6.70)
I3 = 0,5kg.m? (6.71)
m = 1,0kg (6.72)
¢ = kgp = 10,0N.m? (6.73)
Primer caso 37
0 = 1%rad (6.74)
¢=1v=00 (6.75)



¥ = 1,0rad/s

X =1,0m

Y =2=00m

X =2-= 0,0m/s

Y =0,1m/s
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Observaciones

De los graficos mostrados:

1. Los dos primeros angulos de Euler tienen oscilaciones no periédicas y tienen una gran

semejanza con el caso en que el segundo dipolo tiene centro de masa fijo.

2. Para cualquier condiciones iniciales, el centro de masa del dipolo se desplaza en trayectoria
rectilinea. La razon de este movimiento es que la suma de todas las fuerzas externas sobre

el dipolo es cero para puntos lejanos, es decir el dipolo se aleja de la carga positiva .

3. A pesar de que inicialmente el eje de rotacion coincide con el eje de simetria. El &ngulo 6 de

Euler oscila, esta propiedad del movimiento es semejante a las propiedades del movimiento

de un so6lido simétrico.

Conclusiones

1. De la experiencia adquirida observamos que podemos obtener ecuaciones diferenciales para

sistemas eléctricos mas complicados, por ejemplo: los sistemas de dos dipolos eléctricos.

2. Que el sistema de cargas estudiado es un modelo consistente con el movimiento de un dipolo

eléctrico mas real alrededor del cation.

3. Que el movimiento de un dipolo eléctrico real ( recordar que las cargas son cuerpos esféricos

y no particulas ) es parecido al movimiento de un sélido simétrico.
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Apéndice 2: Puntos de equilibrio en el movimiento de un oscila-
dor anisotrdpico

Consideremos un oscilador anisotropico que se mueve en el plano XY con energia potencial

Como es obvio la funcién energia potencial tiene un minimo que lo representamos por Epmin-

(6.82)

Para hallar la trayectoria debemos hallar la fuerza y aplicar la segunda ley de Newton y las
ecuaciones son faciles de resolver.

Si queremos conocer propiedades cualitativas de la trayectoria podemos aplicar el anélisis del
movimiento de una particula en un movimiento unidimensional considerando los valores criticos
de su energfa potencial [20).

La energfa es en este caso

k k
E, = Ex + 2z 4 —2y2

2 5 (6.83)
donde Ej es la energia cinética y como es positiva, se cumple para todo movimiento
E, < En. (6.84)
Un caso critico del movimiento es cuando
Em = Epmin (6.85)

Como es evidente el valor de las coordenadas donde es minimo, la energfa potencial es un punto

equilibrio estable. Luego se debe hallar los puntos criticos de la funcién Ep(z,y) haciendo
VEp=20 (6.86)

consiguiendo z = 0, y = 0 es obvio que no es necesario el criterio de la segunda derivada para
decir que en el origen de coordenadas es un mfnimo y, por lo tanto, un punto de equilibrio estable.
Como se sabe este resultado no es suficiente y aprovechando que se conserva el momento angular
se considera el concepto de potencial efectivo se expresa la energia en funcion de la coordenada
r y se halla la distancia médxima y minima.

Pero si tenemos un sistema mecanico donde siempre la energfa potencial depende de dos varia-
bles generalizadas q;, g2 solo podemos hallar los valores donde hay punto de equilibrio estable e
inestable hallando los puntos criticos.

El analisis que se hizo para el oscilador se puede generalizar para hallar propiedades més fun-
damentales y demostrar que hay posicién de equilibrio para un sistema mecéanico que tiene dos

grados de libertad.
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Apéndice 3: Energia potencial del dipolo mévil debido a la interaccion eléc-

trica con el dipolo elemental fijo en direccién arbitraria .

Ahora consideramos el dipolo fijo elemental de momento dipolar p; cuya orientaciéon estd de-

finido por él vector unitario.

= uzi+uyj +uk (6.87)
luego el momento dipolar es:

P = pl(uz{‘*' ’Uty.; + u; E) (688)

por otra parte sabemos la relacién del vector unitario €5 (que coincide con el eje de simetria

dipolo mévil ver figura (46) ) con los vectores unitarios paralelos al sistema de referencia XY Z:

g3 = senf sengi — senf cos¢f + cosbk (6.89)
Luego el momento del dipolo mévil (recordar que su centro geométrico esta fijo) es

7 = p(send sendi — senf cosp j + cosd E) (6.90)
Para puntos lejanos (a,0,0) hallaremos el campo eléctrico mediante la formula (2.5) luego

Ez = %(21@5 — uy; — uz k) (6.91)

Usando esta relacién y la ecuacién (2.6) se consigue la energia potencial para puntos lejanos que

tiene el dipolo mévil que est4 en el eje X:

E, = A(—2u, senf sen¢ + u, senb cos¢ + u,cost) (6.92)
donde
a=X e (6.93)
a

Es facil demostrar que la funcion de lagrange es:

L = é(dj‘l sen 26 _,_9'2)_,_ -123(45 cos 0 + ¥)? — A (—2uy senf sene + uy senf cosg + u; costl) (6.94)
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Apéndice 4: Movimiento del dipolo eléctrico en el campo eléctrico producido

por dos dipolos elementales perpendiculares.

Ahora consideramos dos dipolos elementales perpendiculares ubicados en el eje Z y eje Y tal

que sus momentos dipolares son:

p1 = mk (6.95)
P2 = paj (6.96)
El objetivo de este apéndice es analizar la semejanza que hay con el movimiento estudiado.

Usando las ecuaciones (2.5) y (2.6) tenemos la energia potencial del dipolo que se encuentra en

el eje X a una distancia a.

E, = A(pycost — pa senb cose) (6.97)
donde
k
A= Zﬁl (6.98)

donde p; y p2 son los momentos dipolares del dipolo que coincide con el eje Z y eje Y respec-
tivamente. El otro momento dipolar es del dipolo que se halla en el eje X.
El anélisis es semejante al que se hizo en el capitulo 111.

Es facil demostrar que la funcién de Lagrange es:
Tom @ . | . 4l
L = §(¢ sen ‘0 + 62) + ?(¢c036‘ + ¥)° — A(p1cosh — pz senb cosp) (6.99)

aqui también observamos que solo la coordenada generalizada 1 es ciclica luego su momento

generalizado py, es constantes, luego tenemos:

py = Iz(dcosf +v) (6.100)
es decir
(dcosb + 1) = z—;ﬁ (6.101)
3
por lo tanto, la energia mecénica se expresa como
Em = é(d)z sen 26 + 62) + g—s(zf)cosﬂ + )2 + A(py cosb — p; senf cose) (6.102)
que equivale )
En — §pli = g(q'sz sen20 + 62) + A (py cosd — py send cosd) (6.103)
3

si definimos como en los capitulos anteriores

7

= 6.104
A (6.104)

E| = En
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se obtienen
I . .
E = §(¢2 sen 20 +602) + A(p, cosd — p, send coso) (6.105)
recordemos que la energia potencial es
Ep, = A(p1 cosd — py senf cosd) (6.106)
Puntos de equilibrio del Movimiento del Dipolo.
Como es evidente aqui también se cumple que
Ep(9, ¢) < E!.. (6.107)

luego hay puntos de equilibrio, hallando los puntos criticos de Ep(6, ¢), tomando la gradiente e

igualando cero consiguiendo (para p; = ps = p) las ecuaciones:
senfsengd =0 (6.108)

send + cosf cosp =0 (6.109)

obteniendo las mismas valores criticos hallados .
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Apéndice 5: Introducciéon a la teoria de la estabilidad.
En este apéndice se hace una introduccion a la teoria de Lyapunov [21], para aplicar luego a las

posiciones de equilibrio calculadas en el capitulo II con el fin de verificar los resultados.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
dx;
d—t' = fi(x1, T2, ...Tn, t) (i=1,2,3,..,n) (6.110)
Una solucion ¢;(t), donde

i=1,23,..,n (6.111)

del sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, que satisface las condiciones iniciales ¢;(tg) =
@i se llama estable segun Lyapunov, si para cualquier ¢ > 0 existe un nimero d(¢) > 0, tal que
para cada soluciones nuevas z;(t) del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias cuyos valores

iniciales z;(t¢o) cumplan las condiciones.
|zi(to) — Pio] < & (i=1,2,3,...,n) (6.112)

se verifica la desigualdad
|lzi(t) — ¢:i(t)] <€ (6.113)

para todos los valores t > tg .

Si para los valores de § > 0 arbitrariamente pequefios no se cumple la igualdad anterior, la solucion
@i(t) se llama inestable. Lo anterior es una definicion matematica (semejante a la definicion de
Limite ) que se puede interpretar de manera intuitiva una solucién es estable si al cambiar un
poco las condiciones iniciales la nueva solucion es cercana a la antigua solucion.

Si ademaés se cumple para la soluciones estables,
lim |z;(t) — ¢i(t)| =0 (6.114)
n—o00

decimos que la solucién ¢;(t), se llama asint6ticamente estable. Un caso particular muy importante

es analizar la estabilidad de una solucion nula (llamada solucion trivial o punto de reposo)

zi(t) =0 (6.115)
de un sistema de ecuaciones
e = Fi(z1, za, ---Tn, t) (6.116)
dt
donde
Fy(z1,%2,...@n,t) =0 (6.117)
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Se dice para el caso del punto de reposo, las definiciones de estabilidad e inestabilidad se pueden
formular de la siguiente manera :

El punto de reposo z;(t) = 0 que corresponde a la condiciones iniciales z;(0) = 0 es estable segin
Lyapunov, si para cualquier € > 0 es posible hallar un § > 0 tal que cualquier solucién ¢;(t) cuyos

datos iniciales ¢;o satisfacen a la condicién

|pio] < & (6.118)

Se verifica la desigualdad
|lzi(t)] <€ (6.119)
para todos los valores t > tg

Si para las soluciones estables se cumple la condicién
Jim |z;(t)| = 0, (6.120)

la estabilidad se llama asictética.

Rigurosamente para estudiar la estabilidad de una solucién punto de reposo deberiamos aplicar
la definicién, o resolver las ecuaciones de movimiento para cualquier condicién inicial y modificar
estas condiciones iniciales haciendo que ’se acerque a cero’para determinar si la soluciéon tiende a

cero si fuera asi decimos que es estable la solucién trivial . Un ejemplo de resolver facilmente es

el sistema
dz
— = 6.121
=Y (6.121)
dy
S 6.122
5 =% (6.122)
con condiciones iniciales es z(0) = 0, y(0)=0

La solucién del sistema que satisface a las condiciones iniciales dadas es
z(t) =0 (6.123)
y(t)=0 (6.124)

Denotaremos con mayisculas las nuevas soluciones X (t), Y(t) considerando las condiciones ini-

ciales
X(0)=¢a (6.125)
Y(0)=0b (6.126)
se puede demostrar que
X (t) = acos(t) + bsen(t), (6.127)
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Y (t) = —asen(t) + beos(t). (6.128)

Pero en general es dificil resolver y mediante el siguiente teorema sabremos cuando una solucion

trivial es estable o inestable.

Teoremas de la estabilidad de Puntos de Reposo

Sea un sistema de dos ecuaciones diferenciales homogéneas de coeficientes constantes
dzx
= hall St +ay (6.129)

d
3‘% = an + axny (6.130)

Como sabemos las funciones z(t) = 0, e y(t) = 0, anulan los segundos miembros de las ecuaciones
(6.129) y (6.130), y son la solucién punto de reposo del sistema o punto singular.

La estabilidad de la solucién punto de reposo se puede determinar considerando la matriz

E=|"0 5 (6.131)
a1 Q32

de donde se tiene el polinomio carateristico

aj; — A a
)= 1 2 1=0 (6.132)
a1 agy — A

sean sus raices A; y A9 de esta ecuacién algebraica. Son posibles los casos siguientes:

1. Las raices A\; y A2 de la ecuacion caracteristica son reales y distintas :
i) Si A; <0, A2 < 0.Punto de reposo de estabilidad asintética (modo estable ).
ii) Si Ay > 0, A2 > 0.Punto de reposo inestable (modo inestable ).

iii) Si A\; > 0, A2 < 0.Punto de reposo inestable (punto de ensilladura).

2. Las raices A\; y Ay de la ecuacién caracteristica son niimeros complejos:

AL =p+1ig, A2 =p —1q, (6.133)

i) Si p < 0, g # 0.Punto de reposo de estabilidad asintética (foco estable ).

ii) Si p > 0, ¢ # 0.Punto de reposo inestable (foco inestable ).



iii) Si p =0, g # 0.Punto de reposo estable (cent).

3. Las raices son miiltiples A\; = A\
a) Si A; = A2 < 0. Punto de reposo de estabilidad asintoética .

b) Si A\; = A2 > 0.Punto de reposo inestable (modo inestable) Si el valor propio es cero
no se puede decir nada, en ese caso se deberia resolver las ecuaciones de movimiento.Todos

estos conceptos se generalizan para un sistema de ecuaciones de n dimensiones.

Ejemplo aplicaciéon al movimiento amortiguado

Consideremos la ecuacién diferencial de movimiento :
i+2Bi+w'rt=0 (6.134)

Analizaremos la estabilidad de la solucién punto de reposo (que equivale a que esté el oscilador

en un punto de equilibrio con velocidad inicial cero), haciendo los siguientes cambios de variable
T =1 (6.135)
T =us (6.136)
Reemplazando en la ecuacién del oscilador amortiguado se consigue
U] = Us (6.137)
Uy = —2fug — wluy (6.138)
Obviamente, la solucién trivial (punto de reposo) es u1(t) = 0, ug(t) = 0 equivale
z(t) =0 (6.139)

vz(t) =0 (6.140)

Para analizar la estabilidad de esta solucién (Que sabemos por fisica elemental que es estable )

hallaremos los valores propios de

= (6.141)
—w? —2p

Los valores propios son:

Ao =—B8— B2 —w? (6.143)
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Luego independiente de la relaciéon entre los parametros w, 8 se puede probar que al analizar

todos los casos posibles se tendra que la solucién de punto de reposo que es estable asintotica-

mente.

Analisis de soluciones constantes de un sistema lineales no homogéneo con
terminos constantes .

Sea el sistema de ecuaciones lineales

dr
== a11(z — zo) + a12(y — Yo) (6.144)
dy
== a1 (T — To) + a22(Y — Yo) (6.145)
Es obvio que es solucion
z(t) =z, (6.146)
y(t) = vo (6.147)
con condiciones iniciales
z(0) = z, (6.148)
y(0) = v (6.149)

para saber si es estable hacemos cambio de variable

u=2z(t) — z, (6.150)
obteniendo
.(!E = a11u + a12v (6152)
dt
—v- = Q91U + A2V (6153)
dt

luego estariamos en el caso anterior.

Es decir analizar las soluciones constantes equivale a estudiar soluciones triviales.

Analisis de soluciones constantes de un sistema no lineales.

Consideremos el sistema de ecuaciones no lineal

dx

= =g(z,v) (6.154)
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% = f(z,v) (6.155)

Para saber si tiene soluciones estacionarias consideramos las ecuaciones algebraicas
9(z,y) =0 (6.156)
flz,y)=0 (6.157)
sea To, Yo las soluciones luego se tiene la solucion estacionaria
z(t) = zo (6.158)

y(t) = vo (6.159)

para analizar la estabilidad de estas soluciones aplicamos la serie de Taylor de dos variables a

esta dos funciones g, f alrededor del punto (z,,¥,), es decir

L o0 v0) + 2 (@00 o)~ 30) + g—g(zo,yo)(y ~ %) (6.160)
%ty‘ = f(Zo,¥0) + g‘:f?(xm Yo)(T — To) + %(fm Yo) (Y ~ Yo) (6.161)
simplificando
= (50 ))& — ) + 5 ((20r o)) v - 30) (6.162)
% = gm—f(a:o, Yo)(T — To) + %(Io,yo)(y - %) (6.163)

Luego hemos linealizado las ecuaciones y podemos aplicar el teorema anterior. Pero a veces no
es necesario aplicar el teorema de taylor, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo Sea el sistema no lineal

i=(—-1)+ylz-1)"+(y—2) (6.164)

i=@U—-2)+2*(y—2)"+3z-1) (6.165)
Es obvio que una solucién estacionaria es
z(t) =1 (6.166)

y(t) =2 (6.167)
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Podemos despreciar algunos términos de la ecuacion si x , y estan muy cerca a las soluciones

constantes, luego tencmos que
t=(z—-1)+(y—-2)

v=(-2)+3(-1)
Para analizar la estabilidad de z(t) = 1, y y(t) = 2 Hacemos

z—1=u

y—2=v
Entonces
t=u+v

v=3u—+v

(6.168)

(6.169)

(6.170)

(6.171)

(6.172)
(6.173)

Luego analizamos la estabilidad en z(t) = 1, y y(t) = 2 Equivale a estudiar la estabilidad

en
u(t) =0
v(t) =0

Luego hallamos los valores propios de:

=)

1-A 1
p('\)z{3 1—,\]_0

p(A)=(A—-1)*-3
A=1+3

por el teorema mencionado es inestable.
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Apéndice 6: Aplicacion de la teoria de estabilidad de Lyapunov al movimien-

to del dipolo.

En el subcapitulo 2.3 se estudio el movimiento de un dipolo con centro de masa fijo
en el eje X este dipolo esta en un campo eléctrico generado por otro dipolo eléctrico fijo
ubicado en el plano YZ (Ver Fig 52 ) .

~

Figura 52: Dipolo elemental fijo en el plano YZ

Después de analizar los puntos criticos de su energia potencial se hallo que cuando los

angulos de Euler

3m

g = (6.180)

4
Gl (6.181)

Corresponde a la posicién de equilibrio estable. En este apéndice comprobaremos este re-

sultado usando la teoria de estabilidad de Lyapunov.

Por otra parte recordemos que el Lagrangiano es:
L = é(q&z sen?6 +62) + %((p cosf + )2 — A(— senf cosp + cosb) (6.182)
de donde tenemos el momento generalizado
py = Is($cosb + ) (6.183)
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como es obvio este py se conserva, luego de (2.67)

b =2 deost (6.184)
I3
Haciendo
e 8 (6.185)
I3
Entonces
¥ = (a — dcosh) (6.186)

Reemplazando la ecuacion (6.186) en (2.114) y (2.115)

i (I - 13)q52 sinf cosf — ]aé(a - dbcos()) sin @ : A(sen(8) + cos(8)cos())

I I
N _ _ (6.187)
w (=21 + I3)0¢ cosf + I3(a — pcosf)d  Asen(¢)
= — 6.1
¢ I sinf I sen(0) (6.188)
Haciendo el cambio de variable
§ = X, (6.189)
b= X, (6.190)
b= X4 (6.192)
Luego tenemos
X, = X, (6.193)
Xy = X, (6.194)
(a—=1) ,sen(2z,) =4
Zy = i —~(a — z4co0s(z;))sent; + D(sen(z;) + coszcos(z3)) (6.195)
a a
Ty = %[acsc(ml) — zycot(zy)] + (1 — 2a)z3z4c0t(T1) — Dsen(za)csc(z;) (6.196)
Donde I
o= — (6.197)
I3
D=? (6.198)



Representaremos a los segundos miembros del sistema de ecuaciones diferenciales como la

funcion g;(z;) es decir

gi(z) = X3 (6.199)
92(m1) = X4 (6.200)

ga(z1) = (a; l)m3 seng2x1) 3 x4sen(x1)(aoz— x4c08(x1)) R, a——
(6.201)

94(z) = %[acsc(zl) — cot(z1)] + (1 — 2a)z3z4cot(z1) — Dsen(zz)cse(x;)  (6.202)

Rigurosamente para hallar las soluciones estacionarias (puntos de equilibrio) hacemos

gk(zi) = 0 (6.203)
obteniendo una de las soluciones
3
Toquil = — (6.204)
4
=10 (6.209)
Tequi3 = 0 (6206)
IL‘eun =0 (6207)
y la otra solucion cs:
T
quuil - Z (6208)
Tequiz = T (6209)
Tequid = 0 (6210)
Tequia = 0 (6.211)

Segun la teorfa de Lyapunov debemos aplicar la serie de taylor para la funcion gi(z1, 2, T3, Z4)

alrededor de los puntos de equilibrio mencionados linealizando la E.D.O. es decir

4
0
T, = a_gl'(iequi)(xj == .ch) (6212)
— 0T
j=1
Ty = B—z(fequi)(xj ~ Tjc) (6.213)
=1 9%;
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4
093

I3 = : a_zj(jequi)(xj - l'jc) (6214)
Jj=1
4
994 ,_
£4 = - a—zj(xeqm')(l'j — Tje) (6.215)

Efectuando las derivadas parciales para el primer punto de equilibrio

Entonces:
T = Z3 (6.216)
. AV?2 3r. a2
T3 = ——I—($1 - T) - 70:_:% (6.218)
AV?2
Ty = — \/_$2+ a—\/zxa (6.219)
I o
ahora definimos
Uj = T; — Tequij (6.220)
luego se tendra
up = U3 (6.221)
Uy = U (6.222)
. AV2  aV?
U = — et T o (6.223)
A
Ug = — \/ﬁuz—i— g—\/zu;; (6.224)
I o
para la otra posicion de equilibrio se tendra siguiendo el mismo procedimiento
'Lil = Ug (6225)
Up = ug (6.226)
) AV?2 av?2
Uz = 7 u; — —2?1.1,4 (6227)
AV?2 2
e \/—uz + V2, (6.228)
1 o
De los segundos miembros del sistema de ecuaciones diferenciales se tiene las matrices
o o 1 0
0 0 0 1
6.229
M, _AY2 0 0 —av2 ( )
I 2a
A 2
0 - 12 gaﬁ 0 /



0 1 0
0 0 0 1
My = ai 0 s (6.230)
14 2x

\O&IQ"%@‘)

A
- =09 (6.231)
I
3
= = 6.232
a=: (6.232)
Is =1 (6.233)
Para el primer conjunto de datos
a=0,1 (6.234)
luego se tiene la matriz
0 0 1 0
0 1
=] 0 (6.235)
—0,701 0 0 —0,0943
0 —0,701 0,188 0
Obteniendo los valores propios
A\ =0,77i (6.236)
A2 = —0,77i (6.237)
X3 = 0,91i (6.238)
M= —091i (6.239)
que significa que el movimiento es estable.
Para el Segundo caso
tenemos que
0 0 1 0
1
=] ° U (6.241)
—0,701 0 0 —0,943
0 -0,701 1,88 0
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obteniendo los valores propios

A1 = 0,40¢ (6.242)
Ay = —0,40¢ (6.243)
Az = 1,744 (6.244)
Ag = —1,74i (6.245)
que significa también que el movimiento es estable. Finalmente consideramos
Para el tercer caso
a=25 (6.246)
tenemos que
0 0 1 0
0 0 0 1
M, = (6.247)
—0,701 0 0 —4,715
0 —0,701 9,43 0
consiguiendo los valores propios
A =0,10¢ (6.248)
A2 = —0,10¢ (6.249)
A3 = 6,771 (6.250)
Ay = —6,7T1 (6.251)

Para el caso de la solucién inestable consideramos los parametros anteriores y el primer

valor para a tenemos

0 0 1 0

-4 ¢ 2 ! (6.252)

0,701 0 0 —0,0943
0 0,701 0,188 0
los valores propios son:

A = 0,83 + 0,07 (6.253)
A, =0,83— 0,072 (6.254)
A3 = —0,83 + 0,074 (6.255)
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Ay = —0,83 — 0,072 (6.256)

Por teoria de estabilidad es inestable el movimiento. Los valores propios se hallaron usando

un programa que esta en|22]
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Apéndice 7:Calculo numérico del momento generalizado py.

Como sabemos en el movimiento del dipolo ecléctrico se conserva la energia mecanica
y el momento generalizado py (csta constante de movimiento coincide con la componente
ws) para las simulaciones consideradas en el presente tesis. Al aplicar calculo numérico se
encontré un error aceptable. En este apéndice se muestra algunos graficos de la funcién
ws(t), correspondientes al capitulo 2 y hallamos el error relativo.
Como observamos la magnitud py fluctua alrededor de un valor promedio y también mos-
tramos el error relativo de cada grafico. Como es evidente no se muestra el comportamiento

de la magnitud py porque los resultados son semejantes.
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Figura 53: Muestra las oscilaciones de w3 para el conjunto de datos del cuadro 1
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Figura 54: Muestra las oscilaciones de w3 para el conjunto de datos del cuadro 2
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Figura 55: Muestra las oscilaciones de w3 para el conjunto de datos del cuadro 3
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Figura 56: Muestra las oscilaciones de w3 para el conjunto de datos del cuadro 4
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Figura 57: Muestra las oscilaciones de w3 para el conjunto de datos del cuadro 5

A continuacién hallaremos el error relativo de la siguiente manera:
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Sea w3pez ¥ Wanmin los valores maximos y minimos de wj el error relativo esta definido por
az — W3Mi
el= WiMaz — W3Min (6.257)
W3pProm
Considerando los graficos w3(t) de las figuras 53,54,55,56 y 57 de este apéndice se hall6 la

siguiente tabla que muestra los errores relativos.

Datos de la w;3(t)
FIGURA | wspmaez | wamin | wsprom | ERROR RELATIVO %
53 0,10080 | 0,0990 | 0,100 1,8
o4 0,1507 | 0,1492 0,150 1,0
55 0,18065 | 0,1793 | 0,180 0,75
56 0,2305 | 0,22955 | 0,23 0,41
o7 0,2316 | 0,2304 | 0,2310 0,51

Cuadro 10: Tabla de errores relativos

Como se observa en la tabla mostrada el error cometido es menor del 2 % y por lo

tanto los calculos numéricos son aceptables.
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Apéndice 8:Analisis del Periodo de las oscilaciones de los 4ngulos de Euler
0y ¢.
Considerando los graficos de la paginas del 29 al 36 se obtiene las siguientes
tablas con el fin de conseguir una relacién entre el ’periodo’ de los dngulos de

Euler 6(t) y #(t). Para el capitulo II tenemos la tabla

Datos de los Periodos T

¥(0) en grados/s | TdeO(t)ens | Tde o(t)ens
5,730 164 166
8,59 242 250
10,31 216 296
13,1 198 200

Cuadro 11: Tabla de los Periodos

Observamos que cuando aumenta la condicion inicial el ’periodo’aumenta
para luego disminuir.Esta conclusion es para el conjuntos de valores de la
condicién inicial considerada.No se hizo un calculo semejante para el capitulo
IIT por que solo en un caso los angulos f y ¢ tiene indicios de ser periodicos.
Es posible obtener mas propiedades del dipolo observando los graficos pero
este anélisis se deja para trabajo posteriores.Recordemos que el objetivo de
obtener estos graficos fue comprobar la estabilidad del movimiendo obtenido

con la teorfa de Lyapunov y analisis de la energia potencial.
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