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Resumen

En este trabajo se resuelve numéricamente la ecuacion del calor en estado esta-
cionario para una placa circular, sin fuentes internas y con condicién de contorno de
Dirichlet. Se resuelve el problema para tres casos: conductividad térmica constante,
conductividad térmica dependiente de la temperatura y conductividad térmica con
dependencia radial. El primer caso considera una conductividad térmica constante, lo
que reduce el problema a la ecuacion de Laplace. Para este caso, se propone un método
numérico que consiste en aplicar una expansion de Fourier y el método de diferencias
finitas. Se realiza una comparaciéon entre la solucién analitica y numérica, validando
asi el método propuesto. El segundo caso considera una conductividad térmica depen-
diente de la temperatura, lo que resulta en una ecuacién diferencial no lineal. Para este
caso, se aplica una transformacion de Kirchhoff a la ecuacion, obteniendo una expresion
conocida que permite aplicar el método numeérico utilizado en el primer caso. El tercer
caso considera una conductividad térmica con dependencia radial, lo que también mo-
difica la ecuacion diferencial. En este ultimo caso, la placa circular se modela como la
uniéon de diferentes materiales con conductividad térmica constante, para luego aplicar

un método numeérico similar al del primer caso.



Abstract

In this work, the steady-state heat equation for a circular plate is solved numerically,
considering non internal heat sources and Dirichlet boundary conditions. The problem
is addressed for three cases: constant thermal conductivity, temperature-dependent
thermal conductivity, and radially dependent thermal conductivity. The first case con-
siders a constant thermal conductivity, which reduces the problem to Laplace’s equa-
tion. In this case, a numerical method is proposed which consists of applying a Fourier
expansion and the finite difference method. A comparison between the analytical and
numerical solutions is performed, thereby validating the proposed method. The second
case considers temperature-dependent thermal conductivity, resulting in a nonlinear
differential equation. In this case, a Kirchhoff transformation is applied to the equa-
tion, obtaining a known expression that allows applying the numerical method used
in the first case. The third case considers a radially dependent thermal conductivity,
which also modifies the differential equation. In this last case, the circular plate is
modeled as the union of different materials with constant thermal conductivity, and a

numerical method similar to the one used in the first case is then applied.
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Introduccion

Cuando se busca resolver de forma numérica problemas que involucren trabajar
sobre una region circular, se generan complicaciones. Esto debido a que, si se quiere
usar uno de los métodos méas conocidos y sencillos (diferencias finitas en coordenadas
cartesianas), se emplea una discretizacion rectangular de la region formando una malla
de puntos. Estos puntos de la malla no coincidirdn con el contorno de la region que
se busca modelar, lo que fuerza a tomar otras consideraciones o métodos con tal de
obtener una solucién. Al tener en cuenta ello, en este trabajo se busca desarrollar
un método numérico que permita resolver la ecuacion estacionaria del calor en una
placa circular con condiciéon de contorno de Dirichlet, bajo diferentes dependencias de
la conductividad térmica del medio. Los diferentes casos de conductividad térmica se
abordan en capitulos separados, donde cada problema se resuelve de manera similar,
manteniendo el enfoque del método numérico propuesto. Por ello, el contenido del

trabajo se estructura en 5 capitulos, los cuales se detallan a continuacion.

En el capitulo [I| se presenta la parte introductoria del trabajo, donde se detallan
las generalidades que establecen el punto de partida de la investigacién. Asimismo, se
plantea la pregunta de investigacion, que define el problema a resolver, y se formulan las

hipotesis que guiaran su desarrollo. Finalmente, se establecen los objetivos del estudio.

En el capitulo [II] se revisan los conceptos previos necesarios para el desarrollo del
trabajo. Se abordan los conceptos fisicos relacionados con el transporte de calor, co-

mo el flujo térmico, la ley de Fourier y la ecuacién del calor. También se tratan los
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conceptos matematicos, como la expansion de Fourier y los operadores diferenciales en
coordenadas polares. Finalmente, se revisan los aspectos numéricos, como el método

de diferencias finitas y la soluciéon numérica de sistemas lineales complejos.

En el capitulo se resuelve el problema de conductividad térmica constante, el
cual permite obtener una soluciéon analitica. Para obtener una solucién numérica, se
propone un método que combina la expansion de Fourier y el método de diferencias
finitas. Este método se implementa en un programa en Fortran 90, que proporciona la

solucién numérica al problema planteado en el capitulo.

En el capitulo [IV]se resuelve el problema de conductividad térmica dependiente de
la temperatura. En este caso, el problema resulta ser no lineal, por lo que se aplica la
transformacion de Kirchhoff. Esta transformacion conduce a una expresion conocida,

que puede resolverse utilizando el método desarrollado en el capitulo [III}

En el capitulo [V]|se resuelve el problema de conductividad térmica con dependencia
radial. En este caso, se modela la dependencia radial mediante un conjunto de mate-
riales en contacto, cada uno con una conductividad térmica constante pero diferente.
Esto permite aplicar un método similar al del capitulo [T} con el cual se puede obtener

una solucion. Este método también se implementa en un programa en Fortran 90.

poel



Capitulo I

Parte introductoria del trabajo

1.1. Generalidades

En la ciencia e ingenieria de materiales, se ha llevado a cabo una gran cantidad
de estudios para la fabricaciéon de materiales que presenten propiedades fisicas par-
ticulares, para la elaboracion de diferentes maquinas y/o equipos. Esto condujo a la
elaboracion de los materiales compuestos, los cuales se forman cuando dos o méas mate-
riales se utilizan juntos para obtener una combinaciéon de propiedades que no se pueden
lograr de otra manera. Los materiales compuestos se pueden seleccionar para alcanzar
combinaciones no usuales de rigidez, peso, densidad, desempeno a altas temperatu-
ras, resistencia a la corrosion, dureza o conductividad (Askeland, 2017)). Este tipo de
materiales se pueden clasificar en tres grupos con base en la forma de los materiales:
con particulas, con fibras y laminares. Por ejemplo, el concreto que es una mezcla de
cemento y grava es un material particulado; mientras que la fibra de vidrio, que cons-
ta de fibras incrustadas en un polimero, es un compuesto reforzado con fibras y por
ultimo; el triplay o madera contrachapada, que es la unién de capas alternas de chapa
de madera, es un compuesto laminar.

Estos compuestos tienen aplicacion en diferentes industrias, como es el caso de la
aviacion. En el cual, previamente a la utilizacién de los materiales compuestos, los
fabricantes producian aviones en los que se empleaban aluminio y acero, ya que estos

metales ofrecen mayor estabilidad y proteccion. Luego, los aviones militares fueron



los primeros en emplear los materiales compuestos, para posteriormente usarse en el
ambito comercial . Si nos centramos en la estructura de un avién, nos
encontramos que de todos los elementos estructurales, el fuselaje es uno de los més
esenciales. El fuselaje viene a ser el cuerpo del avion, el cual proporciona el espacio
para la tripulacion, los pasajeros o para la bodega de carga (ver Fig. ; ademas, es

el armazon al que se adhieren otras partes fundamentales, como pueden ser las alas o

el tren de aterrizaje.

Figura 1.1: ITmagen del fuselaje de un avion comercial. Imagen tomada de (2023]).

Ahora, centrandonos en el fuselaje de un avion comercial como el de la Fig. [I.1] se
puede observar que su estructura se asemeja a un cilindro. Esto permitiria hacer un

estudio més sencillo de las diferentes propiedades que presenta dicha estructura; como

en el caso de Nagesh et al.| (2018), el cual investiga la integridad estructural del fuselaje

de un avion. En dicho trabajo, el recubrimiento del fuselaje de un aviéon es modelado

por un cilindro como se muestra en la Fig. [1.2,

Figura 1.2: Modelado del recubrimiento del fuselaje de un avion comercial. Imagen tomada
de Nagesh et al.| (2018).




Como se menciond, los materiales compuestos pueden emplearse para elaborar los
recubrimientos de aviones. Estos recubrimientos son principalmente materiales com-
puestos laminares, que en el caso de [Nagesh et al. (2018)) consta de la union de tres
materiales.

Si se busca hacer un estudio térmico, se tiene que cada material presenta una
capacidad para transferir el calor, denominado conductividad térmica k. Pero cuando
se tiene un material compuesto laminar el cual es la uniéon de materiales individuales,
se puede asumir que k va a variar conforme se cruza el material compuesto. De esta
forma, teniendo en cuenta que el recubrimiento del fuselaje de un aviéon comercial se
puede modelar por un cilindro hueco (el cual es un material compuesto laminar) y
asumiendo que presenta simetria axial, se puede considerar a este recubrimiento como
un material en el cual la conductividad térmica k varia radialmente. Si a lo largo
del fuselaje, el recubrimiento no cambia y las condiciones son las mismas, el estudio
térmico se podria realizar en un area transversal (ver Fig. . Es decir, la region de

estudio serfa un disco anular, al cual se le establecen las condiciones para su estudio.

Figura 1.3: Representacion de un cilindro hueco.

1.2. Pregunta, Hipo6tesis y Objetivo

Al finalizar la seccién anterior, se establecid como objeto de estudio un disco anular,
que representa el material compuesto laminar usado como recubrimiento del fuselaje
de un aviéon. Ademas, se menciona que, dicho recubrimiento se puede considerar como
un material en el cual la conductividad térmica k presenta una dependencia radial,

como se ilustra en la Fig. [1.4]



Figura 1.4: Representacion esquematica del objeto de estudio considerado, inicialmente.

Hasta este punto, a partir de modelar el recubrimiento de un fuselaje, se ha esta-
blecido un objeto de estudio que presenta una propiedad particular. Sin embargo, en
este trabajo se propone modificar y extender el objeto de estudio a una placa circular,

en la cual la conductividad térmica k presenta una dependencia radial. Esto se ilustra
en la Fig. [L.5]

Figura 1.5: Representacion esquematica del objeto de estudio del trabajo.

A este objeto de estudio final, se le realizard un estudio térmico, el cual busca
obtener la distribucién de temperaturas, en un estado estacionario, por medio de un
método numérico. Para hallar dicha distribuciéon de temperaturas en el interior de la
placa circular, se tiene que resolver la ecuacion del calor en estado estacionario; y para
ello se tienen que establecer las condiciones de contorno con las que se van a trabajar.
Como un primer paso, en este trabajo se plantea usar una condicion de contorno sencilla

que permita desarrollar el método de solucién y esta es la condicion de contorno de

Dirichlet.



Se han establecido, la ecuacion que se busca resolver, el objeto de estudio (el cual
presenta una conductividad térmica con dependencia radial), y la condicién de con-
torno. Pero este problema es un caso muy especifico, por este motivo se propone realizar
un estudio progresivo, partiendo de un caso general donde la conductividad térmica k
es una constante, luego se considerara un caso donde k dependa de la temperatura y

por ultimo, el caso de k con dependencia radial. Con ello, se puede plantear:

» Pregunta de investigaciéon: ;Se puede desarrollar un método numérico para
resolver la ecuacion del calor estacionaria en una placa circular con condicion
de contorno de Dirichlet, en diferentes casos: k constante, k& dependiente de la

temperatura y k con dependencia radial?

= Hipotesis del trabajo: Para el caso de k£ constante, se supone que una expan-
sion de Fourier de la funcion temperatura permite reducir el problema bidimen-
sional a uno unidimensional. Dejando este problema unidimensional preparado
para aplicar el método de diferencias finitas. En el caso de k£ dependiente de la
temperatura, se tendria una ecuacion diferencial parcial no lineal, para la cual
se supone que a partir de una transformaciéon adecuada, se puede eliminar la no
linealidad y posteriormente aplicar el método numérico del primer caso. Para el
caso de k con dependencia radial, se asume que esta dependencia se puede aproxi-
mar por un conjunto de discos anulares, de conductividades térmicas constantes
pero diferentes, en los cuales se aplica un método similar a los casos anteriores;

para luego acoplarlos por una condicién de interfase.

= Objetivo de la tesis: Desarrollar un método numérico que permita resolver la
ecuacion del calor estacionaria en una placa circular con condiciéon de contorno
de Dirichlet, para tres casos particulares; por medio de la expansion de Fourier

y el método de diferencias finitas.



Capitulo 11

Conceptos previos

En este capitulo se abordan los conceptos fisicos, matematicos y numéricos nece-
sarios para el desarrollo del presente trabajo. Se inicia con una breve deducciéon de la
ecuacion del calor, basada en la ley de Fourier, la cual establece la relacién entre el
flujo térmico y la temperatura. Posteriormente se repasan las condiciones de contorno,
indispensables para describir el comportamiento del sistema en los limites de un do-
minio y obtener soluciones. Ademés, se revisan conceptos matematicos claves, como
la expansiéon de Fourier, la cual cumple un rol importante en el enfoque analitico y
es una pieza fundamental del método numérico propuesto. Asimismo, se repasan con-
ceptos numéricos, tales como el método de diferencias finitas y la soluciéon numérica
a un sistema lineal complejo, que permiten la aplicacion del método numérico que se
utilizaré en este trabajo. Por ultimo se presentan las condiciones de contorno para el

objeto de estudio, que se usaran en los diferentes casos a resolver.

2.1. Calor y flujo térmico

Se denomina Calor (()) a la energia transferida o intercambiada, desde una region de
mayor temperatura hacia una region de menor temperatura (Hahn and Ozisik, 2012),
por lo cual se expresa en unidades de energia , [)] = J. Por otro lado, se define al

flujo térmico (¢) como la cantidad de energia transferida en determinada direccién por



unidad de tiempo y por unidad de area perpendicular a la direcciéon de transferencia,

J w

== 5 (2.1)

Figura 2.1: Representacion esquemética del flujo térmico a través de una superficie perpen-
dicular a la direccién de transferencia de energfa.

q
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El flujo térmico tiene una direcciéon de transferencia, por lo que es una magnitud
vectorial y puede ser expresado en diferentes sistemas coordenados. Por ejemplo, en el

sistema cartesiano, se representa de la siguiente manera

~

7= q.i+ q,)+ ¢k (2.2)

Debido a esto es posible determinar la cantidad de calor que atraviesa una superficie

S, durante un intervalo de tiempo ¢, en funcion del flujo térmico. Esto puede calcularse

Q= /Otdtéq.d;. (2.3)

mediante la siguiente expresion

2.2. Ley de Fourier

Las leyes de la naturaleza nos ofrecen una descripcion aceptada de los fenémenos
naturales, basandose en comportamientos observados. Segun Joseph Fourier, acerca

de los fendmenos naturales, «Las causas primarias nos son desconocidas, pero estan



sujetas a leyes simples y constantes, que pueden ser descubiertas por la observacion »
(Fourier} 2009). Estas leyes se consideran generales porque su aplicaciéon no depende
del medio especifico, como la ley de accién y reaccion, o la ley de gravedad de Newton.
Caso contrario, algunas situaciones requieren leyes especificas para un medio particular,
llamadas leyes particulares o relaciones constitutivas, como la ley de Hooke o la ley de
Ohm.

La ley particular que describe la relacion entre el flujo térmico ¢’y la temperatura
T, es conocida como la ley de Fourier. En un medio homogéneo e isdtropo (donde la
conductividad térmica no depende de la direccion), la ley de Fourier puede expresarse
de la siguiente forma

i=—kVT. (2.4)

Donde el factor k£ es una propiedad fisica de la materia, que indica la capacidad de la

sustancia para conducir el calor, a la cual se le denomina conductividad térmica,

B J B w
C om.s. K m.K’

[£] (2.5)
Sin embargo, existen existen materiales naturales y sintéticos en los que la conducti-
vidad térmica varia con la direcciéon. Por ejemplo, en el tronco de un arbol, la con-
ductividad térmica puede variar con la direccion; especificamente, las conductividades
térmicas a lo largo y a través de las vetas son diferentes. En los materiales laminares,
como el grafito y el disulfuro de molibdeno, la conductividad térmica a lo largo y a
través de las laminaciones puede diferir significativamente. A este tipo de materiales
se le conoce como anisoétropos. Por lo tanto, en el caso general de medios anisétropos,
las componentes del flujo térmico se consideran una combinacion lineal de las compo-
nentes del gradiente de temperatura. Por lo tanto, la ley de Fourier puede expresarse
de la siguiente forma



donde k es una matriz. Se puede representar de forma matricial, como

Qx kxm kmy kxz &ET
Q| == |kye Ky ky| |07 - (2.7)
q,Z kzx ka kzz a2’7-'

El elemento [k,] es la conductividad térmica en la direccion n, debido a un gradiente
de temperatura en la direccién [. La matriz conductividad térmica k para un material
anisdtropo y homogéneo es simétrico; y los elementos de la diagonal son reales positivos
(Hahn and Ovzisik, 2012).

Del &lgebra lineal se conoce que, una matriz simétrica k de coeficientes reales,
siempre es diagonalizable ortogonalmente. Es decir, que existe una matriz diagonal
kp, tal que

kp = PTkP, (2.8)

donde P es la matriz que contiene los autovectores ortonormales de la matriz k. Estos
autovectores vienen a ser los ejes principales de la matriz kp (Anton, 2014), los cuales
conforman el sistema de coordenadas intrinseco del material. De esta forma, la matriz
kp corresponderia a la matriz conductividad térmica en este sistema intrinseco. Los
ejes principales €1, €5 y €3 (ver Fig. , son las direcciones en las que el material

tiende a conducir el calor, independientemente de las coordenadas del laboratorio.

Figura 2.2: Representacion esquematica de los ejes principales en un material anisétropo.
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2.3. Ecuacion del Calor

Existen tres procesos o mecanismos de transferencia de calor que son: conduccion,
conveccion y radiacion. Cada uno describe una forma diferente en que la energia es
transferida entre cuerpos o medios debido a la diferencia de temperatura, como se
ilustra en la Fig. [2.3] Estos procesos se distinguen por las caracteristicas del medio y
las condiciones en las que se da.

El proceso denominado conduccién se refiere a la transferencia de calor que se pro-
duce a través de un medio estacionario, el cual puede ser un s6lido o un fluido, en
el cual existe un gradiente de temperatura. Por el contrario, el proceso de conveccion
se refiere a la transferencia de calor que se producira entre una superficie y un fluido
en movimiento cuando estos se encuentran a diferentes temperaturas. Por tltimo, el
proceso de radiaciéon térmica se refiere a la emision de energia, en forma de ondas elec-
tromagnéticas, de todas las superficies a cierta temperatura. Por lo tanto, en ausencia
de un medio intermedio, se produce una transferencia de calor por radiacién entre dos

superficies a diferentes temperaturas.

Figura 2.3: Procesos de transferencia de calor por conduccion, conveccion y radiacion térmica.
Imagen tomada de Bergman et al.| (2011).

Conduccién a través de un sélido | Conveccién de una superficie a Intercambio neto de calor por
o un fluido estacionario un fluido en movimiento radiacién entre dos SllpOI”ﬁClOS
T >1Ts Ts > Ty Superficie,
Ty Ty /S - h
| I Fluido en S fici
movimiento, T, uperiicie,
Ty
3  —— ~,
q —_—

NI RA\Y

Si uno se centra en analizar el proceso de transferencia de calor por conduccion, el
objetivo principal es determinar la distribucién de temperaturas en un medio, como
resultado de las condiciones impuestas en su contorno. Es decir, se busca conocer la

temperatura en funcién de la posicion en el medio, y para encontrar dicha temperatura
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es necesaria la ecuacién que describa el proceso. Para ello se define un volumen de
control diferencial E|, en el cual se identifican los procesos de transferencia de energia
de interés. De esto resulta una ecuacion diferencial, cuya solucion para unas condiciones
de contorno establecidas previamente, proporciona la distribuciéon de temperaturas en
el medio. A esta ecuacion se le denomina ecuacion diferencial de la conduccion del
calor, a menudo llamada, ecuacion del calor.

Para obtener esta ecuacion diferencial, se considera un medio homogéneo en el
que no hay movimiento de masa, ni radiaciéon y ademas es no deformable. Luego, el
primer paso es definir el volumen de control diferencial (VCD) como se observa en la
Fig. [2.4] El volumen y la masa correspondiente, contenida en el VCD, estan definidos

respectivamente como
dV =dx dydz 'y dm=pdrdydz, (2.9)

donde p es la densidad del medio, de conductividad térmica ki y calor especifico a
volumen constante ¢,. El siguiente paso es considerar que en el VCD, existe una trans-
ferencia de calor por conduccion, la cual ocurrird a través de cada una de las caras del
VCD. El flujo térmico por conduccion, perpendicular a la cara en la posicion x (plano
yz), se indica mediante el término g,. De igual forma para el resto de flujos térmicos

correspondientes a cada cara del VCD, como se observa en la Fig. [2.4

Figura 2.4: Representacion esquematica de los flujos térmicos a través del volumen de control
diferencial (VCD).

Tq1/+d;l/
|

qx Qr+dx
| >

!Se denomina volumen de control a una regién del espacio fisico que se selecciona para analizar.
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La primera ley de la termodinédmica, relaciona la variacion de la energia interna U,
el intercambio de calor ) y el trabajo realizado W por un sistema; y puede formularse

como

dU = dQ — dW. (2.10)

Ahora, debido a que el medio es no deformable, este no ejerce trabajo de expansion.

Por este motivo la Ec. (2.10) queda reducida a la siguiente expresion,
dU = dQ). (2.11)

El intercambio de calor d() del sistema, puede separarse en dos términos: el calor
intercambiado con el exterior dQg y el calor aportado por fuentes internas d@y (o

calor absorbido por sumideros internos), resultando
dU = dQg + dQy . (2.12)

Como d@g representa el calor intercambiado del sistema con el exterior, se tiene
que considerar el calor entrante y saliente del VCD, los cuales pueden ser expresados
en términos del flujo térmico por conduccion, correspondiente a cada cara del VCD.

De esta forma, el calor que ingresa a través de la cara en la posicion x, esta dado por

dQ. = q. dA, dt (2.13)
dQ, = q, dy dz dt. (2.14)

De igual forma, se obtiene el calor que sale a través de la cara en la posicion x + dzx,

an:-‘rdz = qz+dx dy dz dt. (215)

Ademais, al aplicar el desarrollo de Taylor hasta el primer orden de ¢, 4., se tiene

0
= dz. 2.1
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Reemplazando la Ec. (2.16) en (2.15)), el calor saliente d@, 4, resulta

AQ s w = (qm + (%%) dx) dy dz dt. (2.17)
X

Luego, el calor intercambiado con el exterior en la direccién 7, dQ)g,, se obtiene de

restar el calor que ingresa con el calor que sale del VCD, en dicha direccién. Entonces,

de las Ec. (2.14) y (2.17)), se tiene que dQg, esta dado por

dQs, = (— %q;) dx dy dz dt. (2.19)

De manera analoga, para las direcciones ) y k, se obtiene

dQs, = (—%) do dy dz dt, (2.20)
dy
Jq.

dQs, = | — P dx dy dz dt. (2.21)

Recordando que d(@)g es el calor intercambiado con el exterior, este viene a ser la suma

de los calores intercambiados con el exterior en cada direccion. Es decir,

dQs = dQg, + dQs, + dQs. (2.22)

donde luego de reemplazar las Ec. (2.19)), (2.20)) y (2.21)), resulta

~ (9q:  Oqy | Og.
dQs = (6m + 3y + P dr dy dz dt (2.23)
dQs = (V-q) dV dt. (2.24)

Ahora, denotando con ¢, al calor suministrado por unidad de volumen y tiempo debido

a las fuentes internas en el volumen diferencial dV, se tiene que dQy esta dado por

dQv = q, dV dt. (2.25)
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Por otro lado, la cantidad de calor d() necesaria para elevar la temperatura de una

masa dm de un material, a volumen constante, en un d7T', estd dada por
dQ = ¢, dm dT. (2.26)

Entonces, de la Ec. (2.26]) y debido a que en este caso la variacion de energia interna
dU, es igual al intercambio de calor del sistema d@ (Ec. [2.11)), se tiene que

dU = ¢, p dV dT. (2.27)

De esta forma, al reemplazar las Ec. (2.24)), (2.25) y (2.27)), en (2.11]), resulta

co pdV dT = —(V -7) dV dt +q, dV dt (2.28)

co pdT =[=(V-q)~+q dt. (2.29)

Ahora, debido a que la temperatura 1" depende de la posicion y del tiempo, su dife-

rencial total, dT', estd dado por

oT oT oT oT
= (G) e+ (g) o+ (3)e - (or)e o

Teniendo en cuenta que el diferencial dx es igual a i—fdt, de igual forma para dy y dz,

se tiene

o7\ dz oT\ dy oT\ dz oT
dT = (%) 7 U+ (a_y> 5 dt (5> 5 @t (E) dt. (2.31)

Donde se puede distinguir el producto escalar entre el gradiente de la temperatura VT,

y la velocidad del medio v = (%, %, %). Reescribiendo la expresion

- Jor s (0] s
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Ya que el medio no presenta movimiento de masa, la velocidad v es cero, resultando

dT = (%—f) dt. (2.33)

Finalmente, reemplazando la Ec. (2.33) en (2.29)), se tiene

oT S
e, (a) dt = [~(V-7) +q) di (2.34)
oT =,
pcvaz—( V-q)+q (2.35)

Donde, por la ley de Fourier (Ec. [2.6)), la ecuacion se reescribe como

aoT - =
peogr = [V-(EVT)]+q. (2.36)
Esta tltima ecuacion es la “ FEcuacion diferencial de la conduccion del calor a volumen
constante", que describe la variacion de la temperatura en un punto dentro del medio.
Para un régimen estacionario sin fuentes internas de calor, se convierte en la siguiente

ecuacion homogénea

V-(kVT)=0. (2.37)

Ademés que para un medio is6tropo, la ecuacion se reduce a la ecuacion de Laplace

V2T = 0. (2.38)

2.4. Condiciones de Contorno (CC)

Una vez que se tiene la ecuacion del calor, se busca resolverla con el fin de obtener la
distribucion de temperaturas en el medio. Para poder obtener una solucién, se requiere
establecer las condiciones de contorno (CC) del medio. Si a la region que ocupa el medio

en estudio se le denota como 2, y al contorno de dicha regién como 052, las CC
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especifican la temperatura o el flujo de calor en 0{2. A continuacion se presentan

las diferentes CC descritas en Hahn and Ozisik (2012).

1. Condicion de contorno de primer tipo (Temperatura). También conoci-
da como condicién de contorno de Dirichlet. En este caso se establece el valor de la

temperatura en el contorno 0S2. Esto es,

Tlyo = f(7,1) (2.39)

donde f(7,t) es una distribuciéon de temperatura en el contorno que es, en general, una

funciéon de posicion y tiempo.

2. Condicion de contorno de segundo tipo (Flujo térmico). También cono-
cida como condicién de contorno de Neumann. En este caso se establece el valor del

flujo térmico en el contorno 0N2. Esto es,

oT _
—k‘% » = f(7,1) (2.40)

donde OT'/On es la derivada a lo largo de la normal al contorno, trazada hacia el
exterior. Ademés f(7,t) es un flujo térmico que por lo en general, es una funcion de

posicion y tiempo. El caso especial de flujo térmico cero en el contorno,

VRCE (2.41)
on |50

(perfectamente aislado o adiabético) es llamado condicidn de contorno homogénea de

sequndo tipo.

3. Condicion de contorno de tercer tipo (Conveccion). Esta es la condicion
para la conveccién, en la cual el contorno se encuentra en contacto con un fluido, esto
es,

oT

K| =h [T]p0 — Toe] - (2.42)

Donde T, es la temperatura ambiente del fluido. El caso especial donde la temperatura
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del fluido es cero (T, = 0), dada por

or
—k—| =hT 2.4
on | 5q o (243)

es llamada condicion de contorno homogénea de tercer tipo.

En adicién a las tres condiciones de contorno mencionadas, otra condiciéon de con-
torno es también considerada. Cuando se tienen dos materiales sélidos de conductivi-
dades térmicas diferentes (k; y ko) y se encuentran en contacto, estos presentan un
contorno comun. Si la regién que ocupa el material de conductividad térmica k; es
denotada por §2;, su contorno es denotado por 0€2;. Y de igual manera, la region que
ocupa el material de conductividad térmica ko se denota como €2y y su contorno 0€2,.
El contorno comun puede entenderse como la interseccion de 0€); y 0€)y, es decir,
0 NNy = IN¢. En este contorno comun 0§2¢, para un caso particular, se cumplen

dos condiciones y juntas se les denomina condiciones de contorno de interfase.

4. Condicion de contorno de interfase. Considerando el caso de dos materiales
de conductividades térmicas k; y ks en contacto, se le denotara como 7} a la distribucion
de temperaturas en el material de conductividad térmica k; y como 75 para el material
de conductividad térmica k. Entonces, para el caso ideal de contacto térmico perfecto

entre dos materiales se tienen las siguientes condiciones,

T1|8QC - T2|aQC (2.44)
y
oT oT:
k| = —ky=2 (2.45)
ox 0% ox 99

donde la Ec. ([2.44) es la continuidad de la temperatura y la Ec. (2.45)) es la continuidad

del flujo térmico en la interfase (i.e. conservacion de la energia).
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2.5. Expansiéon de Fourier (EF)

La expansion o desarrollo de Fourier es una serie infinita que converge a una funcion
periddica. Se tienen 4 formas de realizar una expansion de Fourier, dependiendo de las
condiciones que presente la funcién a desarrollar (Manas, 2015). A partir de estas

condiciones se escoge la expansion mas adecuada.

1. Serie de exponenciales: Para toda funcion real u(x) € L? ([a,b]), que cumple
u(a) = u(b), (2.46)

se puede expandir en la forma

o

- 2
u(z) = Z Cme™r L w = b—ﬂa' (2.47)

m=—00

Donde el coeficiente C™ es una constante, en general compleja, que esta dada por

I
cm /e‘mwxu(m)d:ﬁ. (2.48)

:b—a

Este coeficiente presenta una propiedad importante, que relaciona los coeficientes de
indices negativos C~™ con los coeficientes de indices positivos C™ correspondientes.
Para hallar dicha relacion, se parte de la expresion dada para el coeficiente C~™, de la

cual se tiene

I
cMm= - @/a e 1MWy (1) d (2.49)

-m __ ]' ’ —IMweT \ *
cm = b_a/a (=m0 (3)d (2.50)

*

Cm = (bia /ab eimwxu(x)dx> : (2.51)

La integral a la cual se le esta aplicando el conjugado complejo, corresponde al coefi-
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ciente C™, resultando que

Cm = (C™)*. (2.52)

2. Serie de senos y cosenos: Para toda funcion real u(x) € L? ([a, b]), que cumple

con las condiciones

du du
— (b | === 2.53
wo=ut) v g =g (25
puede expandirse en la forma
> 2
= % + mZZI a™ cos(mwzx) + ™ sen(mwx)),  w = 2 —Wa' (2.54)
Donde los coeficientes se determinan mediante las “formulas de Euler"
9 b
o™ = 2 / cos(mwz)u(x)dx, m > 0; (2.55)
9 b
g = 7 / sen(mwz)u(z)dx, m > 1. (2.56)

3. Serie de senos: Para toda funcion real u(z) € L? ([a,b]), que cumple con

u(a) =0 = u(b), (2.57)
puede expandirse en la forma
- i S sen (@(x - &)) w = 2n : (2.58)
— 2 ’ b—a

Donde el coeficiente ™ es una constante que esta dada por

gm = 2 E - /ab sen <%($ - a)) u(x)dx, m>1. (2.59)

4. Serie de cosenos: Para toda funcion real u(z) € L? ([a, b]), que cumple con las
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condiciones

du du
= u(b —| =0= — 2.60
wa)=u) v g =0= (2.60
puede desarrollarse en la forma
() OzO_I_iO: " <mw( )> 2m (2.61)
u(r) = — a™cos (| —(r —a w = : .
A 2 ’ b—a
Donde el coeficiente a™ es una constante que esta dada por
2 b muw
o™ = 2 cos (T(x - a)) w(z)dr, m > 0. (2.62)

2.6. Operadores en Coordenadas polares

Normalmente cuando se busca representar posiciones o un sistema fisico, se usa el
sistema coordenado cartesiano, ya que presenta la ventaja de que los vectores unitarios
(i, 7 v k) son constantes (en direccion y magnitud) y perpendiculares entre si. Esto
hace que elaborar dicha representacion sea mas sencilla. Desafortunadamente, este
sistema coordenado no se ajusta bien a todos los problemas fisicos para su resolucion.
Como cuando se tiene un problema de temperaturas en un disco plano, en el que una
propiedad térmica del material varia radialmente. En este tipo de situaciones, no es
favorable el uso de las coordenadas cartesianas y serfa conveniente un sistema en el
cual la distancia radial a un punto sea considerada una coordenada. De esta forma, se
escogeria el sistema coordenado polar.

Al escoger un sistema coordenado, se debe tener en cuenta que si se trabaja con
operadores diferenciales, estos se expresan diferente. Por este motivo, se va a ver como
se expresan los operadores diferenciales en diferentes sistemas coordenados. Para ello,
se usara la teorfa de coordenadas curvilineas ortogonales vistas en Artken et al. (2011)).

Se considera un sistema curvilineo arbitrario con coordenadas (u,v,w), las cuales

estan relacionadas con las coordenadas cartesianas (z,y, z), esto es

r=z(u,v,w), y=yluovw), z=z(uv,w). (2.63)
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Para cada coordenada ¢ (¢ = u,v,w) se tiene un factor de escala h,, dada por

GG

Este factor de escala sirve para expresar los operadores diferenciales en el nuevo sistema

coordenado curvilineo. Los operadores diferenciales conocidos como el gradiente (V)),

divergencia (ﬁ . F ) v laplaciano (V%¢), estan dados por

Loy, 10y, 10¢Y

Vw = h—uaeu + h_v%ev + E%ew ) (265>
L1 [0hheF)  O(huhoFy) | O(huhoFy)
V- -F= e { 5 + 5 + S , (2.66)

0, 1 0 (hyhy, 0P 0 (hyhy, 0y 0 (huhy O
V¢_huhvhw [31@ h, Ou + o o0 + 350 hoow) | (2.67)

Para los objetivos del trabajo se requieren los operadores diferenciales en coordenadas

cilindricas, donde las coordenadas son (p, 6, z), representadas en la Fig. E

Figura 2.5: Representacion de coordenadas cilindricas (p, 0, z).

Luego, las coordenadas cilindricas se relacionan con las coordenadas cartesianas
por medio de

xr=pcosh, y=psend, z=-z. (2.68)

De las expresiones anteriores y por medio de la Ec. (2.64)), se obtienen los factores de
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escala para este sistema coordenado,

h, = v/(cos0)2 + (sen )2 4 (0)2 = 1, (2.69)
he = \/(—psen )2 + (psen )2 + (0)2 = p, (2.70)
he = /(02 +(0)2+ (1) = 1. (2.71)

Finalmente, reemplazando en las Ec. (2.65)), (2.66) y (2.67)), se tienen los operadores

diferenciales en coordenadas cilindricas

oy, 1oy, 0P,

Vl/)zg—pe + - 8069+ P —¢., (2.72)
- = 10(pF 1 0F, F.
V-F:—a(p ”)+—89+az (2.73)

p Op p 00 0z

2 1o  10% 9%
2 _ - - " T
Vi = o2 T oo, T Rae T o (2.74)

Cuando se necesita trabajar en el plano z = 0, se tendra una funcion escalar (¢)
o vectorial (ﬁ ) en coordenadas polares (donde solo dependen de p y #). Entonces los
operadores diferenciales en coordenadas polares, se obtienen anulando la coordenada

z de las expresiones anteriores, pues la funcién no depende de esta. Es decir,

W, 1,

VI/J ap —|— ;%69, (275)
- - 10(pF,) 10F,
v F_p o a0 (2.76)
Py 1 10%
2 —
Vi = Z o0 T A (2.77)

2.7. Meétodo de Diferencias Finitas (DF)

El método de diferencias finitas es uno de los mas simples para aproximar las

derivadas de funciones. Para poder obtener estas aproximaciones el primer paso es
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revisar la serie de Taylor, la cual es de gran valor en el estudio de los métodos numéricos.
Esta serie proporciona un medio para predecir el valor de una funciéon en un punto, en
términos del valor de la funcion y sus derivadas en otro punto (Chapraj, 2015)). Si se tiene
una variable independiente z en el dominio [a, b], se puede realizar una discretizacic’)nﬂ a
dicho dominio tomando n puntos. Los puntos tomados pueden denotarse como {z; =
a, Ty, ...,x, = b}, aunque la numeracion puede variar. En la Fig. se ilustra la
discretizacion del dominio [a, b].
Figura 2.6: Discretizacion en n puntos del dominio [a, b].

T s Ti—1 X Ti+1

a b

|

!

Tn

Para una funcion f(x) de clase C" en el intervalo que contiene a x; y x;11 = x; + h

(donde h es denominado tamano de paso o incremento), el valor de la funciéon en x;,,

estda dada por la serie de Taylor que se muestra a continuacion

" z; (n) T

I )h2+...+f—()h"+Rn, (2.78)

2! n!

f(@ipr) = flai) + f'(zi)h +

donde R, es el término residual, que equivale a todos los términos desde el n+ 1 hasta

el infinito y esta definido por

Li4+1 . _ n
R, = / % FOrO () dt. (2.79)

El subindice n indica que éste es el residuo de la aproximacién de m-ésimo orden,
mientras que ¢ es una variable muda. Esta expresion es s6lo una manera, denominada
forma integral, de expresar el término residual. Entonces a partir del teorema del valor

medio para integrales, se obtiene la siguiente expresion para el término residual,

Y ARRII) B (D)

= WTT (2.80)

2La discretizacién es el proceso de transformar una variable de valor continuo en discreta mediante
la creacién de un conjunto de intervalos contiguos o un conjunto de puntos, que abarca el rango de
valores de la variable.
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Donde € es un valor de x que se encuentra en algin punto entre z; y z;,1, el cual es
muy importante ya que da una evaluaciéon exacta del error. Por ejemplo, si se hace una
aproximacion de orden cero, se tendria que f(x;11) = f(x;) + Ry, donde Ry = f'(&)h.
De esta forma se tiene que la prediccion de orden cero difiere por Ry de una prediccion
exacta, como se muestra en la Fig. [2.7, Teniendo en cuenta el teorema del valor medio
para la derivada, si una funcion es de clase C! en el intervalo de z; a x;,, entonces
existe al menos un punto £ en la funciéon que tiene una pendiente que es paralela a la

linea que une f(z;) y f(2:4+1), como también se observa en la Fig. 2.7]

Figura 2.7: Representacion de una aproximacion de orden cero y el teorema del valor medio
para la derivada.

fz) 4

Pendiente = f'(§)

Prediccion de orden cero

I

|

|

|

|

|

|
|-y
=T

|

I

I

|

|
1 1

|
I

Ti-1 £ Ti+1
h

v

I
k

En el caso de tener un polinomio de orden n, la serie de Taylor de n-ésimo orden
sera exacta, es decir, R, sera cero. Para otras funciones, que cumplan la condiciéon para
la serie de Taylor, como las funciones senoidales, no es posible obtener una estimacion
exacta con una cantidad finita de términos. Cada uno de los términos contribuye a la
aproximacion del valor, por més pequena que sea dicha contribucién. La determinacion
de cuantos términos son necesarios para obtener una “aproximacién razonable” se basa
en el término residual R, de la serie. Se debe tener en cuenta que la expresion para
el término residual presenta un par de inconvenientes: el valor de £ no se conoce, solo
se sabe que esta entre x; y x;,1; ademas, se requiere la (n + 1)-ésima derivada de
f(x) y para ello se necesita conocer la funciéon f(x), pero si se conoce f(z) no hay

motivo para hacer una aproximacion mediante la serie de Taylor. Y a pesar de estos
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inconvenientes, la expresion para R, (Ec.[2.80) es 1til para la evaluacion de los errores
de truncamiento, debido al control que se tiene sobre el término h de la ecuaciéon. Por

este motivo, la Ec. (2.80)) usualmente se expresa como
R, = O(h"), (2.81)

donde la nomenclatura O(h™!) indica que el error de truncamiento es de orden h"*!,
lo que significa que el error es proporcional al incremento h elevado a la (n 4 1)-
ésima potencia. Aunque esta nomenclatura no de alguna idea de la magnitud de las
derivadas que acompanan a h"*!, es muy ttil para evaluar un error comparativo de
los métodos numéricos que se basan en la serie de Taylor. Por ejemplo, si se tiene un
error de truncamiento O(h) y el incremento h se reduce a la mitad, entonces el error
de truncamiento también se reduce a la mitad. En cambio, si el error de truncamiento
es O(h?) y el incremento se reduce a la mitad, entonces el error se reduciré a la cuarta
parte.

Si se toma una aproximacion de la funcién f(z), en el punto z;,1 = z; + h, hasta

el primer orden, de la Ec. (2.78)) se obtiene

Despejando f’(z;) de la ecuacion anterior, se tiene

X; — flx; R
f/(xz) _ f( z+1)h f( z) N hl (283)
N -_ vl
Aproximacién de Error de
1°orden truncamiento

Teniendo en cuenta la expresion completa para el término residual R (Ec. [2.80) y
la nomenclatura O (visto en la Ec. [2.81)), el error de truncamiento se puede expresar
como

R 9

L= =t h = O(h), (2.84)
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De esta forma la Ec. (2.83) se reescribe como

f(ﬂfi+1) - f(xz)
h

f@) = +O(h). (2.85)

A este método para obtener las aproximaciones de las derivadas a partir de las series
de Taylor se le conoce como diferencias finitas. Por esto, a esta tltima ecuaciéon se le
llama primera diferencia finita hacia adelante de primer orden. Se le denomina “hacia
adelante” porque usa puntos en i e i + 1 para estimar la derivada (ver Fig. , y “de
primer orden” debido al error de truncamiento O(h). Esta diferencia finita solo es una
de las que pueden desarrollarse a partir de la serie de Taylor para aproximar derivadas
numeéricamente.

Figura 2.8: Grafica de la aproximacion de la primera derivada por diferencia finita hacia
adelante.

f(x) o

| |
I I

T; Tit+1

v

Al desarrollar la serie de Taylor para aproximar la funciéon f(z), en el punto x; | =
x; — h, hasta el primer orden se puede obtener la primera diferencia finita hacia atras

de primer orden

flrica) = fxi) = f'(@:) h+ Ry, (2.86)

f(ifz) - f(ifz‘—1)
h

(@) = +O(h). (2.87)

De manera anéloga al caso anterior se denomina “hacia atras” porque usa puntos en
i e i — 1 para estimar la derivada (ver Fig. [2.9)), y de primer orden por el error de

truncamiento O(h).
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Figura 2.9: Grafica de la aproximacion de la primera derivada por diferencia finita hacia
atras.

fx) 4

v

Ademas, se puede desarrollar una mejor aproximacion de la primera derivada in-
cluyendo términos de orden superior en la serie de Taylor. Considerando una aproxi-
macion de f(z) para un punto anterior x; 1 = x; — h y otra para un punto posterior

xi11 = x; + h; ambos hasta el segundo orden, se tiene

@)y, IO

Fli) = fla) + [ah+ X (2.89)
Faia) = fla) — flegh+ L "éff)m _f (3;552)113. (2.89)

Restando las ecuaciones anteriores y despejando f'(x;) se obtiene
Fla) = f@iny) = flziy) | O(h?). (2.90)

2h

A esta aproximacion se le denomina primera diferencia finita centrada de segundo
orden. Llamada asi porque se toman puntos igualmente espaciados (i — 1 e 7 + 1)
alrededor del punto de interés i, como se observa en la Fig. 2.10] Se debe tener en
cuenta que para este caso el error de truncamiento es de orden dos, O(h?), a diferencia
de las aproximaciones hacia adelante y hacia atras, que presentan un error de orden

uno, O(h). El cual brinda una mejor aproximacion.
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Figura 2.10: Grafica de aproximacion de la primera derivada por diferencia finita centrada.

fx) o

| | |
I I I

Ti—1 X Tit+1

v

De esta forma es posible obtener aproximaciones a derivadas de ordenes superiores,

asi como errores de truncamiento de mayor orden. Por este motivo, se presentan tablas

con las aproximaciones de la primera y segunda derivada para diferentes 6rdenes de

errores de truncamiento. Las aproximaciones mostradas son para diferencias finitas

hacia adelante (Tabla [2.1]), hacia atras (Tabla y centradas (Tabla 2.3), ya que

serdn de suma importancia a lo largo del trabajo.

Tabla 2.1: Aproximaciones de la primera y segunda derivada por diferencias finitas hacia
adelante. Se presentan dos expresiones por cada derivada, las cuales corresponden a un orden
de truncamiento diferente.

f(wi) = 7 O(h)
Primera derivada

f/(mz) _ _f<x:r+2) + 4];51371'4-1) - 3f<xl> O(h2)

f(ay) = L) = 20 + 1) O(h)
Segunda derivada

f//(xi) _ _f(xach?)) + 4f<xl+2) B 5f($l+1) + 2f(xl) O(h2)

h2

28



Tabla 2.2: Aproximaciones de la primera y segunda derivada por diferencias finitas hacia
atras. Se presentan dos expresiones por cada derivada, las cuales corresponden a un orden de
truncamiento diferente.

Primera derivada
3f(wi) —4f(zi1) + f(wi )
2h

(i) = fw:) - Qf(xfi;l) + f(wi2) O(h)

Segunda derivada
2f (i) = 5f(wim1) +4f(wi2) — f(wi-3)
2

f//(l'l) —

Tabla 2.3: Aproximaciones de la primera y segunda derivada por diferencias finitas centra-
das. Se presentan dos expresiones por cada derivada, las cuales corresponden a un orden de
truncamiento diferente.

f/<33'z) _ f(xi+1)2_hf(xi—1) O(hZ)

—f(®iya) + 8f(xiv1) — 8f(xiy) + f(wi2)
12h

Primera derivada

f(@iv1) = 2f(zi) + f(wi )

Segunda derivada f(x;) = o
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2.8. Solucién Numérica de un sistema lineal complejo

En esta seccién se busca una forma numérica de resolver un sistema lineal de
variable compleja, usando de referencia el articulo de Edalatpour et al. (2015). Sea

el sistema
Az =b, (2.91)
donde A € C™*" y 2, b € C". Se puede reescribir el sistema con matrices reales como
(M 4+ iN)(x +iy) = by + ibs, (2.92)

donde M, N € R™" y z,y,b1,by € R™. Entonces se puede desarrollar de la siguiente

forma

Mz +iMy +iNx + >Ny =b; + ib, (2.93)

Igualando las partes real e imaginaria de ambos términos de la ecuacién, se tiene el

siguiente sistema

M.’L‘—Ny: bl

(2.95)
Expresando este sistema de forma matricial,
M —N| |x by
= . (2.96)

N M Yy bg

Finalmente se tiene un sistema lineal real, el cual puede ser resuelto de forma numeérica

con algiin método iterativo conocido.
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2.9. Condiciones de contorno en el objeto de estudio

Los conceptos fisicos, matematicos y numéricos presentados en las secciones ante-
riores desempenaran un papel fundamental en el estudio analitico y numérico de la
ecuacion estacionaria del calor. En general, esta ecuacion tiene la capacidad de repre-
sentar una amplia variedad de problemas. Por lo tanto, en esta seccion se plantean las
condiciones de contorno que se desarrollan en los capitulos posteriores, con el objetivo
de abordar los casos de interés en el trabajo.

La ecuacion del calor estacionaria, sin fuentes internas, presenta una expresion
general como se pudo observar en la Ec. . Para poder obtener una solucion
numérica a esta ecuacion, es necesario describir la geometria del medio donde se va a
resolver, y también proporcionar las condiciones de contorno (CC). En el capitulo [l se
plante6 que el medio (objeto de estudio) es una placa circular de radio R, la cual puede
describirse en un sistema coordenado polar. Luego, en la secciéon se observaron
diferentes tipos de CC, y la que se usa en este trabajo es la CC de Dirichlet. Esto

significa que la funciéon temperatura 7'(r, @), tiene un valor fijo en el contorno de la
placa circular, T'(R,0) = f(0) (ver Fig. [2.11)).

Figura 2.11: Representacion esquemética de la geometria circular y CC del medio.

f(0) RN

Al momento de escoger las CC de Dirichlet f(#), se debe tener en cuenta que deben
cumplir con que f(0) = f(27), debido a la geometria del problema. Por este motivo y

con el fin de tener diferentes casos para analizar los resultados, se plantean dos f(6).
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Se denominara primera condicién de contorno de Dirichlet o PCCD, a una
CC matematicamente sencilla que permita hacer un seguimiento al método numérico.

La PCCD esta dada por la Ec. (2.97) y su grafica se observa en la Fig. [2.12]

f(0) = senb. (2.97)

Figura 2.12: Grafico de la funciéon de la PCCD.

f(@) A
1 —+
I | — 0
s 1w 3 2
2 2
-1 4+

Se denominara segunda condicién de contorno de Dirichlet o SCCD, a una CC
un poco mas compleja, para poder mostrar las capacidades del cédigo implementado.

La SCCD esta dada por la Ec. (2.98)) v su grafica se observa en la Fig. [2.13|

f(0) = (1+ 6*)sen. (2.98)

Figura 2.13: Gréafico de la funciéon de la SCCD .
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Capitulo 111

Conductividad térmica constante

En este capitulo se busca resolver el primer caso planteado en la seccion 1.2} El
problema se centra es hallar una solucién numeérica a la ecuacion del calor en estado
estacionario y sin fuentes internas, en una placa circular de radio R con CC de Dirichlet
f(6). Lo particular de este capitulo es la conductividad térmica constante k de la placa.

Esta descripcion se puede visualizar en la Fig. 3.1]

Figura 3.1: Diagrama esquemaético de una placa circular de radio R con CC de Dirichlet

f(0).

f(0) DN

Por la descripcion del problema, la ecuacion a resolver es la ecuacion de Laplace para
la temperatura (Ec. [2.38)), la cual se puede expresar en diferentes sistemas coordenados.
Teniendo en cuenta que el medio es una placa circular, es conveniente trabajar en

coordenadas polares. Entonces de acuerdo con la Ec. (2.77)), la ecuacion de Laplace
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puede reescribirse como
o*r 10T 10°T

W—F;E—Fﬁwzo. (3.1)
A partir de este punto se puede comenzar con el desarrollo del método numérico,
ya que es la finalidad del trabajo. Pero la intenciéon es que el resultado numérico que
se obtenga posteriormente, pueda ser comparado. A continuacién se presentard un
desarrollo detallado para obtener la solucién analitica a la Ec. , a partir de lo
descrito en Boyce (2012)).
Visto que la Ec. es una ecuacion diferencial parcial lineal, se aplica el método

de separacion de variables. Dicho método consiste en asumir que la funciéon temperatura

T'(r,0) se puede expresar como el producto de dos funciones de una variable, es decir,
T(r,0) =R(r)O(0). (3.2)

Luego, al reemplazar la Ec. (3.2)) en (3.1)), se tiene que las derivadas respecto a cada
variable solo afectan a las funciones correspondientes. Por este motivo la Ec. (3.1)) se

puede reescribir como sigue

RO + 1RO + RO =0 (3.3)
T r
PR + 1RO + RO” = 0 (3.4)
8%// éR/ @//
T2§+T§+§:O (35)
g%// %/ (_)//
T2§+T§ = —6 (36)

En esta ultima ecuacion, a cada lado de la igualdad se tienen las funciones y sus
derivadas, correspondientes a una misma variable. De esta forma, es posible igualar
cada uno de los términos de la ecuaciéon a una constante A, es decir,
/! / "
s R S}

Tﬁ—FT%:)\:—E. (37)
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De esta expresion se obtienen dos ecuaciones diferenciales de una variable, las cuales

se encuentran relacionadas por medio de la constante A,

PR 4+ rR — AR =0, (3.8)
0"+ X0 =0. (3.9)

Para hallar la solucion de las Ec. (3.8) v (3.9)), es necesario evaluar qué valores puede
tomar la constante A. Esto presenta tres casos, cuando A es menor que cero, cuando A

es igual a cero y cuando A es mayor que cero.

Caso 1, cuando \ es menor que cero. En este caso, para indicar que A es un
nimero negativo, se puede expresar como A = —u?, donde p > 0 para evitar problemas

de signos mas adelante. De esta forma, la Ec. (3.8)) se reescribe como

0" — u*e = 0. (3.10)
Cuya solucién esté dada por

0(0) = y1e"? + ype (3.11)

donde v; y 72 son constantes. Ademas, teniendo en cuenta que la funcion T'(r,0) es
periddica respecto a la variable 6, la funcion ©(#) también debe ser periddica, con

periodo 27. Es decir, se debe cumplir que ©(f) = O(6 + 27). De esto,

et ype 0 = g et O g 042D (3.12)
Y1 4 ppe = 1 eteT 4 qpe e (3.13)
et (1 — etT) 4 ype (1 — e727) = 0. (3.14)

Debido a que, en general, los términos [e#?(1 — e#*™)] y [e7#?(1 — e#2™)] son valores
diferentes de cero, se concluye que las constantes v; y 72 deben ser cero. De ser asi, se
tendria que T'(r, 0) = 0 (solucion trivial) y eso no es lo que se busca. Por lo tanto A no

puede ser un numero negativo.
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Caso 2, cuando \ es igual a cero. En este caso, al reemplazar A = 0 en la Ec.

(3.9), se obtiene la ecuacion ©” = 0, cuya solucion es
O(0) = wy + wob, (3.15)

donde wy y wy son constantes. Luego, teniendo en cuenta la periodicidad de la funciéon

como en el caso 1, se debe cumplir que O(f) = O(0 + 27). Resultando,

w1 + WQG =wy + (.UQ(H —+ 27'(') (316)

De esto, se tiene que la funcion ©(0) es igual a la constante w;. Ademas, al reemplazar

el valor de A en la Ec. (3.8), se obtiene una ecuacioén de Euler,
R+ rR = 0. (3.18)

Para la cual, después de aplicar un cambio de variable (r = e*), se tiene que la solucion

a la ecuacion diferencial es
R(r) = 1 + v ln(r). (3.19)

Al analizar la funcion R(r), se observa que In(r) — —oo, cuando r — 07; por lo cual,

la solucién diverge para r = 0. Entonces v, debe ser cero y con esto

R(r) = vy. (3.20)
Por lo tanto, la funcién resultante para este caso es

T(r,0) = wivy = A. (3.21)

Caso 3, cuando \ es mayor que cero. En este caso, para indicar que A es un

nimero positivo, se puede expresar como A = u2, donde ;i > 0. De esta forma, las Ec.
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(13-8) v (3.9) se reescriben como

R+ R — R =0 (3.22)

0" + 1?0 = 0. (3.23)
Partiendo de la Ec. , la solucién a esta ecuacion de Euler es la siguiente
R(r) = ort + dgr™* (3.24)
donde 07 y 09 son constantes. Mientras que la solucién para la Ec. es
O(0) = ¢ cos(ub) + ¢o sen(ub) (3.25)

donde ¢ v ¢5 son constantes. Luego, teniendo en cuenta que se debe cumplir la perio-

dicidad de la funcion, ©(0) = ©(0 + 27), se tiene
91 cos(pb) + oy sen(uf) = dy cos(pd + p2m) + 6o sen(pb + p2m). (3.26)

De esto se deduce que p necesariamente es un entero positivo n (n = 1,2,3,...).
Entonces reemplazando p = n en las Ec. (3.24) y (3.25)), se tiene que la funcion T
depende del parametro n. Por lo tanto, la solucién de la funcion T,,(r, 0) = R,,(r)0,(0),

cuando A es mayor que cero, es la siguiente

To(r,0) = (81,r™ 4 02,77 ") (1, cos(nb) + ¢a,, sen(nb)) (3.27)
To(r,0) = (Cor™ + Epr") cos(nf) 4+ (Dyr™ + F,r~") sen(nf)), (3.28)

donde C,, = 01,¢1,, Dn = 010,02y, En = 02,01, ¥ Fn = 02,02, son constantes.
Posteriormente, al analizar la funcion $(r) se observa que r~" — —o0, cuando r — 0F;

y se tiene que la soluciéon diverge para r = 0. Entonces d,,, debe ser cero y con esto

R(r) = 6y, (3.29)
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Por lo tanto, la funcién resultante para este caso es
T(r,0) = d1,¢1,7" cos(nb) + d1,,¢2,7" sen(nd) (3.30)

T(r,0) = Cyr" cos(nf) + D,r" sen(nd). (3.31)

Finalmente, se tiene un conjunto de soluciones fundamentales para el problema.
Entonces asumiendo que T'(r, ) puede ser expresado como una combinacion lineal de

estas soluciones, la solucion general del problema es
T(r,0)=A+ Z [Cr™ cos(nd) + D,r™ sen(nb)] . (3.32)
n=1

Sin embargo, atn no se conocen los coeficientes A, C,, y D,,. Para ello se debe usar la

condicion de contorno de Dirichlet escogida. Reemplazando T'(R, 6) = f(6), se tiene
f(0) = A+ " [ChR"cos(nf) + D, R" sen(n)] . (3.33)
n=1

Esta expresion puede reescribirse de tal forma que sea idéntica a la expansion de Fourier
en senos y cosenos (Ec. [2.54)), ya que los coeficientes de dicha expansion son conocidos.

Esto es posible tomando A = ay/2, C,,R" = o, y D, R" = f3,,, resultando

o0

£(0) = % + 3 [ cos(nf) + B, sen(nf)] (3.34)

Donde los valores de a,, y (3, se calculan a partir de

27
Q= 2 cos(nf) f(0) dd, n>0; (3.35)
2m Jo
2 2m
b= o /0 sen(nf) £(6) do, n>1. (3.36)

3.1. Soluciones analiticas

En esta seccion se hallaran soluciones analiticas a la ecuacion de Laplace para la

temperatura, en coordenadas polares (Ec. [3.1)). Estas soluciones se hallan a partir de

38



las condiciones de contorno establecidas en la seccion 2.9 Como la solucion general a la
ecuacion de Laplace en coordenadas polares esta dada en la Ec. (3.32]), para obtener las

soluciones analiticas faltarian hallar los coeficientes que se desconocen en la ecuacion.

Estos coeficientes se obtienen a partir de las Ec. (3.35)) y (3.36)).

1. Solucién analitica a partir de la PCCD. Para obtener los coeficientes co-
rrespondientes a esta CC, se tiene que reemplazar la Ec. (2.97) en las ecuaciones ya

mencionadas. Hallando «,,, se tiene

ap = %/QW cos(nd) senf db (3.37)
ay = %/o ' % [sen ((n 4+ 1)0) + sen ((1 — n)#)] db (3.38)
= % 0 " sen (n + 1)6) — sen ((n — 1)0)] d0 (3.39)
o - 1} [—cos((n+1)0) o | —cos((n—1)8) o

‘ 27TH i, e ]} (3:40)

Debido al denominador (n — 1), se deduce que esta solucion es valida para valores de
n diferente de uno. Luego, al momento de evaluar los limites de integracion se obtiene

que «,, = 0 para n # 1. De esto, y como «,, = C, R", se tiene que
C,=0, n#l. (3.41)

Para el caso donde n = 1, se reemplaza directamente en la Ec. (3.35)

27
CiR= o) = l/ cosf senf df (3.42)
™ Jo
C, =0. (3.43)

De estos dos ultimos resultados, se tiene que el valor del coeficiente C,, es cero, para
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todo valor de n. Posteriormente, de manera analoga para hallar (3, se tiene

8, = % /0 " sen(nf) senf d (3.44)
8, = % /0 " % lcos (n + 1)0) — cos (1 — n)6)] d6 (3.45)
8, = % /Ozﬂ [cos ((n + 1)8) — cos ((n — 1)8)] d6 (3.46)
. { {—( fb(fﬁ 1>0>] ) {—( ({0 ; 1)@)} } )

Del mismo modo, debido al denominador, esta solucién es valida para valores de n
diferentes de uno. Luego, evaluando los limites de integraciéon se obtiene que [, = 0

para n # 1. De esto, y como [, = D, R", se tiene que
D,=0, n#l. (3.48)

Para el caso donde n = 1, se reemplaza directamente en la Ec. (3.36)

1 27
DiR= p = —/ send senf df (3.49)
T Jo
D, =1 (3.50)
L= R :

De esto ultimo se tiene que D; es el tnico coeficiente diferente de cero. Entonces,
reemplazando D; en la Ec. (3.32)), la solucion a la ecuacion de Laplace en una placa
circular, con la PCCD, es

T(r,0) = %sen 6. (3.51)

Esta solucion indica el valor de la temperatura en cada punto de la placa circular, y se
puede representar graficamente en un mapa de calor. Como se observa en la Fig. [3.2

para una placa circular de radio R = 1.
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Figura 3.2: Mapa de calor para la solucion analitica de la ecuacién de Laplace para la
temperatura en coordenadas polares, con la PCCD. En una placa circular de radio R = 1.

T(r,08) (°C)
1.00
0.75

0.50

0.25

2. Solucién analitica a partir de la SCCD. Para obtener los coeficientes co-
rrespondientes a esta CC, se tiene que reemplazar la Ec. (2.98) en las ecuaciones ya
mencionadas. Realizando un analisis similar a la CC anterior, se tiene que la solucion

a la ecuacion de Laplace en una placa circular, con la SCCD, es

2
T(r,0) = —2w+r (—ﬂ' cosf + (%) sen@) +

Z P <—m247: : cos(mb) + (1_8—7;22)2 sen(m9)> - (3.52)

m=2

En este caso, se tiene que la solucion es una sumatoria infinita. Para poder representar
graficamente esta solucion en un mapa de calor, se considera una sumatoria hasta un
indice m suficientemente grande, debido a que numéricamente no se puede tomar este
tipo de sumatorias infinitas. De esta forma se puede tener una buena aproximacion,
como se observa en la Fig. [3.3] que considera la sumatoria hasta un indice m igual a

100, para una placa circular de radio R = 1.
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Figura 3.3: Mapa de calor para la solucion analitica de la ecuacién de Laplace para la
temperatura en coordenadas polares, con la SCCD. Considerando la sumatoria hasta un
indice m igual a 100, en una placa circular de radio R = 1.

T(r,0) (°C)

3.2. Solucién numeérica

En esta seccion se busca resolver la ecuacion de Laplace de forma numérica para
una placa circular. Para ello, se desarrolla un método numérico que permita obtener
una solucion. Este método se basa en la hipotesis planteada en la seccion [I.2] Se asume
que una expansion de Fourier de la funcién temperatura permite reducir la ecuacion
del calor de un problema bidimensional a uno unidimensional. Esto deja el problema
unidimensional preparado para aplicar el método de diferencias finitas, obteniendo
un sistema de ecuaciones algebraicas. Al desarrollo matemético en la aplicaciéon de la
expansion de Fourier y diferencias finitas se le podria denominar una discretizacion de la
ecuacion del calor. Posteriormente, queda resolver el sistema de ecuaciones algebraicas,
cuya soluciéon permite reconstruir la funcion temperatura en diferentes puntos (r, 6) en

la placa circular. De esta forma, se obtiene la distribucién de temperaturas.

3.2.1. Discretizacion de la ecuacion del calor

Como se mencioné en la seccion 2.9) debido a la geometria del objeto de estudio,
este puede describirse en coordenadas polares. Asimismo, se puede expresar la funcion

temperatura 7'(r, #), la cual es periodica respecto a la variable #. Por este motivo, se
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puede realizar una expansion de Fourier en serie de exponenciales respecto a 6 (como

se explica en la seccion [2.5)), esto es

o0
> cm(r)e™. (3.53)
m=—o00
Donde el coeficiente C™ es, en general, un numero complejo. Ademés, este debe ser
funcién de la variable 7, pues la funcién temperatura depende de dos variables y la ex-
pansion se realizo respecto a la variable 6. El indice m es un niimero entero, usualmente

denominado modo. Seguidamente, al reemplazar la Ec. (3.53)) en (3.1)), se obtiene

m zm m zm 1 62 S m zm
ar2 Z ¢ . rar Z ¢ 2o Z ¢ =0 Bod
0o ' 82 zm@ 0 m2 .
3 (ezmewcmm Lo )—Fe“”e) —0 (3.55)
00 d2 . 1d . m2 - im
> (5004 3500 = Zoem) ) et o (3.56)

Donde la Ec. [3.56] puede entenderse como una combinacion lineal de los elementos en el
conjunto de exponenciales {exp (imf)}. Ademas, ya que dicho conjunto es linealmente
independiente, el término entre paréntesis debe ser cero para cada modo (valor de m),
es decir,

d2

1d m?
WC””( r) + TaCm(r) - T—ZCm(r) =0; VmeZ. (3.57)

Esta ultima ecuacion, la cual también depende del modo m, es una ecuaciéon diferen-
cial para el coeficiente C™(r), que solo depende de la variable r. Entonces, debido a
la expansion de Fourier se tiene que el problema bidimensional se redujo a uno uni-
dimensional, el cual puede ser resuelto mediante el método numérico de diferencias
finitas. Por este motivo, ahora solo se necesita discretizar la direccion radial. Para ello,
se toman n, puntos a lo largo de la direccion radial, como se muestra en la Fig. [3.4]
Esta discretizacion radial no incluye el centro (rp = 0) ni el contorno (r,,+1 = R) de

la placa circular.
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Figura 3.4: Discretizacion a lo largo de la direccion radial tomando n, puntos. Esta discre-
tizacion no incluye el centro (rg = 0) ni el contorno (ry,,.+1 = R) de la placa circular.

Tn,.+1

El paso entre dos puntos radiales consecutivos r; y rj41, es h = R/(n, + 1). Por

esta razon se tiene que vy = h, ro = 2h, ..., r, = n,h. Por simplicidad, se considera

T

la siguiente notacion C™(r; + bh) = 1y Luego, se aplican las aproximaciones por

diferencias finitas centradas de segundo orden (ver Tabla en la Ec. (3.57)). De esto,

al aplicarse para el punto r;, se obtiene

207+ O = Oy m?
Jj+1 J j—1 - g+l =1 " em
h? * T 2h r? ¢ =0 (3.58)
Rl ph g O T g G =0 (89)
e e o i i o R

La Ec. es una expresion algebraica que aproxima las derivadas de C™ en el punto
r;. Esta aproximacioén incluye también los términos de C™ en los puntos 7,1 y 7j41.
Debido a esto, es posible armar un sistema de ecuaciones, que permita obtener una
solucion numérica para los coeficientes C7". Como se puede observar, la cantidad de
ecuaciones e incognitas va a depender del valor de n, que se escoja. Ademés que para
cada modo m se tendra un sistema de ecuaciones diferente. Por este motivo, en la
siguiente subseccién se busca obtener una soluciéon numérica al problema considerando

un valor de n, = 2.
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3.2.2. Solucién con 2 puntos en la direccién radial

En esta seccion se busca analizar el procedimiento a seguir en una solucién numérica
general. Por este motivo, se resuelve numéricamente el problema para un valor de
n, = 2, considerando solo la PCCD. Siguiendo la discretizacion realizada en la Fig.
3.4) para el caso de una placa de radio R = 1 con n, = 2 (ver Fig. , se tiene que
ro =0,71 = h,79 = 2h y 73 = 3h, donde h = 1/3.

Figura 3.5: Discretizacion a lo largo de la direccion radial tomando un n, = 2.

T3

Para esta discretizacion, el problema se resolvera en los puntos r; y 9. Ya que
los coeficientes de la expansion de Fourier en el punto r3 se conocen por la condicién
de contorno establecida. Ademés, se tiene que en el punto rg no es posible resolver el
problema, ya que en la Ec. se obtendria un valor indefinido. Por lo tanto, al
aplicar la Ec. en los puntos 1 y ry, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

=

1 L o[22 m?] . T1 L

1 11 . [-2 m2] . [1 I .
ry {E_Tm}cl+[ﬁ_4_m]c2+{ﬁ+4_m]c3:0‘ (3.62)

Dicho sistema de ecuaciones presenta tres incognitas (Cf*, C7* y C3'), debido a que

=
[\

los coeficientes C3" son conocidos, como se mencion6 anteriormente. Entonces, para
tener un sistema de ecuaciones consistente, se necesita una ecuacion adicional. Esto es

posible si se obtiene una relaciéon entre los coeficientes Ci* y C7". En ese sentido, se
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plantea obtener esta relacion considerando el valor de T'(rg, ) como un promedio de

cuatro puntos arbitrarios mas proximos. Como se observa en la Fig. 3.6

Figura 3.6: Puntos arbitrarios mas proximos considerados en el promedio para obtener el
valor de T'(rg, 0).

Para este caso, se consideran los valores de T'(Py), T(P), T(Ps) y T(Fy),

1
T(R) = 7 (T(P) +T(P) + T(Bs) + T(Fy)) (3.63)
- m _im = 1 imm imm im3T m _im
m;ooCoe ezmzz_wzl(l—i_e 2L emm e 3/2)016 b (3.64)
40(1)% — (1 + eimﬂ/Z + eimﬂ' + eim37r/2) C{n (365)
40T = O, (3.66)

Donde el valor «,, depende del modo m,

4; mmod4 =0
Ay = (3.67)
0; m mod 4 # 0.
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De esta forma, la Ec. (3.66]) completa un sistema de ecuaciones consistente,

(4)CT + (—a,) O + (0)CF = 0, (3.68)
1 . —2-m?\ . 3 .
m 3 m —8— m2 m —5 m

El cual se puede expresar de forma matricial como se muestra a continuacion

4 —ay, 0 cy 0
L —2}:2,# 3, ol = 0 . (3.71)
R vl W (%4 B 1o

Luego, para hallar el valor de C3", se debe realizar la expansiéon de Fourier en expo-

nenciales de la PCCD. Para la cual se obtiene que

i/2; st m=-1
cy' = 0; si m#—-1,1 (3.72)
—i/2; st m=1.

Teniendo en cuenta los valores de los coeficientes C§' y que h = 1/3, la ecuacion

matricial resultante es

4 — 0 cy 0

9 9(-2-m? X crl=1 0 |- (3.73)
9(—8—m2 m — m

oz umed|op| ey

Entonces, si se resuelve un sistema lineal para cada valor de m € Z, se obtienen los
valores de los coeficientes C7" y pueden ser reemplazados en la Ec. (3.53). Sin embargo,
es posible reducir el calculo para valores de m > 0, debido a que T'(r, #) es una funcion
real y se cumple que C;" = C7™ (Ec. . Por este motivo, a continuacion se

resuelven algunos sistemas lineales para m > 0.
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1. Para el modo m = 0, el sistema resultante es el siguiente,

4 -4 0 ||} 0
3 —18 Z [ |C?| = |0
0 2 —18| |CY 0

(3.74)

Para hallar una solucién, se aplica el método de eliminacion de Gauss, esto es

4 —4 0 |0 1 =1 0|0 1 -1
9 18 27 0 g 9 18 27 0 fréfl 0 27
2 = ) 2~ Pl N
27

0 20 —18|0 0 20 -18|0 0 2
1 =1 010 1 =1 010 1

f,ﬂf 74f
01 —1]ol™="o 1 —1]o[Z]|0o
0 2 -18]0 0 0 =20 0

Posterior a ello, se obtiene el sistema reducido

1 -1 0| |C 0
0 1 —1|[c? =10
0 0 1/||cY 0

Despejando y reemplazando, se obtienen los tres coeficientes para m = 0,

=0, CY=0, CI=0.

2. Para el modo m = 1, el sistema resultante es el siguiente,

4 0 0|C 0
g =21 F | =10
0 2 =2 |C 2i

0 |0
Z10
—18] 0
-1 0
1 -1
0 1

(3.75)

(3.76)

(3.77)
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Para hallar una solucion, se aplica el método de eliminacion de Gauss

4 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
9 27 if 9 27 f"%gfl —271 21
ooz o) \o oz o) 0 T
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 f3=2 1 1 1_385f3 1
0 Slo|"="10o1 3]0 01 3
27 81| 45 ~135 | 45
O 7T 1 gl O 0 g g'l O 0 1
Se obtiene el sistema reducido
1 0 0 C(} 0
01 | [Ci|=1]0
0 0 1 Ci _le

Despejando y reemplazando, se obtienen los tres coeficientes para m = 1,

1
Cll = __2.7

Cy =0, -

3. Para el modo m = 2, el sistema resultante es el siguiente,

4 0 0| |C3 0
3 =54 A | [CEl =0
0 2z 27| |C3 0

Aplicando el mismo procedimiento que para m = 0 y m = 1. Se obtiene,

Ci=0, C?}=0, C;=0.

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

De la misma forma, es posible calcular el resto de coeficientes C}". Obteniéndose
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un conjunto de coeficientes,

o e el
o e e
c2 o2 o2l (3.82)
e Re e

Estos coeficientes tienen que reemplazarse en la Ec. (3.53)), para los correspondientes
valores 7;. Aunque se puede notar que en este caso solo se van a tener dos coeficientes

diferentes de cero, C] y Cj. Por este motivo, las funciones reconstruidas son

T(ro,0) = 0, (3.83)
T(r1,0) = Cle" + Ol ™, (3.84)
T(rq,0) = Cye + Cyre ™. (3.85)

Esta reconstruccion brinda tres funciones dependientes de la variable 6, pero cada fun-
cién es para un valor de r; (j = 0, 1, 2). Por ende, la soluciéon numérica puede entenderse
como una solucion aproximada para la variable r (ya que se obtienen soluciones en pun-
tos discretos), pero analitica en la variable 6 (ya que se puede obtener una soluciéon
en cualquier punto de su dominio). Entonces con ayuda de un programa, se obtiene la
temperatura 7" sobre un conjunto de puntos a partir de las funciones obtenidas. Estos
valores de temperatura se pueden graficar en un mapa de calor. Como se observa en

la Fig. 3.7, donde para cada funcion se tomaron 100 puntos en la variable 6.
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Figura 3.7: Mapa de calor para la solucién numérica de la ecuaciéon de Laplace para la
temperatura en coordenadas polares, con la PCCD. Considerando un valor de n, = 2, en
una placa circular de radio R = 1, y una discretizaciéon de 100 puntos en la variable 6 para
graficar.

T(r,8) (*C)
1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

—0.25

—0.50

-0.75

-1.00

3.2.3. Solucién con n puntos en la direccién radial

En la seccion anterior se analizo el procedimiento a seguir para obtener una solucién
numeérica. Aunque solo se tomaron dos puntos en la direccién radial, ayudé a resolver
detalles no previstos, como el caso del centro en la placa circular. Ahora, en esta seccion
se busca obtener una soluciéon numeérica general, para un valor arbitrario de n, (visto
en la Fig. en una placa circular de radio R = 1.

De forma analoga al caso anterior, se resolverd en los puntos rq, 79, ..., 7,,. Esto
debido a que en el punto ry no es posible resolver y los coeficientes de la expansion de
Fourier en 7,1 son conocidos. Entonces, aplicando la Ec. 7 se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones,

1 1 w2 m2 ] . 1 1 m

n [hQ N 2(1h)h] Co" + [hQ N (lh)Q] o+ [h? * 2(1h)h} ¢ =0, (386)
1 1 m =2 m2 ] . 1 1 m

r2 [h2 - 2(2h)h] o+ [h? - (2h)2] O+ [h2 + 2(2h)h} ¢t =0, (387)
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Este sistema consta de n, + 1 variables y n, ecuaciones, por lo que no es consistente.
Entonces, para completar un sistema consistente se considera la relaciéon entre CJ" y
C7", obtenida en la seccion anterior (Ec. [3.66)). De esta forma, se tiene un sistema de

ecuaciones consiste para un modo m fijo, el cual puede reescribirse de forma matricial

como
4 -, 0 ... 0 m 0
1 1 -2 m?2 1 1 0 m 0
hZ72RZ  RZTRZ  RZ T2 1
1 1 -2 m?2 m| —

-2 m? m -1 1 m
0 O 0 . e ﬁ_—(n,«h)z_ _Onr— _<h2 Qnrh2) nr+1_

Debido a que, en general, los coeficientes C}" son complejos, el sistema lineal de ecua-
ciones (para un modo m fijo) es complejo. Por este motivo, se aplica el método descrito
en la seccion [2.8] resultando en un sistema lineal real, que puede ser resuelto numeé-
ricamente mediante el método SOR (Sucesive Over Relaxation). Posterior a ello, la
solucion seria reemplazada en la Ec. . Los sistemas lineales se resuelven para va-
lores de m > 0, debido a que T'(r,0) es una funcién real y se cumple que c;m=C

De manera que, la Ec. (3.53)) se reescribe como
T(r;,0) = C) + ) _(Clre™ 4 Cpre™™). (3.90)
m=1

Por razones computacionales, la sumatoria de la Ec. (3.90]) no puede ser evaluada para
infinitos modos. En consecuencia, es necesario truncar esta sumatoria en m hasta un

valor establecido m,,q.. Esto es,

m _im6 mx* _—im6
T(r;,0) =CY+ > (Cre™ + Cpre™™). (3.91)
m=1
De esta forma se restringe la cantidad de sistemas lineales a resolver. Entonces es

posible obtener la temperatura en ciertos puntos de la placa circular con la Ec. (3.91)),

donde los coeficientes {C7"} (m = 0,...,Mmaz y j = 0,...,n,) se obtienen al resolver
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el sistema lineal en la Ec. (3.89).
Hasta este punto de la secciéon se ha descrito el método numérico desarrollado a
partir de la hipotesis propuesta. Este método de soluciéon se implemento6 en un programa

en Fortran 90 denominado Laplace Solver in Polar Coordinates (LSPC), disponible en

Github (Carreno| 2024a)). Al ejecutar el programa para obtener la solucion al problema

con cierta CC, es necesario indicar los parametros establecidos en el método (n, y
Mmaz)- Para cada par de valores ingresados una solucion es obtenida, la cual puede
ser representada en un mapa de calor. Con el fin de observar que la solucién numérica
se aproxima a la solucién analitica, el programa se ejecut6 para diferentes parametros.
Esta similitud visual entre la solucién numérica y analitica, es una muestra cualitativa
de que el método numérico presenta una buena correspondencia. Como se observa en

la Fig. 3.8 que muestran las soluciones numéricas y analitica para la PCCD.

Figura 3.8: Mapa de calor para la soluciéon de la ecuacion de Laplace para la temperatura
en coordenadas polares, en una placa circular de radio R = 1, con la PCCD. (a) Solucion
numérica considerando un valor de m,q, = 5 y diferentes valores de n, = 3,7, 15, 30, con una
discretizacion de 100 puntos en la variable 6 para graficar. (b) Solucion analitica obtenida en

la subseccion

(a) Solucién numérica. (b) Solucién analitica.
(1) n,=3 (nn=7 iR 8) (7€)
T(r,6) (*C) o7
1.00
0.50
0.75 0.25
0.00
0.50
-0.25
0.25 -0.50
-0.75
(I n,=15 (V) n, =30 0.00

-1.00
-0.25
—0.50
-0.75
—1.00

De igual manera, en la Fig. [3.9) se muestran las soluciones numéricas y analitica

para la SCCD.
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Figura 3.9: Mapa de calor para la soluciéon de la ecuacion de Laplace para la temperatura
en coordenadas polares, en una placa circular de radio R = 1, con la SCCD. (a) Soluciéon
numérica considerando un valor de m,q, = b y diferentes valores de n,, = 3,7, 15, 30, con una
discretizacion de 100 puntos en la variable 6 para graficar. (b) Solucion analitica obtenida en

la subseccién

(a) Solucién numérica. (b) Solucion analitica.
M n=3 yn-=7 T(r,8) (*C)

T(r,0) (°C) 0
=5

0
-10
_5 -15
=20

(i n,=15 (IV) n, =30 -10

-25
=15
-20
=25

3.3. Analisis de errores

En la seccion anterior, se presentaron los mapas de calor de las soluciones analiticas
y numeéricas para las dos condiciones de contorno establecidas. Estos mapas de calor
son una muestra cualitativa de que las soluciones numéricas se acercan a las analiticas.
Y a pesar de la buena correspondencia entre ambas soluciones, estas difieren. Por este
motivo, se busca cuantificar la diferencia entre estas soluciones. Debido a que el método
propuesto depende de dos parametros, la cuantificacion dependera de estos, 1, ¥ Mpaz-
Para obtener ello, es necesario definir el vector solucién analitica U y el vector solucion
numérica u. Las componentes de los vectores U y u, corresponden a los valores de
las soluciones analiticas y numéricas en los puntos discretizados del dominio (r;,6;),
respectivamente. Por lo tanto, los componentes del vector error e = [e,eq,. .., ep]

(donde N es el nimero de puntos en la discretizacion del dominio) estan definidos por
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e; = U; — u;. Es posible calcular la 1-norma del vector error (LeVeque, 2007) como,

1 N
lell = N; eil- (3.92)

La 1-norma cuantifica el error entre la soluciéon analitica y numérica. Para poder hacer
un analisis de como varia el error de la solucién numérica, en funcién de los parametros
Ny Y Mpaz, S calculan las soluciones numeéricas con la SCCD, para diferentes valores de
los parametros. En la Fig. se muestra la norma del vector error como una funcién

del parametro m,,q,, manteniendo el parametro n, fijo.

Figura 3.10: Calculo de las normas del vector error en funcion del parametro mg,q., para
diferentes valores de n,. Calculo realizado con las soluciones para la SCCD. El grafico se
encuentra en escala logaritmica.

1073 4

llell

104 4

10! 102

Mmax

En la Fig. puede observarse que para valores de n, en el rango de 10 a 20,
la norma no decrece completamente. Mientras que en el rango de n, € [30,100], la
norma decrece linealmente (en escala logaritmica, por simple inspeccion) hasta un
valor de my,q, alrededor de 40. Para valores mayores de M., la norma incrementa.
Finalmente en el rango de n, € [200, 300}, la norma también decrece hasta un valor de
Mmae alrededor de 40, pero este decrecimiento no se ajusta a la tendencia lineal como en
el rango previo. Por este motivo, se puede establecer que el rango de parametros donde
el error decrece linealmente es n, € [30,100] y mypq, € [10,40]. Entonces tomando la

norma del error en el rango establecido de m,,,,, para un valor fijo de n, (dentro de

S
max?

su rango establecido), es posible ajustar el valor de la norma a b-m donde b y s
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son constantes. El exponente s, en escala logaritmica se convierte en la pendiente de

una recta, ya que

lefl = b-mg,, (3.93)

(|le]]) = s - I(Mmaz) + In(b). (3.94)

Como se menciono, el exponente s en escala logaritmica representa la pendiente de una
recta que relaciona la norma del vector error con el valor de m,,,, (como se observa en
la Ec. |3.94). De esta forma, se obtiene un ajuste de recta, con su respectivo valor de

s, para cada valor del pardmetro n,..

Figura 3.11: Valor del exponente s como una funciéon de n,, luego de ajustar la norma del
vector error a b-m;, ... Considerando las normas del vector error al variar el valor de M4z

de 10 a 40, para un valor fijo de n,..

L d
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L]
~2.60 1 §
v L4
~2.65 1
.
-2.701
.
-2.751°
30 40 50 60 70 80 90 100

ne

En la Fig.|3.11| se observa que el valor de s incrementa cuando incrementa el valor
de n,. Pero debido a que el valor de s es negativo, cuando este incrementa, la recta (en
escala logaritmica) presenta una menor pendiente (inclinacion). Por lo tanto, cuando el
valor de n, incrementa, la norma del vector error decrece més lento como una funcién
de M4z De esta forma, para valores mas altos de n, no ayudaria el hecho de considerar
un valor grande de Mmy,q., pues el error no disminuiria considerablemente.

De este analisis se puede concluir que el método desarrollado e implementado en el
programa LSPC presenta un error acotado y que decrece apropiadamente (sigue una

tendencia lineal en escala logaritmica, como se puede apreciar en la Fig. [3.10]), para
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los valores de n, y m,,q. dados en la Tabla

Tabla 3.1: Rango de valores para los parametros n, y mmqz, donde el programa LSPC
presenta un error acotado y que decrece apropiadamente.

Parametro Rango
N, 30 - 100
Mmaz 10 - 40
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Capitulo IV

Conductividad térmica dependiente

de la temperatura

En este capitulo se busca resolver el segundo caso planteado en la seccion [1.2]
El problema se centra en hallar una solucién numérica a la ecuaciéon del calor en
estado estacionario y sin fuentes internas, en una placa circular de radio R con CC de
Dirichlet f(#). Lo particular de este capitulo es la conductividad térmica dependiente

de la temperatura, k(7'), de la placa. Esta descripcion se puede visualizar en la Fig.

4.1l

Figura 4.1: Diagrama esquemético de una placa circular de radio R con CC de Dirichlet f(#)
y conductividad térmica dependiente de la temperatura, k(7).

Por este motivo, segin la descripcion del problema, la ecuaciéon a resolver seria la

Ec. (2.37). Aunque antes de comenzar el planteamiento de alguna solucion, se describe

o8



esta dependencia de la conductividad térmica con la temperatura, para luego establecer

algtin caso particular. Donde la ecuacion a resolver seria la siguiente,

V-(kVT)=0. (4.1)

4.1. Dependencia con la temperatura

La conductividad térmica es una propiedad que depende de la estructura fisica
de la materia, la cual esté relacionada con estado fisico en el que se encuentra. La
dependencia de esta propiedad puede estudiarse en los diferentes estados de la materia,
como en el caso de los solidos, liquidos y gaseosos. En general, la conductividad térmica
para un solido es mayor que la de un liquido, y este ultimo mayor que la de un gas.
Y aunque es posible estudiar la dependencia con la temperatura de la conductividad
térmica en los diferentes estados de la materia, se prioriza estudiar un caso donde se
tenga una expresion sencilla que relacione ambas magnitudes. Esto con el fin de tener
una situacion que se ajuste al problema planteado en este capitulo. Por este motivo
se estudia el caso de un gas, ya que por medio de la teoria de los gases ideales es
posible obtener una expresion sencilla para la conductividad térmica. En contraste a
un soélido, en el que pueden influir diversos efectos con diferentes relevancias y tener
expresiones diversas; mientras que en un liquido las interacciones moleculares resultan
mas complejas, asi como los mecanismos fisicos que explican la conductividad térmica
en este estado (Bergman et al., 2011)).

Entonces, centrandose en el caso mencionado, por medio de la teorfa cinética de
los gases es posible comprender los efectos de la temperatura, presiéon y composicion
quimica en la conductividad térmica de un gas. Segin esta teorfa, la conductividad
térmica guarda una relacion directamente proporcional con la densidad del gas p, la
velocidad molecular media ¢ y el camino libre medio A, f,, que representa la distancia

promedio recorrida por un portador de energia antes de experimentar una colision.
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Esto se expresa mediante la siguiente relacion,
1 _
k ~ 3G PC Amfp- (4.2)

En el caso de un gas ideal, el camino libre medio puede expresarse como

KgT
Amfp = ———, (4.3)
V2rd?p

donde Kp es la constante de Boltzman, d el diametro de la molécula de gas y p
la presion. Analizando esta expresion, se observa que el camino libre medio tiende a
reducirse en condiciones de altas presiones o bajas temperaturas. Ademas, presenta una
dependencia con el didmetro de la molécula, siendo mas probable que las moléculas de
mayor tamano experimenten colisiones (mientras que para las moléculas mas pequenas,
es menos probable). La velocidad molecular media ¢, también puede ser calculada a

partir de la teorfa cinética de los gases. Entonces la Ec. (4.2) puede ser expresada

97 -5 Cy MKBT
= 4.4
g 4 qad?\ Nym '’ (4:4)

donde el parametro v es la razon de calores especificos (y = ¢,/c,), M el peso mo-

finalmente como

lecular y N, el numero de Avogadro. La Ec. se puede emplear para estimar la
conductividad térmica del gas, aunque se han desarrollado modelos mas precisos. De
esta forma, se obtiene una expresion sencilla que relaciona la conductividad térmica
con la temperatura, k(7).

Ahora, se tiene en cuenta que a lo largo del trabajo el proceso de transferencia
de calor considerado es la conduccion, mediante la cual se obtiene la ecuacion del
calor y posteriormente las soluciones numéricas. Sin embargo, en este caso, se usa una
expresion correspondiente a la de un gas, en el que el proceso de conduccion no es su
principal mecanismo de transferencia de calor. Para un gas, los procesos con mayor
relevancia pueden ser otros, pero en primera aproximacion, se puede considerar solo
a la conduccién, con el objetivo de usar la expresion obtenida de la conductividad

térmica en el problema planteado del capitulo.
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4.2. Desarrollo de la ecuacion del calor

En esta seccidon se busca la expresion de la ecuacion del calor estacionaria, consi-
derando que la conductividad térmica presenta una dependencia con la temperatura.
Esto hace que la ecuacion del calor cambie, puesto que las derivadas parciales afectan
a una funciéon de la variable dependiente, convirtiéndose en una ecuacion diferencial
no lineal. De esta forma, la ecuacién no solo presenta un Laplaciano aplicado a la tem-
peratura, sino una expresion adicional. Entonces, al desarrollar la ecuacion del calor
(Ec. considerando que la conductividad térmica es una funciéon de la temperatura
k(T), se tiene

oT S o
peosyy = EV?T +Vk-VT + q,. (4.5)

Donde se asume que el término de generacion de calor, q,, es independiente de la

temperatura. Ademés, de manera general, Vk puede expresarse como

Vk = —VT. 4.
Vk =2V (4.6)

De esta forma, luego de reemplazar en la Ec. (4.5)), la ecuacion resultante es

oT dk =
— = kV?T + —(VT)? . 4.
Peu g, VT + dT(v )"+ G (4.7)

La Ec. (4.7) representa, de manera general, la ecuacion del calor para un medio en
el cual la conductividad térmica varfa en funciéon de la temperatura. Como se puede
apreciar, esta es una ecuacion no lineal y en este caso, no posee una soluciéon analitica.
Por este motivo, se busca abordar numéricamente la resolucion de la ecuaciéon, teniendo
en cuenta que el objetivo es obtener una solucién a la ecuacion del calor en estado

estacionario y sin fuentes internas, lo que también conlleva a un problema no lineal.

En un primer intento, como se puede observar en el anexo [A] se propuso aplicar

una expansion de Fourier a las funciones de temperatura y conductividad térmica, para
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posteriormente reemplazarlas en la ecuacioén estacionaria sin fuentes internas de calor
(Ec. . Luego de reemplazar las expansiones de Fourier, se obtiene una ecuaciéon
que presenta dos sumatorias, y cuyos indices estan asociados a los coeficientes de las
expansiones de Fourier para Ty k. Seguidamente se busca una relacion entre estos
coeficientes, por medio de unas propiedades de los coeficientes de Fourier, demostradas
en el anexo Una vez que se tiene la relacion mencionada, es posible obtener un
coeficiente comin para poder trabajar la ecuacion. Visto que en dicha ecuacion existe
un producto de exponenciales, fue posible reconocer un conjunto de expresiones lineal-
mente independiente, que permite obtener un sistema de ecuaciones. Dicho sistema se
podria resolver si fuera un sistema consistente, es decir, tener la misma cantidad de
ecuaciones e incognitas. Aunque este no era el caso, puesto que se tenfan més incogni-
tas que ecuaciones. Entonces habia que buscar una manera de formar un sistema que
presente el mismo ntumero de ecuaciones e incognitas. Para ello, Se revisaron diferen-
tes opciones, aunque ninguna con éxito, por lo que no se pudo completar un método
numérico con el procedimiento seguido en dicho anexo.

Por este motivo, se tuvo que buscar otro método para poder resolver el problema
planteado. En esa biisqueda, se encontr6é el método que se desarrolla a continuacion,

el cual permite llegar a una ecuaciéon mas sencilla de resolver.

4.3. Transformaciéon de Kirchhoff

Debido a la complejidad que presenta la no linealidad de la ecuacién que se busca
resolver en este capitulo, se buscé una forma de abordarla. Asi, se encontré que para
este tipo de problemas es usual aplicar una transformacion que facilite la obtencion de
una solucion en casos especificos, como se muestra en |Givoli| (1993).

Cuando las propiedades térmicas de un material, como la conductividad térmica,
varian con la temperatura, pero son independientes de la posicion, la ecuacion del calor
mantiene la expresion general que se muestra en la Ec. ([(1.5). En tales casos se puede
utilizar la transformacion de Kirchhoff, que permite retirar la conductividad térmica

del operador diferencial de la ecuacién al realizar un cambio de variable dependiente,
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en este caso la temperatura T (Ozisik, [1989).

Para ello, se define una nueva variable, a partir de la variable dependiente, de la

U - / CRT) g (4.8)

n ko

donde U = U(T), T = T(r,t) y ko es el valor de la conductividad térmica en Ty. A

siguiente forma

esta transformacion, se le conoce como transformacion de Kirchhoff. Por medio de esta
transformacion, la variable dependiente 7" de la ecuacion del calor, se podré transformar
en la nueva variable U. Permitiendo asi, que la conductividad térmica quede fuera del
operador diferencial, como se mencion6 anteriormente. Para ello, se necesitan obtener

algunas relaciones que faciliten la transformacion de variable en la ecuacion.

La primera relaciéon necesaria, se obtiene al tomar la derivada parcial de la nueva

variable U respecto a t. Resultando,

ou 0 Tk

E_a</% o dT) (4.9)
U  k(T)OT  k(Ty) 9Ty

Uk O ke O (4.10)
oU  koT

La segunda relacion a determinar es el gradiente de la variable U. A partir de
la expresion para el gradiente en coordenadas curvilineas, tal como se describe en la

seccion [2.6] se deduce

10U , 10U 10U

VU = It e T e e (4.12)
VU = %g—gg—zelJrh%g—gg—f@Jrig—;g—g% (4.13)
vu =20 (hiug—zez s %g—zezj) (4.14)
VU = ‘;—gvﬁ” (4.15)
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U - “yr (4.16)
ko

La tercera y tultima relacion que se busca obtener es el Laplaciano de la variable U.

Para ello, a partir de la relacién anterior y las expresiones dadas en la seccion [4.2]

ViU =V - (VU) (4.17)
VU =V- ﬁﬁT) (4.18)
ko
E o L Vk
VU=~V -(VT)+VT- Vk (4.19)
ko ko
k- - dk VT
217 — U\2T T. [ —=— 4.2
VU kov +V (dt k()) (4.20)
1 dk - =
U == T+ (VT -VT 4.21
ViU o {kv +dT(V \V4 )} (4.21)
1 dk -
U == T4+ — 2. 4.22
ViU " (k;V + dT(VT) > (4.22)

Entonces, a partir de la primera y la tercera relaciéon obtenidas, es posible reescribir

la Ec. (4.7)) en términos de la nueva variable U, como se muestra a continuacion

ko OU
pcv?()g = koV3U + q, (4.23)
P oy
T = VU (4.24)
10U 9 Qv
i L 4.2
= VU + o (4.25)

Donde « es la difusividad térmica y es proporcional a la conductividad térmica k. Por
este motivo la difusividad térmica es funcién de la temperatura; por lo tanto la Ec.
sigue siendo una ecuacion no lineal. Aunque es una expresion més simple, ya que
no se tiene una funcion de la variable dependiente dentro del operador diferencial. Por
esto, asumiendo que la variaciéon de « es pequena, la Ec. se transforma en una
ecuacion diferencial lineal de la conduccion del calor, que puede ser resuelto con las

técnicas habituales, siempre que las condiciones de contorno del problema a resolver

64



también se transformen.
En este capitulo el objetivo es obtener una soluciéon en estado estacionario y sin
fuentes internas de calor. Por lo cual, la Ec. (4.25]) se vera reducida a una ecuacion de

Laplace para la nueva variable U, es decir,
VU = 0. (4.26)

De esta forma, se obtiene una ecuaciéon idéntica al del capitulo [[II} con la diferencia
que la variable es U. Entonces, el método numeérico para resolver la Ec. seria el
mismo, teniendo en cuenta que se tiene que realizar una transformacion previa de las
condiciones de contorno hacia la nueva variable. En dicha transformacion se encuentra
la influencia de la dependencia con la temperatura de la conductividad térmica. Luego
de obtener una solucién para U, es necesario retornar a la variable de interés que es
la temperatura, invirtiendo la transformacién realizada en un inicio. De esta forma es
posible eliminar la no linealidad de la ecuacién y obtener una solucién al problema

planteado.

4.4. Solucion numeérica

Hasta este punto se han revisado dos formas de obtener una solucién al problema
del capitulo. En la seccion 4.2 se indica un primer intento de solucion a partir de
aplicar la expansion de Fourier a la conductividad térmica y la temperatura. En la
seccion se repaso la transformacion de Kirchhoff, la cual permite eliminar la no
linealidad de la ecuacion del calor, haciendo posible resolver el problema por medio del
método numérico planteado en el capitulo anterior. Por este motivo, en esta seccion
se busca resolver el problema con ayuda de la transformacion de Kirchhoff, y para
ello es necesario conocer la dependencia que presenta la conductividad térmica con la
temperatura.

En la Seccion [4.T]se present6 un caso particular en la cual se mostraba la dependen-

cia de la conductividad térmica en funcién de la temperatura. Esta expresion depende
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de diferentes parametros, los cuales se mantienen constantes y es por este motivo que

la expresion general puede escribirse como,
k= BVT, (4.27)

donde B es una constante. Entonces al tener la forma en la cual la conductividad
térmica varfa en funciéon de la temperatura, se tiene que encontrar la expresion final
de la transformacion de Kirchhoff. Para ello se considera que para la temperatura Ty,
el valor de la conductividad térmica correspondiente ky es B+/Tp. Por medio de la Ec.

(4.8), la nueva variable U esta dada por

T BT
7 BVT,

U_/T BVT'
mn BVTy

U= T’ (4.28)

AT’ (4.29)

1 T
U=— [ VTdr 4.30
T ) (4.30)

N O i
VT, \ 3/2 .

U= 3%/?0 Clamviny (4.32)

2 T3
o2 (fF ) -

La Ec. (4.33) permite realizar la transformacion de la variable 7' a la nueva variable

T

(4.31)

U. La cual sirve para transformar las condiciones de contorno necesarias para resolver

la ecuacion de Laplace para la variable U. Si en esta ecuacion, se despeja la variable

r=ifn (Y om)’ (131

Esta tltima expresion permite retornar de la nueva variable U a la variable T'. Puesto

T, resulta
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que el método numérico a usarse, brinda una solucién a la ecuaciéon de Laplace para
la variable U, es necesario transformar estos valores a la variable de interés T'.

De esta forma se tienen las expresiones necesarias para continuar con la obtencion de
la solucion numérica. Recordar que estas expresiones (transformaciones) son exclusivas
para las conductividades térmicas que tienen la forma de la Ec. . El siguiente
paso, como se menciond anteriormente, seria transformar las condiciones de contorno
hacia la nueva variable U, para posteriormente resolver la ecuacion de Laplace. La
condicién de contorno para este problema sigue siendo una CC de Dirichlet, aunque en
esta situacion no se puedan usar las condiciones de contorno planteadas anteriormente
(PCCD y SCCD). Esto debido a que dichas CC estéan dadas para trabajar con grados
Celsius (°C'), mientras que la expresion para la conductividad térmica esta dada para
valores de temperatura en Kelvins (K). Por tal motivo, es necesario plantear una
condicién de contorno que permita trabajar en esta escala. A continuacién se presentan

dos casos.

4.4.1. Primera solucion

En esta primera solucion, la CC a considerarse va a ser el equivalente en Kelvins a

la PCCD, para mantener una funciéon conocida. Esta es la siguiente
f(8) =senf + 273. (4.35)

Dada la condiciéon de contorno, se puede continuar con la transformacion a la nueva
variable U, por medio de la Ec. (4.33)). Fijando el valor de la temperatura T en 270 K,

la transformacion de la condiciéon de contorno resulta

2 (senf + 273)3
== -2 . 4.
Uy 5 (\/ 570 70) (4.36)

Debido a la geometria del problema, la condicién de contorno en esta nueva variable

también deberfa cumplir con que U(0) = Us(27). Lo cual se cumple y esto se puede

observar en la Fig. [1.2]

67



Figura 4.2: Grafico de la transformacion de Kirchhoff aplicada a la condicion de contorno,

Ec. (4.36]).
Uf (0) A
4 £
3 —
2T : ! . R
us 17 3 27
9 D)

Con esto, ya es posible obtener una solucién numérica a la ecuacion de Laplace para
la variable U (Ec. , mediante la aplicaciéon del método numérico previamente de-
sarrollado en la seccion [3.2] Este método ya se encuentra implementado en el programa
LSPC, en el cual se ingresa la condicién de contorno Uy. Al ejecutar dicho programa,
es necesario ingresar dos parametros, que para cierto rango de valores, se muestra una
mayor eficiencia. De esta forma se obtiene una soluciéon numérica a la ecuacién de La-
place para la variable U, considerando un valor de m,., = 10 y n,, = 30. Esta solucion

se muestra en el mapa de calor de la Fig. 4.3

Figura 4.3: Mapa de calor para la solucién numérica de la ecuacion de Laplace para la
variable U, con condicién de contorno de la Ec. , en una placa circular de radio R = 1.
Considerando un valor de m,,q; = 10 y n, = 30, con una discretizaciéon de 100 puntos en la
variable 0 para graficar.

u(r, 8)
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La soluciéon mostrada en la Fig. no es la solucion final, puesto que como ya se
menciond anteriormente, la variable de interés es la temperatura 7T'. Para ello, se aplica
una transformacion inversa a los valores obtenidos de U para retornar a la variable T,
por medio de la Ec. . De esta forma se obtiene la solucién a la Ec. con una
conductividad térmica que su dependencia con la temperatura tiene la forma de la Ec.
(4.27]), para la condicién de contorno de la Ec. Esta distribucion de temperaturas
se muestra en la Fig. [1.4]

Figura 4.4: Mapa de calor para la soluciéon numeérica de la Ec. . Con conductividad
térmica dependiente de la temperatura, dada en la Ec. y condicién de contorno de la

Ec. (4.35]), en una placa circular de radio R = 1. Solucion obtenida al aplicar la transformacion
inversa de la Ec. (4.34) a la soluciéon para U.

T(r, 6) (K)

273.75
273.50
273.25
273.00
272.75
272.50

272.25

272.00

De esta forma, se puede obtener una soluciéon al problema planteado del capitulo;
sin embargo, si uno compara esta solucién obtenida para una conductividad térmica
dependiente de la temperatura, con una solucién al problema de conductividad térmica
constante para una misma condiciéon de contorno, no se apreciaria mucha diferencia en
los mapas de calor. Esto debido a que la distribucién de temperaturas es muy similar.
Con el proposito de ilustrar esto, en la Fig. se observa la soluciéon al problema
de conductividad térmica constante (Ec. [2.38), considerando la condiciéon de contorno
de la Ec. . La cual se obtuvo usando el programa LSPC con los parametros
Mmaz = 10y n, = 30.
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Figura 4.5: Mapa de calor para la solucién numérica de la ecuaciéon de Laplace para la
temperatura (caso de conductividad térmica constante), en una placa circular de radio R = 1,

con la CC de la Ec. (4.35)). Considerando un valor de mi,aq
discretizacion de 100 puntos en la variable 6 para graficar.

10 y n, = 30, con una

T(r, 0) (K)
274.00

273.75

273.50

273.25

273.00

272.75

272.50

272.25

272.00

Como se menciono, no se aprecia una diferencia entre las Fig. y Por esta

razon, para poder visualizar mejor alguna diferencia se puede graficar el perfil radial

de temperatura para un angulo fijo. En la Fig. se observa los perfiles radiales de

temperatura para las soluciones con conductividad térmica contante y dependiente de

la temperatura.

Figura 4.6: Perfil radial de temperaturas para un angulo fijo de la solucién a la ecuacion
estacionaria del calor sin fuentes internas. Considerando el problema de conductividad térmica
constante y dependiente de la temperatura. Considerando la condicién de contorno de la Ec.

(£.35).

Temperatura (T)

Perfil para 6 =90°

274.0 A

273.8 A

273.6

273.4 A

273.2 1

273.0 1

k cte.
=== k(T).

0.4 0.6
Radio (r)

1.0
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En la Fig. no se observa una diferencia entre el perfil radial de las soluciones a
los problemas. Esto indicaria de que no hay una influencia de la conductividad térmica
y su dependencia con la temperatura, para la distribuciéon de temperaturas en el estado
estacionario. Sin embargo, habria que analizar la condiciéon de contorno usada, puesto
que si se calcula el valor de la conductividad térmica correspondiente, en este rango de
temperaturas, se observaria una variacion muy pequena. Esto haria que el problema
se aproxime al caso de conductividad térmica constante y no se aprecie diferencia
alguna. Por lo tanto se tendria que trabajar en un rango de temperaturas donde la

conductividad térmica presente una variacion relativamente grande.

4.4.2. Segunda soluciéon

Debido a que en la primera solucién no se observa una influencia de la conductividad
térmica y su dependencia con la temperatura, en esta segunda soluciéon se plantea una
condicién de contorno que permita una mayor variacion de la conductividad térmica.
Por este motivo, aunque se trate de un caso extremo, la condiciéon de contorno en este
caso es la siguiente

f(0) = 5senf + 10. (4.37)

Entonces, fijando el valor de la temperatura Ty en 1 K, la transformacion de la condi-

cion de contorno a la nueva variable U, por medio de la Ec. (4.33)), resulta

Uy = g (\/(5sen(9 +10)* — 1) : (4.38)

Debido a la geometria del problema, la condicién de contorno en esta nueva variable
también deberfa cumplir con que Uf(0) = Ug(27). Lo cual se cumple y esto se puede

observar en la Fig. [1.7
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Figura 4.7: Grafico de la transformacion de Kirchhoff aplicada a la condicion de contorno,

Ec. (I33).
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Luego de ingresar la condicién de contorno Uy en el programa LSPC, se obtiene la
solucién numeérica a la ecuacion de Laplace para la variable U, considerando un valor

de My = 10 y n=30 en la ejecucion del programa. Esta soluciéon se muestra en el
mapa de calor de la Fig. [4.8

Figura 4.8: Mapa de calor para la solucién numérica de la ecuacion de Laplace para la
variable U, con condicion de contorno de la Ec. (4.38)), en una placa circular de radio R = 1.

Considerando un valor de m,,q; = 10 y n,, = 30, con una discretizaciéon de 100 puntos en la
variable 0 para graficar.

u(r, 8)

Entonces, aplicando una transformacion inversa a los valores obtenidos de U, por
medio de la Ec. (4.34)), se retorna a la variable 7. De esta forma, se obtiene la solucion

a la Ec. (4.1) con una conductividad térmica que su dependencia con la temperatura
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tiene la forma de la Ec. (4.27), para la condicién de contorno de la Ec. (4.37)). Esta
solucion se muestra en la Fig. [1.9]

Figura 4.9: Mapa de calor para la solucién numérica de la Ec. . Con conductividad
térmica dependiente de la temperatura, dada en la Ec. y condicién de contorno de la
Ec. , en una placa circular de radio R = 1. Solucién obtenida al aplicar la transformaciéon
inversa de la Ec. a la solucién para U.

T(r, 8) (K)

14

12

10

Con el fin de mostrar una comparaciéon como en el caso anterior, en la Fig.
se observa la solucion al problema de conductividad térmica constante (Ec. [2.37)),
considerando la condiciéon de contorno de la Ec. (4.37). La cual se obtuvo usando el

programa LSPC con los pardmetros m,,,, = 10 y n, = 30.

Figura 4.10: Mapa de calor para la soluciéon numérica de la ecuacion de Laplace para la
temperatura (caso de conductividad térmica constante), en una placa circular de radio R = 1,
con la CC de la Ec. . Considerando un valor de mpq; = 10 y n, = 30, con una
discretizacion de 100 puntos en la variable 6 para graficar.

T(r, 0) (K)

14

12

10
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A diferencia del caso anterior, en las Fig. y se puede observar una ligera
variacion en la parte media e inferior de la placa. Por esta razén, para visualizar mejor
la diferencia, en la Fig. [.11] se muestran los perfiles radiales de temperatura para las
soluciones con conductividad térmica constante y dependiente de la temperatura, para
un angulo fijo.

Figura 4.11: Perfil radial de temperaturas para un angulo fijo de la solucion a la ecuacion

estacionaria del calor sin fuentes internas. Considerando el problema de conductividad térmica
constante y dependiente de la temperatura. Considerando la condicién de contorno de la Ec.

(#.37).

Perfil para 6 =90°

151 k cte. P
- K(T). e
///
2
14 A 2%
/’/
®

E P

13 A s
® -~
@ -
Q A
£ 124 A
e L

.
///
-
11 A A
-
-
10 A
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Radio (r)

En la Fig. se observa una diferencia entre los perfiles radiales de temperatura.
A diferencia del caso anterior, se muestra la influencia de la conductividad térmica
y su dependencia con la temperatura. Esto debido a que la condiciéon de contorno se
encuentra en un rango donde se evidencia una variaciéon en la conductividad térmica.
De esta forma, se tiene que el problema de conductividad térmica dependiente de
la temperatura puede reducirse, por medio de la transformaciéon de Kirchhoff, a un
problema ya conocido que puede ser resuelto numéricamente por el método desarrollado

en el capitulo anterior.
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Capitulo V

Conductividad térmica con

dependencia radial

En este capitulo se busca resolver el tercer y ultimo caso planteado en la seccion
[1.2] El problema se centra en hallar una solucién numeérica a la ecuacion del calor en
estado estacionario y sin fuentes internas de calor, en una placa circular de radio R
con CC de Dirichlet f(6). Lo particular de este capitulo es la conductividad térmica

con dependencia radial, k(r), de la placa. Esta descripcion se puede visualizar en la

Fig. 5.1}

Figura 5.1: Diagrama esquematico de una placa circular de radio R con CC de Dirichlet f(6)
y conductividad térmica con dependencia radial, k(r).

]

En esta situacion, se tiene que k es una funciéon de la variable r, por lo cual la

ecuacion a resolver es diferente a la de los capitulos anteriores. Segin la descripcion
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del problema, la ecuacion a resolver seria la Ec. (2.37)), resultando en
v (k(r)ﬁT) ~0. (5.1)

En este caso, se complica la obtenciéon de una solucién analitica general, puesto que
la forma de la ecuacion diferencial va a depender de la funcién conductividad térmica,
k(r). Por este motivo, la finalidad es obtener una solucién numeérica, basada en la
tercera hipotesis de la seccion , donde se propone usar un conjunto de materiales
de conductividad térmica constante. Para ello se resuelven diferentes casos particulares,
los cuales seran de gran importancia, ya que el método de solucién general es un acople

de los mismos.

5.1. Solucién analitica para un medio

En esta secciéon se aborda la resoluciéon de dos problemas, que presentan medios
de conductividad térmica constante. Estos problemas proporcionan una base para la
resolucion de los casos que involucren dos medios, los cuales se veran en secciones poste-
riores. Especificamente, se busca obtener las soluciones analiticas a la ecuacion del calor
en estado estacionario sin fuentes internas (ecuacion de Laplace para la temperatura),

en una placa circular (disco) y un disco anular (anillo).

5.1.1. Solucién en un disco

En este problema se resuelve la ecuacion de Laplace para la temperatura en un
disco de radio R y conductividad térmica constante, con condicién de contorno de

Dirichlet T'(R,6) = f(6). Como se puede visualizar en la Fig. [5.2]
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Figura 5.2: Diagrama esquematico de un disco de radio R con CC de Dirichlet f(0).

f(0) DN

Este problema fue resuelto en el capitulo [[I, por lo tanto no seré necesario realizar
el desarrollo completo. Entonces, de acuerdo a dicho desarrollo, la solucién general

para un disco es
T(r,0)=A+ Z [Cr™ cos(nf) + D,r"™ sen(nd)], (5.2)
n=1

donde A, C,, y D,, son constantes. Para obtener los valores de estas constantes y poder

completar la solucion, se emplea la condicion de contorno establecida f(#). Esto es
fl0)=A+ Z [C,R" cos(nb) + D, R" sen(nd)] . (5.3)
n=1

Al igual que en dicho capitulo, esta tltima ecuacion se reescribe de tal forma que sea

idéntica a la expansion de Fourier en senos y cosenos (Ec. [2.54)),

o0

f(0) = % + Z [, cos(n) + [, sen(nh)]. (5.4)

De esta manera, las constantes «g, o, v [, pueden calcularse por medio de las Ec.

(3-35) v (3.36). De este modo, es posible determinar los coeficientes de la solucion
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general, a partir de

A = 040/2
C,R" = an, (5.5)
D,R" = pj,.

5.1.2. Solucién en un anillo

En este problema se resuelve la ecuacion de Laplace para la temperatura en un
anillo de radio interior R;, radio exterior Ry y conductividad térmica constante, con
condiciones de contorno de Dirichlet, T(R;,0) = f1(0) v T(R2,0) = f2(0). Como se
puede visualizar en la Fig. [5.3]

Figura 5.3: Diagrama esquematico de un anillo de radio interior R; y radio exterior Rg, con
condiciones de contorno de Dirichlet, T'(R1,0) = fi1(0) y T(R2,6) = f2(0).

f2(0) ‘\

[

El procedimiento para obtener la solucién analitica al problema en un anillo es
similar al del disco. La diferencia para este problema es que no se anulan términos
de las soluciones, ya que en el caso del disco se analiza la situacion cuando r — 07,
mientras que para el anillo no se presenta esta condicion. De acuerdo a esto, la solucién

general para un anillo es
T(r,0) = A+ Bln(r) + Z [(Cpr™ 4+ Enr™") cos(nf) + (Dpr™ 4+ Fpr ") sen(nf)],  (5.6)
n=1

donde A, B, C,, D, E, y F}, son constantes. Para obtener los valores de estas constan-

tes y completar la solucion se deben emplear las condiciones de contorno f1(0) y fa(6).
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Entonces, partiendo por la condicién de contorno correspondiente al radio interior Ry,

se tiene

f10) = A+ BIn(R1) + Y [(CuRY + EoRT™) cos(nd) + (DnRY + FoRy™) sen(nf)] . (5.7)

n=1

Esta ecuacion, puede reescribirse para que sea idéntica a la expansion en senos y

cosenos,
1 o0
f1(0) = % - ; [y, cos(nb) + B} sen(nf)] . (5.8)

Donde o, o) y 8! son constantes, para las cuales el superindice indica que estos valores

corresponden a la condicion de contorno f;(6). Estas constantes pueden calcularse por

medio de las Ec. (3.35)) y (3.36)). De esta forma, se tiene el siguiente conjunto de

ecuaciones
A+ BIn(R) = a}/2
C,RY+ E,R]" = a; (5.9)
D,R}+ F,R{" = 6}1.

Considerando que el indice n toma una cantidad finita de términos, se tendria un
sistema de 2n + 1 ecuaciones para un total de 4n + 2 incognitas. Por ello, es necesario

continuar con la condicién de contorno correspondiente al radio interior Ry, con la cual

se obtiene
f2(0) = A+ BIn(R2)+ Y [(CuRY + EnRy™) cos(nf) + (D Ry + F,Ry™) sen(nf)] . (5.10)
n=1

Para luego reescribir la ecuacion de forma idéntica a la expansion de Fourier en senos

Y COSenos,
2 o0
f2(0) = % + ; (o2 cos(nb) + B2 sen(nf)] . (5.11)

Donde a3, o2 y 2 son constantes, para las cuales el superindice indica que estos valores

corresponden a la condicién de contorno f5(#). Estas constantes pueden calcularse por

79



medio de las Ec. (3.35) y (3.36), brindando las siguientes ecuaciones

A+ BIn(Ry) = a}/2
C.Rp + E,R," = o (5.12)
D.Ry + F,R;™ = p2.

Con esto tltimo se tendrian 2n+ 1 ecuaciones adicionales para el sistema, que constaria
de 4n + 2 ecuaciones para un total de 4n + 2 incognitas (A, B, Cy, D,,, E, y F,). De

esta forma se tendria un sistema consistente para obtener los coeficientes de la solucién

general,
([ A4+ BW(R) = al)2
A+ BIn(Ry) = a2/2
C.R"+ E,R[" = ol (5.13)
DR+ F,R{" = f!
C.Ry + E,R;" = a2
| DnR3 + FuRy™ = B2,

5.2. Solucién analitica para dos medios

En la seccion anterior, se obtuvieron soluciones analiticas a la ecuacion del calor
estacionaria en un medio de conductividad térmica constante, especificamente para el
caso de un disco y el de un anillo. En esta seccion se busca ampliar el analisis al con-
siderar la presencia de dos medios en contacto, cada uno con su propia conductividad
térmica constante. Esta nueva configuracion es una pieza fundamental en la hipotesis
planteada para la solucién numeérica del problema principal. Por este motivo se busca
resolver de forma analitica tres problemas particulares que involucren dos medios en
contacto. Primero se tendra un problema unidimensional, que ayudaréd a entender co-
mo resolver estos casos de dos materiales (medios). Luego se tendréa el problema de dos
anillos, y por ultimo el problema de un disco y un anillo. El resolver estos problemas
de forma analitica permitird entender mejor el problema y brindara una secuencia en

el proceso de obtener una solucién numeérica.
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5.2.1. Problema unidimensional

Como se mencioné anteriormente, con la finalidad de entender como se resuelven los
problemas que involucran dos materiales en contacto, se plantea resolver un problema
unidimensional. El problema consiste en obtener la distribuciéon de temperaturas en un
sistema de dos materiales de conductividades térmicas constantes, sin fuentes internas
y en estado estacionario. Considerando que estos materiales se encuentran en contacto
térmico perfecto (seccion . El sistema total presenta una longitud L y el primer
medio una longitud L. En los extremos del sistema se tienen condiciones de contorno
de Dirichlet, T(x = 0) =T, y T(x = L) = T,.. Esta descripcion se puede visualizar en
la Fig. 5.4

Figura 5.4: Diagrama esquemaético del problema unidimensional para dos materiales de con-
ductividades térmicas diferentes, con condiciones de contorno de Dirichlet T; y T;..

T 1,

Debido a que cada material presenta una conductividad térmica constante, es po-
sible estudiar cada material por separado. Es decir, se puede resolver la ecuacion de
Laplace unidimensional para cada material, y luego se debe tener en cuenta las condi-

ciones de interfase.

Solucion en el primer material. Se considera al material que se se extiende de 0

a Lo y de conductividad térmica k;. Se resuelve la ecuacion de Laplace unidimensional

02
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Cuya solucion es

Ty(z) = Az + B, (5.15)

donde A y B son constantes. Luego, teniendo en cuenta que la condicién de contorno
para este material es 7(0) = T}, se deduce que B = T;. Por ello, la funcion 7Ti(z) se
reescribe como

Ti(z) = Az + 1. (5.16)

Solucion en el segundo material. Se considera al material que se se extiende de

Lo a Ly de conductividad térmica ks. Se resuelve la ecuaciéon de Laplace unidimensional

92
Cuya solucién es
Ty(z) =Cx + D, (5.18)

donde C'y D son constantes. Considerando la condiciéon de contorno para este material

T(L) =1T,, se deduce que D =T, — CL. Por esto, la funcion T5(z) se reescribe como

Ty(x) =Cax+ 1T, — CL. (5.19)

Condiciones de interfase. Ahora se debe tener en cuenta las condiciones para
el caso ideal de contacto térmico perfecto entre dos superficies, visto en la seccion [2.4]

Entonces, aplicando la condicién de continuidad del flujo térmico en la interfase,

(5.20)

kA = kyC. (5.21)

De esta forma se tiene que una constante de la funcién de temperatura de un medio,

es proporcional a una constante de la funcién temperatura del otro medio,

Ma_e (5.22)
ka
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Luego, al aplicar la condiciéon de continuidad de la temperatura, se tiene

Ti(Lo) = Tz(Lo) (5.23)

AL+ T, = C(Ly—L)+T,. (5.24)

Donde al reemplazar la relacién obtenida anteriormente,

ALy + 1T, = %A(LO —L)+T, (5.25)
2
A
2
A —@i=T) (5.27)

Con esto, se obtiene la constante C,

—ki(Ti —T))

C= .
ki(L — Lo) — kaLg

(5.28)

Una vez que se tienen las constantes correspondientes, se reemplazan para obtener

las funciones temperatura de cada material. Previo a ello, se define la constante p,

(T, - T,)

= ) 5.29
H= %L — Lo) — kLo (5.29)
Finalmente, la distribucion de temperaturas, esta dada por
—kopx + T; ; 0<a< Ly
T(zx) = (5.30)

ke —L)+T, ; Li<zxz<L.

5.2.2. Problema de un disco y un anillo

El problema consiste en obtener la distribucién de temperaturas en estado estacio-
nario, en un sistema de dos materiales de conductividades térmicas diferentes, donde

no se presentan fuentes internas de calor. La configuracion de los materiales es un disco
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de radio r4 = a y conductividad térmica k1, en contacto térmico perfecto con un anillo
de radio interior r; = a, radio exterior r, = b y conductividad térmica k,. Este sistema
presenta una condicion de contorno de Dirichlet, T'(b,6) = f(#). Esta descripcion del

problema se puede visualizar en la Fig. 5.5

Figura 5.5: Diagrama esquemético del problema de un disco y un anillo, de conductividades
térmicas diferentes, con condicion de contorno de Dirichlet f(8).

Q) DN

/>

Debido a que cada material presenta una conductividad térmica constante, es posi-
ble estudiar cada material por separado. En este caso, por la geometria del problema la
ecuacion a resolver es la ecuacion de Laplace en coordenadas polares en cada material,

y posteriormente tener en cuenta las condiciones de contorno e interfase.

Solucion en el primer material. Se considera al material de conductividad
térmica ki, es decir, el disco. La solucién a la ecuaciéon de Laplace en un disco se
obtuvo en la seccién Por ello, la funcién temperatura en el primer material esta
dada por N

Ti(r,0) = A' + Z [Chr™ cos(nb) + D, r" sen(nd)] . (5.31)

n=1
Donde A!', C' v D! son constantes, para las cuales el superindice indica que estos
) n n )

valores corresponden a la solucién en el primer primer material.

Solucion en el segundo material. Se considera al material de conductividad

térmica ko, es decir, el anillo. La solucion a la ecuaciéon de Laplace en un anillo se
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obtuvo en la seccion 5.1 Por ello, la funcion temperatura en el segundo material es

(o]
Ty(r,0) = A% 4+ B%In(r) —I—Z [(CfLr” + Egr_") cos(nd) + (DTQLT" + Fir_”) sen(nd)] . (5.32)
n=1
Donde A?, B2, C?, D?, E? y F? son constantes, para las cuales el superindice indica
que estos valores corresponden al segundo material. Ahora, se debe tener en cuenta

que para este material se tiene la condicion de contorno T'(b,0) = f(6), de esto se tiene

£(0) = A%+ B*In(b) + > _ [(Cob™ + E2b~") cos(nf) + (D2b" + F2b™") sen(nf)] . (5.33)

n=1

Similar al caso de un material, esto se puede reescribir de tal forma que sea idéntico

al desarrollo de Fourier en senos y cosenos. Esto es,

= % + Y [an cos(nd) + B, sen(nb)], (5.34)
n=1

donde los valores «y, a, ¥ 5, se pueden calcular, por medio de las Ec. (3.35)) y (3.36]).

Resultando el siguiente conjunto de ecuaciones

A2+ B?In(b) = /2
C2"+ B2 = a, (5.35)
D2p" + F20™ = 3.

Considerando que los indices n de las sumatorias, toman una misma cantidad finita
de términos, se tendria un sistema de 2n + 1 ecuaciones. Aunque teniendo en cuenta
la cantidad de constantes para las dos funciones de temperatura, se tiene un total de

6n + 3 incognitas.

Condiciones de interfase. Para los materiales en contacto de este problema, se
considera el caso ideal de contacto térmico perfecto, visto en la seccion Entonces,

aplicando la condicién de continuidad de la temperatura

Ti(a,0) = Tx(a, ), (5.36)
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reemplazando las soluciones obtenidas en las Ec. (5.31)) y (5.32)), resulta

Al + Z [Cha™ cos(nf) + Dpa"sen(nf)] = A*+ B*In(a)+
n=1

[(C2a™ + EZa™") cos(nb) + (D2a" + Fra™") sen(nd)] . (5.37)

n=1
Pasando a restar y agrupando, se tiene

[A' — A% — B*In(a)] + [(Cha™ — Cra™ — Era™") cos(nf)+
=1

n

(Dya™ — Dia" — Fia ") sen(nf)] = 0. (5.38)

De esta forma, debido a que el conjunto de funciones {1, sen(nf), cos(nd)} es linealmen-
te independiente, se deduce que los términos que acompanan a las funciones sen(nf) y
cos(nf), asi como el término independiente, deben ser igual a 0. Por lo cual, se obtiene

el siguiente conjunto de ecuaciones

A — A2+ B?’In(a) = 0
Cla® — C%a™ — E?p™ = 0 (5.39)
Dla" — D*a" — F?a™ = 0.

Con esto, se tendrian 2n + 1 ecuaciones adicionales para el sistema, con lo cual se
tendrian 4n + 2 ecuaciones para un total de 6n + 3 incégnitas. Ahora, aplicando la

condicion de continuidad del flujo térmico en la interfase

0T,
=g

r=a

—ky —2

= , (5.40)

r=at

reemplazando las funciones temperatura y derivando, se tiene

S ko B?

g [nk1Cpa"! cos(nf) + nkiDpa™ ' sen(nf)] = 22 4
a

n=1

Z [(nkoC2a™ ' — nksEra™ ") cos(nf) + (nkaD2a" — nkoF2a™" ") sen(nf)]. (5.41)

n=1
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Pasando a restar y agrupando

a

9 o9
B 0 [l — ko + b0 ) costa)
n=1

(kiDpa™ " = ko D2a"™ ' + ko Fa™ " ') sen(nf)] = 0. (5.42)

De esta forma, debido a que el conjunto de funciones {1,sen(nf), cos(nf)} es lineal-
mente independiente, se tienen términos que deben ser igual a 0. Por lo cual, se obtiene

el siguiente conjunto de ecuaciones

B? = 0
kflchLCLn_l — kQC’fLa"_l + kgEZa_"_l = 0 (543)
le}La”_l — kQDZa”_l + kzFfa_”_l = 0.

Con esto ultimo se tendrian 2n + 1 ecuaciones adicionales al sistema, que constaria de
6n + 3 ecuaciones para un total de 6n + 3 incégnitas. De esta forma se tiene un sistema

consistente para obtener los coeficientes de de las soluciones generales,

1 -1 (@ 0 0 0 0 0 o |fa] [ o]

0 -1 -ln() 0 0 0 0 0 0 A? /2

00 1 0 0 0 0 0 0 B2 0

00 0 an 0 -am 0 —a™ 0 cl 0

00 0 0 an 0 -am 0 - | DL =] 0 |. (5.44)
00 0 k™' 0 -ka™' 0 ka0 C? 0

00 0 0 k™' 0 k™' 0 kpa'| |D2 0

00 0 0 0 b 0 b 0 E? o

00 0 0 0 0 b 0 b F2 Bn

5.2.3. Problema de dos anillos

El problema consiste en obtener la distribucién de temperaturas en estado estacio-
nario, en un sistema de dos materiales de conductividades térmicas diferentes, donde
no se presentan fuentes internas de calor. La configuracion de los materiales es un

anillo de radio interior ri; = a, radio exterior ri, = d y conductividad térmica ki,
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en contacto térmico perfecto con otro anillo de radio interior r9; = d, radio exterior
r9e = by conductividad térmica k. Este sistema presenta dos condicones de contorno
de Dirichlet, T'(a,0) = f1(0) y T'(b,0) = f2(6). Esta descripcion del problema se puede
visualizar en la Fig. [5.0

Figura 5.6: Diagrama esquemético del problema de dos anillos, de conductividades térmicas
diferentes, con condiciones de contorno de Dirichlet f1(0) y f2(0).

f2(0) ‘\

£

Debido a que cada material presenta una conductividad térmica constante, es posi-
ble estudiar cada material por separado. En este caso, por la geometria del problema la
ecuacion a resolver en cada material es la ecuacion de Laplace en coordenadas polares,

y posteriormente tener en cuenta las condiciones de contorno e interfase.

Solucion en el primer material. Se considera al material de conductividad
térmica ki, es decir, el anillo de radio interior r1; = a y radio exterior ri. = d. La
solucion a la ecuacion de Laplace en un anillo se obtuvo en la seccion 5.1} Por ello, la

funcion temperatura en el primer material estd dada por

o0
Ti(r,0) = A4+ B In(r) —I—Z [(C}Lr” + E,llr_") cos(nd) + (D}LT" + FT}T‘_”) sen(nd)] . (5.45)
n=1
Donde A', B', C!, D! E! y F! son constantes, para las cuales el superindice indica
que estos valores corresponden al primer material. Ahora, se debe tener en cuenta que
para este material se tiene la condicion de contorno en el radio interior, T'(a, 0) = f1(0),
o0

f1(6) = A' + B'In(a) + Z [(Cha™ + Epa™™) cos(nd) + (Dya™ + Fya ") sen(nf)] . (5.46)

n=1
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Similar al caso de un material, esto se puede reescribir de tal forma, que sea idéntico

al desarrollo de Fourier en senos y cosenos. Esto es,

fi(0) = % + Z [y, cos(nb) + B} sen(nf)] . (5.47)

Donde los valores de o}, a} y 8} (el superindice indica que corresponden a la condicion
de contorno del primer material) pueden calcularse por medio de las Ec (3.35)) y (3.36)).

Resultando el siguiente conjunto de ecuaciones

A+ B'ln(a) = «a}/2
Cla" + Ela™ = o} (5.48)
Dla™+ Fla™ = pl.

Considerando que el indice n de la sumatoria, toma una cantidad finita de términos, se
tendrian un sistema de 2n + 1 ecuaciones. Aunque aun falta la solucién en el segundo

material, hasta el momento se tienen 4n + 2 incognitas.

Solucion en el segundo material. Se considera al material de conductividad
térmica ks, es decir, el anillo de radio interior r; = d y radio exterior r5. = b. La
solucion a la ecuaciéon de Laplace en una anillo se obtuvo en la seccion |5.1] Por ello, la

funciéon temperatura en el segundo material esta dada por
Ty(r,0) = A% 4 B%In(r) —I—Z [(CfLr” + Egr_") cos(nd) + (DTQLT" + Fir_”) sen(nf)] . (5.49)
n=1

Donde A?, B2, C?, D?, E? y F? son constantes, para las cuales el superindice indica
que estos valores corresponden al segundo material. Ahora, se debe tener en cuenta que

para este material se tiene la condicion de contorno en el radio exterior, T'(b, 0) = f2(0),
f2(0) = A + BIn(b) + > _ [(C2" + E2b™") cos(nf) + (D2b" + F2b~") sen(nf)] . (5.50)

n=1

Similar al caso de un material, esto se puede reescribir de tal forma, que sea idéntico
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al desarrollo de Fourier en senos y cosenos. Esto es,

= % + Y [ay, cos(n) + B, sen(nh)] . (5.51)
n=1
Donde los valores de a3, o2 y 32 (el superindice indica que corresponden a la condicion

de contorno del segundo material) pueden calcularse por medio de las Ec. (3.35)) y

(3.36)). Resultando el siguiente conjunto de ecuaciones

A%+ B%In(b) = a3/2
C23"+ B2 = o (5.52)

n

D2 + F2h = 2

Considerando que el indice n de la sumatoria, toma la misma cantidad finita de tér-
minos a la solucién en el primer material, se tendrian 2n + 1 ecuaciones adicionales
al sistema. Teniendo en cuenta que con la solucién en este material la cantidad de
incognitas aumenta, el sistema tendria 4n + 2 ecuaciones, para un total de 8n + 4

incognitas.

Condiciones de interfase. Para los materiales en contacto de este problema, se
considera el caso ideal de contacto térmico perfecto, visto en la seccion [2.4] Entonces,

aplicando la condicién de continuidad de la temperatura
T (d7 9) = TZ(d> 9)7 (553)

reemplazando las soluciones obtenidas de las Ec. (5.45)) y (5.49)), resulta

A' 4+ B'In(d Z [(Chd™ + E,d™") cos(nb) + (D, d" + F,d ") sen(nf)] =

n=1

A+ B*In(d) + Y [(C2d" + E2d™") cos(nf) + (D2d" + F2d™") sen(nd)] . (5.54)
n=1
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Pasando a restar y agrupando, se tiene

[A' + B'In(d) — A* = B*In(d)| + Y _ [(Cad" + E}d ™™ — C2d" — E2d™") cos(nf)+

n=1

(Dpd" + Fpd™™ — D2d"™ — F2d™") sen(nd)]

(5.55)

De esta forma, debido a que el conjunto de funciones {1, sen(nf), cos(nd)} es linealmen-

te independiente, se deduce que los términos que acompanan a las funciones sen(nf) y

cos(nd), asi como el término independiente, deben ser igual a 0. Por lo cual, se obtiene

el siguiente conjunto de ecuaciones

A' + B'ln(d) — A + B*In(d) =
Cld"+ Eld™ — C2d" — F2d™" =

DLd" + Fld—™ — D2d" — F2d™" = 0.

(5.56)

Con esto, se tendrian 2n + 1 ecuaciones adicionales para el sistema, con lo cual serfan

6n + 3 ecuaciones para un total de 8n + 4 incégnitas. Ahora aplicando la condicion de

continuidad del flujo térmico en la interfase

T
:_1@2

ki —=
' r=d— 87”

or

)
r=d+

reemplazando las funciones temperatura y derivando, se tiene

[e o]

Z [(nkyCrd™™" — nky EYd™"") cos(nf) +
n=1

k, B n
d

(nkiDpd"~" — nkiF,d~""") sen(nf)] =

[e.e]

ko B? n
d

n=1

Z [(nkoC2d™™ — nky E2d™""") cos(nf) +

(5.57)

(nko DA™ — nko F2d" 1) sen(nf)] . (5.58)
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Pasando a restar y agrupando

9 _
d d

[lel ko B? >

(kiDpd" ' — kg Fyd" ™' — ko DZd" ' + ko F2d™ " 1) sen(nf)] = 0.

] + ) n[(MChd" " = ki Eyd ™" = kyCRd™ ' + ke ERd ") cos(nf)+
n=1

(5.59)

De esta forma, debido a que el conjunto de funciones {1,sen(nf), cos(nf)} es lineal-

mente independiente, se tienen términos que deben ser igual a 0. Por lo cual, se obtiene

el siguiente conjunto de ecuaciones

k’lBl — kQBZ = 0
Gl — kBN — k20 4 Ry E2d = 0
iDL — ke Fld — ey D2d" 4 ko F2d"' = 0.

(5.60)

Con esto ultimo se tendrian 2n + 1 ecuaciones adicionales al sistema, que constaria de

8n+4 ecuaciones para un total de 8n+4 incégnitas. De esta forma se tiene un sistema

consistente para obtener los coeficientes de las soluciones generales. Este sistema puede

expresarse de forma matricial como

Myxs  Osxs [ } [ ]
u — |V ;
N8><8 12x1 12x1

donde
u'=[A" A* B' B*> C, C: D, D E, E. F, F’],

vT:[aé/Q ag/2 0 0 o o2 B B 0 0 0 0},

n n

1 0 In(a) 0

0 1 0 In(b
. o |

1 —1 In(d) —In(d)

0 0 kq —ky

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

92



a” 0 0
0 b" 0 0 0 b 0 0
0
0

0 a” 0 0 0 an 0
0 0 b" 0 0 0 b
N — (5.65)
I - 0 0 d " 0 0
kd™ ckod™t 0 0 -kid™' ked™ 0 0
0 0 ar A 0 0 an dn
0 0 Kkid™' -kpd™ ! 0 0 ~kd™' kpd

5.3. Solucién numérica para dos medios en contacto

En la seccion anterior se hallaron las soluciones analiticas a tres problemas particu-
lares que involucran dos materiales en contacto. En dicha seccién se puede observar un
procedimiento que se repite en todos los casos, que consiste en determinar las solucio-
nes generales para cada material de conductividad térmica constante, considerando las
condiciones de contorno correspondientes, de ser el caso. Posteriormente se establecen
las relaciones entre las soluciones, por medio de las condiciones de interfase. Este enfo-
que proporciona una guia clara para abordar estos problemas de forma numérica. Por
este motivo, en esta seccién se busca resolver de forma numeérica los tres problemas
particulares de la seccion [5.2] que involucran dos medios en contacto. Eston son: el
problema unidimensional, el problema de dos anillos y por tltimo, el problema de un
disco y un anillo. Estos desarrollos serdn de gran importancia, puesto que el método

para resolver el problema principal es un acople de los mismos.

5.3.1. Problema unidimensional

Al igual que para las soluciones analiticas, con la finalidad de analizar el procedi-
miento numérico a seguir en los problemas posteriores, se plantea resolver el problema
unidimensional, descrito en la subseccion [5.2.1] A diferencia de la descripcion inicial,
convenientemente para el desarrollo numérico se va a considerar que los materiales pre-
sentan el mismo tamano. Con esto, se discretiza la variable longitudinal x en 5 puntos

(2o, T1, T2, T3 y T4) como se observa en la Fig. [5.7]
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Figura 5.7: Discretizacion de la variable longitudinal = en 5 puntos. Problema unidimensional
para dos materiales de conductividades térmicas diferentes, con condiciones de contorno de
Dirichlet T; y T;..

T T,

SN

i) Ty

De acuerdo al procedimiento observado en los desarrollos analiticos, primero se bus-
ca obtener las soluciones para cada material de conductividad térmica constante. Para
ello es necesario resolver la ecuacion que describe el problema, en este caso la ecuacion
de Laplace. Entonces, considerando una funciéon temperatura en cada material, se tiene
a T'(x) para el material de conductividad térmica k; y a T?(z) para el material de
conductividad térmica ko, donde los superindices en las funciones indican al material
que pertenecen. De esta forma, la ecuacion de Laplace a resolver es la siguiente

0? "

@T (x) =0, (5.66)
donde el indice g puede ser 1 o 2, dependiendo del material. Como se busca una soluciéon
numeérica, se aplican las aproximaciones por diferencias finitas centradas de segundo

orden, que se encuentran en la Tabla [2.3] De esto, al aplicarse la aproximacion en el

punto x = x;, se obtiene

1
-3 (Te, —2T7 +T}.,) =0, (5.67)

donde T%(r;+nh) =T}, .

Esta altima ecuacién sera aplicada solo en los puntos x1 y 3,
ya que los valores de temperatura en los puntos xy y x4 se conocen por la condicion de

contorno. Ademés, los puntos involucrados donde se aplica la ecuacion, tanto los puntos
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anterior y posterior al mismo, deben pertenecer al mismo material. Esto no se cumple en
el punto x5, debido a que pertenece a la interfase, donde en caso de aplicarse la ecuacion
se tomarian puntos que corresponden a diferentes materiales y que se encontrarian fuera
del dominio de las funciones temperatura T%(z). Entonces, aplicando la ecuaciéon en
los puntos mencionados, considerando al material que pertenecen, se tiene

T Ty —2T1+Ty = 0,

= (5.68)
vy TE—2T2+T? = 0.

Con esto, se tendria un sistema de 2 ecuaciones para un total de 4 variables (T}, Ty,
T3 y T3), ya que Ty y T# son valores conocidos por la condiciéon de contorno. Por lo
tanto faltarian dos ecuaciones adicionales para tener un sistema consistente. Luego,
se tiene en cuenta que para los materiales en contacto del problema, se considera el
caso ideal de contacto térmico perfecto, visto en la seccion 2.4 Entonces, aplicando la

condicién de continuidad de la temperatura, se tiene

Tl(fL’Q) = TQ(I‘Q) (569)
Ty =Ty (5.70)
T, — Ty = 0. (5.71)

Con esto se tendria 1 ecuacion adicional para el sistema, con lo cual serian 3 ecuaciones
para un total de 4 variables. Ahora, aplicando la condicién de continuidad del flujo

térmico en la interfase, se tiene

oTy
o 2L
L or

T

TR (5.72)

+
Tg

Cuando se intenta aproximar las derivadas por diferencias finitas centradas, surge la
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necesidad de usar puntos que no existen para las funciones. Esto es,

T 1 1

ol o T =T), = 55 (T =T, (5.73)
Z2

oT: 1 1

To | ~an T Th) = 5 (T -T), (5.74)

donde T} y T} corresponden a valores de temperatura en puntos que estan fuera
del dominio de cada funcién. Motivo por el cuél se busca otra forma de aproximar
numéricamente los flujos en la interfase.

Teniendo en cuenta que se busca una solucién en estado estacionario y que no hay
fuentes internas de calor, se puede deducir que para el caso unidimensional el flujo
térmico a lo largo de cada material es constante. De esta forma se tiene que el flujo
térmico en el punto x,, para el primer material, es igual al flujo térmico en el punto z;.
Asi mismo, el flujo térmico en el punto z,, para el segundo material, es igual al flujo
térmico en el punto x3. Por este razon, la condiciéon de continuidad del flujo térmico

en la interfase, para este caso unidimensional, puede reescribirse como

0Ty
ke, 221
rr

oT,

— —k
> ox

1

(5.75)

Z3

Donde, al aplicarse las aproximaciones por diferencias finitas centradas, se tiene

ky ko
7 (Ty —T,) = 7 (T - T3) (5.76)
kT + ko T2 = Iy T + ko T2, (5.77)

Con esto ultimo se tendria 1 ecuacion adicional al sistema, que constaria de 4 ecuaciones

para un total de 4 incognitas. De esta forma se tiene un sistema consistente para obtener
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los valores de temperatura en los puntos z;,

)
T+ T} = —T}
TV -T2 = 0
2 (5.78)
T + koT2 = Ky T) + ko T2
T2 —2T2 =  —T2.

Ahora, otra forma en la que se puede abordar el problema de la continuidad del
flujo térmico es el no considerar diferencias finitas centradas en la interfase. En cambio,
se plantea usar la aproximacion por diferencias finitas hacia atras para la derivada por
la izquierda, y la aproximacion por diferencias finitas hacia adelante para la derivada
por derecha, ambas de segundo orden. De acuerdo a esto, la condicion de continuidad

del flujo térmico quedaria expresada como

- % B = —ky % . (5.79)

ki | 1 ks 2 2 2
o7, (T2 = AT +3T)) L, = o (5377 +4T5, — Th) (5.80)
ki (Ty —AT! + 3Ty) = ko (=375 + 4T3 — T}) (5.81)
—4ki T + 3k Ty + 3koT5 — 4o T3 = — (kv Ty + koT7) (5.82)

Con esto tltimo, también se tendria 1 ecuaciéon adicional al sistema, conformando un

sistema consistente que permita obtener los valores de temperatura en los puntos x;,

;

—oT} + T} = ~Ty
T} — T2 = 0
20 (5.83)
AR T + 3k T + 3k T2 — Ako T2 = — (T} + koT?)
T2 — 217 = —T2.

\

Es asi que se presentan dos formas de abordar el problema en el desarrollo numérico
de la continuidad del flujo térmico. La primera resulta limitada, ya que solo puede

aplicarse para el problema unidimensional; mientras que la segunda resulta ser mas
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versatil, ya que no esta ligada a alguna particularidad. Por ello, esta tltima es la que

serd usada en los problemas posteriores.

5.3.2. Caso de dos anillos

En esta seccion se plantea resolver de forma numérica el problema de dos anillos
en contacto, descrito en la subseccion [5.2.3] A diferencia de la descripcion inicial,
convenientemente para este desarrollo numérico, se va considerar que ambos anillos
tienen el mismo ancho mdialﬂ. Con esto, similar al caso unidimensional, se discretiza

la variable radial r en 5 puntos (rg, r1, 79, 73 ¥ r4) como se observa en la Fig. .

Figura 5.8: Discretizacion de la variable radial r en 5 puntos. Problema de dos anillos de
conductividades térmicas diferentes, con condiciones de contorno de Dirichlet f1(0) y f2(6).

f2(0)

To
1
r2

T4

Siguiendo el procedimiento desarrollado anteriormente, corresponderia resolver la
ecuacion que describe el problema, en este caso la ecuacién de Laplace en coordenadas
polares. Entonces, considerando una funciéon temperatura en cada material, se tiene a
Ti(r, 0) para el material de conductividad térmica ky y a Ty(r, ) para el material de
conductividad térmica ks. Ademés, teniendo en cuenta la geometria de los materiales,
es posible realizar una expansion de Fourier a cada funcion temperatura (considerando

el método desarrollado en el capitulo . De esta forma, dichas funciones pueden

1Se va a denominar como ancho radial a la diferencia entre el radio exterior e interior del anillo
(disco anular).
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expresarse como

Z " (r)e™? (5.84)

m=—0oQ

o0
> (r)e™. (5.85)
m=—0oQ
Luego, se debe tener en cuenta que se resuelve la ecuacion del problema para cada
material. Por ello, reemplazando la funcién temperatura en la ecuacion de Laplace en
coordenadas polares, esta se reduce a una ecuaciéon diferencial para los coeficientes de

Fourier, que solo dependen la variable r. Esto es,

2 1d 2

g2 ) gt = % "(r) =0, (5.86)
d? 1d 2
U () + () = SR () =, (5.87)

Aplicando las aproximaciones por diferencias finitas centradas de segundo orden en el

punto r = r;, para cada ecuacion diferencial, se tiene

e K e L i E R
J
1 1 . -2 m? 1 1 m
) [ g e e
donde ¢™(r; + nh) = ¢\, v ¢¥™(r; + nh) = 7. Cada ecuacién se aplica sobre

los puntos del dominio que corresponde a la funciéon temperatura de cada material.
Considerando que el punto donde se aplica la ecuacién, asi como el anterior y posterior
al mismo, deben pertenecer al mismo material. Por ello, estas ecuaciones se aplican

sobre los puntos r; y r3 respectivamente. Esto es,

1 2 o1
ﬂ |:ﬁ - :| gb(] |:h2 - T’ :| ¢1 [hQ 2T1h:| ¢2 - 07
2 (5.90)
11 2 m 11
- m e m - - mo_
£ [h2 2r3h1 2 [hQ 7’%1% i [hZ - 2r3h} Vi
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Con esto, se tendria un sistema de 2 ecuaciones para un total de 4 variables (¢7", @5,
YEy ), ya que los coeficientes de Fourier ¢f' y ¥)" se conocen por las condiciones de
contorno. Por tal motivo, faltarian dos ecuaciones adicionales para formar un sistema
consistente. Luego, se tiene en cuenta que para los materiales en contacto del problema,
se considera el caso de ideal de contacto térmico perfecto, visto en la seccion [2.4]

Entonces, aplicando la condicién de continuidad de la temperatura, resulta

T1(r2,0) = Ta(r2,0) (5.91)

D et = e (5.92)

m

Pasando a restar y agrupando, se tiene

> (@5 =g e =0. (5.93)
m
De esta forma, debido a que el conjunto de exponenciales {exp(im#)} es linealmente
independiente, se deduce que los términos que acompanan a las exponenciales deben

ser igual a 0. Resultando,

¢y —vy" = 0. (5.94)

Con esto se tendria 1 ecuacion adicional al sistema, con lo cual serian 3 ecuaciones
para un total de 4 variables. Ahora, aplicando la condicién de continuidad del flujo

térmico en la interfase

o oT,
—ky | == ; , (5.95)
reemplazando las funciones temperatura, se tiene
2 > @ (r)e™ 2 > (e (5.96)
' or — ~ > or — . '
kY e Iomiy)| = > e 9 ymir) (5.97)
- or - - or N

T2
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Pasando a restar y agrupando

, 0 0
imo k‘ oam . ]{Z 7 ym —0. )
> [ o) =t (grem) | =0 (5.9%)
De esta forma, debido a que el conjunto de exponenciales {exp(im#)} es linealmente
independiente, se tienen términos que deben ser igual a 0. Esto es,
9 9 m _
(o <’"))T2 k(o) = (5.99

+
T2

En este punto se debe tener en cuenta lo desarrollado en el problema unidimensional
para este tipo de derivadas en la interfase de dos materiales, donde no es posible aplicar
aproximaciones por diferencias finitas centradas. Por este motivo se plantea usar la
aproximacion por diferencias finitas hacia atras para la derivada por la izquierda, y
la aproximacion por diferencias finitas hacia adelante para la derivada por la derecha,

ambas de segundo orden. De acuerdo a esto, la ecuacién anterior se expresa como

o (BT TV Sy
2h i 2h P ‘

y ya que h es un valor mayor a cero, se puede reescribir como
(k1)gp" + (—4k1)d" + (3k1)dy' + (3k2)by" + (—4k2)Ybs" + (k2)y)" = 0. (5.101)

Con esto ultimo se tendria 1 ecuaciéon adicional al sistema, que constaria de 4 ecuaciones
para un total de 4 incognitas. De esta forma se tiene un sistema consistente para obtener

los coeficientes de Fourier de indice m. Es decir, que para cada indice m se debe resolver
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el siguiente sistema lineal,

( 1 11, -2 m7 ., [1 17,
ol [ e e - o
o5 — vy = 0

(5.102)
(k1)gp" + (—4k1)d" + (3k1) g5 + (3k2)by" + (—4k2)Y5" + (k2)Yf" = 0

1 1 -2 m? 1 1
|y | =y | — |y = 0.
{lﬂ 2r3h} Yo't {h? r? } U5t [hQ * 2r3h} vi

Ahora, si se desea resolver un caso donde se tengan varios anillos (del mismo ancho

\

radial) en contacto, es posible aplicar este mismo método. La diferencia con el caso ya
resuelto, es que se tendria una cantidad de funciones temperatura igual a la cantidad de
anillos, aumentando asi el orden del sistema lineal obtenido. Con el objetivo de tener
una notaciéon méas compacta, es posible definir una funcion T'(r,6) que contenga al
mismo tiempo a las funciones T1(r, 0) y T5(r, 0). Esta nueva definicién permitira tener
un sistema lineal mas compacto. Para ello, se tendran en cuenta algunos detalles sobre
las funciones Ti(r,0) y Ts(r,0). Primero, cada funcién existe en un dominio diferente
de la variable r, debido a que corresponden a materiales de conductividades térmicas
diferentes, aunque presentan un punto comin por la condicién de continuidad de la

temperatura. Esto puede visualizarse en la Fig. [5.9]

Figura 5.9: Diagrama esquematico de los dominios de las funciones 77 y T5 en la variable
radial r, para un angulo fijo § = ¢. Donde T'(r) = T'(r, ).

T(r,e) ,
1>

Ty (r2,e) = Ta(ra, €)

T4

\
ﬁ

To T T2 T3 T4
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Esto, ayuda a notar que las funciones no tienen puntos en comun a excepcion
del punto ry. Segundo, un detalle que se puede obtener a partir de lo mencionado
anteriormente y de las expansiones de Fourier realizadas a las funciones, es que los
coeficientes de Fourier dependen del dominio de las funciones, ya que son estos los que
llevan la dependencia radial. De esta forma, los coeficientes de Fourier ¢™ y 4™ no
comparten puntos en comun, con excepcion del punto r,. Esto seréd de gran ayuda, ya
que al tener claro que las funciones temperatura, asi como los coeficientes de Fourier,
no presentan puntos en comun a excepciéon de uno, es posible expresar la solucién
de una forma general. Esto, con el objetivo de tener una notaciéon més compacta,
teniendo en cuenta la restriccion de los dominios. Entonces, se puede definir una funciéon
temperatura T'(r, 0) tal que

Ti(r,0); r € [ro,m]

T(r,0) = (5.103)
To(r,0); r € [ro,r4],

donde se cumple que T'(ry,6) = Ti(re,0) = Ty(re,6). Ademés, considerando que se

puede aplicar una expansion de Fourier a esta funcion, se tiene

T(r,0) = Z O™ (r)e™. (5.104)
De este modo, al considerar las expansiones de Fourier de las funciones Ti(r,0) y

Ty(r, 0), la funcion temperatura se puede expresar como

Z o™ (r)e™? v € [ro, o]
Z O™ (r)e™ = m:;oo (5.105)
= S 6n)em € lrard.

m=—00

Donde, se puede deducir que los coeficientes de Fourier son los que cargan la restriccion

103



del dominio. En general, se tiene que

oy =] O relbord (5.106)

W™ (r); r € [ro, T4l
Aqui también se cumple que "™ (ry) = ¢™(rg) = 1" (rg), por la definicion de la funcion.
La expresion ¢™(ry) = 1™ (rq), resulta ser una ecuacion del sistema lineal anterior,
la cual ahora podria omitirse. Es asi, que esta nueva forma de expresar la funciéon
temperatura 7'(r, §) puede reducir la cantidad de variables y ecuaciones en el desarrollo
numérico.

Por lo tanto, a continuaciéon se desarrolla el problema de dos anillos usando la
funcion temperatura 7'(r, @) definida anteriormente. Entonces, lo primero es considerar
los mismos puntos para la discretizacion de la variable radial r, como se muestra en
la Fig. [5.8] Posterior a ello, se resuelve la ecuacion de Laplace en coordenadas polares
para cada material, la cual se reduce a una ecuacién diferencial para los coeficientes
de Fourier. Que en general, es de la siguiente forma

d? 1d m?

g2 )+ o () = () = 0, (5.107)

donde ya se tiene claro que los coeficientes ¢™(r) van a depender del dominio en el
que se trabaje. Luego, aplicando las aproximaciones por diferencias finitas centradas

de segundo orden en el punto r = r;, se tiene

1 1 -2 m? 1 1
B I ——— | = 1
{lﬂ QWJ @i+ [hQ 7«32.] o7+ {fﬂ + 2rjh} @i =0, (5.108)

donde ¢™(r; +nh) = ¢y, A partir de ahora, se debe tener presente que no se puede
aplicar esta ecuacion en cualquier punto, debido a la ya mencionada restriccion del
dominio. Para esto, en la Fig. [5.10| se muestra una equivalencia de los coeficientes de

Fourier aplicados en los diferentes puntos de la discretizacion.
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Figura 5.10: Representacion esquemética de la equivalencia de los coeficientes de Fourier
aplicados en diferentes puntos de la discretizacion.

o r1 o T3 T4
e p——
¢(r) : %0 P1 ®2 - -
P(r) - - P2 Y3 Y4
o(r) : ©0 ©1 ©2 ©3 ©4

Esta representacion ayuda a visualizar en qué puntos de la discretizacion se puede
aplicar la ecuacion anterior, ya que los puntos considerados deben pertenecer al mismo
material, como se ha mencionado repetidas veces. De esta forma, la ecuacion puede

aplicarse en los puntos r; y 73, con lo que se obtiene

<
—

N R U DO Bt [FFUON IF SES U
- h?z  2rih o h? o} 1 hz = 2rh vz =

1 1 m+—2m2m+1+1 mo_
. P2 72 r% ¥3 s Yy = U

(5.109)

|
| —
<
o
|
[\~
>

Con esto, se tendria un sistema de 2 ecuaciones para un total de 3 variables (¢!, 5
y ©5"), ya que los coeficientes de Fourier ¢’ y ¢} se conocen por las condiciones de
contorno. Por ello, faltaria una ecuaciéon adicional para formar un sistema consistente.
En principio, falta considerar las condiciones de interfase, aunque en esta situacion ya
se cumple con la continuidad de la temperatura, debido a como se define la funciéon
T(r,0) (ademéas de reducir la cantidad de variables en el sistema). Por este motivo,

solo resta aplicar la condicion de continuidad del flujo térmico en la interfase

oT
TRy

T2

—ky —

o (5.110)

+
T2
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Reemplazando la funcién temperatura, se tiene

k1 % (Z gom(r)eim0> = ks % <Z wm(r)emw) (5.111)
Ky Zeime <§gpm(r)> = ks Zeime (%gpm(r)> (5.112)

Pasando a restar y agrupando

zm: eim? [kl <%gpm(r))r2 — ky <%gpm(r))r2+] =0. (5.113)

De esta forma, debido a que el conjunto de exponenciales {exp(im#)} es linealmente

independiente, se tienen términos que deben ser igual a 0. Esto es,

(Zor0) —m (L) -0 -

2 2

En este punto, al igual que en el procedimiento previo, se debe tener en cuenta que
no es posible aplicar las aproximaciones por diferencias finitas centradas para este tipo
de derivadas. Por este motivo se aplica la aproximaciéon por diferencias finitas hacia
atras para la derivada por la izquierda, y la aproximacion por diferencias finitas hacia
adelante para la derivada por la derecha, ambas de segundo orden. Con ello, la ecuacion

anterior se expresa Ccommo

ky 3¢ — 490;'”—1 + i, ke —ihs + 4%‘7;?11 — 3¢} ~0. (5.115)
2h j=2 2h j=2

y ya que h es un valor mayor a cero, se puede reescribir como
(k)ef + (—4k1) @ + (Bky + 3k2)h + (—4k2) @5 + (k2)gy" = 0. (5.116)

Con esto ultimo se tendria 1 ecuacion adicional al sistema, que constaria de 3 ecuaciones
para un total de 3 incognitas. De esta forma se tiene un sistema consistente para obtener

los coeficientes de Fourier de indice m. Es decir, que para cada indice m se debe resolver
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el siguiente sistema lineal,

O N P e T IR B S U R
2 2k |0 T B T T e )

(k1)@g 4+ (—4k1) @ + (3ky 4 3ka) bt + (—4ke) @y + (k2)f = 0 (5.117)

1 1 m+—2m2m+1+1 m_ 0
ST R TRl R R D E T o
Como se puede observar, esta forma de resolver el problema, da lugar a un sistema
lineal de menor orden. Esto sera de gran ayuda en el caso de tener varios anillos, como

se menciond anteriormente, ya que dicha disposicion formara parte de la solucion al

problema general del capitulo.

5.3.3. Caso de un disco y un anillo

En esta seccion se plantea resolver de forma numérica el problema de un disco y un
anillo en contacto, descrito en la subseccion [5.3.3] A diferencia de la descripcion inical,
convenientemente para el desarrollo numérico, se considera que el radio del disco es
igual al ancho radial del anillo. Con esto, similar a los casos anteriores, se discretiza la

variable radial r en 5 puntos (rg, 71, 79, 73 ¥ 74) como se observa en la Fig. [5.11]

Figura 5.11: Discretizacion de la variable radial r en 5 puntos. Problema de un disco y un
anillo de conductividades térmicas diferentes, con condicion de contorno de Dirichlet f(#).

f(9)
J

0
1
r2
T3
T4

En el desarrollo numérico para el problema de dos anillos, se mostraron dos formas

de solucion. En una se usan dos funciones temperatura, mientras que en la otra solo
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se usa una (aunque con ciertas consideraciones). La diferencia entre ambos métodos es
que una reduce el orden del sistema lineal obtenido, que para un caso méas complejo es
de gran ayuda. Por este motivo, se desarrolla este problema usando el segundo método

descrito en la subseccion anterior. Entonces, definiendo la funcién temperatura

o0

T(r,0)= Y @"(r)e™, (5.118)
m=—c0
tal que el dominio del coeficiente de Fourier ¢™(r), para r € [rg, 3] corresponde al
material de conductividad térmica k; y para r € [rq,74] corresponde al material de
conductividad térmica k. Para comprender esta forma de desarrollo, se debe tener en
cuenta las consideraciones y explicaciones dadas en la subseccion anterior.

A continuacion, se resuelve la ecuacién de Laplace en coordenadas polares para
cada material. Esta ecuacion se reduce a una ecuacion diferencial para los coeficientes
de Fourier. En general, es de la siguiente forma

d? 1d m?

Wgom('r’) + ar () — F%Om(r) =0. (5.119)

Luego, aplicando las aproximaciones por diferencias finitas centradas de segundo orden

en el punto r = r;, resulta

1 N . -2 m*] . [1 Ll
ﬁ — M ¥i-1 + 75 F P + ﬁ + m Pjr1 = 0, (5'120)
J

J

donde @™ (r;+nh) = @' - En este punto, se debe recordar que esta ecuacion no puede
aplicarse en cualquier punto, ya que todos los puntos considerados deben pertenecer al

mismo material. Por esto, la ecuacion puede aplicarse en los puntos r; y r3, obteniendo

=

1 1 m -2 m* 1 1 m

o [ﬁ_ﬂ}%+[ﬁ_r_%]%+{ﬁ+ﬂ}% -0
1 1 m -2 m?*l . 1 1 m

L {ﬁ_%}%+{ﬁ_r_§]%+[ﬁ+%}% -

Con esto, se tendria un sistema de 2 ecuaciones para un total de 4 variables (¢, ¢,

(5.121)

=
w
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O v ©5"), ya que el coeficiente de Fourier ¢}* es conocido por la condicién de contorno.
Por esto, faltarian dos ecuaciones adicionales para formar un sistema consistente. El
problema surge en el punto ry, donde no se puede aplicar la ecuacion anterior debido a
que se tendria un valor indefinido. Por este motivo, se va a considerar la aproximacion
planteada en el capitulo [[I]l Dicha aproximacion relaciona los coeficientes de Fourier

oy o, por medio de

g = amep?, (5.122)

donde
4; mmod4 =0
Oy = (5.123)
0; m mod 4 # 0.
Con esto se tendria 1 ecuacion adicional al sistema, con lo cual serfan 3 ecuaciones para
un total de 4 variables. Ahora, faltaria considerar las condiciones de interfase, aunque

en este caso ya se cumple con la continuidad de la temperatura. Entonces, solo resta

aplicar la condicién de continuidad del flujo térmico en la interfase, el cual se reduce a

(20) —n (L) -0 28

2 2

Luego, se aplica la aproximacion por diferencias finitas hacia atras para la derivada por
la izquierda y la aproximacion por diferencias finitas hacia adelante para la derivada

por la derecha, ambas de segundo orden. Con ello, la ecuaciéon anterior se expresa como

” 3ot — 4Pl + @ity h —¢Te 40T — 39T
2h i 2h

) = 0,  (5.125)

y ya que h es un valor mayor a cero, se puede reescribir como
(k)ef + (—4k1) @t + Bk + 3ka)h + (—4k2) @5 + (k2)gy" = 0. (5.126)

Con esto ultimo se tendria 1 ecuaciéon adicional al sistema, que constaria de 4 ecuaciones

para un total de 4 variables. De esta forma se tiene un sistema consistente para obtener
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los coeficientes de Fourier de indice m. Es decir, que para cada indice m se debe resolver

el siguiente sistema lineal,

4pp — amepr” =0
Loy 22 m?) L ]
T G E R R VPR T R

(5.127)
(k1)@g 4 (—4k1) @l + (3ky 4 3ka) ' + (—4ke) @y + (k2)f = 0

Lo Y e (22 mf) e L ]
2 2k |2 T e T T R T T

5.4. Solucién numérica

El método que se plantea para resolver el problema principal, descrito al inicio del
capitulo, se basa en la hipotesis planteada en la seccion Para ello se va a considerar
la placa circular de radio R como la unién de diferentes materiales en contacto térmico
perfecto. La configuracion de los materiales consta de un disco central y varios anillos,
como se puede observar en la Fig. [5.12] donde convenientemente para el desarrollo
numeérico se va a considerar que tanto el radio del disco como el ancho radial de los
anillos van a ser iguales. Ademas, todos estos materiales presentan una conductividad
térmica constante, pero que es diferente entre ellos.

Figura 5.12: Diagrama esquematico de un disco y varios anillos en contacto, para modelar

una placa circular de conductividad térmica con dependencia radial. Placa circular de radio
R con condicion de contorno de Dirichlet f(6).

1)+~
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Este planteamiento permite modelar la dependencia radial de la conductividad tér-
mica k(r) para una placa circular, ademéas de admitir diferentes tipos de funciones que
representen dicha dependencia. Si se asume este planteamiento, donde cada material
tiene una conductividad térmica constante y diferente, la conductividad térmica de la

placa estara representada por una funciéon escalonada, como se puede observar en la

Fig. [5.13,

Figura 5.13: Diagrama esquemético de la conductividad térmica, representada por una fun-
cion escalonada, debido al modelo planteado.

k(r)s

I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
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I I I
I I |

Ademés, si en este planteamiento se consideran muchos anillos, también seria po-
sible modelar una dependencia continua de la conductividad térmica. Ya que si se
consideran pocos materiales, como se puede observar en la Fig. [5.14] el perfil de la con-
ductividad térmica no se ajusta a la funcién a considerar. En cambio, al aumentar el
ntmero de anillos, el perfil se acerca mas a la funcién esperada. De esto se puede notar
que para mejorar la aproximacion a una conductividad térmica continua, se necesitaria

anadir mas anillos, ya que en este planteamiento solo se requiere un disco central.
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Figura 5.14: Diagrama esquemético de como se aproxima la conductividad térmica, conside-
rando varios materiales, a una funcién continua.

k?(’l") A
Ar Ar Ar Ar I
R
k?(?“) A
AT%AI“%AT%AT%AT%AT%AT%AT%A'I’%AT%AT%AT% I
R

Hasta este punto se ha planteado el modelo para aproximar la dependencia radial
de la conductividad térmica, la cual sera usada para resolver el problema central del ca-
pitulo. Dicho problema consiste en resolver la ecuacion del calor en estado estacionario
y sin fuentes internas de calor. Donde para una conductividad térmica con dependencia

radial, la ecuacion es la siguiente
v (k(r)ﬁcr) ~0. (5.128)

Al considerarse el modelo para aproximar la dependencia radial de la conductividad
térmica, se tienen diferentes materiales de conductividad térmica constante. De esta

forma, el problema consistiria en resolver de forma numérica la ecuacién de Laplace
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para la temperatura 7; en cada material de conductividad térmica k;, esto es
V2T; = 0. (5.129)

Cuyas soluciones deben acoplarse por medio de las condiciones de interfase, ademas de
considerarse la condicién de contorno y asi obtener una solucién al problema. Por este
motivo se realizaron los anéalisis previos (dos anillos en contacto, y un disco y un anillo
en contacto), puesto que el método para resolver el problema es un acople de los casos
ya mencionados. Por lo tanto, es necesario revisar la seccion para comprender el
desarrollo a continuacion.

Como se mencioné al inicio de la seccion, tanto el radio del disco como el ancho
radial de los anillos son iguales. Con esto, y asumiendo que en total se tienen n mate-

riales, se discretiza la variable radial r, similar a los anéalisis previos, como se muestra
en Fig. [5.15]

Figura 5.15: Discretizacion de la variable radial r» en 2n + 1 puntos. Problema de un disco y
varios anillos de conductividades térmicas diferentes.

T2n
A continuacion, se define la funciéon temperatura
T(r,0) = Z " (r)e™?, (5.130)

tal que el dominio del coeficiente de Fourier ¢™(r), para r € [ro;_o,79;] corresponde

al material de conductividad térmica k;, donde i = 1,2,3,...,n. Ahora, se resuelve
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la ecuacion de Laplace en coordenadas polares para cada material. Dicha ecuacion se
reduce a una ecuacion diferencial para los coeficientes de Fourier. En general, es de la
siguiente forma

2 . 1d m?

— " (r)+ ——"(r) = —¢"(r) = 0. 5.131

e (r) ()~ T (r) (5131)
Luego, aplicando las aproximaciones por diferencias finitas centradas de segundo orden

en el punto r = r;, resulta

Lo Lom [ 22omm (L L) m g (5.132)
h2  2r;h Pj-1 h2 TJZ ®j h2 ok Pit1 =Y .

J

donde ¢™(r;+qh) = @', En este punto, se debe recordar que esta ecuacion no puede
aplicarse en cualquier punto, ya que todos los puntos considerados deben pertenecer
al mismo material. Por este motivo, la ecuaciéon puede aplicarse en los puntos ry;_;
(puntos impares), con lo cual se tendria un sistema de n ecuaciones para un total de
2n variables (¢, ©1", @5, ..., ¢4 _1), ya que el coeficiente de Fourier ¢4, es conocido
por la condicién de contorno. Por ello, faltarian n ecuaciones adicionales para formar
un sistema consistente. Debido a que en el punto ry no se puede aplicar la ecuacion
anterior, se considera la aproximacién que relaciona los coeficientes de Fourier ¢f" y

©7", por medio de

dpg' = amept’, (5.133)
donde
4; mmod4=0

. (5.134)
0; m mod 4 # 0.

Ay =
Con esto se tendria 1 ecuacion adicional al sistema, con lo cual serian n + 1 ecuaciones
para un total de 2n variables. Ahora, faltaria considerar las condiciones de interfase,
aunque ya se cumple con la continuidad de la temperatura. Entonces, solo resta aplicar
la condicion de continuidad del flujo térmico en las interfases de los materiales,

oT

= —kjn1 5 -

sz

or
—k; =

: (5.135)

+
7"2].
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donde j = 1,2,3,...,n— 1. Reemplazando la funcién temperatura, la ecuacion se

reduce a

b (50" 0) ko (Gre0) =0 (5.136)

2j 2j
Luego, se aplica la aproximaciéon por diferencias finitas hacia atras para la derivada
por la izquierda y hacia adelante para la derivada por la derecha, ambas de segundo

orden. Con ello, la ecuacion anterior se puede reescribir como

(kj)pa; o+ (—4k;)n: 1+ (3kj+3kjp1) w5+ (—4kj1) i1 + (ki) @hie = 0. (5.137)

Con esto ultimo se tendrian n— 1 ecuaciones adicionales al sistema, que constaria de 2n
ecuaciones para un total de 2n variables. De esta forma se tiene un sistema consistente
para obtener los coeficientes de Fourier de indice m. Es decir, que para cada indice m

se debe resolver el siguiente sistema lineal,

¢

dogt — ampl” = 0
i _ L m + ;2 _ m72 m + i + 1 m — 0
AT RN Pl R PRI T R -
(k1) + (—4k1) @ 4 (3ky + k)@ + (—4ka) @ + (ko) = 0
(5.138)
i _ L m + ;2 _ m72 m + i + 1 m — 0
h2 2rsh| ? 25| T 2 T 2ngn A -
B2 2rgn 1h Pon—2 72 r%n—l Pon—1 T Pon = .

Debido a que, en general, los coeficientes de Fourier 7" son complejos, el sistema lineal
de ecuaciones es complejo. Por este motivo, se aplica el método descrito en la seccion
2.8 el cual resulta en un sistema lineal real, que puede ser resuelto numéricamente
mediante el método SOR. Con esto se obtendria un conjunto de coeficientes, que serfan
reemplazados en la Ec. . Se debe tener en cuenta que para cada indice m se
debe resolver un sistema lineal, aunque es posible reducir el céalculo para valores de

m > 0, debido a que T'(r,0) es una funcion real y se cumple que ;™ = 7" De este
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manera, la Ec. (5.130)) se reescribe como
T(r;,0) = ¢) + Y ()™ + @pre™). (5.139)
m=1

Por razones computacionales, la sumatoria anterior no puede ser evaluada hasta el
infinito. En consecuencia, es necesario truncar esta sumatoria en m hasta un valor

predeterminado m,,... Esto es,

Mmaxzx

T(r;,0) = ¢) + Z ((,0}”6”‘0 + @?*e‘ime) . (5.140)
m=1

De esta forma se restringe la cantidad de sistemas lineales a resolver. Y con ello,
es posible obtener la temperatura en diferentes puntos, a lo largo de los diferentes

materiales.

5.5. Analisis de soluciéon

En la secciéon anterior se ha descrito el método numérico desarrollado a partir
de la hipoétesis propuesta. Este método de solucion se implementd en un programa en
Fortran 90 denominado LSPC-2, desarrollado integramente en este trabajo y disponible
en Github (Carreno, 2024b). Este programa brinda la distribucién de temperaturas en
una placa circular de radio R = 1, con una condicién de contorno de Dirichlet f(6) y
una conductividad térmica con dependencia radial k(r), las cuales deben ser ingresadas
antes de ejecutar el programa. Al ejecutar LSPC-2 para obtener la solucion al problema,
es necesario indicar los parametros establecidos en el método, los cuales son el valor
de truncamiento de la sumatoria m,,,, y el nimero de materiales considerados n. Para
cada par de parametros indicados se obtiene una solucion, la cual puede representarse
en un mapa de calor.

Para mostrar las soluciones y notar como afecta que la conductividad térmica pre-
sente una dependencia radial, adicional al mapa de calor de la solucién, se muestra

un perfil de temperatura a lo largo del radio para un angulo fijo (en este caso se va a
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considerar 90°). Por esto, se presentan las soluciones para 3 condiciones de contorno
diferentes, donde se analizan diversas funciones de conductividad térmica. Dichas fun-
ciones son de prueba, ya que no necesariamente modelan la conductividad de algin

material real.

5.5.1. Solucién para una CC constante

En esta seccion, se obtiene la solucién numérica a partir de una condiciéon de con-
torno constante, fo(#) = 20. Sin embargo, para facilitar una comparacion de resulta-
dos, también se presentaré la soluciéon numeérica al problema de conductividad térmica
constante, visto en el capitulo para la misma condicién de contorno fo(6). De esta
manera, se podra observar el efecto de una conductividad térmica con dependencia
radial. La Fig. muestra el mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC
con los pardametros n, = 30 ¥ Myuqe: = 10. Ademas, se muestra el perfil de temperatura

radial para un angulo fijo de 90°.

Figura 5.16: Solucion numérica al problema de conductividad térmica constante, conside-
rando los pardmetros n, = 30, Mmqr = 10 y la condicién de contorno fo en la ejecucion del
programa LSPC. (a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura radial en un dngulo fijo de 90°.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura.

Para la solucion numérica al problema del capitulo, se utilizara la conductividad

térmica con dependencia radial, dada por,

ky(r)=7r"+0.1. (5.141)
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Esto representa una placa circular en la que su conductividad térmica aumenta con-
forme se aleja del centro. La Fig. |5.17 muestra el mapa de calor obtenido al ejecutar
el programa LSPC-2 con los parametros n = 10 y my,., = 10. Ademaés, se muestra el
perfil de temperatura radial para un angulo fijo de 90°, asi como el perfil de la funcion

conductividad térmica k.

Figura 5.17: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 10, muq = 10, condicién de contorno fo y conductividad
térmica k;(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor. (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un dngulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica k.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y k.

En este caso se observa que el perfil de temperatura para una conductividad térmica
con dependencia radial no cambia respecto al de una conductividad térmica constan-
te. Y para entender mejor por qué no hay un efecto de la conductividad térmica con
dependencia radial, se va a analizar un ejemplo. En este ejemplo se va a considerar la
evolucion temporal de la temperatura en la placa circular con condicién de contorno
constante, el cual presenta una distribucién de temperaturas inicial no constante. Es
decir, que inicialmente, existe un gradiente de temperatura dentro de la placa circular.
Entonces, al tener esta condicion inicial, se debe tener en cuenta que se van a generar

flujos térmicos entrantes y/o salientes de la placa. Esto hace que, en el tiempo, la tem-
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peratura de toda la placa se modifique, menos en el contorno ya que ahi la temperatura
es fija. Ademaés, se tiene que recordar, en este caso la CC es constante y no establece un
gradiente de temperatura permanente en el tiempo, dentro de la placa. Por lo tanto, al
pasar el tiempo, los flujos dentro de la placa hacen que el perfil se estabilice y tienda

a una funcion constante (con el valor de la CC) en un estado estacionario.

5.5.2. Soluciones para la PCCD

En esta seccion, se obtienen las soluciones numéricas a partir de la PCCD, fp(0) =
sen(f). Sin embargo, para facilitar una comparacion de resultados, tabmién se presen-
tara la soluciéon numérica al problema de conductividad térmica constante, visto en
el capitulo para la misma condicion de contorno fp(6). De esta manera, se podra
observar el efecto de una conductividad térmica con dependencia radial. La Fig. [5.18
muestra el mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC con los parametros
Ny = 30 Yy My = 10. Ademas, se muestra el perfil de temperatura radial para un
angulo fijo de 90°.

Figura 5.18: Solucion numérica al problema de conductividad térmica constante, conside-

rando los parametros n, = 30, M = 10 y la condicién de contorno fp en la ejecuciéon del
programa LSPC. (a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura radial en un dngulo fijo de 90°.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura.

Para la solucion al problema del capitulo, se van a utilizar tres conductividades

térmicas con dependencia radial.
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1. Conductividad térmica k() = 0.1 + r°. La Fig. [5.19 muestra el mapa de
calor obtenido al ejecutar el programa LSPC-2 con los parametros n = 10y mq = 10.
Ademas, se muestra el perfil de temperatura radial para un angulo fijo de 90°, asi como

el perfil de la funcién conductividad térmica k.

Figura 5.19: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 10, muq, = 10, condicién de contorno fp y conductividad
térmica k;(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor, (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un angulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica k.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y k.

En este caso se observa que el perfil de temperatura para una conductividad térmica
con dependencia radial es diferente al de una conductividad térmica constante. Ademas,
se puede notar que cuando aumenta la conductividad térmica, el perfil de temperatura
presenta un menor gradiente, caso contrario de cuando disminuye la conductividad

térmica, donde el perfil de temperatura presenta un mayor gradiente.

2. Conductividad térmica kq(r) = 0.6 + 0.4 cos(37nr). La Fig. [5.20] muestra el
mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC-2 con los parametros n = 10 y
Mmae = 10. Ademas, se muestra el perfil de temperatura radial para un angulo fijo de

90°, asi como el perfil de la funcién conductividad térmica k.
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Figura 5.20: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 10, mq: = 10, condicién de contorno fp y conductividad
térmica ko(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor, (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un dngulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica ks.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y ks.

Se puede observar que a mayor conductividad térmica, el perfil de temperatura
presenta un menor gradiente, mientras que a menor conductividad térmica, el perfil de

temperatura presenta un mayor gradiente.

3. Conductividad térmica k3(r) = 0.6+0.4sen(37r—0.57). La Fig. muestra
el mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC-2 con los parametros n = 10
Y Mmaz = 10. Ademaés, se muestra el perfil de temperatura radial para un angulo fijo

de 90°, asi como el perfil de la funciéon conductividad térmica ks.
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Figura 5.21: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 10, mq: = 10, condicién de contorno fp y conductividad
térmica k3(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor, (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un dngulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica kj.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y k3.

Se puede observar que a mayor conductividad térmica, el perfil de temperatura
presenta un menor gradiente, mientras que a menor conductividad térmica, el perfil
de temperatura presenta un mayor gradiente. Como también se puede notar, el perfil
de la conductividad térmica resulta ser una funcién escalonada, pero si se aumenta el
numero de materiales el perfil se puede aproximar a una funciéon continua. Por ello, la
Fig. [5.22] muestra el mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC-2 con los
parametros n = 40 y M., = 10. Ademas, se muestra el perfil de temperatura radial

para un angulo fijo de 90°, asi como el perfil de la funcién conductividad térmica ks.
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Figura 5.22: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 40, Muq: = 10, condicién de contorno fp y conductividad
térmica k3(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor, (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un dngulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica kj.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y k3.

En este caso, se observa que efectivamente el perfil de la conductividad térmica se

aproxima a una funcién continua. Ademas, mejora el perfil de temperatura.

5.5.3. Soluciones para la SCCD

En esta seccion, se obtienen las soluciones numeéricas a partir de la SCCD, f5(0) =
(14 6?)sen(f). Sin embargo, para facilitar una comparacion de resultados, también se
presentara la soluciéon numérica al problema de conductividad térmica constante, visto
en el capitulo para la misma condicion de contorno fg(#). De esta manera, se podra
observar el efecto de una conductividad térmica con dependencia radial. La Fig.
muestra el mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC con los parametros
n, = 30 ¥ Myae = 10. Ademés, se muestra el perfil de temperatura radial para un

angulo fijo de 90°.
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Figura 5.23: Solucion numérica al problema de conductividad térmica constante, conside-
rando los pardametros n, = 30, Myq: = 10 v la condicion de contorno fg en la ejecucion del
programa LSPC. (a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura radial en un dngulo fijo de 90°.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura.

Para la soluciéon al problema del capitulo, se van a utilizar tres conductividades

térmicas con dependencia radial.

1. Conductividad térmica k;(r) = 0.1 + 75. La Fig. muestra el mapa de
calor obtenido al ejecutar el programa LSPC-2 con los parametros n = 10 y M4, = 10.
Ademas, se muestra el perfil de temperatura radial para un angulo fijo de 90°, asi como

el perfil de la funcién conductividad térmica k.
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Figura 5.24: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 10, M4 = 10, condicién de contorno fg y conductividad
térmica k1(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor, (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un dngulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica k.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y k.

En este caso se observa que el perfil de temperatura para una conductividad térmica
con dependencia radial es diferente al de una conductividad térmica constante. Se puede
notar que cuando aumenta la conductividad térmica, el perfil de temperatura presenta
un menor gradiente, caso contrario de cuando disminuye la conductividad térmica,

donde el perfil de temperatura presenta un mayor gradiente.

2. Conductividad térmica ky(r) = 0.6 + 0.4 cos(37r). La Fig. muestra el
mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC-2 con los parametros n = 10 y
Mmae = 10. Ademas, se muestra el perfil de temperatura radial para un angulo fijo de

90°, asi como el perfil de la funciéon conductividad térmica ks.
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Figura 5.25: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 10, M4 = 10, condicién de contorno fg y conductividad
térmica ko(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor, (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un dngulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica ks.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y k.

Se puede observar que a mayor conductividad térmica, el perfil de temperatura
presenta un menor gradiente, mientras que a menor conductividad térmica, el perfil de

temperatura presenta un mayor gradiente.

3. Conductividad térmica k3(r) = 0.6+0.4sen(37r—0.57). La Fig. muestra
el mapa de calor obtenido al ejecutar el programa LSPC-2 con los parametros n = 10
YV Mmae = 10. Ademaés, se muestra el perfil de temperatura radial para un angulo fijo

de 90°, asi como el perfil de la funciéon conductividad térmica ks.
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Figura 5.26: Solucién numérica al problema de conductividad térmica con dependencia radial,
considerando los parametros n = 10, M4 = 10, condicién de contorno fg y conductividad
térmica k3(r) en la ejecucion del programa LSPC-2. (a) Mapa de calor, (b) Perfil de tempe-
ratura radial para un dngulo fijo de 90° y funcién conductividad térmica kj.
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(a) Mapa de calor. (b) Perfil de temperatura y ks.

Se puede observar que a mayor conductividad térmica, el perfil de temperatura
presenta un menor gradiente, mientras que a menor conductividad térmica, el perfil de

temperatura presenta un mayor gradiente.

Luego de analizar los mapas de calor y perfiles de temperatura a dngulo fijo, se
pueden apreciar algunas similitudes. En los casos de conductividad térmica constante,
que representan las soluciones del capitulo[[TI], la condicion de contorno es el inico factor
que establece la distribucion de temperaturas. Para los casos de conductividad térmica
con dependencia radial (en los que la condicién de contorno no es una constante),
se observa una variaciéon en los perfiles a angulo fijo, respecto a las soluciones de
conductividad térmica constante. Esta variacion se puede apreciar en la Fig. [5.27
donde se presentan los perfiles de temperatura para los casos de conductividad térmica
constante y con dependencia radial. Ademés, se observa que la condicién de contorno

no es el tnico factor que establece la distribuciéon de temperaturas, ya que también
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depende de la conductividad térmica, como se observa en los perfiles de temperatura

a angulo fijo.

Figura 5.27: Perfil de temperatura radial para un angulo fijo de 90°, para la condicion de
contorno fp. (a) Problema de conductividad térmica constante, considerando los parametros
ny = 30, Mumar = 10 en la ejecucion del programa LSPC. (b) Problema de conductividad
térmica con dependencia radial, considerando los pardmetros n = 10, Myq, = 10 y k1(7) en
la ejecucion del programa LSPC-2.

(a) k constante. (b) k con dependencia radial.

Perfil para 6 =90° Perfil para 6 =90°
1.04 1.0

0.8 0.8 1

o
o
o
o

o
ES
s

Temperatura (T)
I
=

Temperatura (T)

0.2 0.24

0.0 0.0

T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Cuando se menciona a la conductividad térmica de un material, se hace referencia a
su capacidad para transferir el calor a través de él. A pesar de ello, cuando se resuelve el
problema estacionario para un solo material de conductividad térmica constante, esta
no tiene relevancia, ya que al ser constante queda fuera de la ecuaciéon. Por lo tanto,
cuando se aplica un gradiente de temperatura a un material, independientemente de
su conductividad térmica (siempre y cuando sea una constante), el resultado de la
distribuciéon de temperaturas es el mismo. En cambio, si se analiza un sistema de
diferentes materiales de conductividad térmica constante en contacto (que modela el
problema del capitulo), la conductividad térmica toma una gran relevancia como se
ha visto en los resultados. Esto es debido a una de las condiciones de interfase para el
contacto térmico perfecto, la cual establece la continuidad del flujo térmico. Es decir,
que el flujo térmico saliente de un material (/ﬁﬁTl) es igual al flujo térmico entrante
al material en contacto (kgﬁT »). Por este motivo, el gradiente de temperatura en cada
material es diferente, donde para una conductividad térmica baja se debe tener un

gradiente de temperatura grande y viceversa para que se cumpla con la igualdad.
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Conclusiones

= En el capitulo [[I| se revisaron los conceptos fisicos relacionados al transporte de
calor como son, por ejemplo, el flujo térmico, la ley de Fourier y la ecuacion
del calor. También se revisaron conceptos mateméticos como la expansion de
Fourier y los operadores diferenciales en coordenadas polares. Ademas se repasa
el método de diferencias finitas, asi como la forma de obtener la solucién a un

sistema lineal complejo.

= En el capitulo se presenta el problema de conductividad térmica constante,
para el cual se hall6 una solucién analitica, lo que permitié hacer una compara-
cion con la solucidén numeérica. Para esta soluciéon numérica, se propuso un método
que aplica la expansion de Fourier a la temperatura, el cual reduce la ecuacion
del calor de un problema bidimensional a uno unidimensional, donde luego es
posible aplicar el método de diferencias finitas. El desarrollo de este método si-
guié un proceso donde inicialmente se busco la solucion considerando 2 puntos en
la direccion radial, lo que permitié un mejor entendimiento y consolidacion del
método. Posteriormente se generalizo la solucion para n puntos en la direccion
radial. Este método desarrollado se implement6 en el programa LSPC, desarro-
llado en Fortran 90, el cual brinda la distribucién de temperaturas en una placa
circular. Por ultimo, el programa LSPC es validado haciendo un anélisis de erro-
res, donde se muestra el rango de valores para el cual el error esta acotado y

decrece apropiadamente.
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= En el capitulo [IV] se presenta el problema de conductividad térmica dependiente
de la temperatura, el cual resulté ser un problema no lineal que pudo ser resuelto
por medio de la transformaciéon de Kirchhoff. Dicha transformacién permitio
pasar de una ecuacion no lineal para la temperatura, a una ecuaciéon lineal para
una nueva variable. Esta ecuacion para la nueva variable es la expresion resuelta
en el capitulo[[TT], 1o que hace que pueda ser resuelto por el método ya desarrollado.
Con esta solucion de la nueva variable es posible retornar a la variable de interés,
la temperatura. Es asi que se puede resolver numéricamente el problema no lineal
por medio de una transformacién. Aunque no fue el iinico método probado, como

se detalla en el anexo [A] que muestra el primer intento de solucion del problema.

= En el capitulo [V| se presenté el problema de conductividad térmica con depen-
dencia radial. Para este problema se plante6 modelar la dependencia radial por
medio de un conjunto de materiales en contacto, los cuales presentan una con-
ductividad térmica constante, pero diferente entre ellos. En los capitulos previos
se usa un método que consta de aplicar la expansion de Fourier a la temperatura,
el cual ayuda a reducir el problema, es por ello que se desarrolla un método muy
similar al ya visto en el capitulo [[II, donde luego se aplica el método de dife-
rencias finitas. Este método desarrollado se implement6 en el programa LSPC-2
desarrollado en Fortran 90, el cual brinda la distribucién de temperaturas a lo
largo de estos materiales en contacto. Este modelo permite resolver problemas
donde la conductividad térmica es una funciéon escalonada, o aproximar el caso
de una funcién continua. Los resultados obtenidos se pueden agrupar en 4 casos
diferentes, donde se puede evaluar la influencia de la condicion de contorno (CC)

y la conductividad térmica (k).

1. CC y k constante.- En este caso, la conductividad térmica no tiene rele-
vancia en el problema (puesto que al ser constante queda fuera de la ecua-
cion). Entonces, ya que la CC no presenta un gradiente de temperatura, el

perfil de temperaturas es una constante.
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Figura 5.28: Solucion numérica al problema de conductividad térmica y condicion
de contorno constantes. Parametros de solucion dados en la Fig.

T(r,0) (°C)
22.0

215
21.0
20.5
20.0
19.5
19.0
18.5

18.0

2. CC constante y k con dependencia radial.- En este caso, tampoco
existe un gradiente de temperatura dado por la CC, por lo que el perfil de
temperatura sigue siendo constante y no se tiene influencia de la conducti-

vidad térmica con dependencia radial.

Figura 5.29: Soluciéon numérica al problema de conductividad térmica con depen-
dencia radial y condicién de contorno no constante fo. Pardmetros de soluciéon

dados en la Fig. [5.17]

T(r,6) (°C)
22.0

20.5
20.0
19.5
19.0
18.5

18.0

3. CC no constante y k constante.- En este caso el perfil de temperaturas
estd determinado por la CC dada. Donde para cada CC se tiene un perfil

diferente.
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Figura 5.30: Solucién numeérica al problema de conductividad térmica constante
y condicién de contorno no constante. Parametros de solucién dados en las Fig.

p18yp23

T(r,6) (*C)
1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

-0.25

-0.50

-0.75

-1.00

(a) Condiciéon de contorno fp.

T(r,8) (°C)

-15

-20

=25

(b) Condicion de contorno fg.

4. CC no constante y k con dependencia radial.- En este caso la CC
establece el gradiente de temperatura para generar el perfil, el cual se ve

afectado por las conductividades térmicas de los materiales considerados.
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Figura 5.31: Solucién numeérica al problema de conductividad térmica constante
y con dependencia radial, con condicién de contorno no constante fp. (a) Para-
metros de solucion dados en la Fig. [5.18/ (b) Parametros de solucion dados en la

Fig. p.19

Perfil para 6 =90°

T(r,0) (°C)
1.00

0.75
0.50
0.25

0.00

Temperatura (T)

-0.25

—-0.50

-0.75

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-1.00 r

(a) Conductividad térmica constante.

Perfil para 6 =90°

T(r,6) (°C)
1.00

0.75
0.50
0.25

0.00

Temperatura (T)

-0.25

—0.50

-0.75

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
—1.00 r

(b) Conductividad térmica con dependencia radial.
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Anexo A

Primer intento de solucidén

En este anexo se muestra el primer intento de solucién al problema de la conducti-
vidad térmica dependiente de la temperatura, planteado en el capitulo[[V] Este intento
de solucion se baso en aplicar la expansion de Fourier a la temperatura y la conduc-
tividad térmica, teniendo dos expansiones en una misma ecuaciéon. Posterior a ello,
se busca una relacion entre los coeficientes de cada expansion con el fin de reescribir
nuestra ecuacion en términos de una sola variable. Finalmente se desarrolla la ecuacion

para encontrar un sistema que permita obtener una solucién.

A.1. Aplicando la expansiéon de Fourier

Como se menciona al inicio del capitulo [[V] la ecuacion que describe el problema
planteado es la Ec. . En esta ecuacion se considera que la conductividad térmica
depende de la temperatura, lo que resulta en una ecuaciéon diferencial no lineal, por
lo cual no posee una soluciéon analitica. Por este motivo se propone un método para
obtener una solucién numérica, que sigue el enfoque usado en la seccion [3.2.1]

Antes de continuar con ello, es fundamental conocer cual es la dependencia que
presenta la conductividad térmica con la temperatura. En la seccién se presento un
caso particular donde la conductividad térmica k es proporcional a la raiz cuadrada
de la temperatura 7', dada en la Ec. . Si en esta expresion se reemplazan todos

los términos que se mantienen constantes por una constante B, la ecuaciéon se puede



reescribir como

k= BVT. (A.1)

De esta forma, ya es posible continuar con el desarrollo de una solucién. Como se
menciond anteriormente, el método propuesto seguira el enfoque de la secciéon [3.2.1]
Por este motivo, se plantea aplicar la expansion de Fourier tanto a la temperatura
como a la conductividad térmica. Esto debido a que, por la geometria del problema,
ambas funciones pueden expresarse en coordenadas polares, es decir, T'(r,0) y k(r,0),
las cuales deben ser periddicas respecto a la variable 6. De este modo las expansiones

resultantes son,

o0

T(r,0)= > T'(r)e", (A.2)

l=—00

oo

k(r,0) = > k"(r)em. (A.3)

m=—o0

Donde los coeficientes 7' y k son, en general, nimeros complejos. Ademas, estos co-
eficientes deben ser funciones de la variable r, ya que las funciones temperatura y
conductividad térmica dependen de dos variables y las expansiones se realizaron res-
pecto a la variable 6. Seguido a esto, corresponde reemplazar las expansiones de Fourier
en la Ec. para luego ser desarrollada. Debido a que este desarrollo resulta ser ex-
tenso, se encuentra en el anexo Finalmente la ecuacion luego de reemplazar las

expansiones de Fourier, se reduce a
2= | (10T OPTT PTY
0= g E E™ | - -
£ [ (7’ or * or? r? *

ok™ o1 B mlk™T"
or or r2

eimHGilG‘ (A4)




A.2. Relacion entre coeficientes

Al aplicar la expansion de Fourier se obtiene la Ec. , donde hay un coeficiente
de Fourier para cada funcion, teniendo hasta el momento dos conjuntos de variables
en la ecuacion. En esta seccién se busca reducir la cantidad de variables, por medio
de alguna relacion entre los coeficientes de la temperatura y conductividad térmica.
Para ello, como primer paso se aplica una expansion de Fourier a ambos términos de
la Ec. , que muestra la relacion entre la conductividad térmica y la temperatura,

resultando

i k™ (r)e = B i \//\Tm(r)eiw (A.5)

l=—00 l=—00

k™ = BVT | (A.6)
Realizando un cambio en la notacion de /T por C , se tiene
k™ = BC™. (A7)

De esta forma, se obtiene una relacion entre el coeficiente de la conductividad térmica
y el coeficiente de la raiz cuadrada de la temperatura, aunque esta no es la relacion
que se busca. Sin embargo, es una relaciéon importante, ya que se podria obtener una
relacion entre los coeficientes de la temperatura y la raiz cuadra de la misma. Entonces,
teniendo en cuenta la seccion [B.3 que muestra una expresion para el coeficiente de
Fourier del producto de dos funciones, en el caso del producto de la raiz cuadra de la

temperatura,

o0 —n—1—n

VTNT = Y VI V) (A8)

T'= Y " (A.9)



Con esto, se obtienen los coeficientes de Fourier de la conductividad térmica y la
temperatura en términos de un solo coeficiente de Fourier, de la raiz cuadrada de la

temperatura, C'. Reduciendo asi la cantidad de variables en la ecuacién a resolver. Por

ultimo, al reemplazar las Ec. (A.7) y (A.9) en (A.4), se tiene
1o 0% PP\
— )\ 7!
(7" or * or? 7"2) *

OBC™\ (OT"\ mi(BC™)(T")
or or 72

m - 18 62 l2 An Al—n
(BC™) Z(FE*%‘?>CC +

S S e

m=—00 [=—oc0

eimgeilg (A]_O)

-3 > |

m=—00 |=—o0 n=-—00
6Bém G a(é\nalfn) mlB m = An Al—n im8 _ilf
( o >nzzoo( o )— 5 C n;occ eI (A11)

Finalmente, la Ec. (A.4) se puede reescribir en funcion del coeficiente C, como
= = 62 l2 nYl— n
-y S Y (e g b e

m=—00 |=—00 N=—00
aém 6(6n6l7n) ml A An Al—n
(5) (15) - memeee

A.3. Analizando la ecuaciéon

Be™e (A.12)

En la seccion anterior se logré relacionar los coeficientes de Fourier para la tem-
peratura y conductividad térmica, por medio de un coeficiente comun C , obteniendo
la Ec. . Dicha ecuacion cuenta con tres sumatorias, donde las de indice m y [
corresponden a las expansiones de Fourier de la conductividad térmica y temperatura,
respectivamente. Se resalta este aspecto ya que la ecuacién presenta un producto de
exponenciales, debido a estas expansiones de Fourier, y este producto se puede agrupar

en una sola exponencial, donde se tendria la suma de estos dos indices. Y como los



exponenciales forman una base linealmente independiente, seria posible agrupar térmi-
nos de diferentes indices para un mismo elemento de la base. Por este motivo, y para
poder visualizar mejor los términos a agrupar, se define un término que consta de los

indices m y [, como se muestra a continuacion

o R 2 2 PN
Z'=B > [Cm (13 L& 7{—2) cnel

ac™\ (a(C"C)\  ml A A A
= o ——zamenet| L (A1)

De esta forma, al considerar este término en la Ec. (A.12)), la expresion se reduce a
una con menos términos, pero los suficientes para realizar un analisis. La ecuacién se

ve reducida a,

0= i i Zmelmtl), (A.14)

m=—00 |[=—0o0
Ahora, considerando que se busca agrupar términos de los diferentes indices para un
mismo elemento de la base exponencial, se debe notar que dichos indices toman infi-
nitos valores y agrupar infinitos términos en un método numeérico no es posible. En
consecuencia es necesario truncar las sumatorias a los rangos de —myuz & Mpaz ¥
de —lnas a lnae. De esta forma, se tiene una cantidad finita de términos para tra-
bajar. Ademaés, con tal de mantener una uniformidad en el método, se puede tomar
una misma cantidad de modos en los truncamientos, es decir, se puede considerar que

Mimaz = lmaz = S- Asi, la ecuacion toma la siguiente forma
S S
0=>Y > zZrettmh, (A.15)
m=—sl=—s

Con esta ultima ecuacion, se puede comenzar a agrupar términos y buscar llegar a

alglin sistema que permita obtener una solucién. Entonces, tomando como un primer



paso el valor de s = 1 y desarrollando las sumatorias, se tiene

0= 271’ 4 271D 4 27100 20 D 4

20600) | 2060 21 i00) 4 Z1oi0(1) | Z1o002) (A 16)
Al agrupar los términos que corresponden a un mismo término exponencial, resulta

0= 271" 4 (25" + 22’ 1 (27 + 20 + 21,)e" O

(294 21D 4 z1e®® (A7)

De esta manera, se tiene una ecuacién que se puede entender como una combinacion
lineal de elementos de la base exponencial. Y debido a ello, esta ecuacién se puede

expresar como un sistema de ecuaciones, como el que se muestra a continuacion

0=2Z2"74

0=2Z2,"+ 2%

0=Z '+ 20+ 2", (A.18)
0=2)+ 2,

0=z

Asi, se pueden armar sistemas de ecuaciones mas grandes, dependiendo del valor que
se tome para s. Aunque se debe tener en cuenta que, este ‘pequeno’ sistema solo es
una abreviacion del sistema total pues cada término Z™ representa una sumatoria.
Por este motivo, para analizar el procedimiento a seguir, se trabaja con el sistema de
ecuaciones . Entonces, lo primero a realizar es expresar de manera completa y

desarrollar cada ecuacion del sistema.



Para la primera ecuacion 0 = Z:ll, se tiene

19 8 1\ A
O—BZ[ (Gartam ) 0C

aé—l a(ana—l—n) a—léna—l—n
( or > ( or ) B r? (A.19)
> [Cc-iCroC-t-n  C-lC-tmact L 9CmoC1
=B 201
0 n:ZOO r or + T or +2¢ or or
PO 920 . 90 o0
—1,n -1, —1—m n
¢ e or? +O7C or? +C or or
~ ., oC-toCr 20-1CnC-1
—lmn — A2
¢ or Or r2 (A.20)
Para la segunda ecuacion 0 = Z;' + 2%, se tiene
A (10 RN A 4 aC—1\ (o(CrC—)
— B —1 - . n, Y—n
0 n_z_:oo ¢ <r6r+87"2>0c +( or >< or >+
(10 2 1\ A A aco\ (a(CrC—1m)
=+ = —-=)CrCi A21
¢ <7‘87’+37’2 7’2)00 +<8r>< or ( )
0_p i coCn 9C—1-m N C-1Cn 90— . (C-1Cn + COC—1n) 8(7”+
N = or T or T or
A 8267n PR 826717n o PR a26n
-1, 0, n -1, v—n 0 ~—1—n
c—C 5,2 +CC—87"2 + T+ C7C )8T2+
~ 0090~ 0C"oC~t . 9C~1oC™
—1 2 0 n
or Or +2¢ or or +C or  Or +
~_0C~toCm ~ aC’oCt ., 9C'aC"  COCCin
- " —n — . (A.22
¢ or Or +C or or +C or Or r2 ( )



Para la tercera ecuacion 0 = Z;' + 20 + Z1,, se tiene

~ (18 2 1\ 4, a aCc-1\ (o(CrCr—m)
-1 (- -~ nl—n
¢ (r@r+8r2 r2)CC’ +< or )( or >+

0=208 i

n=—oo

801 a(énc—l—n) 616716—1—71
( or ) ( or ) r2 (A.23)
> |[C-iCn aol n (706” oC—™
0= Bn;}o ———
G107 9010 (@101 4 OG- 1 €181 a0
- -
r or r or
920t RO o~ 9201
—1,n A0 An 1,
c—C 57 Lo 7 +CC 52 +
92C"  ~ 0™ 9Ot
l—n 0 ~N—1—-n 1
(C ClyC%C—" 4+ C'C )8r2 +2C 5 oy
_ 90" 9C™ ., 0Cm9C—1 . 9Ot 90t
0 2 1 n_ -
2¢ or Or +2¢ or or +C or Or
~0C aC" G aCco oC—n LG ac® a@n+
or Or or Or or Or
~ 0CtaCt . aCtaC
e T T | A



Para la cuarta ecuacion 0 = Z) + Z}, se tiene

10 2 1\ a, AL, [0C°\ [o(C"Cm)
(r@r 87”2_7"2)00 (37‘)( or N

0=R Z

10 9\ A, ac*\ (a(CrC—)
o124 2)eon (2) (28]
= |cocroct—  C\CroaC  (COCT + CYCM) ac
O_anzoo or i r  Or * r or M
PR 8261’" R 826*” PR R 82671
0, 1, 0 1—n 1 v—n
Cc°C 5,2 +CC 52 + (C°c"+CC )—8r2+
L 0C" 90" . 9Cm9C™ . 900 9Ctn
0 1 n- -
2¢ or Or +2¢ or Or +C or Or
. 90%aC"  ~ 9CtoC™ . 9Crtocn  COCnCrm
1-n n -n — A2
or Or +C or Or +C or Or 72 (A.26)
Para la quinta ecuacion 0 = Z1, se tiene
10 0? 1\ sna1om
O—BEJ (raT w—ﬁ)c S
aé\l a(anal—n) Cf\lé\né\l—n
— A2
( or ) < or 72 (A-27)
0_ B i crcrac . crcvracr 51@0" aC'
N = or r or or Or
020 920 . 0Ct 90T
1, 1 ~¥1—n mn-_ -
e or? +0¢ or? + or Or
- 1 An An ~1—n A1
1_, 0C"0C 20nCt—"C (A.28)

or or 72

Luego de desarrollar las ecuaciones del sistema, atin queda una sumatoria adicional



que corresponde a la relacion entre dos coeficientes de Fourier. De igual manera, no se
puede dejar esta sumatoria infinita, por este motivo también se debe truncar. Tomando
el mismo valor de los truncamientos anteriores, se tiene que nns = s = 1. Entonces,

al desarrollar las Ec. (A.20)), (A.22)), (A.24), (A.26]) y (A.28]) el sistema de ecuaciones

resultante es el siguiente,

C-1C9C > N ,e1croc . ,C1C7oC N C-1C2aC!

I or r or r or r or i
5_16_28221 - 46_1(32_160 - 26_1?; G a20)

r or r or +

CoC oC 2 C-1C% 4 COCY\ 901
0= +9

T

C1C°aC" (20101 +COC2\ 9Ct 4, 0°C2
4 + - - —

A PR 21 9270 A PR 21
2 (0*101 n 0000> 0C 41009 (20*101 n 000*2) A%

or? or? or?
. 0CToC~t . 00719C"  ~ ,9C°9C° 00t 9C2
1Y~ 0 gV -1~ 07~
8¢ or Or 8¢ or Or 1 or Or 2¢ or Or
0 -2 0 91 0,90 ~—1 01 ~—2
AlﬁiaC ~ ,0CY 0C c'c’c _CCC (A.30)
or Or or Or r2 r2
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T or r or

C'Cr9C > (46061 + 6—162) aC!
0= - +

or or *

T T

(46161 + 6060) aC® . (46160 + (71(72) ac"

-1

Q)

C'C o A1 A1 9*C2 AOAL | A2 A1 0
r or? roc or? +<4CC+CC ) or?
9*C"

(45‘151 + 25050) a;—g) + <46—1@° + 5—261) -t

aCtoCct 001 aC"
o o e

+

0101887(“; + (66°+C?)

_ 90 9Cr  ~. 000 9C" .~ N oCaCt
10012 oV~ Y 0 -2\ Y~ Y
0C or Or +4C or Or +<20 +C ) or Or +

. 0C29C" ~ . 9C-19C? ~ ,0CraC?
30 5 720 g T O g (A3D)

r or W—i_

002 4 90Ot A1 A0
0:<(JO+ OC)E)(J o0

92C~!
or?

) (6060 +516—1> aC'  COC 9*C? .

A0 A2 A1 A1
o+ o+ (0°0% +20'C")

r

0 C0 oo i PO g 0207 80 9C!
40001 9 0,0 1,1 0 -1 1
S +2(C0C0 4 0710 S + VO S 60"t

aC~1oC? 528671 ac® . 0C"aC" ., 0C° dC

- 2 ot (U
or (97‘+ or 37“+Cc9r 8r+80 or 8r+

500000 00t o0 ECOC!  ChC e

or or + or Or 72 72

20"

(A.32)
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c'\croc-t _C'Croc®  C'CPaCt  C'C'ac?
0= 2 2 +

r or + r Or + r Or r or +
D207 PC0 PO A~ 0202
142 1A1 170 1A-1
c'C 5,2 +2C°C 5,2 +2C°C 5,2 +CC 5,2 +

oG oC-1aC* . ~_,0C aC? . ~,0Ct 9C~! . 21 0C° 0" .
or Or or Or or Or or Or
oCtact  CoC'Ct | C-LCACH

20 —4 ) A.33
or Or r2 r2 ( )

Al tener todas las ecuaciones desarrolladas para un valor de s = 1, luego corresponde
aplicar el método de diferencias finitas para aproximar las derivadas en las ecuaciones
del sistema anterior. Para ello es necesario tener una discretizacion de la direccion
radial, como se mostré en la seccion la cual no incluye el centro ni el contorno de la
placa circular. Entonces al aplicar las aproximaciones por diferencias finitas centradas
a cada una de las ecuaciones del sistema, se va tener un ‘sistema discretizado’ de
ecuaciones que pueden aplicarse en los puntos de la discretizacion radial. Por este
motivo, si se toma una discretizacion para un valor de n, = 2, este sistema discretizado
puede aplicarse en los puntos r y ro, ya que las diferencias finitas centradas consideran
los puntos anterior y posterior a los puntos donde es aplicada la aproximaciéon. De
esta forma al aplicarse el sistema discretizado (de 5 ecuaciones) en dos puntos de la

discretizacion, se tendrian 10 ecuaciones, en las cuales se tendrian 20 coeficientes dados

en la Ec. (A.34)).

~ ~

C;2 72 O Gyt
60—1 51—1 62—1 63—1
cy ¢y o0y Y (A.34)

Sin embargo, no todos los coeficientes serian incognitas, puesto que los correspondien-
tes al borde de la placa circular (de subindice 3) serian conocidos por la condicion
de contorno del problema. Por consiguiente, el sistema estaria comprendido por 10

ecuaciones y 15 incognitas. Entonces, para poder obtener una soluciéon para los coefi-
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cientes, serfa necesario formar un sistema que tenga el mismo niimero de ecuaciones e
incognitas. A continuacion se presentan tres opciones consideradas para obtener una

solucién.

» Primera opcion, eliminar los coeficientes que se escapan de los modos (superin-
dices) maximos considerados, es decir, Mz = lnax = § = 1. Esto debido a que
en el dltimo truncamiento de la sumatoria de indice n se obtuvieron coeficientes
fuera del rango. Es decir, que se eliminarian los coeficientes correspondientes a
c-2 y C?2. De esta forma, en el sistema se tendrian las incognitas dadas en la Ec.
(A.35)).

c;t ot apt

co Co CY (A.35)

a G
Asi, el sistema estaria conformado por 10 ecuaciones y 9 incognitas, teniendo una
ecuacion sobrante en el sistema. Aunque no es posible formar un sistema con el
mismo nimero de ecuaciones e incognitas, no es una opciéon viable debido a que

no se pueden descartar coeficientes de manera arbitraria.

= Segunda opcién, considerar la aproximacién para el centro de la placa circular,
que se desarrolld en la seccion . Esta aproximacion, Ec. , relaciona los
coeficientes de Fourier para la temperatura, correspondientes a los puntos rq y r1,
de la discretizacion radial. Aunque en esta situacion se trabaja con los coeficientes

C , por medio de la Ec. ({A.9), la aproximacién puede reescribirse como
AT} = T! (A.36)
(e ¢ (e}
43 GGy =ar Yy Crer (A.37)
n=—oo n=—oo
Donde, al truncar las sumatorias para un valor de n,,,, = s = 1, se tiene

4 (65163“ + GO+ agag;l) _— (6;16{“ + GO0 + 611651) . (A39)
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Con esto, se tiene una ecuacion que va a depender de los modos [ correspondientes
a los coeficientes de Fourier de la temperatura. Ahora, recordando que el valor
de truncamiento para [ fue de l,,,. = s = 1, se tendria 3 ecuaciones adicionales
al sistema, para [ = —1,0,1. Por ende, se tendria en total 13 ecuaciones y 15
incognitas, teniendo mas incognitas que ecuaciones. Debido a esto, no es posible

formar un sistema con el mismo niimero de ecuaciones e incognitas.

= Tercera opcion, considerar la propiedad de los coeficientes de Fourier para las
funciones reales, Ec. (2.52)). Esto debido a que tanto la funcién temperatura como
conductividad térmica, deben ser funciones reales. De esta forma, considerando

los coeficientes del sistema, se tienen las siguientes ecuaciones

L= (G Crt = (G Gyt = (Gy)

~

C

[e=]

(A.39)

=2 _ (2)\x —2 _ (A2\x =2 _ (A2)\x
Co~ = (Gy) 7 =(C7) Cy~ = (C3)
Asi, el sistema estaria conformado por 16 ecuaciones y 15 incognitas, teniendo
una ecuacion sobrante en el sistema. Por ello, no es posible formar un sistema

con el mismo nimero de ecuaciones e incégnitas.

Como se puede observar, se evaluaron diferentes opciones para poder formar un sistema
consistente, aunque en ninguno se tuvo éxito. Es por este motivo que no se pudo
completar un método numérico con el procedimiento seguido en este anexo y se tuvo

que abandonar.
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Anexo B

Desarrollo de propiedades y

ecuacliones

En este anexo se muestran los desarrollos de algunas propiedades ttiles que se
usan, asi como el desarrollo de ecuaciones que resultan ser extensas para presentar en

el trabajo.

B.1. Desarrollo de la Ec. (4.1))

En esta seccion se desarrolla y se obtiene la expresion final de la Ec. (4.1)), luego de
reemplazar las expansiones de Fourier de la temperatura y la conductividad térmica,

dadas en las Ec. (A.2) y (A.3). Entonces, partiendo por expresar en forma vectorial
ﬁT, se tiene

- or\ . 10T .
VT(’I”, 9) = (E) er + (;%) €. (Bl)

Luego, se le multiplica la conductividad térmica al gradiente de la temperatura, te-

niendo

- aT'\ . kEoT\ .
]{?(7’, H)VT(T‘, 9) = <k§) e, + <;%) €p. (BQ)
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Después de sustituir las expansiones de Fourier correspondientes, resulta

~

k(r,0)VT(r,0) [ >k ““9] [i (%7:) el e+
m=—00 l=—00
%[i I%mei”w] i <ilTl> e ¢y, (B.3)
m=—00 l=—00

Esta tltima expresion resulta ser un poco extensa, por ello se considera la siguiente
notacion vectorial

kVT = 7 = v,é, + vgéy, (B.4)
donde los términos v, y vy, estan dados por

- [ > /;mew] [Z (%) 6”9], (B.5)

m=—o00 l=—00

(B.6)

= [ > kmm] [f; (i) e

m=—o00 l=—00

El siguiente paso para obtener el desarrollo completo de la Ec. (4.1), es tomar la

divergencia de @ = kVT. Por medio de la Ec. (2.76)), se tiene

- . 10(rv,) 10vy
V.U_r or +7“89 (B7)
= v Ou. 10v

Ahora, corresponde hallar las derivadas parciales teniendo cuidado con la derivada
respecto a la variable r. Esto debido a que los términos v, y vy incluyen a los coeficientes

de Fourier k y T, los cuales son funciones de la variable r. Por lo tanto, las derivadas
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parciales son
v, | = [OE™ ol | o= [0
or _[ZOO(W)Q ] L;O(ar>e
= 7.m _im = aZTl i
[Z e ] [Z <a>] B.9)

(91)9 1 - . rm\ _imi - 17 i
W B ; [m:zoo (ka ) ) 9] [lzoo <llTl> ’ ' i
1 [ f: /};m@imel [i (—ZQTI> e . (B.10)
r m=—00 l=—00
Finalmente, se tiene que reemplazar los términos de la Ec. ,
% (97) = 1 ijoo kmm] [Zoo (%) ol
= a]%m m C aTl [
= (%)= (%))
[m;i:oo ];meinw] L;}O (8;_3;> eil@ +
2 L:Z_OO (zmkm) eimel L;}o (lel> e +
=3 L:Z_OO kme”'w] L:Zoo (—Z2Tl> e (B.11)
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. . o0 18Tl aQTl lQTl 4
- m im0 il0
V-v—[Zk;e ][Z<;8r+8r2_r2>€]+

l=—00

= (5) 12 0) )

B )] |5 e

m=—o00 l=—00

(B.12)

Reescribiendo el producto de sumatorias como una sumatoria doble y luego agrupando

términos se tiene,
=& 197" o*T' 12T
kVT m_z_ool_;o[ (F or + o2 g2 >+
okm oT! B mlk™T!
or or 72

B.2. Producto interno de dos funciones

e™’e"  (B.13)

En esta seccién se mostrard una variaciéon del teorema de Parseval. Esta variacion
se basa en lo descrito por Rudin| (1976). Se suponen dos funciones arbitrarias f y g de

cuadrado integrable con un periodo P, tal que sus expansiones de Fourier estan dadas

por
° ~
_ Z fk€2m'kx/P’ (B14)
k=—00
Z ~k 27rzka:/P (B15)
k=—o0
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Es posible calcular su producto interno, en funcién de sus coeficientes de Fourier, como

se muestra a continuaciéon

P R

- / f(@)g(@) da (B.16)

= —/ f(z gkeZWikm/P dx (B.17)
k——oo

_ _/ f ?e—%rik:x/P dr (B18)
k:——oo

( / f(x)e 2mike/P da:> " (B.19)

Donde la integral dentro del paréntesis es el coeficiente f k¥ resultando

k=—00

= i frgk. (B.20)

k=—o00

B.3. Coeficiente del producto de 2 funciones

En esta seccion se busca obtener el coeficiente de Fourier para el producto de dos
funciones. Para ello se suponen dos funciones arbitrarias f y g con un periodo P, como

en la seccion [B.2] Con esto, el coeficiente de Fourier de (f - g) se calcula como

T =1 / e 2mikeP (1) g ) dx (B.21)
:_/ f(x _27”]”/13 g(z)) dx (B.22)

- / (exmiberPg(a)) da. (B.23)

Si se considera a la funcion hy(z) = e?™#*/Pg(x), se tiene

—k

Fal =5 [ @) o= () (B.24)
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Donde el producto interno (f, hi), por medio de la Ec. (B.20)), puede expresarse como

una sumatoria del producto de los coeficientes de Fourier de f y hy, resultando

—k °

gl =D i (B.25)

Por ultimo, se tiene que hallar la expresion del conjugado complejo de f;kn,

= 1 (7
= L / e~2mina/Ph(z) da (B.26)
P Jy
| Y A —
= — e e/ P2 da (B.27)
P Jo
1 e .
_ _/ 627rz'nz/P (e—2mkr/P‘g<x>) dr (B28)
P Jo
I :
=— e~ 2mk=m)i@/P o0y dy (B.29)
P Jy
he =g " (B.30)

Luego, reemplazando la Ec. (B.30]) en (B.25)), se obtiene el coeficiente de Fourier del

producto de dos funciones, en funcion de los coeficientes de Fourier de cada funcion

[f-g] =), frd (B.31)
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