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Resumen

En esta tesis calculamos la seccién de choque diferencial de la dispersién de dos fermiones
de diferentes masas y de cargas iguales a la carga del electrén. El desarrollo se ha realizado
dentro del marco de una teoria clasica de campos, es decir, en donde el campo de Dirac
cumple el rol de la funcién de onda de los fermiones. Ademds, se ha considerado que la
interaccion electromagnética entre fermiones es mediada por el campo electromagnético de
Podolsky. En este electromagnetismo se modifica el propagador electromagnético, lo que es
equivalente a introducir un fotén de masivo, cuya masa se conoce como masa de Podolsky:

mp. Es asi que los resultados se presentaran en términos de esta masa.
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Abstract

In this thesis we will calculate the differntial cross section for the scattering of two fermion
with diferent mass and equal electric charge of the electron. The development has been
done whithin the framework of a classical field theory, i.e. the Dirac field takes the role of
wave function of the fermions. Also, we have considered that the interaction between the
fermions is mediates by the Podolsky’s electromagnetic field. In this electromagnetism the
electromagnetic propagator has been modified, this is equivalent to the introduction of a
massive photon, whose mass is called Podolsky’s mass: mp. It is so that the results will be

presented in terms of this mass.
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Capitulo I

Introduccion

Muchos sistemas fisicos se pueden describir en términos de dtomos y moléculas. Teniendo
en cuenta que la interaccién entre estos se da en virtud de la interaccién electromagnética,
podemos afirmar que a la escala de estos cuerpos tal interaccién es la dominante. Mds atn,
se observa que tal interaccién también estd presente a escala macroscépica. Tal es asi, que
la primera ley entre cuerpos electricamente cargados es obtenida por Coulomb en 1785 [1],
mediante su balanza de torsién encuentra que la fuerza entre dichos cuerpos cargados es
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre estos. En su tratado sobre elec-
tricidad y magnetismo, Maxwell, en 1891 [2], destaca que el error de la medicién directa via
una balanza de torsién es considerable. Luego, en un experimento con dos céscaras esféricas
conductoras concéntricas encuentra que si la potencia 2 de la ley obtenida por Coulomb es
modificada por 2 £ ¢, entonces ¢ < 1/21600. Siguiendo un esquema similar, en 1936 [3],

Plimpton y Lawton encontraron la cota: ¢ < 2 x 1077,

Debemos hacer notar que en los experimentos considerados encima, las dimensiones y
las distancias entre los cuerpos estan en la escala de centimetros. Luego, podemos suponer
que la ley de interaccién entre los cuerpos a escalas mucho menores no necesariamente es
la misma. Esta suposicién fue asumida por Yukawa en 1934 [4], para explicar que en el
modelo de Heisenberg y Fermi del niicleo atémico, la transicién entre los estados asociados al
neutrén y protén debe ser mediada por una particula masiva. Y, explica que esta asunciéon es
equivalente a modificar el potencial eléctrico coulombiano por un factor de caida exponencial,
k. Volviendo al experimento de las cascaras conductoras, ahora con cinco de estas, Bartlett et
al. encuentran en 1970 [5], que si se considera una interaccién del tipo propuesto por Yukawa,

el factor de caida exponencial debe estar acotado segin: k < 1 x 1078 em™1.

Si hacemos una lectura del experimento de Bartlett en el marco de la propuesta de



Yukawa, el resultado es que la interaccién electromagnética es mediada por una particula
de masalﬂ my < 3 x 10740 ¢. Considerar que la interaccién electromagnética sea mediada
por una particula masiva evita los problemas de autoenergia infinita. Sin embargo, a escala
macroscopica dicho modelo predice una intensidad de interaccién mucho menor a la esperada,
debido a su caida exponencial. Landé, en 1941 [6], propone un modelo de autoenergia finita
considerando la interaccién eléctrica como una combinacién entre la interaccién coulombiana
v la dada por Yukawa. Preservando asi el caricter coulombiano a escala macroscépica y del
tipo Yukawa a escala microsopica, en donde interpreta que la interaccién es mediada por un
mesén de masa % x 137 veces la masa del electrén.

En 1900, en el capitulo VI del libro Aether and Matter [7], Larmor muestra que las
ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell pueden obtenerse a partir de un principio de
minima accién. Més adelante, en 1904 [8], Lorentz demuestra que dichas ecuaciones son
invariantes bajo cierto conjunto de transformaciones. Luego, en 1905 (9], Einstein afirma que
las ecuaciones de Maxwell forma parte de las teorias fisicas que siguen los principios de la
relatividad especial. Posteriormente, en su generalizacion de la relatividad especial, publicado
entre 1915 y 1916 [10], Einstein describe las ecuaciones de movimiento en término de tensores.
Asi, Eddington, en 1924 [11], nos presenta el principio variacional de Larmor en el marco de un
formalismo lagrangiano descrito en término de tensores asociados a las transformaciones de
Lorentz. Asi, una teoria del electromagnetismo que contempla las ideas de Yukawa y Landé,
debe ser presentada dentro del formalismo lagrangiano. En donde la lagrangiana de la teoria
debe construirse como una contracciéon de tensores de Lorentz y ademés debe ser invariante
por transformaciones de calibre, tal como apunté Weyl, en 1929 [12]. El descubrimiento de tal
teoria del electromagnetismo fue dado por Bopp en 1940 [13] y, posteriormente, por Podolsky
en 1942 [14]. En donde, introducen una densidad lagrangiana dependiente de derivadas de

segundo orden de los potenciales electromagnéticos.

La teoria de interaccion electromagnética introducida por Podolsky fue dada en el ambito
de la teoria cuantica de campos, en donde se introduce un fotéon de masa mp, el cudl deberia

tener un efecto regulador sobre las divergencias ultravioletas. Tal efecto se consigue solo al

1Se ha tenido en cuenta que:

mek*
C

con h = 1,054571817 x 1073* J.s | ¢ = 299792458 m.s™' y k=1 x 1078 em ™.



considerar sobre los potenciales electromagnéticos una condicién de Lorentz generalizada,
justificada por Pimentel y Galvao en 1988 [15]. La teoria cudntica de esta interaccién electro-
magnética es conocida como: Electrodindmica Cudntica Generalizada (GQEDy). La primera
estimacién de la masa de Podolsky se encontré en la influencia de la GQEDy, a temperatura
finita, sobre la ley de Stefan-Boltzmann. Con los datos de la radiaciéon césmica de fondo a una
temperatura de 2,725 K, en 2010 [16], Pimentel, Bonin y Bufalo encontraron que: mp > 4
meV. Poco después, Cuzinatto et al en 2011 [17], en el régimen de altas energias, encontraron
correcciones del estado fundamental del atomo de hidrégenio, que permite deducir para la

masa de Podolsky la cota: mp = 35,51 MeV.

El formalismo de las Integrales de Caminos de la GQEDy, fue implementado por Pimentel,
Zambrano y Bufalo en 2011 [18]. En tal formalismo se desarrollaron las expresiones de las
ecuaciones de Schwinger-Dyson—Fradkin del propagador foténico y fermionico, y del vértice,
ademds encuentran que la autoenergia del electrén es finita. Posteriormente, en 2012 [19], en
el estudio de la renormalizabilidad de la GQEDy4 calculan el momento magnético del electron
en término de la masa de Podolsky, encontrando que: mp = 37,595 GeV. Por otro lado,
dentro del rigor de la teoria de distribuciones, la GQED4 ha sido estudiada en el marco de
la Teoria de Perturbacién Causal. En tal abordaje, en 2014 [20] Pimentel, Bufalo y Soto,
calcularon la seccién de choque diferencial de la dispersién electrén-positrén, y se estimé

que: mp = 370 GeV.

Toda teoria cudntica de campos tiene como precedente una teoria cldsica de campos, la
cual pasa por un proceso de cuantizacion. Sin embargo, a pesar del nombre, en una teoria
clasica de campos se tienen elementos de una teoria cuantica, cuando se interpretan los
campos como funciones de onda. Asi, en este trabajo desarrollaremos la teoria de interaccién
electromagnética de Podolsky entre fermiones desde el punto de vista de una teoria cldsica
de campos. Es decir, los campos de Dirac seran las funciones de onda de esos fermiones, los

cuales van a interactuar via el campo electromagnético de Podolsky.

Esta tesis surge en inpiracién del libro Relativistic Quantum Mechanics, de James Bjorken
y Sidney Drell [21], En esta referencia encontramos la teoria de perturbaciones del propaga-

dor, que nos permite encontrar el campo de Dirac asintéticamente libre. Mas adn, en este



libro se muestra que sin la necesidad de cuantizar los campos, es posible calcular amplitudes
de transicion a nivel de arbol. En esta tesis consideramos el campo de Podolsky como me-
diador de la interaccién electromagnética, y el formalismo lagrangiano para la obtencién de
la teoria en interaccion, es decir, la Electrodinamica Espinorial Generalizada. Es asi que esta

tesis estd organizada de la siguiente manera:

= En el capitulo 2, introducimos el electromagnetismo de Podolsky a partir de la genera-
lizacién del potencial electrostatico. Se modifica el potencial coulombiano agregandole
el potencial de Yukawa, obteniendo asi un potencial finito en todo el espacio, incluso
en la posicién de una carga puntual. Esto nos lleva a la modificacién de la ley de Gauss
eléctrica, que se generaliza en la primera ecuacion del electromagnetismo de Podolsky.
Con el fin de encontrar las ecuaciones del electromagnetismo de Podolsky se establece
el formalismo lagrangiano. Ademas, introduciendo la condicién de Lorentz generaliza-
da, se derivan los propagadores electromagnéticos: retardado, de frecuencias positiva y

negativa, y de Feynman.

= En el capitulo 3, se contruye la ecuacién de Dirac a partir de las ecuaciones de los cam-
pos de Weyl izquierdo y derecho, para esto partimos de la representacién fundamental
del grupo de Lorentz. Encontramos las soluciones de la ecuacién de Dirac como auto-
funciones del operador hamiltoniano y helicidad, siendo estos observables compatibles.
También se encuentra el propagador de Feynman espinorial y su rol en la propagacién

de las soluciones de frecuencias positivas y negativas.

= En el capitulo 4, dentro del marco del formalismo lagrangiano y mediante el principio de
invariancia por transformaciones de calibre U (1) encontramos la teorfa de campos de
Dirac en interaccién electromagnética. Considerando el grupo de simetria U (1) global se
obtiene el espacio de estados de los fermiones de Dirac asintéticamente libres. Mientras
que con U (1) local y la prescripcién de acoplamiento minimo obtenemos la lagrangiana

de la teoria en interaccién.

= En el capitulo 5, se encuentra la fomulacién perturbativa de la matriz S, los estados
dispersados son asintéticamente libres y son representados por campos de Dirac de

frecuencia positiva. Se calcula la seccién de choque considerando las funciones de onda



como paquetes concentrados en un cierto valor del momento lineal. Presentamos los
resultados en términos de las variables de Mandelstan, es decir, en forma invariante
relativista. En particular, calculamos la seccién de choque diferencial de fermiones de

diferente masa en el régimen de altas energias.

= En el capitulo 6, se presentan las conclusiones y perspectivas de esta tesis.



Capitulo 11

Electromagnetismo de Bopp-Podolsky

En este capitulo generalizamos las leyes del electromagnetismo de Maxwell. Con este
propdésito, empezamos con la generalizacién de la ley de Coulomb, lo que nos permite tener un
limite electrostatico de los resultados generales. Luego, dentro del formalimo lagrangiano, se
obtendran las ecuaciones del electromagnetimo generalizado de Bopp-Podolsky. Tales ecua-
ciones de Euler-Lagrange corresponden a la de teorias de orden superior. Finalmente, se

encuentran los propagadores electromagnéticos correspondientes.

A. Introduccion

La teoria de Maxwell del campo electromagnético establece el comportamiento de las com-
ponentes del campo eléctrico y magnético. Es decir, es formada por un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden y acopladas de seis funciones, en donde se deben introducir los
términos fuente, las condiciones iniciales y de frontera. Este sistema de ecuaciones se consi-
guen expresar en la forma de dos ecuaciones escalares y dos vectoriales, siendo los términos

fuente la cantidad escalar densidad de carga y la cantidad vectorial densidad de corriente.

Como toda teoria fisica, las leyes de electromagnetismo se expresan respecto a un cierto
sistema de referencia. Es decir, las ecuaciones y las componentes de los campos no son idénti-
cas en cualquier referencial. Sin embargo, el cardcter universal de las leyes fisicas exige la
existencia de transformaciones entre los referenciales de tal forma que permitan la equivalen-
cia de las ecuaciones de los campos, establecidas en diferentes referenciales. En la teoria de
la relatividad especial, las leyes fisicas son equivalentes en forma y contenido entre diferentes
referenciales inerciales, y son las tranformaciones de Lorentz las que dejan invariantes tales

leyes. Al aplicar las tranformaciones de Lorentz a las ecuaciones de a teoria de Maxwell,



estas resultan invariantes, y se dice que la teoria es relativista. Ademads, la forma en que se

expresan las ecuaciones se dicen ser covariantes.

Por otro lado, la teoria de Maxwell también puede expresarse como un sistema de ecua-
ciones de segundo orden de cuatro funciones, conocidas como potenciales electromagnéticos.
Estos potenciales definen las componentes del campo eléctrico y magnético. Sin embargo, aun-
que estos ultimos son tnicos, no lo son los potenciales electromagnéticos. Existe un conjunto
de potenciales que cumplen con las mismas ecuaciones, y estos potenciales se relacionan
mediante la adicién de derivadas de campos escalares, y tales relaciones se conocen como
transformaciones de calibre. Ademas, se dice que hay una libertad de calibre en la definicién

de los potenciales.

En resumen, podemos afirmar que la teoria de Maxwell se expresa como ecuaciones de
segundo orden de los potenciales electromagnéticos que tienen como propiedades fudamenta-
les: ser invariantes relativistas e invariantes por tranformaciones de calibre. Si se fijan estas
propiedades y no el orden de las ecuaciones, podemos generalizar la teoria de Maxwell intro-
duciendo adecuadamente derivadas de orden superior de los potenciales. Asi, surge la primera

generalizacién de la teoria de Maxwell conocida como : electromagnetismo de Podolsky.

B. Electrostatica generalizada

En el estudio de un sistema fisico debemos identificar los cuerpos que lo conforman y
las interacciones entre estos. Asi, en primer lugar debemos de establecer las condiciones en
las que un cuerpo se considera libre de interacciones con otros cuerpos. Siguiendo las leyes
de Newton, este estado libre se refiere a un movimiento rectilineo y uniforme respecto a un
sistema de referencia inercial. Luego, si sobre dicho cuerpo actia una fuerza, entonces el

estado libre de este se modifica, es decir, acelera.

Para poder establecer la ley que rige la expresion de la fuerza que actiia sobre un cuerpo
debemos de tomar una simplificacion del sistema. Esto consiste en considerar dos cuerpos
cuyas dimensiones son mucho menores que la distancia que los separan, es decir, idealmen-

te asumimos que los cuerpos son puntuales, y seran llamados particulas. Los diversos tipos

7



de fuerzas dependen de las caracteristicas intrinsecas de las particulas. Entre ellas, la carga
eléctrica, que esta presente en casi todas las particulas. Si respecto a cierto sistema de refe-
rencia inercial consideramos que en la posicion ¥ = (xl,xZ,a:?’) se encuentra una particula
con carga gy eny = (yl, Y2, y3) una con carga qi, entonces, la expresién de la fuerza eléctrica
que actua sobre la primera carga es dada como sigueﬂ

= . qq T—Y
F = 1
(l‘) A |f-37|3 ) ( )

esta relacion es conocida como la ley de Coulomb.

Ademsds, observamos que para cualquier valor no nulo de la carga ¢, sobre esta siempre
actia una fuerza debido a la presencia de la carga ¢;. Luego, a esta ultima se le asocia el
campo vectorial:

2o q T=7
B@=aL2"Y 2
(%) TP (2)

el cual recibe el nombre de campo eléctrico. Asi, la fuerza eléctrica ejercida sobre la carga ¢

ubicada en Z se puede expresar como:
F (%) = qE () . (3)

En general, siguiendo el principo de superposicion, si se tiene un sistema discreto de cargas
puntuales {g;} ubicadas en {y;}, entonces, el campo eléctrico resultante en el punto & se

expresara como sigue:

B@) =Y s @) 8

siendo p (%) la densidad de carga en el punto 7.

Por otro lado, fijadas las cargas de un sistema, se acerca a este una carga ¢ muy distante,

hasta el punto #. Se observa que el trabajo realizado para conseguirlo no depende de la

1Se est4 considerando un sistema de unidades tales que las constantes de permitividad eléctrica y permea-
bilidad magnética en el vacio, €9 y po, respectivamente, estdn normalizadas a 1.



trayectoria escogida, afirmandose que la fuerza eléctrica es conservativa. Entonces, se define
la energia potencial en el punto &, como igual al trabajo realizado, ademas, esta cantidad
puede escribirse como:

& =qV (T) , (6)

donde V (Z) es conocido como potencial eléctrico. Para un sistema discreto, el potencial

eléctrico adopta la forma:

V(f)=4 Z% (7)

y, para un sistema continuo, la forma:

1 ,

v = [ay 20 0
47

Asi, en cualquier caso, se encuentra que la relacién entre el potencial eléctrico y el campo

eléctrico es dada como sigue:

E (%) = -VV (2) . (9)

Finalmente, observemos que recuperamos el caso discreto a partir del caso continuo, si

en esta hacemos la sustitucion:
p() =200 G —G) (10)
J

ademas, en el caso discreto el potencial eléctrico @ diverge cuando es evaluado en los puntos
donde se encuentran las cargas. Sin embargo, en el caso continuo el potencial es bien

definido en cualquier punto del espacio.

B.1. Generalizacion de la ley de Coulomb

Para un sistema formado por una sola carga g1, cuya posicién sea el origen de coordenadas,
se tiene el potencial eléctrico:
1
V(@)= o (11)

47 |7]
de aqui, vemos que el médulo de este es cada vez mayor al aproximase al origen & = 0, e

indeterminado en este punto. Este hecho puede dar origen a problemas de divergencias, los

9



cuales deben ser regularizados. También es posible eliminar tales problemas al proponer que

cerca del origen el potencial es del tipo Yukawa,

Lo
47 |2 ’

W (Z)=b (12)

donde a es un parametro real con unidades de longitud y b es un parametro real adimensional.

Ademids, ya que alejado del origen, el potencial debe seguir siendo del tipo coulombiano,

1 ¢

Vo (@) = ——= 13
o @) = 11 (13)
se propone que el potencial eléctrico sea una superposicién entre Vo y Vy, segin:
v =B (1) (14)
 4r|E ’
vemos que este es finito para todo & si b = —1. Por lo tanto, el potencial eléctrico generalizado
es dado como:
I ¢ _l&
V(@) = i (1-e7 ) 15

Asi, de la expresién del potencial de Coulomb generalizado y de su relacién con el

campo eléctrico @, se encuentra que la forma generalizada de esta es:

. 1 _ o 7l/a —|Z|/a | 2z
[1 e e T (16)

B @) = — -
D=5 alz] ||

z

Entonces, segin , la fuerza eléctrica generalizada ejercida sobre la carga ¢ ubicada en Z,

es dada como:

: (17)

ﬁ(i}) _ @ 1 — 67|f‘/a _ ef‘ﬂ/a z
4mr Ei al@ | |Z

esta relacion se conoce como la ley de Coulomb generalizada. Teniendo en cuenta la expresién

en serie de la exponencial,

o—ldl/a _ i (=D " (18)

|
= a”
se tendra que:
o0 n —n —
2o 40 (=" "\ @
F = — 19
(@) = 1ra? (;0 nl(n+2) an ) |3 (19)

10



es decir,

—— an (1 1]z 1|7 z
F(Z) = Sl ek Tl BN il 20
@ < L)L (20)

de aqui, se concluye que la intensidad de esta es finita para todo Z.

Finalmente, para un sistema discreto de cargas {g;} ubicadas en {Z;}, se tiene que el

potencial eléctrico generalizado es dado como:

" 1 j —|E-%;|/a
V(x):zhr;@'?jfﬂ(l_e | J|/) , (21)

observando que es bien definido incluso si es evaluado en los puntos donde se encuentran las
Cargasﬂ Siendo la energia potencial aditiva, tendremos que para este sistema de cargas {g;},

la energia de interaccién electrostatica es:

247T Z |mqjqk ( _e_|fj—fk|/a) . (22)

Tj — T

Reagrupando esta relacién e incluyendo los sumandos con j = k, encontramos que:

= = 1 1
—I»’Cj—wk\/a> N 2- 23
247r2q]2|x —xk|< 8W;q]a’ (23)

la cual puede reescribirse como:
1 S
= V@) - & (24)
J J
donde V (Z;) son solo potenciales evaluados en la posiciéon donde se encuentran las cargas,

mientras que las cantidades:

Ej=—, (25)

se identifican como las autoenergias de dichas cargas. Es claro que en el limite a — 0", estas

cantidades divergen y deben regularizarse o removerse.

2Se define el potencial en la posicién de las cargas como:

Vi(#;) = lim V(Z) ,

T

2~2

y, obtenemos:
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B.2. Generalizacion de la ley de Gauss

Usualmente podemos expresar la energia de interaccién en términos del campo eléctrico,

si se tiene en cuenta la ley de Gauss:
V-E@) =@ (26)

la cual, al sustituir en la relacién entre el campo y el potencial eléctrico @7 es equivalente a

la ecuacion de Poisson del potencial eléctrico:
V2V (%) = —p (Z) . (27)

En particular, segiin la ecuacién ((10)), para una carga ¢; ubicada en el origen, esta ecuacién
adopta la forma:

V2V (Z) = —q16 (2) . (28)

Sin embargo, teniendo en cuenta que para un par de funciones diferenciables f, g se cumple

la siguiente propiedad:

V2(fg) = (V2f)g+2Vf-Vg+ fVi, (29)

y, si f es una funcién radial, ademads, se cumpliran las relaciones:

_Fof

Vf = ﬁ% (30)
9o, _ 10 5 0f

Vf—'ﬂwQaJv (31)

con r = |Z]. Asi, para el potencial generalizado (15]), se tiene que:

VIV (@) = - <V21> (1—e) +22 <vi) v (1—eh) 4 Z—;%VQ (1=e) |
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siendo,

v -rfa _ _~ - _—r/a 33
e Fa (33)
1 0 2 1
2 _—r/a 2 _—r/a —r/a —r/a
V e / = —Wg (7" e / ) = —;e / + 96 / s (34)
y, teniendo en cuenta las relaciones:
z 1
v2; = —476(F) , (36)
se obtiene que:
2 — — —r/a q1 1 —r/a
VAV (%) = =16 (T) <1—e / ) ~ a2t fa (37)
en donde, se debe observar qudﬂ
5 (7) (1 - e*r/a) ~0. (38)
Por lo tanto, se cumple la relacién,
VIV (7) =~ Lo (39)
4mra? r ’

la cual no puede identificarse como la ecuacién de Poisson ([28)). Asi, la ley de Gauss ([26)) no
serd valida en la electrostatica generalizada. Por lo que, debemos modificar o generalizar la

ley de Gauss.

En primer lugar, observemos que probada la relaciérﬁ:

, 1 3 1 —r/a
hmfdxa%e /90(7’):90(0) ) (40)

para cualquier funcién suave ¢ con comportamiento asintético polinomial. Luego, se tiene

3Sea f (z) una funcién continua en z = 0, luego, se cumple:

§(z) f(z) =6(x) f(0) .

En particular, si f (0) = 0, entonces,

0(z) f(x)=0.

4QOtras secuencias convergentes a la d-Dirac y sus propiedades pueden encontrarse en [22].
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ue si en (39) hacemos a — 0%, recuperamos la ecuacién de Poisson (28)). En segundo lugar
q ) )

vemos que, dada la expresion del potencial , la relacién puede expresarse como:

=— -+ =V 41
V() =L V) (1)
0, equivalentemente, en la forma:
(1-aV) V()= 2L (42)
4w r

Luego, segun , si en esta se toma el laplaciano se encuentra que:
(1- a2V2) V2V (r) = —qi6 (Z) . (43)
Esta 1ltima nos induce a proponer la ley de Gauss generalizada:

(1-a’V}) V-E (@) =p(@) . (44)

Finalmente, en un sistema continuo, de densidad de carga p (), se tiene la energia elec-

trostatica:

1

=3 Jd% p(D)V(T) (45)

y, sustituyendo el potencial eléctrico generalizado (8)), puede expresarse como:

=i 2Jd3 Jd:” f g) (1_e—lf—y‘\/a), (46)

Por otro lado, si se toma en cuenta la ley de Gauss generalizada (44]), entonces & se escribira
como:

£ = ;Jd% (1-a®V3) V- B @)V () , (47)

en donde la integral es realizada en todo el espacio. Tomando la divergencia por partes y

considerando la relacion entre el campo eléctrico y el potencial @D, se encuentra que:

v(1—a2v2)v-E=v-[vﬁ—cﬂvv(v-ﬁ) —a2E(V-E>]+EZ+a2 (V-E)2 . (48)
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Usando el teorema de la divergencia de Gauss:

Jd% v [VE—aQVV (V-E) — 2B (V-E)] - fd&- [Vﬁ—a2vv (v-ﬁ)
v ov

—a*E (v-ﬁ)] , (49)

y, teniendo en cuenta el comportamiento asintdtico de los campos, por ejemplo al escoger

uma superficie esférica de radio r centrada en una distribucién de carga (con carga total @),

tendremos que para 7 lo suficientemente grande V' ~ Q/r | E‘ ~Q/r? | |V- E‘ ~Q/rdy
‘V (V . E)‘ ~ Q/r*, entonces:
Jd&- [v (@) E (&) — a?V (&) V (v B (:E)) — a?E () (v B (:z))] —0.  (50)
v
Asi, la energia de interaccion electrostética:
(s a2, 2 =) 2
8—2de[E +a (v E) , (51)

es definida positiva. En el limite a — 0T la expresién se reduce al caso usual e igualmente

cuado el campo eléctrico es constante.

C. Electromagnetismo de Maxwell generalizado

En la seccién anterior se encontraron las leyes generalizadas que permiten establecer
el campo eléctrico generado por un sistema de cargas en reposo. En el caso de tener un
sistemas de cargas en movimiento se debe tener en consideraciéon que la densidad de carga sea
dependiente del tiempo p (¢, Z), y que ademds, debamos considerar una densidad de corriente
también dependiente del tiempo f(t,f). Dadas estas fuentes, en el electromagnetismo de

Maxwell la descripcién de campo eléctrico E (t,#) y magnético B (t,Z), en un medio vacio,
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vienen dadas por el siguiente sistema de ecuaciones:

V-E{t,Z) = p(t,@) --- ley de Gauss eléctrica (52)
10E - .
_aé’t (t,2)+V x B(t,¥) = j(t,Z) --- ley de Ampere-Mazwell (53)
c
V-B(t,Z) = 0 .-+ ley de Gauss magnética (54)
- 10B
V x E(t,Z) + A t,7) = 0 -+« ley de Faraday , (55)

donde ¢ es la rapidez de la luz en el vacid’] y, estas ecuaciones se conocen como ecuaciones

de Mazxwell.

Las ecuaciones de Maxwell también pueden expresarse en términos de los potenciales.
Para esto, en primer lugar, notemos que de la tercera ecuacién (54)), el campo magnético
puede expresarse como:

B(t,@) =V x A(t,7) , (56)

donde A (t,Z) es conocido como el potencial vectorial electromagnético. Adem4s, al sustituir

en la ley de Faraday ,

q 10A
Ewd)+-Z,7)) =
V x < (t,7) + T (t,ac)) 0, (57)

se encuentra que el campo eléctrico se puede expresar como:

B8 = -2 (15) ~ VA (1.7 (58)

donde A° (¢, %) es conocido como potencial escalar electromagnéticoﬂ De y , es claro

que los campos eléctrico y magnético no cambian si los potenciales se transfoman como:

A0E) - A5+ X ,7) (59)
At,Z) — AT —Vx(t7D) (60)

5Ya que estamos considerado la permitividad eléctrica e y la permeabilidad magnética po, en el vacio,

normalizadas a 1. Entonces,
1
c= =1,
VEolo
cuyo valor se tomard en forma explicita o implicita a lo largo de esta tesis.
SAl comparar @D con (58), vemos que en el caso estético, A° (t, &) debe coincidir con el potencial eléctrico

V (@),
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donde x es una funcién diferenciable. Estas relaciones son conocidas como transformaciones

de calibre y dejan a su vez invariante las ecuaciones de Maxwell.

Para expresar las ecuaciones de Maxwell en forma covariante, en primer lugar escribamos

las coordenadas del espacio-tiempo como,
ot = (:vo,xl,:vz,:v?’) , (61)

donde la primera coordenada z° = ct es asociada al tiempo, aunque tiene las mismas unidades

2

que las coordenadas espaciales 2!, 22, 3. Luego, se denotamos las derivadas correspondientes

a estas coordenadas como:

0
Ademads, con las componentes del campo eléctrico E = (El,Ez,E?’) y magnético B =

(317 B2, B3) se define el tensor antisimétrico:

0 —-EB' —-E* —E°

E' 0 -B® B?
[F7] = , (63)
E? B3 0 -B!

E3 —-B?2 B! 0

conocido como el tensor de Faraday. Igualmente, con la densidad de carga p y las componentes

de la densidad de corriente j', 72, j2 se define la 4-corriente:

v

J= (Cpajl?jQujS) ; (64)

con esta cantidad, la ecuacién de continuidad:

P t5)+ V-7 (15) =0, (65)

puede escribirse como:

8,5 (1) = 0. (66)
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Asi, el primer par de ecuaciones de Maxwell , pueden escribirse como:
Out™ (z) = §¥ (x) . (67)

De la definicién de F* (x) dada en y de las relaciones , vemos que el tensor de

Faraday puede expresarse como derivadas de los potenciales, segin:
Fr (z) = ot A () — 0" A¥ (z) (68)
en donde se han introducido las derivadas:
ot = o, (69)

siendo n*” = diag (1,—1,—1,—1). Luego, el primer par de las ecuaciones de Maxwell ,

resulta en una ecuacién de segundo orden del 4-potencial electromagnético,

AV = (A0, AL, A2, 4%) (70)

En el formalismo lagrangiano de la teoria de campos, el primer par de las ecuaciones
de Maxwell puede obtenerse del principio de Hamilton, en donde las ecuaciones de

movimiento se obtienen al sustituir en las ecuaciones de Euler-Lagrange:

or o
24, "9 (0,A,)

~0, (71)

la lagrangiana £ correpondiente a la teoria. Para el electromagnetismo de Maxwell, la la-
grangiana es dada como:

1 .
£M+[ = _Z QBF(X’B —Aa]a y (72)

con:

Fag = nagngpFUp = aaAg — 05Aa s (73)

en donde se ha introducido 74, = diag (1,—1,—1, —1). Ademads, en esta expresion se identi-
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fican los términos:

1
Lu = —3 wp P (74)

Ly = —Aj", (75)

siendo el primero la lagrangiana de Maxwell, que corresponde a la teoria libre, y, el segundo,

es el término de interaccion entre el campo y la fuente.

Para la lagrangiana ([72)), se obtienen los siguientes resultados:

OLy—1 »
OLN—1
R = —F'u'l/
0(0,A)) ’ (77)

y, sustituyendo en las ecuaciones de Euler-Lagrange , se obtiene la ecuacion ,

0 FM = (78)

El segundo par de las ecuaciones de Maxwell , se pueden expresar en forma

covariante, a partir de la identidad de Bianchi:
0uFop+ 05Fpy +0,Fue =0, (79)
la cual es equivalente &'}
eM?Po, Fyp =0, (80)

siendo e"?? los simbolos de Levi-Civita de 4 indices. Esta tltima relacion, se puede reescribir
€omo:

0, F" =0, (81)

donde,

~ 1 -
FH = el Ey, (82)

se conoce como el dual del tensor de Faraday. Ademés, dadas las componentes del tensor de

"Se comprueba si se toma en cuenta que tanto e**° como F,, son antisimétricos.
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Faraday , obtenemos que:

[ﬁ'ul/] Bl 0 E3 —E?

B3 E? —E!' 0

Entonces, al expresar (81) por componentes, estos resultan ser iguales al segundo par de las

ecuaciones de Maxwell , .

Finalmente, observemos que las transformaciones de calibre (59)), se pueden expresar
como sigue:

Aq (z) = Ag () = Aa (2) + ax (2) - (84)

en donde cabe destacar que la transformacién solo es en la forma del campo y no en el punto
del espacio-tiempo donde es evaluado. Si aplicamos esta transformacion a la lagrangiana ([72))

se obtiene:

et = Loarer — (Qax) 5 (85)

la cual se puede reescribir como:

Lhiir = Laysr — 0o (XJ) + X0ad® (86)

y, cumpliéndose la ecuacién de continuidad ,

1.
EQ\/HI =Lr+1 — Oa (CXJQ) . (87)

Ademsds, considerando que lagrangianas que difieren en una divergencia son equivalentes,

afirmamos que:

EQ\J-&-I >~ »CM+I ) (88)

entonces, concluimos que esta lagrangiana es invariante por las transformaciones (84)), cono-

cidas como transformaciones de calibre.
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C.1. Electromagnetismo de Podolsky

Para una teoria del elecctromagnetismo que nos permita obtener las leyes generalizadas
de la electrostatica y , debemos de considerar una lagrangiana que contemple al

menos segundas derivadas de los 4-potenciales. Es decir,
L= L[Ag,0aAp,0a0,A5] . (89)

Para que la teoria obtenida sea invariante relativista, la construccién de esta debe ser tal
que todos los tensores de Lorentz estén contraidos. Ademads, la teoria debe ser invariante por

transformaciones de calibre , es decir, si se realizan las variaciones en primer orden:
0Ag = 0gx , 00aAg = 000X , 00a0;A8 = 0a0508X , (90)

entonces, la variaciéon en primer orden de la lagrangiana L,

oL oL oL

oL

= a4, 0t

50005 Ag

OaOpX + 0a0508X (91)

oL L
0 (aaAﬁ) 0 (aaaoAﬁ)

debe ser nula. Asi, siendo dgX, 0n0gX ¥ 0a0s0gx funciones independientes, entonces, si sus

coeficientes son nulos se tendra una variacién nula de la lagrangiana. En general, se busca

que se cumplan las relaciones del tipo:

oL
0 (0 -+ Oy 1 Auy)

By Oy x =0 (92)

Se observa que las funciones independientes 0,, - - - 0, x son completamente simétricas. En-
tonces, en la relacion buscada, solo contribuye la parte completamente simétrica de los co-

eficientes, es decir,

% Z oL Oy Oy x =0, (93)
' UEPn a (a’/d(l) T auU(n—l)AyU(”))

donde P, es el grupo de permutaciones de n indices. Sin embargo, ya que 0, - - 0y, _, Ay, €s

completamente simétrico respecto a los primeros n— 1 indices, entonces, se repetiran (n — 1)!
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veces términos idénticos en la sumatoria. Finalmente, la relacion buscada se reduce a:

1 oL
- Z Oy O x =0, (94)
n 0 (5%(1) .. 'aug(nA)AVa(n))

y, se cumplird, si:

oL
2 =0. (95)
0€Zn 0 (avga) T ach(nfl)‘/él”"(")>

donde Z,, es el grupo ciclico de n indices. Por lo tanto, la invariancia por transformaciones

de calibre se consigue si se cumplen las relaciones:

oL
oa; — ! (96)
oL oL
0ads) | @aAa) (7)
oL oL oL
3 (CntrAs) T a@sendy) T 00Ay O (98)

De la primera relacién , se concluye que £ no depende explicitamente de Ag. Mientras
que de la segunda y tercera relacién , o su generalizacién , vemos que si la
lagrangiana depende de F},,...,,,, siendo esta una combinacién lineal de las derivadas del

campo A,. Entonces, (95)) se puede expresar como sigue:

oL oF,, ...
oF, P =0, (99)
pahin 0€Zn a (aya(l) U aVcr('nfl)"41/(1(70)
por lo que sera satisfecha si:
0F,,...
> H1hin =0. (100)
0€Zn a (aycr(l) e aVa(ﬂ,—l)léll’(f(n))
Asi, bastard que:
Bt = w10z Op1 Ay = OpnOpy * Qo A (101)
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ya que:

aF U, 1% 1% 17
fi1-++ i _ (1) §Vo(2) 7(n=1) s¥o(n)
) D Dl AR e it
OELp a (al/o'(l) ce al’o’(nfl)AVo-(n)) OEZnp
Vo(1) (Vo (2) Vo(n—1) ¢Vo(n)
- Z 6,“«77, 5#1 "'6,un—2 5Mn—1 ) (102)
0€Zp

es idénticamente nula, por reordenamiento ciclico de la segunda sumatoria del lado derecho.

Por lo que, para que se cumpla sera suficiente que £ dependa de:
Fop = 0o Ag — 0gAq (103)
y, para que se cumpla , que L dependa de:
Foop = 000545 — 0304 Ay (104)
tensor que también puede escribirse como:

Foop = 0aFos . (105)

Por lo tanto, de la condicién de invariancia por transformacién de calibre, encontramos

que la densidad lagrangiana debe ser tal que:
L= L[Fy8,0aFsp] - (106)

Asi, en primer lugar, debemos incluir el término correspondiente a la teoria de Maxwell,

1
ﬁoz—ZRﬁFW, (107)

y, para términos de segundo orden, tomamos en cuenta la antisimetria del tensor de Faraday,

vemos que son solo posibles los siguientes términos de este tipo:

L1 = 0aF,0°F°F (108)
Lo = 0aF,50°F5 (109)
Ly = 0,FF,z, (110)
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De la identidad de Bianchi,
goFTP = — (aUFﬂa + aﬁFM) : (111)
la lagrangiana £ podré expresarse como:

L1

~0aFp (07F 1 07F7)

= —0,F,50° FP% — 0, F,30° F*° | (112)

y, haciendo el intercambio ¢ 2 8 en el dltimo término,

L1 = —04F,50° FPY — 0,F3,0° F*P
= —0,F,50° FP% — 0, F,30° FP* (113)
por lo que,
Ly = 2Ly, (114)

es decir, las posibilidades £ y L2 son equivalentes. Por otro lado, vemos que L3 puede

expresarse comao:

Ly = 0u(FP07Fyp) — FP0u0" Fog

— 0 (F07Fys) = F*070, s (115)
y, nuevamente de la identidad de Bianchi,

O0aFop = — (06 Fpa + 0F0s) (116)
vemos que,

L3

0 (FOP0° Fyp) + FP070, Fgo + F*P0% 03 Fay
= 00 (P07 Fog) = 07 (P00, Fyp) + 07 FP0, Fo

+FP05F,, (117)
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por lo que,

Ly = 00 (FP0 Fog) = 0 (F*P0uFop) + L1+ La (118)

es decir,

L3~L1+Ly. (119)

Finalmente, podemos afirmar que el tnico término independiente de segundo orden es

Ls. Asi, en la generalizacién de la teoria de Maxwell, se considera la lagrangiana:
L L s Pl 1 C o pofar
p=—7ktap + 50 0B (120)

conocida como lagrangiana de Podolsky, en donde a es un parametro real con unidades de

longitud.

Si se incluye el término de interaccién con una fuente j¢, entonces, la lagrangiana consi-

derada sera:

a2

1
Lpor=—7 wgFP + ?aaFaﬁa”Faﬁ — Ay j® (121)

Para obtener las ecuaciones de movimiento, debemos considerar las ecuaciones de Eules-

Lagrange para una teoria de segundo ordenﬂ

oL oL oL

— — = 122
oA, ey T @,a.4,) (122)
Luego, para la lagrangiana se obtienen los resultados:
0Lp_ -
Pl (123)
0Lp_1
-y~ = —0,(—F")=29,F" 124
aua (6;1,14-1/) au ( ) all« ( )
a;CP_I 2 wp

o= aFaV 727 aFap 19

é’pﬁua(auapAy) a“0,0, (n'*0 nt*o ) (125)

y, sustituyendo en las ecuaciones de Euler-Lagrange (122]), obtenemos las ecuaciones:

(1+a’0) 0, F" = 5" (126)

8Para més detalles ver el apéndice A.
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en donde se ha tomado en cuenta que: [] = J,0" = (?(2) — V2 Y 0p0aFP = 0.

De la definicién de las componentes del tensor de Faraday , se tiene que las compo-

nentes del campo eléctrico E = (E 1 E?, E3) pueden expresarse como:
E' = -F%, (127)

miestras que las componentes del campo magnético B = (Bl, B2, B3) como:

1 .., ..
BF = —ie”kF” . (128)

Ahora desarrollamos por componentes la ecuacién de movimiento ((126)). Teniendo en cuenta

la antisimetria del tensor de Faraday consideremos en primer lugar v =0 :
(1+a°0) o F™ = 4° , (129)
e identificando las componentes del campo eléctrico y la densidad de carga, se obtiene:
(1+a®0) V- E(t,3) = p(t,7) , (130)

la cual corresponde a la generalizacion de la ley de Gauss . En el limite electrostatico
esta se reduce a:

(1-a®>V}) V-E (@) =p(@) , (131)

tal como se encontré en . En segundo lugar, consideremos v = k en ,
(1+a’00) (QF™ + o;F7%) = j* (132)
identificando las componentes del campo eléctrico y magnético,
(1+a°0) (~a0E" - e 0;8) = j* | (133)

reescribimos esta relacién en forma vectorial,

—

(1 +a%0) [_155 (t,7) + V x é(t,f)] =7 (t,3) , (134)
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observamos que esta es la generalizacién de la ley de Ampere-Maxwell . Por dltimo, como
la identidad de Bianchi solo depende de la definicién del tensor de Faraday, entonces, la ley

de Gauss magnética y la ley de Faraday se siguen cumpliendo.

C.2. Condicién de fijacién de calibre

El primer par de las ecuaciones del electromagnetismo de Podolsky, obtenidas a partir de

las ecuaciones de Euler-Lagrange, se expresa usualmente en términos del tensor de Faraday,
(1+a’0) 0,1 =5, (135)

y, al expresar las componentes del tensor de Faraday en términos del 4-potencial electro-
magnético,

FM = gl AY — o¥ A (136)

se encuentra que las componentes del 4-potencial cumplen con la ecuacion:

(1 +a00) (™ — 0"0") Ay (z) = §¥ () . (137)

Es posible resolver las ecuaciones (137 via el método de la funcién de Green. Para esto,
en primer lugar se define a la funcién de Green G, (x — y) como aquella que cumpla con la
ecuacion:

(1+a0) (@™ — 0"0") Gua (x —y) = 6“0 (x —y) . (138)

Entonces, la solucion de las ecuaciones de movimiento se escribird como:

A (z) = A0 (2) + f 0%y G ( — 1) 1 (1) | (139)

donde AB (x) es la solucién de la teoria libre, es decir, cuando j* (x) = 0.

Asi, bastara resolver la ecuacién de la funcién de Green (138)), cuya solucién se puede
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expresar en funcién de su transformada de Fourier G pa (k)
Gua (x —y) = (2m) 2 Jd4k Gua (k) e7* @) (140)

Ademas, teniendo en cuenta que la §-Dirac también puede expresarse en funcién de su trans-

formada de Fourier,

S(x—y)=2mn)"* J d*k e~k (@=y) (141)

Al reemplazar estas expresiones en 1} la funcién Gua (k) debe cumplir con la ecuacion;

@) [1—a®(k-k)] [~ (k- k) n"™ + kFE"] Gpa (k) = 6", . (142)

Para que exista una solucién de (142, el determinante de:
EM (k) = — (k- k)yn* + EFEY | (143)
debe ser no nulo. Sin embargo,

det [E* (k)] Eapu B (k) B'P (k) E* (k) E¥ (k)

capr (= (b= )™ + KOK) (= (k- k) ' + K87

< (= (k- k)yn* + k") (= (k- k)n™ + E°KY) (144)
puede expandirse como:

det [E* (K)] = (k- k)" eappun®n' nn™
= (k- k) apuk ko0 0™ — (k- k) eappun™ kK 0
— (k- k) eagun’ 0 K20 — (k- k) agun’ 0 n kK

+ (k- k)% capu kKPR 23 (145)

observandose que en los tltimos términos se tienen producto de k’s, los cuales son simétricos,

contraidos con €48, Por lo que los tltimos términos son udénticamente nulos, luego, el

28



determinante se reduce a:

det [E* ()] = (k- k)" eapun’n Cnrn®
— (k- k)’ eapuk kP — (k- k) eapun kKo n

— (k- k)° capun” 0 KK — (k- k) eapun®™n P ERY

(146)
siendo n*¥ = 0 para u # v, entonces,
det[B7 (K] = (k- )" coraan™n" 2™
— (k- k)3 e01as kKO0 0220 = (k- k)P om0k k22
— (k- &) e0123n™ 0" kKPP — (k- k) e0123n” 0" P2 KPE?
(147)
siendo €123 = 1 y 0" = diag (1,—1,—1,—1), entonces,
det [E™ (k)] = — (k- B)* + (k - k) [(k0)2 — (k) = (k)7 - (k3)2] , (148)
Asi, se encuentra que:
det [E" (k)] =0, (149)

de aqui, no es posible encontrar una funcién CAT‘W (k) que cumpla la ecuacién (|142)).

Para encontrar el campo via el método de la funcién de Green, debemos modificar la

ecuacion ([137)). Con este fin, observemos que tal ecuacién se puede reescribir como:
(1+a’0) 04" () — 0" [(1 + ®0) 0" A,] (z) = 5" (2) . (150)
De aqui, vemos que si se asume la condicion generalizada de Lorentz:

(1+a°0) 0,4 (z) =0, (151)
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entonces, la ecuacién (137)) se reduce a:

(1 +a’0) 04" (z) = j¥ (2) (152)

Para confirmar que siempre es posible asumir la condicién (151)), tengamos en cuentra la

invariancia de la teoria por transformaciones de calibre,
AL (x) > Ay (z) = AL () + 0uf (x) , (153)

entonces,

(1+a’0) 0, A" () = (1 +a’0) 0,4 (z) — (1 +a*00) Of (2) , (154)

Asi, partiendo de un campo A" (x) que no necesariamente cumple (151)), realizamos la trans-

formacién de calibre escogiendo un campo escalar f (x) tal que:
(1+a’0)0f (z) = — (1 + ®0) 3,4 (2) (155)

por lo que, el campo transformado A* (x) si cumple con la condicién (151]).

Ahora, la funcién de Green correspondiente a la ecuacién (152), debe cumplir con la

ecuacion:

(1 + CL2D) Dleé (.T - y) = nua(5 ((E — y) s (156)

y, entonces, su transformada de Fourier debe cumplir con:
—@2m)? [L—d® (k- k)] (k- k) Gpa (k) = e - (157)

Asi, la transformada de la funcién de Green sera:

. _ 1
Ga (K) = 1o (2) 7 [1—a?(k-k)](k-k)

(158)
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Finalmente, introducimos el pardmetro

1
mg = o (159)
conocido como masa de Podolsky. Luego, la funcion G’W (k) se puede reescribir como:
R 1 1
-2
Gha (k) = —nya (27) (,{:2 —m mg> : (160)

donde k% = k - k. Ademas, si se introducen las definiciones:

wo = ‘E‘ . wm, =AK2 +m2 (161)

entonces, la funcion de Green se reescribirda como:

. 1 1
Gra (k) = =10 (27) 72 - , 162
o)==t )" (= ) "

0, en forma equivalente, como:

A 1
Gua () = =1 (2m) 2
1
F e (27) 2 : 163
e 1) G = ) (o — (=) (163
Es claro que esta funcion tiene los polos:
ko = ftwo , ko = twm, , (164)

es decir, G (k) es singular para dichos valores.

D. Propagadores electromagnéticos

Segun el principio de causalidad: la causa precede al efecto. En un sistema fisico se entiende
que las cantidades observadas en un cierto instante se dan a causa de la propagaciéon de
las interacciones que ocurren entre las partes del sistema o debido a un agente externo. Sin

embargo, en una teoria no relativista no hay ninguna restriccién en la rapidez de propagacién
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de una interacciéon, por lo que las cantidades observadas se explican incluyendo interacciones

que ocurren en el mismo instante de medicion.

En una teoria relativista, debemos tomar en cuenta el segundo postulado de la relatividad
especial: la rapidez de la luz, en el vacio, es la misma en cualquier marco de referencia
inercial. Esto implica que no es posible encontrar referenciales inerciales con movimiento
relativo que supere la rapidez de la luz. Asi, cualquier interaccién se debe propagar con una
rapidez maxima igual a la rapidez de la luz. La combinacién del principio de causalidad y los

postulados de la relatividad especial, resulta en la conocida causalidad relativista.

En el caso de un sistemas de cargas y corrientes, la interacciéon considerada es la electro-

magnética. Luego, de la expresiéon de los potenciales electromagnéticos,

Ay (z) = f d'y G (z— 1) 5% () | (165)

se observa que la propagacién es dada por la funcién de Green G, (z —y). Ademas, se
observa que la integracién considera todos los valores posibles de 3°, incluso para aquellos

mayores a 2. Es decir, se contempla contribuciones al campo provenientes del futuro.

Las contribuciones del futuro en cantidades observables son prohibidas por el principio de
causalidad. Sin embargo, los potenciales electromagnéticos A* = (AO, A') no son cantidades

fisicas, sino lo son el campo eléctrico y magnético,

E(z) = —doA(z)—VA®(2) (166)

—

(x) = VxA(x) . (167)

&,

Dado que la funcién de Green se expresa como:

Gua (=) = 27) 2 [tk G (B) 00 (168)
en donde,

) 1 1

G o (k) = —npe (270) 72 — , 169

o)==t )" (= ) "
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es decir, se tienen contribuciones concentradas en:

wo = ‘E‘ (170)
- 2
Win,, A/ k2 +mi = ‘k‘ +m2 . (171)

Luego, de estas relaciones de dispersién, la propagacién se da con rapidez:

den (172)
]

i
L o Y (173)
g 72+ m?2

S)

Por lo tanto, la interaccién electromagnética se propaga con una rapidez menor o igual a la

rapidez de la luz.

Muy lejos de la fuente, los campos cumplen con la ecuacién:
(1+a’0)0A4u(z) =0, (174)
la cual tiene como soluciones independientes a los paquetes de onda de frecuencia positiva:
AP (@) = 207 [tk 4 (k) e ™ oy (175)

y de frecuencia negativa,

A (@) = (2m) 2 Jd4k: ay (k) e ™ oo - (176)

Las cuales pueden resultar de la propagacién de interacciones en el pasado y/o futuro. Todas

estas posibilidades son las que analizaremos a continuacién.

D.1. Propagador electromagnético retardado

En el sentido del principio de causalidad, la propagacion debe ser desde el pasado hacia

el presente. Con este fin definiremos el propagador retardado en el k-espacio: ﬁﬁa (k), como
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el resultado de dislocar los polos de la transformada de Fourier de la funcién de Green,

. 1
Gua () = =1 (2m) 72
po (F) T (27 (ko — wo) (ko — (—wo))
1
o (2m)72 , 177
e ) G ) (o = (—ooma) ()
segun,
Wy — wo—z‘0+ (178)
—Wwy — —WQ—iO+ (179)
W, — Wm, — 107 (180)
—Wm, = —Wm, — 0T, (181)

donde 0" denota a un valor no negativo mucho menor a 1. Es decir, en el k-espacio, el

propagador retardado es dado como:

. 1
DE (k) = —nu(27)7? . .
pe () e () G o = 407 )] TRy — (=g — 07)]
1
o (2m)72 , 182
R e ) | [ e 1) I
simplificando,
DE, (k) = o (27) ! - . Casy)
pa . k2 + sgn (ko) i0T k2 —m2 + sgn (ko) 0+
Del resultado obtenido se identifican el propagador escalar retardado de masa nula:
DI (k) = — (2m) ! (184)
k2 + sgn (ko) i0* ’
y el propagado retardado de masa myg,
AR —2 1
Dy, (k) = = (27) (185)

k? —m2 + sgn (ko) 0t
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Ademds, la transformada inversa de estos propagadores son dados comﬂ

1 1
DR _ — ) 0 _ .0 _ 1% _s 186

52
Df =y - AV 5(<x—y)2)—%MJ1 (m <x—y>2) ,

(187)

donde Ji es la funcién de Bessel de primer orden. Se observa que el propagador escalar Dé’“2

es no nulo si:
77l _
20 — 40 -

1, (188)

es decir, D§ propaga la emisién del campo desde un punto y = (yo, %) hasta otro x = (2, 7)

en el futuro, zg > 1y, con una rapidez igual a la rapidez de la luz. Mientras que D,ﬁa es no

nulo si:
(x—y)?=0, 2">4°, (189)
equivalentemente,
|z -7l
<1, 190
P (190)

es decir, D(I)'?' propaga la emisién del campo con una rapidez menor o igual a la rapidez de la

luz.

Finalmente, podemos concluir que el propagador electromagnético retardado,

DI (x—y) = nua [Dg (z —y) = Dt (x—y)] , (191)

propaga las interacciones desde e pasado al presente, con una rapidez méaxima igual a la de

la luz. Cumpliendo con el principio de causalidad relativista.

9Estos propagadores pueden derivarse a partir de la funcién de Pauli-Jordan, cuya deduccién puede en-
contrarse en |23].
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D.2. Propagador electromagnético de frecuencias positivas y negativas

Consideremos el propagador escalar retardado de masa m en el k-espacio,

. 1
DE (k) = — (2m) 72 192
R0 == m) 7 (192)
vemos que este se puede escribir como:
. 1 1 1
DR )= — (2 —2 — . 1
m (k) = = (2m) =5 <k0 — (wm —i01)  Eo— (—wm — ¢0+)) (193)

donde w,, = V k2 + m?2. Ahora, expresemos en propagador escalar en el espacio de configu-

raciones,
DE (2) = (27)2 Jd“k DE (k) ek (194)
es decir,
DR () = — (27[_)4Jd3k 1 Jdko 1 efi(kofwm)xﬂ 671wmzoeik‘f
m 2w, ko — wm + 10T
1 ]. . 0 0 70 =
92 —4 d?’k Jdk —i(ko+wm)z iwmx’ ik-T
ren ™ [ g ([ e g’ g
(195)
en donde, identificamos las expresiones de la funcién de paso,
— i —1kz
y, encontramos que DI (x) se puede expresar como:
R 0 N - PR SR Ry % R (- PR A g
Dy (z) = 6 (2V) (2m) i dkfe et —q dkﬂe e . (197)

Por otro lado, de las propiedad de la 0-Dirac: f () (x —y) = f (y) d (x — y), vemos que

se cumple la relacién:

. o 1 .
Fiwmz? ik T _ dk 5 (ko T —ik-x 198
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por lo que, DF (z) se puede reescribir como:

DE(x) = 0 (%) (2m) 2 Jd‘lk (Z> Me—ik-m

27 2Wm
+6 (2°) (2) 2 f d*k (—;ﬂ) 5(%2:“’”)@“ : (199)

De aqui, se introducen las definiciones de los propagadores de frecuencia positiva y negativa

en el espacio de configuraciones, segin:
D) (2) = (27)2 Jd“k D) () e ke (200)
en donde ﬁ%) (k) son sus correspondientes versiones en el k-espacio,
i 0 (ko Fwm)

H(£) — 4 Z\R0 T ®m)
DyE (k) T . (201)

Asi, el propagador escalar retardado se expresa como:

Df (z) = 0 (2°) D) () + 6 (%) D) (2) (202)

m

Volviendo al propagador electromagnético retardado ,
Dy, (& =y) = ua [Dg (x = y) = Df (z = y)] (203)

de los resultados previos, vemos que esta se puede expresar como:

DE(w=y) = muab (z° = 5°) [DS7) (@ =) = D) (z— )]

+1pal (:1:0 — yo) [D(()_) (x —y) — D7(n_a) (x — y)] , (204)

En esta expresién queda en evidencia que este propagador propaga causalmente contribucio-

nes al campo, tanto a la parte de frecuencias positivas como a la de frecuencias negativas.

37



D.3. Propagador electromagnético de Feynman

Como se ha visto la propagacién de contribuciones a la parte de frecuencias positivas

o negativas de un campo, pueden ser tanto desde el pasado al presente como del futuro al

presente. Podemos plantearnos ahora el problema de construir un propagador que propague

contribuciones de frecuencias positivas del pasado al presente, y de frecuencias negativas del

futuro al presente. Tal propagador se conoce como el propagador de Feynman, y se construye

dislocando los polos de la funciéon de Green,

A _ T -2 1
G,ua (k) - Nua (2 ) (k‘o — OJ()) (k’o — (_WO))

1
(ko — win, ) (ko — (—wim,)) ’

e (27r)_2

segun,
Wy — wo— ZOJr
—wyp — —wg+ i0"
W, — Wm, — 07
—Wm, — W, + 0™,
obteniendo:

1
ko — (wo — i07)] [ko — (—wo +i07)]
1

Dia (k) = T (27()_2 [

Fa (27) 2

Simplificando la expresién,

. 1 1
F _ -2 B
Dy (k) = =1 (27) (k2 0T k2 —m2+ ¢0+) ’
en donde identificamos el propagador escalar de Feynman de masa nula,

1

D (k) == @) o

[ko — (wm, —107)][ko — (—wm, +i01)]

(205)

(206)
(207)
(208)

(209)

(210)

(211)

(212)
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y, de masa my,

. 1
DE (k)=—-(2n)% 55—t 213
e ) = = 2m) ™ e (213)
Asi, el propagador de Feynman en el k-espacio es dado como:
Do (k) = mua | DF (k) = DF ()] - (214)
Por otro lado, podemos reescribir el propagador de Feynman de masa m,
DE (k) = —(21) % ot (215)
mn k2 —m?2 +40t "’
como:
. 1 1 1
DE (k) = — (2m) 2 — : 21
m (k) (2m) 2w (l{:o—(wm—i0+) ko—(—wm+i0+)> (216)
Ahora, expresemos este propagador en el espacio de configuraciones,
DF (2) = (2m) 2 Jd4k: DE (k)e k= (217)
es decir,
Dy (z) = —(2m)~" Jd%l J pr——C AR P
" 2, "ko — wm + i0F
1 1 . 0 0 T
—(2 —4 dgk‘ Jdk —i(ko+wm )z iwm ) ik-T
(2m) J me( O—(ko+wm)+i0+e © €
(218)
en donde, identificamos las expresiones de la funciéon de paso:
i A
+2) = -1 —ikz
0(+2) = (27) Jdk e (219)
asi,
1 . o
Dy (x) = 6(%) (2m) i f &Pk e oma’ T
2w,
1 . o
+6 (—a?) (27r)_3ifd3k ﬂe’“mxoem : (220)
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y, dado que:

1 _ 1 ,
ﬂe-i-zwmxoez T = Jdk’o ﬂé (]{70 $ wm) B_Zk"I 5 (221)
m m

entonces, escribimos el propagador de Feynman como:

21w 2w,

—0 (—2°) (27r)2fd4k (— ! )‘S(ko“”m)e—i“ . (222)

o 2Wm

Dl (x) = 0(z) (27r)_21d4k <Z> 6 (ko — o) —ika

Visto que los propagadores de de frecuencias positivas y negativas en el k-espacio son dados

como:
A 0 (k‘o F wm)
DE) () = - 2\0 + Ym) 22
escribimos el propagador de Feynman en términos de estos,
Dy (x) = 0 () DG (2) = 0 (=) DS (@) - (224)
Finalmente, volvemos al propagador de Feynman electromagnético,
Dy (x =) =t [Dg (x —y) = Dy, (x—y)] (225)
el cual ahora podemos expresarlo como:
D@ =1) = nuat (o° =) | DS (@ = y) = DF) (z — )
et (~2° +9°) | D) (@ = ) = DG (@ - )| - (226)

de aqui, es claro que este propaga las contribuciones de frecuencias positivas desde el pasado

al presente y las de frecuencias negativas del futuro al presente.
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Capitulo 111

Espinores de Dirac

En este capitulo se introducira la ecuacion de Dirac y sus soluciones a partir del estudio de
las representaciones fundamentales del grupo de Lorentz en un espacio complejo. Ademas, se
tendra como criterio que las ecuaciones sean de primer orden e invariantes por transformacién
de paridad. Asi, partiremos de los campos de Weyl, derecho e izquierdo, y sus ecuaciones
para la construccién de la ecuacion de Dirac. Para la solucién de esta tultima en el espacio
de momentos, se introducird el operador helicidad. Asi, junto al hamiltoniano, se obtendran

las soluciones segun su energia y espin.

A. Introduccion

Para sistemas fisicos cuyas dimensiones se encuentran en la escala de moléculas o menores
a esta, la descripcién de estos debe darse en el marco de una teoria cuantica, es decir,
las predicciones son probabilisticas. Estas probabilidades o amplitudes de probabilidad se
expresan en términos de la funcién de onda. Asi, la dindmica del sistema cuantico viene dada

por la ecuacion de onda, que en el caso no relativista es la conocida ecuacion de Schrodinger,
o0 () = Ho (2) | 1)

donde se ha considerado = 1, ademas de ¢ = 1 en la primera componente de z# =
(xo,xl,x2,$3). En general, se tiene en el hamiltoniano H, operadores diferenciales de se-
gundo orden correspondientes al término cinético. Ademas, se muestra que esta teoria es no

relativista.

En una teoria relativista se deben seguir los postulados de la relatividad especial, es decir,

la ecuacién que obedece la funcién de onda debe ser invariante por las transformaciones de
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Lorentz. Siendo las transformaciones de Lorentz lineales, entonces todas las derivadas de la
ecuacion de onda deben ser del mismo orden. Para en el caso de primer orden, Dirac encuentra

la ecuacion:

0oy (z) = (—id -V + fm) ¢ (z) (2)

donde a = (al, a?, a3) y [ son adecuadas matrices 4 x 4 relacionadas al dlgebra de Cliﬂ"ordﬂ

Por otro lado, del experimento de Stern-Gerlach queda en evidencia que las particulas
fermiodnicas, como el electréon, interctiian con un campo magnético externo, por lo que estas
deben tener un momento magnético intrinseco. Es decir, las particulas fermidnicas tienen
un momento angular intrinseco o espin. Ademas, se sabe que para cada fermion existe una
particula fermiénica de iguales caracteristica salvo el signo de su carga eléctrica. Tal como es

el caso del electrén y el positron, y se dice que esta ultima es la antiparticula de la primera.

Por 1dltimo observemos que la funciéon de onda nos permite encontrar la distribucion
de probabilidades de la posicion de una particula. En principio, esta debe ser de una sola
componente. Sin embargo, el campo de Dirac contiene cuatro componentes. Se encuentra
que con estas cuatro componentes se da cuenta de las funciones de onda del par particula-

antiparticula y del espin de cada una de estas.

B. Ecuacion de Weyl

Cuando se describe sistemas fisicos desde los marcos de referencia de observadores iner-
ciales en movimiendo relativo, se observa que si la rapidez de tal movimiento relativo es
comparable con la rapidez de la luz, entonces, asunciones de aspectos fundamentales de la
naturaleza del espacio y el tiempo no son mas validos. En particular, destacamos el hecho que
eventos simultdneos en un referencial no lo son en otro, lo que esta directamente relacionado

a que la interaccién no se propague instantaneamente.

La discrepancia entre los resutados dados por los diferentes observadores, como la longitud

de una barra o la frecuencia de radiacién emitida, se concilia si se toma en consideracién como

La defincién del &lgebra de Clifford y su relacién con la teorfa de espinores puede encontrarse en [24].
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longitud fundamental del espacio-tiempo entre los eventos de coordenadas (xo, zl, 22, x3) y

(wg,:z;(l),:ng,mg) como:
As = (wo—x8)2—(x1—x(1))2— (xQ—x%)Q— (a:3—x3)2 ; (3)
lo que nos lleva a la existencia de transformaciones de coordenadas entre los referenciales,
o't = A2, (4)

que deja invariante tal longitud. Equivalentemente, estas transformaciones dejan invariante

el producto interno de un espacio de Minkowski 4-dimensional, definido por la métrica:

1, pu=v=0
Nuy = —1, /1,21/21,2,3 (5)

0, p#v=0.

En el espacio de Minkowski, el producto de cualquier par de 4-vectores x = (;vo, z! 22, m3)

ey = (y°v" 9% v°),

Ty = nuaty” (6)
permanece invariante por transformaciones , si:
NN g = o (7)
que en forma matricial, se expresa como,
ATpA =1, (8)

donde [A] pa = Aoy [n] v = Tuv- Ademds, el conjunto de todas las matrices A que cumplen
con la relacién ,
O(1,3) = {Ae M4,C) / ATnA =1}, 9)

junto a la multiplicacién de matrices forman el grupo de Lorentz, cuyos elementos se conocen

como transformaciones de Lorentz de las coordenadas.
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En el grupo de Lorentz O (1, 3) encontramos, en particular, el subgrupo de las transfor-
maciones discretas:

D ={I,, P,T,PT} , (10)

donde Iy es la matriz identidad, P = diag (1,—1,—1,—1) es la transformacién de paridad
y T = diag (—1,1,1,1) de inversién temporal. Luego, todo elemento del grupo de Lorentz
O (1, 3) puede obtenerse como el producto de una transformacién discreta por un elemento

de las transformaciones continuas:
SO (1,3) ={AeO(1,3) /A% =1 A detA=1}, (11)

siendo este un grupo continuo, conocido como grupo de Lorentz ortocrono y propio.

La busqueda de campos relativistas, se inicia con la definicién de una representacién fun-
damental de SOT (1, 3), la cual debe ser no trivial y actuar sobre un espacio cuya dimensién
sea la menor posible. Por otro lado, el niimero de pardmentros reales que determinan los ele-
mentos de SO' (1,3) son 6, siendo 3 de estos asociados a las rotaciones y los otros 3 a los boost
de Lorentz. Asi, teniendo en cuenta que los elementos del espacio de las matrices complejas
2 x 2 son determinadas por 8 parametros reales, entonces, la representacion fundamental del

grupo de Lorentz puede estar contenida en dicho espacio.

Como la representacién fundamental debe actuar sobre un espacio de matrices complejas
2 x 2, y estas deben relacionarse a las tranformaciones de Lorentz de las coordenadas. En-
tonces, con las coordenadas del espacio-tiempo (3:0, zb 22, x3), la matriz identidad Iy = og y

las matrices de Pauli,

o1 = , 01 = y 01 = ) (12)

se define el arreglo:
20+ 2% 2l —ix

xt +ix xr —x
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Ademsds, vemos que este es hermitico,

=z, (14)
y, su determinante se puede expresar como:
detx = (x0)2 — (x1)2 - (x2)2 - (3!:3)2 = Ntz . (15)
Igualmente, para el arreglo z/, definido con las coordenadas z'°, 2', 22, 23, se siguen cum-
pliendo estas relaciones,
T = o (16)
detz’ = npata’” . (17)

Si las coordenadas que definen el arreglo 2, son el resultado de una transformacién de
Lorentz , entonces es claro que el determinante se mantiene invariante. Ademads, podemos

observar que la hermiticidad también se mantiene si entre x y z’ se impone la relacién:
2 = Az AT, (18)

donde A debe ser una matriz no singular. Para que esta relacién refleje una transformacion de
Lorentz, la matriz A debe ser determinada por los 6 pardmetros reales del grupo SO (1, 3).
Ya que, en general, el grupo SL (n,C) de las matrices complejas n x n de determinante 1,
tiene dimensiénft

dim SL (n,C) =2 (n” —1) . (19)

Por lo tanto, A € SL (2,C).

Para mostrar la relacién explicita entre una matriz A € SO' (1,3) y una A € SL(2,C) se

2Las propiedades de este grupo y otros grupos de Lie pueden encontrarse en [25].
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consideran las matrices,

o = (00,01,02,03)

6# = (0’0,—0’1,—02,—0’3)
ot = 9o,

o= ", .

Luego, teniendo en cuenta que las matrices de Pauli cumplen con la relacién:

005 +050; = 2(51']]2 s
podemos afirmar que:
00y + 0,0, = 2112,

de aqui,

tr(Guow) = 2N -

(24)

(25)

(26)

Con esta propiedad, se consigue probaIE| que las coordenadas del espacio-tiempo se consiguen

expresar comao:

En esta ultima, reenplazamos z’ de la relacién ,
't = 1tr (5"A1‘AT) = 1tr (ATE”A:E)
2 - 2 =7
y, de la definicién de la matriz x, se obtiene:

P = %tr (AT(?“Aaaxa) = %tr (AT(?“AJQ) x% .

3Dado que:

ol
P == (2ap) 2° = 2*

%tT (5’”@) = n“a%tT (5’a£) = n“a%tr (5’a0/3)$ 5

(27)

(28)

(29)
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Finalmente, comparando la transformacién de Lorentz de las coordenadas:
't = APz, (31)

con , encontramos que las componentes de un elemento A de SO' (1, 3), pueden expresarse

COImo:

1
N = St (Afe" Acy) . (32)

Asi, segin el resultado obtenido, concluimos que para cada A € SL(2,C) se define una
transformacién de Lorentz A € SO'(1,3). Sin embargo, es claro que esta misma transfor-
macién es obtenida también por la matriz —A. Lo que implica que el grupo SL (2,C) cubre

doblemente el grupo de Lorentz SO (1,3), es decir:
SO (1,3) ~ SL(2,C) /{Iy, -5} . (33)

Por lo tanto, cualquier representacién del grupo de Lorentz serd una representacion del grupo

SL(2,C), y, a esta se le conoce como la representacién fundamental del grupo de Lorentz.

B.1. Representacion espinorial del grupo de Lorentz

Se tiene que una representacién fundamental debe actuar sobre un espacio complejo 2-
dimensional: V. Al igual que las transformaciones de Lorentz son entendidas como isometrias
sobre el espacio de Minkowski M. Consideraremos en V el producto internoe : V x V — C,

simpléctico, es decir, el producto de u,v € V' es dado como:
(u, vy =u'ev, (34)

donde la métrica es represntada por la matriz:

Asi, las tranformaciones buscadas seran isometrias sobre el espacio V.
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Si A representa una isometria en (V,¢), entonces para cualquier par de vectores u,v € V'

se debe cumplir que:
(Au, Avd = (Au) " e (Av) = u' (ATeA) v, (36)

es decir,

AleA=¢, (37)

y, se dice que A es una transformacién simpléctica, por lo que es un elemento del grupo

simpléctico: Sp (2, C).

Para encontrar la relacién de estas transformaciones simplécticas con las de SL (2,C),

expresemos A como:

a- 7 (38)

v 9

donde a, 3,7, 9 € C. Luego, reemplazando en , se observa que la relacion:

-
a 0 1||la B 0 ad — By 0 1
B 6 -1 0| ]|y o By — ad 0 -1 0
(39)
se cumple, si y solo si,
l=ad—py=detA, (40)
es decir, A€ SL(2,C). Por lo tanto, podemos afirmar que:
Sp(2,C) = SL(2,C) . (41)

Asi, cualquier representacién del grupo de Lorentz serd una representacién del grupo Sp (2, C).
Por otro lado, tomando la conjugacién compleja a ,
(AT ed* = ¢ | (42)

y, se observa que A* también cumple con la relacién y . Luego, se afirma que A*
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representa a la misma transformaciéon que A representaba en Sp(2,C). Ademds, como:
AfeA* = » A* =71 (AT)_1 €, (43)

podemos afirmar A* y (AT)f1 son equivalentes. A su vez, también concluimos que A y A*
son representaciones inequivalentes de una misma transformacién de Sp(2,C) =~ SL (2,C),

al menos queE| Af = A-1

B.2. Espinores de Weyl

Se tiene que sobre el espacio complejo 2-dimensional V' actian dos representaciones inequi-
valentes de las transformaciones de Lorentz: SL (2,C). Més aun, si A € SL(2,C) es una
representacion de una transformacién de Lorentz, entonces, (AT)fl € SL(2,C) es una repre-

sentacion inequivalente de esta.

Asi, en primer lugar, definimos el campo de Weyl izquierd(ﬂ
v M-V, (44)

como funciones evaluadas en el espacio de Minkowski 4-dimensional M y a valor de elementos

del espacio complejo 2-dimensional V,

b () = Y11 (x) ’ (45)

o1 (x)

donde 1 1, () ,%2,1, (x) son funciones complejas de una sola componente. Luego, se escoge

Y, () de tal manera que se transforme por Lorentz como:

i (@) By () = (AN or () (46)

en donde debemos notar que se han transformado tanto las coordenadas x — ', como la

forma de las funciones ¢y, — ¢} .

4Este caso corresponde al de grupos unitarios. En este caso, nos referimos a SU(2), que es un subgrupo de
SL(2,C).
®La definicién de los espinores de Weyl y propiedades adicionales pueden encontrarse en |26].
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A continuacién, buscamos la ecuacién invariante relativista més simple para 1. Con este

fin, se introduce el operador:

O+ ol —id?
o 2 O - o8

(47)

Il
Q
=
N
Il

donde 0, = (09,01, 02,03). Observamos que este operador se transforma por Lorentz como:
J =0,0" = al,Al’u&“ . (48)
Ademas, de la transformacién por Lorentz del arreglo x :
2’ = Az Al = A(o,a") AT = (Ao, AT) 2t (49)
y, por definicién del arreglo transformado,
vt (50)

encontramos la relacién:

o, Y, = A, AT . (51)

Luego de reemplazar esta relacién en (48)), se obtiene la transformaciéon de Lorentz del ope-
rador 0 :

o = Ag,ATor = AQAT . (52)

Por lo tanto, para el espinor izquierdo ?;, se propone la ecuaciéon de movimiento:
Y (z) =0, (53)
en donde el lado izquierdo se transforma como:
2 (') = AdAT [(A) " gy (@) = Adwn () - (54)

por lo que, concluimos que la ecuacién de movimiento (H3|) es invariante por transformaciones

de Lorentz continuas.
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Por otro lado, el campo de Weyl derecho,
Yr:M -V,
se define de tal manera que este se tranforme como:
VR (2) S v (2) = Avg () .
Para este, se introduce el operador:

-0 ol +io?
—ot —io? O+ o3

donde 6, = (09, —01, —02, —03). Vemos que:
0 =5,0" = o, A0 .
Teniendo en cuenta la definicién de la métrica €, se encuentra la relacion:
0, = €0, €

Asi,

o = eofe W = (0,A") e 0" = e (Ao, AT) e Tor = cA*o] AT Lom

(5A*€*1) (50;—5*1) (5AT€*1) o+

- ) @) (A
es decir, el operador ¢ se transforma por Lorentz como:

= (AN oAt

Por lo tanto, para el espinor derecho 1 se propone la ecuacion de movimiento:

YR (x) =0,

(55)

(56)

(57)

(61)

(62)
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en donde el lado izquierdo se transforma como:
— -1 = ,_ -1 3
I (o)) = (AT) 7 04T (Avr () = (A1) g () . (63)

Asi, afirmamos que (62)) es invariante por tranformaciones de Lorentz continuas.

Finalmente, escribamos por componente las ecuaciones de movimiento (53)), (62)) de los

campos de Weyl,

(Uo@o—&-V)¢L($0,f) = 0 (64)

(0000 + - V)Yr (2°,2) = 0, (65)

donde & = (01,09, 03). Observamos que, por separado, son invariantes por transformaciones
del subgrupo continuo del grupo de Lorentz. Sin embargo, si realizamos una transformacién

de paridad, £ — —Z, sobre estas ecuaciones:

(0060 + & - V), (2% %) = 0 (66)

(0-060 —0- V) 1/}3% (3;.0’ _i:) = 0, (67)

se observa que estas ya no son invariantes por separado sino en conjunto. Luego, la funcién

de onda buscada debe considerar tanto el campo izquierdo como derecho de Weyl.

C. Ecuacion de Dirac

La ecuacién relativista de una funcién de onda debe ser invariante por las transformaciones
del grupo de Lorentz. Luego, si partimos de la relacién relativista de energia E' y momento

lineal p de una particula de masa m,

~E 4+ +m? =0, (68)
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y, realizamos las identificaciones:

E - id (69)

encontramos la ecuacion de Klein-Gordon:

O+m?) () =0. (71)

La ecuacién de Klein-Gordon es invariante relativista por construccién y se espera que
cualquier fumcién de onda de una particula libre de masa m cumpla con esta. La solucién de

tal ecuacién se expresa en términos de su transformada de Fourier,

o (z) = (27) 7 j d'p ¢ (p) 7 (72)

ademads, como esta debe cumplir con la ecuacién ([71)), se debe terner que:

¢(p) =a(p)é (p*—m?) . (74)

Asi, teniendo en cuenta la propiedad de la d-Dirac:

25 180 — B) +6 (o + B)] (75)

0 (p* —m?) =

en donde se ha introducido la definicion E = +/p + m?2, integramos en la variable pg y

el campo de Klein-Gordon adopta la forma:

d3p

z) = (2m) % | A
o) = () | TE

[b(p) e +d* (§) eP] s - (76)

En general, campos que representen funciones de onda de una particula de masa m deben
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tener la forma .

C.1. Ecuacion relativista de primer orden con término de masa

En la seccién anterior encontramos que los campos de Weyl izquierdo vy y derecho g

cumplen con las ecuaciones:

M (r) = 0 (77)

MWr(x) = 0, (78)

respectivamente. Es claro que no se tiene el término de masa en ninguna de estas. Para
incluir el término de masa debemos tener encuenta que bajo las transformaciones Lorentz los

téminos del lado izquierdo se transforman como:

Yy (2f) = Adyr (x) (79)

— 71 —
Vg () = (A1) dr(a) , (80)
mientras que los campos segin:

(AN vy (2) (81)
Vi (a;') = AyYg(z) . (82)

<

~~

—
H\

~
|

Por lo que para incluir los téminos de masa y preservar la invariancia relativista, debemos

considerar términos cruzados de los campos izquierdo y derecho. Asi, se propone:

Yy (z) — myg (2)
i0YR (x) — mipr, ()

0 (83)

0, (84)

en donde 0 = 0,0" , 0= 0,0, y, se ha introducido el pardmetro real m que representa a la
masa de una particula, y el factor imaginario ¢ que permite que el operador actuante sobre

el campo sea hermitico.

En primer lugar, verificamos que las ecuaciones (83), (84) son invariantes relativistas, ya
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que:
Q'Y (a') —miy (2') = Alidyr (z) —mir ()] (85)
Y
0 () —myl () = (AY) 7 [idvr (z) - myp ()] - (86)
En segundo lugar, escribamos por componentes las ecuaciones , ,

i(0000 — G- V), (2%, &) — myg (2°,7) = 0 (87)

i (0000 + 7+ V) g (2°, %) —mypy, (2°,2) = 0, (88)

i(0pdp + 7 - V)Y (:BO, —:E') — miy (:UO, —f) = 0 (89)

i (000 — & - V) (2°, %) — myp, (2%, %) = 0, (90)

queda en evidencia que la invariancia bajo esta transformacién se cumple en forma conjunta.

Asi, expresamos las ecuaciones (83)), (84) en forma conjunta:

iOQ_mo wR(ﬂﬁ):O’ (91)
0 0 0 m Vi (z) 0

0, en su forma equivalente, al introducir las definiciones de los operadores ¢, ¢ se obtiene:

Z_ 0 oy, o I 0 Yr() | |0 | (02)
g, 0 0 I|]|wL(x) 0

De aqui, es natural introducir un arreglo con ambos espinores de Weyl:

sw= "0 (03)
Yr ()
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conocido como campo biespinorial, y las matrices:

Y = ) (94)

en donde, dada las definiciones de las matrices o, = (09,01, 02,03) y 6, = (00, =01, =02, —03),
y de las propiedades de las matrices de Paulilﬂ se verifica que las 4’'s matrices cumplen con

la relacion:

{:Y!“:YV} = :YM:YV + /?V:Yu = znuuLl ) (95)

que define el llamado dlgebra de Clifford.

Por lo tanto, las ecuaciones de los espinores de Weyl , se pueden expresar en

forma compacta como:

(i9,0" —m) ¥ (z) =0 . (96)

En forma equivalente, si definimos las 4’s matrices con indices superiores,

3=, (97)
podemos reescribir esta ecuacién como:
(i3"0u = m) ¢ (x) = 0. (98)

y, analogo a se cumplird el algebra de Clifford:

Ademsés, debemos notar que transformaciones unitarias de las 4’s matrices,

P -t =UFU! (100)

SEn particular, se ha tomado en cuenta la propiedad:

{O'i70'j} = 2(5”'[2 .
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en donde U es una matriz unitaria, también cumplen con el algebra Clifford, es decir, las

nuevas v's matrices cumplen con la relacién:

Y A =2 (101)
y, el campo transformado,
v (z) = Ud () , (102)
con la ecuacién:
(17" 0p —m) ¥ (x) =0 (103)

conocida como ecuacion de Dirac. En general, debemos tener en cuenta que en:

- U, U: €T
eI e e i R (104)
Us Uyl | Y1 (x)

es decir, se combinan los espinores derecho e izquierdo de Weyl en cada componentes de v,
aun asi se sigue denominando a este campo como biespinor, que a su vez es conocido como

campo de Dirac.

C.2. Soluciones de la ecuacién de Dirac
Dada la ecuacién de Dirac,
(i7" 0y —m) e (x) =0, (105)
y, dado que las 7's matrices cumplen con el dlgebra de Clifford:
Y+ =2y (106)
entonces, al aplicar (i#d, + m) por la izquierda de la ecuacién de Dirac, se obtiene:

(=77 0u0, —m?) P () = 0, (107)
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en donde se tiene la contraccion:

1
V#Vllauau = 5 (’V'uvya/tau + Vyryuauau)

1
= 3 (Y + ") 040y

= fr,lu'l/au ay

= [, (108)
por lo que el campo de Dirac ¥ también cumple con la ecuacién de Klein-Gordon

@O+m?)¢(z)=0. (109)

Asi, la solucion de la ecuacion de Dirac también es solucién de la ecuacién de Klein-

Gordon, entonces la solucion de la ecuacién de Dirac serd de la forma:

b (x) = (2m) 2 f d'p 5 (p? — m?) & (p) 7" . (110)

Luego, teniendo en cuenta la propiedad:

5 (7 %) = 5 50— B) + 6 + )] (111)

en donde se ha introducido la definicién E = 1/p? + m?2, tendremos que:

o) = @ [y i e

+ (2m) 42 fdgp %zﬁ (~B,p)e (7). (112)

haciendo el cambio de variable o — —p’ en la segunda integral,

vie) = @0 [ g (B i)
20 [ S (B ) (113)

Del resultado obtenido, se identifican dos soluciones independientes de la ecuacion de
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Dirac,

v @) = (2m) 0 [dp GO (e T (114)
WO @) = (2 [ dO () ) (115)

en donde:
98 () = S0 (B, 27) | (116)

serfan los correspondientes campos de Dirac en el p-espacio. Ademads, tales soluciones se

llaman soluciones de frecuencia positiva y negativa, respectivamente.

Si desarrollamos las contracciones v#9,, de la ecuacién de Dirac y aplicamos a las solu-

ciones de frecuencia positiva y negativa,
(i7°80 + iv'd; — m) P (z) = 0, (117)
encontramos que sus contrapartes en el p-espacio, cumplen con las ecuaciones:

(YE —~'p' —m) ™D (5) = 0 (118)

(—°E+~p' —m) (B = 0. (119)

Aplicando ~° por la izquierda,

2 Qi 7
(6B =" =m") 6D ) = 0 (120)
2 i T(—
(- (") B+ = m*) 6O ) = 0 (121)
y, del dlgebra de Clifford:
fyu,yl/ + ’Y'u’)/y _ 27]“”[4 l‘=_”=>0 (,)/0)2 =1, (122)

podemos reescribir estas ecuaciones como:

(B =7"y'p" =my®) o ) = 0 (123)

(E+7%'p' =m") ¢ ) = 0, (124)
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ahora introducimos las matrices:

B = (125)

0y (126)

Q1

Il
2
=2

y, las ecuaciones de los campos de Dirac de frecuencia posiiva y negativa adoptan la forma:

F+mB) Y @) = B (p) (127)
FAmB) P B = —E) () . (128)

B}

n
Q

La forma de las ecuaciones encontradas nos inducen a introducir el operador hamiltoniano,
H{p)=a-p+mp, (129)

para el cual () (§) resultan ser sus autofunciones,
H (+p) ) (5) = BT () | (130)

Ademés, F serfa el correspondiente autovalor de 1)(*) (§) y —E el correspondiente a () ().
Lo que permite asociar estas funciones a particulas de energia positiva y negativa, respecti-

vamente.

Por otro lado, las soluciones de frecuencias positivas y negativas pueden expresarse como

los arreglos en pares:

()
~ p
@ = e (131)
i ()
ademds, en la representacién de Dirac, las 4's matrices se expresan como:
Ir, 0 0 &
7 = 7 = : (132)
0 —I - 0
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entonces, en tal representacion:

0 & I 0
a= B = . (133)
g 0 0 —I

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones de autovalres:

(a7 +mB) ¢ (5) = E¢D) () (134)
se obtiene:
L 7(®) F)
N 0O o-p N m 0 %IJF () _— Q%IJF () . (135)
G5 0 0 -m| |47 @ o7 (@)

Asi, los pares de componentes de las soluciones de frecuencias positivas y negativas cum-

plen con el sistema de ecuaciones:

+ (@) ) +md P () = B () (136)
+ (@ PO () —mdY () = BT () (137)

es decir, tales pares de componentes se relacionan segun:

(4 P (+

O @) = i ) (138)
0, equivalentemente:

S(+ 0P (&

0 @) = 29 ) - (139)

Escogiendo esta ultima, se obtienen las relaciones:

W = g @ (140)
W@ = g @) (141)

Asi, encontramos que los campos de Dirac de frecuencias positivas y negativas, en el p-espacio,
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se pueden expresar en términos de solo uno de los pares de sus componentes, segun:

7(+)
@ = | ?) (142)

B

[ o5 5 (|
iR N e (143)
i @)

Hasta ahora hemos conseguido expresar las soluciones en términos de pares independientes
caracterizados por los autovalores de H (£p). Sin embargo, ya que son cuatro las componentes
del campo de Dirac, se deben tener cuatro soluciones independientes. Para mostrar este hecho,

se introduce el operador helicidad:

g 0 7
S(p) = P (144)
o 5| A
el cual es hermitico y conmuta con H (p):
[H (p),S(P)]=0. (145)

Entonces, por propiedad de operadores hermiticos, H (p) y S (p) tienen los mismos autovec-

tores. Ademads, como:

I, 0
S2 () = , (146)
0 I

es claro que el espectro de S (p) es formado por 1y —1.

Asi, las soluciones de frecuencias positivas y negativas cumplen con la ecuacién de auto-

valores:

S @ = @) (147)

S (D) (148)

I
I+
<
L
S
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es decir, las componentes independientes de (142)), (143]) deben cumplir con las relaciones:

@M@ = 0 @) (149)
@M@ = + @ (150)
donde 7 = H%H = (n1,n2,n3). Resolviendo estas ecuaciones, se encuentran las soluciones

ortonormaled’| uy. (), u— (), v+ (5) ,v— (p) tales que cumplen con el sistema de ecuaciones:

H@us @) = Buy () (151)
H(-p)u-(p) = —Bu(p) (152)
H@)ve () = Boy (9) (153)
H(=p)v- () = —Bv_(p) (154)
S o) = svs () (155)
S@v() = svs(p) . (156)

con s = *+1. Las cantidades uy (p) ,u_ (), v+ (p),v— (p) se conocen como espinores de Dirac
en el p-espacio. El primer par se refiere a las de frecuencia positiva y el segundo a las de

frecuencias negativas, mientras que el subindice hace referencia a su helicidad.

Finalmente, la forma general de las soluciones de la ecuacién de Dirac, es dada como:

v =0 Y [ @ @G e @@ e, (57

s=+1

en donde b, (p), d% (p) son funciones complejas. Es claro que, las ondas planas:
g (7) e () o () e PP (158)

también son soluciones de la ecuacién de Dirac. Por lo que la solucién (157) es una super-
posicién de estas, conocida como solucién paquete de onda. Mds atin, de (157)) se identifican

los paquetes de frecuecnias positivas,

v @) = @0 Y @ [ @ e, (159)

s=+1

"Esta y otras propiedades de los biespinores pueden encontrarse en [27].
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y, negativas,

¢ (@) = 2m) Y fdgp [d* (@) ve (7) €] - (160)

s==1

C.3. Propagador espinorial
Si consideramos en la ecuacién de Dirac una fuente J (z),
(1770, —m) ¥ (2) = J () | (161)
esta tiene una solucién de la forma:
vie) = [dy ST W) (162)
en donde la funcién de Green S (z — y) debe satisfazer la ecuacién:

(iv"0, —m)S(x —y) =0(z—y) . (163)

Expresando la §-Dirac y la funciéon de Green en términos de sus transformadas de Fourier:

S(x—y) = (2m)* f dip e= @) (164)

S-y) = @07 [dp e, (165)
encontramos que la transformada de la funcién de Green S (p) debe cumplir con la ecuacion:
(v'py —m) S (p) = (2m) % . (166)
Aplicando por la izquierda v*p,, + m,
(3P +m) (4P —m) S (p) = 2m) 2 (Y'p +m) (167)
y, teniendo en cuenta que:

1
Y Pupe = 5 (42 Pupy = 0" Py = »?, (168)

64



conseguimos despejar S (p), teniendo esta la forma:

. Pp +

$(p) = (2m) > LT (169)
donde p% = p - p.

Al igual que el caso electromagnético podemos tener diferentes casos para la propaga-
cién de las contribuciones de frecuencias positivas y negativas. De estas escogemos que las
de frecuencias (energia) positivas se propaguen del pasado al presente. Ademés, debido a
que las de frecuencias (energia) negativas no pueden representar a funciones de onda de un
particula, escogemos que estas se propaguen del futuro al presente. Por lo tanto, tomamos

en consideracion el propagador de Feynman: SE (p), el cual se obtiene al dislocar los polos

segun:
E — E—i0" (170)
-E —» —E+i0", (171)
luego,
A _ -pt+m
S F p) = 2w 2 . 7P . ’ 172
W= G E 0 - (B v 0] 1
es decir,
A _ p+m
SF(py = (2r) 2 LT 173
() = (2m) (173)
Identificando el propagador de Feynman escalar de masa m,
D (p) = —(2m) * (174)
m p2 —m?2 +i0+ "’
el propagador de Feynman espinorial en el p-espacio, se puede expresar como:
S5 () ==(y-p+m) D}, (p) - (175)
Asi, en el espacio de configuraciones
S (2) = (2m) * [ dp 57 (e (176)
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este propagador se expresarda como:

S (2) = — (2m) j d'p (v p+m)DE (p)e#® | (177)

Dado que el propagador adopta la forma:
S (@) = — (i7- 0+ m) DE. () | (178)
y, que el propagador escalar es tal que:

DE (z) = 0 («°) DY () — 0 (—2°) DS () (179)

m

entonces, queda claro que se tendra la propagacion deseada de las soluciones de frecuencia

positiva y negativa. Mas ain, como:
SF (x) = =0 (2°) (i - 2+ m) DD (x) + 0 (=2°) (iy - @+ m) D) (2) | (180)

y, teniendo en cuenta las expresiones de los propagadores escalares de frecuencia positiva y

negativa,
D () = (2m) * [ty D (e 7 (1s1)
con,
A i 6(ppFE
DO () =2 M EE) (182
encontramos que:
op _~.573 ) L
(iv - & +m) D) (z) = i (2) > Jd?’p (%) (7 E 2’:7177 t m) i(E05)  (1g3)

Igualmente, podemos mostrar que:

(iv-0+m) D) (z) = —i (27r)3Jd3p (%) (_70E ;Z'ﬁ + m) e~i(=E"=FT) | (184)

en esta ultima hacemos el cambio de variable de integracién p* — —p’, es decir, serd equiva-
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lente a:

0 - o
i~ (=) - 3 3 (M\(VE+T-P+m i( Ba®—p-7)
(iy -+ m) D, (x) i(2m) Jd D (E) < o e )

En los resultado obtenidos (183]), (185) se identifican los operadores proyeccién:

VYE-7-p+m

(+) —
AV (P) 5
0 O
(-) _ —y E + Yp+m
2O @ AL

lo que permite expresar ((183]), (185]) como:

(iv"8, + m) DY) (x)

i (2m)® f dp (%) A () =i (B"=T)

(Y0, + m) DS (x) = —i(2m)~® f dp (%) A (p) (B —PT)
Asi, el propagador espinorial de Feynman (180)), se puede escribir como:

SF () = —if (2°) (27r)3Jd3p (%) A () emi(Fa"—P7)
—if (_x()) (QW)_SJd?’p (%) AG) (P) oi( B’ —p)

Por dltimo, calculemos la integral:
ifd?’y SF (@ =)™ (y)

= 0 (xo _ yO) (2ﬂ)3fd3p (%) A (7)Y e (Epa®—p-i fdgy i (Bpy® = y)T/J(H( )
+6 (xo _yo) (271‘)_3Jd3p (g) A( )(25*) ,70 i Epm —p-Z Jdgy o Epy py)w(-i- (

(185)

(186)

(187)

(188)

(189)

(190)

)
(191)
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y, dada la forma de las soluciones de frecuencias positivas (159)), se tiene :

Jd?)y oy —PF) g (+) (y) =

(27‘(‘ —3/2 2 Jd?’qb LD’LL ((Dez(Ep E)y° fd?’ye (p—q)y

s==+1

= @0 Y @b @ @B )5 (-

= 20’ > b (B us () ,

y, también que:

[y emtew-syinng -

s==+1

(192)
s==+1

(27r)—3/2 Z Jddq b, ((j) Ug (@e i(Ep+Eqg)y° Jd3yei(ﬁ+‘f)'?7

s=+1

= 0 Y [db @@ I n)' s (540

= e Y b

Entonces,
i@y 8¥ (@ -2 )
= G(x —y (2m) —3/2 Z Jd?’
s==+1
9(:6 —y (27) —3/2 Z Jd?’
s=+1
en donde:
A (5) 7 us ()
igualmente,

AT ()2 us (=) =

s==+1
— ) ug (—p) e 2B (193)
s=*x1
b () A (7)1 () ¢ (5 79)
) A ()10 (—p) e~ 20 i (Eps )
(194)
0 JE
YE-5-p+m g
om ¥ us (P)
_ E+a-p+pm
B 2m us (7)
Eus (p) + (a - p'+ Bm) us (p)
o : (195)
0 JE
-V E+7-p+m o
2m us (=P)
—E—da-p+pfm
2m us (=P)
—Eus (—p) + (=a - p'+ Bm) us (—p)
o , (196)
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y, dado que us (£p) cumple con la ecuacién de autovalores:

(i& P+ /Bm) Us (iﬁ) = Fus (iﬁ) ) (197)

encontramos que:

Zfd?’y S (@ —y) 7" () =0 (a° —y°) 2m) 2 ) Jd?’p b () s () e~ (Bra®=P7)

s=+1
(198)
Finalmente, hemos mostrado que se cumple la relacion:
i@y ST @ =)0 () = 0~ ) o (@) (199)

que explica claramente la accién causal del propagador de Feynman espinorial sobre las solu-
ciones de frecuencias positivas. Es posible obtener una relacién similar para las de frecuencia

negativa,

» f @y 57 (z — )70 () = 6 (4° — 2°) ¥ (x) . (200)

siendo en este caso un efecto acausal.

69



Capitulo IV

Interaccion electromagnética entre

espinores de Dirac

FEn este capitulo se definira la interaccion electromagnética entre espinores de Dirac. Para
esto se tomara en cuenta el formalismo lagrangiano del campo de Dirac. Con tal fin, en primer
lugar, se construira la lagrangiana de la teoria libre del campo de Dirac, posteriormente se
verifica que esta es invariante por transformaciones globales U (1). Tales transformaciones
representan el hecho que las funciones de onda no son univocamente determinados, salvo una
fase. Por ultimo, la extension local de estas transformaciones nos llevara a la introduccién

del campo electromagnético.

A. Introduccion

Las propiedades que podemos asignarle a la materia provienen en primer lugar de la
observacion. Esta es en general, una accién activa sobre la materia, es decir, se interactia
con esta. En muchos casos, a pesar de no conocer con exactitud las interaccién que pueden
ocurrir, es posible dar cuenta de sus propiedades. Sin embargo, es claro que cuanto menor
sean las dimensiones de la materia mayor sera su modificacion cuando interactie con el

instrumento de medicién.

Asi, a escalas de la materia en donde podemos llamarlas de particulas, debemos de esta-
blecer la interaccion entre estas. Establecido que la materia puede ser eléctricamente cargada,
entonces, también se tendran particulas con carga eléctrica. En el caso en que no se tiene
en cuenta esta propiedad, la descripciéon cuantica de la particula relativista es dada por la

ecuacion de Dirac:
i0oy) (z) = (—id -V + Bm) ¢ (z) . (1)
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Entonces, en presencia de la interaccion electromagnética, esta ecuacién debe modificarse.

Hasta ahora, para poder establecer la ecuacion de onda nos hemos guiado de los postulados
de la relatividad especial. Es decir, del grupo de simetria de de Poincaré. Esta simetria se
manifiesta en la invariancia de la ecuacién de onda y en las leyes de conservacién asociadas.
Si nos basamos tinicamente en esta simetria, tendriamos varias posibilidades para modificar

la ecuacion de onda.

En el caso de la materia eléctricamente cargada, se ha observado que la carga eléctrica
se conserva. Por lo que para particulas cargadas se debe seguir manteniendo esta ley de
conservacion. Por otro lado, es claro que la ecuacién de onda resulta ser invariante por una

transformacién de fase,

(@) = () = %Y (a) (2)

Estas dos observaciones deben estar relacionadas a un grupo de simetria. Lo que sera el punto

de partida en la busqueda de la forma de la interaccién electromagnética.

B. Formalismo lagrangiano de la teoria libre

En el formalismo lagrangiano de la teoria de campos relativista, la lagrangiana es una
funcién real invariante por transformaciones de Lorentz, es decir, debe ser un escalar real de

Lorentz. En el caso de la teoria libre del campo de Dirac,

L(x) =LY (x), 09 ()] , (3)

siendo 9 () una funcién de 4 componentes. Para construir escalares es necesario introducir

los campos conjugados: ¢ (z). Ademds, la ecuacién de Dirac:

(iv"0y —m) ¢ (x) =0, (4)

debe derivarse de la ecuacion de Euler-Lagrange:

oL oL
M0<W>0 2
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y, a su vez, derivarse la ecuacién del campo conjugado segun:
oL oL
o _; () 0, 6
o0~ "\a @ )

Para obtener la ecuacién del campo conjugado, tomemos la conjugaciéon hermitica de la

ecuacién de Dirac,

(—idup'y T —m) =0, (7)

es decir, se tiene la ecuacién:

Yt <i’y’”a + m> =0 (8)

donde a opera sobre las funciones a su izquierda. Ademads, siendo siempre posible considerar

una representacién unitaria de las s matrices,

-1
IVH‘T = (,y,u,) ) (9)
y, del dlgebra de Clifford (101)),
P =1, oM = 1, 4% = =50 (10)
encontramos que:
AHY = A 0nHAO (11)
Asi, se expresara como:
o <i7°7“70§ + m) =0, (12)
y, aplicando +° por la derecha,
v (178 +m) = 0 (13)

en donde, identificamos el campo conjugado de Dirac como:

¥ =iy (14)
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el cual cumple con la ecuacién

b (M‘a_u + m) =0 (15)

también conocida como ecuacién de Dirac del campo conjugado.

Finalmente, es posible verificar que las ecuaciones de Dirac y (15 se obtienen si

consideramos la lagrangiana:
i- _
Lp = Gy 7 b —mipip (16)

donde AT B=A (0B) — (0A) B, tal lagrangiana es conocida como la lagrangiana de Dirac.

B.1. Transformaciones U (1) globales

Al igual que en la teoria no relativista, la funcién de onda no es completamente determi-

nada, salvo una fase. Luego, la teoria debe ser invariante por la transformacién:

¥ (x) = ¢ (2) = e () (17)
y, dada la relacién con el campo conjudado , este se transforma como:

b (x) = ' (x) = Y (a) (18)

La invariancia de la teoria se confirma a través de la invariancia de las ecuaciones y (15))

de estos campos, respectivamente, y de la lagrangiana de Dirac ([16)).

Del primer teorema de Noethelﬂ se tiene que a todo grupo de simetria se le asocia

corrientes conservadas. Expresando las transformaciones de fase como:

Y () exp (—ie) 0 ¥ (x)
U’ () 0 exp (ie) | [ (2)

M4s detalles del teorema de Noether y de las leyes de conservacién se pueden encontrar en [28].
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se identifica una representacion global del grupo de simetria U (1),

U (5) = )
0 exp (ig)
cuyo unico generador,
X =i (aU> ,
Oz e=0
sera:
1 0
X =
0 -1

]u: a(au(pA) [ ZX]ABQDB
con !l =1y ¢? =), sera:
. . 0Lp .- 0Lp
H = — = .
T =0 T a0
Siendo,
aﬁD 7 0 - - 7 -
= = aaa - aoz o =3 " P
3 0) 23 00,0) (VY% 0ath — Oathy 1) 507
oLp 1 0 _ _
— = 3 - aaa - aoz @
5 (30) 23(0,9) (V7" 0ath — dathy™))

encontramos la corriente:

gt =yt

B.2. Espacio de estados

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

Dado que la corriente (27)) es localmente conservada, se cumple la ecuacién de continuidad:

auju =Y,

(28)
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la cual se puede reescribir como:

5 [ 2 (00,2 = - J 057 (0, 7) | (30)
ademads, considerando que el comportamiento asintético para el campo de Dirac y sus deri-

vadas,

|Z|—00
—

¥ (2°, %), 0,9 (2%, 7) 0, (31)

obtenemos la carga conservada::
Q= f Bz j° (22, 7) . (32)
donde j° es la densidad de carga.
De las relaciones y , vemos que la densidad de carga es dada como:

i (x) = 4 ()7 () = " (@) ¥ (x) (33)

Luego, es claro que esta cantidad es definida positiva. Por lo que es posible definir un espacio

de estados H, en donde el producto interno es dado por:

(1, ) = f Pz G (2) 1% (z) = fd% o (2) 2 () - (34)

Ahora consideremos las soluciones de la ecuacién de Dirac: ¢1 y 19, tales queﬂ

Vi@ = em~P Y Jd‘q’p [di (7) o] (§) e + b1, (D) uf (§) €] (35)

r=+1

o (x) = (271')_3/2 Z Jd?’p' |:b2’s (]5') Usg (;5') e~ 4 d;,s (;5') Vg (}5’) eip,'z] , (36)
s==+1

2En las siguientes relaciones se tomaré en forma implicita que: po = E y py = E’.
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entonces, el producto de estos campos de Dirac sera:

(Y1, 12)

= Z Jd3pd3p/ (2m) 3 Jd?’x [dlﬂn () ba,s (9') ol (7) us (7) ei(ﬁ+ﬁ).fe_i(p0+p6)xo]

rs==+1

+ Z Jdgpd3p’ (27r)3fd3x idl,r (P) d;s (ﬁ') UI () vs (;5/) ei(ﬁ—ﬁ’)-fefi(po*pﬁ)xoi

r,s==+1

+ > f Bpdp (2m)~? f dx :b’fﬂ, (9) ba,s (') uf (P) us (7) e—i(ﬁ—ﬁ)iei(pofpb)xoi

r,s=+1

+ f Bpd3p’ (2m) 73 f B (bt () ds, (7) ul () vs () e PP T ilporro)al |

r,s=+1

Identificando la §-Dirac:

5@ = (2 b e

e integrando en las variables p'!, p2, p'3,

i) = % [ @ [ @b (7)ol Grus (e ]

r,s=+1

b Y [ e ()5 000 ) )

r,s==+1

b Y [ Bt s 0ol ) ()

r,s==+1

v X [ [t @ ol @ e

r,s=+1

Dado que:

ul (B)us () = vl (B)vs () = 6rs

ul (F)vs (=0) = vl (P us(=p) =0,

finalmente, obtenemos:

) = % [ & [, @) bor )+, ()5, ()]

r=+1

(37)

(38)

(40)

(41)
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En particular, para soluciones de frecuencia positiva, tendremos que:

(e.0) = 3 [ b P (43)

r=+1

mientras que para soluciones de frecuencia negativa,

(b)Y = 3 [ 1 (14)

r=+1

Ambos casos estan bien definidos y tienen en cuenta las componentes de helicidad +1 y —1.

Si estos paquetes de onda estan normalizados, se deben cumplir las relaciones:

[ (e @F+1-@F) = 1 (45)
f p (Jd. DF +1d- D) = 1. (46)

C. Formalismo lagrangiano de la teoria en interaccién

Para las teorias libres del campo de Dirac y del electromagnetismo de Podolsky, se han

obtenido las lagrangianas:

Lo = 20T —miy (47)

1 2
Lo = —7FasF™ + T0aFPaFyy . (48)

respectivamente. En la construccién de estas lagrangianas se ha tenido en cuenta que los
campos estan asociados a representaciones del grupo de Lorentz, y que tales lagrangianas

son escalares de Lorrentz.

Si ahora se desea construir la lagrangiana de la teoria en interaccién esta tendra la forma:
Lp=Lp+Lr+Lp, (49)

donde la lagrangiana de interaccién L£; también debe ser un escalar de Lorentz, construido
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con los campos de la teoria, es decir,

£I = £I [@b, 7/_)a a,tﬂ!)v @ﬂ,/_% Aﬂa aaAﬁ, 5a50A5] . (50)

Vemos que pueden construirse mas de un posible término de interaccién. Sin embargo, del

electromagnetismo con fuentes, la lagrangiana de interaccion debe ser de la forma:
»CI = _Aaja y (51)

donde 7% debe ser un campo vectorial de Lorentz, construido con los campos de Dirac y sus

derivadas.

El problema se reduce a construir un campo vectorial de Lorentz:

ja = ja [1[)’ 7/_% a,uwa 5#&] . (52)

A pesar de esta reduccién, ain se tendrian méas de una opcién. Por lo que seria necesario
introducir criterios adicionales en la teoria. En particular, podria ser suficiente la invariancia
por transformaciones de calibre, que en la teoria de interacciéon no solo se transformaria el

campo electromagnético sino también el campo de Dirac.

C.1. Transformaciones U (1) locales

A diferencia del caso global, en el caso local consideramos que las transformaciones de

fase pueden darse a valores distintos en cada punto del espacio-tiempo. Es decir,

W) | |exp(~ie (@) 0 ¥ (x) (53)

' (x) 0 exp (ie (2)) | | ¢ (x)

en donde € (z) es una funcién real. Asi, para cada punto z del espacio-tiempo se tiene la

transformacién unitaria:

Ule(z)) = : (54)
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en donde nuevamente se tiene el generador:

Ahora consideremos que |e (z)| « 1, entonces, la variacién de la lagrangiana de Durac en

primer orden se puede escribir como:

oLp v1A B 0Lp 1A B
= —[-iX —[-iX
SLp a“(@((?ugoA)[ i ]B(p>€+<5(&‘ugof4)[ iX] 597 | Oue, (56)
siendo ! = 1) y ©? = 1), y se identifica la cantidad:
. o0Lp 1A B _ T
b= _ — iz
gt = 6(%#‘)[ iX]Tpe” =¥ (@) (z) , (57)

la cual era la corriente conservada de la transformacién global. Asi, la variacién en primer

orden se puede reescribir como:

LD = (") + jHdue . (58)

En el caso de transformaciones locales se tiene que la lagrangiana de la teoria libre del
campo de Dirac no es invariante, Por otro lado, si para el campo vectorial A, (z) se considera
la transformacién:

A (&) = AL () = A, (1) + ;ays (2) | (59)

donde ¢ es una constante real, se encontré que:
Lp=0. (60)
Por lo que, en una teorfa invariante por transformaciones U (1) locales, se debe tener que:

0Lp +6Lr=0. (61)
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C.2. Teoria en interaccion

Para una teorfa invariante por transformaciones de calibre, debemos considerar una la-

grangiana de la forma:

£=r (¢7 1/717 a;ﬂ/% a,tﬂ/;a Au) )
cuya variacién en primer orden sera:

oL’

I o A B laﬁl
oL _<6(6Hg0‘4)[ iX| g —|—qu# OuE

Asi, esta nueva teoria sera invariante siempre que:

oL’

ok 1oL _
0 (up?)

q oA,

[—iX]*5 0" + 0.

(62)

(63)

(64)

Para poder garantizar que se cumpla la relacién (64)), consideramos una teorfa descrita

por la lagrangiana:

£// _ ,C” ((,OA,VMQDA) ,

en donde se ha introducido el operador V,, como sigue:
VMSOA = M‘PA — qAy [_iX]AB SOB .
Dado que, localmente los campos de Dirac se transforman como:
& (@) = exp (—ie (2) X)) 6" ()

y, el campo electromagnético segin:

Al (w) = Ay () + ;aus (z) |

(65)

(66)

(67)
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entonces, se tiene que:

Vit (@) = aup™ (@) — A, (@) [-iXT g " ()
= [exp (—ie (1) X5 [0u0® (2) + B (2) [iX) % 0 ()

—qA, [=iX]" [exp (—ie () X)] 56 ¢ (@)

—0ye (z) [<iX]" g [exp (—ie (z) X)] % ¢ (@) | (69)
ademas, como:
[—iX]"g [exp (—ie (2) X)), = [—iX exp (—ie (z) X)|"c
= [(exp (—ie (x) X)) (—iX)]"c
= [exp (—ie (x) X)]*5 [-iX]% | (70)
es decir,
Ve (@) = [exp (—ie () XI5 [ 006" (@) = 0, [-iX17c O @] . ()

Por lo que, la derivada V, de los campos se transforma como:
V10" () = [exp (—ie (z) X)]*5 Vi (2) (72)

y, en tal sentido, se dice que V, es una derivada covariante.

Ya que la lagrangiana Lp = Lp (gbA, 5M¢A) es invariante por tranformaciones U (1) cuan-

do e (z) = € es constante, entonces, se propone la lagrangiana:

[’” = 'CD (1/]7 QE) V;ﬂ/’a v;ﬂ;) (73)

para una teorfa invariante por tranformaciones de calibre locales U (1). Asi, dado el generador

de U (1) (5%)), tendremos las derivadas covariantes (66]),

V,ﬂ/J a/ﬂ/} + iunw (74)

Vb = 0, —iqAub . (75)
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Por lo tanto, siguiendo el acoplamiento minimo ([73)), la lagrangiana de Dirac se tranformara

en:

L= %u‘w‘ﬂw — myrp = %zw?m — my) — gy PA, (76)

Por construccién, la lagrangiana £” es invariante por transformaciones U (1) locales.
Igualmente, la lagrangiana de Podolsky Lp es invariante por tales transformaciones. Por

lo tanto, en una teoria en interaccién podemos considerar la lagrangiana:
LGcQED = L'+ Lp, (77)

es decir,

i . . 1 a?
Lagep = "0 b —mi — gy YA, — T Fu P 4 50,70 Fyy
(78)

conocida como lagrangiana de la electrodindmica de Dirac-Podolsky. Finalmente, debemos

sefialar que en el limite a — 0, se tiene que:
c Copp = Lint T b Dyt A, — S E R
GoED — LQED = 51/1’7 b —mpy — gy A, — 1D , (79)

es decir, la teoria se reduce a la de la electrodinamica espinorial usual.
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Capitulo V
Dispersion

En este capitulo calcularemos la seccién de choque diferencial de la dispersién de espinores
de Dirac de diferente masa e igual carga. Por lo que, previamente encontraremos la matriz
S para tal caso. Los elementos de la matriz S se definirdn como las amplitudes de transicién

de estados asintoticamente libres, mucho antes y después de la colisién.

A. Introduccion

En un proceso de dispersién se identifican dos elementos: la particula a ser dispersada y
el blanco. La colisién de la particula con el blanco debe dar lugar a cambios en el estado de
la particula. Para estimar tal cambio de estado, debemos de conocer las caracteristicas de la

colision, es decir, la interaccién entre la particula dispersada y el blanco.

En el caso que la particula y el blanco sean eléctricamente cargados, la colision consistira
en la interaccion electromagnética entre estos. Es claro que cuanto més se aproximen estos
elementos, mas intersa serd la interaccion. Inversamente, mientras mayor sea la separacién
la interaccién se hard cada vez menor. Aunque esta no desaparezca, podemos asumir que la

particula a dispersarse se encuentra en un estado libre cuando estd muy alejada del blanco.

El estado cudntico de una particula es determinado por la funcién de onda asociada a esta.
En el caso que la funcién de onda sea un espinor de Dirac, tendremos como caracteristicas de
la particula, su masa, momento lineal y helicidad. Ademas, en interaccion electromagnética,
tendremos también su carga. Si inicialmente, mucho antes de la colisién, la particula se

encuentra en su estado libre determinado por la funcién de onda v; (y). Entonces, durante
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la colisién, esta funciéon de onda cambiard a:

i () = f d'y S¥ (z — y) i (y) | (1)

donde S serd el propagador espinorial, y, en general, seréd diferente al de la teorfa libre
S¥. Luego de obtener la funcién de onda mucho después de la colisién, resta calcular las

transiciones a cualquier estado libre final.

B. Matriz S

Vamos a considerar que la particula a ser disperada es una con carga eléctrica igual a la

del electrén:

q=—¢, (2)

donde e es el valor absoluto de la carga del electréon. Luego, en el formalismo lagrangiano

debemos de considerar la densidad lagrangiana:
i e . - 1 P PR
L= 51/17 0w — mpp + epyHep A, — ZF’WF + ?8MF 0"Fyuy . (3)
Asi, a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL oL
wa<a(a¢)>o W

se obtiene la ecuacién de movimiento:

("0 —m + ey A, (2)) ¢ (x) = 0 . ()

Por definicién, el propagador de Feynman S (z — y) para la ecuacién encontrada, debe
cumplir con:

(i7" 9y —m + ey Ay () 8" (z —y) = 6W (z —y) (6)
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equivalentemente,
("0, —m) 87 (w —y) = 6 (& — y) — er" A, (2) 8" (2 —y) . (7)
Ahora reescribamos el lado derecho introduciendo una §-Dirac,

(i 2y —m) ST (z —y) = f @'z 60 (@ = 2) [69 (2 = y) - ev"4,, () ST (= = )| .

(8)

Ademis, recordemos que si S¥ (z — 2) es el propagador espinorial de la teorfa libre, esta,

cumple con la ecuacién:
(i7" 0y —m) S¥ (& = 2) = W (2 — 2) (9)
en donde debemos tener en cuenta que las derivadas son respecto a la variable x. Asi,

("9, —m) ST (z - y)

= | dz (770 —m) ST (@ = 2) [0 (2 = y) - ey A, (2) ST (2~ )|

= o —m) [ ST @[ -y - e a, (8T -] . 0)

por lo que:

St (z—vy) = Jdd‘z SE (z —2) [(5(4) (z —y) — ey A, (2) ST (2 — y)] : (11)

Finalmente, podemos afirmar que el propagador espinorial S (z — y) cumple con la ecuacién
integral:

S (0= 9) = " (0 —y) ¢ [ @' ST (@ = 2) 1A, ()87 (=~ ) (12)

Por dltimo, en términos del propagador, el campo de Dirac es expresado como:

W (z) = f dhy S¥ (2 — ) (y) | (13)
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equivalentemente,
U (x) =19 (x) —eJd4z SF(x—2)y"A, (2) ¥ (2) (14)

donde 1 (x) es el campo de Dirac de la teoria libre.

B.1. Elementos de la matriz S

Si en cierto instante se tiene que una particula se encuentra en el estado V¥;, entonces la

amplitud de transicién hacia el estado ¢y en dicho instante es:

Agi = (g, ¥i) (15)

Al considerar que los estados son asintéticamente libres, tendremos que el producto interno
entre los estados es el dado en tal espacio. Ademas, en tal caso la amplitud de transicién se

identifica como las componentes de la matriz S,

Agi = S = (0 W) = [ 2 67 ()"0 ) (16)

Dada la solucién de la teoria en interaccién ((14)), se tendréd que:

Spi = Jdga; by () i () — efd% vy (@) ’YOJ&Z ST (x = 2) 7" Au (2) Wi (2)
(17)

reordenando la tdltima integral,

Sji = @ @0 @) - [tz [ [ i @0s" @ - z>] A (2) Wi (2) |
(18)

en donde las funciones iniciales y finales se toman de un conjunto ortonormal del espacio de

estados. Asi,

Spi=dgi—e [ d's [ | &2 6y @)705" (@ - z>] AL (2) Wi (2) (19)
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adicionalmente, vamos a considerar que la funciéon de onda final corresponde solo a la parte

de frecuencia positiva.

Ahora tengamos en cuenta que en la teoria libre ((199)),
0 (zo — 1:0) ¢(+) (2) = ijd?’x st (z —x) 70¢(+) (x) , (20)

entonces, tendremos que cuando 20 — +o0,

vr () =i [t ST () vy (a) (21)
de aquli,
9y (2) = i [ d'a 0] (@) 871 (= 0)” (22)
es decir,
Yy (2) = —ifd4l' r (2)7°SFT (2 —x) 4" . (23)
Ademis, de (176)) y (173)), el propagador de la teoria libre se puede escribir como:
F _ —4 4 ,),Mpu +m ip-(z—2x)
S (z —x) = (2m) fdpr—mz—i-iO*ep ) (24)

y, entonces, su adjunto sera:

_ Vp, +m ip(aa
srt (z —x) = (2m) 4Jd4p me p(z=o) (25)
Luego,
ST (2 =) = (2m) [ty T e P iy ) (26)
p?2 —m? +i0t

y, dado que la representacion de las matrices de Dirac, es unitaria,

T = 409t = TR0 = (27)
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se tendrd que:

n
0 gF't 0o _ —4 4 7 Pu +m —ip-(z—x)
S — = (2 d'p ————
7 (z =)y (2m) J ]9102—7712—1-2'0Jre

B 4 YEpu+mo
— (27T) fdpwelp(x z)

= S (z—2). (28)

Por lo tanto, (23)) es equivalente a:

Py (z) = —ijd4x @Z_)f (x) St (r—2), (29)

y el elemento de la matriz S , se expresara como:

Spi = 67+ ieJd4z By ()77 A, (2) T (2) (30)

Por otro lado, desarrollando la expresién para el campo ¥ = W, (14)) en forma recursiva:

Wi (y1)

= i ()

0

+ Y (e Jd4y2 e dhyn ST (= y2) Y Au (12) ST (2 — ys)
n=2

x .o SF (Yn—1 = Yn) 'VHA/L (Yn) i (yn) (31)

entonces, los elementos de la matriz S , pueden expresarse en la forma perturbativa:

—i Y (—e)" Jd4y1 s dhyn dy (y1) Y A (11) ST (y1 — y2) v A (y2) ST (g2 — y3)

n=2

X v X SF (ynfl - yn) 'Y“Au (yn) (5 (yn) . (32)

De la serie perturbativa de la matriz S, se observa que la primera contribucion no trivial
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es:

Spi = —i(—e) f d'x Gy (1)1 Ay (2) s (x) |

(33)

en donde hemos tenido en cuenta que inicialmente el espinor es descrito por las soluciones

de frecuencias positivas. Resta expresar los potenciales electromagnéticos para finalmente

encontrar la matriz S.

B.2. Elementos de la matriz S en la dispersién de espinores de Dirac

En el caso de la interaccion electromagnética de dos particulas de carga —e con masas

m1 y ma, se debe considerar la teoria dada por la lagrangiana:

i _ _
L = 5%’7“7”1/11 — my1Pr + ey A,
T - > _ _
+§¢2’Y“ 0 utha — matharhy + ehayteho Ay,
1 2
— 7 Fu P + %aMFWaVFW ,

luego, de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL o L o L
04, " (3.A,) " P1a(0,0,A,)

:07

en donde:

oL - -
oA, e17 1 + eay iy
oL
Y= yals
Ay ~ o
oL 9 up
_ aFow_ uv aFap ’
apaﬂa (a'uapAy) a apau (77 0 n 0 )

se encuentra que el campo electromagnético se obtiene de las ecuaciones:
2 .
(1+a D) o F" = j5v |
donde la corriente eléctrica tiene dos contribuciones:

J¥ = —e1v" 1 — ey s

(34)

(35)

(36)
(37)

(38)

(39)



en donde la primera contribucién corresponde a la propia particula dispersada, de masa m1,

y, la segunda contribucién corresponde a la particula blanco, de masa ms.

Consideraremos en la primera contribucién no trivial de la matriz S ,
Sji = =i (=e) [[der g (1) 7" Ay o) s o) (41)
que el campo electromagnético,
Au(ar) = [ dtay Df (a1 =) (22) (42)

solo corresponde a la generada por la particula de masa mso.

Dadas las consideraciones asumidas, para la particula dispersada consideramos las ondas

planas de frecuencia positiva:

Yri(z) = @n) (s, pi) e (43)

Gip () = (2m) P a(sy, ) e (44)
con p? = p? = m% Mientras que en la corriente,
J (w2) = —etay (w2) 72 (x2) (45)

consideramos la primera contribucién no trivial, dada por las ondas planas de frecuencia

positiva de la particula blanco:

Yoi(x2) = (2m) " u(oy, ) e (46)

by (22) = (2m) P a(oy,qp) etror (47)

en donde ql-2 = qJ% = m%

Asi, los elementos de la matriz S , pueden expresarse como:

Spi = —ie’ Jd4w1d4w2 Dl (1 — w2) iy (1) Y¥1bui (w1) thoy (w2) 7 2o (22) (48)
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e, introduciendo las ondas planas de frecuencia positiva, esta se reescribe como:

Sp = —ie? (27‘(‘)76 Jd4x1d4x2 ny (w1 —x2)u(sf,pr)Y'u(ss, p3) u (o, GF) v u (0o, G)

w i(pr—pi)-wi+i(as—ai)z2 (49)

Identificamos en la expresion las integrales de la forma:
J(P,Q) = Jd4$1d4$€2 DF, (xy — @g) !PT 1@ w2, (50)

haciendo los cambios de variables:

1
] = T+ Y. (51)
1
T2 = T35y, (52)
estas integrales adoptan la forma:
J(P,Q) = f iz HPQ) Jd‘*y DF () P-Qu2 (53)
Reconociendo la d-Dirac,
§(P+Q)=(2m)* J dig P (54)
y, la transformada de Fourier,
- P-Q - i(P—Q)-
Dt (159 = n2 [ty Df, -2 (55)
se obtiene que:
. P
J(P.Q) = (2m)"6 (P +Q) (2m)* D), ( 5 Q) : (56)
y, COMo:
6(x+y)f(y) =d(z+y) f(-=), (57)
finalmente,
J(P,Q) = (2m)"6 (P + Q) Dy, (P) (58)
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Asi, volviendo a las componentes de la matriz S (49)), esta se puede expresar como:

Sri=06(pr+ar —pi — @) M, (59)

donde:

M = _ieZﬁiy (pf - pl) u (vaﬁf) f)/“u (Sivm) u (Ufa Jf) '.)/Vu (Ui7 (jz) ) (60)

y, la aparicién de 0-Dirac en (59)), refleja el hecho de la conservacion de la energia y momennto

lineal.

C. Seccion de choque

Se define la probabilidad de transicién como:

pri = 1S5l - (61)

Debido a la §-Dirac en la expresién de la amplitud de dispersién, este cdlculo no tendra
un resultado bien definido. Por lo que debemos tener en cuenta paquetes de onda en la

definicién de la amplitud de dispersién:

Sy — Sy = Jd3pld3p2d3p3d3p4 ©F (D3, Pa) Syi (p1,p2, 3, p4) i (P1,P2)

(62)
en donde, tomaremos en cuenta un conjunto completo de paquetes de ondas finales:

% (73, 00) ef (05, 74) = 6 (Fs — 73) 6 (Pa — 74) - (63)
f

Asi, tomando en cuenta todos los estados finales posibles en la probabilidad de transicién
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, y dada la expresion , se tendrd que:

prz‘
f

= fd3p1d3pzd3p’1d3p’zd3p3d3p4 M (p1,p2,D3,P4) 6 (p1 + p2 — P3 — Pa)

—

x M* (p', pb, p3,pa) 0 (D) + Py — p3 — pa) i (1, 52) ¢f (P, 05) -

y, desagregando los paquetes de onda para cada espinor de Dirac inicial:

@i (p1,P2) = @1 (P1) 02 (P2) (65)

Reescribimos la probabilidad de transiciéon como:

pri
f

= Jd3p1d3p2d3pid3p’2d3p3d3p4 M (p1,p2,p3,p1) 6 (p1 + p2 — P3 — Pa)
x M* (1, Ph, p3.pa) 8 (P + Ph — p3 — pa) 1 (B1) 2 (B2) oF (B1) 5 (7h) -

(66)

Ahora consideramos que los paquetes de onda 1, w2 sean nulos para valores de momentos

distintos a pi;, po; , respectivamente. Ademads, tomando a M como una funcién suave,

pri
!

= fd3p3d3p4 | M (p1i, p2i, p3, pa)|° Jd3p1d3p2d3p/1d3p/2 5 (p) + Py — p3 — pa)
x 0 (p1 + p2 — p3 — pa) 1 (B1) w2 (D2) ¢ (P1) ¥5 (PY) -

(67)
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Ahora, analicemos la integral:

I(p) = Jd3pld3pzd3pl1d3plz 5 (P +ph —p3 —pa) 6 (p1 +p2 — p3 — pa)

x @1 (P1) @2 (B2) @1 (B1) #5 (%) (68)

donde p = p3 + ps. Ademds, dado que la §-Dirac puede expresarse como la transformada:

5(p) = (2m)~ Jeﬂmd% , (69)

tendremos que:

I(p) = (27T)78 Jd4ﬂ?1 Jd4x2 Jd3p1d3p2d3p'1d3p'2
e ST 0 () oo () 7 () 3 (75)

(70)
reagrupando,

I(p) = (2m)° Jd4$1d4962 etPl@1—a2) stm o1 (1) e P Jd3p2 po () € P>

X Jd?’p’l ot (p)) e Jd‘gp’z o3 (ph) ePe2 . (71)

e identificando los paquetes de onda en el espacio de configuraciones:

5 (x) = (2m) dep o1 (P e 7™ (72)

Finalmente,

I(p) = (2m)~° Jd4x1d4x2 1 (21) o (21) BF () B3 (o) P11 772) (73)

la cual se encuentra claramente normalizada,

[d 10) = @n? [ e 1o @P e @ (74)

Ya que los momentos iniciales de encuentran concentrados en pi;, p2;, entonces, p =
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P3 + P4 = p1 + p2 & p1; + poi. Asi, podemos considerar a I (p) como una distribucién de

soporte p1; + p2i, lo que posibilita que esta sea de la forma:

I(p) =6 (p—p1i — p2) (27)2Jd496 | &1 (@) @2 () - (75)

Concluimos que la pronbabilidad de transicién se puede expresar como:

Mipgi = fd?’pgd?’m M (p1i, p2is p3, pa)|* 8 (p = p1i — pai)
7

x <2w>2jd4x | 61@) 152 @) - (76)

C.1. Seccién de choque total

Dado que la segunda particula es el blanco, luego, en su referencial de reposo se tendra

el paquete de onda correspondiente:

P2 () = ¢2 (7) . (77)

Mientras que la primera particula se dirige a esta con una velocidad 7, luego, para esta se
tiene el paquete de onda:

o1 (z) = ¢y (Z+0T) . (78)

Como realmente se tiene un haz de particulas incidentes, separadas lo suficiente para que no

interactiien entre si. Entonces, debemos considerar el promedio sobre un rea wR?,
1 N
|1 (@) = —5 iy (¢ (F+ T+t (79)
[Z1]

donde la integral es dada en una regién transversal a la velocidad. Por lo tanto,

1
TR2

|Z1 1]

Jd% @1 (@) |2 () dequ4x |61 (& + Z1+0t)[* |2 (D)
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integrando la variable temporal y tomando en cuenta la invariancia por traslacion de las

integrales espaciales,

Jaw b @lin@? - mm [ dn]d o @eaPn@r.

Ix11]
(81)
Por 1ltimo, siendo los paquetes de onda normalizados,
[dte 161 @R @F > i (52)
wR2 |7
Finalmente, la probabilidad de transicién se puede expresar como:
1 1
dipsi(R) = S| @m)? = Jd3p3d3p4 |M (p1i, p2is p3 pa)|* 0 (p — pri — pai) |
7 TR ||
(83)
e, identificamos el término dentro del corchete como el area eficaz de interaccion;
- 1 2 ,
o = lim 7R*) pji (R)
!
2o 1 5 3 . 2 , .
(2m) 6 d”psd°pa | M (p1s, p2is p3, pa)|” 6 (p — pri — p2:) (84)

es decir, esta es la seccion de choque total.

En un referencial tal que la particula blanco tiene una velocidad ¥ colineal a la velocidad

de la particula a ser dispersada 7, se tendra que la velocidad relativa pasa a ser:

T=1— 0 . (85)

Luego, dadas las 4-velocidades de las particulas:

up = 7 (1,%) (86)

up = 72 (1,7) , (87)
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donde 712 es el factor de Lorentz, y, tendremos que:

Ul - Ul = ’)/%(1—171-171)21
Uy - Uy = 7%(1—172-172)21
upruz = My (l—70-0) ,
Luego, podemos reescribir:
o] = (@ =) - (5 — )]

oL S L \1/2
= (Ul'U1+7}2'U2—2U1"I}2)/ ,
como:

) — — _ _9\1/2
|v] = (2'71 172 1U1'“2_'712_’722)/

1/2
(2v1y2u1 - u2 — 73 — 1) /

Y172

{27172u1 - ug — [1 — (U1 - 01) (T - Ba) ] 7ivs — 1}

1/2

Y1772
desarrollando uq - us,
5] = {27993 (1 =T - O2) — [1 — (61 - 01) (T2 - B2)] 7§93 — 1}
Y172
Lo s o 1/2
{'y%'y% [1— 27 - Uy + (V) - ) (Vo - V)] — 1} /

Y172

y, como 9] y ¥Us son colineales,

por lo que:

equivalentemente,
[7%722 (1— 1 - 72)° — 1]
Y172 (1 — 01 - 02)

o] =

(1— 0 -) .

(91)

(92)

(94)

(96)
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Finalmente, identificamos uy - us, obteniendo:

1/2
R
|0] = o (1 -7 -1a) . (97)

Ademas, dadas las definiciones de los 4-momentos:

pi = miup = (yima, yimati) = (Ev, i) (98)
¢ = mouy = (yama, Yomata) = (Ea, ) , (99)
tendremos que:
1/2
2 2.2
|17| _ [(pz 'Qi) _mlmz] |:1 B (fylmlﬁl) ] (727@172)}
Di-qi Y1ma Y212 ’
(100)
es decir,
1/2
| (b1 - @)” = m3m3] 7 @
5] = (1 - ) : (101)
Di " qi EqEs
Finalmente, siendo,
pi-q = E1Ey —pi - G (102)

obtenemos que el médulo de la velocidad relativa |U], se puede expresar como:

1/2
E [(pi : %’)2 - m%mg] (103)
V|l =
By (pi) B2 (¢i)
Asi, podemos reescribir la seccién de choque total en un referencial arbitrario,
E1 (pi) B2 (q;
o = (27T)2 1 (pl) 2 (ql)
\/(Pi : Qi)2 — mimj
2
> Jd3p2d3Q2 (M504 (Pis 45 P2, 42)|” 6 (P2 + G2 — pi — 4i)
sfof
(104)
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donde 2 es el angulo sélido entre los momentos.

C.2. Seccion de choque y las variables de Mandelstan

Dada la relacién entre la amplitud de transicién y M , podemos llamar a esta ultima

también de amplitud de transicién. Luego,
M) = MIM (105)
serd la densidad de probabilidad de transicién. De la expresion , tendremos que:

MP = et Dif (o —pi) ul, (@) 2l (@) ul, ) vl ) |

x [ D5 (g = ) sy (512, (5) o, (@) P00, (@] - (106)
Idemtificando los biespinores conjugados y las propiedades de las v’s matrices,
u=ul’ 5 at =10u ; AT =70910 s 400 =1, (107)
reescribimos la densidad de probabilidad de transicién, como:

MP = e | DA (g = D) o, (@) 7ty (@) T, (5) 7", () |

x| DI (0 = pi) oy (By) 1, (51) oy (31) 2 0o, (@)| - (108)

En la expresién de la seccién de choque (104]), se ha tomado en cuenta todas las po-
sibles helicidades finales. Si no se tienen los valores especificos de las helicidades iniciales,

consideramos el promedio:

> IME LSS ImME (109)

sy oy 8; 0;8f Of

y, denotaremos a este dltimo como |./\/l|2 . Ademaés, reordenando los productos en (i y
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usando las propiedadestnoteM4ds detalles sobre estas propiedades se encuentran en [27].,

Su e ) - T (110)
Sur @, (@) = T2 (111)

encontramos que el promedio de la densidad de probabilidad de transicién |/\/l|27 es dado

COImo:

64

64F1 (pi) B2 (q:) Er (pf) E2 (qy)
x DY (pr — pi) Dig (ps — pi)

IM]* =

xtr [y (py +ma) v (pi +ma)]tr [7” (fr +m2)"’ (i + m2)] .

(112)

en donde se ha introducido la notacién: [p = +#p,. En el caso del electromagnetismo de

Podolsky, el propagador electromagnético en el espacio de momentos es de la forma:
DE, (k) = (D (k) = Df, (1)) (113)

luego, (112)) se reescribe como:

el

64E1 (pi) B2 (4:) Er (py) B2 (qr)
X [D{? — f?ﬁ;a]* (pr —pi) [155 - ﬁf@a] (P — i)

Xaastr [V (by +m1) 7 (b +mu)]tr [ (g +ma) o (s +mo)]

M]P =

(114)
y, realizando las contracciones con el tensor métrico,
4
MP = :
64E1 (pi) B2 (0:) E1 (pr) B2 (qr)
A~ A * A A
x [Dg - Dfma] (pf —pi) [Dg - Dﬂa] (py — pi)
xtr [y (py +m1)Y* (pi +ma)]tr [y, (i +m2) va (s + m2)] -
(115)
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En esta ultima expresién, se identifican los términos:

N R * R A 1
| D5 - DL, | () [ DF = DE, | ) = (2m) ;
w7 (- 5)
tr[v* (by +m)y* (bi+ma2)] = 4 [p’}p? +pi'p§ — 1" (ps - pi — mf)]
tr ['Yu ( bf + ml) Yo ( i + m2)] = 4 [quqm + Gipdfa — Mo (Qf “qi — m%)] .
(116)
donde k = py — p;. Asi,
MP = (2m) ™t et y 1
2E1 (pi) B2 (4:) E1 (py) B2 (qr) 2\ 2 (ps—pi) ?
((pf _p’i) ) 1 - m2
x {[(pr - ar) (pi - @) + (pi - a5) (- 1) — (a5 - @) (py - pi — )]
+ (ps-pi —2m3) (qr - @ —m3)} (117)
simplificando el ultimo término entre llaves,
o) 4 et 1
|M|2 - ( Tr) - x 2\ 2
2E1 (pi) B2 (4i) E1 (py) B2 (qr) 4 (ps—pi)
(py—pi) (1=
< [(py - ay) i~ @) + (i - ar) Py - @)
—(ag - gi) mi — (pg - pi) m3 + 2mim3] . (118)
En esta relacion, identificamos la cantidad:
T = (ps-ap) (i~ @)+ pi-ap) (pr - @) = (a5 - @) mi — (pg - pi) m3 + 2mims
(119)

y, observamos que esta es invariante relativista. Por lo que, expresaremos esta es términos de
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las variables de Mandelstan:

(pi+Qi)2:(pf+Qf)2:m%+m%+2(pi'Qi) =mi +m3+2(ps-aqy)

5 =
t = 2 2 _ 2 _ 2
= (pi—py)” =(a —aqp)” =2mi —2(ps-pi) =2m5 —2(qr - ¢i)
u = (pf_%’)2 = (pi_Qf)2 =mi+m3—2(ps-q)=mi+ms—2(pi-q) ,
(120)
obteniendo

T = 1 2—23(m%+m%)+(m%+m%)z]+i[u2—2u(m%+mg)—i—(m%—i—m%)z]

4
+=t (m]+m3) , (121)

N = —

simplificando la expresién,

(s* +u?) —%(S—I-u) (m} +m3) +%t(m%+m%) +%(m§+m§)2
(s+u)2—%su—%(s+u) (m%—i—m%)—i—%t(m%—l—m%)—i—%(m%—i—m%f

e e Y

= Z(s—l—u)[s—l—u—Q(m%—i—m%)]—%su—i—%t(m%—i—m%)—i—%(m%—i—m%f ,

(122)

Ademads, observemos que la suma de las variables de Mandelstan se puede reescribir como:

s+t+u = (pp+qp)+ (@—q)*+ (i —qp)?

P+ + G a0+ aF 205 g5 — 205 g5 — 2pi - g5

= PP+ +3¢F+2(f —ai—pi) -4y (123)
y, dadas las relaciones:
b; = p?‘ = ’I?’L%
G = q;=mj
Pita¢ = qr+ps, (124)
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la suma de las variables de Mandelstan se reduce a:

s+t +u=2m?+2m3, (125)

entonces ([122)), se resscribe en términos de las variables s, t y u como:

T = i(s—l—u)(—zﬁ)—i—%t(m%—i—m%)—%su—i—%(m%—i—m%)2
= it [2 (m% +m%) —(s+u)] - %su + % (m% + m%)2 , (126)

usando una vez mas la suma de las variables de Madelstan, encontramos que:

1 1 1 2
T = 1t2 —gsut g (mi+m3)” . (127)

Por lo tanto, la densidad de probabilidad (118)) se expresard como sigue:

(2m) et

2 _
MJ" = 8E1 (pi) Eo (4:) Er (pf) E2 (q5)

F (s,t,u) , (128)

donde se ha separado la parte adimensional F'(s,t,u), dependiente de las variables de Man-

delstan, las masas de los espinores y de la masa de la masa de Podolsky,

2 — 2su + 2 (m% + m§)2

2
t2 (1—#)

F (s,t,u) =

(129)

Finalmente, considerando en la seccién de choque total (104)), el promedio de helicidades,

Ey (pi) B2 (q:)

o = (27)°
\/(pz‘ +qi)* —mim;
x JdBpdeqf | M (pi,aispprap))? 0 (o + a5 —pi — i) (130)
esta resulta en:
a? d3p d3q
o / L §(ps+aqr—pi—a) F(s,t,u) (131)

T N2 (s,m2,m?) ) B (py) Bs (q7)
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en donde se ha introducido la funcion de Kallen:
2 2 2

A (s, m%,m%) =5+ (m1)2 + (m2)2 — 2sm? — 2sm3 — 2mim3 | (132)

y la constante de estructura fina:

a= (133)

C.3. Seccién de choque diferencial en el centro de masas
Por defincion en el referencial del centro de masas, el momento lineal serd nulo, es decir::
pi+qG =0, (134)

teniendo en cuenta esta relacién, se tendra que:

(i~ @)’ —mim3 = (E1By—p;-G)° — (B} —p}) (B3 — &)
2
= (BE\Bx +07) — (B - 7) (B3 — 1) (135)
simplificando,
(pi - @:)° — mim3 = (By + Es) 7 (136)

por lo que la seccién de choque ([130)), se expresard como:

E1Ey

v/ (E1 + E3) |p;

o = (21)? | J Pprdiar IMPS oy +ar — pi— i) - (137)

Descomponiendo la §-Dirac de la energia-momento en sus partes de energia y momento,
S(pr+aqr—pi—q;) =0(Erf+ Eoy — E1— E2) 6 (Pr + 45 — i — Gi) (138)

y, dado que estamos considerando el referencial de centro de masas, esta se reduce a:
S (pf+aqr —pi — a) = 6 (Erp + By — By — E2) 0 (5 + qf) - (139)

Integrando la expresién de la seccién de choque (137)) en las variables del momento lineal
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final de la particula blanco ¢y,

E1\Es J 3 2
d’py |M|"6 (Brp + Eop — Eq — En) (140)
w/ El + E2 |pl|

en esta expresion, las energias de las particulas son:

By = y/mi+p} (141)

\/m%+§?c=\/m%+ﬁ?c, (142)

Esy

Dado que se esta considerando todas posibles direcciones finales de la particula dispersada,

expresemos la integral de la seccién de choque en coordenadas esféricas:

EE, J J
zz—de MPS(Eys + Esp — By — Es) |
o (27) (Br + ) 17| Dy pf| 176 (Eng 2f 1 2)
(143)
en donde py = |p|. De la propiedad de la é-Dirac,
d (ps — poy)
511 (py)] = 20 —Por) 144)
T (
siendo poy el cero de f (pf), encontramos que:
EEy J J 2 6 (ps —poy)
c = 2n)° ———"——|dQ | dps p3 | M|" —52>
(2r) (Br + Es) |pi] 775 Ml DL Bt
E\Ey J J 2 2 EvpEay
= @2 —"= a0 |d M S(pr— ,
(145)
aqui, el valor ppy garantiza la conservacion de la energia. Integrando en py,
E\ By J o Erplay
= (2m)? —— | d) M|F—————. 146
(2m) (Er + E2) |pi pos M (E1 + E3) (146)
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Ademsds, de la conservacién de la energia, se debe cumplir la ecuacién algebraica:

\/m%—i-pgf—l-\/m%—i-p%fZ\/m%-l-;ﬁ?—i-\/m%—i-ﬁ?, (147)
encontrando que una solucién de esta es:

pos = |pi| » (148)

caracteristico de una dispersion eldstica, en donde la particula dispersada mantiene el modulo
de su momento lineal inicial, mas no necesariamente su direccién. Asi, la expresién de la

seccién de choque ((146|) se reduce a::

E By

2 EifEsy
(E1 + EQ)

_ 2
o= (2m) S

f o M| (149)

Finalmente, en la expresion encontrada, se identifica la seccién de choque diferencial en

el centro de masas:

d E\EyEq B
(“) = (2m)? =2 ) (150)
ds cm (El + E2)

y, reemplazando la densidad de probabilidad (128)), se obtiene:

<d(‘)’> — Oé2 F(S,t,U) 5 (151)
ds c.m 2 (El + EQ)

Ademds, en el centro de masas la variable de Mandelstan s se reduce a:
s=(F1 + Ea)* (152)

es decir, esta resulta ser el cuadrado de la energia total, también conocida como energia en el
centro de masaa. Por lo tanto, la secciéon de choque diferencial se expresa en forma invariante,
€omo:

do o F (s,t,u)
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C.4. Seccion de choque diferencial a altas energias

La seccion de choque diferencial encontrada , depende de la funcién invariante
F (s,t,u). De la expresién encontrada para esta , se tiene una dependencia con las
tres variables de Mandelstan. Sin embargo, debemos tener en cuenta que la dispersion tiene
como rol principal el intercambio de energia-momento, y entonces, dada por la variable ¢.
Ademds, en el referencial de centro de masas, resulta relevante la energia total del sistema, es
decir, debemos tener en cuenta la variable s. Luego, en la expresiéon de F = F (s,t,u),

sustituiremos la variable v usando la relacién de la suma de las variables de Mandelstam,

u=2(m%+mg)—(s+t) ) (154)
Asi, )
t2 —4s (m? +m3) +2s(s +t) + 2 (m? + m2
F = ( 1 2) ( 2) ( 1 2) , (155)
2 (1-5)
o, simplificando, ,
2[s — (m3 +m3)]" + 2st + ¢
po 2l i mi)] . (156)

‘ 2
2 (1- )

Podemos reescribir esta, de tal manera que se tenga explicitamente sus tres contribuciones:

_ 2 2112
F:2[S (m1+m2)] N 2s - 1 . (157)

Vamos a considerar un régimen de altas energias, en donde la energia del centro de masas

es mucho mayor que la energia en reposo de los espinores, es decir
2
mig €5, (158)

entonces,

252 2 1
F = i + i + . (159)

2 2 2
?(1-5r) t(-mr) (-7)

Por otro lado, si tal régimen de altas energias es aiin mucho menor a m

2

2, entonces, la funcién
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invariante F' se reduce a:

252 2s t
F=—+—+1 1+2— | . 160

= —G=7, (161)
y, de la conservacién de la energia-momento:
Pyl = Ipil (162)
ademds, definiendo el d4ngulo entre p; y py como:
0= Z(pipy) (163)
podemos reescribir las variables de Mandelstam como:

s = (pi+q) = (En+Epn)?—@i+aq)?=(E+ Ey)?

S 0
(pi —pf)2 = (Eg + Ef1)2 — (P —pf)2 = —4]32867125 , (164)

~
Il

en donde se ha tenido en cuenta que Ey; = 4/m? —1-13? y Eip = m? +13?c. Ademds, en el

régimen de altas energias:

2
s = <\/m%+ﬁ2+\/m§+ﬁ2) = 4p? | (165)

Por lo tanto, la funcién invariante F' (160]), se puede expresar en términos del dngulo de

dispersién 6 como:

2 2 5 90
F = <86n4g — Senzg + ].) |:]. -2 <Tn(2l> sen 2:| . (166)
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0, equivalentemente,
1+ cos*? 0
F=["T22 ) 1—2( 2 )sen22] . (167)
sentt m2 2

Finalmente, en tal régimen de altas energias, la seccién de choque diferencial (153)) en el

centro de masas, adopta la forma:

2 (1 +cos*? 2
(da) — OL CZSQ 2 1—-2 (\/g) 861’L2Q .
) copp 2s sen$ Ma 2

(168)

Recordemos que en el limite m, — 00 se recupera la electrodindmica espinorial usual, y,

vemos que en este mismo limite se obtiene la seccion de choque diferencial:

2 49
do _a 1+ cos™ 5 (169)
ds) 2s 49 '
QED Sen-y

Por lo que la correccién de la electrodindamica espinorial generalizada a esta dispersién de

espinores es dado como:

Mg,

4]

aQ 2
~LGQED o 9 (\/g> send (170)
) opp

En particular, fijada la energia del centro de masas, se tienen que para angulos pequenos,

5 _ (\/5)2 & (171)

Mg 2

la correccién serd minima. Mientras que para 6 = T,
2
§=—2 <\/§> : (172)

la correccién serd maxima,
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Capitulo VI

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se ha estudiado la dispersién de dos fermiones de diferente masa e igual
carga. Esto se ha realizado dentro del marco de la electrodindmica espinorial generalizada.
En este marco, el campo espinorial de Dirac es la funcién de onda de los fermiones, y el

campo electromagnético es el mediador de la interaccién.

Dado que la dispersién de fermiones es debido a la interaccién electromagnética, se estudié
en primer lugar los diferentes propagadores del electromagnetismo generalizado. De antemano
se tuvo presente que el propagador de Feynman tenia el rol deseado [29], ya que propaga los

campo de frecuencia positiva y negativa de forma causal y acausal, respectivamente.

El método seguido, para el calculo de las secciones de choque, es similar al dado por
Bjorken y Drell [21]. La diferencia radica en el propagador electromagnético, que en nuestro
caso incluye como polo adicional a la masa de Podolsky: m,. En diferentes referencias se ha
encontrado que m, puede alcanzar valores de al menos de 370 GeV [20], lo que razonablemente
valida el hecho de haber considerado un régimen de altas energias del centro de masas, con

valores mucho menores a la masa de Podolsky.

En una teoria cuantica de campos de la electrodinamica espinorial usual: QED, se en-
cuentran correcciones radiactivas a los célculos de nivel de arbol de la seccién de choque [23].
Sin embargo, en nuestra propuesta, a pesar de ser un cédlculo a nivel de drbol, la seccién de
choque encontrada ya difiere de la dada por la QED. Mas aun, tal correccién depende tanto

de la energia en el centro de masas como del dangulo de dispersion.

Se espera que nuestros resultados contribuyan al estudio de la dispersion entre electrones

y muones [30]. Si bien en nuestro resultado final, hemos despreciado la masa de los fermiones,
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se ha dejado abierta la posibilidad de un estudio en régines de energia menor en donde tales
masas sean preponderantes. Por otro lado, también es posible incluir nuestros resultados
en el estudio de dispersién de electrones por dtomos [21]. Para esta ultima, nos plantemos

encontrar en un siguiente trabajo la dispersién coulombiana generalizada.

Otras extensiones de nuestro trabajo pueden realisarze para el estudio de la dispersién
de particulas sin espin, y en ese sentido sustitutiamos el campo de Dirac por el de Klein-

Gordon [21] o el de Duffin-Kemmer—Petiau [31].

111



[11]

[12]

[13]

Bibliografia

Coulomb, “Memoires de l’Académie Royale des Sciences”, (1785).

James Clerk Maxwell, “A Treatise on Electricity and Magnetism”, Third edition, Cla-
rendon Press (1891).

S. J. Plimpton and W. E. Lawton, “A Very Accurate Test of Coulomb’s Law of Force

Between Charges”, Phys. Rev. 50, 1066 (1936).

Hideki Yukawa, “On the Interaction of Elementary Particles. I”, Proceedings of the

Physico-Mathematical Society of Japan Volume 17 (1935).

D. F. Bartlett, P. E. Goldhagen, and E. A. Phillips, Experimental Test of Coulomb’s
Law”, Phys. Rev. D 2, 483 (1970).

Alfred Landé, “Finite Self-Energies in Radiation Theory. Part I”, Phys. Rev. 60, 121
(1941).

Joseph Larmor, “Aether and Matter: a development of the dynamical relations of the

aether to material systems”, Cambridge University Press (1900).

H.A. Lorentz,“ FElectromagnetic phenomena in a system moving with any velocity less

than that of light”, Proceeding of the Academy of Sciences of Amsterdam (1904).

Albert Einstein, “On the Electrodynamics of Moving Bodies”, Annalen der Physik 17

(1905).

Albert Einstein, “The Foundation of the General Theory of Relativity”, Annalen der

Physik 40 (1916).

A.S. Eddington, “The Mathematical Theory of Relativity”, First edition, Cambridge

University Press (1924).

Hermann Weyl, “Gravitation and the Electron”, Proc. Nat. Acad. Sci. 15, 323-334

(1929).

Von Fritz Bopp, “A Linear Theory of the Electron”, Ann. Phys. 430(5), 345-384 (1940)

112



[14]

[15]

[16]

[17]

[20]

[21]

[27]

B. Podossky, “Generalized Electrodynamics. Part I-Non-Quantum”, Phys. Rev. 62, 68

(1942).

C.A.P. Galvao and B.M. Pimentel, “The canonical struture of Podolsky generalized elec-
trodynamics”, Can. J. Phys. 66, 460 (1988).

C. A. Bonin, R. Bufalo, and B. M. Pimentel, “Podolsky electromagnetism at finite tem-

perature: Implications on the Stefan-Boltzmann law”, Phys. Rev D 81, (2010) 025003.

R.R. Cuzinatto, C.A.M. de Melo, L.G. Medeiros e P.J. Pompeia, “How can one probe
Podolsky Electrodynamics?”, Int. J. of Mod. Phys. A 26 (2011) 3641.

R. Bufalo, B.M. Pimentel e G.E.R. Zambrano, “Path integral quantization of generalized
quantum electrodynamics, Phys. Rev. D 83, (2011) 065023.

R. Bufalo, B.M. Pimentel e G.E.R. Zambrano, “Renormalizability of generalized quantum
electrodynamics”, Phys. Rev. D 86, (2012) 125023.

R. Bufalo, B.M. Pimentel, and D.E. Soto, “Causal approach for the electron-positron

scattering in generalized quantum electrodynamics”, Phys. Rev. D 90, (2014) 085012.

James D. Bjorken and Sideny D. Drell. “Relativistic Quantum Mechanics”. McGraw-Hill

(1964).

I.M. Gel’fand and G.E Shilov. “Generalized Functions: Properties and Operations”. Vo-
lume I. Academic Press (1964).

G. Scharf. “Finite Quantum FElectrodynamics: The Causal Approach”. Second Edition.
Springer (1995).

Pertti Lounesto. “Clifford Algebras and Spinors”. Cambridge University Press (2001).

Giovanni Costa and Gianluigi Fogli. “Symmetries and Group Theory in Particle Phy-

sics”. Springer (2012).

Andreas Aste, “Weyl, Majorana and Dirac Fields from a Unified Perspective”, Sym-
metry 2016, 8(9), 87.

Voja Radovanovic. “Problem Book in Quantum Field Theory”. Second Edition. Springer
(2008).

113



[28] Boris Kosyakov. “Introduction to the Classical Theory of Particles and Fields”. Springer
(2007).

[29] J.J. Sakurai. “Advanced Quantum Mechanics”. Addison-Wesley Publishing Company
(1967).

[30] M. Fael and M. Passera, “Muon-Electron Scattering at Next-To-Next-To-Leading Order:

The Hadronic Corrections”, Phys. Rev. Lett. 122, (2019) 192001.

[31] J. Beltran, B. M. Pimentel, and D. E. Soto, “The causal approach proof for the equiva-

lence of SDK Py and SQEDy at tree-level”, Int. J. of Mod. Phys. A 35 (2020) 2050042.

114



Anexos

A. Teoria clasica de campos de orden arbitrario

Al considerar propiedades locales de un sistema fisico, es decir que dependan de cada
punto del espacio y en cada instante, debemos introducir funciones cuyos valores en cada

punto del espacio-tiempo estén relacionados a tales propiedades. Asi, definimos los campos:

o M-V conA=1,... N, (1)

donde M es la coleccién de puntos del espacio-tiempo y V el espacio de valores que adoptan
el campos. Debemos tener en cuenta que en particular el indice A también puede representar

las componentes de un mismo campo.

En una teoria relativista, M es el espacio-tiempo de Minkowski y V' es el espacio en donde
actia una representacion del grupo de Lorentz L. Es decir, si ¥ = (xo,xl,x2,:1:3) son las
coordenadas de un punto de M, entonces estas se transforman por un elemento del grupo de

Lorentz A € L como:

o't = A 2 (2)

Luego, debe existir la transformacién de los campos:

A
P (@) =[S (W] P () (3)
donde S (A) debe ser un elemento de alguna representacién del grupo de Lorentz.

A.1. Funcional accién y lagrangiana

En el formalismo lagrangiano de la teoria de campos, las ecuaciones de movimineto y las
leyes de conservacién son obtenidas a partir de principios variacionales. Estos consisten en

problemas extremales de la conocida funcional accion, definida como sigue:

S [90] = Jd4x[’ [SOA76(1)S0A7 7a(n)¢A] (I‘) ) (4)
Q
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donde Oy = 0OpuyOpuy---Opy,, © es una region del espacio-tiempo y L es la lagrangiana de
la teoria. En la expresion dada, estamos considerando una teoria de orden n, es decir, la

lagrangiana es construida con los campos y sus derivadas de hasta el orden n.

En los principios variacionales se considera que la acciéon es estacionaria bajo ciertas
condiciones. En primer lugar debemos de introducir la variacién de la accién en primer orden
respecto a conjunto de pardmetros que definen las transformaciones de las coordenadas y de

los campos,

2t = gt Szt (5)

o (2) + 09" (2) (6)

~6\

hS

~~

H\

~
|

en donde dp? () representa a la variacién total del campo, es decir, se compone segtin:
3™ (x) = 6™ (x) + 0™ () 2 (7)

siendo dp? (z) la variacién en la forma del campo y 8,4 () dz# la variacién en el punto.

Asi, la variacion de la accién serd dada como:

0S8 = Jd4x' L [cp'A, e zn)gp'A] (:E/) — Jd4x L [cpA, ce 6(n)g0A] (x) (8)
194 Q

aqui € es la regién transformada del espacio-tiempo. La lagrangiana transformada se puede

expresar comao:

L [SOIAa SRR aén)SOIA] (:B,) =L [SOAa ce 76(77,)9014] (.CC) +0L [SOA’ R a(n)(PA] (l’) ) (9)

y, al igual que los campos, la variaciéon total de la lagrangiana también se compone por su

variacion en la forma y en el punto:
§L(x) = 6L (x) + 0L () Szt . (10)

Haciendo el cambio de variable z'# = x# 4+ 0x* en la primera integral de (8)), es decir,
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considerando en esta:

2 - Q (11)

d*z’ = d'z(1+0,(6z")) , (12)
vemos que podemos expresar la variacién de la accién ,

55 = Jd‘lx (14 8, (52#)) [£ (2) + 5L (2) + 0L (2) 5] — f do L(z) . (13)
Q Q

en una sola integral,

58 = f d*z [6L + 0, (Léx")] | (14)
Q

en donde se han considerado solo variaciones de primer orden.

La variacion en la forma de la lagrangiana se da debido a la variacién de la forma del

campo y sus derivadas, es decir,

O’ﬂ

Z 2 8 (O®™) (15)

en donde la variacion en la forma y las derivadas conmutan, ya que al derivar

o4 (CCI) = 4 (x) + S (z) + PN () sz, (16)

respecto a x'*,
a/ TA (1 _ %a A S A P A 5 A 17
ad " (2) = 2500 |97 (@) + 807 (@) + 0™ () 02| (17)

y, teniendo en cuenta que:

2" =¥ + 62" — jj,a =¥ — 82" ~ 6, — Buda? (18)
tendremos que:
O™ (2') = [0 = (2a02") 2] [ (2) + 86" (2) + rp () 82 (19)
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considerando solo hasta términos de primer orden y haciendo el cambio A — v :

O (7)) = dap™ () + adp™ () + dudup™ () 62¥ + 0™ (2) Dad”
- (aa5$y) aV‘PA (x)

= 6acpA (z) + 6a5g0A (z) + 6aaycpA (z)dz" ,
vemos que:

80apt (x) = b’ (2') — dayp® (z)

= 0000 (z) + 0udyo™ (z) 62" .
Por otro lado, por definicion:
6000 () = 0000™ () + 0a0,0™ () 0¥,
comparando los ultimos resultados, concluimos que:
5 (é’agoA) = &’Q&OA )
Realizando los mismos pasos para:
6('790"4 (l‘,) = 050 (x) + 00,07 () + OrOp™ () 027 |
es decir, haciendo ¢ — d,0? en los resultados anteriores, obtendremos que:

0,00, (2) = 80,0, (x)

y, como ya se ha visto,

8050™ (x) = 0500" ()

por lo que:

8 (0alop™?) = 000,007 .

(21)

(22)

(24)

(26)
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Luego, por induccién, podemos encontrar que:

8 (O e™) = dayd™ (28)
para a = 0,1,...,n. Finalmente, la variacién en la forma de la lagrangiana se puede escribir
como:

_ n oL _
0L =) ————~0a)dp” . (29)
a;o 2 (dy9™)

Con el fin de encontrar las condiciones de frontera se identificaran términos de divergencia.

Luego, reescribamos dL como:

. oL A
5L = (5g0 +Z 8@)9@ a(b 5 +<a(a> O™ (30)

y, reescribamos el primer término del lado derecho, como:

a=0
“ oL -
=2, (=10 () 5ot (31)
c; 2 (20#™)
mientras que en el segundo término
n—1
oL -
I= Owyoe” (32)

completamos las derivadas de productos:

— | — oL -
Oy | =—=——=— |0 5g0A
2 [Z:l (0 (a(a(c)a(b)SDA)> (b) ]

—b
oL _ or )
+ (D) | =7 5b580’4+<>5b590’4] ;
= [cl © (5 (9(c>5<b>@A)> ) 2 (0w )

3 o
Lo
3

(33)
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en esta es posible reescribir la dltima sumatoria en una forma compacta, segin:

n—1 [n—>b
or ]
0 M) DN Y (R abWA]
st [ ()<5(9(c>9(b>¢A)> ©
1

1
n—b
oL -
—-1)¢0 S N e 34
+ [ ( ) (c) (5 (a(c)a(b)(PA)> O% ] ( )

< < a oL -
"o [2(‘” % (a(m))]é

c=1 b=1 Lc=1
n—1 [n—>b
oL = oL _
5oL N P P
= [;:) D\ (00ane?) )" o (Pme) )
(35)
aqui, podemos unir las sumatorias tanto de la segunda como de la tercera linea,
= = oL =
oL = (=1)" 04 <>] st
[Zo '\ 2 (@e?)
n—1 n—b
oL -
+ — (—l)c 8(0) () a(b)(s(pA]
;J [ ; 2 (90 2w)9?)
n [n—b
oL -
+ (=1)° 0 <> 90 590’4] , (36)
b=l [ZE) D\ (wanet) )
haciendo en la segunda sumatoriac »>c+1yb—b—1:
< N oL .
oL = (=1)% 0, ()] St
Lo W\ 2 (0we?)
n [n—b
oL _
+ (=1)0(ct1 ( > b1 5%0A]
b; [co N2 @erndo-net) ) 7Y
n [n—b
oL =
+ ()0 | =~ é’b&pA] . (37)
b; Lo © (5 (5<c>5<b><ﬁ“‘)> ©
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Finalmente, identificando la derivada de un producto en las dos tltimas sumatorias,

_ " " oL _
. [2&” % (W)] o

n—

n b
oc B}
+0a [ (=)0 ( )51)1 5@'4]} :
. {bzl = N\ 00w 0e-1yer) ) Y

Finalmente, identificamos 01y por d,, en (38) :

_ n . oL .
oL = [Z(—l) O(a) (N%)@A))](SSOA

a=0

n n—b
oL -
+0 (=1)%0(¢ ( ) 5(1)—1)5@‘4” :
g {b; [Zo 0 (0ud(0)0(p-1)")

o, usando el teorema de Gauss, también podemos expresarla como:

nooo or ]
5§ = fd%;[;(—l) Oy (8(6(a>¢A))]5“0A

Q

20 b=1

donde 02 es la frontera de la regién en el espacio-tiempo 2.

A.2. Principio de Hamilton

n—>b
oL .
—|—de (—1)¢ 0y, o100 | — Lozt ) .
“{Z [Z;) « (9(%9@)9(1)—1)%0/*)) ey

(38)

(39)

(41)

La descripcion de los campos es dada por observadores inerciales. Luego, en cierto sistema

de referencia inercial, SRI, se tendré que el volumen del espacio-tiempo 2 es limitado por dos

hipersuperficies 01 = o (x(f) y o9 =0 (xg) perpendiculares al eje temporal del observador, es
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claro que dichas hipersuperficies son parte de 0.

Asi, enunciaremos el principio de Hamilton como: de todos los campos que se pueden

establecer entre o1 y o9, solo los campos fisicos son los que hacen estacionaria a la accion.

Del enunciado, se tiene que:

ozt |5 = 92t |5,= 0, (42)

ademads, se entiende que los campos y sus derivadas son bien definidos en o1 y o9, es decir:

a(b—l)&)OA |0'1= a(b—l)SSOA |02= 0, (43)
para b =1,...,n. Sustituyendo en la variacién de la accién se obtiene que:
= oL -
68 = fd% (—1)% (o ()] S
) a;) 2 (0y$™)

n—b
oL .
d —1)¢0 Op_1100™ | — Lozt |
+ Uu{z [Z( )0 (5(5u5(c)(9(b_1)90f‘)> (b—-1)0%® ] T }

(44)

donde dV es el contorno del volumen espacial V' donde se encuentran definidos los campos.
Del enunciado, se entiende que las condiciones de contorno son caracteristicas propias del

sistema. Por lo tanto, 0V es bien definido, es decir,
dxt gy = dzt |oy=0, (45)

y, podemos considerar que fuera de V los campos deben ser nulos. Asi, se imponen las

condiciones de contorno:

o100 lav=0g_1)0¢" |ov=10, (46)

por lo que, la variacién de la accién se reduce a:

68 = Jd“x [20(—1)“%) (Nfﬁiﬁ“‘))] b (47)

Q
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Finalmente, tomando en cuenta que las variaciones en la forma de los campos dp“ son

arbitrarias, se encuentra que los campos fisicos deben cumplir con las ecuaciones de Fuler-

Lagrange:

n or
1o, [ =0,
(;)( ! o (5 (5(a><ﬂ“‘)>

En particular, para una teoria de primer orden, n = 1, se tienen las ecuaciones:

(e N\,
6g0A : a(auSDA) -

mientras que para una teoria de segundo orden, n = 2,

oL oL oL
oA~ O (ww%) 0 (a <auauw>> =0

(48)

(49)

(50)

en donde, vemos que los indices de las derivadas del ultimo término aparecen en orden

inverso. Aunque, debido la simetria de la composicién de las derivadas, tal orden no afecta

el resultado.
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