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Estilo/Style: Universidad Nacional de Ingenieŕıa,
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Resumen

En esta tesis calculamos la sección de choque diferencial de la dispersión de dos fermiones

de diferentes masas y de cargas iguales a la carga del electrón. El desarrollo se ha realizado

dentro del marco de una teoŕıa clásica de campos, es decir, en donde el campo de Dirac

cumple el rol de la función de onda de los fermiones. Además, se ha considerado que la

interacción electromagnética entre fermiones es mediada por el campo electromagnético de

Podolsky. En este electromagnetismo se modifica el propagador electromagnético, lo que es

equivalente a introducir un fotón de masivo, cuya masa se conoce como masa de Podolsky:

mP . Es aśı que los resultados se presentarán en términos de esta masa.
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Abstract

In this thesis we will calculate the differntial cross section for the scattering of two fermion

with diferent mass and equal electric charge of the electron. The development has been

done whithin the framework of a classical field theory, i.e. the Dirac field takes the role of

wave function of the fermions. Also, we have considered that the interaction between the

fermions is mediates by the Podolsky’s electromagnetic field. In this electromagnetism the

electromagnetic propagator has been modified, this is equivalent to the introduction of a

massive photon, whose mass is called Podolsky’s mass: mP . It is so that the results will be

presented in terms of this mass.
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B. Formalismo lagrangiano de la teoŕıa libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

B.1. Transformaciones U p1q globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

B.2. Espacio de estados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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Caṕıtulo I

Introducción

Muchos sistemas f́ısicos se pueden describir en términos de átomos y moléculas. Teniendo

en cuenta que la interacción entre estos se da en virtud de la interacción electromagnética,

podemos afirmar que a la escala de estos cuerpos tal interacción es la dominante. Más aún,

se observa que tal interacción también está presente a escala macroscópica. Tal es aśı, que

la primera ley entre cuerpos electricamente cargados es obtenida por Coulomb en 1785 [1],

mediante su balanza de torsión encuentra que la fuerza entre dichos cuerpos cargados es

inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre estos. En su tratado sobre elec-

tricidad y magnetismo, Maxwell, en 1891 [2], destaca que el error de la medición directa v́ıa

una balanza de torsión es considerable. Luego, en un experimento con dos cáscaras esféricas

conductoras concéntricas encuentra que si la potencia 2 de la ley obtenida por Coulomb es

modificada por 2 � q, entonces q   1{21600. Siguiendo un esquema similar, en 1936 [3],

Plimpton y Lawton encontraron la cota: q   2� 10�9.

Debemos hacer notar que en los experimentos considerados encima, las dimensiones y

las distancias entre los cuerpos están en la escala de cent́ımetros. Luego, podemos suponer

que la ley de interacción entre los cuerpos a escalas mucho menores no necesariamente es

la misma. Esta suposición fue asumida por Yukawa en 1934 [4], para explicar que en el

modelo de Heisenberg y Fermi del núcleo atómico, la transición entre los estados asociados al

neutrón y protón debe ser mediada por una part́ıcula masiva. Y, explica que esta asunción es

equivalente a modificar el potencial eléctrico coulombiano por un factor de caida exponencial,

k. Volviendo al experimento de las cáscaras conductoras, ahora con cinco de estas, Bartlett et

al. encuentran en 1970 [5], que si se considera una interacción del tipo propuesto por Yukawa,

el factor de caida exponencial debe estar acotado según: k ¤ 1� 10�8 cm�1.

Si hacemos una lectura del experimento de Bartlett en el marco de la propuesta de
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Yukawa, el resultado es que la interacción electromagnética es mediada por una part́ıcula

de masa1 mk ¤ 3 � 10�46 g. Considerar que la interacción electromagnética sea mediada

por una part́ıcula masiva evita los problemas de autoenerǵıa infinita. Sin embargo, a escala

macroscópica dicho modelo predice una intensidad de interacción mucho menor a la esperada,

debido a su caida exponencial. Landé, en 1941 [6], propone un modelo de autoenerǵıa finita

considerando la interacción eléctrica como una combinación entre la interacción coulombiana

y la dada por Yukawa. Preservando aśı el carácter coulombiano a escala macroscópica y del

tipo Yukawa a escala microsópica, en donde interpreta que la interacción es mediada por un

mesón de masa 3
2 � 137 veces la masa del electrón.

En 1900, en el caṕıtulo VI del libro Aether and Matter [7], Larmor muestra que las

ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell pueden obtenerse a partir de un principio de

mı́nima acción. Más adelante, en 1904 [8], Lorentz demuestra que dichas ecuaciones son

invariantes bajo cierto conjunto de transformaciones. Luego, en 1905 [9], Einstein afirma que

las ecuaciones de Maxwell forma parte de las teoŕıas f́ısicas que siguen los principios de la

relatividad especial. Posteriormente, en su generalizacion de la relatividad especial, publicado

entre 1915 y 1916 [10], Einstein describe las ecuaciones de movimiento en término de tensores.

Aśı, Eddington, en 1924 [11], nos presenta el principio variacional de Larmor en el marco de un

formalismo lagrangiano descrito en término de tensores asociados a las transformaciones de

Lorentz. Aśı, una teoŕıa del electromagnetismo que contempla las ideas de Yukawa y Landé,

debe ser presentada dentro del formalismo lagrangiano. En donde la lagrangiana de la teoŕıa

debe construirse como una contracción de tensores de Lorentz y además debe ser invariante

por transformaciones de calibre, tal como apuntó Weyl, en 1929 [12]. El descubrimiento de tal

teoŕıa del electromagnetismo fue dado por Bopp en 1940 [13] y, posteriormente, por Podolsky

en 1942 [14]. En donde, introducen una densidad lagrangiana dependiente de derivadas de

segundo orden de los potenciales electromagnéticos.

La teoŕıa de interacción electromagnética introducida por Podolsky fue dada en el ámbito

de la teoŕıa cuántica de campos, en donde se introduce un fotón de masa mP , el cuál debeŕıa

tener un efecto regulador sobre las divergencias ultravioletas. Tal efecto se consigue solo al

1Se ha tenido en cuenta que:

mk � k
ℏ
c

con ℏ � 1,054571817� 10�34 J.s , c � 299792458 m.s�1 y k � 1� 10�8 cm�1.
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considerar sobre los potenciales electromagnéticos una condición de Lorentz generalizada,

justificada por Pimentel y Galvão en 1988 [15]. La teoŕıa cuántica de esta interacción electro-

magnética es conocida como: Electrodinámica Cuántica Generalizada (GQED4). La primera

estimación de la masa de Podolsky se encontró en la influencia de la GQED4, a temperatura

finita, sobre la ley de Stefan-Boltzmann. Con los datos de la radiación cósmica de fondo a una

temperatura de 2, 725 K, en 2010 [16], Pimentel, Bonin y Bufalo encontraron que: mP ¥ 4

meV. Poco después, Cuzinatto et al en 2011 [17], en el régimen de altas enerǵıas, encontraron

correcciones del estado fundamental del átomo de hidrógenio, que permite deducir para la

masa de Podolsky la cota: mP ¥ 35, 51 MeV.

El formalismo de las Integrales de Caminos de la GQED4, fue implementado por Pimentel,

Zambrano y Bufalo en 2011 [18]. En tal formalismo se desarrollaron las expresiones de las

ecuaciones de Schwinger-Dyson–Fradkin del propagador fotónico y fermiónico, y del vértice,

además encuentran que la autoenerǵıa del electrón es finita. Posteriormente, en 2012 [19], en

el estudio de la renormalizabilidad de la GQED4 calculan el momento magnético del electrón

en término de la masa de Podolsky, encontrando que: mP ¥ 37, 595 GeV. Por otro lado,

dentro del rigor de la teoŕıa de distribuciones, la GQED4 ha sido estudiada en el marco de

la Teoŕıa de Perturbación Causal. En tal abordaje, en 2014 [20] Pimentel, Bufalo y Soto,

calcularon la sección de choque diferencial de la dispersión electrón-positrón, y se estimó

que: mP ¥ 370 GeV.

Toda teoŕıa cuántica de campos tiene como precedente una teoŕıa clásica de campos, la

cual pasa por un proceso de cuantización. Sin embargo, a pesar del nombre, en una teoŕıa

clásica de campos se tienen elementos de una teoŕıa cuántica, cuando se interpretan los

campos como funciones de onda. Aśı, en este trabajo desarrollaremos la teoŕıa de interacción

electromagnética de Podolsky entre fermiones desde el punto de vista de una teoŕıa clásica

de campos. Es decir, los campos de Dirac serán las funciones de onda de esos fermiones, los

cuales van a interactuar v́ıa el campo electromagnético de Podolsky.

Esta tesis surge en inpiración del libro Relativistic Quantum Mechanics, de James Bjorken

y Sidney Drell [21], En esta referencia encontramos la teoŕıa de perturbaciones del propaga-

dor, que nos permite encontrar el campo de Dirac asintóticamente libre. Más aún, en este
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libro se muestra que sin la necesidad de cuantizar los campos, es posible calcular amplitudes

de transición a nivel de árbol. En esta tesis consideramos el campo de Podolsky como me-

diador de la interacción electromagnética, y el formalismo lagrangiano para la obtención de

la teoŕıa en interacción, es decir, la Electrodinámica Espinorial Generalizada. Es aśı que esta

tesis está organizada de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2, introducimos el electromagnetismo de Podolsky a partir de la genera-

lización del potencial electrostático. Se modifica el potencial coulombiano agregándole

el potencial de Yukawa, obteniendo aśı un potencial finito en todo el espacio, incluso

en la posición de una carga puntual. Esto nos lleva a la modificación de la ley de Gauss

eléctrica, que se generaliza en la primera ecuación del electromagnetismo de Podolsky.

Con el fin de encontrar las ecuaciones del electromagnetismo de Podolsky se establece

el formalismo lagrangiano. Además, introduciendo la condición de Lorentz generaliza-

da, se derivan los propagadores electromagnéticos: retardado, de frecuencias positiva y

negativa, y de Feynman.

En el caṕıtulo 3, se contruye la ecuación de Dirac a partir de las ecuaciones de los cam-

pos de Weyl izquierdo y derecho, para esto partimos de la representación fundamental

del grupo de Lorentz. Encontramos las soluciones de la ecuación de Dirac como auto-

funciones del operador hamiltoniano y helicidad, siendo estos observables compatibles.

También se encuentra el propagador de Feynman espinorial y su rol en la propagación

de las soluciones de frecuencias positivas y negativas.

En el caṕıtulo 4, dentro del marco del formalismo lagrangiano y mediante el principio de

invariancia por transformaciones de calibre U p1q encontramos la teoŕıa de campos de

Dirac en interacción electromagnética. Considerando el grupo de simetŕıa U p1q global se
obtiene el espacio de estados de los fermiones de Dirac asintóticamente libres. Mientras

que con U p1q local y la prescripción de acoplamiento mı́nimo obtenemos la lagrangiana

de la teoŕıa en interacción.

En el caṕıtulo 5, se encuentra la fomulación perturbativa de la matriz S, los estados

dispersados son asintóticamente libres y son representados por campos de Dirac de

frecuencia positiva. Se calcula la sección de choque considerando las funciones de onda
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como paquetes concentrados en un cierto valor del momento lineal. Presentamos los

resultados en términos de las variables de Mandelstan, es decir, en forma invariante

relativista. En particular, calculamos la sección de choque diferencial de fermiones de

diferente masa en el régimen de altas enerǵıas.

En el caṕıtulo 6, se presentan las conclusiones y perspectivas de esta tesis.
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Caṕıtulo II

Electromagnetismo de Bopp-Podolsky

En este caṕıtulo generalizamos las leyes del electromagnetismo de Maxwell. Con este

propósito, empezamos con la generalización de la ley de Coulomb, lo que nos permite tener un

ĺımite electrostático de los resultados generales. Luego, dentro del formalimo lagrangiano, se

obtendrán las ecuaciones del electromagnetimo generalizado de Bopp-Podolsky. Tales ecua-

ciones de Euler-Lagrange corresponden a la de teoŕıas de orden superior. Finalmente, se

encuentran los propagadores electromagnéticos correspondientes.

A. Introducción

La teoŕıa de Maxwell del campo electromagnético establece el comportamiento de las com-

ponentes del campo eléctrico y magnético. Es decir, es formada por un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden y acopladas de seis funciones, en donde se deben introducir los

términos fuente, las condiciones iniciales y de frontera. Este sistema de ecuaciones se consi-

guen expresar en la forma de dos ecuaciones escalares y dos vectoriales, siendo los términos

fuente la cantidad escalar densidad de carga y la cantidad vectorial densidad de corriente.

Como toda teoŕıa f́ısica, las leyes de electromagnetismo se expresan respecto a un cierto

sistema de referencia. Es decir, las ecuaciones y las componentes de los campos no son idénti-

cas en cualquier referencial. Sin embargo, el carácter universal de las leyes f́ısicas exige la

existencia de transformaciones entre los referenciales de tal forma que permitan la equivalen-

cia de las ecuaciones de los campos, establecidas en diferentes referenciales. En la teoŕıa de

la relatividad especial, las leyes f́ısicas son equivalentes en forma y contenido entre diferentes

referenciales inerciales, y son las tranformaciones de Lorentz las que dejan invariantes tales

leyes. Al aplicar las tranformaciones de Lorentz a las ecuaciones de a teoŕıa de Maxwell,
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estas resultan invariantes, y se dice que la teoŕıa es relativista. Además, la forma en que se

expresan las ecuaciones se dicen ser covariantes.

Por otro lado, la teoŕıa de Maxwell también puede expresarse como un sistema de ecua-

ciones de segundo orden de cuatro funciones, conocidas como potenciales electromagnéticos.

Estos potenciales definen las componentes del campo eléctrico y magnético. Sin embargo, aun-

que estos últimos son únicos, no lo son los potenciales electromagnéticos. Existe un conjunto

de potenciales que cumplen con las mismas ecuaciones, y estos potenciales se relacionan

mediante la adición de derivadas de campos escalares, y tales relaciones se conocen como

transformaciones de calibre. Además, se dice que hay una libertad de calibre en la definición

de los potenciales.

En resumen, podemos afirmar que la teoŕıa de Maxwell se expresa como ecuaciones de

segundo orden de los potenciales electromagnéticos que tienen como propiedades fudamenta-

les: ser invariantes relativistas e invariantes por tranformaciones de calibre. Si se fijan estas

propiedades y no el orden de las ecuaciones, podemos generalizar la teoŕıa de Maxwell intro-

duciendo adecuadamente derivadas de orden superior de los potenciales. Aśı, surge la primera

generalización de la teoŕıa de Maxwell conocida como : electromagnetismo de Podolsky.

B. Electrostática generalizada

En el estudio de un sistema f́ısico debemos identificar los cuerpos que lo conforman y

las interacciones entre estos. Aśı, en primer lugar debemos de establecer las condiciones en

las que un cuerpo se considera libre de interacciones con otros cuerpos. Siguiendo las leyes

de Newton, este estado libre se refiere a un movimiento rectiĺıneo y uniforme respecto a un

sistema de referencia inercial. Luego, si sobre dicho cuerpo actúa una fuerza, entonces el

estado libre de este se modifica, es decir, acelera.

Para poder establecer la ley que rige la expresión de la fuerza que actúa sobre un cuerpo

debemos de tomar una simplificación del sistema. Esto consiste en considerar dos cuerpos

cuyas dimensiones son mucho menores que la distancia que los separan, es decir, idealmen-

te asumimos que los cuerpos son puntuales, y serán llamados part́ıculas. Los diversos tipos
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de fuerzas dependen de las caracteŕısticas intŕınsecas de las part́ıculas. Entre ellas, la carga

eléctrica, que esta presente en casi todas las part́ıculas. Si respecto a cierto sistema de refe-

rencia inercial consideramos que en la posición x⃗ � �
x1, x2, x3

�
se encuentra una part́ıcula

con carga q y en y⃗ � �
y1, y2, y3

�
una con carga q1, entonces, la expresión de la fuerza eléctrica

que actúa sobre la primera carga es dada como sigue1:

F⃗ px⃗q � q1q

4π

x⃗� y⃗

|x⃗� y⃗|3 , (1)

esta relación es conocida como la ley de Coulomb.

Además, observamos que para cualquier valor no nulo de la carga q, sobre esta siempre

actúa una fuerza debido a la presencia de la carga q1. Luego, a esta última se le asocia el

campo vectorial:

E⃗ px⃗q � q1
4π

x⃗� y⃗

|x⃗� y⃗|3 , (2)

el cual recibe el nombre de campo eléctrico. Aśı, la fuerza eléctrica ejercida sobre la carga q

ubicada en x⃗ se puede expresar como:

F⃗ px⃗q � qE⃗ px⃗q . (3)

En general, siguiendo el principo de superposición, si se tiene un sistema discreto de cargas

puntuales tqju ubicadas en ty⃗ju, entonces, el campo eléctrico resultante en el punto x⃗ se

expresará como sigue:

E⃗ px⃗q � 1

4π

¸
j

qj

|x⃗� y⃗j |3
px⃗� y⃗jq . (4)

Mientras que para un sistema cont́ınuo de cargas, esta adopta la forma:

E⃗ px⃗q � 1

4π

»
d3y ρ py⃗q x⃗� y⃗

|x⃗� y⃗|3 , (5)

siendo ρ py⃗q la densidad de carga en el punto y⃗.

Por otro lado, fijadas las cargas de un sistema, se acerca a este una carga q muy distante,

hasta el punto x⃗. Se observa que el trabajo realizado para conseguirlo no depende de la

1Se está considerando un sistema de unidades tales que las constantes de permitividad eléctrica y permea-
bilidad magnética en el vacio, ε0 y µ0, respectivamente, están normalizadas a 1.
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trayectoria escogida, afirmandose que la fuerza eléctrica es conservativa. Entonces, se define

la enerǵıa potencial en el punto x⃗, como igual al trabajo realizado, además, esta cantidad

puede escribirse como:

Eq � qV px⃗q , (6)

donde V px⃗q es conocido como potencial eléctrico. Para un sistema discreto, el potencial

eléctrico adopta la forma:

V px⃗q � 1

4π

¸
j

qj
|x⃗� y⃗j | , (7)

y, para un sistema cont́ınuo, la forma:

V px⃗q � 1

4π

»
d3y

ρ py⃗q
|x⃗� y⃗| . (8)

Aśı, en cualquier caso, se encuentra que la relación entre el potencial eléctrico y el campo

eléctrico es dada como sigue:

E⃗ px⃗q � �∇V px⃗q . (9)

Finalmente, observemos que recuperamos el caso discreto a partir del caso cont́ınuo, si

en esta hacemos la sustitución:

ρ py⃗q �
¸
j

qjδ py⃗ � y⃗jq , (10)

además, en el caso discreto el potencial eléctrico (7) diverge cuando es evaluado en los puntos

donde se encuentran las cargas. Sin embargo, en el caso cont́ınuo el potencial (8) es bien

definido en cualquier punto del espacio.

B.1. Generalización de la ley de Coulomb

Para un sistema formado por una sola carga q1, cuya posición sea el origen de coordenadas,

se tiene el potencial eléctrico:

V px⃗q � 1

4π

q1
|x⃗| , (11)

de aqúı, vemos que el módulo de este es cada vez mayor al aproximase al origen x⃗ � 0, e

indeterminado en este punto. Este hecho puede dar origen a problemas de divergencias, los
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cuales deben ser regularizados. También es posible eliminar tales problemas al proponer que

cerca del origen el potencial es del tipo Yukawa,

VY px⃗q � b
1

4π

q1
|x⃗|e

� |x⃗|
a , (12)

donde a es un parámetro real con unidades de longitud y b es un parámetro real adimensional.

Además, ya que alejado del origen, el potencial debe seguir siendo del tipo coulombiano,

VC px⃗q � 1

4π

q1
|x⃗| , (13)

se propone que el potencial eléctrico sea una superposición entre VC y VY , según:

V px⃗q � 1

4π

q1
|x⃗|

�
1� be�

|x⃗|
a

	
, (14)

vemos que este es finito para todo x⃗ si b � �1. Por lo tanto, el potencial eléctrico generalizado

es dado como:

V px⃗q � 1

4π

q1
|x⃗|

�
1� e�

|x⃗|
a

	
. (15)

Aśı, de la expresión del potencial de Coulomb generalizado (15) y de su relación con el

campo eléctrico (9), se encuentra que la forma generalizada de esta es:

E⃗ px⃗q � 1

4π
q1

�
1� e�|x⃗|{a

|x⃗|2 � e�|x⃗|{a

a |x⃗|

�
x⃗

|x⃗| . (16)

Entonces, según (3), la fuerza eléctrica generalizada ejercida sobre la carga q ubicada en x⃗,

es dada como:

F⃗ px⃗q � qq1
4π

�
1� e�|x⃗|{a

|x⃗|2 � e�|x⃗|{a

a |x⃗|

�
x⃗

|x⃗| , (17)

esta relación se conoce como la ley de Coulomb generalizada. Teniendo en cuenta la expresión

en serie de la exponencial,

e�|x⃗|{a �
8̧

n�0

p�1qn
n!

|x⃗|n
an

, (18)

se tendrá que:

F⃗ px⃗q � qq1
4πa2

�
8̧

n�0

p�1qn
n! pn� 2q

|x⃗|n
an

�
x⃗

|x⃗| , (19)

10



es decir,

F⃗ px⃗q � qq1
4πa2

�
1

2
� 1

3

|x⃗|
a
� 1

8

|x⃗|2
a2

� � � �
�

x⃗

|x⃗| , (20)

de aqúı, se concluye que la intensidad de esta es finita para todo x⃗.

Finalmente, para un sistema discreto de cargas tqju ubicadas en tx⃗ju, se tiene que el

potencial eléctrico generalizado es dado como:

V px⃗q � 1

4π

¸
j

qj
|x⃗� x⃗j |

�
1� e�|x⃗�x⃗j |{a

	
, (21)

observando que es bien definido incluso si es evaluado en los puntos donde se encuentran las

cargas2. Siendo la energia potencial aditiva, tendremos que para este sistema de cargas tqju,
la energia de interacción electrostática es:

E � 1

2

1

4π

¸
j�k

qjqk
|x⃗j � x⃗k|

�
1� e�|x⃗j�x⃗k|{a

	
. (22)

Reagrupando esta relación e incluyendo los sumandos con j � k, encontramos que:

E � 1

2

1

4π

¸
j

qj
¸
k

qk
|x⃗j � x⃗k|

�
1� e�|x⃗j�x⃗k|{a

	
� 1

8π

¸
j

q2j
1

a
, (23)

la cual puede reescribirse como:

E � 1

2

¸
j

qjV px⃗jq �
¸
j

Ej , (24)

donde V px⃗jq son solo potenciales evaluados en la posición donde se encuentran las cargas,

mientras que las cantidades:

Ej �
q2j
8πa

, (25)

se identifican como las autoenerǵıas de dichas cargas. Es claro que en el ĺımite aÑ 0�, estas

cantidades divergen y deben regularizarse o removerse.

2Se define el potencial en la posición de las cargas como:

V px⃗jq � ĺım
x⃗Ñx⃗j

V px⃗q ,

y, obtenemos:

V px⃗jq � 1

4π

¸

j

qj
a

.
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B.2. Generalización de la ley de Gauss

Usualmente podemos expresar la enerǵıa de interacción en términos del campo eléctrico,

si se tiene en cuenta la ley de Gauss:

∇ � E⃗ px⃗q � ρ px⃗q , (26)

la cual, al sustituir en la relación entre el campo y el potencial eléctrico (9), es equivalente a

la ecuación de Poisson del potencial eléctrico:

∇2V px⃗q � �ρ px⃗q . (27)

En particular, según la ecuación (10), para una carga q1 ubicada en el origen, esta ecuación

adopta la forma:

∇2V px⃗q � �q1δ px⃗q . (28)

Sin embargo, teniendo en cuenta que para un par de funciones diferenciables f, g se cumple

la siguiente propiedad:

∇2 pfgq � �
∇2f

�
g � 2∇f �∇g � f∇2g , (29)

y, si f es una función radial, además, se cumplirán las relaciones:

∇f � x⃗

|x⃗|
Bf
Br (30)

∇2f � 1

r2
B
Br

�
r2
Bf
Br



, (31)

con r � |x⃗|. Aśı, para el potencial generalizado (15), se tiene que:

∇2V px⃗q � q1
4π

�
∇2 1

r


�
1� e�r{a

	
� 2

q1
4π

�
∇1

r



�∇

�
1� e�r{a

	
� q1

4π

1

r
∇2

�
1� e�r{a

	
,

(32)
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siendo,

∇e�r{a � � x⃗

|x⃗|
1

a
e�r{a (33)

∇2e�r{a � � 1

ar2
B
Br

�
r2e�r{a

	
� � 2

ar
e�r{a � 1

a2
e�r{a , (34)

y, teniendo en cuenta las relaciones:

∇1

r
� � x⃗

|x⃗|
1

r2
(35)

∇2 1

r
� �4πδ px⃗q , (36)

se obtiene que:

∇2V px⃗q � �q1δ px⃗q
�
1� e�r{a

	
� q1

4πa2
1

r
e�r{a , (37)

en donde, se debe observar que3:

δ px⃗q
�
1� e�r{a

	
� 0 . (38)

Por lo tanto, se cumple la relación,

∇2V px⃗q � � q1
4πa2

1

r
e�r{a , (39)

la cual no puede identificarse como la ecuación de Poisson (28). Aśı, la ley de Gauss (26) no

será válida en la electrostática generalizada. Por lo que, debemos modificar o generalizar la

ley de Gauss.

En primer lugar, observemos que probada la relación4:

ĺım
aÑ0

1

4π

»
d3x

1

a2r
e�r{aφ prq � φ p0q , (40)

para cualquier función suave φ con comportamiento asintótico polinomial. Luego, se tiene

3Sea f pxq una función cont́ınua en x � 0, luego, se cumple:

δ pxq f pxq � δ pxq f p0q .

En particular, si f p0q � 0, entonces,
δ pxq f pxq � 0 .

4Otras secuencias convergentes a la δ-Dirac y sus propiedades pueden encontrarse en [22].

13



que si en (39) hacemos aÑ 0�, recuperamos la ecuación de Poisson (28). En segundo lugar,

vemos que, dada la expresión del potencial (15), la relación (39) puede expresarse como:

∇2V prq � � q1
4πa2

1

r
� 1

a2
V prq , (41)

o, equivalentemente, en la forma:

�
1� a2∇2

�
V prq � q1

4π

1

r
. (42)

Luego, según (36), si en esta se toma el laplaciano se encuentra que:

�
1� a2∇2

�
∇2V prq � �q1δ px⃗q . (43)

Esta última nos induce a proponer la ley de Gauss generalizada:

�
1� a2∇2

�
∇ � E⃗ px⃗q � ρ px⃗q . (44)

Finalmente, en un sistema cont́ınuo, de densidad de carga ρ px⃗q, se tiene la enerǵıa elec-

trostática:

E � 1

2

»
d3x ρ px⃗qV px⃗q , (45)

y, sustituyendo el potencial eléctrico generalizado (8), puede expresarse como:

E � 1

4π

1

2

»
d3x

»
d3y

ρ px⃗q ρ py⃗q
|x⃗� y⃗|

�
1� e�|x⃗�y⃗|{a

	
. (46)

Por otro lado, si se toma en cuenta la ley de Gauss generalizada (44), entonces E se escribirá

como:

E � 1

2

»
d3x

�
1� a2∇2

�
∇ � E⃗ px⃗qV px⃗q , (47)

en donde la integral es realizada en todo el espacio. Tomando la divergencia por partes y

considerando la relación entre el campo eléctrico y el potencial (9), se encuentra que:

V
�
1� a2∇2

�
∇ � E⃗ � ∇ �

�
V E⃗ � a2V∇

�
∇ � E⃗

	
� a2E⃗

�
∇ � E⃗

	�
� E⃗2 � a2

�
∇ � E⃗

	2
. (48)
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Usando el teorema de la divergencia de Gauss:

»
v

d3x ∇ �
�
V E⃗ � a2V∇

�
∇ � E⃗

	
� a2E⃗

�
∇ � E⃗

	�
�

»
Bv

dσ⃗ �
�
V E⃗ � a2V∇

�
∇ � E⃗

	

�a2E⃗
�
∇ � E⃗

	�
, (49)

y, teniendo en cuenta el comportamiento asintótico de los campos, por ejemplo al escoger

uma superficie esférica de radio r centrada en una distribución de carga (con carga total Q),

tendremos que para r lo suficientemente grande V � Q{r ,
���E⃗��� � Q{r2 ,

���∇ � .E⃗
��� � Q{r3 y���∇�

∇ � E⃗
	��� � Q{r4, entonces:

»
Bv

dσ⃗ �
�
V px⃗q E⃗ px⃗q � a2V px⃗q∇

�
∇ � E⃗ px⃗q

	
� a2E⃗ px⃗q

�
∇ � E⃗ px⃗q

	�
� 0 . (50)

Aśı, la enerǵıa de interacción electrostática:

E � 1

2

»
d3x

�
E⃗2 � a2

�
∇ � E⃗

	2
�

, (51)

es definida positiva. En el ĺımite a Ñ 0� la expresión se reduce al caso usual e igualmente

cuado el campo eléctrico es constante.

C. Electromagnetismo de Maxwell generalizado

En la sección anterior se encontraron las leyes generalizadas que permiten establecer

el campo eléctrico generado por un sistema de cargas en reposo. En el caso de tener un

sistemas de cargas en movimiento se debe tener en consideración que la densidad de carga sea

dependiente del tiempo ρ pt, x⃗q, y que además, debamos considerar una densidad de corriente

también dependiente del tiempo j⃗ pt, x⃗q. Dadas estas fuentes, en el electromagnetismo de

Maxwell la descripción de campo eléctrico E⃗ pt, x⃗q y magnético B⃗ pt, x⃗q, en un medio vaćıo,
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vienen dadas por el siguiente sistema de ecuaciones:

∇ � E⃗ pt, x⃗q � ρ pt, x⃗q � � � ley de Gauss eléctrica (52)

�1

c

BE⃗
Bt pt, x⃗q �∇� B⃗ pt, x⃗q � j⃗ pt, x⃗q � � � ley de Ampere-Maxwell (53)

∇ � B⃗ pt, x⃗q � 0 � � � ley de Gauss magnética (54)

∇� E⃗ pt, x⃗q � 1

c

BB⃗
Bt pt, x⃗q � 0 � � � ley de Faraday , (55)

donde c es la rapidez de la luz en el vacio5, y, estas ecuaciones se conocen como ecuaciones

de Maxwell.

Las ecuaciones de Maxwell también pueden expresarse en términos de los potenciales.

Para esto, en primer lugar, notemos que de la tercera ecuación (54), el campo magnético

puede expresarse como:

B⃗ pt, x⃗q � ∇� A⃗ pt, x⃗q , (56)

donde A⃗ pt, x⃗q es conocido como el potencial vectorial electromagnético. Además, al sustituir

(56) en la ley de Faraday (55),

∇�
�
E⃗ pt, x⃗q � 1

c

BA⃗
Bt pt, x⃗q

�
� 0 , (57)

se encuentra que el campo eléctrico se puede expresar como:

E⃗ pt, x⃗q � �1

c

BA⃗
Bt pt, x⃗q �∇A0 pt, x⃗q , (58)

donde A0 pt, x⃗q es conocido como potencial escalar electromagnético6. De (56) y (58), es claro

que los campos eléctrico y magnético no cambian si los potenciales se transfoman como:

A0 pt, x⃗q Ñ A0 pt, x⃗q � 1

c

Bχ
Bt pt, x⃗q (59)

A⃗ pt, x⃗q Ñ A⃗ pt, x⃗q �∇χ pt, x⃗q (60)

5Ya que estamos considerado la permitividad eléctrica ε0 y la permeabilidad magnética µ0, en el vacio,
normalizadas a 1. Entonces,

c � 1?
ε0µ0

� 1 ,

cuyo valor se tomará en forma expĺıcita o impĺıcita a lo largo de esta tesis.
6Al comparar p9q con p58q, vemos que en el caso estático, A0 pt, x⃗q debe coincidir con el potencial eléctrico

V px⃗q,
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donde χ es una función diferenciable. Estas relaciones son conocidas como transformaciones

de calibre y dejan a su vez invariante las ecuaciones de Maxwell.

Para expresar las ecuaciones de Maxwell en forma covariante, en primer lugar escribamos

las coordenadas del espacio-tiempo como,

xµ � �
x0, x1, x2, x3

�
, (61)

donde la primera coordenada x0 � ct es asociada al tiempo, aunque tiene las mismas unidades

que las coordenadas espaciales x1, x2, x3. Luego, se denotamos las derivadas correspondientes

a estas coordenadas como:

Bµ � B
Bxµ . (62)

Además, con las componentes del campo eléctrico E⃗ � �
E1, E2, E3

�
y magnético B⃗ ��

B1, B2, B3
�
se define el tensor antisimétrico:

rFµνs �

�
��������

0 �E1 �E2 �E3

E1 0 �B3 B2

E2 B3 0 �B1

E3 �B2 B1 0

�
��������

, (63)

conocido como el tensor de Faraday. Igualmente, con la densidad de carga ρ y las componentes

de la densidad de corriente j1, j2, j3 se define la 4-corriente:

jν � �
cρ, j1, j2, j3

�
, (64)

con esta cantidad, la ecuación de continuidad:

Bρ
Bt pt, x⃗q �∇ � j⃗ pt, x⃗q � 0 , (65)

puede escribirse como:

Bνjν pxq � 0 . (66)

17



Aśı, el primer par de ecuaciones de Maxwell (52), (53) pueden escribirse como:

BµFµν pxq � jν pxq . (67)

De la definición de Fµν pxq dada en (63) y de las relaciones (56), (58) vemos que el tensor de

Faraday puede expresarse como derivadas de los potenciales, según:

Fµν pxq � BµAν pxq � BνAµ pxq , (68)

en donde se han introducido las derivadas:

Bµ � ηµνBν , (69)

siendo ηµν � diag p1,�1,�1,�1q. Luego, el primer par de las ecuaciones de Maxwell (67),

resulta en una ecuación de segundo orden del 4-potencial electromagnético,

Aν � �
A0, A1, A2, A3

�
. (70)

En el formalismo lagrangiano de la teoŕıa de campos, el primer par de las ecuaciones

de Maxwell (67) puede obtenerse del principio de Hamilton, en donde las ecuaciones de

movimiento se obtienen al sustituir en las ecuaciones de Euler-Lagrange:

BL
BAν

� Bµ BL
B pBµAνq � 0 , (71)

la lagrangiana L correpondiente a la teoŕıa. Para el electromagnetismo de Maxwell, la la-

grangiana es dada como:

LM�I � �1

4
FαβF

αβ �Aαj
α , (72)

con:

Fαβ � ηασηβρF
σρ � BαAβ � BβAα , (73)

en donde se ha introducido ηασ � diag p1,�1,�1,�1q. Además, en esta expresion se identi-
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fican los términos:

LM � �1

4
FαβF

αβ (74)

LI � �Aαj
α , (75)

siendo el primero la lagrangiana de Maxwell, que corresponde a la teoŕıa libre, y, el segundo,

es el término de interacción entre el campo y la fuente.

Para la lagrangiana (72), se obtienen los siguientes resultados:

BLM�I

BAν
� �jν (76)

BLM�I

B pBµAνq � �Fµν , (77)

y, sustituyendo en las ecuaciones de Euler-Lagrange (71), se obtiene la ecuación (67),

BµFµν � jν . (78)

El segundo par de las ecuaciones de Maxwell (54), (55) se pueden expresar en forma

covariante, a partir de la identidad de Bianchi:

BµFσρ � BσFρµ � BρFµσ � 0 , (79)

la cual es equivalente a7:

εµνσρBµFσρ � 0 , (80)

siendo εµνσρ los śımbolos de Levi-Civita de 4 ı́ndices. Esta última relación, se puede reescribir

como:

BµF̃µν � 0 , (81)

donde,

F̃µν � 1

2
εµνσρFσρ , (82)

se conoce como el dual del tensor de Faraday. Además, dadas las componentes del tensor de

7Se comprueba si se toma en cuenta que tanto εµνσρ como Fσρ son antisimétricos.
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Faraday (63), obtenemos que:

�
F̃µν

�
�

�
��������

0 �B1 �B2 �B3

B1 0 E3 �E2

B2 �E3 0 E1

B3 E2 �E1 0

�
��������

. (83)

Entonces, al expresar (81) por componentes, estos resultan ser iguales al segundo par de las

ecuaciones de Maxwell (54), (55).

Finalmente, observemos que las transformaciones de calibre (59), (60) se pueden expresar

como sigue:

Aα pxq Ñ A1α pxq � Aα pxq � Bαχ pxq . (84)

en donde cabe destacar que la transformación solo es en la forma del campo y no en el punto

del espacio-tiempo donde es evaluado. Si aplicamos esta transformación a la lagrangiana (72)

se obtiene:

L1M�I � LM�I � pBαχq jα , (85)

la cual se puede reescribir como:

L1M�I � LM�I � Bα pχjαq � χBαjα , (86)

y, cumpliéndose la ecuación de continuidad (66),

L1M�I � LM�I � Bα
�
1

c
χjα



. (87)

Además, considerando que lagrangianas que difieren en una divergencia son equivalentes,

afirmamos que:

L1M�I � LM�I , (88)

entonces, concluimos que esta lagrangiana es invariante por las transformaciones (84), cono-

cidas como transformaciones de calibre.
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C.1. Electromagnetismo de Podolsky

Para una teoŕıa del elecctromagnetismo que nos permita obtener las leyes generalizadas

de la electrostática (17) y (44), debemos de considerar una lagrangiana que contemple al

menos segundas derivadas de los 4-potenciales. Es decir,

L � L rAβ, BαAβ, BαBσAβs . (89)

Para que la teoŕıa obtenida sea invariante relativista, la construcción de esta debe ser tal

que todos los tensores de Lorentz estén contraidos. Además, la teoŕıa debe ser invariante por

transformaciones de calibre (84), es decir, si se realizan las variaciones en primer orden:

δAβ � Bβχ , δBαAβ � BαBβχ , δBαBσAβ � BαBσBβχ , (90)

entonces, la variación en primer orden de la lagrangiana L,

δL � BL
BAβ

δAβ � BL
B pBαAβqδBαAβ � BL

B pBαBσAβqδBαBσAβ

� BL
BAβ

Bβχ� BL
B pBαAβqBαBβχ�

BL
B pBαBσAβqBαBσBβχ , (91)

debe ser nula. Aśı, siendo Bβχ, BαBβχ y BαBσBβχ funciones independientes, entonces, si sus

coeficientes son nulos se tendrá una variación nula de la lagrangiana. En general, se busca

que se cumplan las relaciones del tipo:

BL
B �Bν1 � � � Bνn�1Aνn

�Bν1 � � � Bνnχ � 0 . (92)

Se observa que las funciones independientes Bν1 � � � Bνnχ son completamente simétricas. En-

tonces, en la relación buscada, solo contribuye la parte completamente simétrica de los co-

eficientes, es decir,

�
� 1

n!

¸
σPPn

BL
B
�
Bνσp1q � � � Bνσpn�1q

Aνσpnq

	
�
� Bν1 � � � Bνnχ � 0 , (93)

donde Pn es el grupo de permutaciones de n ı́ndices. Sin embargo, ya que Bν1 � � � Bνn�1Aνn es

completamente simétrico respecto a los primeros n�1 ı́ndices, entonces, se repetirán pn� 1q!
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veces términos idénticos en la sumatoria. Finalmente, la relación buscada se reduce a:

�
� 1

n

¸
σPZn

BL
B
�
Bνσp1q � � � Bνσpn�1q

Aνσpnq

	
�
� Bν1 � � � Bνnχ � 0 , (94)

y, se cumplirá si: ¸
σPZn

BL
B
�
Bνσp1q � � � Bνσpn�1q

Aνσpnq

	 � 0 . (95)

donde Zn es el grupo ćıclico de n ı́ndices. Por lo tanto, la invariancia por transformaciones

de calibre se consigue si se cumplen las relaciones:

BL
BAβ

� 0 (96)

BL
B pBαAβq �

BL
B pBβAαq � 0 (97)

BL
B pBαBσAβq �

BL
B pBβBαAσq �

BL
B pBσBβAαq � 0 . (98)

De la primera relación (96), se concluye que L no depende expĺıcitamente de Aβ. Mientras

que de la segunda (97) y tercera relación (98), o su generalización (95), vemos que si la

lagrangiana depende de Fµ1���µn , siendo esta una combinación lineal de las derivadas del

campo Aα. Entonces, (95) se puede expresar como sigue:

BL
BFµ1���µn

¸
σPZn

BFµ1���µn

B
�
Bνσp1q � � � Bνσpn�1q

Aνσpnq

	 � 0 , (99)

por lo que será satisfecha si:

¸
σPZn

BFµ1���µn

B
�
Bνσp1q � � � Bνσpn�1q

Aνσpnq

	 � 0 . (100)

Aśı, bastará que:

Fµ1���µn � Bµ1Bµ2 � � � Bµn�1Aµn � BµnBµ1 � � � Bµn�2Aµn�1 , (101)
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ya que:

¸
σPZn

BFµ1���µn

B
�
Bνσp1q � � � Bνσpn�1q

Aνσpnq

	 �
¸

σPZn

δ
νσp1q
µ1 δ

νσp2q
µ2 � � � δνσpn�1q

µn�1 δ
νσpnq
µn

�
¸

σPZn

δ
νσp1q
µn δ

νσp2q
µ1 � � � δνσpn�1q

µn�2 δ
νσpnq
µn�1 , (102)

es idénticamente nula, por reordenamiento ćıclico de la segunda sumatoria del lado derecho.

Por lo que, para que se cumpla (97) será suficiente que L dependa de:

Fαβ � BαAβ � BβAα , (103)

y, para que se cumpla (98), que L dependa de:

Fασβ � BαBσAβ � BβBαAσ , (104)

tensor que también puede escribirse como:

Fασβ � BαFσβ . (105)

Por lo tanto, de la condición de invariancia por transformación de calibre, encontramos

que la densidad lagrangiana debe ser tal que:

L � L rFαβ, BαFσβs . (106)

Aśı, en primer lugar, debemos incluir el término correspondiente a la teoŕıa de Maxwell,

L0 � �1

4
FαβF

αβ , (107)

y, para términos de segundo orden, tomamos en cuenta la antisimetŕıa del tensor de Faraday,

vemos que son solo posibles los siguientes términos de este tipo:

L1 � BαFσβBαF σβ (108)

L2 � BαFσβBσF βα (109)

L3 � BαFαβBσFσβ , (110)
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De la identidad de Bianchi,

BαF σβ � �
�
BσF βα � BβFασ

	
, (111)

la lagrangiana L1 podrá expresarse como:

L1 � �BαFσβ

�
BσF βα � BβFασ

	
� �BαFσβBσF βα � BαFσβBβFασ , (112)

y, haciendo el intercambio σ Õ β en el último término,

L1 � �BαFσβBσF βα � BαFβσBσFαβ

� �BαFσβBσF βα � BαFσβBσF βα , (113)

por lo que,

L1 � �2L2 , (114)

es decir, las posibilidades L1 y L2 son equivalentes. Por otro lado, vemos que L3 puede

expresarse como:

L3 � Bα
�
FαβBσFσβ

	
� FαβBαBσFσβ

� Bα
�
FαβBσFσβ

	
� FαβBσBαFσβ , (115)

y, nuevamente de la identidad de Bianchi,

BαFσβ � �pBσFβα � BβFασq , (116)

vemos que,

L3 � Bα
�
FαβBσFσβ

	
� FαβBσBσFβα � FαβBσBβFασ

� Bα
�
FαβBσFσβ

	
� Bσ

�
FαβBαFσβ

	
� BσFαβBσFαβ

�BσF βαBβFασ , (117)
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por lo que,

L3 � Bα
�
FαβBσFσβ

	
� Bσ

�
FαβBαFσβ

	
� L1 � L2 , (118)

es decir,

L3 � L1 � L2 . (119)

Finalmente, podemos afirmar que el único término independiente de segundo orden es

L3. Aśı, en la generalización de la teoŕıa de Maxwell, se considera la lagrangiana:

LP � �1

4
FαβF

αβ � a2

2
BαFαβBσFσβ , (120)

conocida como lagrangiana de Podolsky, en donde a es un parámetro real con unidades de

longitud.

Si se incluye el término de interacción con una fuente jα, entonces, la lagrangiana consi-

derada será:

LP�I � �1

4
FαβF

αβ � a2

2
BαFαβBσFσβ �Aαj

α (121)

Para obtener las ecuaciones de movimiento, debemos considerar las ecuaciones de Eules-

Lagrange para una teoŕıa de segundo orden8:

BL
BAν

� Bµ BL
B pBµAνq � BρBµ BL

B pBρBµAνq � 0 (122)

Luego, para la lagrangiana (121) se obtienen los resultados:

BLP�I

BAν
� �jν (123)

�Bµ BLP�I

B pBµAνq � �Bµ p�Fµνq � BµFµν (124)

BρBµ BLP�I

B pBµBρAνq � a2BρBµ pηµρBαFαν � ηµνBαFαρq (125)

y, sustituyendo en las ecuaciones de Euler-Lagrange (122), obtenemos las ecuaciones:

�
1� a2l

� BµFµν � jν (126)

8Para más detalles ver el apéndice A.
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en donde se ha tomado en cuenta que: l � BµBµ � B20 �∇2 y BρBαFαρ � 0.

De la definición de las componentes del tensor de Faraday (63), se tiene que las compo-

nentes del campo eléctrico E⃗ � �
E1, E2, E3

�
pueden expresarse como:

Ei � �F 0i , (127)

miestras que las componentes del campo magnético B⃗ � �
B1, B2, B3

�
como:

Bk � �1

2
εijkF ij . (128)

Ahora desarrollamos por componentes la ecuación de movimiento (126). Teniendo en cuenta

la antisimetŕıa del tensor de Faraday consideremos en primer lugar ν � 0 :

�
1� a2l

� BiF i0 � j0 , (129)

e identificando las componentes del campo eléctrico y la densidad de carga, se obtiene:

�
1� a2l

�
∇ � E⃗ pt, x⃗q � ρ pt, x⃗q , (130)

la cual corresponde a la generalización de la ley de Gauss (52). En el ĺımite electrostático

esta se reduce a: �
1� a2∇2

�
∇ � E⃗ px⃗q � ρ px⃗q , (131)

tal como se encontró en (44). En segundo lugar, consideremos ν � k en (126),

�
1� a2l

� �B0F 0k � BjF jk
	
� jk , (132)

identificando las componentes del campo eléctrico y magnético,

�
1� a2l

� ��B0Ek � εijkBjBi
	
� jk , (133)

reescribimos esta relación en forma vectorial,

�
1� a2l

� ��1

c

BE⃗
Bt pt, x⃗q �∇� B⃗ pt, x⃗q

�
� j⃗ pt, x⃗q , (134)
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observamos que esta es la generalización de la ley de Ampere-Maxwell (53). Por último, como

la identidad de Bianchi solo depende de la definición del tensor de Faraday, entonces, la ley

de Gauss magnética (54) y la ley de Faraday (55) se siguen cumpliendo.

C.2. Condición de fijación de calibre

El primer par de las ecuaciones del electromagnetismo de Podolsky, obtenidas a partir de

las ecuaciones de Euler-Lagrange, se expresa usualmente en términos del tensor de Faraday,

�
1� a2l

� BµFµν � jν , (135)

y, al expresar las componentes del tensor de Faraday en términos del 4-potencial electro-

magnético,

Fµν � BµAν � BνAµ , (136)

se encuentra que las componentes del 4-potencial cumplen con la ecuación:

�
1� a2l

� plηµν � BµBνqAµ pxq � jν pxq . (137)

Es posible resolver las ecuaciones (137) v́ıa el método de la función de Green. Para esto,

en primer lugar se define a la función de Green Gνα px� yq como aquella que cumpla con la

ecuación: �
1� a2l

� plηµν � BµBνqGµα px� yq � δναδ px� yq . (138)

Entonces, la solución de las ecuaciones de movimiento se escribirá como:

Aµ pxq � A0
µ pxq �

»
d4y Gµα px� yq jα pyq , (139)

donde A0
µ pxq es la solución de la teoŕıa libre, es decir, cuando jν pxq � 0.

Aśı, bastará resolver la ecuación de la función de Green (138), cuya solución se puede
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expresar en función de su transformada de Fourier Ĝµα pkq,

Gµα px� yq � p2πq�2
»
d4k Ĝµα pkq e�ik�px�yq . (140)

Además, teniendo en cuenta que la δ-Dirac también puede expresarse en función de su trans-

formada de Fourier,

δ px� yq � p2πq�4
»
d4k e�ik�px�yq . (141)

Al reemplazar estas expresiones en (138), la función Ĝµα pkq debe cumplir con la ecuación;

p2πq2 �1� a2 pk � kq� r� pk � kq ηµν � kµkνs Ĝµα pkq � δνα . (142)

Para que exista una solución de (142), el determinante de:

Eµν pkq � � pk � kq ηµν � kµkν , (143)

debe ser no nulo. Sin embargo,

det rEµν pkqs � εαβµνE
0α pkqE1β pkqE2µ pkqE3ν pkq

� εαβµν
��pk � kq η0α � k0kα

� ��pk � kq η1β � k1kβ
	

� ��pk � kq η2µ � k2kµ
� ��pk � kq η3ν � k3kν

�
, (144)

puede expandirse como:

det rEµν pkqs � pk � kq4 εαβµνη0αη1βη2µη3ν

�pk � kq3 εαβµνk0kαη1βη2µη3ν � pk � kq3 εαβµνη0αk1kβη2µη3ν

�pk � kq3 εαβµνη0αη1βk2kµη3ν � pk � kq3 εαβµνη0αη1βη2µk3kν

�pk � kq2 εαβµνkαkβk0k1η2µη3ν � � � � , (145)

observandose que en los últimos términos se tienen producto de k’s, los cuales son simétricos,

contraidos con εαβµν . Por lo que los últimos términos son udénticamente nulos, luego, el
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determinante se reduce a:

det rEµν pkqs � pk � kq4 εαβµνη0αη1βη2µη3ν

�pk � kq3 εαβµνk0kαη1βη2µη3ν � pk � kq3 εαβµνη0αk1kβη2µη3ν

�pk � kq3 εαβµνη0αη1βk2kµη3ν � pk � kq3 εαβµνη0αη1βη2µk3kν ,

(146)

siendo ηµν � 0 para µ � ν, entonces,

det rEµν pkqs � pk � kq4 ε0123η00η11η22η33

�pk � kq3 ε0123k0k0η11η22η33 � pk � kq3 ε0123η00k1k1η22η33

�pk � kq3 ε0123η00η11k2k2η33 � pk � kq3 ε0123η01η11η22k3k3 ,

(147)

siendo ε0123 � 1 y ηµν � diag p1,�1,�1,�1q, entonces,

det rEµν pkqs � � pk � kq4 � pk � kq3
��
k0
�2 � �

k1
�2 � �

k2
�2 � �

k3
�2�

, (148)

Aśı, se encuentra que:

det rEµν pkqs � 0 , (149)

de aqúı, no es posible encontrar una función Ĝµα pkq que cumpla la ecuación (142).

Para encontrar el campo v́ıa el método de la función de Green, debemos modificar la

ecuación (137). Con este fin, observemos que tal ecuación se puede reescribir como:

�
1� a2l

�
lAν pxq � Bν ��1� a2l

� BµAµ

� pxq � jν pxq . (150)

De aqúı, vemos que si se asume la condición generalizada de Lorentz :

�
1� a2l

� BµAµ pxq � 0 , (151)
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entonces, la ecuación (137) se reduce a:

�
1� a2l

�
lAν pxq � jν pxq (152)

Para confirmar que siempre es posible asumir la condición (151), tengamos en cuentra la

invariancia de la teoŕıa por transformaciones de calibre,

A1µ pxq Ñ Aµ pxq � A1µ pxq � Bµf pxq , (153)

entonces, �
1� a2l

� BµA1µ pxq � �
1� a2l

� BµAµ pxq � �
1� a2l

�
lf pxq , (154)

Aśı, partiendo de un campo A1µ pxq que no necesariamente cumple (151), realizamos la trans-

formación de calibre escogiendo un campo escalar f pxq tal que:

�
1� a2l

�
lf pxq � � �

1� a2l
� BµA1µ pxq , (155)

por lo que, el campo transformado Aµ pxq śı cumple con la condición (151).

Ahora, la función de Green correspondiente a la ecuación (152), debe cumplir con la

ecuación: �
1� a2l

�
lGµα px� yq � ηµαδ px� yq , (156)

y, entonces, su transformada de Fourier debe cumplir con:

�p2πq2 �1� a2 pk � kq� pk � kq Ĝµα pkq � ηµα . (157)

Aśı, la transformada de la función de Green será:

Ĝµα pkq � �ηµα p2πq�2 1

r1� a2 pk � kqs pk � kq . (158)
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Finalmente, introducimos el parámetro

ma � 1

a
, (159)

conocido como masa de Podolsky. Luego, la función Ĝµα pkq se puede reescribir como:

Ĝµα pkq � �ηµα p2πq�2

�
1

k2
� 1

k2 �m2
a



. (160)

donde k2 � k � k. Además, si se introducen las definiciones:

ω0 �
���⃗k��� , ωma �

b
k⃗2 �m2

a , (161)

entonces, la función de Green se reescribirá como:

Ĝµα pkq � �ηµα p2πq�2

�
1

k20 � ω2
0

� 1

k20 � ω2
ma



, (162)

o, en forma equivalente, como:

Ĝµα pkq � �ηµα p2πq�2 1

pk0 � ω0q pk0 � p�ω0qq
�ηµα p2πq�2 1

pk0 � ωmaq pk0 � p�ωmaqq
. (163)

Es claro que esta función tiene los polos:

k0 � �ω0 , k0 � �ωma , (164)

es decir, Ĝµα pkq es singular para dichos valores.

D. Propagadores electromagnéticos

Según el principio de causalidad: la causa precede al efecto. En un sistema f́ısico se entiende

que las cantidades observadas en un cierto instante se dan a causa de la propagación de

las interacciones que ocurren entre las partes del sistema o debido a un agente externo. Sin

embargo, en una teoŕıa no relativista no hay ninguna restricción en la rapidez de propagación
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de una interacción, por lo que las cantidades observadas se explican incluyendo interacciones

que ocurren en el mismo instante de medición.

En una teoŕıa relativista, debemos tomar en cuenta el segundo postulado de la relatividad

especial: la rapidez de la luz, en el vacio, es la misma en cualquier marco de referencia

inercial. Esto implica que no es posible encontrar referenciales inerciales con movimiento

relativo que supere la rapidez de la luz. Aśı, cualquier interacción se debe propagar con una

rapidez máxima igual a la rapidez de la luz. La combinación del principio de causalidad y los

postulados de la relatividad especial, resulta en la conocida causalidad relativista.

En el caso de un sistemas de cargas y corrientes, la interacción considerada es la electro-

magnética. Luego, de la expresión de los potenciales electromagnéticos,

Aµ pxq �
»
d4y Gµα px� yq jα pyq , (165)

se observa que la propagación es dada por la función de Green Gµα px� yq. Además, se

observa que la integración considera todos los valores posibles de y0, incluso para aquellos

mayores a x0. Es decir, se contempla contribuciones al campo provenientes del futuro.

Las contribuciones del futuro en cantidades observables son prohibidas por el principio de

causalidad. Sin embargo, los potenciales electromagnéticos Aµ �
�
A0, A⃗

	
no son cantidades

f́ısicas, sino lo son el campo eléctrico y magnético,

E⃗ pxq � �B0A⃗ pxq �∇A0 pxq (166)

B⃗ pxq � ∇� A⃗ pxq . (167)

Dado que la función de Green se expresa como:

Gµα px� yq � p2πq�2
»
d4k Ĝµα pkq e�ik�px�yq , (168)

en donde,

Ĝµα pkq � �ηµα p2πq�2

�
1

k20 � ω2
0

� 1

k20 � ω2
ma



, (169)
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es decir, se tienen contribuciones concentradas en:

ω0 �
���⃗k��� (170)

ωma �
b
k⃗2 �m2

a �
c���⃗k���2 �m2

a . (171)

Luego, de estas relaciones de dispersión, la propagación se dá con rapidez:

dω0

d
���⃗k��� � 1 (172)

dωma

d
���⃗k��� �

���⃗k���b
k⃗2 �m2

a

  1 , (173)

Por lo tanto, la interacción electromagnética se propaga con una rapidez menor o igual a la

rapidez de la luz.

Muy lejos de la fuente, los campos cumplen con la ecuación:

�
1� a2l

�
lAµ pxq � 0 , (174)

la cual tiene como soluciones independientes a los paquetes de onda de frecuencia positiva:

Ap�qµ pxq � p2πq�2
»
d4k aµ pkq e�ik�x |k0¡0 , (175)

y de frecuencia negativa,

Ap�qµ pxq � p2πq�2
»
d4k aµ pkq e�ik�x |k0 0 . (176)

Las cuales pueden resultar de la propagación de interacciones en el pasado y/o futuro. Todas

estas posibilidades son las que analizaremos a continuación.

D.1. Propagador electromagnético retardado

En el sentido del principio de causalidad, la propagación debe ser desde el pasado hacia

el presente. Con este fin definiremos el propagador retardado en el k-espacio: D̂R
µα pkq, como
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el resultado de dislocar los polos de la transformada de Fourier de la función de Green,

Ĝµα pkq � �ηµα p2πq�2 1

pk0 � ω0q pk0 � p�ω0qq
�ηµα p2πq�2 1

pk0 � ωmaq pk0 � p�ωmaqq
, (177)

según,

ω0 Ñ ω0 � i0� (178)

�ω0 Ñ �ω0 � i0� (179)

ωma Ñ ωma � i0� (180)

�ωma Ñ �ωma � i0� , (181)

donde 0� denota a un valor no negativo mucho menor a 1. Es decir, en el k-espacio, el

propagador retardado es dado como:

D̂R
µα pkq � �ηµα p2πq�2 1

rk0 � pω0 � i0�qs rk0 � p�ω0 � i0�qs
�ηµα p2πq�2 1

rk0 � pωma � i0�qs rk0 � p�ωma � i0�qs , (182)

simplificando,

D̂R
µα pkq � �ηµα p2πq�2

�
1

k2 � sgn pk0q i0� � 1

k2 �m2
a � sgn pk0q i0�



. (183)

Del resultado obtenido se identifican el propagador escalar retardado de masa nula:

D̂R
0 pkq � � p2πq�2 1

k2 � sgn pk0q i0� , (184)

y el propagado retardado de masa ma,

D̂R
ma

pkq � � p2πq�2 1

k2 �m2
a � sgn pk0q i0� . (185)
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Además, la transformada inversa de estos propagadores son dados como9:

DR
0 px� yq � 1

4π

1

}x⃗� y⃗}δ
�
x0 � y0 � }x⃗� y⃗}� (186)

DR
ma

px� yq � θ
�
x0 � y0

�
2π

�
�δ �px� yq2

	
� ma

2

θ
�
px� yq2

	
?
x2

J1

�
ma

b
px� yq2


�� ,

(187)

donde J1 es la función de Bessel de primer orden. Se observa que el propagador escalar DR
0

es no nulo si:

}x⃗� y⃗}
x0 � y0

� 1 , (188)

es decir, DR
0 propaga la emisión del campo desde un punto y � py0, y⃗q hasta otro x � px0, x⃗q

en el futuro, x0 ¡ y0, con una rapidez igual a la rapidez de la luz. Mientras que DR
ma

es no

nulo si:

px� yq2 ¥ 0 , x0 ¡ y0 , (189)

equivalentemente,

}x⃗� y⃗}
x0 � y0

¤ 1 , (190)

es decir, DR
0 propaga la emisión del campo con una rapidez menor o igual a la rapidez de la

luz.

Finalmente, podemos concluir que el propagador electromagnético retardado,

DR
µα px� yq � ηµα

�
DR

0 px� yq �DR
ma

px� yq� , (191)

propaga las interacciones desde e pasado al presente, con una rapidez máxima igual a la de

la luz. Cumpliendo con el principio de causalidad relativista.

9Estos propagadores pueden derivarse a partir de la función de Pauli-Jordan, cuya deducción puede en-
contrarse en [23].
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D.2. Propagador electromagnético de frecuencias positivas y negativas

Consideremos el propagador escalar retardado de masa m en el k-espacio,

D̂R
m pkq � � p2πq�2 1

k2 � sgn pk0q i0� , (192)

vemos que este se puede escribir como:

D̂R
m pkq � � p2πq�2 1

2ω0

�
1

k0 � pωm � i0�q �
1

k0 � p�ωm � i0�q



. (193)

donde ωm �
a
k⃗2 �m2. Ahora, expresemos en propagador escalar en el espacio de configu-

raciones,

DR
m pxq � p2πq�2

»
d4k D̂R

m pkq e�ik�x , (194)

es decir,

DR
m pxq � � p2πq�4

»
d3k

1

2ωm

�»
dk0

1

k0 � ωm � i0�
e�ipk0�ωmqx0



e�iωmx0

eik⃗�x⃗

�p2πq�4
»
d3k

1

2ωm

�»
dk0

1

k0 � ωm � i0�
e�ipk0�ωmqx0



eiωmx0

eik⃗�x⃗ ,

(195)

en donde, identificamos las expresiones de la función de paso,

θ p�zq � p2πq�1
»
dk

i

�k � i0�
e�ikz , (196)

y, encontramos que DR
m pxq se puede expresar como:

DR
m pxq � θ

�
x0
� p2πq�3

�
i

»
d3k

1

2ωm
e�iωmx0

eik⃗�x⃗ � i

»
d3k

1

2ωm
eiωmx0

eik⃗�x⃗



. (197)

Por otro lado, de las propiedad de la δ-Dirac: f pxq δ px� yq � f pyq δ px� yq, vemos que

se cumple la relación:

1

2ωm
e	iωmx0

eik⃗�x⃗ �
»
dk0

1

2ωm
δ pk0 	 ωmq e�ik�x , (198)
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por lo que, DR
m pxq se puede reescribir como:

DR
m pxq � θ

�
x0
� p2πq�2

»
d4k

�
i

2π



δ pk0 � ωmq

2ωm
e�ik�x

�θ �x0� p2πq�2
»
d4k

�
� i

2π



δ pk0 � ωmq

2ωm
e�ik�x , (199)

De aqúı, se introducen las definiciones de los propagadores de frecuencia positiva y negativa

en el espacio de configuraciones, según:

Dp�q
m pxq � p2πq�2

»
d4k D̂p�q

m pkq e�ik�x , (200)

en donde D̂
p�q
m pkq son sus correspondientes versiones en el k-espacio,

D̂p�q
m pkq � � i

2π

δ pk0 	 ωmq
2ωm

. (201)

Aśı, el propagador escalar retardado se expresa como:

DR
m pxq � θ

�
x0
�
Dp�q

m pxq � θ
�
x0
�
Dp�q

m pxq (202)

Volviendo al propagador electromagnético retardado ,

DR
µα px� yq � ηµα

�
DR

0 px� yq �DR
ma

px� yq� , (203)

de los resultados previos, vemos que esta se puede expresar como:

DR
µα px� yq � ηµαθ

�
x0 � y0

� �
D
p�q
0 px� yq �Dp�q

ma
px� yq

�
�ηµαθ

�
x0 � y0

� �
D
p�q
0 px� yq �Dp�q

ma
px� yq

�
, (204)

En esta expresión queda en evidencia que este propagador propaga causalmente contribucio-

nes al campo, tanto a la parte de frecuencias positivas como a la de frecuencias negativas.
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D.3. Propagador electromagnético de Feynman

Como se ha visto la propagación de contribuciones a la parte de frecuencias positivas

o negativas de un campo, pueden ser tanto desde el pasado al presente como del futuro al

presente. Podemos plantearnos ahora el problema de construir un propagador que propague

contribuciones de frecuencias positivas del pasado al presente, y de frecuencias negativas del

futuro al presente. Tal propagador se conoce como el propagador de Feynman, y se construye

dislocando los polos de la función de Green,

Ĝµα pkq � �ηµα p2πq�2 1

pk0 � ω0q pk0 � p�ω0qq
�ηµα p2πq�2 1

pk0 � ωmaq pk0 � p�ωmaqq
, (205)

según,

ω0 Ñ ω0 � i0� (206)

�ω0 Ñ �ω0 � i0� (207)

ωma Ñ ωma � i0� (208)

�ωma Ñ �ωma � i0� , (209)

obteniendo:

D̂F
µα pkq � �ηµα p2πq�2 1

rk0 � pω0 � i0�qs rk0 � p�ω0 � i0�qs
�ηµα p2πq�2 1

rk0 � pωma � i0�qs rk0 � p�ωma � i0�qs . (210)

Simplificando la expresión,

D̂F
µα pkq � �ηµα p2πq�2

�
1

k2 � i0�
� 1

k2 �m2
a � i0�



, (211)

en donde identificamos el propagador escalar de Feynman de masa nula,

D̂F
0 pkq � � p2πq�2 1

k2 � i0�
, (212)
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y, de masa ma,

D̂F
ma

pkq � � p2πq�2 1

k2 �m2
a � i0�

, (213)

Aśı, el propagador de Feynman en el k-espacio es dado como:

D̂F
µα pkq � ηµα

�
D̂F

0 pkq � D̂F
ma

pkq
�
. (214)

Por otro lado, podemos reescribir el propagador de Feynman de masa m,

D̂F
m pkq � � p2πq�2 1

k2 �m2 � i0�
, (215)

como:

D̂F
m pkq � � p2πq�2 1

2ωm

�
1

k0 � pωm � i0�q �
1

k0 � p�ωm � i0�q



. (216)

Ahora, expresemos este propagador en el espacio de configuraciones,

DF
m pxq � p2πq�2

»
d4k D̂F

m pkq e�ik�x , (217)

es decir,

DF
m pxq � � p2πq�4

»
d3k

1

2ωm

�»
dk0

1

k0 � ωm � i0�
e�ipk0�ωmqx0



e�iωmx0

eik⃗�x⃗

�p2πq�4
»
d3k

1

2ωm

�»
dk0

1

�pk0 � ωmq � i0�
e�ipk0�ωmqx0



eiωmx0

eik⃗�x⃗ ,

(218)

en donde, identificamos las expresiones de la función de paso:

θ p�zq � p2πq�1
»
dk

i

�k � i0�
e�ikz , (219)

aśı,

DF
m pxq � θ

�
x0
� p2πq�3 i

»
d3k

1

2ωm
e�iωmx0

eik⃗�x⃗

�θ ��x0� p2πq�3 i

»
d3k

1

2ωm
eiωmx0

eik⃗�x⃗ , (220)
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y, dado que:

1

2ωm
e	iωmx0

eik⃗�x⃗ �
»
dk0

1

2ωm
δ pk0 	 ωmq e�ik�x , (221)

entonces, escribimos el propagador de Feynman como:

DF
m pxq � θ

�
x0
� p2πq�2

»
d4k

�
i

2π



δ pk0 � ω0q

2ωm
e�ik�x

�θ ��x0� p2πq�2
»
d4k

�
� i

2π



δ pk0 � ωmq

2ωm
e�ik�x . (222)

Visto que los propagadores de de frecuencias positivas y negativas en el k-espacio son dados

como:

D̂p�q
m pkq � � i

2π

δ pk0 	 ωmq
2ωm

, (223)

escribimos el propagador de Feynman en términos de estos,

DF
m pxq � θ

�
x0
�
Dp�q

m pxq � θ
��x0�Dp�q

m pxq . (224)

Finalmente, volvemos al propagador de Feynman electromagnético,

DF
µα px� yq � ηµα

�
DF

0 px� yq �DF
ma

px� yq� , (225)

el cual ahora podemos expresarlo como:

D̂F
µα px� yq � ηµαθ

�
x0 � y0

� �
Dp�q

m px� yq �Dp�q
ma

px� yq
�

�ηµαθ
��x0 � y0

� �
Dp�q

m px� yq �Dp�q
ma

px� yq
�
. (226)

de aqúı, es claro que este propaga las contribuciones de frecuencias positivas desde el pasado

al presente y las de frecuencias negativas del futuro al presente.
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Caṕıtulo III

Espinores de Dirac

En este caṕıtulo se introducirá la ecuación de Dirac y sus soluciones a partir del estudio de

las representaciones fundamentales del grupo de Lorentz en un espacio complejo. Además, se

tendrá como criterio que las ecuaciones sean de primer orden e invariantes por transformación

de paridad. Aśı, partiremos de los campos de Weyl, derecho e izquierdo, y sus ecuaciones

para la construcción de la ecuación de Dirac. Para la solución de esta última en el espacio

de momentos, se introducirá el operador helicidad. Aśı, junto al hamiltoniano, se obtendrán

las soluciones según su enerǵıa y esṕın.

A. Introducción

Para sistemas f́ısicos cuyas dimensiones se encuentran en la escala de moléculas o menores

a esta, la descripción de estos debe darse en el marco de una teoŕıa cuántica, es decir,

las predicciones son probabiĺısticas. Estas probabilidades o amplitudes de probabilidad se

expresan en términos de la función de onda. Aśı, la dinámica del sistema cuántico viene dada

por la ecuación de onda, que en el caso no relativista es la conocida ecuación de Schrödinger,

iB0ψ pxq � Ĥψ pxq , (1)

donde se ha considerado ℏ � 1, además de c � 1 en la primera componente de xµ ��
x0, x1, x2, x3

�
. En general, se tiene en el hamiltoniano Ĥ, operadores diferenciales de se-

gundo orden correspondientes al término cinético. Además, se muestra que esta teoŕıa es no

relativista.

En una teoŕıa relativista se deben seguir los postulados de la relatividad especial, es decir,

la ecuación que obedece la función de onda debe ser invariante por las transformaciones de
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Lorentz. Siendo las transformaciones de Lorentz lineales, entonces todas las derivadas de la

ecuación de onda deben ser del mismo orden. Para en el caso de primer orden, Dirac encuentra

la ecuación:

iB0ψ pxq � p�iα⃗ �∇� βmqψ pxq (2)

donde α⃗ � �
α1, α2, α3

�
y β son adecuadas matrices 4�4 relacionadas al álgebra de Clifford1.

Por otro lado, del experimento de Stern-Gerlach queda en evidencia que las part́ıculas

fermiónicas, como el electrón, interctúan con un campo magnético externo, por lo que estas

deben tener un momento magnético intŕınseco. Es decir, las part́ıculas fermiónicas tienen

un momento angular intŕınseco o esṕın. Además, se sabe que para cada fermión existe una

part́ıcula fermiónica de iguales caracteŕıstica salvo el signo de su carga eléctrica. Tal como es

el caso del electrón y el positrón, y se dice que esta última es la antipart́ıcula de la primera.

Por último observemos que la función de onda nos permite encontrar la distribución

de probabilidades de la posición de una part́ıcula. En principio, esta debe ser de una sola

componente. Sin embargo, el campo de Dirac contiene cuatro componentes. Se encuentra

que con estas cuatro componentes se da cuenta de las funciones de onda del par part́ıcula-

antipart́ıcula y del esṕın de cada una de estas.

B. Ecuación de Weyl

Cuando se describe sistemas f́ısicos desde los marcos de referencia de observadores iner-

ciales en movimiendo relativo, se observa que si la rapidez de tal movimiento relativo es

comparable con la rapidez de la luz, entonces, asunciones de aspectos fundamentales de la

naturaleza del espacio y el tiempo no son más válidos. En particular, destacamos el hecho que

eventos simultáneos en un referencial no lo son en otro, lo que está directamente relacionado

a que la interacción no se propague instantáneamente.

La discrepancia entre los resutados dados por los diferentes observadores, como la longitud

de una barra o la frecuencia de radiación emitida, se concilia si se toma en consideración como

1La definción del álgebra de Clifford y su relación con la teoŕıa de espinores puede encontrarse en [24].
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longitud fundamental del espacio-tiempo entre los eventos de coordenadas
�
x0, x1, x2, x3

�
y�

x00, x
1
0, x

2
0, x

3
0

�
como:

∆s � �
x0 � x00

�2 � �
x1 � x10

�2 � �
x2 � x20

�2 � �
x3 � x30

�2
, (3)

lo que nos lleva a la existencia de transformaciones de coordenadas entre los referenciales,

x1µ � Λµ
νx

ν , (4)

que deja invariante tal longitud. Equivalentemente, estas transformaciones dejan invariante

el producto interno de un espacio de Minkowski 4-dimensional, definido por la métrica:

ηµν �

$''''&
''''%

1 , µ � ν � 0

�1 , µ � ν � 1, 2, 3

0 , µ � ν � 0 .

(5)

En el espacio de Minkowski, el producto de cualquier par de 4-vectores x � �
x0, x1, x2, x3

�
e y � �

y0, y1, y2, y3
�
,

x � y � ηµνx
µyν , (6)

permanece invariante por transformaciones (4), si:

Λµ
αΛ

µ
βηµν � ηαβ , (7)

que en forma matricial, se expresa como,

ΛT ηΛ � η , (8)

donde rΛsµ,α � Λµ
α y rηsµ,ν � ηµν . Además, el conjunto de todas las matrices Λ que cumplen

con la relación (8),

O p1, 3q �  
Λ PM p4,Cq / ΛT ηΛ � η

(
, (9)

junto a la multiplicación de matrices forman el grupo de Lorentz, cuyos elementos se conocen

como transformaciones de Lorentz de las coordenadas.
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En el grupo de Lorentz O p1, 3q encontramos, en particular, el subgrupo de las transfor-

maciones discretas:

D � tI4, P, T, PT u , (10)

donde I4 es la matriz identidad, P � diag p1,�1,�1,�1q es la transformación de paridad

y T � diag p�1, 1, 1, 1q de inversión temporal. Luego, todo elemento del grupo de Lorentz

O p1, 3q puede obtenerse como el producto de una transformación discreta por un elemento

de las transformaciones cont́ınuas:

SOÒ p1, 3q �  
Λ P O p1, 3q / Λ0

0 ¥ 1 ^ detΛ � 1
(

, (11)

siendo este un grupo cont́ınuo, conocido como grupo de Lorentz ortocrono y propio.

La búsqueda de campos relativistas, se inicia con la definición de una representación fun-

damental de SOÒ p1, 3q, la cual debe ser no trivial y actuar sobre un espacio cuya dimensión

sea la menor posible. Por otro lado, el número de parámentros reales que determinan los ele-

mentos de SOÒ p1, 3q son 6, siendo 3 de estos asociados a las rotaciones y los otros 3 a los boost

de Lorentz. Aśı, teniendo en cuenta que los elementos del espacio de las matrices complejas

2� 2 son determinadas por 8 parámetros reales, entonces, la representación fundamental del

grupo de Lorentz puede estar contenida en dicho espacio.

Como la representación fundamental debe actuar sobre un espacio de matrices complejas

2 � 2, y estas deben relacionarse a las tranformaciones de Lorentz de las coordenadas. En-

tonces, con las coordenadas del espacio-tiempo
�
x0, x1, x2, x3

�
, la matriz identidad I2

.� σ0 y

las matrices de Pauli,

σ1 �

�
��0 1

1 0

�
�� , σ1 �

�
��0 �i
i 0

�
�� , σ1 �

�
��1 0

0 �1

�
�� , (12)

se define el arreglo:

x � σµx
µ �

�
�� x0 � x3 x1 � ix2

x1 � ix2 x0 � x3

�
�� . (13)
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Además, vemos que este es hermı́tico,

x: � x , (14)

y, su determinante se puede expresar como:

detx � �
x0
�2 � �

x1
�2 � �

x2
�2 � �

x3
�2 � ηµνx

µxν . (15)

Igualmente, para el arreglo x1, definido con las coordenadas x10, x11, x12, x13, se siguen cum-

pliendo estas relaciones,

x1: � x1 (16)

detx1 � ηµνx
1µx1ν . (17)

Si las coordenadas que definen el arreglo x1, son el resultado de una transformación de

Lorentz (4), entonces es claro que el determinante se mantiene invariante. Además, podemos

observar que la hermiticidad también se mantiene si entre x y x1 se impone la relación:

x1 � AxA: , (18)

donde A debe ser una matriz no singular. Para que esta relación refleje una transformación de

Lorentz, la matriz A debe ser determinada por los 6 parámetros reales del grupo SOÒ p1, 3q.
Ya que, en general, el grupo SL pn,Cq de las matrices complejas n � n de determinante 1,

tiene dimensión2:

dimSL pn,Cq � 2
�
n2 � 1

�
. (19)

Por lo tanto, A P SL p2,Cq.

Para mostrar la relación expĺıcita entre una matriz Λ P SOÒ p1, 3q y una A P SL p2,Cq se
2Las propiedades de este grupo y otros grupos de Lie pueden encontrarse en [25].
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consideran las matrices,

σµ � pσ0, σ1, σ2, σ3q (20)

σ̄µ � pσ0,�σ1,�σ2,�σ3q (21)

σµ � ηµνσν (22)

σ̄µ � ηµν σ̄ν . (23)

Luego, teniendo en cuenta que las matrices de Pauli cumplen con la relación:

σiσj � σjσi � 2δijI2 , (24)

podemos afirmar que:

σ̄µσν � σν σ̄µ � 2ηµνI2 , (25)

de aqúı,

tr pσ̄µσνq � 2ηµν . (26)

Con esta propiedad, se consigue probar3 que las coordenadas del espacio-tiempo se consiguen

expresar como:

xµ � 1

2
tr pσ̄µxq , (27)

igualmente, para algún otro referencial:

x1µ � 1

2
tr
�
σ̄µx1

�
. (28)

En esta última, reenplazamos x1 de la relación (18),

x1µ � 1

2
tr
�
σ̄µAxA:

� � 1

2
tr
�
A:σ̄µAx

�
, (29)

y, de la definición (13) de la matriz x, se obtiene:

x1µ � 1

2
tr
�
A:σ̄µAσαx

α
� � 1

2
tr
�
A:σ̄µAσα

�
xα . (30)

3Dado que:
1

2
tr pσ̄µxq � ηµα 1

2
tr pσ̄αxq � ηµα 1

2
tr pσ̄ασβqxβ � ηµα 1

2
p2ηαβqxβ � xµ
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Finalmente, comparando la transformación de Lorentz de las coordenadas:

x1µ � Λµ
αx

α , (31)

con (30), encontramos que las componentes de un elemento Λ de SOÒ p1, 3q, pueden expresarse

como:

Λµ
α �

1

2
tr
�
A:σ̄µAσα

�
. (32)

Aśı, según el resultado obtenido, concluimos que para cada A P SL p2,Cq se define una

transformación de Lorentz Λ P SOÒ p1, 3q. Sin embargo, es claro que esta misma transfor-

mación es obtenida también por la matriz �A. Lo que implica que el grupo SL p2,Cq cubre
doblemente el grupo de Lorentz SOÒ p1, 3q, es decir:

SOÒ p1, 3q � SL p2,Cq { tI2,�I2u . (33)

Por lo tanto, cualquier representación del grupo de Lorentz será una representación del grupo

SL p2,Cq, y, a esta se le conoce como la representación fundamental del grupo de Lorentz.

B.1. Representación espinorial del grupo de Lorentz

Se tiene que una representación fundamental debe actuar sobre un espacio complejo 2-

dimensional: V . Al igual que las transformaciones de Lorentz son entendidas como isometŕıas

sobre el espacio de Minkowski M . Consideraremos en V el producto interno ε : V � V Ñ C,

simpléctico, es decir, el producto de u, v P V es dado como:

xu, vy � uJεv , (34)

donde la métrica es represntada por la matriz:

ε �

�
�� 0 1

�1 0

�
�� . (35)

Aśı, las tranformaciones buscadas serán isometŕıas sobre el espacio V .
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Si A representa una isometŕıa en pV, εq, entonces para cualquier par de vectores u, v P V
se debe cumplir que:

xAu,Avy � pAuqJ ε pAvq � uJ
�
AJεA

�
v , (36)

es decir,

AJεA � ε , (37)

y, se dice que A es una transformación simpléctica, por lo que es un elemento del grupo

simpléctico: Sp p2,Cq.

Para encontrar la relación de estas transformaciones simplécticas con las de SL p2,Cq,
expresemos A como:

A �

�
��α β

γ δ

�
�� , (38)

donde α, β, γ, δ P C. Luego, reemplazando en (37), se observa que la relación:

�
��α γ

β δ

�
��
J�
�� 0 1

�1 0

�
��
�
��α β

γ δ

�
�� �

�
�� 0 αδ � βγ

βγ � αδ 0

�
�� �

�
�� 0 1

�1 0

�
�� ,

(39)

se cumple, si y solo si,

1 � αδ � βγ � detA , (40)

es decir, A P SL p2,Cq. Por lo tanto, podemos afirmar que:

Sp p2,Cq � SL p2,Cq . (41)

Aśı, cualquier representación del grupo de Lorentz será una representación del grupo Sp p2,Cq.

Por otro lado, tomando la conjugación compleja a (37),

pA�qJ εA� � ε , (42)

y, se observa que A� también cumple con la relación (37) y (40). Luego, se afirma que A�
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representa a la misma transformación que A representaba en Sp p2,Cq. Además, como:

A:εA� � εÑ A� � ε�1
�
A:

��1
ε , (43)

podemos afirmar A� y
�
A:

��1
son equivalentes. A su vez, también concluimos que A y A�

son representaciones inequivalentes de una misma transformación de Sp p2,Cq � SL p2,Cq,
al menos que4 A: � A�1.

B.2. Espinores de Weyl

Se tiene que sobre el espacio complejo 2-dimensional V actúan dos representaciones inequi-

valentes de las transformaciones de Lorentz: SL p2,Cq. Más aún, si A P SL p2,Cq es una

representación de una transformación de Lorentz, entonces,
�
A:

��1 P SL p2,Cq es una repre-

sentación inequivalente de esta.

Aśı, en primer lugar, definimos el campo de Weyl izquierdo5,

ψL :M Ñ V , (44)

como funciones evaluadas en el espacio de Minkowski 4-dimensionalM y a valor de elementos

del espacio complejo 2-dimensional V ,

ψL pxq �

�
��ψ1,L pxq
ψ2,L pxq

�
�� , (45)

donde ψ1,L pxq , ψ2,L pxq son funciones complejas de una sola componente. Luego, se escoge

ψL pxq de tal manera que se transforme por Lorentz como:

ψL pxq ΛÑ ψ1L
�
x1
� � �

A:
��1

ψL pxq . (46)

en donde debemos notar que se han transformado tanto las coordenadas x Ñ x1, como la

forma de las funciones ψL Ñ ψ1L.

4Este caso corresponde al de grupos unitarios. En este caso, nos referimos a SUp2q, que es un subgrupo de
SL p2,Cq.

5La definición de los espinores de Weyl y propiedades adicionales pueden encontrarse en [26].

49



A continuación, buscamos la ecuación invariante relativista más simple para ψL. Con este

fin, se introduce el operador:

B � σµBµ �

�
�� B0 � B3 B1 � iB2

B1 � iB2 B0 � B3

�
�� , (47)

donde σµ � pσ0, σ1, σ2, σ3q. Observamos que este operador se transforma por Lorentz como:

B1 � σνB1ν � σνΛ
ν
µBµ . (48)

Además, de la transformación por Lorentz (18) del arreglo x :

x1 � AxA: � A pσµxµqA: �
�
AσµA

:
�
xµ , (49)

y, por definición del arreglo transformado,

x1 � σνx
1ν � σνΛ

ν
µx

µ , (50)

encontramos la relación:

σνΛ
ν
µ � AσµA

: . (51)

Luego de reemplazar esta relación en (48), se obtiene la transformación de Lorentz del ope-

rador B :

B1 � AσµA
:Bµ � ABA: . (52)

Por lo tanto, para el espinor izquierdo ψL se propone la ecuación de movimiento:

BψL pxq � 0 , (53)

en donde el lado izquierdo se transforma como:

B1ψ1L
�
x1
� � ABA:

��
A:

��1
ψL pxq

�
� ABψL pxq . (54)

por lo que, concluimos que la ecuación de movimiento (53) es invariante por transformaciones

de Lorentz cont́ınuas.
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Por otro lado, el campo de Weyl derecho,

ψR :M Ñ V , (55)

se define de tal manera que este se tranforme como:

ψR pxq ΛÑ ψ1R
�
x1
� � AψR pxq . (56)

Para este, se introduce el operador:

B̄ � σ̄µBµ �

�
�� B0 � B3 �B1 � iB2

�B1 � iB2 B0 � B3

�
�� , (57)

donde σ̄µ � pσ0,�σ1,�σ2,�σ3q. Vemos que:

B̄1 � σ̄νB1ν � σ̄νΛ
ν
µBµ . (58)

Teniendo en cuenta la definición (35) de la métrica ε, se encuentra la relación:

σ̄ν � εσJν ε
�1 . (59)

Aśı,

B̄1 � εσJν ε
�1Λν

µBµ � ε
�
σνΛ

ν
µ

�J
ε�1Bµ � ε

�
AσµA

:
�J
ε�1Bµ � εA�σJµA

Jε�1Bµ

� �
εA�ε�1

� �
εσJµ ε

�1
� �
εAJε�1

� Bµ
� �

A:
��1 pσ̄µq

�
A�1

� Bµ , (60)

es decir, el operador B̄ se transforma por Lorentz como:

B̄1 � �
A:

��1 B̄A�1 . (61)

Por lo tanto, para el espinor derecho ψR se propone la ecuación de movimiento:

B̄ψR pxq � 0 , (62)

51



en donde el lado izquierdo se transforma como:

B̄1ψ1R
�
x1
� � �

A:
��1 B̄A�1 pAψR pxqq �

�
A:

��1 B̄ψR pxq . (63)

Aśı, afirmamos que (62) es invariante por tranformaciones de Lorentz cont́ınuas.

Finalmente, escribamos por componente las ecuaciones de movimiento (53), (62) de los

campos de Weyl,

pσ0B0 � σ⃗ �∇qψL

�
x0, x⃗

� � 0 (64)

pσ0B0 � σ⃗ �∇qψR

�
x0, x⃗

� � 0 , (65)

donde σ⃗ � pσ1, σ2, σ3q. Observamos que, por separado, son invariantes por transformaciones

del subgrupo cont́ınuo del grupo de Lorentz. Sin embargo, si realizamos una transformación

de paridad, x⃗Ñ �x⃗, sobre estas ecuaciones:

pσ0B0 � σ⃗ �∇qψ1L
�
x0,�x⃗� � 0 (66)

pσ0B0 � σ⃗ �∇qψ1R
�
x0,�x⃗� � 0 , (67)

se observa que estas ya no son invariantes por separado sino en conjunto. Luego, la función

de onda buscada debe considerar tanto el campo izquierdo como derecho de Weyl.

C. Ecuación de Dirac

La ecuación relativista de una función de onda debe ser invariante por las transformaciones

del grupo de Lorentz. Luego, si partimos de la relación relativista de enerǵıa E y momento

lineal p⃗ de una part́ıcula de masa m,

�E2 � p⃗2 �m2 � 0 , (68)
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y, realizamos las identificaciones:

E Ñ iB0 (69)

p⃗ Ñ �i∇ , (70)

encontramos la ecuación de Klein-Gordon:

�
l�m2

�
φ pxq � 0 . (71)

La ecuación de Klein-Gordon es invariante relativista por construcción y se espera que

cualquier fumción de onda de una part́ıcula libre de masa m cumpla con esta. La solución de

tal ecuación se expresa en términos de su transformada de Fourier,

φ pxq � p2πq�2
»
d4p φ̂ ppq e�ip�x , (72)

además, como esta debe cumplir con la ecuación (71), se debe terner que:

�
p2 �m2

�
φ̂ ppq � 0 , (73)

donde p2 � p � p, y cuya solución no trivial es:

φ̂ ppq � â ppq δ �p2 �m2
�
. (74)

Aśı, teniendo en cuenta la propiedad de la δ-Dirac:

δ
�
p2 �m2

� � 1

2E
rδ pp0 � Eq � δ pp0 � Eqs , (75)

en donde se ha introducido la definición E �
a
p⃗�m2, integramos (72) en la variable p0 y

el campo de Klein-Gordon adopta la forma:

φ pxq � p2πq�3{2
»

d3p?
2E

�
b pp⃗q e�ip�x � d� pp⃗q eip�x�

p0�E
. (76)

En general, campos que representen funciones de onda de una part́ıcula de masa m deben
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tener la forma (76).

C.1. Ecuación relativista de primer orden con término de masa

En la sección anterior encontramos que los campos de Weyl izquierdo ψL y derecho ψR

cumplen con las ecuaciones:

BψL pxq � 0 (77)

B̄ψR pxq � 0 , (78)

respectivamente. Es claro que no se tiene el término de masa en ninguna de estas. Para

incluir el término de masa debemos tener encuenta que bajo las transformaciones Lorentz los

téminos del lado izquierdo se transforman como:

B1ψ1L
�
x1
� � ABψL pxq (79)

B̄1ψ1R
�
x1
� � �

A:
��1 B̄ψR pxq , (80)

mientras que los campos según:

ψ1L
�
x1
� � �

A:
��1

ψL pxq (81)

ψ1R
�
x1
� � AψR pxq . (82)

Por lo que para incluir los téminos de masa y preservar la invariancia relativista, debemos

considerar términos cruzados de los campos izquierdo y derecho. Aśı, se propone:

iBψL pxq �mψR pxq � 0 (83)

iB̄ψR pxq �mψL pxq � 0 , (84)

en donde B � σµBµ , B̄ � σ̄µBµ, y, se ha introducido el parámetro real m que representa a la

masa de una part́ıcula, y el factor imaginario i que permite que el operador actuante sobre

el campo sea hermı́tico.

En primer lugar, verificamos que las ecuaciones (83), (84) son invariantes relativistas, ya
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que:

iB1ψ1L
�
x1
��mψ1R

�
x1
� � A riBψL pxq �mψR pxqs , (85)

y,

iB̄1ψ1R
�
x1
��mψ1L

�
x1
� � �

A:
��1 �

iB̄ψR pxq �mψL pxq
�
. (86)

En segundo lugar, escribamos por componentes las ecuaciones (83), (84),

i pσ0B0 � σ⃗ �∇qψL

�
x0, x⃗

��mψR

�
x0, x⃗

� � 0 (87)

i pσ0B0 � σ⃗ �∇qψR

�
x0, x⃗

��mψL

�
x0, x⃗

� � 0 , (88)

y, al realizar sobre estas la transformación de paridad, x⃗Ñ �x⃗,

i pσ0B0 � σ⃗ �∇qψ1L
�
x0,�x⃗��mψ1R

�
x0,�x⃗� � 0 (89)

i pσ0B0 � σ⃗ �∇qψ1R
�
x0,�x⃗��mψ1L

�
x0,�x⃗� � 0 , (90)

queda en evidencia que la invariancia bajo esta transformación se cumple en forma conjunta.

Aśı, expresamos las ecuaciones (83), (84) en forma conjunta:

�
��i

�
��0 B
B̄ 0

�
���

�
��m 0

0 m

�
��
�
�

�
��ψR pxq
ψL pxq

�
�� �

�
��0
0

�
�� , (91)

o, en su forma equivalente, al introducir las definiciones de los operadores B, B̄ se obtiene:

�
��i

�
�� 0 σµ

σ̄µ 0

�
�� Bµ �m

�
��I 0

0 I

�
��
�
�

�
��ψR pxq
ψL pxq

�
�� �

�
��0
0

�
�� . (92)

De aqúı, es natural introducir un arreglo con ambos espinores de Weyl:

ψ̃ pxq �

�
��ψR pxq
ψL pxq

�
�� , (93)
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conocido como campo biespinorial, y las matrices:

γ̃µ �

�
�� 0 σµ

σ̄µ 0

�
�� , (94)

en donde, dada las definiciones de las matrices σµ � pσ0, σ1, σ2, σ3q y σ̄µ � pσ0,�σ1,�σ2,�σ3q,
y de las propiedades de las matrices de Pauli6, se verifica que las γ̃1s matrices cumplen con

la relación:

tγ̃µ, γ̃νu � γ̃µγ̃ν � γ̃ν γ̃µ � 2ηµνI4 , (95)

que define el llamado álgebra de Clifford.

Por lo tanto, las ecuaciones de los espinores de Weyl (83), (84) se pueden expresar en

forma compacta como:

piγ̃µBµ �mq ψ̃ pxq � 0 . (96)

En forma equivalente, si definimos las γ̃1s matrices con ı́ndices superiores,

γ̃µ � ηµν γ̃ν , (97)

podemos reescribir esta ecuación como:

piγ̃µBµ �mq ψ̃ pxq � 0 . (98)

y, análogo a (95) se cumplirá el álgebra de Clifford:

γ̃µγ̃ν � γ̃ν γ̃µ � 2ηµνI4 . (99)

Además, debemos notar que transformaciones unitarias de las γ̃1s matrices,

γ̃µ Ñ γµ � Uγ̄µU�1 (100)

6En particular, se ha tomado en cuenta la propiedad:

tσi, σju � 2δijI2 .
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en donde U es una matriz unitaria, también cumplen con el álgebra Clifford, es decir, las

nuevas γ1s matrices cumplen con la relación:

γµγν � γνγµ � 2ηµνI4 , (101)

y, el campo transformado,

ψ pxq � Uψ̃ pxq , (102)

con la ecuación:

piγµBµ �mqψ pxq � 0 (103)

conocida como ecuación de Dirac. En general, debemos tener en cuenta que en:

ψ pxq � Uψ̃ pxq �

�
��U1 U2

U3 U4

�
��
�
��ψR pxq
ψL pxq

�
�� , (104)

es decir, se combinan los espinores derecho e izquierdo de Weyl en cada componentes de ψ,

aún aśı se sigue denominando a este campo como biespinor, que a su vez es conocido como

campo de Dirac.

C.2. Soluciones de la ecuación de Dirac

Dada la ecuación de Dirac,

piγµBµ �mqψ pxq � 0 , (105)

y, dado que las γ1s matrices cumplen con el álgebra de Clifford:

γµγν � γµγν � 2ηµνI4 , (106)

entonces, al aplicar piγµBµ �mq por la izquierda de la ecuación de Dirac, se obtiene:

��γµγνBµBν �m2
�
ψ pxq � 0 , (107)
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en donde se tiene la contracción:

γµγνBµBν � 1

2
pγµγνBµBν � γνγµBνBµq

� 1

2
pγµγν � γνγµq BµBν

� ηµνBµBν
� l , (108)

por lo que el campo de Dirac ψ también cumple con la ecuación de Klein-Gordon

�
l�m2

�
ψ pxq � 0 . (109)

Aśı, la solución de la ecuación de Dirac también es solución de la ecuación de Klein-

Gordon, entonces la solución de la ecuación de Dirac será de la forma:

ψ pxq � p2πq�3{2
»
d4p δ

�
p2 �m2

�
ψ̃ ppq e�ip�x . (110)

Luego, teniendo en cuenta la propiedad:

δ
�
p2 �m2

� � 1

2E
rδ pp0 � Eq � δ pp0 � Eqs (111)

en donde se ha introducido la definición E �
a
p⃗2 �m2, tendremos que:

ψ pxq � p2πq�3{2
»
d3p

1

2E
ψ̃ pE, p⃗q e�ipEx0�p⃗�x⃗q

� p2πq�3{2
»
d3p

1

2E
ψ̃ p�E, p⃗q e�ip�Ex0�p⃗�x⃗q , (112)

haciendo el cambio de variable p⃗Ñ �p⃗ en la segunda integral,

ψ pxq � p2πq�3{2
»
d3p

1

2E
ψ̃ pE, p⃗q e�ipEx0�p⃗�x⃗q

� p2πq�3{2
»
d3p

1

2E
ψ̃ p�E,�p⃗q eipEx0�p⃗�x⃗q . (113)

Del resultado obtenido, se identifican dos soluciones independientes de la ecuación de
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Dirac,

ψp�q pxq � p2πq�3{2
»
d3p ψ̃p�q pp⃗q e�ipEx0�p⃗�x⃗q (114)

ψp�q pxq � p2πq�3{2
»
d3p ψ̃p�q pp⃗q eipEx0�p⃗�x⃗q , (115)

en donde:

ψ̃p�q pp⃗q � 1

2E
ψ̃p�q p�E,�p⃗q , (116)

seŕıan los correspondientes campos de Dirac en el p-espacio. Además, tales soluciones se

llaman soluciones de frecuencia positiva y negativa, respectivamente.

Si desarrollamos las contracciones γµBµ de la ecuación de Dirac y aplicamos a las solu-

ciones de frecuencia positiva y negativa,

�
iγ0B0 � iγiBi �m

�
ψp�q pxq � 0 , (117)

encontramos que sus contrapartes en el p-espacio, cumplen con las ecuaciones:

�
γ0E � γipi �m

�
ψ̃p�q pp⃗q � 0 (118)��γ0E � γipi �m

�
ψ̃p�q pp⃗q � 0 . (119)

Aplicando γ0 por la izquierda,

��
γ0
�2
E � γ0γipi �mγ0

	
ψ̃p�q pp⃗q � 0 (120)�

� �
γ0
�2
E � γ0γipi �mγ0

	
ψ̃p�q pp⃗q � 0 (121)

y, del álgebra de Clifford:

γµγν � γµγν � 2ηµνI4
µ�ν�0ÝÑ �

γ0
�2 � I , (122)

podemos reescribir estas ecuaciones como:

�
E � γ0γipi �mγ0

�
ψ̃p�q pp⃗q � 0 (123)��E � γ0γipi �mγ0

�
ψ̃p�q pp⃗q � 0 , (124)
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ahora introducimos las matrices:

β � γ0 (125)

α⃗ � γ0γ⃗ , (126)

y, las ecuaciones de los campos de Dirac de frecuencia posiiva y negativa adoptan la forma:

pα⃗ � p⃗�mβq ψ̃p�q pp⃗q � Eψ̃p�q pp⃗q (127)

p�α⃗ � p⃗�mβq ψ̃p�q pp⃗q � �Eψ̃p�q pp⃗q . (128)

La forma de las ecuaciones encontradas nos inducen a introducir el operador hamiltoniano,

H pp⃗q � α⃗ � p⃗�mβ , (129)

para el cual ψ̃p�q pp⃗q resultan ser sus autofunciones,

H p�p⃗q ψ̃p�q pp⃗q � �Eψ̃p�q pp⃗q , (130)

Además, E seŕıa el correspondiente autovalor de ψ̃p�q pp⃗q y �E el correspondiente a ψ̃p�q pp⃗q.
Lo que permite asociar estas funciones a part́ıculas de enerǵıa positiva y negativa, respecti-

vamente.

Por otro lado, las soluciones de frecuencias positivas y negativas pueden expresarse como

los arreglos en pares:

ψ̃p�q pp⃗q �

�
��ψ̃p�qI pp⃗q
ψ̃
p�q
II pp⃗q

�
�� , (131)

además, en la representación de Dirac, las γ1s matrices se expresan como:

γ0 �

�
��I2 0

0 �I2

�
�� , γ⃗ �

�
�� 0 σ⃗

�σ⃗ 0

�
�� , (132)
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entonces, en tal representación:

α⃗ �

�
��0 σ⃗

σ⃗ 0

�
�� , β �

�
��I2 0

0 �I2

�
�� . (133)

Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones de autovalres:

p�α⃗ � p⃗�mβq ψ̃p�q pp⃗q � Eψ̃p�q pp⃗q , (134)

se obtiene:

�
���

�
�� 0 σ⃗ � p⃗
σ⃗ � p⃗ 0

�
���

�
��m 0

0 �m

�
��
�
�

�
��ψ̃p�qI pp⃗q
ψ̃
p�q
II pp⃗q

�
�� � �E

�
��ψ̃p�qI pp⃗q
ψ̃
p�q
II pp⃗q

�
�� . (135)

Aśı, los pares de componentes de las soluciones de frecuencias positivas y negativas cum-

plen con el sistema de ecuaciones:

�pσ⃗ � p⃗q ψ̃p�qII pp⃗q �mψ̃
p�q
I pp⃗q � �Eψ̃p�qI pp⃗q (136)

�pσ⃗ � p⃗q ψ̃p�qI pp⃗q �mψ̃
p�q
II pp⃗q � �Eψ̃p�qII pp⃗q , (137)

es decir, tales pares de componentes se relacionan según:

ψ̃
p�q
I pp⃗q � σ⃗ � p⃗

E 	m
ψ̃
p�q
II pp⃗q , (138)

o, equivalentemente:

ψ̃
p�q
II pp⃗q � σ⃗ � p⃗

E �m
ψ̃
p�q
I pp⃗q . (139)

Escogiendo esta última, se obtienen las relaciones:

ψ̃
p�q
I pp⃗q � σ⃗ � p⃗

E �m
ψ̃
p�q
II pp⃗q (140)

ψ̃
p�q
II pp⃗q � σ⃗ � p⃗

E �m
ψ̃
p�q
I pp⃗q . (141)

Aśı, encontramos que los campos de Dirac de frecuencias positivas y negativas, en el p-espacio,
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se pueden expresar en términos de solo uno de los pares de sus componentes, según:

ψ̃p�q pp⃗q �

�
�� ψ̃

p�q
I pp⃗q

σ⃗�p⃗
E�m ψ̃

p�q
I pp⃗q

�
�� (142)

ψ̃p�q pp⃗q �

�
�� σ⃗�p⃗

E�m ψ̃
p�q
II pp⃗q

ψ̃
p�q
II pp⃗q

�
�� . (143)

Hasta ahora hemos conseguido expresar las soluciones en términos de pares independientes

caracterizados por los autovalores deH p�p⃗q. Sin embargo, ya que son cuatro las componentes

del campo de Dirac, se deben tener cuatro soluciones independientes. Para mostrar este hecho,

se introduce el operador helicidad:

S pp⃗q �

�
��σ⃗ 0

0 σ⃗

�
�� � p⃗

}p⃗} , (144)

el cual es hermı́tico y conmuta con H pp⃗q:

rH pp⃗q , S pp⃗qs � 0 . (145)

Entonces, por propiedad de operadores hermı́ticos, H pp⃗q y S pp⃗q tienen los mismos autovec-

tores. Además, como:

S2 pp⃗q �

�
��I2 0

0 I2

�
�� , (146)

es claro que el espectro de S pp⃗q es formado por 1 y �1.

Aśı, las soluciones de frecuencias positivas y negativas cumplen con la ecuación de auto-

valores:

S pp⃗q ψ̃p�q pp⃗q � �ψ̃p�q pp⃗q (147)

S pp⃗q ψ̃p�q pp⃗q � �ψ̃p�q pp⃗q , (148)
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es decir, las componentes independientes de (142), (143) deben cumplir con las relaciones:

pσ⃗ � n⃗q ψ̃p�qI pp⃗q � �ψ̃p�qI pp⃗q (149)

pσ⃗ � n⃗q ψ̃p�qI pp⃗q � �ψ̃p�qI pp⃗q , (150)

donde n⃗ � p⃗
}p⃗} � pn1, n2, n3q. Resolviendo estas ecuaciones, se encuentran las soluciones

ortonormales7 u� pp⃗q , u� pp⃗q , v� pp⃗q , v� pp⃗q tales que cumplen con el sistema de ecuaciones:

H pp⃗qu� pp⃗q � Eu� pp⃗q (151)

H p�p⃗qu� pp⃗q � �Eu� pp⃗q (152)

H pp⃗q v� pp⃗q � Ev� pp⃗q (153)

H p�p⃗q v� pp⃗q � �Ev� pp⃗q (154)

S pp⃗q vs pp⃗q � svs pp⃗q (155)

S pp⃗q vs pp⃗q � svs pp⃗q , (156)

con s � �1. Las cantidades u� pp⃗q , u� pp⃗q , v� pp⃗q , v� pp⃗q se conocen como espinores de Dirac

en el p-espacio. El primer par se refiere a las de frecuencia positiva y el segundo a las de

frecuencias negativas, mientras que el sub́ındice hace referencia a su helicidad.

Finalmente, la forma general de las soluciones de la ecuación de Dirac, es dada como:

ψ pxq � p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3p

�
bs pp⃗qus pp⃗q e�ip�x � d�s pp⃗q vs pp⃗q eip�x

�
p0�E

(157)

en donde bs pp⃗q , d�s pp⃗q son funciones complejas. Es claro que, las ondas planas:

us pp⃗q e�ipEx0�p⃗�x⃗q , vs pp⃗q e�ipEx0�p⃗�x⃗q (158)

también son soluciones de la ecuación de Dirac. Por lo que la solución (157) es una super-

posición de estas, conocida como solución paquete de onda. Más aún, de (157) se identifican

los paquetes de frecuecnias positivas,

ψp�q pxq � p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3p

�
bs pp⃗qus pp⃗q e�ip�x

�
p0�E

, (159)

7Esta y otras propiedades de los biespinores pueden encontrarse en [27].
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y, negativas,

ψp�q pxq � p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3p

�
d�s pp⃗q vs pp⃗q eip�x

�
p0�E

. (160)

C.3. Propagador espinorial

Si consideramos en la ecuación de Dirac una fuente J pxq,

piγνBν �mqψ pxq � J pxq , (161)

esta tiene una solución de la forma:

ψ pxq �
»
d4y S px� yq J pyq , (162)

en donde la función de Green S px� yq debe satisfazer la ecuación:

piγνBν �mqS px� yq � δ px� yq . (163)

Expresando la δ-Dirac y la función de Green en términos de sus transformadas de Fourier:

δ px� yq � p2πq�4
»
d4p e�ip�px�yq (164)

S px� yq � p2πq�2
»
d4p Ŝ ppq e�ip�px�yq , (165)

encontramos que la transformada de la función de Green Ŝ ppq debe cumplir con la ecuación:

pγνpν �mq Ŝ ppq � p2πq�2 . (166)

Aplicando por la izquierda γµpµ �m,

pγµpµ �mq pγνpν �mq Ŝ ppq � p2πq�2 pγµpµ �mq , (167)

y, teniendo en cuenta que:

γµγνpµpν � 1

2
pγµγν � γνγµq pµpν � ηµνpµpν � p2, (168)
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conseguimos despejar Ŝ ppq, teniendo esta la forma:

Ŝ ppq � p2πq�2 γ
µpµ �m

p2 �m2
, (169)

donde p2 � p � p.

Al igual que el caso electromagnético podemos tener diferentes casos para la propaga-

ción de las contribuciones de frecuencias positivas y negativas. De estas escogemos que las

de frecuencias (enerǵıa) positivas se propaguen del pasado al presente. Además, debido a

que las de frecuencias (enerǵıa) negativas no pueden representar a funciones de onda de un

part́ıcula, escogemos que estas se propaguen del futuro al presente. Por lo tanto, tomamos

en consideración el propagador de Feynman: ŜF ppq, el cual se obtiene al dislocar los polos

según:

E Ñ E � i0� (170)

�E Ñ �E � i0� , (171)

luego,

ŜF ppq � p2πq�2 γ � p�m

rp0 � pE � i0�qs rp0 � p�E � i0�qs , (172)

es decir,

ŜF ppq � p2πq�2 γ � p�m

p2 �m2 � i0�
. (173)

Identificando el propagador de Feynman escalar de masa m,

D̂F
m ppq � � p2πq�2 1

p2 �m2 � i0�
, (174)

el propagador de Feynman espinorial en el p-espacio, se puede expresar como:

ŜF ppq � � pγ � p�mq D̂F
m ppq . (175)

Aśı, en el espacio de configuraciones

SF pxq � p2πq�2
»
d4p ŜF ppq e�ip�x , (176)
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este propagador se expresará como:

SF pxq � � p2πq�2
»
d4p pγ � p�mq D̂F

m ppq e�ip�x . (177)

Dado que el propagador adopta la forma:

SF pxq � � piγ � B �mqDF
m pxq , (178)

y, que el propagador escalar es tal que:

DF
m pxq � θ

�
x0
�
Dp�q

m pxq � θ
��x0�Dp�q

m pxq , (179)

entonces, queda claro que se tendrá la propagación deseada de las soluciones de frecuencia

positiva y negativa. Más aún, como:

SF pxq � �θ �x0� piγ � B �mqDp�q
m pxq � θ

��x0� piγ � B �mqDp�q
m pxq , (180)

y, teniendo en cuenta las expresiones de los propagadores escalares de frecuencia positiva y

negativa,

Dp�q
m pxq � p2πq�2

»
d4p D̂

p�q
0 ppq e�ip�x , (181)

con,

D̂p�q ppq � � i

2π

δ pp0 	 Eq
2E

, (182)

encontramos que:

piγ � B �mqDp�q
m pxq � i p2πq�3

»
d3p

�m
E

	�γ0E � γ⃗ � p⃗�m

2m



e�ipEx0�p⃗�x⃗q . (183)

Igualmente, podemos mostrar que:

piγ � B �mqDp�q
m pxq � �i p2πq�3

»
d3p

�m
E

	��γ0E � γ⃗ � p⃗�m

2m



e�ip�Ex0�p⃗�x⃗q , (184)

en esta última hacemos el cambio de variable de integración pi Ñ �pi, es decir, será equiva-
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lente a:

piγ � B �mqDp�q
m pxq � �i p2πq�3

»
d3p

�m
E

	��γ0E � γ⃗ � p⃗�m

2m



eipEx0�p⃗�x⃗q . (185)

En los resultado obtenidos (183), (185) se identifican los operadores proyección:

Λp�q pp⃗q � γ0E � γ⃗ � p⃗�m

2m
(186)

Λp�q pp⃗q � �γ0E � γ⃗ � p⃗�m

2m
, (187)

lo que permite expresar (183), (185) como:

piγνBν �mqDp�q
m pxq � i p2πq�3

»
d3p

�m
E

	
Λp�q pp⃗q e�ipEx0�p⃗�x⃗q (188)

piγνBν �mqDp�q
m pxq � �i p2πq�3

»
d3p

�m
E

	
Λp�q pp⃗q eipEx0�p⃗�x⃗q . (189)

Aśı, el propagador espinorial de Feynman (180), se puede escribir como:

SF pxq � �iθ �x0� p2πq�3
»
d3p

�m
E

	
Λp�q pp⃗q e�ipEx0�p⃗�x⃗q

�iθ ��x0� p2πq�3
»
d3p

�m
E

	
Λp�q pp⃗q eipEx0�p⃗�x⃗q . (190)

Por último, calculemos la integral:

i

»
d3y SF px� yq γ0ψp�q pyq

� θ
�
x0 � y0

� p2πq�3
»
d3p

�m
E

	
Λp�q pp⃗q γ0e�ipEpx0�p⃗�x⃗q

»
d3y eipEpy0�p⃗�y⃗qψp�q pyq

�θ �x0 � y0
� p2πq�3

»
d3p

�m
E

	
Λp�q pp⃗q γ0eipEpx0�p⃗�x⃗q

»
d3y e�ipEpy0�p⃗�y⃗qψp�q pyq ,

(191)
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y, dada la forma de las soluciones de frecuencias positivas (159), se tiene :

»
d3y eipEpy0�p⃗�y⃗qψp�q pyq � p2πq�3{2

¸
s��1

»
d3q bs pq⃗qus pq⃗q eipEp�Eqqy0

»
d3ye�ipp⃗�q⃗q�y⃗

� p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3q bs pq⃗qus pq⃗q eipEp�Eqqy0 p2πq3 δ pp⃗� q⃗q

� p2πq3{2
¸

s��1

bs pp⃗qus pp⃗q , (192)

y, también que:

»
d3y e�ipEpy0�p⃗�y⃗qψp�q pyq � p2πq�3{2

¸
s��1

»
d3q bs pq⃗qus pq⃗q e�ipEp�Eqqy0

»
d3yeipp⃗�q⃗q�y⃗

� p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3q bs pq⃗qus pq⃗q e�ipEp�Eqqy0 p2πq3 δ pp⃗� q⃗q

� p2πq3{2
¸

s��1

bs p�p⃗qus p�p⃗q e�2iEpy0 . (193)

Entonces,

i

»
d3y SF px� yq γ0ψp�q pyq

� θ
�
x0 � y0

� p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3p

�m
E

	
bs pp⃗qΛp�q pp⃗q γ0us pp⃗q e�ipEpx0�p⃗�x⃗q

�θ �x0 � y0
� p2πq�3{2

¸
s��1

»
d3p

�m
E

	
bs p�p⃗qΛp�q pp⃗q γ0us p�p⃗q e�2iEpy0eipEpx0�p⃗�x⃗q ,

(194)

en donde:

Λp�q pp⃗q γ0us pp⃗q � γ0E � γ⃗ � p⃗�m

2m
γ0us pp⃗q

� E � α⃗ � p⃗� βm

2m
us pp⃗q

� Eus pp⃗q � pα⃗ � p⃗� βmqus pp⃗q
2m

, (195)

igualmente,

Λp�q pp⃗q γ0us p�p⃗q � �γ0E � γ⃗ � p⃗�m

2m
γ0us p�p⃗q

� �E � α⃗ � p⃗� βm

2m
us p�p⃗q

� �Eus p�p⃗q � p�α⃗ � p⃗� βmqus p�p⃗q
2m

, (196)
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y, dado que us p�p⃗q cumple con la ecuación de autovalores:

p�α⃗ � p⃗� βmqus p�p⃗q � Eus p�p⃗q , (197)

encontramos que:

i

»
d3y SF px� yq γ0ψp�q pyq � θ

�
x0 � y0

� p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3p bs pp⃗qus pp⃗q e�ipEpx0�p⃗�x⃗q .

(198)

Finalmente, hemos mostrado que se cumple la relación:

i

»
d3y SF px� yq γ0ψp�q pyq � θ

�
x0 � y0

�
ψp�q pxq , (199)

que explica claramente la acción causal del propagador de Feynman espinorial sobre las solu-

ciones de frecuencias positivas. Es posible obtener una relación similar para las de frecuencia

negativa,

�i
»
d3y SF px� yq γ0ψp�q pyq � θ

�
y0 � x0

�
ψp�q pxq . (200)

siendo en este caso un efecto acausal.
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Caṕıtulo IV

Interacción electromagnética entre

espinores de Dirac

En este caṕıtulo se definirá la interacción electromagnética entre espinores de Dirac. Para

esto se tomará en cuenta el formalismo lagrangiano del campo de Dirac. Con tal fin, en primer

lugar, se construirá la lagrangiana de la teoŕıa libre del campo de Dirac, posteriormente se

verifica que esta es invariante por transformaciones globales U p1q. Tales transformaciones

representan el hecho que las funciones de onda no son uńıvocamente determinados, salvo una

fase. Por último, la extensión local de estas transformaciones nos llevará a la introducción

del campo electromagnético.

A. Introducción

Las propiedades que podemos asignarle a la materia provienen en primer lugar de la

observación. Esta es en general, una acción activa sobre la materia, es decir, se interactúa

con esta. En muchos casos, a pesar de no conocer con exactitud las interacción que pueden

ocurrir, es posible dar cuenta de sus propiedades. Sin embargo, es claro que cuanto menor

sean las dimensiones de la materia mayor será su modificación cuando interactúe con el

instrumento de medición.

Aśı, a escalas de la materia en donde podemos llamarlas de part́ıculas, debemos de esta-

blecer la interacción entre estas. Establecido que la materia puede ser eléctricamente cargada,

entonces, también se tendrán part́ıculas con carga eléctrica. En el caso en que no se tiene

en cuenta esta propiedad, la descripción cuántica de la part́ıcula relativista es dada por la

ecuación de Dirac:

iB0ψ pxq � p�iα⃗ �∇� βmqψ pxq . (1)
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Entonces, en presencia de la interacción electromagnética, esta ecuación debe modificarse.

Hasta ahora, para poder establecer la ecuación de onda nos hemos guiado de los postulados

de la relatividad especial. Es decir, del grupo de simetŕıa de de Poincaré. Esta simetŕıa se

manifiesta en la invariancia de la ecuación de onda y en las leyes de conservación asociadas.

Si nos basamos únicamente en esta simetŕıa, tendŕıamos varias posibilidades para modificar

la ecuación de onda.

En el caso de la materia eléctricamente cargada, se ha observado que la carga eléctrica

se conserva. Por lo que para part́ıculas cargadas se debe seguir manteniendo esta ley de

conservación. Por otro lado, es claro que la ecuación de onda resulta ser invariante por una

transformación de fase,

ψ pxq Ñ ψ1 pxq � eiεψ pxq . (2)

Estas dos observaciones deben estar relacionadas a un grupo de simetŕıa. Lo que será el punto

de partida en la búsqueda de la forma de la interacción electromagnética.

B. Formalismo lagrangiano de la teoŕıa libre

En el formalismo lagrangiano de la teoŕıa de campos relativista, la lagrangiana es una

función real invariante por transformaciones de Lorentz, es decir, debe ser un escalar real de

Lorentz. En el caso de la teoŕıa libre del campo de Dirac,

L pxq � L rψ pxq , Bαψ pxqs , (3)

siendo ψ pxq una función de 4 componentes. Para construir escalares es necesario introducir

los campos conjugados: ψ̄ pxq. Además, la ecuación de Dirac:

piγµBµ �mqψ pxq � 0 , (4)

debe derivarse de la ecuación de Euler-Lagrange:

BL
Bψ̄ � Bµ

�
BL

B �Bµψ̄�
�
� 0 , (5)
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y, a su vez, derivarse la ecuación del campo conjugado según:

BL
Bψ � Bµ

� BL
B pBµψq



� 0 , (6)

Para obtener la ecuación del campo conjugado, tomemos la conjugación hermı́tica de la

ecuación de Dirac, ��iBµψ:γµ: �m
� � 0 , (7)

es decir, se tiene la ecuación:

ψ:
�
iγµ:

ÐÝBµ �m
	
� 0 (8)

donde
ÐÝBµ opera sobre las funciones a su izquierda. Además, siendo siempre posible considerar

una representación unitaria de las γ́s matrices,

γµ: � pγµq�1 , (9)

y, del álgebra de Clifford (101),

γ0γ0 � I , γkγk � �I , γ0γk � �γkγ0 , (10)

encontramos que:

γµ: � γ0γµγ0 . (11)

Aśı, (8) se expresará como:

ψ:
�
iγ0γµγ0

ÐÝBµ �m
	
� 0 , (12)

y, aplicando γ0 por la derecha,

ψ:γ0
�
iγµ

ÐÝBµ �m
	
� 0 (13)

en donde, identificamos el campo conjugado de Dirac como:

ψ̄ � ψ:γ0 (14)
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el cual cumple con la ecuación

ψ̄
�
iγµ

ÐÝBµ �m
	
� 0 (15)

también conocida como ecuación de Dirac del campo conjugado.

Finalmente, es posible verificar que las ecuaciones de Dirac (4) y (15) se obtienen si

consideramos la lagrangiana:

LD � i

2
ψ̄γµ

ÐÑB µψ �mψ̄ψ (16)

donde A
ÐÑB B � A pBBq � pBAqB, tal lagrangiana es conocida como la lagrangiana de Dirac.

B.1. Transformaciones U p1q globales

Al igual que en la teoŕıa no relativista, la función de onda no es completamente determi-

nada, salvo una fase. Luego, la teoŕıa debe ser invariante por la transformación:

ψ pxq Ñ ψ1 pxq � e�iεψ pxq , (17)

y, dada la relación con el campo conjudado (14), este se transforma como:

ψ̄ pxq Ñ ψ̄1 pxq � eiεψ̄ pxq . (18)

La invariancia de la teoŕıa se confirma a través de la invariancia de las ecuaciones (4) y (15)

de estos campos, respectivamente, y de la lagrangiana de Dirac (16).

Del primer teorema de Noether1, se tiene que a todo grupo de simetŕıa se le asocia

corrientes conservadas. Expresando las transformaciones de fase como:

�
��ψ1 pxq
ψ̄1 pxq

�
�� �

�
��exp p�iεq 0

0 exp piεq

�
��
�
��ψ pxq
ψ̄ pxq

�
�� , (19)

1Más detalles del teorema de Noether y de las leyes de conservación se pueden encontrar en [28].
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se identifica una representacion global del grupo de simetŕıa U p1q ,

U pεq �

�
��exp p�iεq 0

0 exp piεq

�
�� , (20)

cuyo único generador,

X � i

�BU
Bε



ε�0

, (21)

será:

X �

�
��1 0

0 �1

�
�� . (22)

Aśı, del primer teorema de Noether la corriente conservada,

jµ � BLD

B pBµφAq r�iXs
A
B φ

B (23)

con φ1 � ψ y φ2 � ψ̄, será:

jµ � �i BLD

B pBµψqψ � iψ̄
BLD

B �Bµψ̄� . (24)

Siendo,

BLD

B pBµψq � i

2

B
B pBµψq

�
ψ̄γαBαψ � Bαψ̄γαψ

� � i

2
ψ̄γµ , (25)

BLD

B �Bµψ̄� � i

2

B
B �Bµψ̄�

�
ψ̄γαBαψ � Bαψ̄γαψ

� � � i
2
γµψ , (26)

encontramos la corriente:

jµ � ψ̄γµψ . (27)

B.2. Espacio de estados

Dado que la corriente (27) es localmente conservada, se cumple la ecuación de continuidad:

Bµjµ � 0 , (28)
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la cual se puede reescribir como:

B
Bx0 j

0 � �∇ � j⃗ . (29)

Integrando esta expresión en todo el espacio y usando el teorema de Gauss,

d

dx0

»
d3x j0

�
x0, x⃗

� � �
»
ds⃗ � j⃗ �x0, x⃗� , (30)

además, considerando que el comportamiento asintótico para el campo de Dirac y sus deri-

vadas,

ψ
�
x0, x⃗

�
, Bµψ

�
x0, x⃗

� |x⃗|Ñ8ÝÑ 0 , (31)

obtenemos la carga conservada::

Q �
»
d3x j0

�
x0, x⃗

�
. (32)

donde j0 es la densidad de carga.

De las relaciones (27) y (14), vemos que la densidad de carga es dada como:

j0 pxq � ψ̄ pxq γ0ψ pxq � ψ: pxqψ pxq . (33)

Luego, es claro que esta cantidad es definida positiva. Por lo que es posible definir un espacio

de estados H, en donde el producto interno es dado por:

pψ1, ψ2q �
»
d3x ψ̄1 pxq γ0ψ2 pxq �

»
d3x ψ:1 pxqψ2 pxq . (34)

Ahora consideremos las soluciones de la ecuación de Dirac: ψ1 y ψ2, tales que
2:

ψ:1 pxq � p2πq�3{2
¸

r��1

»
d3p

�
d1,r pp⃗q v:r pp⃗q e�ip�x � b�1,r pp⃗qu:r pp⃗q eip�x

�
(35)

ψ2 pxq � p2πq�3{2
¸

s��1

»
d3p1

�
b2,s

�
p⃗1
�
us

�
p⃗1
�
e�ip1�x � d�2,s

�
p⃗1
�
vs

�
p⃗1
�
eip

1�x
�
, (36)

2En las siguientes relaciones se tomará en forma impĺıcita que: p0 � E y p10 � E1.
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entonces, el producto de estos campos de Dirac será:

pψ1, ψ2q

�
¸

r,s��1

»
d3pd3p1 p2πq�3

»
d3x

�
d1,r pp⃗q b2,s

�
p⃗1
�
v:r pp⃗qus

�
p⃗1
�
eipp⃗�p⃗1q�x⃗e�ipp0�p10qx0

�

�
¸

r,s��1

»
d3pd3p1 p2πq�3

»
d3x

�
d1,r pp⃗q d�2,s

�
p⃗1
�
v:r pp⃗q vs

�
p⃗1
�
eipp⃗�p⃗1q�x⃗e�ipp0�p10qx0

�

�
¸

r,s��1

»
d3pd3p1 p2πq�3

»
d3x

�
b�1,r pp⃗q b2,s

�
p⃗1
�
u:r pp⃗qus

�
p⃗1
�
e�ipp⃗�p⃗1q�x⃗eipp0�p10qx0

�

�
¸

r,s��1

»
d3pd3p1 p2πq�3

»
d3x

�
b�1,r pp⃗q d�2,s

�
p⃗1
�
u:r pp⃗q vs

�
p⃗1
�
e�ipp⃗�p⃗1q�x⃗eipp0�p10qx0

�
.

(37)

Identificando la δ-Dirac:

δ pq⃗q � p2πq�3
»
d3x e�iq⃗�x⃗ , (38)

e integrando en las variables p11, p12, p13,

pψ1, ψ2q �
¸

r,s��1

»
d3p

�
d1,r pp⃗q b2,s

��p⃗1� v:r pp⃗qus p�p⃗q e�2ip0x0
�

�
¸

r,s��1

»
d3p

�
d1,r pp⃗q d�2,s pp⃗q v:r pp⃗q vs pp⃗q

�

�
¸

r,s��1

»
d3p

�
b�1,r pp⃗q b2,s pp⃗qu:r pp⃗qus pp⃗q

�

�
¸

r,s��1

»
d3p

�
b�1,r pp⃗q d�2,s p�p⃗qu:r pp⃗q vs p�p⃗q e2ip0x

0
�
. (39)

Dado que:

u:r pp⃗qus pp⃗q � v:r pp⃗q vs pp⃗q � δrs (40)

u:r pp⃗q vs p�p⃗q � v:r pp⃗qus p�p⃗q � 0 , (41)

finalmente, obtenemos:

pψ1, ψ2q �
¸

r��1

»
d3p

�
b�1,r pp⃗q b2,r pp⃗q � d1,r pp⃗q d�2,r pp⃗q

�
. (42)
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En particular, para soluciones de frecuencia positiva, tendremos que:

�
ψp�q, ψp�q

	
�

¸
r��1

»
d3p |br pp⃗q|2 , (43)

mientras que para soluciones de frecuencia negativa,

�
ψp�q, ψp�q

	
�

¸
r��1

»
d3p |dr pp⃗q|2 . (44)

Ambos casos están bien definidos y tienen en cuenta las componentes de helicidad �1 y �1.
Si estos paquetes de onda están normalizados, se deben cumplir las relaciones:

»
d3p

�
|b� pp⃗q|2 � |b� pp⃗q|2

	
� 1 (45)»

d3p
�
|d� pp⃗q|2 � |d� pp⃗q|2

	
� 1 . (46)

C. Formalismo lagrangiano de la teoŕıa en interacción

Para las teoŕıas libres del campo de Dirac y del electromagnetismo de Podolsky, se han

obtenido las lagrangianas:

LD � i

2
ψ̄γµ

ÐÑB µψ �mψ̄ψ (47)

LP � �1

4
FαβF

αβ � a2

2
BαFαβBσFσβ , (48)

respectivamente. En la construcción de estas lagrangianas se ha tenido en cuenta que los

campos están asociados a representaciones del grupo de Lorentz, y que tales lagrangianas

son escalares de Lorrentz.

Si ahora se desea construir la lagrangiana de la teoŕıa en interacción esta tendrá la forma:

LD � LD � LI � LP , (49)

donde la lagrangiana de interacción LI también debe ser un escalar de Lorentz, construido
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con los campos de la teoŕıa, es decir,

LI � LI

�
ψ, ψ̄, Bµψ, Bµψ̄, Aβ, BαAβ, BαBσAβ

�
. (50)

Vemos que pueden construirse más de un posible término de interacción. Sin embargo, del

electromagnetismo con fuentes, la lagrangiana de interacción debe ser de la forma:

LI � �Aαj
α , (51)

donde jα debe ser un campo vectorial de Lorentz, construido con los campos de Dirac y sus

derivadas.

El problema se reduce a construir un campo vectorial de Lorentz:

jα � jα
�
ψ, ψ̄, Bµψ, Bµψ̄

�
. (52)

A pesar de esta reducción, aún se tendŕıan más de una opción. Por lo que seŕıa necesario

introducir criterios adicionales en la teoŕıa. En particular, podŕıa ser suficiente la invariancia

por transformaciones de calibre, que en la teoŕıa de interacción no solo se transformaŕıa el

campo electromagnético sino también el campo de Dirac.

C.1. Transformaciones U p1q locales

A diferencia del caso global, en el caso local consideramos que las transformaciones de

fase pueden darse a valores distintos en cada punto del espacio-tiempo. Es decir,

�
��ψ1 pxq
ψ̄1 pxq

�
�� �

�
��exp p�iε pxqq 0

0 exp piε pxqq

�
��
�
��ψ pxq
ψ̄ pxq

�
�� (53)

en donde ε pxq es una función real. Aśı, para cada punto x del espacio-tiempo se tiene la

transformación unitaria:

U pε pxqq �

�
��exp p�iε pxqq 0

0 exp piε pxqq

�
�� , (54)
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en donde nuevamente se tiene el generador:

X �

�
��1 0

0 �1

�
�� . (55)

Ahora consideremos que |ε pxq| ! 1, entonces, la variación de la lagrangiana de Durac en

primer orden se puede escribir como:

δLD � Bµ
� BLD

B pBµφAq r�iXs
A
B φ

B



ε�

� BLD

B pBµφAq r�iXs
A
B φ

B



Bµε , (56)

siendo φ1 � ψ y φ2 � ψ̄, y se identifica la cantidad:

jµ � BLD

B pBµφAq r�iXs
A
B φ

B � ψ̄ pxq γµψ pxq , (57)

la cual era la corriente conservada de la transformación global. Aśı, la variación en primer

orden se puede reescribir como:

δLD � pBµjµq ε� jµBµε . (58)

En el caso de transformaciones locales se tiene que la lagrangiana de la teoŕıa libre del

campo de Dirac no es invariante, Por otro lado, si para el campo vectorial Aµ pxq se considera
la transformación:

Aµ pxq Ñ A1µ pxq � Aµ pxq � 1

q
Bµε pxq , (59)

donde q es una constante real, se encontró que:

δLP � 0 . (60)

Por lo que, en una teoŕıa invariante por transformaciones U p1q locales, se debe tener que:

δLD � δLI � 0 . (61)
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C.2. Teoŕıa en interacción

Para una teoŕıa invariante por transformaciones de calibre, debemos considerar una la-

grangiana de la forma:

L1 � L1
�
ψ, ψ̄, Bµψ, Bµψ̄, Aµ

�
, (62)

cuya variación en primer orden será:

δL1 �
� BL1
B pBµφAq r�iXs

A
B φ

B � 1

q

BL1
BAµ



Bµε . (63)

Aśı, esta nueva teoŕıa será invariante siempre que:

BL1
B pBµφAq r�iXs

A
B φ

B � 1

q

BL1
BAµ

� 0 . (64)

Para poder garantizar que se cumpla la relación (64), consideramos una teoŕıa descrita

por la lagrangiana:

L2 � L2
�
φA,∇µφ

A
�
, (65)

en donde se ha introducido el operador ∇µ como sigue:

∇µφ
A � BµφA � qAµ r�iXsAB φB . (66)

Dado que, localmente los campos de Dirac se transforman como:

φ1A pxq � rexp p�iε pxqXqsAB φB pxq (67)

y, el campo electromagnético según:

A1µ pxq � Aµ pxq � 1

q
Bµε pxq , (68)
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entonces, se tiene que:

∇1
µφ

1A pxq � Bµφ1A pxq � qA1µ pxq r�iXsAB φ1B pxq

� rexp p�iε pxqXqsAB
�
BµφB pxq � Bµε pxq r�iXsBC φC pxq

�
�qAµ r�iXsAB rexp p�iε pxqXqsBC φC pxq

�Bµε pxq r�iXsAB rexp p�iε pxqXqsBC φC pxq , (69)

además, como:

r�iXsAB rexp p�iε pxqXqsBC � r�iX exp p�iε pxqXqsAC
� rpexp p�iε pxqXqq p�iXqsAC
� rexp p�iε pxqXqsAB r�iXsBC , (70)

es decir,

∇1
µφ

1A pxq � rexp p�iε pxqXqsAB
�
BµφB pxq � qAµ r�iXsBC φC pxq

�
. (71)

Por lo que, la derivada ∇µ de los campos se transforma como:

∇1
µφ

1A pxq � rexp p�iε pxqXqsAB ∇µφ
B pxq , (72)

y, en tal sentido, se dice que ∇µ es una derivada covariante.

Ya que la lagrangiana LD � LD

�
ϕA, BµϕA

�
es invariante por tranformaciones U p1q cuan-

do ε pxq � ε es constante, entonces, se propone la lagrangiana:

L2 � LD

�
ψ, ψ̄,∇µψ,∇µψ̄

�
(73)

para una teoŕıa invariante por tranformaciones de calibre locales U p1q. Aśı, dado el generador

de U p1q (55), tendremos las derivadas covariantes (66),

∇µψ � Bµψ � iqAµψ (74)

∇µψ̄ � Bµψ̄ � iqAµψ̄ . (75)
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Por lo tanto, siguiendo el acoplamiento mı́nimo ( 73), la lagrangiana de Dirac se tranformará

en:

L2 � i

2
ψ̄γµ

ÐÑ∇ µψ �mψ̄ψ � i

2
ψ̄γµ

ÐÑB µψ �mψ̄ψ � qψ̄γµψAµ . (76)

Por construcción, la lagrangiana L2 es invariante por transformaciones U p1q locales.

Igualmente, la lagrangiana de Podolsky LP es invariante por tales transformaciones. Por

lo tanto, en una teoŕıa en interacción podemos considerar la lagrangiana:

LGQED � L2 � LP , (77)

es decir,

LGQED � i

2
ψ̄γµ

ÐÑB µψ �mψ̄ψ � qψ̄γµψAµ � 1

4
FµνF

µν � a2

2
BµFµσBνFνσ ,

(78)

conocida como lagrangiana de la electrodinámica de Dirac-Podolsky. Finalmente, debemos

señalar que en el ĺımite aÑ 0, se tiene que:

LGQED Ñ LQED � i

2
ψ̄γµ

ÐÑB µψ �mψ̄ψ � qψ̄γµψAµ � 1

4
FµνF

µν , (79)

es decir, la teoŕıa se reduce a la de la electrodinámica espinorial usual.
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Caṕıtulo V

Dispersión

En este caṕıtulo calcularemos la sección de choque diferencial de la dispersión de espinores

de Dirac de diferente masa e igual carga. Por lo que, previamente encontraremos la matriz

S para tal caso. Los elementos de la matriz S se definirán como las amplitudes de transición

de estados asintóticamente libres, mucho antes y después de la colisión.

A. Introducción

En un proceso de dispersión se identifican dos elementos: la part́ıcula a ser dispersada y

el blanco. La colisión de la part́ıcula con el blanco debe dar lugar a cambios en el estado de

la part́ıcula. Para estimar tal cambio de estado, debemos de conocer las caracteŕısticas de la

colisión, es decir, la interacción entre la part́ıcula dispersada y el blanco.

En el caso que la part́ıcula y el blanco sean eléctricamente cargados, la colisión consistirá

en la interacción electromagnética entre estos. Es claro que cuanto más se aproximen estos

elementos, más intersa será la interacción. Inversamente, mientras mayor sea la separación

la interacción se hará cada vez menor. Aunque esta no desaparezca, podemos asumir que la

part́ıcula a dispersarse se encuentra en un estado libre cuando está muy alejada del blanco.

El estado cuántico de una part́ıcula es determinado por la función de onda asociada a esta.

En el caso que la función de onda sea un espinor de Dirac, tendremos como caracteŕısticas de

la part́ıcula, su masa, momento lineal y helicidad. Además, en interacción electromagnética,

tendremos también su carga. Si inicialmente, mucho antes de la colisión, la part́ıcula se

encuentra en su estado libre determinado por la función de onda ψi pyq. Entonces, durante
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la colisión, esta función de onda cambiará a:

ψi pxq �
»
d4y SF px� yqψi pyq , (1)

donde SF será el propagador espinorial, y, en general, será diferente al de la teoŕıa libre

SF . Luego de obtener la función de onda mucho después de la colisión, resta calcular las

transiciones a cualquier estado libre final.

B. Matriz S

Vamos a considerar que la part́ıcula a ser disperada es una con carga eléctrica igual a la

del electrón:

q � �e , (2)

donde e es el valor absoluto de la carga del electrón. Luego, en el formalismo lagrangiano

debemos de considerar la densidad lagrangiana:

L � i

2
ψ̄γµ

ÐÑB µψ �mψ̄ψ � eψ̄γµψAµ � 1

4
FµνF

µν � a2

2
BµFµσBνFνσ . (3)

Aśı, a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

BL
Bψ̄ � Bµ

�
BL

B �Bµψ̄�
�
� 0 , (4)

se obtiene la ecuación de movimiento:

piγµBµ �m� eγµAµ pxqqψ pxq � 0 . (5)

Por definición, el propagador de Feynman SF px� yq para la ecuación encontrada, debe

cumplir con:

piγνBν �m� eγµAµ pxqqSF px� yq � δp4q px� yq (6)
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equivalentemente,

piγνBν �mqSF px� yq � δp4q px� yq � eγµAµ pxqSF px� yq . (7)

Ahora reescribamos el lado derecho introduciendo una δ-Dirac,

piγνBν �mqSF px� yq �
»
d4z δp4q px� zq

�
δp4q pz � yq � eγµAµ pzqSF pz � yq

�
.

(8)

Además, recordemos que si SF px� zq es el propagador espinorial de la teoŕıa libre, esta

cumple con la ecuación:

piγνBν �mqSF px� zq � δp4q px� zq , (9)

en donde debemos tener en cuenta que las derivadas son respecto a la variable x. Aśı,

piγνBν �mqSF px� yq

�
»
d4z piγνBν �mqSF px� zq

�
δp4q pz � yq � eγµAµ pzqSF pz � yq

�
� piγνBν �mq

»
d4z SF px� zq

�
δp4q pz � yq � eγµAµ pzqSF pz � yq

�
, (10)

por lo que:

SF px� yq �
»
d4z SF px� zq

�
δp4q pz � yq � eγµAµ pzqSF pz � yq

�
. (11)

Finalmente, podemos afirmar que el propagador espinorial SF px� yq cumple con la ecuación

integral:

SF px� yq � SF px� yq � e

»
d4z SF px� zq γµAµ pzqSF pz � yq (12)

Por último, en términos del propagador, el campo de Dirac es expresado como:

Ψ pxq �
»
d4y SF px� yqψ pyq , (13)
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equivalentemente,

Ψ pxq � ψ pxq � e

»
d4z SF px� zq γµAµ pzqΨ pzq (14)

donde ψ pxq es el campo de Dirac de la teoŕıa libre.

B.1. Elementos de la matriz S

Si en cierto instante se tiene que una part́ıcula se encuentra en el estado Ψi, entonces la

amplitud de transición hacia el estado ψf en dicho instante es:

Afi � pψf ,Ψiq . (15)

Al considerar que los estados son asintóticamente libres, tendremos que el producto interno

entre los estados es el dado en tal espacio. Además, en tal caso la amplitud de transición se

identifica como las componentes de la matriz S,

Afi Ñ Sfi � pψf ,Ψiq �
»
d3x ψ̄f pxq γ0Ψi pxq . (16)

Dada la solución de la teoŕıa en interacción (14), se tendrá que:

Sfi �
»
d3x ψ̄f pxq γ0ψi pxq � e

»
d3x ψ̄f pxq γ0

»
d4z SF px� zq γµAµ pzqΨi pzq ,

(17)

reordenando la última integral,

Sfi �
»
d3x ψ̄f pxq γ0ψi pxq � e

»
d4z

�»
d3x ψ̄f pxq γ0SF px� zq

�
γµAµ pzqΨi pzq ,

(18)

en donde las funciones iniciales y finales se toman de un conjunto ortonormal del espacio de

estados. Aśı,

Sfi � δfi � e

»
d4z

�»
d3x ψ̄f pxq γ0SF px� zq

�
γµAµ pzqΨi pzq . (19)
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adicionalmente, vamos a considerar que la función de onda final corresponde solo a la parte

de frecuencia positiva.

Ahora tengamos en cuenta que en la teoŕıa libre (199),

θ
�
z0 � x0

�
ψp�q pzq � i

»
d3x SF pz � xq γ0ψp�q pxq , (20)

entonces, tendremos que cuando z0 Ñ �8,

ψf pzq � i

»
d4x SF pz � xqψf pxq , (21)

de aqúı,

ψ̄f pzq � �i
»
d4x ψ:f pxqSF : pz � xq γ0 , (22)

es decir,

ψ̄f pzq � �i
»
d4x ψ̄f pxq γ0SF : pz � xq γ0 . (23)

Además, de (176) y (173), el propagador de la teoŕıa libre se puede escribir como:

SF pz � xq � p2πq�4
»
d4p

γµpµ �m

p2 �m2 � i0�
eip�pz�xq , (24)

y, entonces, su adjunto será:

SF : pz � xq � p2πq�4
»
d4p

γµ:pµ �m

p2 �m2 � i0�
e�ip�pz�xq . (25)

Luego,

γ0SF : pz � xq γ0 � p2πq�4
»
d4p

γ0γµ:γ0pµ �m

p2 �m2 � i0�
e�ip�pz�xq , (26)

y, dado que la representación de las matrices de Dirac, es unitaria,

γµ: � γ0γµγ0 Ñ γ0γµ:γ0 � γµ , (27)
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se tendrá que:

γ0SF : pz � xq γ0 � p2πq�4
»
d4p

γµpµ �m

p2 �m2 � i0�
e�ip�pz�xq

� p2πq�4
»
d4p

γµpµ �m

p2 �m2 � i0�
eip�px�zq

� SF px� zq . (28)

Por lo tanto, (23) es equivalente a:

ψ̄f pzq � �i
»
d4x ψ̄f pxqSF px� zq , (29)

y el elemento de la matriz S (19), se expresará como:

Sfi � δfi � ie

»
d4z ψ̄f pzq γµAµ pzqΨi pzq . (30)

Por otro lado, desarrollando la expresión para el campo Ψ � Ψi (14) en forma recursiva:

Ψi py1q

� ψi py1q

�
8̧

n�2

p�eqn�1
»
d4y2 � � � d4yn SF py1 � y2q γµAµ py2qSF py2 � y3q

� � � �SF pyn�1 � ynq γµAµ pynqψi pynq , (31)

entonces, los elementos de la matriz S (30), pueden expresarse en la forma perturbativa:

Sfi � δfi � i p�eq
»
d4y1ψ̄f py1q γµAµ py1qψi py1q

�i
8̧

n�2

p�eqn
»
d4y1 � � � d4yn ψ̄f py1q γµAµ py1qSF py1 � y2q γµAµ py2qSF py2 � y3q

� � � � � SF pyn�1 � ynq γµAµ pynqψi pynq . (32)

De la serie perturbativa de la matriz S, se observa que la primera contribución no trivial
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es:

Sfi � �i p�eq
»
d4x ψ̄f pxq γµAµ pxqψi pxq , (33)

en donde hemos tenido en cuenta que inicialmente el espinor es descrito por las soluciones

de frecuencias positivas. Resta expresar los potenciales electromagnéticos para finalmente

encontrar la matriz S.

B.2. Elementos de la matriz S en la dispersión de espinores de Dirac

En el caso de la interacción electromagnética de dos part́ıculas de carga �e con masas

m1 y m2, se debe considerar la teoŕıa dada por la lagrangiana:

L � i

2
ψ̄1γ

µÐÑB µψ1 �m1ψ̄1ψ1 � eψ̄1γ
µψ1Aµ

� i
2
ψ̄2γ

µÐÑB µψ2 �m2ψ̄2ψ2 � eψ̄2γ
µψ2Aµ

�1

4
FµνF

µν � a2

2
BµFµσBνFνσ , (34)

luego, de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

BL
BAν

� Bµ BL
B pBµAνq � BρBµ BL

B pBµBρAνq � 0 , (35)

en donde:

BL
BAν

� eψ̄1γ
νψ1 � eψ̄2γ

νψ2 (36)

�Bµ BL
B pBµAνq � BµFµν (37)

BρBµ BL
B pBµBρAνq � a2BρBµ pηµρBαFαν � ηµνBαFαρq , (38)

se encuentra que el campo electromagnético se obtiene de las ecuaciones:

�
1� a2�

� BµFµν � jν , (39)

donde la corriente eléctrica tiene dos contribuciones:

jν � �eψ̄1γ
νψ1 � eψ̄2γ

νψ2 , (40)
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en donde la primera contribución corresponde a la propia part́ıcula dispersada, de masa m1,

y, la segunda contribución corresponde a la part́ıcula blanco, de masa m2.

Consideraremos en la primera contribución no trivial de la matriz S (33),

Sfi � �i p�eq
»
d4x1 ψ̄1f px1q γµAµ px1qψ1i px1q (41)

que el campo electromagnético,

Aµ px1q �
»
d4x2 D

F
µν px1 � x2q jν px2q , (42)

solo corresponde a la generada por la part́ıcula de masa m2.

Dadas las consideraciones asumidas, para la part́ıcula dispersada consideramos las ondas

planas de frecuencia positiva:

ψ1i px1q � p2πq�3{2 u psi, p⃗iq e�ipi�x1 (43)

ψ̄1f px1q � p2πq�3{2 ū psf , p⃗f q eipf �x1 , (44)

con p2i � p2f � m2
1. Mientras que en la corriente,

jν px2q � �eψ̄2f px2q γνψ2i px2q (45)

consideramos la primera contribución no trivial, dada por las ondas planas de frecuencia

positiva de la part́ıcula blanco:

ψ2i px2q � p2πq�3{2 u pσi, q⃗iq e�iqi�x2 (46)

ψ̄2f px2q � p2πq�3{2 ū pσf , q⃗f q eiqf �x2 , (47)

en donde q2i � q2f � m2
2.

Aśı, los elementos de la matriz S (41), pueden expresarse como:

Sfi � �ie2
»
d4x1d

4x2 D
F
µν px1 � x2q ψ̄1f px1q γµψ1i px1q ψ̄2f px2q γνψ2i px2q , (48)
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e, introduciendo las ondas planas de frecuencia positiva, esta se reescribe como:

Sfi � �ie2 p2πq�6
»
d4x1d

4x2 D
F
µν px1 � x2q ū psf , p⃗f q γµu psi, p⃗iq ū pσf , q⃗f q γνu pσi, q⃗iq

� eippf�piq�x1�ipqf�qiq�x2 . (49)

Identificamos en la expresión (49) las integrales de la forma:

J pP,Qq �
»
d4x1d

4x2 D
F
µν px1 � x2q eiP �x1�iQ�x2 , (50)

haciendo los cambios de variables:

x1 � x� 1

2
y (51)

x2 � x� 1

2
y , (52)

estas integrales adoptan la forma:

J pP,Qq �
»
d4x eipP�Qq�x

»
d4y DF

µν pyq eipP�Qq�y{2 . (53)

Reconociendo la δ-Dirac,

δ pP �Qq � p2πq�4
»
d4x eipP�Qq�x , (54)

y, la transformada de Fourier,

D̂F
µν

�
P �Q

2



� p2πq�2

»
d4y DF

µν pyq eipP�Qq�y{2 , (55)

se obtiene que:

J pP,Qq � p2πq4 δ pP �Qq p2πq2 D̂F
µν

�
P �Q

2



, (56)

y, como:

δ px� yq f pyq � δ px� yq f p�xq , (57)

finalmente,

J pP,Qq � p2πq6 δ pP �Qq D̂F
µν pP q , (58)
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Aśı, volviendo a las componentes de la matriz S (49), esta se puede expresar como:

Sfi � δ ppf � qf � pi � qiqM , (59)

donde:

M � �ie2D̂F
µν ppf � piq ū psf , p⃗f q γµu psi, p⃗iq ū pσf , q⃗f q γνu pσi, q⃗iq , (60)

y, la aparición de δ-Dirac en (59), refleja el hecho de la conservación de la enerǵıa y momennto

lineal.

C. Sección de choque

Se define la probabilidad de transición como:

pfi � |Sfi|2 . (61)

Debido a la δ-Dirac en la expresión (59) de la amplitud de dispersión, este cálculo no tendrá

un resultado bien definido. Por lo que debemos tener en cuenta paquetes de onda en la

definición de la amplitud de dispersión:

Sfi Ñ Sfi �
»
d3p1d

3p2d
3p3d

3p4 φ
�
f pp⃗3, p⃗4qSfi pp1, p2, p3, p4qφi pp⃗1, p⃗2q ,

(62)

en donde, tomaremos en cuenta un conjunto completo de paquetes de ondas finales:

¸
f

φ�f pp⃗3, p⃗4qφf

�
p⃗13, p⃗

1
4

� � δ
�
p⃗3 � p⃗13

�
δ
�
p⃗4 � p⃗14

�
. (63)

Aśı, tomando en cuenta todos los estados finales posibles en la probabilidad de transición
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(61), y dada la expresión (59), se tendrá que:

¸
f

pfi

�
»
d3p1d

3p2d
3p11d

3p12d
3p3d

3p4 M pp1, p2, p3, p4q δ pp1 � p2 � p3 � p4q

�M�
�
p11, p

1
2, p3, p4

�
δ
�
p11 � p12 � p3 � p4

�
φi pp⃗1, p⃗2qφ�i

�
p⃗11, p⃗

1
2

�
.

(64)

y, desagregando los paquetes de onda para cada espinor de Dirac inicial:

φi pp⃗1, p⃗2q � φ1 pp⃗1qφ2 pp⃗2q , (65)

Reescribimos la probabilidad de transición como:

¸
f

pfi

�
»
d3p1d

3p2d
3p11d

3p12d
3p3d

3p4 M pp1, p2, p3, p4q δ pp1 � p2 � p3 � p4q

�M�
�
p11, p

1
2, p3, p4

�
δ
�
p11 � p12 � p3 � p4

�
φ1 pp⃗1qφ2 pp⃗2qφ�1

�
p⃗11
�
φ�2

�
p⃗12
�
.

(66)

Ahora consideramos que los paquetes de onda φ1, φ2 sean nulos para valores de momentos

distintos a p⃗1i, p⃗2i , respectivamente. Además, tomando a M como una función suave,

¸
f

pfi

�
»
d3p3d

3p4 |M pp1i, p2i, p3, p4q|2
»
d3p1d

3p2d
3p11d

3p12 δ
�
p11 � p12 � p3 � p4

�
� δ pp1 � p2 � p3 � p4qφ1 pp⃗1qφ2 pp⃗2qφ�1

�
p⃗11
�
φ�2

�
p⃗12
�
.

(67)

93



Ahora, analicemos la integral:

I ppq �
»
d3p1d

3p2d
3p11d

3p12 δ
�
p11 � p12 � p3 � p4

�
δ pp1 � p2 � p3 � p4q

� φ1 pp⃗1qφ2 pp⃗2qφ�1
�
p⃗11
�
φ�2

�
p⃗12
�
, (68)

donde p � p3 � p4. Además, dado que la δ-Dirac puede expresarse como la transformada:

δ ppq � p2πq�4
»
e�ipxd4x , (69)

tendremos que:

I ppq � p2πq�8
»
d4x1

»
d4x2

»
d3p1d

3p2d
3p11d

3p12

� e�ipp1�p2�pq�x1eipp11�p12�pq�x2φ1 pp⃗1qφ2 pp⃗2qφ�1
�
p⃗11
�
φ�2

�
p⃗12
�
,

(70)

reagrupando,

I ppq � p2πq�8
»
d4x1d

4x2 e
ippx1�x2q

»
d3p1 φ1 pp⃗1q e�ip1�x1

»
d3p2 φ2 pp⃗2q e�ip2�x1

�
»
d3p11 φ

�
1

�
p⃗11
�
eip

1
1�x2

»
d3p12 φ

�
2

�
p⃗12
�
eip

1
2�x2 . (71)

e identificando los paquetes de onda en el espacio de configuraciones:

φ̃ pxq � p2πq�3{2
»
d3p φ1 pp⃗q e�ip�x . (72)

Finalmente,

I ppq � p2πq�2
»
d4x1d

4x2 φ̃1 px1q φ̃2 px1q φ̃�1 px2q φ̃�2 px2q eippx1�x2q , (73)

la cual se encuentra claramente normalizada,

»
d4p I ppq � p2πq2

»
d4x |φ̃1 pxq|2 |φ̃2 pxq|2 . (74)

Ya que los momentos iniciales de encuentran concentrados en p⃗1i, p⃗2i, entonces, p �
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p3 � p4 � p1 � p2 � p1i � p2i. Aśı, podemos considerar a I ppq como una distribución de

soporte p1i � p2i, lo que posibilita que esta sea de la forma:

I ppq � δ pp� p1i � p2iq p2πq2
»
d4x | φ̃1 pxq|2 |φ̃2 pxq|2 . (75)

Concluimos que la pronbabilidad de transición (67) se puede expresar como:

¸
f

pfi �
»
d3p3d

3p4 |M pp1i, p2i, p3, p4q|2 δ pp� p1i � p2iq

� p2πq2
»
d4x | φ̃1 pxq|2 |φ̃2 pxq|2 . (76)

C.1. Sección de choque total

Dado que la segunda part́ıcula es el blanco, luego, en su referencial de reposo se tendrá

el paquete de onda correspondiente:

φ̃2 pxq � ϕ2 px⃗q . (77)

Mientras que la primera part́ıcula se dirige a esta con una velocidad v⃗, luego, para esta se

tiene el paquete de onda:

φ̃1 pxq � ϕ1 px⃗�v⃗tq . (78)

Como realmente se tiene un haz de part́ıculas incidentes, separadas lo suficiente para que no

interactúen entre śı. Entonces, debemos considerar el promedio sobre un área πR2,

|φ̃1 pxq|2 Ñ 1

πR2

»
|x⃗1K|

d2x1K |ϕ1 px⃗� x⃗1�v⃗tq|2 , (79)

donde la integral es dada en una región transversal a la velocidad. Por lo tanto,

»
d4x |φ̃1 pxq|2 |φ̃2 pxq|2 Ñ 1

πR2

»
|x⃗1K|

d2x1K

»
d4x |ϕ1 px⃗� x⃗1�v⃗tq|2 |ϕ2 px⃗q|2 ,

(80)
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integrando la variable temporal y tomando en cuenta la invariancia por traslación de las

integrales espaciales,

»
d4x |φ̃1 pxq|2 |φ̃2 pxq|2 Ñ 1

πR2

1

|v⃗|
»

|x1K|

d3x1

»
d3x |ϕ1 px⃗� x⃗1q|2 |ϕ2 px⃗q|2 .

(81)

Por último, siendo los paquetes de onda normalizados,

»
d4x |φ̃1 pxq|2 |φ̃2 pxq|2 Ñ 1

πR2

1

|v⃗| . (82)

Finalmente, la probabilidad de transición (76) se puede expresar como:

¸
f

pfi pRq � 1

πR2

�
p2πq2 1

|v⃗|
»
d3p3d

3p4 |M pp1i, p2i, p3, p4q|2 δ pp� p1i � p2iq
�

,

(83)

e, identificamos el término dentro del corchete como el área eficaz de interacción;

σ � ĺım
RÑ8

πR2
¸
f

pfi pRq

� p2πq2 1

|v⃗|
»
d3p3d

3p4 |M pp1i, p2i, p3, p4q|2 δ pp� p1i � p2iq (84)

es decir, esta es la sección de choque total.

En un referencial tal que la part́ıcula blanco tiene una velocidad v⃗2 colineal a la velocidad

de la part́ıcula a ser dispersada v⃗1, se tendrá que la velocidad relativa pasa a ser:

v⃗ � v⃗1 � v⃗2 . (85)

Luego, dadas las 4-velocidades de las part́ıculas:

u1 � γ1 p1, v⃗1q (86)

u2 � γ2 p1, v⃗2q , (87)
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donde γ1,2 es el factor de Lorentz, y, tendremos que:

u1 � u1 � γ21 p1� v⃗1 � v⃗1q � 1 (88)

u2 � u2 � γ22 p1� v⃗2 � v⃗2q � 1 (89)

u1 � u2 � γ1γ2 p1� v⃗1 � v⃗2q , (90)

Luego, podemos reescribir:

|v⃗| � rpv⃗1 � v⃗2q � pv⃗1 � v⃗2qs1{2

� pv⃗1 � v⃗1 � v⃗2 � v⃗2 � 2v⃗1 � v⃗2q1{2 , (91)

como:

|v⃗| � �
2γ�1

1 γ�1
2 u1 � u2 � γ�2

1 � γ�2
2

�1{2
�

�
2γ1γ2u1 � u2 � γ22 � γ21

�1{2
γ1γ2

�
 
2γ1γ2u1 � u2 � r1� pv⃗1 � v⃗1q pv⃗2 � v⃗2qs γ21γ22 � 1

(1{2
γ1γ2

, (92)

desarrollando u1 � u2,

|v⃗| �
 
2γ21γ

2
2 p1� v⃗1 � v⃗2q � r1� pv⃗1 � v⃗1q pv⃗2 � v⃗2qs γ21γ22 � 1

(1{2
γ1γ2

�
 
γ21γ

2
2 r1� 2v⃗1 � v⃗2 � pv⃗1 � v⃗1q pv⃗2 � v⃗2qs � 1

(1{2
γ1γ2

, (93)

y, como v⃗1 y v⃗2 son colineales,

pv⃗1 � v⃗1q pv⃗2 � v⃗2q � pv⃗1 � v⃗2q2 , (94)

por lo que:

|v⃗| �

�
γ21γ

2
2 p1� v⃗1 � v⃗2q2 � 1

�1{2
γ1γ2

, (95)

equivalentemente,

|v⃗| �

�
γ21γ

2
2 p1� v⃗1 � v⃗2q2 � 1

�1{2
γ1γ2 p1� v⃗1 � v⃗2q p1� v⃗1 � v⃗2q . (96)
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Finalmente, identificamos u1 � u2, obteniendo:

|v⃗| �

�
pu1 � u2q2 � 1

�1{2
u1 � u2 p1� v⃗1 � v⃗2q . (97)

Además, dadas las definiciones de los 4-momentos:

pi � m1u1 � pγ1m1, γ1m1v⃗1q � pE1, p⃗iq (98)

qi � m2u2 � pγ2m2, γ2m2v⃗2q � pE2, q⃗iq , (99)

tendremos que:

|v⃗| �

�
ppi � qiq2 �m2

1m
2
2

�1{2
pi � qi

�
1�

�
γ1m1v⃗1
γ1m1



�
�
γ2m2v⃗2
γ2m2


�
,

(100)

es decir,

|v⃗| �

�
ppi � qiq2 �m2

1m
2
2

�1{2
pi � qi

�
1� p⃗i � q⃗i

E1E2



. (101)

Finalmente, siendo,

pi � qi � E1E2 � p⃗i � q⃗i , (102)

obtenemos que el módulo de la velocidad relativa |v⃗|, se puede expresar como:

|v⃗| �

�
ppi � qiq2 �m2

1m
2
2

�1{2
E1 ppiqE2 pqiq . (103)

Aśı, podemos reescribir la sección de choque total en un referencial arbitrario,

σ � p2πq2 E1 ppiqE2 pqiqb
ppi � qiq2 �m2

1m
2
2¸

sf σf

»
d3p2d

3q2
��Msiσisfσf

ppi, qi, p2, q2q
��2 δ pp2 � q2 � pi � qiq ,

(104)
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donde Ω es el ángulo sólido entre los momentos.

C.2. Sección de choque y las variables de Mandelstan

Dada la relación entre la amplitud de transición y M (59), podemos llamar a esta última

también de amplitud de transición. Luego,

|M|2 �M:M , (105)

será la densidad de probabilidad de transición. De la expresión (60), tendremos que:

|M|2 � e4
�
D̂�F

µν ppf � piqu:σi
pq⃗iq γν:ū:σf

pq⃗f qu:si pp⃗iq γµ:ū:sf pp⃗f q
�

�
�
D̂F

αβ ppf � piq ūsf pp⃗f q γαusi pp⃗iq ūσf
pq⃗f q γβuσi pq⃗iq

�
. (106)

Idemtificando los biespinores conjugados y las propiedades de las γ’s matrices,

ū � u:γ0 ; ū: � γ0u ; γµ: � γ0γµγ0 ; γ0γ0 � 1 , (107)

reescribimos la densidad de probabilidad de transición, como:

|M|2 � e4
�
D̂�F

µν ppf � piq ūσi pq⃗iq γνuσf
pq⃗f q ūsi pp⃗iq γµusf pp⃗f q

�
�
�
D̂F

αβ ppf � piq ūsf pp⃗f q γαusi pp⃗iq ūσf
pq⃗f q γβuσi pq⃗iq

�
. (108)

En la expresión de la sección de choque (104), se ha tomado en cuenta todas las po-

sibles helicidades finales. Si no se tienen los valores espećıficos de las helicidades iniciales,

consideramos el promedio:

¸
sf σf

|M|2 Ñ 1

4

¸
si σi

¸
sf σf

|M|2 . (109)

y, denotaremos a este último como |M|2 . Además, reordenando los productos en (108) y
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usando las propiedadestnoteMás detalles sobre estas propiedades se encuentran en [27].,

¸
s

us pp⃗q ūs pp⃗q � γµpµ �m1

2E1
(110)

¸
σ

uσ pq⃗q ūσ pq⃗q � γµqµ �m2

2E2
, (111)

encontramos que el promedio de la densidad de probabilidad de transición |M|2, es dado

como:

|M|2 � e4

64E1 ppiqE2 pqiqE1 ppf qE2 pqf q
�D̂�F

µν ppf � piq D̂F
αβ ppf � piq

�tr rγµ p� pf �m1q γα p� pi �m1qs tr
�
γν p� qf �m2q γβ p� qi �m2q

�
.

(112)

en donde se ha introducido la notación: � p � γµpµ. En el caso del electromagnetismo de

Podolsky, el propagador electromagnético en el espacio de momentos es de la forma:

D̂F
µν pkq � ηµν

�
D̂F

0 pkq � D̂F
ma

pkq
	

, (113)

luego, (112) se reescribe como:

|M|2 � e4

64E1 ppiqE2 pqiqE1 ppf qE2 pqf q
�
�
D̂F

0 � D̂F
ma

��
ppf � piq

�
D̂F

0 � D̂F
ma

�
ppf � piq

�ηµνηαβtr rγµ p� pf �m1q γα p� pi �m1qs tr
�
γν p� qf �m2q γβ p� qi �m2q

�
,

(114)

y, realizando las contracciones con el tensor métrico,

|M|2 � e4

64E1 ppiqE2 pqiqE1 ppf qE2 pqf q
�
�
D̂F

0 � D̂F
ma

��
ppf � piq

�
D̂F

0 � D̂F
ma

�
ppf � piq

�tr rγµ p� pf �m1q γα p� pi �m1qs tr rγµ p� qf �m2q γα p� qi �m2qs .

(115)
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En esta última expresión, se identifican los términos:

�
D̂F

0 � D̂F
ma

��
pkq

�
D̂F

0 � D̂F
ma

�
pkq � p2πq�4 1

pk2q2
�
1� k2

m2
a

	2

tr rγµ p� pf �m1q γα p� pi �m2qs � 4
�
pµfp

α
i � pµi p

α
f � ηµα

�
pf � pi �m2

1

��
tr rγµ p� qf �m1q γα p� qi �m2qs � 4

�
qfµqiα � qiµqfα � ηµα

�
qf � qi �m2

2

��
.

(116)

donde k � pf � pi. Aśı,

|M|2 � p2πq�4 e4

2E1 ppiqE2 pqiqE1 ppf qE2 pqf q �
1�

ppf � piq2
	2

�
1� ppf�piq2

m2
a


2

�  �ppf � qf q ppi � qiq � ppi � qf q ppf � qiq � pqf � qiq
�
pf � pi �m2

1

��
� �

pf � pi � 2m2
1

� �
qf � qi �m2

2

�(
, (117)

simplificando el último término entre llaves,

|M|2 � p2πq�4 e4

2E1 ppiqE2 pqiqE1 ppf qE2 pqf q �
1

ppf � piq4
�
1� ppf�piq2

m2
a


2

�rppf � qf q ppi � qiq � ppi � qf q ppf � qiq

� pqf � qiqm2
1 � ppf � piqm2

2 � 2m2
1m

2
2

�
. (118)

En esta relación, identificamos la cantidad:

T � ppf � qf q ppi � qiq � ppi � qf q ppf � qiq � pqf � qiqm2
1 � ppf � piqm2

2 � 2m2
1m

2
2 ,

(119)

y, observamos que esta es invariante relativista. Por lo que, expresaremos esta es términos de
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las variables de Mandelstan:

s � ppi � qiq2 � ppf � qf q2 � m2
1 �m2

2 � 2 ppi � qiq � m2
1 �m2

2 � 2 ppf � qf q

t � ppi � pf q2 � pqi � qf q2 � 2m2
1 � 2 ppf � piq � 2m2

2 � 2 pqf � qiq

u � ppf � qiq2 � ppi � qf q2 � m2
1 �m2

2 � 2 ppf � qiq � m2
1 �m2

2 � 2 ppi � qf q ,

(120)

obteniendo

T � 1

4

�
s2 � 2s

�
m2

1 �m2
2

�� �
m2

1 �m2
2

�2�� 1

4

�
u2 � 2u

�
m2

1 �m2
2

�� �
m2

1 �m2
2

�2�
�1

2
t
�
m2

1 �m2
2

�
, (121)

simplificando la expresión,

T � 1

4

�
s2 � u2

�� 1

2
ps� uq �m2

1 �m2
2

�� 1

2
t
�
m2

1 �m2
2

�� 1

2

�
m2

1 �m2
2

�2
� 1

4
ps� uq2 � 1

2
su� 1

2
ps� uq �m2

1 �m2
2

�� 1

2
t
�
m2

1 �m2
2

�� 1

2

�
m2

1 �m2
2

�2
� 1

4
ps� uq �s� u� 2

�
m2

1 �m2
2

��� 1

2
su� 1

2
t
�
m2

1 �m2
2

�� 1

2

�
m2

1 �m2
2

�2
,

(122)

Además, observemos que la suma de las variables de Mandelstan se puede reescribir como:

s� t� u � ppf � qf q2 � pqi � qf q2 � ppi � qf q2

� p2f � q2f � q2i � q2f � p2i � q2f � 2pf � qf � 2qi � qf � 2pi � qf
� p2f � p2i � q2i � 3q2f � 2 ppf � qi � piq � qf , (123)

y, dadas las relaciones:

p2i � p2f � m2
1

q2i � q2f � m2
2

pi � qi � qf � pf , (124)
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la suma de las variables de Mandelstan se reduce a:

s� t� u � 2m2
1 � 2m2

2 , (125)

entonces (122), se resscribe en términos de las variables s, t y u como:

T � 1

4
ps� uq p�tq � 1

2
t
�
m2

1 �m2
2

�� 1

2
su� 1

2

�
m2

1 �m2
2

�2
� 1

4
t
�
2
�
m2

1 �m2
2

�� ps� uq�� 1

2
su� 1

2

�
m2

1 �m2
2

�2
, (126)

usando una vez más la suma de las variables de Madelstan, encontramos que:

T � 1

4
t2 � 1

2
su� 1

2

�
m2

1 �m2
2

�2
. (127)

Por lo tanto, la densidad de probabilidad (118) se expresará como sigue:

|M|2 � p2πq�4 e4

8E1 ppiqE2 pqiqE1 ppf qE2 pqf qF ps, t, uq , (128)

donde se ha separado la parte adimensional F ps, t, uq, dependiente de las variables de Man-

delstan, las masas de los espinores y de la masa de la masa de Podolsky,

F ps, t, uq � t2 � 2su� 2
�
m2

1 �m2
2

�2
t2
�
1� t

m2
a

	2 . (129)

Finalmente, considerando en la sección de choque total (104), el promedio de helicidades,

σ � p2πq2 E1 ppiqE2 pqiqb
ppi � qiq2 �m2

1m
2
2

�
»
d3pfd

3qf | M ppi, qi, pf , qf q|2 δ ppf � qf � pi � qiq , (130)

esta resulta en:

σ � α2

λ1{2
�
s,m2

2,m
2
1

� » d3pf
E1 ppf q

d3qf
E2 pqf q δ ppf � qf � pi � qiqF ps, t, uq , (131)
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en donde se ha introducido la función de Kallen:

λ
�
s,m2

1,m
2
2

� � s2 � �
m2

1

�2 � �
m2

2

�2 � 2sm2
1 � 2sm2

2 � 2m2
1m

2
2 , (132)

y la constante de estructura fina:

α � e2

4π
. (133)

C.3. Sección de choque diferencial en el centro de masas

Por definción en el referencial del centro de masas, el momento lineal será nulo, es decir::

p⃗i � q⃗i � 0 , (134)

teniendo en cuenta esta relación, se tendrá que:

ppi � qiq2 �m2
1m

2
2 � pE1E2 � p⃗i � q⃗iq2 �

�
E2

1 � p⃗2i
� �
E2

2 � q⃗2i
�

� �
E1E2 � p⃗2i

�2 � �
E2

1 � p⃗2i
� �
E2

2 � p⃗2i
�
, (135)

simplificando,

ppi � qiq2 �m2
1m

2
2 � pE1 � E2q p⃗2i , (136)

por lo que la sección de choque (130), se expresará como:

σ � p2πq2 E1E2a
pE1 � E2q |p⃗i|

»
d3pfd

3qf |M|2 δ ppf � qf � pi � qiq . (137)

Descomponiendo la δ-Dirac de la enerǵıa-momento en sus partes de enerǵıa y momento,

δ ppf � qf � pi � qiq � δ pE1f � E2f � E1 � E2q δ pp⃗f � q⃗f � p⃗i � q⃗iq , (138)

y, dado que estamos considerando el referencial de centro de masas, esta se reduce a:

δ ppf � qf � pi � qiq � δ pE1f � E2f � E1 � E2q δ pp⃗f � q⃗f q . (139)

Integrando la expresión de la sección de choque (137) en las variables del momento lineal
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final de la part́ıcula blanco q⃗f ,

σ � p2πq2 E1E2a
pE1 � E2q |p⃗i|

»
d3pf |M|2 δ pE1f � E2f � E1 � E2q , (140)

en esta expresión, las enerǵıas de las part́ıculas son:

E1f �
b
m2

1 � p⃗2f (141)

E2f �
b
m2

2 � q⃗2f �
b
m2

2 � p⃗2f , (142)

Dado que se está considerando todas posibles direcciones finales de la part́ıcula dispersada,

expresemos la integral de la sección de choque en coordenadas esféricas:

σ � p2πq2 E1E2

pE1 � E2q |p⃗i|
»
dΩ

8»
0

dpf p
2
f |M|2 δ pE1f � E2f � E1 � E2q ,

(143)

en donde pf � |p⃗f |. De la propiedad de la δ-Dirac,

δ rf ppf qs � δ ppf � p0f q
|f 1 pp0f q| , (144)

siendo p0f el cero de f ppf q, encontramos que:

σ � p2πq2 E1E2

pE1 � E2q |p⃗i|
»
dΩ

8»
0

dpf p
2
f |M|2 δ ppf � p0f q

p0f
E1f

� p0f
E2f

� p2πq2 E1E2

pE1 � E2q |p⃗i|
»
dΩ

8»
0

dpf p
2
f |M|2 E1fE2f

p0f pE1f � E2f qδ ppf � p0f q ,

(145)

aqúı, el valor p0f garantiza la conservación de la enerǵıa. Integrando en pf ,

σ � p2πq2 E1E2

pE1 � E2q |p⃗i|
»
dΩ p0f |M|2 E1fE2f

pE1 � E2q . (146)
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Además, de la conservación de la enerǵıa, se debe cumplir la ecuación algebraica:

b
m2

1 � p20f �
b
m2

2 � p20f �
b
m2

1 � p⃗2i �
b
m2

2 � p⃗2i , (147)

encontrando que una solución de esta es:

p0f � |p⃗i| , (148)

caracteŕıstico de una dispersión elástica, en donde la part́ıcula dispersada mantiene el modulo

de su momento lineal inicial, mas no necesariamente su dirección. Aśı, la expresión de la

sección de choque (146) se reduce a::

σ � p2πq2 E1E2

pE1 � E2q
»
dΩ |M|2 E1fE2f

pE1 � E2q . (149)

Finalmente, en la expresión encontrada, se identifica la sección de choque diferencial en

el centro de masas: �
dσ

dΩ



c.m

� p2πq2 E1E2E1fE2f

pE1 � E2q2
|M|2 . (150)

y, reemplazando la densidad de probabilidad (128), se obtiene:

�
dσ

dΩ



c.m

� α2 F ps, t, uq
2 pE1 � E2q2

. (151)

Además, en el centro de masas la variable de Mandelstan s se reduce a:

s � pE1 � E2q2 , (152)

es decir, esta resulta ser el cuadrado de la enerǵıa total, también conocida como enerǵıa en el

centro de masaa. Por lo tanto, la sección de choque diferencial se expresa en forma invariante,

como:

dσ

dΩ
� α2F ps, t, uq

2s
. (153)
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C.4. Sección de choque diferencial a altas enerǵıas

La sección de choque diferencial encontrada (153), depende de la función invariante

F ps, t, uq. De la expresión encontrada para esta (129), se tiene una dependencia con las

tres variables de Mandelstan. Sin embargo, debemos tener en cuenta que la dispersión tiene

como rol principal el intercambio de enerǵıa-momento, y entonces, dada por la variable t.

Además, en el referencial de centro de masas, resulta relevante la enerǵıa total del sistema, es

decir, debemos tener en cuenta la variable s. Luego, en la expresión (129) de F � F ps, t, uq,
sustituiremos la variable u usando la relación de la suma de las variables de Mandelstam,

u � 2
�
m2

1 �m2
2

�� ps� tq , (154)

Aśı,

F � t2 � 4s
�
m2

1 �m2
2

�� 2s ps� tq � 2
�
m2

1 �m2
2

�2
t2
�
1� t

m2
a

	2 , (155)

o, simplificando,

F � 2
�
s� �

m2
1 �m2

2

��2 � 2st� t2

t2
�
1� t

m2
a

	2 . (156)

Podemos reescribir esta, de tal manera que se tenga expĺıcitamente sus tres contribuciones:

F � 2
�
s� �

m2
1 �m2

2

��2
t2
�
1� t

m2
a

	2 � 2s

t
�
1� t

m2
a

	2 �
1�

1� t
m2

a

	2 . (157)

Vamos a considerar un régimen de altas enerǵıas, en donde la enerǵıa del centro de masas

es mucho mayor que la enerǵıa en reposo de los espinores, es decir

m2
1,2 ! s , (158)

entonces,

F � 2s2

t2
�
1� t

m2
a

	2 �
2s

t
�
1� t

m2
a

	2 �
1�

1� t
m2

a

	2 . (159)

Por otro lado, si tal régimen de altas enerǵıas es aún mucho menor a m2
a, entonces, la función
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invariante F se reduce a:

F �
�
2s2

t2
� 2s

t
� 1


�
1� 2

t

m2
a



. (160)

Por otro lado, en el centro de masas:

p⃗i � �q⃗i � p⃗ , (161)

y, de la conservación de la enerǵıa-momento:

|p⃗f | � |p⃗i| , (162)

además, definiendo el ángulo entre p⃗i y p⃗f como:

θ � = pp⃗i, p⃗f q , (163)

podemos reescribir las variables de Mandelstam como:

s � ppi � qiq2 � pEi1 � Ei2q2 � pp⃗i � q⃗iq2 � pE1 � E2q2

t � ppi � pf q2 � pEi1 � Ef1q2 � pp⃗i � p⃗f q2 � �4p⃗2sen2 θ
2
, (164)

en donde se ha tenido en cuenta que E1i �
b
m2

1 � p⃗2i y E1f �
b
m2

1 � p⃗2f . Además, en el

régimen de altas enerǵıas:

s �
�b

m2
1 � p⃗2 �

b
m2

2 � p⃗2

2

� 4p⃗2 , (165)

Por lo tanto, la función invariante F (160), se puede expresar en términos del ángulo de

dispersión θ como:

F �
�

2

sen4 θ2
� 2

sen2 θ2
� 1

��
1� 2

�
s

m2
a



sen2

θ

2

�
. (166)
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o, equivalentemente,

F �
�
1� cos4 θ

2

sen4 θ2

��
1� 2

�
s

m2
a



sen2

θ

2

�
. (167)

Finalmente, en tal régimen de altas enerǵıas, la sección de choque diferencial (153) en el

centro de masas, adopta la forma:

�
dσ

dΩ



GQED

� α2

2s

�
1� cos4 θ

2

sen4 θ2

��
1� 2

�?
s

ma


2

sen2
θ

2

�
.

(168)

Recordemos que en el ĺımite ma Ñ 8 se recupera la electrodinámica espinorial usual, y,

vemos que en este mismo ĺımite se obtiene la sección de choque diferencial:

�
dσ

dΩ



QED

� α2

2s

�
1� cos4 θ

2

sen4 θ2

�
. (169)

Por lo que la corrección de la electrodinámica espinorial generalizada a esta dispersión de

espinores es dado como:

δ �

�
dσ

dΩ



GQED�

dσ

dΩ



QED

� 1 � �2
�?

s

ma


2

sen2
θ

2
. (170)

En particular, fijada la enerǵıa del centro de masas, se tienen que para ángulos pequeños,

δ � �
�?

s

ma


2 θ2

2
, (171)

la corrección será mı́nima. Mientras que para θ � π,

δ � �2
�?

s

ma


2

, (172)

la corrección será máxima,
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Caṕıtulo VI

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se ha estudiado la dispersión de dos fermiones de diferente masa e igual

carga. Esto se ha realizado dentro del marco de la electrodinámica espinorial generalizada.

En este marco, el campo espinorial de Dirac es la función de onda de los fermiones, y el

campo electromagnético es el mediador de la interacción.

Dado que la dispersión de fermiones es debido a la interacción electromagnética, se estudió

en primer lugar los diferentes propagadores del electromagnetismo generalizado. De antemano

se tuvo presente que el propagador de Feynman teńıa el rol deseado [29], ya que propaga los

campo de frecuencia positiva y negativa de forma causal y acausal, respectivamente.

El método seguido, para el cálculo de las secciones de choque, es similar al dado por

Bjorken y Drell [21]. La diferencia radica en el propagador electromagnético, que en nuestro

caso incluye como polo adicional a la masa de Podolsky: ma. En diferentes referencias se ha

encontrado quema puede alcanzar valores de al menos de 370 GeV [20], lo que razonablemente

valida el hecho de haber considerado un régimen de altas enerǵıas del centro de masas, con

valores mucho menores a la masa de Podolsky.

En una teoŕıa cuántica de campos de la electrodinámica espinorial usual: QED, se en-

cuentran correcciones radiactivas a los cálculos de nivel de árbol de la sección de choque [23].

Sin embargo, en nuestra propuesta, a pesar de ser un cálculo a nivel de árbol, la sección de

choque encontrada ya difiere de la dada por la QED. Más aún, tal corrección depende tanto

de la enerǵıa en el centro de masas como del ángulo de dispersión.

Se espera que nuestros resultados contribuyan al estudio de la dispersión entre electrones

y muones [30]. Si bien en nuestro resultado final, hemos despreciado la masa de los fermiones,
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se ha dejado abierta la posibilidad de un estudio en régines de enerǵıa menor en donde tales

masas sean preponderantes. Por otro lado, también es posible incluir nuestros resultados

en el estudio de dispersión de electrones por átomos [21]. Para esta última, nos plantemos

encontrar en un siguiente trabajo la dispersión coulombiana generalizada.

Otras extensiones de nuestro trabajo pueden realisarze para el estudio de la dispersión

de part́ıculas sin esṕın, y en ese sentido sustitut́ıamos el campo de Dirac por el de Klein-

Gordon [21] o el de Duffin–Kemmer–Petiau [31].
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Anexos

A. Teoŕıa clásica de campos de orden arbitrario

Al considerar propiedades locales de un sistema f́ısico, es decir que dependan de cada

punto del espacio y en cada instante, debemos introducir funciones cuyos valores en cada

punto del espacio-tiempo estén relacionados a tales propiedades. Aśı, definimos los campos:

φA : MÑ V con A � 1, . . . , N , (1)

donde M es la colección de puntos del espacio-tiempo y V el espacio de valores que adoptan

el campos. Debemos tener en cuenta que en particular el ı́ndice A también puede representar

las componentes de un mismo campo.

En una teoŕıa relativista, M es el espacio-tiempo de Minkowski y V es el espacio en donde

actúa una representación del grupo de Lorentz L. Es decir, si xµ � �
x0, x1, x2, x3

�
son las

coordenadas de un punto de M, entonces estas se transforman por un elemento del grupo de

Lorentz Λ P L como:

x1µ � Λµ
νx

ν . (2)

Luego, debe existir la transformación de los campos:

φ1A
�
x1
� � rS pΛqsAB φB pxq , (3)

donde S pΛq debe ser un elemento de alguna representación del grupo de Lorentz.

A.1. Funcional acción y lagrangiana

En el formalismo lagrangiano de la teoŕıa de campos, las ecuaciones de movimineto y las

leyes de conservación son obtenidas a partir de principios variacionales. Estos consisten en

problemas extremales de la conocida funcional acción, definida como sigue:

S rφs �
»
Ω

d4xL
�
φA, Bp1qφA, ..., BpnqφA

� pxq , (4)
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donde Bpkq � Bµ1Bµ2 ...Bµk
, Ω es una región del espacio-tiempo y L es la lagrangiana de

la teoŕıa. En la expresión dada, estamos considerando una teoŕıa de orden n, es decir, la

lagrangiana es construida con los campos y sus derivadas de hasta el orden n.

En los principios variacionales se considera que la acción es estacionaria bajo ciertas

condiciones. En primer lugar debemos de introducir la variación de la acción en primer orden

respecto a conjunto de parámetros que definen las transformaciones de las coordenadas y de

los campos,

x1µ � xµ � δxµ (5)

φ1A
�
x1
� � φA pxq � δφA pxq , (6)

en donde δφA pxq representa a la variación total del campo, es decir, se compone según:

δφA pxq � δ̄φA pxq � BµφA pxq δxµ , (7)

siendo δ̄φA pxq la variación en la forma del campo y BµφA pxq δxµ la variación en el punto.

Aśı, la variación de la acción será dada como:

δS �
»
Ω1

d4x1 L
�
φ1A, . . . , B1pnqφ1A

� �
x1
�� »

Ω

d4x L
�
φA, . . . , BpnqφA

� pxq , (8)

aqúı Ω1 es la región transformada del espacio-tiempo. La lagrangiana transformada se puede

expresar como:

L
�
φ1A, . . . , B1pnqφ1A

� �
x1
� � L

�
φA, . . . , BpnqφA

� pxq � δL
�
φA, . . . , BpnqφA

� pxq , (9)

y, al igual que los campos, la variación total de la lagrangiana también se compone por su

variación en la forma y en el punto:

δL pxq � δ̄L pxq � BµL pxq δxµ . (10)

Haciendo el cambio de variable x1µ � xµ � δxµ en la primera integral de p8q, es decir,
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considerando en esta:

Ω1 Ñ Ω (11)

d4x1 � d4x p1� Bµ pδxµqq , (12)

vemos que podemos expresar la variación de la acción p8q,

δS �
»
Ω

d4x p1� Bµ pδxµqq
�
L pxq � δ̄L pxq � BµL pxq δxµ

�� »
Ω

d4x L pxq , (13)

en una sola integral,

δS �
»
Ω

d4x
�
δ̄L� Bµ pLδxµq

�
, (14)

en donde se han considerado solo variaciones de primer orden.

La variación en la forma de la lagrangiana se dá debido a la variación de la forma del

campo y sus derivadas, es decir,

δ̄L �
ņ

a�0

BL
B �BpaqφA

� δ̄ �BpaqφA
�
, (15)

en donde la variación en la forma y las derivadas conmutan, ya que al derivar

φ1A
�
x1
� � φA pxq � δ̄φA pxq � BλφA pxq δxλ , (16)

respecto a x1µ,

B1αφ1A
�
x1
� � Bxν

Bx1α Bν
�
φA pxq � δ̄φA pxq � BλφA pxq δxλ

�
, (17)

y, teniendo en cuenta que:

x1ν � xν � δxν Ñ Bxν
Bx1α � δνα � B1αδxν � δνα � Bαδxν , (18)

tendremos que:

B1αφ1A
�
x1
� � rBα � pBαδxνq Bνs

�
φA pxq � δ̄φA pxq � BλφA pxq δxλ

�
, (19)
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considerando solo hasta términos de primer orden y haciendo el cambio λÑ ν :

B1αφ1A
�
x1
� � BαφA pxq � Bαδ̄φA pxq � BαBνφA pxq δxν � BνφA pxq Bαδxν

�pBαδxνq BνφA pxq

� BαφA pxq � Bαδ̄φA pxq � BαBνφA pxq δxν , (20)

vemos que:

δBαφA pxq � B1αφ1A
�
x1
�� BαφA pxq

� Bαδ̄φA pxq � BαBνφA pxq δxν . (21)

Por otro lado, por definición:

δBαφA pxq � δ̄BαφA pxq � BαBνφA pxq δxν , (22)

comparando los últimos resultados, concluimos que:

δ̄
�BαφA

� � Bαδ̄φA . (23)

Realizando los mismos pasos para:

B1σφ1A
�
x1
� � BσφA pxq � δ̄BσφA pxq � BλBσφA pxq δxλ , (24)

es decir, haciendo φA Ñ BσφA en los resultados anteriores, obtendremos que:

Bµδ̄BσφA pxq � δ̄BµBσφA pxq , (25)

y, como ya se ha visto,

δ̄BσφA pxq � Bσ δ̄φA pxq , (26)

por lo que:

δ̄
�BαBσφA

� � BαBσ δ̄φA . (27)
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Luego, por inducción, podemos encontrar que:

δ̄
�BpaqφA

� � Bpaqδ̄φA , (28)

para a � 0, 1, . . . , n. Finalmente, la variación en la forma de la lagrangiana se puede escribir

como:

δ̄L �
ņ

a�0

BL
B �BpaqφA

�Bpaqδ̄φA . (29)

Con el fin de encontrar las condiciones de frontera se identificarán términos de divergencia.

Luego, reescribamos δ̄L como:

δ̄L � BL
BφA

δ̄φA �
n�1̧

b�1

BL
B �BpbqφA

�Bpbqδ̄φA �
�

BL
B �BpnqφA

�
�
Bpnqδ̄φA , (30)

y, reescribamos el primer término del lado derecho, como:

BL
BφA

δ̄φA �
�

ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�
ņ

c�1

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqφA

�
�
δ̄φA , (31)

mientras que en el segundo término:

I �
n�1̧

b�1

BL
B �BpbqφA

�Bpbqδ̄φA , (32)

completamos las derivadas de productos:

I � �
n�1̧

b�1

�
n�b̧

c�1

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�

�
n�1̧

b�1

�
n�b̧

c�1

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA �

�
BL

B �BpbqφA
�
�
Bpbqδ̄φA

�
,

(33)
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en esta es posible reescribir la última sumatoria en una forma compacta, según:

I � �
n�1̧

b�1

�
n�b̧

c�1

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�

�
n�1̧

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�
. (34)

Aśı, reemplazando en p30q, vemos que δ̄L podrá reescribirse como:

δ̄L �
�

ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�
ņ

c�1

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqφA

�
�
δ̄φA �

n�1̧

b�1

�
n�b̧

c�1

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�

�
n�1̧

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�
�
�

BL
B �BpnqφA

�
�
Bpnqδ̄φA ,

(35)

aqúı, podemos unir las sumatorias tanto de la segunda como de la tercera ĺınea,

δ̄L �
�

ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�
n�1̧

b�0

�
�

n�b̧

c�1

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�

�
ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�
, (36)

haciendo en la segunda sumatoria cÑ c� 1 y bÑ b� 1 :

δ̄L �
�

ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�
ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpc�1q

�
BL

B �Bpc�1qBpb�1qφA
�
�
Bpb�1qδ̄φ

A

�

�
ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BpcqBpbqφA

�
�
Bpbqδ̄φA

�
. (37)
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Finalmente, identificando la derivada de un producto en las dos últimas sumatorias,

δ̄L �
�

ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�Bp1q
#

ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �Bp1qBpcqBpb�1qφA

�
�
Bpb�1qδ̄φ

A

�+
. (38)

Finalmente, identificamos Bp1q por Bµ en p38q :

δ̄L �
�

ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�Bµ
#

ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BµBpcqBpb�1qφA

�
�
Bpb�1qδ̄φ

A

�+
, (39)

y, reemplazamos en p14q, obteniéndose la variación de la acción:

δS �
»
Ω

d4x

�
ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�
»
Ω

d4xBµ
#

ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BµBpcqBpb�1qφA

�
�
Bpb�1qδ̄φ

A

�
� Lδxµ

+
,

(40)

o, usando el teorema de Gauss, también podemos expresarla como:

δS �
»
Ω

d4x

�
ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�
»
BΩ

dσµ

#
ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BµBpcqBpb�1qφA

�
�
Bpb�1qδ̄φ

A

�
� Lδxµ

+
.

(41)

donde BΩ es la frontera de la región en el espacio-tiempo Ω.

A.2. Principio de Hamilton

La descripción de los campos es dada por observadores inerciales. Luego, en cierto sistema

de referencia inercial, SRI, se tendrá que el volumen del espacio-tiempo Ω es limitado por dos

hipersuperficies σ1 � σ
�
x01
�
y σ2 � σ

�
x02
�
perpendiculares al eje temporal del observador, es
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claro que dichas hipersuperficies son parte de BΩ.

Aśı, enunciaremos el principio de Hamilton como: de todos los campos que se pueden

establecer entre σ1 y σ2, solo los campos f́ısicos son los que hacen estacionaria a la acción.

Del enunciado, se tiene que:

δxµ |σ1� δxµ |σ2� 0 , (42)

además, se entiende que los campos y sus derivadas son bien definidos en σ1 y σ2, es decir:

Bpb�1qδ̄φ
A |σ1� Bpb�1qδ̄φ

A |σ2� 0 , (43)

para b � 1, . . . , n. Sustituyendo en la variación de la acción p41q se obtiene que:

δS �
»
Ω

d4x

�
ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA

�
»

rx0
1,x

0
2s�BV

dσµ

#
ņ

b�1

�
n�b̧

c�0

p�1qc Bpcq
�

BL
B �BµBpcqBpb�1qφA

�
�
Bpb�1qδ̄φ

A

�
� Lδxµ

+
,

(44)

donde BV es el contorno del volumen espacial V donde se encuentran definidos los campos.

Del enunciado, se entiende que las condiciones de contorno son caracteŕısticas propias del

sistema. Por lo tanto, BV es bien definido, es decir,

δxµ |BV� δxµ |BV� 0 , (45)

y, podemos considerar que fuera de V los campos deben ser nulos. Aśı, se imponen las

condiciones de contorno:

Bpb�1qδ̄φ
A |BV� Bpb�1qδ̄φ

A |BV� 0 , (46)

por lo que, la variación de la acción se reduce a:

δS �
»
Ω

d4x

�
ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
��

δ̄φA . (47)
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Finalmente, tomando en cuenta que las variaciones en la forma de los campos δ̄φA son

arbitrarias, se encuentra que los campos f́ısicos deben cumplir con las ecuaciones de Euler-

Lagrange:
ņ

a�0

p�1qa Bpaq
�

BL
B �BpaqφA

�
�
� 0 . (48)

En particular, para una teoŕıa de primer orden, n � 1, se tienen las ecuaciones:

BL
BφA

� Bµ
� BL
B pBµφAq



� 0 , (49)

mientras que para una teoŕıa de segundo orden, n � 2,

BL
BφA

� Bµ
� BL
B pBµφAq



� BνBµ

� BL
B pBµBνφAq



� 0 . (50)

en donde, vemos que los ı́ndices de las derivadas del último término aparecen en orden

inverso. Aunque, debido la simetŕıa de la composición de las derivadas, tal orden no afecta

el resultado.
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