Universidad Nacional de Ingenieria

Facultad de Ciencias

TESIS

“Optimizaciéon Robusta Aplicada a Problemas
de Energia”

Para obtener el Titulo Profesional de Licenciado en

Matemaética
Elaborado por:

Americo Andres Chulluncuy Reynoso

0009-0005-3365-7978

Asesor:

Dr. Eladio Teofilo Ocana Anaya
0000-0001-5960-7366

LIMA-PERU
2025


https://orcid.org/0009-0005-3365-7978
https://orcid.org/0000-0001-5960-7366

Citar /How to cite

Referencia/Reference

Estilo/Style:

Chulluncuy Reynoso [1]

[1] A. Chulluncuy Reynoso, Optimizacion Robusta Apli-
cada a Problemas de Energia |Tesis de pregrado|. Lima

(Pert): Universidad Nacional de Ingenieria, 2025.

IEEE

Citar /How to cite

Referencia/Reference

Estilo/Style:

(Chulluncuy Reynoso, 2025)

Chulluncuy Reynoso, A. (2025). Optimizacion Robusta
Aplicada a Problemas de Energia. [Tesis de pregrado,
Universidad Nacional de Ingenierial. Repositorio Insti-

tucional UNI.

APA (Tma ed.)

i



Dedicatoria

Dedico este trabajo a mi familia, por su apoyo constante e incondicional. Este logro no

habria sido posible sin ellos.

1ii



Agradecimientos

Quiero expresar mis sinceros agradecimientos a todas las personas que, de una u otra manera,
contribuyeron de forma significativa a la realizaciéon de esta tesis. En primer lugar a mi asesor
de tesis, Eladio, por su paciencia, guia y constante motivacién a lo largo de todo el proceso.
Extiendo mi gratitud a mis profesores y amigos, quienes compartieron sus conocimientos y
experiencias, los cuales han sido fundamentales para mi desarrollo profesional. También agra-
dezco a la Universidad Nacional de Ingenieria por proporcionarme los recursos y el ambiente
necesario para llevar a cabo esta investigacion.

Finalmente, quiero expresar mi agradecimiento més especial a mi familia, por su apoyo in-

condicional y respaldo en los momentos més decisivos.

v



Resumen

La optimizacion robusta es un campo de investigacion emergente que proporciona he-
rramientas para abordar problemas de optimizaciéon en los que existen variaciones e
incertidumbres en los datos. Su capacidad para gestionar estas fluctuaciones la con-
vierte en una herramienta clave en la toma de decisiones y la planificacion de sistemas
complejos. Este trabajo aborda los principios fundamentales, las herramientas y las
técnicas de la optimizacion robusta, y explora su aplicaciéon en el &mbito de la gestion
energética, donde la incertidumbre es un factor comin. Un ejemplo claro de esto son
las fuentes de energia renovable, como la solar y la edlica, cuya generacion esta sujeta
a variaciones naturales debido a las condiciones climaticas. Para lograr una gestion
eficiente de la oferta y demanda de energia, es esencial que la generacion y distribucion
se adapten a diversas condiciones y escenarios.

Comenzamos presentando los diferentes conceptos de robustez propuestos en la litera-
tura, seguido de un analisis detallado de la formulaciéon de problemas de optimizacion
robusta que incorporan conjuntos de incertidumbre asociados a los datos, asi como sus
respectivas reformulaciones. Ademas, se examinan diversos algoritmos robustos dise-
nados para resolver eficientemente estos problemas, incluyendo métodos de descompo-
sicién y técnicas de corte.

Mediante ejemplos ilustrativos del sector eléctrico, se analizan los métodos principales
para modelar la incertidumbre: la optimizaciéon estocastica y la optimizacién robusta.
Se resalta como ambos enfoques pueden complementarse en la modelacion de problemas
energéticos. Asimismo, se enfatiza la importancia de diferenciar entre la incertidumbre
de corto plazo y la de largo plazo.

Finalmente, se desarrolla un caso de estudio en el sector eléctrico, donde el problema
se plantea utilizando un modelo de optimizacion estocéastica robusta ajustable. Debido
a la complejidad asociada con la resolucion directa de esta formulacion, el problema

es reformulado y abordado mediante un procedimiento de descomposicion tipo Benders.



Palabras clave — Optimizacion robusta, soluciones robustas, algoritmos de optimizacion

robusta, problemas de energia.
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Abstract

Robust optimization is an emerging field of research that provides tools to address opti-
mization problems involving variations and uncertainties in data. Its ability to manage
these fluctuations makes it a key tool in decision-making and the planning of com-
plex systems. This work addresses the fundamental principles, tools, and techniques of
robust optimization and explores its application in energy management, where uncer-
tainty is a common factor. A clear example of this is renewable energy sources, such as
solar and wind, whose generation is subject to natural variations due to weather con-
ditions. To achieve efficient management of energy supply and demand, it is essential
for generation and distribution to adapt to various conditions and scenarios.

We begin by presenting the different concepts of robustness proposed in the literature,
followed by a detailed analysis of the formulation of robust optimization problems that
incorporate uncertainty sets associated with data, as well as their respective reformula-
tions. Additionally, we examine various robust algorithms designed to efficiently solve
these problems, including decomposition methods and cutting techniques.

Through illustrative examples from the electrical sector, the main methods for mode-
ling uncertainty are analyzed: stochastic optimization and robust optimization. The
complementarity of both approaches in modeling energy problems is highlighted. Mo-
reover, the importance of distinguishing between short-term and long-term uncertainty
is emphasized.

Finally, a case study in the electrical sector is developed, where the problem is formu-
lated using an adjustable robust stochastic optimization model. Due to the complexity
of directly solving this formulation, the problem is reformulated and addressed using a
Benders decomposition approach.

Keywords — Robust optimization, robust solutions, robust optimization algorithms,

energy problems.

vii



Tabla de Contenido

Resumen v
Abstract vii
I. Introducciéon 1
A. Motivacidn . . . . . .. 1
B. Objetivos generales . . . . . . . . .. 2
1) Objetivos especificos . . . . . . . ... 2

C. Organizaciéon de la tesis . . . . . . . . . .. .. L 2
II. Optimizaciéon en ambientes de incertidumbre 4
A. Introduccién a la robustez en problemas de optimizacién . . . . . . . .. .. ... 4
B. Principales modelos de robustez . . . . . . .. ... o oL 6
1) Robustez estricta . . . . . . . ... 6

2) Robustez restringida por cardinalidad . . . . . . . . ... ... L. 7

3) Robustez ajustable . . . . . ... ... 7

4) Robustez ligera . . . . . . . .. L 8

5) Robustez basada en arrepentimiento . . . . . . ... ... L. 9

C. Optimizacion Estocastica . . . . . . . . . .. ... ... 9
1) Optimizacién estocastica de dos etapas . . . . . . . ... ... ... ... ... 10

2) Optimizacion estocastica multietapa . . . . . . . .. ... ... L. 13

D. Optimizacién Robusta . . . . . . . . . . .. 16
1) Optimizacion robusta de una etapa . . . . . . . . . .. ... ..., 16

2) Optimizacion robusta ajustable . . . . . .. . ... ... 18

3) Optimizacion estocéstica robusta ajustable . . . . . . ... .. ... ... ... 21

E. Representacion de la incertidumbre . . . . . . . . . ... ... 25
1) Escenarios . . . . . . . .. 25

2) Conjuntos de incertidumbre . . . . . . ... ..o 25

3) Incertidumbre presupuestaria . . . . . . . ... ... 26

III. Optimizaciéon robusta estricta 28
A. Optimizacion lineal robusta . . . . . . . . ... ... L 29

viil



1) Formulacion . . . .. . ..
2) Conjuntos de incertidumbre poliedrales . . . . . . . ... ... ... ... ...
3) Conjuntos de incertidumbre conico lineal . . . . . . . ... .. ... ...
B. Optimizaciéon convexa robusta . . . . . . . . . ... oo
1) Restricciones conicas de segundo orden robustas . . . . . . . ... ... .. ..

2) Restricciones semidefinidas robustas . . . . . .. ... ..o L.

IV. Optimizaciéon robusta ajustable
A. Optimizacién robusta lineal de dos etapas . . . . . . . .. ... ... .. .....
1
2
3
4

) Formulacion funcional . . . . . . ..o oo
) Formulacion anidada . . . . . . . ... oo
) Complejidad de los problemas lineales robustos de dos etapas . . . . . .. ..
) Algoritmos basados en oraculos . . . ... ..o Lo
5) Descomposicion de Benders . . . . . . ... Lo
6) Generacion de columnas y restricciones . . . . . . . .. ...
B. Modelos de optimizacién robusta ajustable . . . . ... ... ... ... ... ..

1) Incertidumbre a corto y largo plazo . . . . . . . . . ... ... L.

2) Formulacion y soluciéon del modelo . . . . . . . .. ...

3) Planificacion de expansion de transmision . . . . . ...

V. Aplicaciéon a un Problema de Energia
A. Casodeestudio. . . . . . . . L
1) Formulacion del problema . . . . . .. ... ... Lo
2) Reformulacion del problema . . . . . . ... Lo
3) Solucion del problema . . . . .. ...
B. Analisis y discusion de resultados . . . . . . . .. ..o
1) Comparacion de costos del modelo ARSO y determinista . . . . . .. .. ...
2) Impacto de la incertidumbre en el modelo ARSO . . .. ... ... ... ...

)
3) Analisis de las soluciones del modelo ARSO y el modelo determinista . . . . .
4) Convergencia del algoritmo de Benders para modelos ARSO . . . . ... ...

V1. Conclusiones y perspectivas
A. Conclusiones . . . . . . . . . e

B. Perspectivas para trabajos futuros . . . . . . .. ... ... L.
VII. Referencias Bibliograficas

Anexos

50
ol
51
52
o6
o7
o8
61
62
63
64
65

73
73
74
75
79
80
80
82
83
84

86
86
86

86

89

1X



Lista de Tablas

Tabla I:  Resultados del caso de estudio bajo diferentes configuraciones . . . . . 83
Tabla II:  Soluciones del problema determinista asociado con el modelo ARSO. . 84
Tabla III: Soluciones 6ptimas de las variables operativas y flujos por escenarios. . )



Lista de Figuras

Figura I:  Conjunto de incertidumbre 8. . . . . . . . . ... ... .. .. ...
Figura II: Ejemplos de conosen R3. . . . . . . ... ... ... ... .......
Figura III: Incertidumbre elipsoidal y region factible de la restriccidon robusta.

Figura IV: Region factible nominal (rojo) y robusta (celeste). . . . . .. ... ..
Figura V:  Region factible de la restriccion robusta (3.24). . . . .. ... ... ..

Figura VI: Region factible de una restriccion robusta semidefinida positiva.
Figura VII: Esquema de un problema robusto de dos etapas. . . . . ... .. ...

Figura VIII: Caso de estudio de la planificacién de expansion de transmision.

Figura IX: Comparacion del costo ARSO y deterministico (caso simétrico). . . . .
Figura X: Comparacion del costo ARSO y deterministico (caso asimétrico). . . .
Figura XI: Convergencia del Algoritmo 5 para el caso de estudio. . . . . . .. ..

Figura XII: No convergencia del Algoritmo 5 para el caso de estudio. . . . . . . . .

38
44
46

48

o1

74
81

82

X1



I. Introduccion

En la vida real, rara vez disponemos de datos perfectos o informacion precisa sobre
el futuro. Por lo que es esencial saber como abordar problemas en un entorno caracterizado
por la incertidumbre y la variabilidad. La teoria de optimizacioén estocastica permite abordar
problemas de optimizacion con pardmetros aleatorios que siguen distribuciones especificas [1].

Por otro lado, la optimizacién robusta es otra metodologia diseniada para tratar la
incertidumbre en los parametros de un problema de optimizaciéon. El modelo basico de opti-
mizacioén robusta no requiere conocer la distribucién, sélo supone que los parametros inciertos
pertenecen a un conjunto conocido, denominado conjunto de incertidumbre. La optimizacién
robusta tiene como objetivo encontrar el mejor conjunto de decisiones con respecto al peor

de los casos [2].

A. Motivacidon

El desarrollo de los modelos de optimizaciéon robusta esta impulsado por la necesidad
de tomar decisiones basada en riesgos, es decir, en situaciones donde una especificacién inco-
rrecta de los datos puede impactar significativamente en el problema. Por ejemplo en una sala
de operaciones es importante considerar los peores escenarios, ya que una decisiéon incorrecta
puede poner en peligro vidas.

El sector eléctrico es otro ambito donde la toma de decisiones bajo incertibumbre es
comin. A nivel de operacion de un sistema eléctrico las decisiones incluyen la programacion
y el despacho de las instalaciones de produccién para abastecer la demanda de electricidad.
A nivel de planificacion de operacion, las decisiones incluyen la adquisicién de combustible
(carbon, gas natural, nuclear) para producir energia eléctrica y el mantenimiento de los com-
ponentes del sistema (lineas, transformadores e instalaciones de produccion). En el nivel de
planificacion de la expansion, las decisiones incluyen el refuerzo y la expansion de la red, tanto
de transmisiéon como de distribucién y la construccién de nuevas instalaciones productivas.

Debido a la creciente integraciéon de instalaciones de produccién dependientes del
clima, en la mayoria de situaciones éstas decisiones deben tomarse en condiciones de alta
incertidumbre, lo que hace que la capacidad de produccién sea incierta. Por ello, resulta
fundamental estudiar y comprender la teoria de la optimizaciéon robusta para representar de
manera precisa la incertidumbre en modelos de toma de decisiones bajo condiciones inciertas,

especialmente en el &mbito de los problemas del sector eléctrico.



B. Objetivos generales

El objetivo de la tesis es investigar las bases tedricas de la optimizaciéon robusta y su

aplicacién en problemas de gestiéon de energia.

1) Objetivos especificos

Describir las aplicaciones de las técnicas de la optimizacion robusta con ejemplos senci-
llos relacionados con el sector eléctrico tales como la gestion de la demanda energética,
la planificacion de la generacion de energia, la operaciéon de redes eléctricas y la expan-

sion de la transmision.

Estudiar las formas de modelar la incertidumbre asi como reconocer fuentes de incer-

tidumbre asociadas a problemas energéticos.

Formular un modelo robusto que refleje el problema energético y la incertidumbre

asociada.

Aplicar técnicas de optimizacion robusta para encontrar soluciones 6ptimas o satisfacto-
rias que sean resistentes a la incertidumbre mediante el uso de software de optimizaciéon

y algoritmos especificos.

Evaluar y comparar el rendimiento de las soluciones obtenidas mediante optimizacion
robusta en diferentes escenarios de incertidumbre con las soluciones del modelo deter-

minista.

Organizacion de la tesis

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

El Capitulo II introduce las principales metodologias para abordar problemas en am-

bientes de incertidumbre: la optimizacion estocastica y la optimizaciéon robusta. Estas meto-

dologias se ilustran mediante ejemplos sencillos relacionados con el sector energético.

El Capitulo III aborda la optimizacién robusta estética. En este capitulo, se estudia

la optimizacién lineal robusta y se analiza cémo obtener reformulaciones de estos proble-

mas considerando conjuntos de incertidumbre poliedrales y coénicos. Ademés, se examinan

problemas de optimizacién convexa robusta.

El Capitulo IV desarrolla el estudio teérico de la optimizacion robusta ajustable. Se

establece la formulacion y las propiedades de los problemas de optimizacién robusta de dos

etapas. Asimismo, se presentan algoritmos basados en oréaculos, descomposiciéon de Benders,



generacion de columnas y restricciones, que permiten resolver dichos problemas. También se
analizan modelos de optimizacién robusta ajustable.

El Capitulo V presenta una aplicaciéon en el ambito energético, especificamente en un
problema de expansiéon de generacion. En este capitulo, se aplican las herramientas desarro-
lladas a lo largo del trabajo para resolver el problema de manera efectiva.

Finalmente, el Capitulo de conclusiones expone los principales resultados obtenidos y

plantea posibles perspectivas futuras de investigacion.



II. Optimizacién en ambientes de

incertidumbre

La optimizacién en un entorno de incertidumbre permite abordar problemas complejos
en los que no se puede predecir con certeza céomo se desarrollaran los eventos o cuéles seran
los valores exactos de los parametros.

Esta incertidumbre puede surgir en una variedad de contextos. Por ejemplo, en pro-
blemas relacionados con la gestion de recursos naturales o la planificacién energética, la
incertidumbre en las condiciones futuras es un factor importante y puede tener un impac-
to significativo en los resultados. La optimizaciéon en un ambiente de incertidumbre permite
desarrollar estrategias que sean robustas y resistentes a los cambios imprevistos.

En el presente Capitulo se introducen los conceptos bésicos y modelos de la optimi-
zaciéon robusta y se presenta un resumen de los principales enfoques existentes para abordar
problemas de optimizacién bajo incertidumbre: la optimizacién estocastica y la optimizacién
robusta. Para facilitar la comprensién de ambos enfoques, se incluyen ejemplos simples rela-
cionados con el sector energético, asi como algunas observaciones sobre la dificultad compu-

tacional de estos modelos.

A. Introduccién a la robustez en problemas de optimi-
zacion

Cuando se toman decisiones en problemas que involucran ambigiiedad, errores en
los parametros o incertidumbre en el proceso y su entorno, es importante determinar si la
soluciéon propuesta es robusta. Una solucion robusta debe ser factible para cualquier escenario
posible de parametros e incertidumbre, manteniendo su factibilidad cercana a la condicién de

optimalidad. Este enfoque da lugar a los siguientes conceptos fundamentales:

e Incertidumbre en la factibilidad de la solucién. Idealmente, se busca que la
solucion sea factible para cualquier valor de los pardmetros analizados. Sin embargo,
garantizar esta factibilidad presenta dos desafios principales. En primer lugar, existe un
coste computacional significativo al considerar todos los valores posibles de los para-
metros. En segundo lugar, existe un deterioro en la calidad de la solucién: cuanto més
exigente sea la factibilidad con respecto a los parametros, mayor sera la probabilidad de

alejarse del optimo. Por lo tanto, existe un equilibrio entre la factibilidad y la calidad



de la solucién, que depende del problema especifico que se esté resolviendo. La eleccién
del conjunto de incertidumbre juega un papel crucial en la viabilidad de resolver el

problema y en la calidad de la solucién obtenida.

Incertidumbre en el valor objetivo de la funcién. Dependiendo del conjunto de
incertidumbre seleccionado, la optimizaciéon de la solucién puede verse alterada. En
este contexto, la optimizaciéon robusta busca obtener una solucién que se desempene
adecuadamente en diferentes escenarios. Sin embargo, no todos los escenarios requieren
el mismo tratamiento en términos de optimizacién. En la literatura, se han desarrollado
diversos conceptos de robustez para abordar esta problematica, entre los cuales desta-
can: robustez estricta [2], robustez restringida por cardinalidad [3], robustez ajustable

[4], robustez ligera [5], robustez basada en arrepentimiento [6].

Incertidumbre en el problema de optimizacién. En problemas reales, es comiin
enfrentarse a perturbaciones en los datos de entrada o a parametros estimados de ma-

nera inexacta. Un problema de optimizacién con restricciones puede expresarse como:

min f(a)
sa. F(x)<0 (P)
rzeX

donde, F' : R™ — R™ describe un problema con n variables y m restricciones, f :
R™ — R es la funcion objetivo, X C R"™ es el espacio de busqueda. Para formalizar
la incertidumbre en el problema se asume que & € R representa un escenario posible.

Asi, el problema de optimizacion considerando la incertidumbre &€ se representa por:

min f(z.)
sa. F(x,€) <0 (P[&])
xre X

sin embargo, en la mayoria de los casos, el valor exacto de £ no se conoce. Por ello,
en optimizacién robusta, se asume que € pertenece a un conjunto de incertidumbre
U C RX dado.

El problema incierto correspondiente a (P[£]) es una familia de problemas parametri-

zados, denotada como:

{(Plg]) : £ e 4} (2.1)

El objetivo de la optimizacién robusta es transformar esta familia de problemas en un

dnico problema de optimizacién, denominado contraparte robusta. La complejidad y



el tratamiento del problema dependen en gran medida de la eleccién del conjunto de

incertidumbre. En la literatura, los conjuntos de incertidumbre més comunes incluyen:

e Incertidumbre finita: & = {&;,..., &}

e Incertidumbre basada en intervalos: 8 = |&; — & | X -+ x |& — &

Incertidumbre basada en normas: 4 = {£ € R* : || — €|| < I'}

Incertidumbre poliedral: 4l = conv{&;,..., &}

e Incertidumbre por restricciones (constraint-wise) : 4l = 3 x - -+ x i,,,, donde, ;

afecta tinicamente a la i-ésima restriccion.

B. Principales modelos de robustez

En esta seccién se definen los principales tipos de robustez presentes en la literatura,
utilizados para abordar problemas de optimizaciéon bajo incertidumbre. Ademas, se presenta

la formulacion matematica de cada modelo en su versién robusta.

1) Robustez estricta

También conocida como robustez minmax, este concepto tiene su origen en el trabajo
pionero de Soyster [7]. Una soluciéon & € X para el problema con incertidumbre (2.1), se
considera estrictamente robusta si & es factible para todos los escenarios posibles de U, es
decir, si satisface:

F(x,&) <0, V¢ el

La contraparte robusta [2| del problema incierto (2.1) se formula de la siguiente ma-

nera:

min pax f(x, &)
sa. F(x,€) <0, V€ ey,
xe X

En la robustez estricta, todos los escenarios se consideran posibles y decisivos. Este enfoque
es particularmente relevante en sistemas criticos donde no se puede tolerar ningtn tipo de

fallo, como en el diseno de aviones o en el manejo de centrales nucleares.



2) Robustez restringida por cardinalidad

Una forma de relajar la robustez estricta consiste en restringir el espacio de incer-
tidumbre. La robustez restringida por cardinalidad se basa en la premisa de que es poco
probable que todos los parametros de incertidumbre cambien simultdneamente en el analisis
del peor caso. Por lo tanto, es posible limitar la cardinalidad del espacio de incertidumbre,
permitiendo que solo algunos parametros varien mientras los demés se modelan con sus valores
representativos.

Siguiendo el trabajo de Bertsimas y Sim [3|, consideremos que (z1,...,x,) es una
solucién y que a1xy + - - - + a,T, < b es una restricciéon del problema de optimizaciéon. Dado
el conjunto de incertidumbre 4 := {a € R" : a; € [a; — d;,a; + d;],i = 1,...,n}, la robustez

restringida por cardinalidad puede expresarse como:

n
a;%; a dilz;| <b
Zam +IC{1,{I.1n]}r{,|I:F; ilzil <

i=1 ’

Es importante notar que, cuando I' = 0, la restriccion coincide con la del problema nominal.
Al variar varT' en el rango {1,...,n}, se introduce flexibilidad para ajustar el nivel de con-
servadurismo de la solucién. Esta metodologia fue posteriormente extendida a problemas de

optimizacion combinatoria en [8].

3) Robustez ajustable

Otra forma de relajar el espacio de incertidumbre en la robustez estricta es dividir
el espacio en grupos de variables. El primer grupo, conocido como variables “here and now”,
corresponde a aquellas que deben ser evaluadas antes de conocer el escenario & € 1 (variables
de primera etapa). El segundo grupo, incluye las variables que pueden determinarse una vez

que el escenario & ha sido revelado (variables de segunda etapa).

sea z € R", el cual puede descomponerse como, z = (x,y), donde x € X C R™ y
y € Y CR™, con ny+nge =n. Aqui, x representa las variables de primera etapa mientras que
y corresponde a las variables de segunda etapa. Asi, el problema de optimizacién se puede

formular como:

min - f(z,y,£)
sa. F(x,y,€) <0
(z,y) e X XY

En la robustez ajustable se asume que los parametros £ se realizan después de que han tomado



las decisiones de primera etapa x, pero antes de determinar las decisiones de segunda etapa
Y. Por lo tanto, el conjunto Y depende de x y &, lo cual se denota como Y (x,£). Una vez
fijada la variable de primera etapa & € X, se debe garantizar que, para cualquier escenario
&€ € 4, exista un y € Y(x,&) tal que F(x,y,€) < 0. La contraparte robusta ajustable [4],

para el problema se define como:

min{t:3y € Y(@.6) f@.9.) < 1) (2.2)

Esta formulacion puede reformularse como:

. . 2.3
YR, it e -

El concepto de robustez ajustable fue introducido en el trabajo de Ben-Tal et al. [4] en el
contexto de problemas de programacion lineal con incertidumbre. Posteriormente el concepto

ha sido aplicado en la seleccion de portafolios y en sistemas de energia.

4) Robustez ligera

Conocido en la literatura como light robustness, es una forma diferente de relajar el
concepto de robustez estricta. Este concepto, considera como hipodtesis que si resolvemos el
problema nominal y obtenemos una solucién aceptable, podemos concentrarnos en encontrar
soluciones que no estén muy lejos de la solucién 6ptima nominal y que sean factibles. La

formulacién de este modelo viene dada por

g? Z;m%
sa. f(x,6) < f (&) +p
(2.4)
F(x,6) <0

F(z,6) <~y VEecd
zeX,veR}.

El concepto de robustez ligera fue introducido por Fischetti y Monaci [9]. El objetivo princi-
pal de esta definicién es establecer un equilibrio entre la robustez de la solucién y su calidad.
Para lograr esto, se introduce un pardmetro de relajaciéon, denotado como p, que restringe la
soluciéon a mantenerse dentro de cierta proximidad de la soluciéon 6ptima del caso nominal
representada por f*(é) Adicionalmente, se incorpora el parametro -y, el cual permite flexi-
bilizar las restricciones del problema, facilitando asi la obtencién de soluciones que, aunque

cercanas al caso nominal, sean méas robustas frente a incertidumbres.



5) Robustez basada en arrepentimiento

Conocida como regret robustness, este es otro concepto de robustez ampliamente
estudiado en la literatura. Al igual que la robustez estricta, se fundamenta en el analisis del
peor caso; sin embargo, su enfoque difiere en la funcién objetivo que se optimiza. En este

caso, la funcién objetivo esta dada por:

minmax f(x,&) — f*(§)

xz  geul
sa. F(x)<O0 (2:5)
reX

donde, f*(&) representa el valor 6ptimo del problema (P[£]), es decir, el valor 6ptimo que se
habria obtenido en el problema nominal si el escenario real £ se hubiera conocido de antemano.
Este enfoque de robustez es particularmente ttil en contextos donde la incertidumbre esta
presente Unicamente en la funcién objetivo y no en las restricciones. Para un anélisis mas

detallado de sus aplicaciones, se recomienda consultar el trabajo de Kouvelis y Yu [10].

C. Optimizacion Estocastica

Un problema de programacion estocastica tiene la siguiente forma general [1]:

min - Ee[f(z, €)];

zeX(§)

donde, x representa las variables de decision, X (£) es el conjunto factible, £ es el vector de pa-
rametros inciertos, f(x, &) es la funcion objetivo y E es el operador de esperanza matematica.
En el siguiente ejemplo se ilustra la formulacién y solucién de un problema de programacion

estocastico .

Ejemplo II.1. Consideremos un productor de electricidad que ofrece energia x a un mercado
eléctrico. Asumiendo que su nivel de produccion puede ser 3 o 10 y que el costo por unidad de
produccion es 5. Una vez que la oferta de produccion se envia al mercado, se revela el precio
a pagar al productor. Supongamos que este precio u es 4 o 7 con igual probabilidad % Para

mazimizar su ganancia, el productor necesita resolver el siguiente problema

1 1
xg{l??ﬁ{o} z= 5(:5(4 —5))+ §(x(7 —5)).

El primer término de la funcion objetivo corresponde a la realizacion del precio de mercado

& = 4, este es el primer escenario que ocurre con probabilidad % El sequndo término de la



funcion objetivo corresponde a la realizacion del precio del mercado € = 7. Este es el sequndo
escenario que también ocurre con probabilidad % Por lo tanto, la funcion objetivo corresponde
al valor esperado de la ganancia del productor. El problema anterior es equivalente a:

1

max Z=—x,
z€{3,10} 2

cuya solucion (estocdstica) optima es x = 10, con un valor objetivo de z = 5.

Ademas del modelo anterior, existen dos metodologias adicionales que son relevan-
tes en la practica: la optimizacién estocastica en dos etapas y la optimizacién estocastica

multietapa. A continuaciéon describimos cada una de estas metodologias.

1) Optimizacién estocastica de dos etapas

El enfoque se divide en dos etapas. En la primera etapa se toman las decisiones iniciales
(considerando los posibles escenarios) que son independientes de la incertidumbre futura, sin
conocimiento de los resultados especificos que ocurriran en el futuro. En la segunda etapa
se revelan eventos inciertos que impactan el problema, como la demanda del mercado, las
condiciones climaticas o los precios de los productos. Con base en estos eventos, se toman
decisiones adicionales especificas para cada escenario observado.

Un problema de optimizacion estocastica de dos etapas tiene la siguiente forma:

el 1
nin, (@) + Eeifz]

donde: zli = min 2zt x2).
© e [ we)

El vector &' € X! representa las variables de decisiéon de la primera etapa perteneciente al
conjunto factible X', f(x!) es la parte de la funciéon objetivo relacionada con el vector de
las variables de decisiéon de la primera etapa, wzl es el vector de variables de decisién de la
segunda etapa dentro del conjunto factible X?2(£!), que toma valores 6ptimos una vez que
los parametros inciertos han tomado valores especificos, f?(z!, ccgl) es la parte de la funcién
objetivo relacionada con el vector de variables de decisién de la segunda etapa y Eg1 [zél] es
el valor esperado de la parte de la funcion objetivo especificamente relacionada con el vector

de variables de decision de la segunda etapa.

El enfoque de dos etapas se puede utilizar en el ambito de los sistemas eléctricos
para modelar un problema de produccién diaria de unidades generadoras, considerando la
demanda horaria de electricidad como un parametro incierto.

La primera etapa representa las decisiones de programacion al principio del dia que involucra

poner en marcha y/o detener las unidades generadoras. Teniendo en cuenta que la puesta en

10



marcha de unidades suele ser costosa, estas decisiones deben tomarse con prudencia. Por lo

tanto, la primera etapa esta representada por:

. 1
min x).
xrleX?! f( )
La segunda etapa representa todas las posibles condiciones de operacion (escenarios) relacio-
nadas a la realizacion real de la demanda de electricidad a lo largo de las horas del dia. Cada

escenario de la segunda etapa esta representado por:

El efecto de todos los escenarios en promedio se suma a la funcién objetivo a través del

término [Eg [zél], dando lugar a la siguiente representacion:

. 1,1 1
Jnin, (@) + Eeifza].
El objetivo es minimizar el costo de programacién de la primera etapa maés el costo esperado

de operacién de la segunda etapa.

Ejemplo I1.2. Consideremos un planificador de transmision que tenga la opcion de construir
solo uno de dos lineas de transmision alternativas de capacidad 2 o 4 para conectar los nodos
eléctricos 1 y 2. El costo de construccion por unidad para la linea es 1. En el nodo 1 se
encuentra un generador de capacidad ilimitada y costo de produccion 5 por unidad, mientras
que en el nodo 2 otro generador también de capacidad ilimitada y costo de produccion de 10
por unidad estd disponible. La demanda se ubica en el nodo 2 y puede tomar el valor de , 3 o
5, con probabilidades iguales a 1/2. El modelo de programacion estocdstica de dos etapas para

que el planificador de transmision decida qué linea de transmision construir es:

: : L/ Y 1 (=@ @)
! 3 (5017 +10087) + 5 (501 + 10447
ST A A PAPI

s.a. yg) + ygl) =3

donde x representa la capacidad de la linea de transmision a construir, ygl) Yy yél) representan
la produccion de las unidades en los nodos 1 y 2 respectivamente, si la demanda es d = 3
(primer escenario), y§2) Y y§2) representan la produccion de las unidades en los nodos 1 y 2

respectivamente, si la demanda es d =5 (sequndo escenario).

El primer término de minimizacion del problema anterior corresponde al costo de
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nwversion en la instalacion de transmision, mientras que el sequndo corresponde al costo es-
perado de operacion sobre los dos escenarios posibles, cada uno con una probabilidad de %
Las restricciones relevantes para la operacion real del sistema eléctrico en ambos escenarios
incluyen el balance de energia y el limite de transmision. El problema anterior es equivalente

a:’

. 1 (1) (1) (2) )
tot 5 (suf? +107) + 5 (50f? + 10487
we{z?}l;gllmzo $+2 dyr " + 10y, 5y1" + 10y,

s.a. ygl) + yél) =3
y <

w +us’ =5
y§2) <

Debido a la simplicidad de este problema, se puede resolver mediante enumeracion como se

muestra a continuacion.

e Primero consideramos que el planificador construye la linea de capacidad 2, es decir,

x = 2. Entonces, el problema a resolver es:

min 2= [5y(1) +10y0] + [5y(2) + 10y]
y1,922>0
s.a. y§1) + y2 =3
(1) <9
yf” <2,

cuya solucion es y( ) =2 y(l) ,y?) = 2,y§2) =3yz=32.

e (Consideremos ahora que el planificador construye la linea de capacidad x = 4. Entonces,

el problema a resolver es:

. 1
min  z=4+ - [5 W 10y + 25yt + 1098
y1,y220 2

s.a. (1) + y2 =3
gt <4

(2) + yz =5
) <4,

cuya solucion es y( ) =3 y(l) O,y?) =4 y(2) =1yz=26.5.

Finalmente, considerando las dos alternativas de inversion x = 2 y x = 4, y el hecho de que el

planificador busca obtener el costo total minimo (costo de inversion mds costo de operacion),
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(1 _ (2 _ 2 _

la solucion esx =4, y; ' =3 y2 =0,y;7 =4,y =1y z=26.5. El planificador construye

la linea mds grande porque en promedio es la mejor.

2) Optimizacion estocastica multietapa

Se utiliza para abordar problemas con incertidumbre donde se deben tomar decisiones
secuenciales en multiples etapas o momentos a lo largo del tiempo. Este enfoque es ttil en
situaciones en las que las decisiones tomadas en etapas posteriores pueden influir en los
resultados y las condiciones futuras del problema.

Un problema de optimizacién multietapa generaliza el problema de optimizacion de

dos etapas y tiene la siguiente forma general:

min  f'(x') + Ea [zél],

zleX?!
donde 2z} = min 2(xh, 22) 4 Ee222.],
¢ mzlex%sl)f (@ we) + Beelzes
2 . 3¢l 2 3 3
donde 2z = nggl;gl(gz)f (", Te1, Tp2) + Eea[zgs],
r—1 __ Tl 52 3 T
donde z;, -, = o lren;rrle 1)f (T, g1, Tz, - .., T ).

Las variables de decisién en la etapa ¢ estan representadas por el vector wéi,l € Xi(g .

La funcion objetivo del subproblema en la etapa i, 2 incluye el costo real incurrido en

Ez 17
la etapa i, que es fi(z! ,asgl , :cEQ, ... 52 1) y el costo esperado en las etapas futuras, Eg: [z 52]

La optimizacién multietapa se puede utilizar para modelar la programacién de pro-
duccién semanal de la generacion de instalaciones de un sistema de energia eléctrica. En
dicho problema tenemos siete etapas correspondientes a los siete dias de la semana. Justo an-
tes del domingo representamos la programacion de la unidades de produccion para abastecer
la demanda horaria durante toda la semana, sabiendo que dichas decisiones de programacién
se pueden ajustar justo antes de cada dia del resto de dias de la semana. La operaciéon del
domingo se representa entonces considerando la demanda como un parametro incierto. Esto

corresponde a la primera etapa:

: 11 1
Jnin, (@) + Eeafza].

Justo antes del lunes y conociendo la realizacién de la demanda horaria a lo largo del domingo,
representamos los reajustes de programacion para abastecer la demanda horaria a lo largo de

los dias restantes de la semana, sabiendo que en la programacion resultante las decisiones se
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pueden reajustar justo antes de cada dia de los dias restantes de la semana (martes a sibado),
representamos la operacién del lunes considerando el horario de la demanda como parametro

incierto. Esto corresponde a la segunda etapa:

. 2 2 2
% = 22, eX2(e1) Fa! @) + Belzg].
3

El proceso anterior para el lunes se repite para martes, miércoles, jueves y viernes. Final-
mente, antes del sibado y conociendo la realizaciéon de la demanda de domingo a viernes,
representamos los ajustes de programacién para abastecer la demanda horaria durante to-
do el sabado. La operaciéon del sabado se representa entonces considerando el horario de la
demanda como parametro incierto. Esto corresponde a la séptima etapa:

1

6 . 7
z = min X
& B! (

,w%l,mgl,. ..,(Bga).
El objetivo es minimizar el costo de programacién del domingo més el costo de ajuste de la
reprogramacion (lunes a sibado) maés los costos esperados de operacion de atender la carga

incierta durante toda la semana .

Ejemplo I1.3. Consideremos un planificador de la capacidad de generacion que al comienzo
del primer periodo de planificacion tiene la opcion de construir una de dos unidades solares
alternativas de capacidad 2 0 3 para abastecer una demanda, que en este primer periodo sélo
puede tomar dos valores 3 0 5, con igual probabilidad %

Al comienzo del seqgundo periodo de planificacion, el planificador tiene la opcion de construir
de nuevo una de dos unidades solares alternativas de capacidad 2 o 3. Ademds, sabemos que
st la demanda en el periodo de planificacion inicial es 3, éste se incrementard en 2 con pro-
babilidad 1 en el sequndo periodo; y si es 5, aumentard en 3 con probabilidad 1 en el sequndo
periodo. El costo de construccion por unidad de la unidad solar es 1 y su costo de operacion

por unidad es 0 en ambos periodos de planificacion.

Ademds, una unidad de generacion de capacidad ilimitada y costo de operacion de 10

por unidad estd disponible. Un modelo de programacion estocdstica de tres etapas para abordar
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el problema anterior tiene la forma:

: - (1)) }( (2))
e i g (1067) 4 5 (1007) +
y§2>,y§2>§o
s.a. (1) + y2 =3
(1) <z
ORI O

y§)§x1

: <1)) ( (2)) : 1 ( (1)) , ( <2>>

min ( + =1z 4+ min 10y 1({10y
«$V 2,3} 2\ 2 ? it s >0 2 2 !

z$P (2,3} v i >0
s.a. yél) + yil) =5

vy <@+
(2) (2) 38

( ) <oy + :1:( ),

Este problema es equivalente a

1 @, 1 @ L opm e @ L9
m}n 1x1+ - 10y5 —l— - 10y5 +2 1z +2 1z +2 1-10y, +2 1- 10y,

sa. I € {2,3}
Oy 3
y§ ' <
n s =5
2 <,
2 e (2,3}
2 € (2,3}
o 4y Z 5
S <t
4o =
W <ot of?

donde

% —{$1,y§1),y§1),y1 7y2 ,:Egl),$22),y§1),yil),y3 7y4)}

La solucién 6ptima del problema de programacién lineal entera mixta anterior se ob-

tuvo utilizando el solver Gurobi y el lenguaje de programaciéon Julia. La solucién 6ptima
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requiere que el planificador construya al comienzo del primer periodo del horizonte de planifi-
cacién una planta solar de capacidad 1 = 3, y al comienzo del segundo periodo del horizonte
de planificacién una planta solar de capacidad wg) = 2 si la demanda en el primer periodo es

2)
2

3, y una planta solar de capacidad x; ' = 3 si la demanda en el segundo periodo es 5.

D. Optimizaciéon Robusta

La optimizacion robusta es apropiada para identificar decisiones éptimas bajo incer-
tidumbre si éstas decisiones conllevan a importantes consecuencias, por lo tanto la proteccion
contra las malas decisiones es imprescindible. Por ejemplo, decidir invertir en una infraestruc-
tura eléctrica es importante debido a su elevado costo y la dificultad para modificarlo en el
futuro. La optimizacion robusta permite el control del riesgo (robustez), lo que hace posible
adaptar las decisiones que debemos tomar a un nivel de robustez deseado(proteccion) [2].

En general el tamafio de un problema estocéstico depende del niimero de escenarios
considerados lo que lo hace complejo computacionalmente. Los problemas de optimizacion
robustos son generalmente manejables ya que sus tamanos en general no dependen de la

precision de la descripcion de la incertidumbre.

1) Optimizacién robusta de una etapa

Un problema de optimizacién robusta de una etapa puede expresarse como:

minmax f(ax

weX gesl f(@, &),
donde, el vector @ representa las variables de decisiéon y el vector € representa los parametros
inciertos. El operador de maximizacién interno indica que deseamos estar protegidos contra
la peor realizacion de los parametros inciertos & € 4. Para la realizaciéon de la peor incerti-
dumbre, buscamos minimizar la funcién objetivo f(ax,&) para obtener el vector de variables

de decision (robusta) 6ptima x* € X .

Un problema de optimizacién robusta de una sola etapa también puede formularse

como un problema max-min, es decir:

maxmin f(z, £) (2.6)

En el &mbito energético, se puede utilizar un problema de optimizacién robusto para modelar
la estrategia de oferta de un productor de electricidad en el mercado. El productor presen-

ta un conjunto de cantidades y precios correspondientes al mercado y luego el operador del
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mercado identifica la cantidad que debe producir cada productor y el precio correspondiente
por hora. La estrategia de oferta a identificar esta representada por @ € X. Por lo tanto,
los precios del mercado son parametros inciertos descritos por & € 4. El productor general-
mente desea que su estrategia de oferta no conduzca a una pérdida, es decir, el productor
desea estar protegido contra los precios de equilibrio del mercado que resultan en una pér-
dida para él. Asi, el productor busca maximizar su beneficio anticipando el peor resultado
de precio (acotado por el conjunto de incertidumbre € € il) que lleva a un beneficio minimo.

Por lo tanto, el problema a resolver tiene la forma del problema de optimizacion robusta (2.6).

El siguiente ejemplo proporciona la formulacién y solucién de un problema de opti-

mizacioén robusto simple relacionado con la oferta en un mercado eléctrico.

Ejemplo I1.4. Consideremos el mismo problema analizado en el Ejemplo 11.1, es decir, un
productor de electricidad que ofrece su produccion x a un mercado de electricidad. Asumamos
que su nivel de produccion puede ser 3 o 10 y su costo unitario de produccion es 5. Una
vez presentada la oferta de produccion se obtiene el precio que se pagard al productor u con
valores 4 o 7. Para determinar una oferta de optimizacion robusta x, el productor necesita

resolver el siguiente problema:

e
Sty ety © 7Y

donde, z representa el beneficio del productor. El problema puede ser resuelto por enumeracion

como se muestra a continuacion.

e Si el productor decide producir x = 3, el problema resultante es:

i —3(6—5
(i 2 (€ —5),

cuya solucion es &€ =4 con valor objetivo z = —3.

e Si el productor decide producir x = 10, el problema resultante es:

i =10(¢ - 5),
(i, 2=10(6-5)

cuya solucion es & = 4 con funcidn objetivo z = —10.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores y el hecho de que el productor busca maximizar

su beneficio, la solucion robusta dptima es x = 3, con un valor objetivo de z = —3.

17



En el modelo estocdstico sin riesgo descrito en el Ejemplo 1.1 el problema correspon-

diente a resolver es:

1 1
a2 = 5@ =5)) + 5 @(T=5)),

cuya solucion estocdstica (sin riesgo) es x = 10, con un valor objetivo de z = 5.
Finalmente, realizamos un andlisis de escenarios para caracterizar ambas soluciones, la esto-

cdstica y la robusta.

e Consideremos primero la solucion robusta x = 3. Si el precio resulta ser & = 4, la
ganancia del productor se convierte en z = 3(4 —5) = —3. Si el precio es £ = 7, la

ganancia del productor se convierte en z = 3(7 —5) = 6.

o Consideremos ahora la solucion estocdstica x = 10. Si el precio resulta ser &€ = 4, la
ganancia del productor se convierte en z = 10(4 — 5) = —10. Si el precio es £ =7, la

ganancia del productor se convierte en z = 10(7 — 5) = 20.

Concluimos que la solucion robusta (x = 3) protege al productor contra una gran pérdida
(z = —10), pero le impide lograr una gran ganancia (z = 20). Por otro lado, la solucion
estocdstica (x = 10) permite al productor lograr una gran ganancia (z = 20), pero no evita
que incurra en una gran pérdida (z = —10). En promedio, la solucion estocdstica es una mejor
opcion (5(20 — 10) = 5) que el robusto (1(—3+6) = 2), pero no protege al productor de una
potencial gran pérdida (—10), mientras que la solucion robusta si, pues, la pérdida mdzima

es —3.

2) Optimizacion robusta ajustable

El trabajo de Ben-Tal et al. [4], introduce modelos de optimizacion robusta ajustable.
Muchas veces, una vez que la incertidumbre se realiza, es posible tomar decisiones para
controlar el efecto de la incertidumbre. Por ejemplo, la cantidad que una fabrica producira
el proximo mes puede modelarse en funciéon de la cantidad vendida en el mes actual, por
lo tanto, ciertas variables de decisién se pueden ajustar posteriormente de acuerdo con una
regla de decision, que es funcion de los datos inciertos. Un problema de optimizacién robusta

ajustable puede formularse de la siguiente manera:

minmax min f(z,y,€). (2.7)

En esta formulacion podemos observar que un problema de optimizaciéon robusta ajustable
consta de tres niveles:

e El primer nivel representa una estrategia de planificacién previa a la realizacion de
la incertidumbre y busca minimizar el valor de la funcién objetivo. Las variables de

decisién estan representadas por el vector x € X.
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e El segundo nivel representa la realizacion de la incertidumbre en el peor de los casos
dentro de un conjunto de incertidumbre, por lo tanto busca maximizar el valor de la fun-
cion objetivo. Las variables que describen los parametros inciertos estan representadas

por el vector £ € 4.

e Kl tercer nivel representa las acciones operativas destinadas a mitigar los efectos de
la incertidumbre una vez que esta se ha materializado. Por lo tanto, en esta etapa, se
busca minimizar el valor de la funcién objetivo. Las variables de decisién en este nivel

estan representadas por el vector y € Y (x, &).

Se desea minimizar el valor de la funcién objetivo bajo la realizacion de la peor incertidumbre
dentro del conjunto robusto 4. Escribiendo las restricciones de forma explicita, la formulacion

(2.7) se puede reescribir como:

i maxmin f(z,y.
min mex min f(z,y,8)
sa. Fy(x,y,€£) <0

sa. Fx(x) <0

La optimizacién robusta ajustable se puede utilizar para modelar un problema de inversién
en transmision con incertidumbre en la demanda. En el primer nivel, el planificador toma
decisiones de inversion respecto al refuerzo y ampliacion del sistema de transmision buscando
el minimo costo total (costo de inversién mas costo de operaciéon) para abastecer la demanda
futura de electricidad. Esto esta representado por el vector de decision * € X. Luego, la
demanda incierta se realiza de la peor manera posible dentro de un conjunto de incertidumbre
buscando el costo total maximo, lo que esta representado por £ € 4. Finalmente, el operador
reacciona de la mejor manera posible para abastecer la demanda al minimo costo, lo cual
se representa por y € Y (x, ). El objetivo general es minimizar la inversién mas el costo de

operacion bajo la peor realizaciéon de la demanda.

Ejemplo I1.5. Retomemos el Ejemplo 11.2 donde el planificador de expansion de transmision
tiene la opcion de construir solo una de dos lineas de transmision alternativas de capacidad
2 0 4 para conectar los nodos eléctricos 1 y 2. El costo de construccion por unidad para las
lineas de transmision es 1. En el nodo 1 se dispone de un generador de capacidad ilimitada y
costo unitario de produccion de 5, mientras que en el nodo 2 se dispone de otro generador de
capacidad ilimitada y costo unitario de produccion de 10. La demanda se ubica en el nodo 2

y puede tomar unicamente dos valores, 3 0 5. Un modelo robusto para que el planificador de
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transmision decida qué linea de transmision construir es:

min max min  z = 1z + 5y; + 10y
z€{2,4} de{3,5} y1,42>0

s.a. y1+y2=d

1<

donde x representa la capacidad de la linea de transmision a construir, d la demanda desco-

nocida y y1, yo la produccion de las unidades en los nodos 1 y 2, respectivamente. Dado la

simplicidad de este problema, lo podemos resolver mediante enumeracion:

o Consideremos primero que el planificador construye la linea de capacidad x = 2. Luego,

el problema a resolver es:

max min 2z =2+ 5y; + 10y»
d€{375} yl:yQEO

s.a. Y1+ =d
y1 <2

e Sila demanda es d = 3, el problema a resolver es:

min 2z =2+ 5y; + 10y
y1,y22>0

s.a. y1+y2 =3
y1 < 2

cuya solucion esy; =2, yo =1 y z = 22.

e Por otro lado, st la demanda es d =5, el problema a resolver es:

min 2z =2+ 5y; + 10y
y1,y22>0

s.a. y1+y2 =95
y1 <2

cuya solucion es y1 =2, yo =3 y z = 42

Teniendo en cuenta los resultados anteriores y el hecho de que en este nivel se busca

el costo mdzximo (realizacion de la incertidumbre), la solucion en el caso de x = 2 es
d=5yz=42.

o Consideremos ahora el caso que el planificador construye la linea de capacidad x = 4.
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Entonces, el problema a resolver es:

max min 2z =4+ 5y; + 10y.
d€{375} y17y220

s.a. y1+y=d
y1 <4

Para resolver este problema consideramos los dos posibles valores para d.

e Sila demanda d = 3, el problema a resolver es:

min 2z =44 5y; + 10y
y1,y2>0

s.a. y1+y2 =3
y1 <4

cuya solucion es y; =3, yo =0 y z = 19.

e Por otro lado, si la demanda es d =5, el problema a resolver es:

min  z =44 5y; + 10y,
y1,y2>0

s.a. Y1 +y2=95
y1 <4

cuya solucion esy1 =4, yo =1y z=34

Considerando los resultados anteriores y el hecho de que en este nivel se busca el costo
mdzimo (realizacion de la incertidumbre), la solucion en el caso de v =4 esd =5y

z = 34.

Finalmente, considerando las dos alternativas de inversion x = 2 yx = 4, y que el planificador
busca el costo minimo, la solucion esx =4, d=05,y1 =4, yo =1 y z = 34. Por lo tanto el
planificador construye la linea de transmision mds grande para protegerse contra el alto costo

del generador en el nodo 2.

3) Optimizacion estocastica robusta ajustable

Los modelos de optimizaciéon estocéstica robusta ajustable combinan la proteccién
robusta y el modelado de escenarios estocasticos. Un problema de este tipo tiene la siguiente

forma [11]

;1161)1? I?ea).)i( yelr/I(lzle,l‘{7C) clf(z,y,€,Q)]

21



Podemos observar que el problema involucra tres niveles: El primer nivel, con variables de
decision x, representa una estrategia de planificacion previa a la realizacion de la incertidum-
bre y busca minimizar la funcién objetivo. El segundo nivel representa la realizacion de la
incertidumbre £ a largo plazo de la peor manera posible dentro de un conjunto de incerti-
dumbre 4, por lo tanto, busca maximizar la funcién objetivo. El tercer nivel representa las
acciones de mitigaciéon una vez que se materializa la incertidumbre a largo plazo e involucra
una serie de condiciones operativas inciertas a corto plazo representadas por el vector de
parametros inciertos ¢, por lo tanto, se busca minimizar la funcién objetivo respecto a las
variables y € Y (x, &, ¢). La funciéon objetivo es el valor esperado del objetivo sobre los paréa-
metros de incertidumbre a corto plazo en el vector ¢ bajo la peor realizacion de incertidumbre
a largo plazo & dentro del conjunto robusto 4 .

La planificacién de expansion de transmisiéon de un sistema eléctrico compuesto de
fuentes renovables (unidades edlicas y solares) se puede modelar utilizando optimizacion es-
tocéstica robusta ajustable. En este caso la incertidumbre a largo plazo esta relacionada con
la carga maxima en el ano objetivo (por ejemplo, 10 afios en el futuro), mientras que la in-
certidumbre a corto plazo se refiere a la evolucion diaria de la carga neta (carga real menos
la produccién renovable incierta). En el primer nivel, el planificador modela las decisiones de
inversion en lineas de transmision, representadas por € X, anticipando la realizacion de la
peor incertidumbre a largo plazo (carga méaxima) y las subsiguientes mejores reacciones del
operador para diferentes condiciones de operacion. El segundo nivel representa la realizacién
de la incertidumbre a largo plazo en el peor de los casos dentro del conjunto de incertidumbre
& € 4. El tercer nivel representa las acciones de mitigacién una vez que la incertidumbre a
largo plazo se revela e involucra una serie de condiciones operativas inciertas a corto plazo
representadas por el vector de parametros inciertos (. Por tanto, el tercer nivel busca mini-
mizar la funcién objetivo. Las variables de decisién en este nivel estan representadas por el
vector y € Y(x,&,¢). La funcion objetivo representa el costo de inversion mas el costo de
operacion esperado sobre las condiciones de operacion dictadas por la incertidumbre a corto
plazo.

El siguiente ejemplo ilustra la formulacién y solucién de un problema de optimizacion

estocastica robusta ajustable relacionado con la planificacién de expansion de generacion.

Ejemplo I1.6. Consideremos un planificador de capacidad de generacion que tiene la opcion
de construir solo uno de dos unidades edlicas alternativas de capacidad 2 o 4 para satisfacer
una demanda que puede tomar solo dos valores, 3 0 5. El costo de construccion por unidad de
la unidad edlica es 1 y su costo de operacion por unidad es 0. Ademds, se dispone de una uni-
dad de generacion de capacidad ilimitada y costo de operacion de 10 por unidad. Cualquiera
que sea la unidad edlica que se construya, operard bajo dos condiciones (escenarios), a % 0a
i de capacidad, con igual probabilidad de %

Un modelo de optimizacion estocdstica robusta adaptativa para que el planificador de la capa-
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cidad de generacion decida qué unidad edlica construir es:

min max min
ze{2,4} de{3,5} y) y(>0

S.a.

1 1
—-(1 (1)) ,(1 (2))
z 2(03/ +2 Oy

y M+ %x:d

1
y@ —i—zx:d

donde x representa la capacidad de la unidad edlica a construir, d la demanda desconocida,

y1, 43 la produccion de la unidad de capacidad ilimitada si la demanda es d = 3 (escenario

1) y si la demanda es d = 5 (escenario 2), respectivamente. Dado la simplicidad de este

problema, se puede resolver por enumeracion.

e Consideremos primero que el planificador construye una unidad edlica de capacidad

x = 2. Entonces, el problema a resolver es:

max min
de{3,5} ¢ x>0

S.a.

Para resolver este problema consideramos los dos valores para d, 3 y 5.

z= % <1Oy(1)> + % <10y(2)>

y V4 22 = d

e Sila demanda es d = 3, el problema a resolver es:

min
yD >0

z= % (103/(1)) + % (1Oy(2))

My 2_3
Yy +2

1
24 - _3
Y +2 )
gyz:20

1 1
y== (10y(1>) +5 (10y<2>)
3
.2 _
s.a Yy + 5 5
1
@, 1
Y+ > 9,
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Considerando los resultados anteriores y el hecho que buscamos el costo mdzximo en este

nivel (realizacion de la incertidumbre), la solucion en el caso x =2 es d =5 y z = 40.

e (Consideremos ahora que el planificador construye una unidad edlica de capacidad x = 4.

FEntonces, en este caso el problema a resolver es:
max min z= 1 <1Oy(1)> + 1 <1Oy(2))
de{3,5} y y@>0 2 2

s.a. y(l) + 24 =d

Para resolver este problema consideramos los dos valores para d, 3 y 5.

e Sila demanda es d = 3, el problema a resolver es:

1 1

i =-(10 (1)> - (10 (2)>

joiin, == (100%) + 5 (10w
s.a. y(1)+3:3

y@ +1=3,

cuya solucion es y =0, y@ =2 y z = 10.

e Por otro lado, si la demanda es d =5, el problema a resolver es:

1 1
- -2 (1 <1>> ,(1 (2))
g i 2= (1000) + 5 (109
s.a. y(1)+3:5

y?P +1=75,

cuya solucion es yM) =2, y? =4 y z = 30.

Considerando los resultados anteriores y el hecho que buscamos el costo mdzimo en este

nivel (realizacion de la incertidumbre), la solucion en el caso x =4 es d =5 y z = 30.

Finalmente, considerando las dos alternativas de inversion x = 2 y x = 4, y que el planificador
busca el costo minimo, la solucion esx =4, d =5,y =2, y? =4 y 2 = 30. El planificador
construye una unidad edlica de capacidad 4 para protegerse contra el alto costo del generador

con capacidad ilimitada.
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E. Representacion de la incertidumbre

La representacion de la incertidumbre es un paso fundamental para modelar adecua-
damente problemas cuyos datos o condiciones futuras son inciertas. Una forma comun de
representar la incertidumbre en optimizacion estocéstica es mediante la definicion de mul-
tiples escenarios estocasticos. Cada escenario representa una posible realizacién de eventos
inciertos.

Por otro lado, en la optimizacion robusta, en lugar de definir escenarios especificos, se
suele establecer conjuntos que describen las incertidumbres permitidas en los datos del pro-
blema. Es importante elegir conjuntos de incertidumbre apropiados para obtener problemas

robustos que se puedan resolver de forma eficiente [12].

1) Escenarios

Un escenario es una realizacion dada del vector de parametros inciertos ¢ que esta
representado por ¢(*), con una probabilidad de ocurrencia p(*). Los escenarios deben describir

todas las posibles realizaciones de incertidumbre, por lo tanto, pW) =1.

Ejemplo I1.7. En el Ejemplo I1.1, la incertidumbre en el precio se describe usando 2 esce-

narios:
C(l) = 4’ con p(l) =

[N

C(Q) — 7’ con p(2) —

DN

2) Conjuntos de incertidumbre

Los conjuntos robustos generalmente se basan en restricciones de tipo caja o polié-
dricos. Considerando que todo parametro incierto & € R en el vector £ € 4 puede desviarse
como méaximo +A¢&; de un valor de referencia §;, un conjunto robusto basado en cajas se

define de la siguiente manera:

& €& — AL, &+ AL, Vi

Ejemplo 11.8. En el Ejemplo II.1 la incertidumbre en el precio se describe mediante el

conjunto robusto: £ € {4,7}.
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3) Incertidumbre presupuestaria

Considerando el conjunto de incertidumbre de tipo caja anterior, se impone un pre-

supuesto (I") de incertidumbre mediante la siguiente restriccion [12]:

Z |§iA—;i| <r (2.8)

donde I" varia entre 0 y n. En particular, si I" = 0, implica que no tenemos incertidumbre ya
que cada pardmetro incierto es igual a su valor de referencia £, mientras que I' = n implica
méaxima incertidumbre, ya que cada parametro incierto se desvia al maximo de su valor de

referencia. Los valores intermedios de I representan diferentes niveles de incertidumbre.

Ejemplo 11.9. Consideremos dos pardmetros inciertos, & y &, caracterizados, respectiva-

mente, por los siguientes conjuntos:

& eM—1,4+1] =35
&e6—1,6+1]=[57

donde los valores de referencia para los pardmetros inciertos & y & son & = 4 y & = 6,

respectivamente. Un presupuesto de incertidumbre I' = 1:
& =4[+ —6[<1

permite que uno de los dos pardmetros aleatorios tome uno de sus dos valores extremos.

Por otro lado, un presupuesto de incertidumbre I' = 2:
& =4[+ ] —6[<2

permite que los dos pardmetros aleatorios tomen uno de sus dos valores extremos.

Finalmente, un presupuesto de incertidumbre I' = 0:
[§1— 4] +[&—6/<0
no permite que ninguno de los pardmetros aleatorios tome sus valores extremos. Mds ain sus

valores son sus respectivos valores de referencia.

Cabe mencionar que la optimizacion robusta es particularmente apropiada para iden-
tificar decisiones 6ptimas en condiciones de incertidumbre si estas decisiones conllevan a

consecuencias importantes y por lo tanto, es importante la protecciéon contra malas deci-

26



siones. Por ejemplo, en en marco de los sistemas eléctricos, las decisiones de inversién en
infraestructura eléctrica son muy importantes, pues en general son costosas y dificiles de
modificar.

La optimizaciéon robusta permite controlar la robustez, permitiendo ajustar las de-
cisiones a tomar al nivel de robustez requerido. Los problemas robustos son generalmente
manejables ya que sus tamanos generalmente no dependen de la precisién de la descripcién

de la incertidumbre.
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ITII. Optimizaciéon robusta estricta

Conocido también como optimizacion robusta estéatica o simplemente optimizacion ro-
busta. El principio basico es buscar una decision que sea factible frente a todas las realizaciones
de los pardmetros inciertos en un conjunto acotado denominado conjunto de incertidumbre.

Por ejemplo, dada una restricciéon lineal
a'r <b,

si el coeficiente a no se conoce con exactitud, podemos asumir que cada componente a; de
a cae en un intervalo [a; — 0;,a; + J;] centrado en un valor nominal a; con alguna desviacion
d; > 0. Por lo tanto buscamos una decisiéon & que sea factible para todas las realizaciones de a
en el conjunto de incertidumbre H := []7_,[a; — d;, a; + &;] alrededor de @ = (ay, as,...,a,)",

es decir, buscamos una solucién factible robusta para el siguiente problema
a'x <b, Va € 4,

este tipo de restricciones se denominan restricciones estaticas con conjunto de incertidumbre
determinista, debido a que la variable de decisién & no depende de ninguna realizaciéon par-
ticular de a. El término conjunto de incertidumbre determinista es porque la incertidumbre
en el pardmetro a se modela como una cantidad determinista desconocida que toma valores

en un conjunto acotado.

En este Capitulo estudiaremos restricciones convexas robustas con conjuntos de in-

certidumbre fijos de la siguiente forma:
f(@,€) <0, V& e ul (3.1)

donde «x es la variable de decision, &€ es el parametro incierto que toma valores en el conjunto
de incertidumbre . Asumiremos que f(x, &) es una funcion convexa en x para cualquier £ y
que 4 es un conjunto convexo y compacto.

Cuando $ es un conjunto infinito, la restriccion robusta (3.1) tiene un nimero infinito
de restricciones deterministas y un ntimero finito de variables, tal problema recibe el nombre
de programa semi-infinito [13] que en general son dificiles de manejar computacionalmente.
Por lo tanto, es importante para las aplicaciones del enfoque robusto estudiar los casos donde

las reformulaciones de (3.1) resultan en problemas manejables computacionalmente.
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En la Seccién A presentamos el problema de optimizacién lineal robusta y refor-
mulaciones exactas para varios conjuntos de incertidumbre. En la Seccién B estudiamos los
modelos conicos convexos robustos y los conjuntos de incertidumbre donde las reformulaciones

son exactas.

A. Optimizacién lineal robusta

La optimizacion lineal robusta es una variante de la programacion lineal que aborda
problemas de toma de decisiones en los que existe incertidumbre en los datos del problema. A
diferencia de la programacion lineal tradicional, que asume que los parametros del problema
son conocidos con certeza, ahora se toma en cuenta la variabilidad de estos parametros y
se busca encontrar soluciones que sean resistentes a las peores condiciones dentro de ciertos
conjuntos de incertidumbre.

Los conjuntos de incertidumbre representan las posibles variaciones en los pardmetros
del problema. Estos conjuntos suelen ser convexos para mantener la convexidad del problema.
La funcién objetivo se modifica para reflejar la resistencia a la incertidumbre. En lugar de
optimizar un dnico valor esperado, se busca optimizar el peor resultado posible dentro de los
conjuntos de incertidumbre especificados. Las restricciones también se ajustan para garantizar

que se cumplan bajo las peores condiciones dentro de los conjuntos de incertidumbre.

1) Formulacién

Consideremos el siguiente problema de optimizacion lineal determinista:

min ¢’z
€T

sa. Az <b

Asumiendo que ¢, A y b son inciertos y pueden tomar cualquier valor en un conjunto de
incertidumbre dado, la optimizacién robusta busca tomar decisiones “seguras” que minimicen
el costo frente a la realizaciéon de la incertidumbre en el peor de los casos y que las restricciones
se satisfagan para todas las realizaciones de la incertidumbre, lo que resulta en el siguiente
modelo de optimizacién lineal robusta:

min max ¢z

x ced

s.a. Az < b, V(A,b) € 4,

donde € y 4l son conjuntos de incertidumbre para ¢ y (A, b), respectivamente. La funcion

objetivo consiste en minimizar el costo en el peor de los casos, que viene dado por la ma-
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ximizacién de ¢’z sobre el conjunto de incertidumbre @. Podemos asumir sin pérdida de

generalidad que:
e La funcién objetivo no es incierto, basta observar que el objetivo del peor de los casos
se puede trasladar a las restricciones introduciendo una nueva variable ¢, resultando
min ¢
X
sa.c'lx <t Veec
Ax < b, V(A,b) € il
Por lo tanto, cualquier programa lineal robusto estatico puede ser modelado por un

objetivo determinista y restricciones robustas.

e El lado derecho de la restricciéon no es incierto, basta pasar el miembro derecho de la

desigualdad al lado izquierdo.

e El conjunto de incertidumbre es compacto y convexo. Para los detalles de esta afirma-

cion ver [2].

Ejemplo II1.1. Consideremos una restriccion robusta dada por
az+ay <1 Va; € [-1,1],i =1, 2.
El coeficiente incierto a = (a1, a2) toma valores en una caja bidimensional, por lo tanto esta

restriccion lineal robusta contiene un nimero infinito de restricciones lineales deterministas.

Ejemplo II1.2. Consideremos otra restriccion lineal robusta, cuyos coeficientes son deter-

ministas pero el lado derecho es incierto:
20 +y <b, Vbe[-1,1].

Podemos observar que esta restriccion lineal robusta incluye un nimero infinito de restric-
ctones lineales deterministas. Dado que solo el lado derecho wvaria, la region factible de la

restriccion robusta queda definida por una unica desigualdad: 2x + y < \ 7[m‘n | b=-1.
e[-1,1

Ejemplo I11.3. Consideremos la siguiente restriccion lineal robusta:
@+ agy < 17 v(alv (12) € ua

donde, b = {(a1,a2) : a; € [—1,1],i = 1,2;|a1| + |ae| < 1.5}, es decir, los pardametros

inciertos (a1,as), estdn contenidos en la caja [—1,1] X [—1,1] y ademds estdn restringidos
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para que la desviacion absoluta total de (a1,a2) desde el origen sea menor o igual a 1.5. En

la Figura I se muestra la grdfica del conjunto de incertidumbre 1.

| 1 ]
| I
15F | i~ I
| 2| X \
/s ~ I
' s/ N
1—tr— e —————
05F
e ~
7/ S
// \\
o < e
N /
N o
N A
-05
I
I
I
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15} | ¥ :
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| ]
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FIGURA I. Conjunto de incertidumbre Ll.

A continuacién describimos algunos tipos de conjuntos de incertidumbre que permiten
reformular el problema de optimizacion lineal robusto como un problema tratable computacio-

nalmente.

2) Conjuntos de incertidumbre poliedrales

Consideremos una restriccion lineal robusta con un conjunto de incertidumbre poli-
edral 4 dado por:
a'z <b, Va € U:={a €R} : Ba=d}. (3.2)

El siguiente resultado, basado en la dualidad de programacion lineal, nos da una reformulacion

para este tipo de restricciéon robusta.

Proposicion I11.4. La restriccion lineal robusta (3.2) puede ser reformulada como el si-

d'y <b
v= (3.3)
By > .

guiente conjunto de restricciones
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Prueba. Considerando el méximo sobre el conjunto il en la restriccion (3.2) obtenemos

max a'x <b
a
s.a. Ba=4d

a>0

como el conjunto de incertidumbre 4 es un politope no vacio y compacto, el méximo es finito
para cualquier z, por lo tanto, se cumple la propiedad de dualidad fuerte de programacién

lineal. Escribiendo el problema dual, obtenemos

min d'y<b<+=3Jy:dy<b,B'y>«x
y:BTy>z
La equivalencia se debe a que el minimo existe para cualquier & y es menor o igual a b,
entonces debe existir y en el poliedro dual para que el valor objetivo del problema dual sea

inferior a b. O

Observacion II1.5. La Proposicion 111.4 afirma que si el conjunto de incertidumbre es un
poliedro, entonces una restriccion lineal robusta es equivalente a un conjunto finito de restric-

ciones lineales deterministas.

A continuacién, presentamos dos resultados relacionados con una clase importante
de conjuntos de incertidumbre poliedrales. Si cada coeficiente incierto a; de a € R™ puede
variar dentro de un intervalo centrado en su valor nominal @; con un ancho J;, es decir,
a; € [a; — d;,a; + ;] para i = 1,...,n, entonces el vector incierto a pertenece a un conjunto

de incertidumbre tipo caja, definido como:
Uepja ={a €R" 1 a; —a;| <6 Vi=1,...,n} ={a+ 0§ : |&|l <1}
donde a es el vector de valores nominales a; y d es una matriz diagonal con §; en la diagonal.

La norma /o, esta definida por [|€]|c := max;—1__,|&]|-

Corolario II1.6 (Incertidumbre tipo caja). La restriccion lineal sobre un conjunto de
incertidumbre de caja

a’z<b Vac Ueaja

puede ser reformulado como el siguiente conjunto de restricciones

dT:v—i—Z?:l ti <b
—tigdixigti VZ:L,TL



El conjunto de incertidumbre tipo caja anterior contiene todo el rango de las desvia-
ciones extremas de los pardmetros de incertidumbre. Para controlar el tamafio del conjunto
de incertidumbre y restringir la cantidad de incertidumbre considerada, se impone una res-

triccion en la desviacion total del valor nominal de la siguiente forma:

Upes ={a €R" :a=a+ 0§, ||€|lc < 1,|&ll1 <7}

donde, la norma ¢; esta definida por ||€|l; = D7 |&], el parametro r controla el nivel de
conservacion de la restricciéon robusta. Si r = 0, entonces & = 0 para todo i y el conjunto de
incertidumbre esta conformado por el valor nominal, es decir, i, = {@}. Si r = n, entonces

Llplres = Llcaja~
Corolario II1.7 (Incertidumbre presupuestaria). La restriccion lineal robusta sobre un
conjunto de incertidumbre presupuestaria

a'z < b, Va € Upyes, (3.5)

puede ser reformulada como:

a'z+rad (vi+w)<b
Ui+wi+yi_zi:5i$ia izl,...,n,
a—y —2=0,1=1,...,n,

a207vi207wi207yi2072i207 Z:177n

Prueba. La restriccion (3.5) es equivalente a

a'x + max TS .
[1€]]o0 <1 {5 ( m)}
€l <r

Reformulando el problema de maximizaciéon sobre & en la interseccion de las dos normas y

escribiendo el problema dual correspondiente, obtenemos:

( (

max (8x)¢ admin oract 3o (v + wi)
sa. Yyt <, sa. oy —y 2 -2 =0,
&<1,-6 <1, = a—z -z =0,
& < ti,—& < ti, a>0,y5 > 0,7 >0,
t=1,...,n. 1=1,...,n.
Luego, el resultado es consecuencia de la Proposiciéon I11.4. O

33



3) Conjuntos de incertidumbre cénico lineal

Una forma de generalizar el conjunto de incertidumbre poliedral

U:={a R} : Ba=d}

a un conjunto de restriciones convexas no lineales consiste en extender la restriccion no
negativa a € R (ortante no negativo, el cual es un ejemplo de cono convexo) a una no lineal.

A continuaciéon damos la definicién de cono convexo y cono dual.

Definicion II1.8. (Cono convero) Sea K C R™ un conjunto cerrado no vacio. K se llama
cono convexo cerrado si para cualquier escalar no negativo o, 8 y cualquier @,y € K se tiene

que ax + By pertenece a K.
Como ejemplos representativos de conos convexos tenemos:

e K :=R", el ortante no negativo.

o L™ = {(x1,...,x,) : \/SL'% +---+a22 | < z,}, conos de Lorentz, llamado también

conos de segundo orden.

o ST ={McR": M = MT v"TMv >0 Vv e R"}, conos semidefinidos

T

(a) Octante no negativo R? (b) Cono de Lorentz L3

FIGURA II. Ejemplos de conos en R3.

Definicion III.9. (Cono dual) Sea K C R™ un cono convezo cerrado. Su cono dual estd
dado por
K'={xeR":2'y>0VycK}

Utilizando esta definicion, podemos mostrar que el cono dual de R, L™ y S son los mismos

conjuntos.
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Dado un cono convexo K podemos escribir a € K como una desigualdad a =k 0, el
cual se denomina desigualdad coénica lineal, donde > g define un orden parcial de modo que
a = bsiysolosia—be K. Usando la restricciéon conica lineal se define una restriccion

conica lineal robusta como
a'r<b Vacil:={acR": Ba=d,a g 0} (3.6)

La reformulacion de (3.6) se realiza de manera analoga a la reformulacion de una restriccion
lineal sobre un conjunto de incertidumbre poliedral. La tnica diferencia es que la dualidad
de programacion lineal se generaliza a la dualidad conica lineal [14]. Por lo tanto, tenemos el

siguiente resultado

Proposiciéon II1.10. La restriccion conica lineal robusta sobre un conjunto de incertidumbre

conico lineal (3.6) puede ser reformulado de forma equivalente como

d'y <b
BTy =k x.
donde K* es el cono dual de K.

La Proposicion I11.10 resulta ttil para reformular restricciones robustas conicas lineales cuan-

do conocemos el cono dual de un cono K dado.

Conjunto de incertidumbre elipsoidal

Un conjunto de incertidumbre no lineal utilizado con frecuencia es el conjunto de

incertidumbre elipsoidal que adopta la siguiente forma:
Yeip ={a €R": (a—a)"E(a—a) < 1},

donde, @ representa el valor nominal del vector incierto a, E = ET = 0 (matriz simétrica
definida positiva) determina la forma y el tamaio de la elipse. Si E es la matriz identidad

entonces el elipsoide es la bola euclidiana de radio 1, con centro en a:
st = {@a € R" : [la — alls < 1}.

En general, dado que E = 0, existe una descomposicion E = PDPT, donde P es una
matriz ortonormal cuyas columnas son los autovectores de E y D = diag(A,...,A\,) es
una matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores de E. Luego, (a —a)"E(a — a) =

[((a—a)"PD'?|[D'?PT(a— a)], denotando por v = D'/2PT(a —a), entonces a € U si y
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solo si vTw < 1. Esto nos dice que el elipsoide g, en el espacio de a se puede obtener de una

1/2

bola euclidiana et en el espacio de v por un transformacion lineal T = PD™"/*, Los ejes de

Heiip pueden obtenerse aplicando T a la base canénica de R™. Utilizando la transformacion T’
podemos representar el elipsoide como

/uelip = {a =a+Tv: H’UHQ < 1} (37)

Corolario III.11 (Conjunto de incertidumbre elipsoidal). La restriccion lineal robusta sobre

un conjunto de incertidumbre elipsoidal (3.7),

aTx S b7 Vae ilelip7

puede ser reformulado como

a'x+1t<b,
- (3.8)
ent1t =g+ T,
donde, e, 1 = (0,...,0,1)7T y T es la matriz formada al agregar una nueva columna de ceros

aT.

Prueba. Expresando el conjunto de incertidumbre elipsoidal (3.7) en la forma conica lineal

obtenemos

Ueip ={a =a + T, |v|; <1}
={a=a+Tv,(v,w)c L' w=1},

={a=a+Tov,e o=110¢e L")},
n+1

donde & = (v7,w)T. Como el cono dual de L™ es el mismo, entonces, la restriccion lineal

robusta se puede reformular como

ax + max {dT'z} <V,
peLnt!
e 19=1

<=axr+ min t<b, (K*=1L""

e;+ltK*TTa:

a'x+t<b,
e ~
ent1t = TTa.

Observacion II1.12. Note que la reformulacion (3.8) puede expresarse como una restriccion
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de como de sequndo orden, en efecto
enpit =g T <= (T x,t) € K* = " — |TTx|], <t,
por lo tanto, el sistema (3.8) implica la siguiente restriccion de cono de sequndo orden
ax + |T x|, <.
Ejemplo II1.13. Consideremos una restriccion lineal robusta en el plano dado por
a1z + agy < 1V(ay.a2) € Yelip,

donde, Ly, viene dado por

53] [g,
Yelip = {(017@) : [a1 GQ] i i < 1}
8 &l %2
N——
E
Realizando los cdlculos, los autovalores de E son \y = 1 y Ao = 1/4 y los autovectores

asociados son q1 = (1,1)T y go = (—1,1)7 respectivamente. Luego la matriz D = diag(1,1/4),

P = [q1, q2],por lo tanto, la representacion (3.7) adopta la siguiente forma

H el <1

|
o

Uelip = {(al,az) =

S-Sl
Sl Sl

—_———

Utilizando el Corolario 111.11, la restriccion lineal robusta puede ser reformulada como

La Figura III ilustra el conjunto de incertidumbre ey (color gris) y la la restriccion lineal

robusta reformulada (color celeste).
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FIGURA III. Incertidumbre elipsoidal y regién factible de la restriccién robusta.

Las restricciones conicas lineales deterministas obtenidas mediante las técnicas de
reformulacion explicadas anteriormente pueden ser implementadas y resueltas computacio-

nalmente utilizando solvers modernos de optimizaciéon convexa como Mosek [15] y Matlab.

B. Optimizacién convexa robusta

La optimizacién convexa robusta, involucra restricciones no lineales por lo que la
reformulacién de dicho problema se torna mucho mas complicada pudiendo resultar en res-
tricciones no convexas, por lo tanto, dificiles de resolver. En esta secciéon estudiaremos las
clases de restricciones no lineales robustas y conjuntos de incertidumbre asociados que con-

ducen a reformulaciones computacionalmente manejables.

A continuacion presentamos dos resultados importantes utilizados con frecuencia en la
reformulacion de restricciones conicas robustas. La demostracion detallada de estos resultados
se encuentran en [14]. El primer resultado es una propiedad importante relacionada con las

matrices semidefinidas positivas.
Teorema II1.14 (Complemento de Schur). Sea M una matriz conformada por bloques dada
por:

M =
BT C

AB]

donde A € R"™" B € R"™™ y C € R™*"™. Asumamos ademds que que C' es invertible. El

complemento de Schur de M con respecto a C estd definido como:

My :=A—-BC'B".
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Entonces se cumplen las siquientes equivalencias:
e M >0, < C>0,M:>0.
e S51C ~0, entonces M =0, <— M *>0.

Ejemplo I11.15. Consideremos una matriz M con bloques dados por

T

3 -2
Mc=A-BB' = >0
-2 3

Entonces, C =0y

Por lo tanto M > 0, como puede verificarse calculando los autovalores de la matriz M .

El siguiente resultado se origind en la teoria de control y estd relacionado con la
propiedad de dualidad fuerte de un problema de optimizacién cuadratica no convexa con una

nica restriccién cuadratica no convexa.

Teorema III.16 (S-lema). Dados dos matrices simétricas A y B. Asumiendo que existe

z:2z"Az > 0. Se cumple la siquiente implicacion
2"Az>0=2"Bz>0 (3.9)
st y solo si existe un escalar k > 0 tal que:
B - kA >0, (3.10)

es decir, B — kA es semidefinida positiva.

Ejemplo I11.17. Consideremos las siguientes dos matrices

12
A= ,B=
2 1

Para verificar si se cumple la implicacion (3.9) basta probar si existe algin k > 0 tal que se

ocolot oolw
W 0lw

cumpla (3.10). En efecto, tenemos que

3 39 2 2
B - kA= 8 8 >-0<:><3—/£> —(5—2/<;> 20,%—%20.

s _ 3 _
3 2/4;8 K
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Recordemos que una restriccién convexa robusta tiene la siguiente forma general:
f(x,€&) <0 paratodo & € U

en las siguiente dos secciones estudiaremos restricciones robustas donde, f(x, &) es una fun-
cion concava-convexa, es decir, f es convexa en x para cualquier £ y concava en £ para
cualquier . Si bien una restriccion lineal robusta esta representada por una funcién bilineal
f(x, &) = €™z que tiene una estructura bien definida, no existe una forma tnica de expresar
una funcién convexa no lineal arbitraria para una restricciéon no lineal robusta. Un tema cen-
tral en la optimizacién convexa es estudiar algunas estructuras convexas que pueden usarse
para representar una amplia gama de problemas convexos y conducir a modelos manejables
para el calculo. En particular, estudiaremos las siguientes dos clases de restricciones convexas:

las restricciones conicas de segundo orden robustas y las restricciones semidefinidas robustas.

1) Restricciones conicas de segundo orden robustas

Una version robusta de la restriccion de cono de segundo orden con datos inciertos

puede representarse como:

|Az —blls < c'z+d, Y(A,b,c,d) € U (3.11)
— (Az —b, e td) e L™, V(Abed) el (3.12)

donde, A € R™*",

Observacion I11.18. Las restricciones cuadrdticas convexas son un tipo particular de res-
tricciones de cono de sequndo orden. En efecto, dada la restriccion cuadrdtica convera x Px+

2c'x + g <0, si P es una matriz definida positiva, tenemos

xPx +2c'c+g<0
—(Ax+b)"(Az+b) <P 'b—yg

<=||Az+bl; <0z +d

donde, P = A%, b = A7 'lc yd = \/b"Q~'b — g. Esto quiere decir que las restricciones

cuadrdticas convexas pueden representarse como restricciones de cono de sequndo orden.

La reformulaciéon de una restriccién conica de segundo orden robusta depende de la estruc-

tura del conjunto de incertidumbre. A continuacion, consideramos tres tipos de conjuntos de
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incertidumbre, que conducen a reformulaciones exactas y computacionalmente manejables.

Conjunto de incertidumbre de escenarios

El conjunto de incertidumbre més simple, relacionado con el trabajo de [16], es el que

se define a partir de la capsula convexa de un conjunto de escenarios de datos inciertos:
Heaps = conv { (A", 0", ", d), £ =1,...,N}. (3.13)

El siguiente resultado describe la reformulacién de una restricciéon conica respecto a un con-
junto de incertidumbre definido como la capsula convexa de un conjunto de escenarios de

datos inciertos.
Proposiciéon I111.19. La restriccion conica de sequndo orden robusta sobre el conjunto de
incertidumbre (3.13), dada por

(A.’B —b, 'z + d) e L™, V(A,b,c,d) € HUeaps (3.14)
puede ser reformulada como

(A2 b, ()Te+d) L™, VE=1,...,N. (3.15)

Prueba. Si se cumple (3.14) entonces se verifica (3.15). Reciprocamente, supongamos ahora
que x cumple (3.15), dada una realizacion arbitraria & = (A, b, ¢,d) del conjunto de in-
certidumbre c,ps, por definicion de capsula convexa, existen un nimero finito k& de puntos

extremos &1, ..., &k € Ycaps ¥ Pardametros no negativos Ay, ..., g, tales que
k
D=1 =) \g
j=1 j=1

entonces,

(Aw—b, cTw+d>=Z)\j (Ajw—bj, (cj)Ta:—i—dj). (3.16)

Jj=1

Por hipotesis, @ satisface (3.15), luego
(Aja: -, (d)'x+ df> € L™ paratodo j=1,..., k.

Debido a la convexidad del conjunto L™T! el lado derecho de (3.16) también pertenece a
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L™+ de donde concluimos que x satisface (3.15). O

Conjunto de incertidumbre de intervalo

Un conjunto de incertidumbre de intervalo se define como el producto cartesiano de

dos conjuntos de incertidumbre, el del lado derecho, iliAn,’:er,

y el del lado izquierdo U?, es
decir:

Ab d
L[interv =4 x Ue )

interv

donde, A € R™*" b € R", el conjunto UAP esta definido por

interv

b {(A,b) CAGE Db e K Yi=1,... omj=1,... n} (3.17)
con I;; := [A;; — A5, Aij + 5 A;5], Ki == [bi — 0bi, b + 0b;] y 4% puede ser cualquier conjunto
de incertidumbre de tipo coénico lineal. Siendo el conjunto de incertidumbre de intervalo un
producto cartesiano de dos conjuntos de incertidumbre, la restriccién robusta de cono de

segundo orden (3.11) puede reescribirse como:

max ||Az —bls <c'xz+d
(Ap)eu:®

interv

tomando el minimo sobre ¢, existe un ¢ € R tal que

max |[Axz — bl <t, min c'xz+d>t. (3.18)
(Ab)ey® (c,d)esled

interv

La segunda restriccion en (3.18) es una restriccion lineal robusta ya estudiada, por lo tanto,

basta estudiar la primera restriccién de cono de segundo orden robusta del lado izquierdo.

Proposiciéon I11.20. La siguiente restriccion de cono de sequndo orden robusta

max ||[Axz —b|2 <t (3.19)
(Ab)eu?:®

interv

puede ser reformulada como una restriccion cuadrdtica y un conjunto de restricciones lineales

mmvolucrando la norma £, es decir,

_ (3.20)
lalx — b;| + |61 +0b; <y, Vi=1,...,m.
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donde, a; representa los valores nominales de la i-ésima fila de la matriz A, es decir, a; =

(@it, - .., Gin); 0; Tepresenta una matriz diagonal cuyos elementos son da;j para j =1,...,n.

Prueba. Notemos primero que el intervalo de incertidumbre 42 (3.17) esté definido res-

1nterv
triccion a restriccion, es decir, cada fila i de (A, b) tiene un conjunto de incertidumbre de

intervalo dado por

i’l?nécf;v = {(a’iabi) eR"xR: a; =a; + 67567 HEHOO < 17bl = Bl + 5bllu’7 ’,LL| < 1}7
donde, a; representa la i-ésima fila de la matriz A, luego tenemos que la restriccion (3.19) es

equivalente a

2
max \a;w—bio < 2
i=1 ((ll,b )eual i

interv

/Djs

yi 4yl <2

max |ajz—b| <y Vi=1,...,m,
(aib;)eui-i

1ntcrv

como |a] x — b;| puede escribirse como el maximo de a] € —b; y —a, x +b;; teniendo en cuenta

la definicion del conjunto ilnft’crlv, la segunda restriccion es equivalente a

_ T5.x — _ T _ < s
max{%?%%{( Tw—b) + €& S — oy}, —(al @ b”l?l%l{ €76 — obip}} <,
Iz Iz

calculando los méximos involucrados, obtenemos
@] — b| + [|6;||1 + 6b; < i,

por lo tanto, se cumple (3.20). O

Ejemplo IT1.21. Consideremos el caso particular en el que A, en la restriccion robusta (3.19)

tiene solo una fila, es decir, es de la forma a'x — b, con (a,b) € yab Por la Proposi-

interv -

cion 3.20, esta restriccion conica de sequndo orden robusta se convierte en

maz{la’e —b| - a = a+ 08, [|€]lo < 1,b="b+dbu, |u| <1} <t
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el cual puede ser reformulado como

a'x — b+ dajlw;| + b <t (3.21)

=1

Con el objetivo de obtener una representacion grifica en el plano, consideremos siguientes
valores numéricos a’ = [1,—1],b = 0,t = 4,0a; =1 para j = 1,2 y b = 1. En el conjunto de
incertidumbre consideremos a; € [0,2], ag € [-2,0] y b € [—1,1]. Luego, en (3.21) podemos
identificar que la restriccion nominal correspondiente es |x—y| < 4, mientras que la restriccion
robusta correspondiente es |x —y| + |z| + |y| < 3, esto se representa en la Figura IV en color

rojo y celeste respectivamente.

10+Y

-10

FIGURA IV. Region factible nominal (rojo) y robusta (celeste).

Conjunto de incertidumbre elipsoidal simple

Apb

interv?

En un conjunto de incertidumbre de intervalos il cada fila de A y b tiene una
incertidumbre independiente, lo que facilita la reformulacién de una restricciéon de cono de
segundo orden robusta. Sin embargo, este tipo de conjunto de incertidumbre podria resul-
tar ser muy conservador, ya que permite que la realizacién de la incertidumbre en el peor
de los casos tome simultdneamente los puntos extremos de los intervalos de incertidumbre.

El siguiente conjunto de incertidumbre, reduce el caracter conservador de las restricciones

robustas, permitiendo que la incertidumbre de las las restricciones se acoplen y esta dado por

k k
Uit ={(Ab) A= A+Y Ak b=b+ Y bt €l <1}, (3.22)

i=1 i=1

donde A y b son valores nominales de A, b y A;, b; son las desviaciones de los valores
nominales. Notemos en particular que A y b estan controlados por el mismo factor incierto

&. El siguiente resultado esté basado en [17].
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Proposicion I11.22. La restriccion conica robusta sobre el elipsoide (3.22)

|Az —blls <t, V(A,b)eui? (3.23)

elip
puede ser reformulada como la siguiente restriccion positiva semidefinida

t—x (Az—b)T 0T
A$—I_) t1 Af i07’%207
0 (AE)T kI

donde, I es la matriz identidad de dimensiones apropiadas; Ay es una matriz cuya i-ésima

columna es igual a A;x — b; para cadai=1,2,...,k.

Observacion II1.23. La demostracion de la Proposicion I11.22 hace el uso del S-Lema enun-
ctado en el Teorema III.16 y técnicas de optimizacion cuadrdtica por lo que se incluyd en el

Anexo B para su completitud.

Ejemplo 111.24. Consideremos la siguiente restriccion de cono de seqgundo orden robusta

2
(G2)2+ (L)? <1, Y(&,&): Y &< (3.24)
=1

Para expresar esta restriccion en la forma de la restriccion conica robusta (3.23), basta notar

que
& 0 o 10 00
A= . b=0,A=0,b=0,4;, = LAy = - by =0,by = 0.
2

Aplicando la Proposicion II1.22, obtenemos la siguiente reformulacion

1—-x 0

0 0 O
0 1 0z O
0 01 0 y|=0,k20,
0 z 0 k O
0 Y K

El cual puede ser reformulado, utilizando el complemento de Schur (Teorema II1.14), como

Kk — 22 0
0 K — 1>

]tO,OSHSL
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de donde obtenemos, |x| < 1 y |y| < 1, es decir, =1 < x <1, =1 <y < 1. La Figura V
muestra la region factible (en color gris) que determina la restriccion de cono de sequndo

orden robusta (3.24) dado en este ejemplo.

FIGURA V. Region factible de la restriccion robusta (3.24).

2) Restricciones semidefinidas robustas

Una restriccion semidefinida robusta estd definida como

A1$1—|——|—AmxmiB, V(Al,...,Am,B) Eﬂ, (325)

donde A > B significa que A — B > 0, es decir (A — B) € S7. Por lo tanto, la restriccion

semidefinida robusta también puede ser expresada como

A1$L‘1—|—"'+Am$m—B,ESi, V(Al,...,Am,B)ELL

Las clases de conjuntos de incertidumbre 4{ para los cuales la restriccion semidefinida positiva
robusta admite una reformulacién manejable son mucho maés restringidas que las restricciones
coOnicas robustas. En particular, el conjunto de incertidumbre definida como la capsula convexa
de escenarios y el conjunto de incertidumbre elipsoidal de rango 2 admiten reformulaciones

tratables.
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Conjunto de incertidumbre de la capsula convexa

Proposiciéon I11.25. Dado, el conjunto de incertidumbre de la cdpsula conveza
Uecaps = conv{(AJ,..., Al B), j=1,...,N},

entonces la restriccion semidefinida robusta (3.25) puede ser reformulada como el conjunto de

restricciones semidefinidas positivas deterministicas, para cada escenario en eaps dado por
Az +--+ ALz, =B, Vj=1,...,N.

La prueba de este resultado es similar al caso de restricciones de cono de segundo orden

robustas sobre conjuntos de incertidumbre de la capsula convexa (Proposicion I11.19).

Ejemplo I11.26. Consideremos la siguiente restriccion positiva semidefinida

T+y —2z—-y+1

Q(z,y) =
-2z —y+1 T — 2y

= 0. (3.26)

Esta matriz es simétrica y sus entradas son lineales en x y y, luego, la restriccion puede ser

escrito en la forma de (3.25) como

1 —1] . [0 —1] (327

Si asumimos que las matrices A1, As y B son inciertas en un conjunto de incertidumbre de

cdpsula convera

0.5 =25 0.5 —-1.5 —-0.5 —-1.5 1.5 —1.5 1.5 —-0.5 0.5 —=0.5
ucaups:Conv ) ) ) ) ’ .
{({—2.5 0.5} {—1.5 —2.5} [—1.5 —0.5]) ({—1.5 1.5} [—0.5 —1.5] {—0.5 —0.5})}

Al A} B! A2 A3 B2

Entonces, por la Proposicion 111.25 la restriccion semidefinida robusta puede ser re-

formulada como las dos siguientes restricciones semidefinidas deterministas

r+y+1 —5r—3y+3
—5r—3y+3 x—-5y+1

3r+3y—1 —3r—y+1
—3r—y+1 3z-3y—+1

=0

La Figura VI muestra la region factible definida por la restriccion semidefinida positiva (3.26)
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(elipsoide de color celeste), asi como la region factible definida por la version robusta de (3.26)
considerando el conjunto de incertidumbre de la cipsula convera de escenarios (interseccion

del elipsoide verde con la region de color rojo)

FIGURA VI. Region factible de una restriccion robusta semidefinida positiva.

Conjunto de incertidumbre elipsoidal de rango 2

Es posible definir un conjunto de incertidumbre elipsoidal para restricciones robustas
semidefinidas, siguiendo el modelo del conjunto de incertidumbre (3.22), sin embargo, con el
objetivo de obtener una reformulacion tratable, es necesario simplificar el modelo consideran-

do solamente perturbaciones de rango 2 como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo II1.27. Dada la restriccion semidefinida positiva Y | A;x; = 0, consideremos una

perturbacion en su primera fila y primera columna por funciones lineales en € dada por

zm: Az = i Az +
i=1 i=1

0 £TP(m)]
P)¢ o |

donde P(x) es una matriz de funciones lineales en x. Esta matriz de perturbacion puede ser
expresada como

[ 0 £TP(x)] _ [ o7 ]E [1 OT} n 1
Px)¢ 0 P(z)T

o€ 0 Px)]
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1
0

=3 (| [ 0+ o] b 2] e

donde pj(x)" es la j-ésima fila de P(x). Podemos observar que, para cada &;, la matriz de

perturbacion es de rango 2.

Generalizando el ejemplo anterior, dada una restricciéon semidefinida positiva de la forma
>t Az — B = 0y un vector s fijo, una perturbacion de rango 2 de esta restriccion esta

definida como

k

ZAixi - B= Z(Azl‘z - B) + Z (pj(fl?)ST + spj(m)T)ﬁj =0, VE:[&]l <1
i=1 i=1

j=1
Proposicion I11.28. La restriccion semidefinida positiva robusta

m k

> (A= B)+ Y (pi@)s" +sp(@)7)g =0, vE:fgla<1 (3:28)

i=1 j=1

puede reformularse como la siguiente restriccion semidefinida positiva

" (Ajx; — B) —kssT P
Si (A= B) —rss’ P@) o
P(x)T w1
La demostraciéon de esta Proposicion sigue las mismas ideas que el de la Proposiciéon I11.22

por lo que se incluy6 en el Anexo B.

Observacion II1.29. En general, a medida que el problema de optimizacion o los conjuntos
de incertidumbre se vuelven mds complejos la reformulacion tratable (exacta) del problema
robusto se hace inviable. Vimos por ejemplo que al reformular los problemas de optimizacion
lineal robustos se convierten en problemas de cono de seqgundo orden (Observacion I11.12).
Los problemas de cono de sequndo orden robustos se convierten en problemas de optimizacion
semidefinida (Proposicion II11.22). En [18], se proponen reformulaciones aproximadas para
problemas de optimizacion conica de manera que preserven la manejabilidad del problema

original.

49



IV. Optimizacién robusta ajustable

En este capitulo, abordaremos el estudio de la optimizacién robusta ajustable, una
metodologia que permite enfrentar problemas de toma de decisiones donde, ademés de existir
incertidumbre en los datos, se introduce un nivel de flexibilidad o ajustabilidad en la solucién
optima. Esto significa que las variables de decision pueden ajustarse después de que se revela
una parte de los datos inciertos. En general, este enfoque suele generar un mejor valor de la
funcién objetivo en comparacién con la optimizacién robusta estricta.

Consideremos la siguiente restriccion robusta:
f(z,€) <0, V€ €y,

donde, U representa el conjunto de incertidumbre, £ es el parametro incierto que toma valores
dentro de i, y x es la variable de decision. La optimizaciéon robusta estricta, vista en el
Capitulo III, busca una decisién robusta & que sea factible para todas las realizaciones de
la incertidumbre en 4, Sin embargo, en muchas situaciones practicas, esta decisiéon robusta

puede no ser la opcién més adecuada, especialmente en los siguientes dos casos:

e Restricciones de igualdad con parédmetros inciertos. Un caso tipico ocurre cuando las
restricciones de igualdad incluyen parametros inciertos. Por ejemplo, en el mercado
eléctrico, el suministro de electricidad debe igualar la demanda en todo momento. Si
consideramos la demanda de electricidad como un parametro incierto, esta varia diaria-
mente entre picos (maximo nivel de demanda) y valles (minimo nivel de demanda). En
este contexto, la decisiéon de generacién debe depender de la demanda; de lo contrario,
se corre el riesgo de romper el equilibrio entre generaciéon y consumo, lo que podria

llevar a problemas significativos en la operacion del sistema, eléctrico.

e Incertidumbre con estructuras dindmicas. Otro caso relevante surge cuando la incerti-
dumbre tiene una naturaleza dindmica. En un mercado eléctrico diario, el operador del
sistema debe decidir, con anticipacién, qué generadores encender o apagar durante las
proximas 24 horas, sin conocer exactamente la demanda del dia siguiente. Esta deci-
sion, conocida como ¢ompromiso de unidades", implica determinar hoy las decisiones
binarias (encender/apagar) conforme a las reglas del mercado. Como resultado, el plan
de generaciéon para el dia siguiente no debe ser un valor fijo, sino que debe adaptarse
a las fluctuaciones de la demanda. Este enfoque se conoce como un problema de toma
de decisiones en dos etapas. La Figura VII ilustra la relaciéon entre la estructura de las

decisiones y la incertidumbre en este tipo de problemas.
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FIGURA VII. Esquema de un problema robusto de dos etapas.

En este esquema, x es el vector de las decisiones de encendido/apagado de los generadores
para el dia siguiente; &€ es el vector de demanda en las préoximas 24 horas, considerado como
un parametro incierto; (&) es el vector de las decisiones de generacion para las proximas 24

horas.

Observaciéon IV.1. Note que la decision xy se toma antes de conocer la demanda &, por
lo tanto, xg no depende de &, mientras que la decision x se toma al dia siguiente de que se

realice la demanda &, por lo que x(€) es una funcion de § .

A. Optimizacién robusta lineal de dos etapas

En esta seccién, se analizan formulaciones clave de un modelo de optimizacién lineal
robusta en dos etapas. En particular, se examina una clase importante de problemas en
los que el pardmetro incierto se encuentra en el lado derecho de las restricciones lineales
robustas, abordando también la complejidad asociada con este tipo de problemas. Finalmente,
se describen los algoritmos existentes para su resolucién. A continuacion, se presentan las dos
metodologias méas utilizadas para formular un modelo de optimizacién lineal robusta en dos

etapas: la formulacién funcional y la formulaciéon anidada.

1) Formulacién funcional

Para implementar un modelo robusto de dos etapas, es necesario decidir coémo modelar la
funcién objetivo, el conjunto de incertidumbre y las restricciones robustas siguiendo el princi-
pio basico de la optimizacién robusta: minimizar el costo objetivo del peor de los casos sobre

el parametro incierto.

e Asumamos que tanto la decision de la primera etapa xg como la decisiéon de la segunda
etapa (&) incurren en costos dados por ¢'xg y g'x(£) respectivamente, entonces,
el costo total en el peor de los casos estd dado por el méximo del costo total sobre

todos los parametros inciertos £ en un conjunto de incertidumbre 4, es decir, e¢"xq +

maxgcy g x(£).

e Para establecer las restricciones en @y y «(-), debemos tener en cuenta que las res-
tricciones en la decisiéon de primera etapa @y son similares a las de un problema de

optimizacion determinista ya que no involucra parametros inciertos, que en el caso
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lineal pueden escribirse como xy € X, con
Xo = {330 e R™ : Agxy < bo},

donde, la matriz Ay € R™0*™ vy el vector by € R™° son cantidades deterministas.

La decision de segunda etapa @(-) en general depende de la decision de la primera etapa

por lo que escribiremos (-) € X (xy), con
X (o) = {@() - A(€)wo + B(§)(€) > d(€), V& euf (4.1)

donde, A(§) e R™* ™0 B(£) €e R™*™ y d(€) € R™.

Asumiendo que la incertidumbre solo afecta al lado derecho en (4.1) y que tiene la siguiente

forma d(&¢) = D&+ h, donde D y h son parametros conocidos, obtenemos el siguiente modelo

min c'xo+maxg'x } 4.2a
o {cTan + g Ta(6) (122)
s.a. xg € X, (4.2b)

Axy+ Bx(§) > D)+ h, VEecil (4.2c)

El cual recibe el nombre de formulacion funcional debido a que la variable de decision de la

segunda etapa x(-) es modelado como una funciéon de &.

2) Formulacion anidada

Desde el punto de vista computacional la formulaciéon funcional tiene una desventaja debido a
que la decision funcional x(-) puede ser de dimension infinita. La formulaciéon anidada es una
forma equivalente de implementar la estructura de decisién en dos etapas que nos permite

entender las propiedades de este tipo de problemas y desarrollar algoritmos para solucionarlo.

Para cada realizacion fija de € en el conjunto de incertidumbre i, se debe resolver
un problema de segunda etapa que minimice el costo de segunda etapa g’z mientras se
satisface las restriccion (4.2c¢) para este valor fijado de &, es decir, debemos resolver el siguiente

problema

min g'x
T
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s.a. Bx > D&+ h — Axg.

La decisién « en este problema es un vector de R” (de dimension finita) y el valor objetivo
6ptimo depende de &, por lo tanto, el costo de la segunda etapa en el peor de los casos viene

dado por
V(xg) = max min g'x
gt (4.3)
s.a. Bx > D&+ h — Ax.

Finalmente, el problema lineal robusto de dos etapas minimiza el costo total ¢" + V(zg), es
decir,

min {cTwo—i—max min ng}, (4~4)
z0€X0 el zeY (xo,€)

donde, el conjunto factible para la decision x de segunda etapa, Y (xq, &), esta dado por
Y(xp, &) ={x € R": Bx > D¢+ h — Axy}.

La reformulacion (4.4) es conocida como formulacion anidada de un problema de optimizacion

lineal robusta de dos etapas debido a la estructura anidada min-max-min.

Formulacion mediante la funciéon valor

La formulacion anidada (4.4) puede ser reescrito de la siguiente forma

min CTCEO + V(QJ(])
o (4.5)
s.a. xy € X,

donde, V(xg) es el costo 6ptimo de segunda etapa definido en (4.3). V(+) también es llamada
la funcién valor (recurso) del problema robusto de dos etapas por lo que la formulacion (4.5)

recibe el nombre de formulacién funciéon valor.

Observacion IV.2. La formulacion (4.5) pone en evidencia que el problema de optimizacion
lineal robusta de dos etapas solo depende de la decision de primera etapa xg. Esto significa que
que la unica decision que debe implementarse hoy antes de que se materialice la incertidumbre
es la decision de la primera etapa; mientras que la decision de la sequnda etapa x(€) puede
esperar su implementacion hasta después que se materialice la incertidumbre. Por esta razon
a xg también se le denomina decision inmediata (here-and-now), mientras que la decision de

sequnda etapa, x(£), se le denomina decision de esperar y ver (wait-and-see).

La formulacion (4.5) también muestra que las propiedades de la funcién valor V (-)

son importantes para comprender mejor el problema de optimizaciéon robusta de dos etapas.
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Las tres Proposiciones que siguen describen las propiedades importantes de la funcién valor.

Proposicion IV.3. La funcion V (€, ), definida por

V(€ xg) =min g 'x

s.a. Bx > D&+ h — Ax.

es conveza y lineal a trozos en (&, xg).

Prueba. Asumiremos que el problema de segunda etapa tiene recurso relativamente com-
pleto, es decir, el problema de minimizacion en (4.6) es siempre factible para todo & € il y
@y € Xp. Bajo esta condicion se cumple la propiedad de dualidad fuerte para (4.6) y su dual

viene dado por
V(€ ,xg) =max (D&+h — Axg)'y
Yy

sa. B'ly=g (4.7)
y=>0

Notemos que la region factible del problema dual anterior definida como
W={yeR": B'ly =g,y > 0}, (4.8)

es independiente de € y xg. Solo los coeficientes de la funcién objetivo dependen linealmente
de & y y. Si W es un poliedro no vacio, entonces, por la propiedad de dualidad fuerte y la
hipotesis de recurso relativamente completo, el problema (4.7) debe tener un méximo finito
para todo £ € Uy xy € Xg. Como W esté en su formato estandar y todo problema lineal
estandar factible tiene al menos un punto extremo [19], denotando por {y',...,y%} a los
puntos extremos de W, el problema (4.7) es equivalente maximizar su funciéon objetivo lineal

sobre los puntos extremo de W, es decir,

V(€ @) =max (DE+h — Axy)Ty
y
sa. y € conviy',... ,'!/K}v
= l_maXK(yi)T(DE + h — AZC())

yerey

de donde concluimos el resultado. O

Observacion IV.4. Teniendo en cuenta (4.6) la funcion valor puede reescribirse como
V(xg) = max V(x,
(o) = max V(o £)
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Teniendo en cuenta la formulacion (4.3) y (4.7), la funciéon valor adopta la siguiente
formulacion

_ . T
V(@) = maxmax(DE + h — Azo) 'y, (4.9)

cuyo objetivo es una funcion bilineal en (&, o) v y.
Proposicion IV.5. La funcion de valor V(xzg) es conveza y lineal a trozos en xg

Prueba. Intercambiando los operadores de maximizacion en (4.9) obtenemos

V(xo) = max max y' D¢+ (h — Axg) 'y, (4.10)
Asumiendo que el conjunto de incertidumbre L es un politopo, entonces es la capsula convexa
de un ntmero finito de puntos extremos, es decir, {f = conv{&!, &€2,... ¢M}. Dado que el
problema de maximizacion interna en (4.10) es un problema de optimizaciéon lineal sobre
la variable £, el maximo se alcanza en un punto extremo de 4, de manera analoga para el
conjunto factible W definido en (4.8). Por lo tanto, podemos reescribir la funcion de valor
como

V(xg) = max max —(y)TATxy+ (DE +h)Ty’ (4.11)
i=1,...,.M j=1,...,.K

de donde, obtenemos que V(+) es una funciéon convexa y lineal a trozos pues es el maximo de

un numero finito de funciones lineales. O

El siguiente resultado describe las propiedades de los problemas de optimizacién lineal

robusta de dos etapas.

Proposicion IV.6. El problema de optimizacion lineal robusta de dos etapas con incerti-
dumbre del lado derecho es un problema de optimizacion convexa con una funcion objetivo

conveza lineal por partes y una region factible poliédrica, como se muestra a continuacion.

. T () TAT Dé - n)T j}
:clonel)réo{c m0+i:q1,?.),(Mj—IIllaXK (y) xo+ (D& +h)'y ¢,

Ly

el cual se puede reformular como el siguiente programa lineal determinista

min cTazo +1
xo,t

sa. (DE€+h)Ty <t+ @) ATxy Vi=1,...,.M,j=1,... K, (4.12)

xg € Xy

Observacion IV.7. Note que la formulacion funcional (4.2) involucra variables de decision

de dimension infinita, lo que dificulta su solucion, mientras que la formulacion anidada (4.4)
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y su reformulacion (4.12) proporcionan problemas de optimizacion en espacios de dimension

finita.

3) Complejidad de los problemas lineales robustos de dos etapas

A continuacion detallamos la complejidad de resolver los problemas (4.4) (formulacion

anidada) y (4.12) (formulacion lineal).

e Resolver la reformulacion anidada (4.4), implica resolver un problema de minimizacién
de una funcion convexa lineal a trozos, e¢'xg + V (x), sujeta a restricciones lineales en
xo, por lo que es necesario poder evaluar la funcion valor V(xg) en cualquier ¢y € X,
esto es equivalente a resolver el problema (4.10) cuya funcion objetivo es bilineal en & y
y. La region factible de (4.10) consta de restricciones lineales sobre £ y y por separado.
Tal problema se denomina programa bilineal y la resolucién de este tipo de problemas
es fuertemente NP-dificil [20]. Ademas, podemos ver que cualquier programa bilineal
se puede reducir a un problema de optimizacién lineal robusta de dos etapas de la

siguiente manera,

T T T
ma ma a D b
Eei)l( BTy:g),(yZO yty DErbe

—max min g'x+b'§
¢esl Be>DéE+a

= min {0 +max min g'x+ bTE}.
xo=0 gesl Bx>Dé+a

Por lo tanto, resolver problemas de optimizacién robusta lineal de dos etapas es fuer-

temente NP-dificil.

e La dificultad para resolver la formulacion lineal (4.12) radica en el hecho que las partes
lineales, —(y’)TATzy + (D¢ + h)Ty’, que definen V(xg) para cada i, j dados en
(4.11), no se conocen de antemano ya que los puntos extremos y; de Wy &; de 4l son
desconocidos . Los datos son las restricciones lineales en el conjunto de incertidumbre
i1y la region factible W del problema de maximizacion dual.

Encontrar todos los puntos extremos de un politopo a partir de sus restricciones lineales
es un problema computacionalmente dificil. Por ejemplo, determinar el nimero total
de puntos extremos de un politopo es fuertemente NP-dificil [21], esto implica que
es poco probable encontrar un algoritmo de tiempo polinomial atin para hallar una
solucién aproximada. Por lo tanto, formular directamente el programa lineal (4.12) es
computacionalmente dificil, a menos que el niimero de puntos extremos de i y W sea

pequeno.

Atun asi, existe la posibilidad de desarrollar buenos algoritmos que permitan resolver

este tipo de problemas.
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4) Algoritmos basados en oraculos

A continuacion definimos algunos conceptos basicos, utilizados en los métodos numé-
ricos para resolver problemas de optimizacién. Los algoritmos se suelen disenar para resolver
una familia de problemas con estructura comun (en el presente contexto, familia de proble-
mas lineales robustos de dos etapas) en lugar de una instancia especifica de un problema, de

acuerdo a la siguiente definicion

Definicion IV.8. Una familia de problemas lineales robustos de dos etapas, denotado por F,
es el conjunto de problemas que tienen la formulacion (4.5), cuyos datos son (Xo,4,¢,g,h, A, B, D),
donde, Xy y U son politopos.

Definicion IV.9 (Oréaculo). Un ordculo O para la familia de problemas F se define como una
funcion que toma como datos de entrada (Xo,4U,¢,g,h, A, B, D) y genera un valor V(xy) y
un subgradiente OV (xo) de V(-) en xy.

Si el valor de V(xg) y de OV (xy) son exactos, que dice que el ordculo O es exacto; en caso

contrario diremos que O es un ordculo inexacto.

Definicién IV.10 (Solucion e-6ptimo). Dado un problema de optimizacion, una solucion x

es e-optima si cumple la siguiente desigualdad.

fl@) < f"+e,

donde, f(x) es el valor de la funcion objetivo para la solucion x, f* es el valor dptimo de la
funcion objetivo que buscamos minimizar y € > 0, es un valor pequeno que nos indica cudnto

nos alejamos del optimo.

La nocién de e-6ptimo permite caracterizar puntos que estan cerca de ser 6ptimos ya que, en

general, en la practica los algoritmos s6lo pueden calcular soluciones subdéptimas.

Definiciéon IV.11 (Algoritmo basado en oraculos). Un algoritmo para resolver problemas de
la familia F usando el ordculo O es un conjunto de reglas que genera una secuencia de puntos
x}, T3, ..., para cada problema en F de manera que en cualquier punto xf el algoritmo utiliza

toda la informacion obtenida del ordculo hasta el paso k y produce un nuevo punto :I:S'H, es

decir, zE N (xd, O(xd);...;xk, O(xk)), en un nimero finito de pasos, el algoritmo termina

con un punto que es factible y e-dptimo para el problema.

Ahora procederemos a describir un par de algoritmos basados en oraculos que nos
permitira resolver los problemas de optimizacién lineal robusta de dos etapas: el algoritmo

de descomposicién de Benders y su variante denominado generaciéon de columnas.
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5) Descomposiciéon de Benders

El algoritmo de descomposiciéon de Benders fue desarrollado para resolver problemas
de programacion lineal entera mixta [22]. Comenzaremos aplicando este algoritmo para re-
solver problemas de optimizacién lineal robusto de dos etapas con un oraculo exacto que
proporcione el valor y un subgradiente de la funcion valor (4.3). Asumiremos que conocemos
una cota inferior L para el valor objetivo del problema de la segunda etapa para cualquier
@y € Xy (existe bajo la hipotesis de que el problema de la segunda etapa tenga un recurso

relativamente completo y que X, 4l Y son no vacios y compactos) .

Podemos iniciar el Algoritmo 1 resolviendo el problema de la primera etapa

min ¢'xg.

xo€Xo
Denotando una solucién 6ptima como x; 1 procedemos a evaluar el oraculo Oz 1) para
encontrar una desigualdad valida en la forma (4.13b) y actualizamos la cota superior. Luego,

podemos iniciar con el ciclo mientras.

Algoritmo 1: Benders para optimizacion lineal robusta de dos etapas
Entrada: Una cota inferior L en la funcién de valor

Salida : Una solucién e-6ptima

Inicializar: ¢ < —1

Establecer: Cotalnferior < —oo, CotaSuperior < +o00

mientras CotaSuperior — Cotalnferior > ¢ hacer

resolver el problema maestro

swWwo N e

v'= min c'zo+t (4.13a)
@€ X0,t>L

sa. (D& +h)y <t+ (y)ATxy, j=0,1,...,i (4.13b)

Denote una solucién 6ptima por & y el valor objetivo 6ptimo por v’
Evaluar: (V! g7yt «— O(x))
Actualizar Cotalnferior <+ v°
Actualizar CotaSuperior « 'z} + V!
Actualizar 1 <+ i+ 1

© 0o N o o

fin

10: Salida x.

El problema de optimizacion (4.13) aproxima la funcion valor V(-) desde abajo mediante
una funcion lineal convexa por partes en (4.13b). A estas desigualdades lineales las llamamos
desigualdades validas o cortes de Benders para aproximar V(-). El problema (4.13) es deno-
minado problema maestro, y el problema resuelto por el oraculo es denominado subproblema.

Resolviendo el problema maestro (4.13) se obtiene una solucién zf, que es candidata a soluciéon
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6ptima de primera etapa. Luego, el algoritmo consulta al oraculo resolviendo el subproblema
O(x}) en x para obtener una nueva desigualdad vélida con nuevos puntos extremos &1 € §I,
y'T! € W. Esta nueva desigualdad vélida inferior se aproxima a V (-) y se agrega al problema
maestro en la siguiente iteracion.

El oraculo también nos da el valor 6ptimo V*! de la funcién de segunda etapa V (-) evaluada
en ) que, al combinarse con el costo de la primera etapa ¢z}, da una cota superior al costo

6ptimo total del problema de optimizacion lineal robusta de dos etapas.

Oraculo exacto

El oraculo exacto resuelve el problema de la segunda etapa en una decisién dada de

la primera etapa. El Algoritmo 2 brinda los detalles del problema del oraculo.

Algoritmo 2: Oréculo exacto O
Entrada: Una decisiéon de primera etapa xg € X,

Salida : El costo 6ptimo V del problema de la segunda etapa (4.3) y una
desigualdad vélida en la forma de (3.2.19b)

1: Resolver el subproblema

V =max (D¢ +h — Axy)"y

£y

sa Bly=g,
y >0,
£ el

Denote una soluciéon 6ptima por &£*, y*.

2: Generar un corte valido para V(-) dado por (D&* +h — Azy)y* < t.
3: Salida (V,&*, y*).

El algoritmo de descomposicién de Benders con el oraculo exacto siempre termina
en un nimero finito de iteraciones, en efecto, como las soluciones 6ptimas devueltas por el
oraculo, £, y* son los puntos extremos de L y W, respectivamente, entonces dado que estos
conjuntos son politopos con un nimero finito de puntos extremos, el algoritmo eventualmente

enumeraria todos los puntos extremos, terminando en un nimero finito de pasos.

Oraculo inexacto

Debido a la complejidad de evaluar la funcion valor V(zg), un problema clasificado
como NP-dificil, el uso de un ordculo exacto puede resultar ineficiente. En su lugar, es mas

practico emplear un oraculo inexacto que proporcione una solucién subdéptima al problema de
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la segunda etapa. El Algoritmo 3 ofrece esta alternativa, utilizando el método de direcciones
alternas (ADM, por sus siglas en inglés). Este método, en cada iteracion, fija una de las
variables mientras maximiza la otra. Dado que la funcién objetivo es bilineal, al fijar una
variable, el objetivo se convierte en una funcién lineal respecto a la otra. De este modo, en
cada iteracién, el método resuelve un problema de optimizacién lineal

Ademas, el ADM produce una secuencia de valores no decrecientes
i i i+1 i+1
VySVesV, <V <.

Por lo tanto, dado que el problema de la segunda etapa (4.3) siempre tiene una solucion 6pti-
ma para cualquier xq ,el método de direcciones alternas garantiza su terminacion. Al finalizar,
identifica el par (y’,£'), donde cada elemento es un punto extremo del politopo correspon-
diente. Sin embargo, es posible que esta soluciéon represente tinicamente un maximo local del
problema de la segunda etapa, es decir, Vg < V(xg). A pesar de ello, el corte generado es

siempre valido para V().

Se puede reemplazar el oraculo exacto O del Algoritmo 1 por el ordculo inexacto Oapas
descrito en el Algoritmo 3. Siguiendo un razonamiento similar sobre la enumeracién de los
puntos extremos de 3 y W, el algoritmo de Benders garantiza su terminacién en un ntimero
finito de pasos. Sin embargo, es importante destacar que la soluciéon obtenida, xg puede ser

suboptima.

Algoritmo 3: Oraculo inexacto O4py

Entrada: Una decisién de primera etapa xy € X y un punto extremo &° €
Salida : Una solucion 6ptima local del problema de la segunda etapa (4.3) y
una aproximacion lineal inferior de V'(+).
1: Inicializar: ¢ < 0, Vy0 +— —00, V€0 — o0
2: mientras Vg — V; > ¢ hacer
3: Resolver max, {(D& + h — Azy)"y: By =g,y > 0}
para obtener el costo éptimo Vyi+1 y una solucién éptima y

4: Resolver maxgey (D€ + h — Azy)Ty"*!

i+1

para obtener el costo 6éptimo Vg“ y la soluciéon 6ptima &1

5: 141+ 1
6: fin
7: Salida Vg, ¢, y' y una aproximacion lineal inferior (D&° + h — Axzg)Ty* < t.
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6) Generacion de columnas y restricciones

A diferencia del Algoritmo de Benders que en cada iteracion genera un corte de Ben-
ders para la funcién valor, El Algoritmo 4 genera muchos cortes de Benders en cada iteracion.

Por lo que se puede considerar como una aceleracion del algoritmo de Benders.

De las formulaciones (4.5), (4.3) y (4.6) tenemos que

. T
min ¢¢ o+ maxV (&, x }
i { ot P (& o)

Aplicando la reformulaciéon del epigrafo obtenemos

min ¢'xg +t
xo€Xo,t

sa V(& x) <t V&Eeu

= min CTwo—l—t
xo€Xo,t

sa min{g'z:Bx>D¢{+h— Axg} <t VE€cu

Considerando &', ..., &M puntos extremos de 4 y x',..., 2™ las variables correspondientes

asociadas con estos puntos extremos obtenemos la siguiente reformulacién

min c'xg+t
xo€Xo,t,xl,....aM
s.a gzt <t VYi=1,....M (4.14)

D¢ +h—Axy<Bx' Vi=1,....M

Comparando (4.12) con la nueva reformulacion del problema de optimizacion robusta lineal

de dos etapas (4.14) tenemos las siguientes diferencias:

e La formulacion (4.12) tiene como variables a @ y ¢ mientras que (4.14) tiene M varia-
bles adicionales x que son variables de segunda etapa para cada escenario del parametro
incierto &°.

e La formulacién (4.12) involucra los puntos extremos y* del politopo W asociado con el

problema dual, mientras la nueva formulacion involucra las variables primales x‘.

e El namero de restricciones lineales de la formulacion (4.12) es KM, donde, K es el
naimero de puntos extremos en el politopo W, mientras el ntimero de restricciones
lineales en (4.14) es (m + 1)M, donde, m es el namero de filas de la matriz B. En la

practica m suele ser mucho menor que K.
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De la comparacion anterior podemos concluir que la nueva formulacion (4.14) tiene muchas
més variables y menos restricciones que la formulacion (4.12). El Algoritmo 4, est4 basado en
la nueva reformulacion (4.14). Para una solucion candidata de primera etapa @, se identifica
el peor de los casos & € il para el problema de segunda etapa y genera un conjunto de
nuevas restricciones para &', agregando nuevas restricciones y las nuevas variables asociadas
x'. A diferencia del Algoritmo 1 que agrega solo restricciones, el Algoritmo 4, agrega nuevas

restricciones y las nuevas variables asociadas x’.

En el paso 5 del Algoritmo 4, el ordculo exacto funciona como en el Algoritmo 1
con la diferencia que ahora también deberia devolver una soluciéon 6ptima del problema de

minimizacion interna (4.6). El oraculo inexacto, Algoritmo 3, también puede ser utilizado.

Algoritmo 4: Generaciéon de columnas y restricciones

Entrada: Una cota inferior L en la funciéon de valor
Salida : Una solucion e-6ptima x, para (4.4)
Inicializar: 7 <— 0

Establecer: Cotalnferior <+ —oo, CotaSuperior < +o00
mientras CotaSuperior — Cotalnferior > ¢ hacer
resolver el problema maestro

e

Sw N

v = min c'xy+t
To€Xg,t>L,xl ... @

sa. g’ <t, Vji=1,...,1, (4.15)
D¢ +h— Axy < Bx!, Vj=1,...,i.

Denote una solucién 6ptima por & y el valor objetivo 6ptimo por v’
Consulta el ordculo: Evaluar: (V! €7 ) « O(x))
Actualizar Cotalnferior <+ v°
Actualizar CotaSuperior « 'z} + V!
Actualizar ¢ <1 + 1

© 0o N o o

fin

10: Salida xf.

B. Modelos de optimizacién robusta ajustable

En esta seccién se presentan modelos de optimizaciéon robusta ajustable aplicados
al sector eléctrico, que consideran diversas fuentes de incertidumbre. Se describen dos tipos
principales de incertidumbre: Incertidumbre a largo plazo, relacionada con el crecimiento de
la demanda de electricidad de un ano a otro e incertidumbre a corto plazo, asociada a la
produccién de energia renovable, que depende de condiciones climaticas variables a lo largo

de las horas del dia. Posteriormente, se detalla la formulacion de estos modelos y los métodos
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para resolverlos. Finalmente, se describe un modelo general enfocado en la planificacién de

la expansién de la transmisién en un sistema eléctrico.

1) Incertidumbre a corto y largo plazo

En el &mbito de planificacién energética la incertidumbre afecta diversos parametros.
Dependiendo de la naturaleza de la incertidumbre es necesario representarla de manera ade-

cuada dentro de un modelo de optimizacion.

La incertidumbre a corto plazo se representa convenientemente mediante escenarios. Depen-
diendo del sistema eléctrico, un escenario puede representar una hora, un dia o una semana

(estos dos tltimos con pasos por horas). La incertidumbre a corto plazo comprende:
e Variabilidad de la demanda a lo largo de las horas del dia.

e Produccién de unidades generadoras dependientes del clima, por ejemplo la producciéon
de las unidades de energia solar y edlica cambia de manera impredecible a lo largo de

las horas de cada dia.

e Fallas de equipos, incluye las lineas de transmisiéon y las unidades generadoras que

pueden fallar en cualquier momento del dia.

La incertidumbre a largo plazo se representa de forma conveniente mediante conjuntos ro-
bustos que suelen construirse utilizando datos histéricos. Dentro de la incertidumbre a largo

plazo tenemos:

e Crecimiento de la demanda méxima, es decir, el cambio en la demanda méaxima en

diferentes lugares de un ano a otro en todo el sistema eléctrico.

e Costo de inversion en lineas de transmision,que suelen conocerse al inicio del horizonte

de estudio, pero cambian a lo largo del mismo.

e Costo de inversion en unidades generadoras, se conocen al inicio del horizonte de estu-

dio, pero varian a lo largo del mismo.

e Costos de combustible, de la misma forma, se conocen al inicio del horizonte de estudio,

pero cambian a lo largo del mismo.

e Cambios regulatorios, el marco regulativo que rige el sistema eléctrico considerado

puede cambiar a lo largo del horizonte de estudio.
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2) Formulacion y soluciéon del modelo

Los modelos de optimizacion estocéstica robusta ajustable (ARSO por sus siglas en
inglés) combinan la proteccion robusta (relacionada con la seguridad del sistema y son de-
cisiones dificiles de cambiar) y un modelo estocastico (relacionada con un riesgo limitado y
cuyas decisiones son féaciles de modificar). En el Capitulo II vimos que un problema ARSO

tiene la siguiente forma

Este problema involucra tres niveles.

e El primer nivel, con variables de decisién @, representa una estrategia de planificacion

previa a la realizacion de la incertidumbre busca minimizar la funcién objetivo.

e FEl segundo nivel, con variables £ € i, representa la realizaciéon de la incertidumbre a
largo plazo de la peor manera posible dentro de un conjunto de incertidumbre, por lo

que se busca maximizar la funcién objetivo.

e El tercer nivel, con variables y € Y (x, &, (), representa las acciones de mitigacion por
parte del operador una vez que se realice la incertidumbre a largo plazo e involucra
una serie de condiciones operativas inciertas a corto plazo representadas a través de
escenarios por el vector de pardmetros ¢. Por tanto, el tercer nivel busca minimizar la

funcién objetivo.

La funcién objetivo que se minimizara es el valor esperado del objetivo f sobre los parametros
de incertidumbre a corto plazo ¢ bajo la peor realizacién de incertidumbre a largo plazo &
dentro del conjunto robusto L.

La solucion del problema (4.16) generalmente se basa en tres pasos:

1. Reformular el problema de minimizacién de tercer nivel aplicando dualidad, dado que
el problema de tercer nivel es un problema de minimizacién, su problema dual sera un

problema de maximizacion.

2. Fusionar el problema de segundo nivel que es un problema de maximizacién y el pro-

blema dual obtenido en el tercer nivel, que también es un problema de maximizacion.

3. Resolver mediante descomposicion el problema resultante de dos niveles que consiste

en el problema de primer nivel y el problema fusionado..
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3) Planificacion de expansiéon de transmision

En esta secciéon describimos un modelo de optimizacion estocéstica robusta ajustable
de dos etapas para la planificacién de expansién de la transmision. Las decisiones de inversiéon
estan relacionadas con la construccién de nuevas lineas de transmision. La incertidumbre a
largo plazo considerada incluye: demanda pico, disponibilidad estocastica de la capacidad de
produccién y la capacidad de produccién convencional disponible, en un periodo de un ano.
La incertidumbre a corto plazo incluye: la variabilidad de la demanda a lo largo de las horas
del dia y la generaciéon de produccion dependiente del clima a lo largo de las horas del dia
[11].

El siguiente ejemplo ilustra un caso simple, que servira para comprender mejor el caso general.

Ejemplo IV.12. Un planificador de expansion de transmision tiene la opcion de construir
solo una de dos lineas de transmision alternativas de capacidad 2 o 4 para conectar los nodos
eléctricos 1 y 2. El costo unitario de construccion de las lineas de transmision es 1. En el
nodo 1 se dispone de un generador de capacidad ilimitada y costo unitario de produccion de 5,
mientras que en el nodo 2 se dispone de otro generador de capacidad ilimitada y costo unitario
de produccion de 10. En el ano objetivo, el pico de la demanda ubicado en el nodo 2 puede
tomar unicamente dos valores, 3 0 5. Cualquiera que sea la realizacion de la demanda pico, se
deben considerar dos condiciones de operacion (escenarios): demanda pico 1 con probabilidad

1/4, y demanda pico 1/2 con probabilidad 3/4.

Si x representa la capacidad de la linea de transmision a construir, d la demanda

pico desconocida, ygl), yél) la produccion de las unidades en los nodos 1 y 2 respectivamente,

en el escenario 1 (demanda d), y y§2), yé2), la produccion de las unidades en los nodos 1 y

2, respectivamente, en el escenario 2 (demanda %d), un modelo de optimizacion para que el

planificador de transmision decida qué linea de transmision construir es:

: : Lo MY , 3 (s (2 2)
= oot (" +10087) + 5 (501 + 10087
zgg}l} dg}%,);} yil)p,le/ggzo ‘ x+4 by 1 104, +4 oui + 10

n s 20
s.a. yil) + yél) =1d

y <
1
)+ = 3¢

y§2) <

Dado su simplicidad, el problema se puede resolver mediante enumeracion.

o Consideremos primero que el planificador construye la linea de capacidad x = 2. Luego,
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el problema a resolver es:

max min z=2+4— 1 ( (1) + 1Oy(1)) 1 ( (2) + 10y(2))

Yq 5 ' Z
yi® ys >0
s.a. (1) + y2 =1d
) <2
Y _ L,
+ 112 5
y® <2

Para resolver este problema consideremos los dos valores para la demanda pico d, 3 y

5.

e Sila demanda pico es d = 3 el problema a resolver es

. 3 2 2)
_ <5 O+ 105) + 2 (552 + 1042)
y(lﬁ%gm ‘ +4 it +4 K

1 WYy 2

2 2
y§ ),yé )>0

s.a. (1) + yé =3
gV <2

Y@ 4y _3

+yy =3
Y <2,

cuya solucion es y( ) = =2, yél) =1, y§2) = %, y§2) =0y z=12.625.

e Sila demanda pico es d =5 el problema a resolver es

: 3 2 2)
—9 <5 @4 10 (1)) 2 <5 @ 4 1008 )
y(l>myg1)>0 z +4 Yy, -+ 10y —1—4 Yy + 10y,
1 Yo Z

v y$P>0

s.a. (1) + y2 =5
yF) <2

@ 4y = 5

+ y2 - 2
Y <2,

(1)

cuya solucion es y, (1) (2)

:2;y2 :37y1

cuenta los resultados anteriores y el hecho de que en este nivel se busca el costo

=2, yéz) = % y z = 23.25. Teniendo en

mdzimo (realizacion de la incertidumbre a largo plazo), la solucion en el caso de

r=2esd=5yz=23.25.
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e Consideremos ahora que el planificador construye la linea de capacidad x = 4. Luego,

el problema a resolver es:

: 3 2 2)
. <5 04 1057) + 2 (552 + 10482)

ui s 20
s.a. y%l) + yél) =1d
y <4
1
D+ = §d

Y <4

Para resolver este problema consideremos las dos valores para la demanda pico d, 3 y

D.

e Sila demanda pico es d = 3 el problema a resolver es

1
min =4+ ( My 10y(1)) i ( 2 4 1Oy(2))

s.a. (1) + y2 =3
y(l) <4
Y _3
+ 3/2 =35
<4,
cuya solucion es y( ) = 3, y(l) =0 y(z) % (2) =0y2z=13.375.

e Si la demanda pico es d =5 el problema a resolver es

. — (1) (1)) ( (2) (2))
yg”lgigm z=4+ - 1 ( + 10y 1 + 10y

y§2),y§2>20
1 1
yg ) yé ) _ 5

S.a.
gV <4
P 4y = 5
+ Y5 5
y§2) <4,

W —y V=1, 4P =35 4D 0y .=20875.

cuya solucion es y, 35

Teniendo en cuenta los resultados anteriores y el hecho de que en este nivel se persigue

el coste mdzimo, la solucion en el caso de x =4 esd =15 y z = 20.875.
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Finalmente, considerando las dos alternativas de inversion y que el planificador busca el costo

minimo, la solucion es x = 4, d =5 y%l) =4, ygl) =1, y§2) = g, yéZ) =0y 2z = 20.875.

Concluimos que el planificador construye la linea de transmision mds grande (xr = 4) para

estar protegido contra el alto costo del generador en el nodo 2.

Descripcion del modelo general

Tomando como referencia [11], comenzaremos introduciendo las notaciones empleadas

en la formulacion del modelo.

Indices y conjuntos

Unidades convencionales.

d Demandas.

n Nodos.

s Unidades estocésticas.
4 Lineas de transmision.

s(¢)  Nodo fuente de la linea de transmision £.

r(¢)  Nodo receptor de la linea de transmision £.

w Escenarios de operacion.

AS  Conjunto de unidades convencionales en la zona z.

AP Conjunto de demandas en la zona z.

AS  Conjunto de unidades estocésticos en la zona z.

A% Conjunto de todas las zonas.

¢  Conjunto de todas las unidades convencionales.

¢ Conjunto de unidades convencionales ubicadas en el nodo n.
2P Conjunto de todas las demandas.

2P Conjunto de demandas ubicadas en el nodo n

2%  Conjunto de todas las unidades

2  Conjunto de todas las lineas de transmision.

2L Conjunto de lineas de transmisién candidatas. 2F, := QF\ QL
2N Conjunto de todos los nodos.

2%  Conjunto de todas las unidades estocésticas.

25 Conjunto de unidades estocasticas ubicadas en el nodo n.

2" Conjunto de todos los escenarios.

Variables y constantes del primer nivel

b Variable binaria. Es igual a 1 si se construye la linea y 0 en otro caso.

I, Costo de inversion anual de la linea de transmision ¢ (constante).
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PInv

Presupuesto de inversion para la construccion de nuevas lineas (constante).

Variables y constantes del segundo nivel

Variables:

Dy Carga de potencia maxima futura de la demanda d (MW).

yS Capacidad futura de la unidad convencional ¢ (MW).

TR Capacidad futura de la unidad estocastica s (MW).

Constantes:

DS Nivel esperado de la potencia pico futura para la demanda d (MW).

Dfi“ax Cota superior de la potencia pico futura para la demanda d (MW).

PSP Nivel esperado de la capacidad futura de la unidad estocastica s (MW).

PSmin Cota inferior para la capacidad futura de la unidad estocastica s (MW).

PCesP Nivel esperado de la capacidad futura de la unidad convencional ¢ (MW).

PEmin Cota inferior para la capacidad futura de la unidad convencional ¢ (MW).

rs Parédmetro de presupuesto de incertidumbre para las unidades
estocasticas en la zona z.

I ZC Parametro de presupuesto de incertidumbre para las unidades
convencionales en la zona z.

rp Parametro de presupuesto de incertidumbre para las demandas

en la zona z.

Variables y constantes del tercer nivel

Variables:

¢ Flujo de potencia a través de la linea de transmision £ en el escenario w (MW).

Y3 Generacion de energia de la unidad estocastica s en el escenario w (MW).

y$¥  Generacion de energia de la unidad convencional ¢ en el escenario w (MW).

yY“  Energfa no servida de la demanda d en el escenario w (MW).

0y Angulo de voltaje en el nodo n en el escenario w (rad).

Constantes:

C?  Costo de produccion de la unidad estocéstica s ($/MWHh).

C¢  Costo de produccién de la unidad convencional ¢ ($/MWh).

CY  Costo de la energia no servida para la demanda d ($/MWh).

eSS“ Coeficiente de disponibilidad de unidades de produccién estocésticas s en el
escenario w.

eg“’ Coeficiente asociado a la disponibilidad de producciéon de la unidad ¢ en el
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escenario w.

edD“’ Coeficiente asociado al nivel de demanda d en el escenario w.
o¥ Peso del escenario w.

Otras constantes

by Susceptancia de la linea de transmision ¢ (S).
[ Capacidad de la linea de transmision ¢ (MW).

I3 Pardmetro para hacer comparable la inversion y el costo de operacion (horas).

Formulacién

La formulacion para el problema de expansion de la transmision esta dada por

min max min - f(zou, 958, v Uos) (4.17)
s.a. Z Lyzy < P™ (4.18)
IgEQLE
zp€{0,1} : Vo, € QL xp=1:Vax, € QL. (4.19)
sa. PSmin < g8 < pSexp s e S (4.20)
PSeSp _ =S
Zﬂglﬁ, VZGAZ (421)
ey
oM < g€ < PO, e 0F (422)
PCesp _ +=C
> o o —zc. <IY, Vzed? (4.23)
ceac T — B
DS < Dy < D™, Vde QP (4.24)
Da— &
S o4 S <IP Ve A’ (4.25)
pmax _ P z
deap Td d
sa. ) b ) it ) MP= ) Y
SENS ceNl Lr(L)E, L:s(0)ef2y,
= Z e Dy — Z yy¥, V(n,w)e 2N. W (4.26)
de 2l de2l
f = webe (02— 04)) » V(Ew) € 222V (4.27)
— [ S S Y w) € 28 0V (4.28)
0 <y <evyd, V(s,w)e 25 W (4.29)
0 <yt <y, V(c,w) e ¢ W (4.30)
0<yY <el*Dy, V(dw)e 2. W (4.31)
—m <6 <7, V(n,w)e 2M\n=ref. QW (4.32)



0¥ =0,m =ref., VYwe QW (4.33)

m

donde, la notacion V(a,b) € 2% - 22 se utiliza para abreviar Va € 2%, Vb € 2

21 = {xe € ™}, (4.34)
%y = {(55,9¢, Da) V(s,¢,d) € 29 2° - 2P}, (4.35)
Ly =L@, 9°, 03, 1€, 03) V(s,¢,d, bon,w) € 2°-0F- QP - b QN - OV} (4.36)

La funcion objetivo f(xqgre, yéls”, ygé”, yg};") viene dada por:

S ot Y o <z 55 Y S Y csy};w>

zeeNLC wenNW €S ceNC denb

El primer sumando, Zw core Lexe, representa el costo de inversion anual en las lineas de
transmisién, mientras que el segundo sumando corresponde al costo de operaciéon esperado
considerando diferentes realizaciones de la incertidumbre a corto plazo (disponibilidad de
producciéon de unidades estocasticas, nivel de unidades convencionales y demanda) bajo la
peor realizacion de la incertidumbre a largo plazo (capacidad estocastica instalada, capacidad
convencional instalada y demanda pico).

Las restricciones (4.18)-(4.19) pertenecen al problema de primer nivel. La restriccion
(4.18) establece un limite en el presupuesto de inversion, mientra que las restricciones (4.19)
utilizan variables binarias para modelar la construccién de posibles lineas de transmision.

Las restricciones (4.20)-(4.25) forman parte del problema de segundo nivel. Las res-
tricciones (4.20)-(4.21) definen un presupuesto de incertidumbre para la capacidad disponible
de las unidades estocéasticas en el afio objetivo y limitan este presupuesto a un valor méximo
por zona z. El pardmetro de presupuesto de incertidumbre I'> puede variar dentro del inter-
valo [0,]43]]. Si A% = 0, no existe incertidumbre a largo plazo sobre la capacidad estocéstica,
mientras que si I'> = |A5], se considera maxima incertidumbre para la capacidad estocastica
disponible en el afio objetivo.

De manera similar, las restricciones (4.22)-(4.23) definen un presupuesto de incerti-
dumbre para la capacidad disponible de las unidades convencionales en el ano objetivo, limita-
do a un valor maximo por zona z. El parametro del presupuesto I'C varia dentro del intervalo
[0, |AS]]. Si AS = 0, no hay incertidumbre sobre la capacidad convencional, si I'C = |AY], se
considera méaxima incertidumbre. Analogamente, en las restricciones (4.24)-(4.25), establecen
el presupuesto de incertidumbre para la demanda pico futura en el afio objetivo, donde el
parametro I'° puede variar dentro del intervalo [0, |[AD]].

Las restricciones (4.26)-(4.33) corresponden al problema de tercer nivel. Las restriccio-

nes (4.26) garantizan el balance de potencia nodal para cada nodo y escenario (incertidumbre
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a corto plazo). Las restricciones (4.27) definen los flujos de potencia a través de cada linea
y escenario. Las restricciones (4.28) imponen limites a los flujos de potencia por linea y es-
cenario. Las restricciones (4.29) establecen limites al nivel de produccion de cada unidad
estocastica en cada escenario. Las restricciones (4.30) regulan el nivel de produccion de cada
unidad convencional en cada escenario. Las restricciones (4.31) limitan la cantidad de deman-
da desatendida por cada demanda y escenario. Las restricciones (4.32) imponen limites a los
angulos de tension por cada nodo y escenario. Finalmente, las restricciones (4.33) especifican
el nodo de referencia para cada escenario.

En cuanto a las variables de optimizacion, el conjunto (4.34) contiene las variables
asociadas al problema de primer nivel, mientras que los conjuntos (4.35) y (4.36) agrupan las

variables correspondientes a los problemas de segundo y tercer nivel, respectivamente.

Observaciéon IV.13. El problema anterior incluye el conjunto de restricciones no lineales

(4.27)
[ = web (0) — 04p)) V0 € O W € 2V

que complica la solucion del problema. Sin embargo este conjunto de restricciones junto con

las restricciones (4.28) dados por
—frex < e < e v e UV Yw € W

pueden ser linealizados de la siguiente forma

w

—(1—z)M < J;i — (04— 024) < (1 —2)M, ¥l € Q" Yw e OV, (4.37)
4

—mefi < Y < a5V € Q8 Vw e 2V (4.38)

donde M, es una constante positiva suficientemente grande.
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V. Aplicacién a un Problema de
Energia

Caso de estudio

Consideremos un sistema de energia compuesto por tres areas, con los siguientes datos:

El nodo 1 alberga un area de generacién renovable con una capacidad instalada minima
y futura esperada de 140 y 200 MW, respectivamente y un costo de produccién igual
a $2/MWHh. El nodo 2 contiene un area de generacion convencional con una capacidad
instalada minima y futura esperada de 80 y 100 MW, respectivamente, y un costo de
produccion de $20 MWh.

Ambas areas de generacion (nodo 1 y 2) suministraran energia a una zona de consumo
ubicada en el nodo 3 cuya demanda esperada es de 64 MW y su demanda méxima es

80 MW. El costo de la energia no suministrada en esta area es de $200/MWh.

Existen dos posibles lineas de transmision que podrian conectar cada area de genera-
cién con el drea de demanda, como se ilustra en la Figura VIII. Cada linea tiene una
susceptancia de 100 S y una capacidad de 50 MW. La Linea 1, que conecta la zona de
produccién renovable y de demanda, tiene un costo de inversion anual de 2 millones
de dolares. La Linea 2, que conecta la zona de produccién convencional y de demanda,

tiene un costo anual de 3 millones de dolares.

Se asume que no hay limite en el presupuesto de inversion. Se consideran dos escenarios
operativos con igual probabilidad de ocurrencia de 0.5 para representar las condiciones
de operacién futuras en el ano objetivo. En el primer escenario se estima una disponi-
bilidad del 75 % de produccién renovable, un 100 % de producciéon convencional y un
50% de demanda pico. En el segundo escenario se prevee una disponibilidad de un
25 % de procesamiento renovable, un 100 % de produccion convencional y un 75 % de

demanda pico.
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Produccién renovable Produccién convencional

Linea 1 Linea 2

FIGURA VIII. Caso de estudio de la planificaciéon de expansion de transmision.

1) Formulacién del problema

A continuaciéon, damos la formulaciéon del modelo ARSO para el caso de estudio.
Nuestro objetivo es determinar el mejor plan de expansiéon de transmisién. Denotamos por
I'S, ', I'P los parametros de incertidumbre presupuestaria que se tomaran en cuenta en

nuestro modelo y que se modificaran para lograr diferentes soluciones.

min _max min
{x1,22} {PS,PC,D} {PZIQ,P?Q,PU12,f112,f212,9%2,9%2};
{PS2,PC2 pY2 f2 f2,07,03}

1 1
2 x 10%; + 3 x 10%25 + 58760(21381 +20PC! 4 200PY!) + 58760(2P82 + 20P°% 4 200PV?)

S.a.
Restricciones del primer nivel:
x1, 9 € {0,1}
Restricciones del segundo nivel:
140 < PS <200, 200 — P° <601
80 < PY <100, 100— P¢ < 201°
64<D <80, D-—64<16I"
Restricciones del tercer nivel:
Pt =fl, PY=f;, 05D—-P=fl+f;
fi = 2110007, f} = 2210004
—50 < ff <50, —50< fy <50
0< P31 <0.75P% 0<P'<1.0P° 0<PY<05D
P2 =ft PP=f;, 075D-P”=fl+[;
2= 2110002,  f7 = 2510002
—50 < f2 <50, —50< f2<50
0< P%2<0.25P%, 0<P®?<1.0P% 0<PY2<0.75D,
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donde, x1 y xo son variables binarias que representan la construcciéon de las lineas de trans-
mision 1 y 2 respectivamente. Las variables PS5, P®, D describen la incertidumbre a largo
plazo en relacion con la capacidad estocéastica futura, la capacidad convencional futura y la
demanda méxima futura, respectivamente. Las variables operativas correspondientes al pri-
mer escenario son PS5t PCl pUL gl £l gl 9l mientras que P52, PC?2 PY2 (2 (2 02y 02

son las variables operativas correspondientes al segundo escenario.

2) Reformulaciéon del problema

El problema de optimizacion planteado en nuestro caso de estudio no puede resolverse
de forma directa. Por ello, es necesario fusionar los problemas de segundo y tercer nivel,
para luego descomponer el problema resultante en dos niveles mediante un procedimiento de
descomposicion tipo Benders [23]. En este contexto, presentamos la version linealizada del
problema de tercer nivel. Dado que es necesario derivar el problema dual, la variable dual de

cada restriccion se indica entre paréntesis en la restriccién correspondiente.

1
min 2 % 10%2; + 3 x 108z, + =8760(2P5! + 20PC! + 200PV1)
{PSI,PCI,PUl,fll,fgl,G%ﬂ%}; 2

{PS2,PC2 PV f2 f2,03 .63}

- %8760(2PSQ +20P%% + 200PY?).
s.a.
Restricciones del primer escenario:
P =fi (o)
P =f; (o)
05D — P = fl + f} (a3)

1
S e EL i

S
100

— 2150 — ff <0 (B

fi S@150 (B

f ) min
— - - (B o) <o
gLl

100
— 2250 — f3 <0 (BB

fo <50 (8™ )
_P81 <0 (,yinin 1)
P <0.75P% ()

=0 < (1—-21)10° (A7)

—0; < (1—22)10° (B™ 1)
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_ POl (yminly

P < 1.0PY  (ypaxt)

_PUl < (yminl)

PU' <05D (p5xt)
Restricciones del segundo escenario:
P2 =f (af)

P =f3 (o3)

0.75D — PV = f2 + f2 (a3

2
— (1 —2)10° — <1f&]—9§) <0 (BRn?)

f2 max
ﬁlo — 07 < (1—x1)10°  (B7™?)
— 2150 — ff <0 (B"?)

fi <150 (B15?)

2 .
— (1 — 2)10°% — (1‘%003) <0 (pH™?)

S gr < ot (o)
— 2950 — f3 <0 (B5"?)

f3 < w50 (B

_ pS2 <0 (,yinin 2)

P52 <0.25P% (ymax2)

_ pC2 <0 (,ygnin 2)

PCQ S 1.0PC (,ygnax 2)

_ pu2 <0 (,ygnin 2)

PY2 <0.75D (y5x?2)

Subproblema

Dado que tanto el problema de segundo nivel como el dual del problema de tercer nivel
son problemas de maximizacién, pueden fusionarse en un tnico problema de optimizacién.
El problema que resulta de fusionar los problemas de segundo y el problema dual del tercer

nivel se denominara subproblema y viene dado por:

max  — [(1—21)10987™ 1 + (1 — 21)10987" ! + 2150875 1 + 2150875 !
+ (1= 22)10° 851 + (1 — ) 10°B851™ ! + 2250855 1 + 2250855 ™ !
+0.75PSynax 1 4 1, 0pCamaxl 1 0.5Dyex ! — 0.5Da
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+ (1= 2)10°B1™ 2 + (1 — 21)10°B1™ 2 + 2150815 2 + 21 50873™ 2
+(1—a2)1 06/@max2 +(1—x2)1 065m1n2 + 295035 24 x250ﬁm1n 2
+0.25 P58 2 4 1.0P945* 2 4+ 0.75Dv5 2 — 0.75Daj]
S.a.

Restricciones del problema de segundo nivel:

140 < PS <200, 200 — P° <601

80 < P® <100, 100— P¢ <201°

64 < D < 80, D —64 <16I°

Restricciones duales para el primer escenario:
58760 X 2+ al + ’ﬁnax 1 ,yinin 1_ 0

1 max 1 min 1
58760X2O+O[2+’y -7 =0

1 .
58760 x 200 — a3 + rygnax 1 ,yénu'l 1 -0

min 1 max 1

BRI At T R A
1 1 gllin ! ZHiaX ' min 1 max 1 __

B AT T B

ﬂinl_ iriaxlzo

énlinl_ ériaX1:O

Restricciones duales para el segundo escenario:

1

58760 X 2+ al + ,-Y{nax 2 ,y{nm 2_¢
1 max 2 min 2
58760 x 20 + o + 92 — i = 0

1
58760 x 200 — Q3 4 X2 _ymin2 _

min 2 max 2
—OZ%—O[%— ﬁ)o + 11100 _Bm1n2+6max2
2 2 énlin ° QHiaX ° min 2 max 2 __
B TR T/ R
iliin 2 ﬁaxQ =0
énlin 2 énlax 2 _ 0

Las variables de optimizacion de este problema estan compuestas por: las variables de segundo
nivel PS5, P¢ D (al que denominaremos variables de salida del sibproblema); las variables

duales irrestrictas, af, a3, a3, con s = 1,2 y las variables duales no negativas 6“““ 5B,

mm S mln S mln S
21 P22 oM

s=1,2.

min s

0

I'Illn S max S max S max S max S max s
y V3 y P11 s P12 s P2 5 P N

max s

y V2

max s

, Y5 °, para
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Dado que el subproblema asume valores fijos de las variables de primer nivel (z1,z3) del
problema original y el objetivo general es la minimizacién, el valor 6ptimo de su funcion
objetivo sumado al costo de inversion correspondiente, representa una cota superior para el

valor 6ptimo del problema original.

Problema maestro

El problema maestro se formula para una iteraciéon genérica v, después de haber
realizado las iteraciones k = 1,...,v — 1. Los datos de entrada para este problema maestro

son las variables de salida del subproblema para todas las iteraciones ya realizadas, es decir:
PSWLpCH Dl g =0,.. .0 -1,

el ntimero de iteracion estd representado mediante [k]. Las variables de optimizacion de este
problema maestro, necesarias para resolver el siguiente subproblema, son: x1, x2. Teniendo en

cuenta la formulacion inicial, el problema maestro se define como:

min 2 x 10%; +3 x 10825 4+ 7
{z1,22.m};
{PSl[k]:PCl[k]7PU1[k]7f11[k]:fQI[k]7ei[k]79;[k]¢k:17“'7l/};
{PSQ[k],PO2[k]7PU2[k],ff[k],fg[k],af[k],Gg[k]7k=1,...,l/}

S.a.
0 > %8760 (2P51W +20PC1H 200PU1[’“])
+ %8760 (2PS2[’“] +20PC2MH 200PU2[k1) Ck=1,...v
PSUF — fll[k]’ PO — le[k]7
0.5Dk=1 _ pULK _ fll[k] +f21[k]’ k=1,...,v
PSUF — fll[k]v PO — f21[k]’
0.5Dk-1 _ pULK _ fll[k] +f21[k]’ k=1,....v

6 f11[k] 1[k] .
— (=10’ — (s~ e ) <0, k=1

"
100

—250— M <0, k=1,...v

1M < (1—2)105, k=1,... v

AWM <250, k=1,...,v

1[k]
— (1 —22)10° — (1200—9;““]> <0, k=1,...,v
1[4
“’;200—9;[’“] <(1—m)10% k=1,...,v
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— 250 — il <0, k=1,... v
AWM < g,50, k=1,...,v

0 < PSUH < .75 PS-1 o < pCUM < 1 o PCI—1],
0<PUE <o5DE1 k=1, v
R

0.75Dk—1 _ pU2Ik] _ ff[k] + f22[k], k=1,..

LV
2[k]
— (1 —21)10° — (%—9?“) <0, k=1,...,v
2[k]
%—ef[’“] <(1—a)10% k=1,....v

—x50— M <0, k=1,
M <450, k=1,...,v

B o
—(l—a)108— (22— — M) <0, k=1,....v

100
f2[k] ofk
ﬁ_%[ ] < (1_5132)1067 k=1,...,v

— 250 — M <0, k=1,...v

FM < 2050, k=1,...,v

0 < P92 < .25 PSk-1 o < pO2IHl < 1 PO,
0< PV <o75D% U k=1, 0w

Este problema maestro es una relajacion del problema original, por lo tanto, su valor objetivo

optimo actiia como una cota inferior para el valor objetivo 6ptimo del problema original.

3) Solucién del problema

A continuacion, describimos un algoritmo basado en el método de Benders [24], dise-
nado para resolver el problema planteado. Este enfoque combina el subproblema y el problema
maestro definidos previamente.

Dados los valores de los parametros de incertidumbre presupuestaria I'S, I'C y I'P el

procedimiento iterativo de solucién viene dado por el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 5: Benders para modelos ARSO

1: Inicializacion: Establece el contador de iteraciones k = 1 y asigna valores
iniciales para las variables de incertidumbre a largo plazo P8I, pClol y DIl
2: Resolucién del problema maestro: Usando los valores PSF—1 pClk—1] y

D¥=11 resolver el problema maestro para obtener las soluciones SU[lk] y :L‘[zk].

3: Resoluciéon del subproblema: Con las soluciones x[lk] y x[Qk] resolver el
subproblema para obtener los nuevos valores PSI| PCIk] ¢ DK
4: Criterio de parada: Comparar las cotas inferior y superior

e La cota inferior corresponde al valor de la funcién objetivo del problema maestro.

e La cota superior se calcula como la suma del valor objetivo del

subproblema y el costo de inversién asociado

Si ambas cotas son suficientemente cercanas, finalizar. En caso contrario,

actualizar k <— k 4+ 1 y regresar al paso 2.

B. Analisis y discusion de resultados

En esta seccién se presentan los resultados de los experimentos computacionales rea-
lizados con el modelo ARSO aplicado al caso de estudio descrito en la seccién anterior. La
implementacion se llevo a cabo en Julia 1.6.7 empleando el paquete JuMP [25], los problemas
se resolvieron usando Gurobi 11.0.1 [26].

Las simulaciones se ejecutaron en un equipo con un procesador Intel(R) Core(TM)
i5-1135G7 a 2.40 GHz, con 8 GB de memoria RAM y sistema operativo Windows. La imple-
mentaciéon completa del modelo, junto con los codigos y datos utilizados, esta disponible en

https://github.com/AmericoCh/ARSO Models.git.

1) Comparacion de costos del modelo ARSO y determinista

Para evaluar la utilidad del modelo ARSO planteado en nuestro caso de estudio, se
incluy6 un anélisis comparativo con el modelo determinista asociado, el cual no considera
incertidumbre robusta (I'> = I'“ = I'V = 0) ni estocastica (sin considerar incertidumbre
modelada mediante escenarios probabilisticos). Para este proposito, se utilizaron los valores
esperados de las variables que representan las capacidades instaladas: PS = 200, P¢ = 100 y
D = 64. Asimismo, en ausencia de incertidumbre estocastica, las variables operativas estan
representadas por, (P%, PY, PV). El modelo deterministico obtenido se encuentra detallado
en el Anexo B.

La Figura IX muestra la comparaciéon entre los costos totales del modelo ARSO y el
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modelo determinista para los siguientes valores simétricos de los pardmetros:
'S =r°=rY¢{0.0,025,0.5,0.751.0},

que representan el nivel de incertidumbre en la generaciéon renovable, convencional y la de-
manda, respectivamente.

Los resultados muestran cémo los costos del modelo ARSO aumentan al incrementar
la incertidumbre, este costo extra puede interpretarse como una inversiéon para reducir el riesgo
y evitar fallas operativas bajo incertidumbre. Por otro lado, el modelo determinista presenta
un costo total constante ya que asume valores promedio para los parametros, ignorando la
incertidumbre en las variables lo que puede llevar a decisiones poco robustas en la practica,
puede subestimar costos reales, lo que resulta en un riesgo significativo si los parametros
reales se desvian de sus valores promedio. En el caso particular de I'S = I'® = 'V = 0.0, se

observa que el costo del modelo determinista coincide con el costo del modelo ARSO.

8.0x10°
7.0x10° |
=@ 6L
¥ 6.0x10
©
i
] —@— Costo ARSO
8 5.0x10° - —{ — Costo deterministico
(7]
o
@]
4.0x10° |
3.0x10° |
Yt — %= — — — @
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
r=r°=-rY

FIGURA IX. Comparacion del costo ARSO y deterministico (caso simétrico).

La Figura X compara el costo ARSO frente al costo determinista para otras cinco
configuraciones asimétricos definidos por los pardmetros de incertidumbre (FS, e, rv). Por
ejemplo, la configuracion con (I'S, I'°, I'P) = (0.4,0.7,0.9) implica una alta incertidumbre en
todas las dimensiones, mientras que en otros escenarios las incertidumbres estan concentradas
en menos parametros. Esta flexibilidad convierte al modelo ARSO como una alternativa supe-
rior al modelo determinista, especialmente en sistemas energéticos con una alta participacién
de generacion renovable. El modelo ARSO garantiza decisiones de inversion y operacién mas
seguras y sostenibles; al mismo tiempo que minimiza los riesgos y maximiza la resiliencia del

sistema frente a condiciones adversas.
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7.0x10° |

6.0x10° |
@
I 6
g 010 —@— Costo ARSO
o —l— Costo Deterministico
@
(@]
o 6

4.0x10°

3.0x10° |

- — - f— — — &
(0.0, 0.1, 0.0) (0.1, 0.8, 0.5) (0.1, 0.0, 0.2) (0.4, 0.7, 0.9) (0.2, 0.3,0.4)
(FS, FC7 FD)

FIGURA X. Comparacion del costo ARSO y deterministico (caso asimétrico).

2) Impacto de la incertidumbre en el modelo ARSO

La Tabla I resume los resultados del caso de estudio considerando distintas configu-
raciones definidas por combinaciones especificas de los parametros de incertidumbre I'S, I'C
y I'P). Cada configuracién representa diferentes niveles de incertidumbre, se incluyen tanto
casos simétricos (1 a 5, donde, I'> = I'® = I'P) como casos asimétricos (6 a 10, donde,
I'S,°, I'P tienen valores diferentes).

El modelo ARSO ajusta dindamicamente las decisiones de inversién x; y o junto
con las capacidades instaladas bajo incertidumbre a medida que aumentan los niveles de
incertidumbre. Por ejemplo, en la configuracion 1, x1 = 1,29 = 0 y las capacidades instaladas
PS5, PC D toman sus valores esperados. En configuraciones con mayor incertidumbre, 5 y 6,
los valores de PS, PC, D se ajustan proporcionalmente para minimizar el impacto del riesgo.

A medida que aumentan los niveles de incertidumbre, el costo objetivo también incre-
menta, como se muestra en las configuraciones 1,3 y 5, reflejando la naturaleza conservadora
del modelo en escenarios mas adversos.

Los resultados adicionales correspondientes a las soluciones de las variables operativas

y el flujo por escenario estan detallados en Tabla III del Anexo B.
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TABLA I

Resultados del caso de estudio bajo diferentes configuraciones

Config. I® r¢e re Objetivo Ty Ty PS P D
1 0.0 0.0 0.0  2.70080 x 10° 1 0 200.0 100.0 64.0
2 0.25 0.25 0.25 6.11909 x 108 1 1 185.0 95.0 68.0
3 0.5 0.5 0.5  6.69506 x 10° 1 1 170.0 90.0 72.0
4 0.75 0.75 0.75 7.27103 x 10¢ 1 1 155.0 85.0 76.0
5 1.0 1.0 1.0  7.84700 x 108 1 1 140.0 80.0  80.0
6 0.0 0.1 0.0 2.70080 x 10 1 0 200.0 98.0 64.0
7 0.1 0.8 0.5 6.22202 x 10° 1 1 194.0 84.0 72.0

0.1 0.0 0.2  4.38360 x 108 1 0 194.0 100.0 67.2
9 0.4 0.7 0.9  7.02531 x 108 1 1 176.0 86.0 784
10 0.2 0.3 04  6.22815 x 10° 1 1 188.0 94.0 70.4

3) Analisis de las soluciones del modelo ARSO y el modelo determinista

Al comparar la Tabla I con la Tabla II, se observa que el modelo ARSO invierte

en ambas lineas, excepto en las configuraciones con bajo nivel de incertidumbre (1, 6 y 8).

Es particularmente interesante notar que, en el segundo escenario de la configuraciéon 8, se

permite la presencia de energia no servida (PY? = 1.9MW), como se detalla en la Tabla III

del Anexo B. En contraste, el modelo determinista tinicamente invierte en la linea 1 y no

permite energia no servida (PY = 0.0).

Este resultado destaca la relevancia del modelo ARSO al incorporar flexibilidad para

permitir energia no servida, lo cual refleja un comportamiento mas realista de los sistemas

energéticos. Dicha capacidad es fundamental en escenarios donde las condiciones adversas o la

alta incertidumbre pueden limitar la generacién renovable o la capacidad operativa, haciendo

del modelo ARSO una herramienta mas adecuada para la planificaciéon robusta y sostenible.
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TABLA II

Soluciones del problema determinista asociado con el modelo ARSO.

Parametro Valor
Costo total ($) 2.7008 x 10°
Decision de inversion en linea 1 (x;) 1
Decision de inversion en linea 2 (z5) 0
Generacion renovable (PS) 40.0
Generacion convencional (P°) 0.0
Energia no servida (PY) 0.0
Flujo en linea 1 (f;) 40.0
Flujo en linea 2 (f3) 0.0

4) Convergencia del algoritmo de Benders para modelos ARSO

Para inicializar el Algoritmo 5, es necesario fijar valores para las variables de incerti-
dumbre a largo plazo P89, Pl y DI Los resultados obtenidos en la Tabla I se obtuvieron
fijando estos valores a (1,1,1), en este caso el algoritmo converge a la solucion 6ptima en
2 iteraciones, para todos las configuraciones consideradas. En general, la convergencia del
Algoritmo de Benders para modelos ARSO, depende de la eleccién del punto inicial y de los
parametros de incertidumbre presupuestaria asociado.

En el analisis realizado, se observa que puntos iniciales como (0,0,0) y (2,4, 6) per-
miten que el algoritmo de Benders converja de manera eficiente en solo dos iteraciones para
todas las configuraciones consideradas. En particular, la Figura XI(a), ilustra la convergencia
para el punto inicial (2,4,6) bajo la Configuracion 7, mientras que la Figura XI(b) muestra

la convergencia para el punto inicial (0,0, 0) bajo la Configuracion 9.

(a) Punto inicial (2,4, 6), Configuracion 7. (b) Punto inicial (0,0, 0), Configuracion 9.

—@— Cota superior 71 —@— Cota superior
Jox1d® - —— Cota inferior 8.0x10 —— Cota inferiar
— = Valor dptimo — — Valor dptimo

6L
6.0%10 6.0x10"

sox10® -

Valor
Valor

2.0x10"

a0x10°

20x10
3.0x10° -

2.0x10° [ *

Iteracién Iteracién

FIGURA XI. Convergencia del Algoritmo 5 para el caso de estudio.
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Por otro lado, al considerar el punto inicial (PS5, PCIOI DTy = (2,2, 2), se observa que
las Configuraciones 1 y 6 no logran converger, mientras que las demés si. En la Figura XII(a)
se muestra el caso de no convergencia para el punto inicial (2,2, 2) bajo la Configuracion 1. Se
puede apreciar que en la segunda iteraciéon las cotas inferior y superior no estan correctamente
definidas, sin embargo, estas proporcionan un valor subdptimo muy cercano al 6ptimo. Cabe
destacar que, en este caso, la cota superior coincide con el valor 6ptimo.

Finalmente, al considerar el punto inicial (200,90, 72) el algoritmo de Benders no
converge en las Configuraciones 1, 6 y 8, mientras que en las demés si lo hace. La Figura XII(b)
ilustra el caso de no convergencia para este punto inicial bajo la Configuracién 8. Se observa
que el valor 6ptimo se encuentra significativamente alejado de las cotas proporcionadas por

el algoritmo de Benders.

(a) Punto inicial (2,2,2), Configuracion 1. (b) Punto inicial (200,90, 72), Configuracion 8.
1.0%10° Lox10"
i - it
— = Valor dptimo — = Valor éptimo
gox1c® [ 8.0x10° |
6.0x10° 5.0x10°

Valor
Valor

20x10° | s
4.0x10° |

hm et 3.

2.0x10°

2.0x10° |

1 F] 3
Iteracién L i 2
Iteracion

FIGURA XII. No convergencia del Algoritmo 5 para el caso de estudio.

A pesar de la sensibilidad a las condiciones iniciales y a la estructura del problema,
el modelo ARSO, junto con el algoritomo de Benders es una herramienta eficaz para abordar
la incertidumbre y optimizacién robusta, ademas estos resultados enfatizan la importancia
de un disefio minucioso tanto en la formulacién del problema como en la implementaciéon del

algoritmo.
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VI. Conclusiones y perspectivas

A continuacion describimos las conclusiones del trabajo y las perspectivas de investi-

gacion futuras.

A. Conclusiones

e La incertidumbre es un elemento que se debe de tener en cuenta en el proceso de toma de
decisiones, por lo que la metodologia de optimizacién robusta es efectiva para abordar
problemas sujetos a incertidumbre como los problemas energéticos. Los ejemplos y
resultados obtenidos demuestran la capacidad de esta técnica para generar soluciones

resistentes a variaciones imprevistas.

e La disponibilidad de datos y los avances en el software de optimizaciéon permiten uti-
lizar la teoria de optimizaciéon robusta para poder incluir la incertidumbre en nuestros

modelos y comprender mejor las consecuencias de dichos acontecimientos inciertos.

e La aplicacién de optimizaciéon robusta a problemas energéticos puede conducir a una
mejora significativa en la eficiencia operativa. Las soluciones robustas permiten una

operaciéon mas estable y rentable en condiciones de incertidumbre.

e Se puede concluir que la optimizaciéon robusta contribuye a la reduccién de costos
operativos y a la mitigacion de riesgos en la gestiéon de sistemas energéticos. Esto es
crucial en un contexto donde la volatilidad de los precios energéticos y las condiciones

climéticas inciertas son comunes.

B. Perspectivas para trabajos futuros

e En nuestro caso de estudio de la planificacién de expansiéon de transmision se considero
un problema pequenio con datos artificiales, una linea de trabajo futuro es considerar

un problema de tamaifio real por ejemplo en el sistema eléctrico del Per.

e Otra linea de investigacion consiste en la aplicacion de la optimizacién robusta a las
Redes Inteligentes (Smart Grids) en la gestion de la generacion y la distribucion de

energia.

e También podemos explorar como la optimizacion robusta puede contribuir a la reduc-

cion del impacto ambiental de las operaciones energéticas.
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Anexos

En este Anexo se presentan las demostraciones de algunos resultados importantes
enunciados en el trabajo, asi como algunos resultados complementarios correspondientes al

caso de estudio.

Anexo 1: Pruebas adicionales

Proposicion. (Proposicion II1.22) La restriccion conica robusta sobre el elipsoide

|Az —blls <t, V(A,b)eui?®

elip
puede ser reformulada como la siguiente restriccion positiva semidefinida

t—x (Az—b)T 0T
Aaz—i) t1 Ag’ t07’€207
0 (AE)T kI

donde, I es la matriz identidad de dimensiones apropiadas; Ay es una matriz cuya i-ésima

columna es igual a A;x — b; para cadai=1,2,...,k.

Prueba. La restriccién coHnica robusta es equivalente a

max H(Aw —b)+ ATE|| <t

l€ll2<1

’ 2

elevando al cuadrado ambos miembros de esta desigualdad obtenemos, obtenemos
_ _ T, _
((Aw —b) + Aze) ((Aw - )+ Afe) <2, ve: [l <1 (0.1)
Partiendo de (0.1) tenemos las siguientes equivalencias

t (Az — b) + AZE)T
(Az — b) + A%¢ 74

M
=y My >0, VE¢: €]l <1,Vy = (v,w) e R™,

] =0, VE:[gf2<1,

—=tv? + 20(Az — b)Tw + tw w + 20T (AX)Tw >0 VE: [|€]s < 1,V(v,w) € R™H



teniendo en cuenta que

min 20€T (AF)Tw = —|2v(AF) w| = min 2¢T(AF)Tw

ll€ll2<1 £TE<w?

obtenemos

t? + 2v(Ax — b)Tw + tw w + rr£11<n 20ET(AD)'w >0 V(v,w) € R™,

—t? 4 20(Ax —b)Tv + 1o v+ 26T(AY)Tw >0 Vz = (v,w,§) € R™THFL . £T¢ <02

t (Ax —b)T 07 1
—z" Az - b tI Af| 220 Vze Rk ST 0 z>0
0 (AE)T 0 —1I

Esta tltima equivalencia significa que

1 t (Az —b)T 0T
2T 0 2>0=2"|Az—b tI Az 220 Vz € RmHk+L
I 0 (AD)T 0

luego, aplicando el Teorema II1.16 (S-lemma) debe existir k > 0:

t (Az —b)T 0T 1
Az —b tI Az —k| 0 =0,k >0,
0 (AE)T 0 -1

de donde se concluye el resultado.

Proposicion. (Proposicion I11.28) La restriccion semidefinida positiva robusta

m k
> (Aizi = B)+ Y (pi(@)s” +sp;(@)7)¢; = 0, Ve[l < 1. (02)
=1

Jj=1

puede reformularse como la siguiente restriccion semidefinida positiva

ZTI(AZ:UZ B) — kssT P(x)
P(x)T wI

m

Prueba. Denotando por D(z) = Y.7* (A;z; — B), por definicién de una matriz positiva



semidefinida, la restriccion (0.2) es equivalente a
k
2'D(x)z +2)  2Tp(x)s'26 >0, Vz.&: €] <1, (03)
j=1

reescribiendo el segundo sumando y teniendo en cuenta que

min 2(s'2)z"P(x)é = —|s"z|||z"P(z)|| = = min 22" P(x)¢

lI€ll2<1 £T€<zTssTz

La restriccion (0.3) es equivalente a
2'D(x)z +22"P(x)€ >0, Vz,£:£7¢€<2"ss'2,

el cual puede ser escrito en su forma matricial como

[ssT ] -0 [D(m) P(m)] 0,
-1 P(z)" 0

El resultado se sigue aplicando el Teorema III.16. ]

Es importante resaltar el uso de dos técnicas en la demostracion de estos resultados:

e La primera es la homogeneizacién, que consiste en elevar una restricciéon cuadratica, por
ejemplo (0.1), desde el espacio &€ a un espacio de dimension superior (v, w, €) haciendo

que el término constante de las funciones cuadraticas resultantes sea cero.

e La segunda técnica es el uso del Teorema II1.16 (S-Lema).



Anexo 2: Resultados complementarios

El problema determinista asociado al modelo ARSO de nuestro caso de estudio adopta

la siguiente forma:

min
{z1,22};

2 x 1082, 4 3 x 10525 4+ 8760(2P° + 20P€ + 200PY)

{PS,PC,PY f1,f2,01,02}

S.a.

x1, 29 € {0,1}

PS=f;, P°=fy, 05D—-P"=fi+f

fi = 211000, fo = 221000,
=50 < f1 <50, =50 < fo <50
0 < P5 <0.625P8

0< P® <1.0P¢

0< PV <0.625D

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

donde, PS5 = 200, P¢ = 100, D = 64. Las restricciones (3) complican el problema; sin em-

bargo, pueden ser linealizadas y junto con las restricciones (4), reemplazadas por el siguiente

conjunto:

~M(1—a1) — (fl —91) <0

100
S
I < —
100 Hl_M(l (L‘l)
—$150—f1§0
f1 <2150
u I
“M (1~ 2) — ({55 —02) <O
f2
Je < _
100 02_M(1 .%'2)
—1‘250—f2§0
J2 < @250

donde, M es una constante suficientemente grande.



La Tabla III contiene las soluciones de las variables operativas y flujos para cada uno

de los dos escenarios del caso de estudio.

TABLA TIII
Soluciones 6ptimas de las variables operativas y flujos por escenarios.
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